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NORVESKA USTANAVLJA ABELOVO NAGRADO
ZA MATEMATIKO

Lani avgusta je norveska vlada naznanila ustanovitev Abelove nagrade, nove med-
narodne nagrade za matematiko. Nagrado so Norvezani poimenovali po svojem ro-
jaku Nielsu Henriku Abelu (1802 ~1829), enem najvecjih matematikov vseh ¢asov.
Prvié jo bodo podelili leta 2003. Zacetni kapital nagradnega sklada je 200 mi-
lijonov norveskih kron, kar je priblizno 23 milijonov ameriskih dolarjev. Visina
vsakoletne nagrade bo odvisna od donosa sklada in bo priblizno tolikéna kot pri
Nobelovi nagradi (ki je, kot vemo, za matematiko ne podeljujejo). Ocenjujejo jo
na 5 milijonov norveskih kron.

Sama ideja Abelove nagrade za matematiko
je stara ze sto let, sega v ¢as ustanovitve Nobelove
nagrade. Prvi pobudnik je bil norveski matematik
Sophus Lie konec 19. stoletja. Leta 1902 je Oscar
11, kralj unije Svedske in Norveske, predlagal usta-
novitev take nagrade, vendar je predlog zamrl, ko
je leta 1905 zveza med narodoma (miroljubno) raz-
padla. Zadnjo pobudo je podal matematiéni odde-
lek Univerze v Oslu, ki bo, od 3. do 8. junija letos,
gostitelj mednarodne konference v pocastitev 200-
letnice Abelovega rojstva. Tedaj bo tudi slovesno
objavljena ustanovitev nagrade.

Z Abelovo nagrado bo upravljala Norveska
akademija za znanost in humanistiko v Oslu. Ime-
novala bo petélanski izbirni odbor in Sirse sveto- “ e -
valno telo, ki ga bo sestavljalo dvajset do tride- = =% NCI—
set dlanov. Sestavi odbora in svetovalnega telesa KiP N-H. Abela, delo kiparja Vige-
bosta mednarodni z opaznim delezem nenorveskih landa, i soit na Aldovn: i

3 N = pred kraljevo palato v Oslu.
matematikov. Vseh pravil v zvezi s podeljeva-
njem nagrade Se niso doloéili. Gotovo pa je, da za dodelitev nagrade ne bo nobene
starostne omejitve, kakrsna npr. velja za Fieldsovo medaljo, najprestiznejso ma-
tematiéno nagrado doslej. To lahko prejmejo le matematiki, mlajsi od Stirideset
let. Prav tako ne bo nobene omejitve glede matematiénih podroéij, za katere naj
bi nagrado podeljevali.

Norvezani zele z Abelovo nagrado po eni strani dvigniti splodni ugled mate-
matike, radi pa bi se tudi predstavili kot narod z bogato kulturno in znanstveno
tradicijo. Upraviceno lahko postavijo matematika Nielsa Henrika Abela ob stran
drugim velikim rojakom, kot so pesnik in dramatik Henrik Ibsen, slikar Edvard
Munch ali skladatelj Edvard Grieg.

Marija Vencelj
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258 Za vsakogar nekaj

NAGRADNA NALOGA

Zaradi spremenjenega urnika tekmovanj prihaja 5. stevilka letosnjega Pre-
seka k nasim bralcem prej kot pretekla leta. Zato v njej ne objavljamo
reSitve nagradne naloge Tri enice in enajst fizolékov iz 4. stevilke, ker ob
oddaji pricujoce stevilke v tiskarno Se ni potekel razpisani rok za njeno
reditev. Pa¢ pa vam ponujamo novo nagradno nalogo Produkt = vsota,
ki jo je sestavil Martin Juvan. Izmed reSevalcev, ki nam bodo poslali
pravilno resitev naloge, bomo izzrebali nagrajenca, ki bo prejel knjizno
nagrado.

Resitve posljite najkasneje do 30. aprila na nas naslov:

Presek, Jadranska c. 19, 1001 Ljubljana, p.p. 2964.

Resitvi in rezultate nagradnega razpisa za obe nalogi, iz te in iz
4. stevilke, bomo objavili v 6. stevilki.

Marija Vencelj, odg. ur.

PRODUKT = VSOTA — Nagradna naloga

Za vsako naravno stevilo k > 2 ima enaéba
@1 sn Oy =014 oo+l
resitev

ﬂ.1=k, (12=2, ﬂ.3=...=(1-k=1.

Ce enacbo resujemo v naravnih Stevilih in od reSitve zahtevamo Se
ay = as = --- = ap > 0, potem je za k = 2, 3 in 4 to tudi edina
resitev. Pri k = 5 pa obstaja vec resitev. Poskusite jih poiskati!

Martin Juvan

SKORAJ GOTOV DOGODEK - Utrinek

Janez ne ve, kaj bi pocel. Pa vzame kovanec in sklene: “Tale kovanec
bom vrgel v zrak. Ce pade cifra, grem na nogometno tekmo. Ce pade
moz, grem v kino. Ce bo kovanec obstal na robu, grem spat. Ce pa bo
kovanec ostal v zraku, se bom ucil.”

Dusan Murovec
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NIELS HENRIK ABEL (1802-1829) —
Ob dvestoletnici rojstva

Abelova zapuséina bo zaposlovala rodove matematikov Se petsto let.
Charles Hermite, fr. mat. 19. stol.

Niels Henrik Abel se je rodil 5. av-
gusta 1802 na otoku Finney na jugoza-
hodu Norveske. Bil je drugi od sedmih
otrok protestantskega pastorja Serena G.
Abela, ki je leta 1804 nasledil svojega
oceta v zupniji Gjerstad blizu Riserja.
Pastor Abel je bil v odmaknjenem Gjer-
stadu tudi prvi ucitelj svojih otrok.

Niels je odraséal v nemirnih letih
Napoleonovih vojn. Norveska je bila za-
radi tedanje skupne drzave z Dansko pri-
tegnjena v vojno na strani Francije, kar
je placala s hudim pomanjkanjem zaradi
britanske blokade svoje obale. Po Kielski
mirovni pogodbi je Danska prepustila
Norvesko Svedom. Norvezani so se zeleli
osamosvojiti, toda po kratki in jalovi vojni, v kateri slabo oborozeni
Norvezani niso mogli biti kos Svedogn pod Bernadottovim poveljstvom, je
bila ustanovljena personalna unija Svedske in Norveske, v kateri je imela
Norveska lastno ustavo. Nielsov oce je imel vidno vlogo v nacionalnem gi-
banju in je bil eden od ¢lanov izrednega stortinga, norveskega parlamenta,
ki je bil jeseni 1814 sklican za dokonc¢no oblikovanje nove ustave.

Ko je bilo Nielsu Abelu 13 let, so ga poslali v skofijsko solo v Kri-
stianiji, danasnjem Oslu. Leta 1817 je bil za ucitelja matematike na Soli
nastavljen Bernt Holmboe, le sedem let starejsi od Abela, ki je hitro odkril
Abelov izjemni talent za matematiko. Skupaj sta zacela studirati Euler-
jeva in kasneje Lagrangeova ter Laplaceova dela o integralnem racunu.
Abelov napredek je bil tako hiter, da je v kratkem ¢asu prekosil svojega
ucitelja. Holmboe, ki je uvidel, da ima pred seboj enega najvecjih mate-
matikov vseh éasov, je na vse na¢ine poskusal svojemu mlademu varovancu
in prijatelju najti materialno podporo. Toda v osiromasSeni Norveski je
vladala lakota in denarja za podporo ni bilo.

Abelove razmere so se dodatno poslabsale kmalu zatem, ko je bil
pastor Abel po dveletnem premoru leta 1818 ponovno izvoljen v storting.
Njegovi neutemeljeni in grobi napadi na ostale predstavnike parlamenta,
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zdruzeni z alkoholizmom, so bili razlog za njegov politiéni in osebnostni
propad. Ko je leta 1820 umrl, je bilo to za okolico pravzaprav olajSanje.
Druzino je zapustil z majhno pokojnino in globoko v dolgovih. Nielsu
je bilo tedaj 18 let. Ker je bil starejdi brat dusevno bolan, je skrb za
§tevilno druzino padla na Nielsova ramena. Optimistiéni mladi genij
je nepricakovano odgovornost brez oklevanja sprejel. 7 vso pravico je
racunal, da bo v nekaj letih, kot uspesSen in spostovan matematik, dosegel
akademsko kariero. To bi njega in njegovo druzino potegnilo iz reviéine.
Medtem je privatno pouceval in matemati¢no delal, kolikor je mogel. V
ta ¢as reviéine in neprestanega dela, s katerim si je matematik Abel po-
stavil neminljiv spomenik, segajo, zal, tudi zametki tuberkuloze, bolezni
revezev, ki ga je ubila, preden je napol opravil svoje delo.

Leta 1821 se je Abel vpisal na Det Kongelige Frederiks Universitet v
Kristianiji in v enem letu dosegel stopnjo Candidatus Philosophiae. Od
tu dalje je bil samouk. Na univerzi ni bilo nobenega nadaljnega kurza iz
matematike ali fizike, a kaZze, da pomo¢i uéiteljev sploh ni potreboval. Bral
je in prebral vse razpolozljive matematiéne vsebine, pomembne in nepo-
membne. Pri tem je dela svojih predhodnikov dopolnjeval in nadgrajeval.
Leta 1823 je nova norveska znanstvena revija Magazin for Naturvidenska-
ben objavila prvi Abelov ¢lanek o funkeijskih enaébah in nekaj kasneje
¢lanek, ki je vseboval prvo resitev kake integralske enacbe sploh. Pozimi
1822-1823 je sestavil daljse delo o integraciji elementarnih funkcij in ga
predlozil univerzitetnemu kolegiju, a so ga izgubili. Verjetno pa nekatera
kasnejsa Abelova dela vsebujejo v tem delu prikazane rezultate.

Poleti 1823 mu je Rasmussen, edini profesor matematike na univerzi
v Kristianiji, finan¢no omogocil obisk pri odliénem danskem matematiku
Ferdinandu Degenu v Kgbenhavnu. Tam je Abel spoznal svojo bodoco
zarocenko Christine Kemp.

Po vrnitvi v Kristianijo se je Abel vrnil k problemu, s katerim se
je ukvarjal ze prej. Se pred vstopom na univerzo se je namre¢ z Vso
mladostno vnemo lotil iskanja algebraiéne reSitve enacbe pete stopnje,
naloge, s katero so se neuspesno ukvarjali domala vsi veliki matematiki
od 16. stoletja dalje. Sprva je verjel, da je nasel izraz, ki podaja resitev.
Kasneje je sam odkril, da metoda ni korektna, in problem odlozil na
stran. Po obisku na Danskem je na nalogo pogledal z druge strani in
premagal stoletja star problem. Dokazal je, da splosne algebraiéne enache
pete ali visje stopnje niso resljive z radikali, t.j., reSitve takih enaéb niso
algebrai¢no izrazljive s koeficienti enacéb (za enacbe do vkljuéno éetrte
stopnje taki izrazi obstajajo). Abel se je zavedal pomembnosti svojega
rezultata, zato je na lastne stroske delo natisnil in ga poslal najvecjim
zive¢im evropskim matematikom. Da bi zmanjsal stroske, je ves dokaz
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skréil na Sest strani. Morda je bilo zato delo teze razumljivo. Kakorkoli,
odgovora ni dobil od niti enega tujega matematika, tudi od velikega
Gaussa ne.

V tem casu je Abel pravzaprav zivel od podpore svojih profesorjev.
Vendar se je zelel finanéno osamosvojiti. Toliko bolj, ker se je zarocil s
Christine Kemp, ki je prisla na Norvesko za guvernanto k druzini, ki je
zivela blizu Kristianije.

Zaprosil je za drzavno potovalno podporo, ki mu je bila dodeljena leta
1825. Potoval naj bi v Gottingen h Gaussu in v Pariz, tedanjo svetovno
prestolnico matematike. Pustimo ob strani razloge, zaradi katerih se je
Abel, namesto v Gottingenu, znasel v Berlinu, kjer je ostal pet mesecev.
Gaussa tudi kasneje ni obiskal.

Za Abela, ki je bil vsekakor sposoben v matematiki delati sam, je bila
to pravzaprav sreéna odlo¢itev. V Berlinu je sre¢al Augusta Leopolda
Crella, vplivnega inzZenirja, ki ga je matematika zelo zanimala. Crelle
je tedaj ustanavljal Journal fiir die reine und angewandte Mathematik,
imenovan tudi Crellov Journal, ki je bil v 19. stoletju vodilna nemska
matematicna revija. Crelle je Ze v prvi zvezek vkljucil sedem Abelovih
¢lankov in v naslednje Se veliko vec. Stevilni med njimi so bili izjemnega
pomena za razvoj matematike.

Med prvimi deli je bil v Journalu objavljen tudi razsirjeni dokaz
trditve, da splosna resitev enacbe pete ali vi§je stopnje z radikali ni mozna.
V élanku je Abel izpeljal tudi potrebno algebrsko ozadje, vkljuéno z
algebraicnimi razsiritvami obsegov. Trditev poznamo pod imenom Abel-
Ruffinijev izrek!. V berlinski ¢as sodi med drugim posplositev binomske
formule in npr. integriranje izrazov, v katerih nastopajo kvadratni koreni.

Abel je presenecen odkril veliko pomanjkanje strogosti v sodobni ma-
tematiki. Prijatelju Holmboeju je pisal: “Ce izvzamemo najpreprostejse
primere, ni v vsej matematiki niti ene neskonéne vrste, katere vsota bi bila
strogo definirana. Stevilni pomembni deli matematike so neutemeljeni.
Res je, da Stevilni med njimi veljajo, kar je zelo presenetljivo. Pred
menoj je izjemno zanimiv problem, da z zamudo odkrijem razloge za to.”
Rezultat tega odkrivanja z zamudo je Abelovo klasi¢no delo o potenénih
vrstah s Stevilnimi pomembnimi splosnimi izreki.

Medtem je v Cristianiji profesor Rasmussen, ki je bil tudi pomemben
javni delavec, zaradi preobremenitve zapustil mesto na univerzi. Na
izpraznjeno mesto, na katero je Abel v prihodnosti z gotovostjo racunal, je
fakulteta imenovala Bernta Holmboeja. Abel je svojemu prvemu ucitelju

1 Kaze, da je trditev poskuSal dokazati tudi italijanski matematik Ruffini, a je
njegov clanek tako zapleten, da je tezko presoditi korektnost njegovih sklepov.
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toplo éestital in ostala sta dobra prijatelja. O¢itno pa je bil Abel od tedaj
dalje v skrbeh za svojo prihodnost. V njegovi lastni domovini ni bilo
na obzorju zanj nobenega znanstvenega polozaja, ki bi mu zagotavljal
finanéno gotovost.

V Pariz je Abel dopotoval julija 1826 in dozivel veliko razocaranje.
Najpomembnejsi francoski matematiki niso pokazali nikakrsnega zanima-
nja za neznanega Norvezana. Mimogrede se je srecal edino z Legendrom,
ki se je v poznih letih ukvarjal z eliptiénimi integrali, podrocjem, ki je
bilo tudi Abelova specialnost. Vendar je Abel svoj €as v Parizu do-
bro izkoristil. Dokonéal je svoje najpomembnejse delo o algebraiénih
integralih. Rokopis, za katerega je pri¢akoval, da ga bodo natisnili, je
oktobra predlozil francoski akademiji znanosti. Ocenila naj bi ga Cauchy
in Legendre, Cauchy kot predsednik. Abel je vso jesen éakal na odgovor,
toda zaman. Njegovo delo so izgubili, oziroma, kot se je kasneje izkazalo,
zalozili.

Konec leta si je Abel z zadnjim denarjem placal voznjo iz Pariza v
Berlin. Kmalu po prihodu v Berlin je zbolel. Verjetno je §lo za prvi napad
tuberkuloze. Hrepenel je po Norveski, toda ¢util se je dolznega, da ostane
v tujini, dokler ne potece ¢as, za katerega mu je bila podeljena stipendija.
Nekaj denarja mu je poslal Holmboe, verjetno mu je pomagal tudi Crelle.
Crelle je Abela zelel zadrzati v Berlinu, dokler mu ne bi nasel mesta na
berlinski univerzi. Za vmesni ¢as mu je ponudil mesto urednika svojega
Journala.

V Berlinu je Abel z veliko vnemo pisal nov ¢lanek, razpravo o elip-
tiénih funkeijah, ki je njegovo najobseznejse delo. V tem delu je radi-
kalno prevedel teorijo elipticnih integralov na teorijo eliptiénih funkcij, pri
cemer je izhajal iz njihove medsebojne inverznosti. Ker je vecino teorije
eliptiénih funkeij razvil ze kot Student v Kristianiji, jo je bil sposoben
predstaviti z vsem bogastvom detajlov, vkljuéno z dvojno periodiénostjo,
razvoji v neskonéne vrste in v neskonéne produkte ter z adicijskimi izreki.

V Kristianijo se je Abel vrnil konec maja 1827 in spoznal, da se je
upraviceno bal temne prihodnosti. Prostega mesta zanj na univerzi ni
bilo, imel je obilo dolgov. Prodnjo za podaljsanje stipendije je drzavni
finanéni oddelek zavrnil, dobil je le majhno podporo iz skromnega univer-
zitetnega fonda. V tem casu je njegova zarocenka dobila novo zaposlitev
pri prijateljih njegove druzine v Frolandu, dale¢ od Kristianije.

Naslednje leto se je stanje izboljsalo. Vodilni znanstvenik na univerzi,
astronom Hansteen, ki je predaval tudi matematiko, je za dve leti odpo-
toval raziskovat zemeljski magnetni pol v neraziskano Sibirijo. Abel ga je
nadomestil na univerzi in na norveski vojaski akademiji.
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Medtem je septembra 1827 v Crellovem Journalu izsel prvi del Abe-
love razprave o eliptiénih funkcijah, drugi del je Abel dopolnil preko
zime. Zivel je izoliran v Kristianiji, kamor pozimi ni prisla nobena posta.
Tako ni niti slutil, kaksno zanimanje je zbudila njegova razprava med
evropskimi matematiki, niti ni vedel, da je na podro¢ju eliptiénih funkcij
dobil konkurenta. Zgodaj leta 1828 mu je Hansteen pokazal septembrsko
izdajo Astronomische Nachrichten, v kateri je mladi nemski matematik
Carl Gustav Jacob Jacobi brez dokaza navedel nekaj trditev v zvezi s
transformacijsko teorijo eliptiénih integralov. Abel je v naglici dodal
drugemu delu svoje razprave opombo, v kateri je pokazal, kako Jacobijevi
rezultati slede iz njegovih.

To je bil zacetek silovite matematiéne bitke med dvema pomembnima
matematikoma, ki sta se medsebojno spostovala in spostovala delo drug
drugega. Abel je zaradi tega matemati¢nega dvoboja celo prekinil s
pisanjem daljSega ¢lanka o dolo€itvi vseh enacb, ki jih lahko reSimo z
radikali. Objavljeni del vsebuje teorijo enac¢b, ki jih danes imenujemo
Abelove ena¢be. V naglem zaporedju je napisal serijo ¢lankov o eliptiénih
funkeijah. Pripravil je tudi obsezen Pregled teorije elipti¢nih funkcij, ki
je izsel po njegovi smrti. Nasprotno je Jacobi objavljal le kratke notice
z rezultati, ki niso razkrivali njegovih metod. Te so bile rezervirane za
njegovo knjigo Nove osnove teorije eliptiénih funkcij. Ni pomembno,
kdo je dobil bitko, ki jo je evropski matematiéni svet z obéudovanjem
opazoval. Pomembno je, da je teorija eliptiénih funkeij v enem samem
letu napredovala bolj, kakor v preteklih 50 letih.

Kljub ¢edalje slabsemu zdravju je Abel z neverjetno naglico pisal
¢lanek za ¢élankom. Za bozi¢ 1828 je v hudem mrazu s konjskimi sanmi
odsel na nakajdnevno pot v Frolands Verk na obisk k svoji zarocenki. Po
lepem bozi¢nem praznovanju je oblezal. Zdravnik je ugotovil tuberkulozo
in predpisal daljse pocivanje. Kmalu se je bolezen poslabsala in Abel je
6. aprila 1829 umrl, star komaj dobrih 26 let. Pokopan je v Frolandu.

Pismo, ki ga je dva dni kasneje Abelu iz Berlina poslal Crelle, je vse-
bovalo naslednje sporo¢ilo: “Ministrstvo za vzgojo vas je sklenilo poklicati
nazaj v Berlin in vam ponuditi mesto profesorja matematike na Univerzi
v Berlinu.”

Leta 1830 je francoska akademija znanosti podelila svojo veliko na-
grado Abelu in Jacobiju za njune izjemne matematiéne dosezke. Na pritisk
norveske vlade so leta 1841 v Parizu po intenzivnem iskanju nasli zalozeni
Abelov rokopis o algebraiénih integralih in ga natisnili. Med tiskom je
rokopis spet izginil, oéitno je bil ukraden. Ponovno so ga nasli v Firencah
leta 1952.

Marija Vencelj
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KRISTALNE MREZE — 1. del

V ravnini imamo nekolinearna vektorja @ in b. Izberemo ju tako, da je
njuno izhodisée tudi izhodisée koordinatnega sistema (slika 1), torej a =
=0A,inb=0B,.

Slika 1.

Na premici p skozi O in Ay izberemo Se tocke A_j, As, A_», As,

A_3,... tako, da je za vsako celo stevilo k

OA, =ka.
Prav tako na premici ¢ skozi O in By izberemo Se tocke B_q, Ba, B_o,
Bs, ... tako, da je za vsako celo stevilo n

OB, =nb.

Skozi tocke Ay konstruiramo vzporednice premici g, skozi tocke B,, vzpo-
rednice premici p. Te premice razrezejo ravnino na skladne paralelograme
(slika 2). Dobili smo tlakovanje ravnine s skladnimi paralelogrami.

Presecisca dobljenih premic sestavljajo neskonéno mrezo tock v rav-
nini. Krajevni vektorji to¢k v mrezi so natanéno vektorji

ki+nb, (k,ne€Z).

(Seveda mreza tu pomeni nekaj drugega kot mreza poliedra, ki je povrsje
poliedra, razgrnjeno v ravnino.)
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Slika 2. Del dvorazsezne mreze. Dobimo jo z zlaganjem skladnih paralelogramov.

Vzemimo Se vektor ¢, ki ne lezi v ravnini Il vektorjev @ in b. Naj bo
¢ = OC;. Na premici r skozi O in C izberemo Se tocke C_1, Ca, C_3, Cs,
C_3,... tako, da je za vsako celo tevilo p

0C, = pc

Skozi vse toéke prej dobljene ravninske mreze konstruiramo vzporednice
premici r (slika 3).
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Skozi tocke C), pa iz-
beremo ravnine, vzporedne
ravnini II. Preseciséa teh
ravnin in narisanih vzpored-
nic premici r sestavljajo ne-
skonéno trirazsezno mrezo
tock v prostoru (slika 4).

Krajevni vektorji tock v
mrezi so natanéno vektorji

ki + nb + pe ,
kjer so k, n, p cela stevila.

Pravimo, da je ta mreza na-
peta na vektorje a, b in ¢.

Slika 4. Del trirazsezne mreze, napete na vektorje

a, E in z. Dobimo jo z zlaganjem skladnih paralele-
pipedov.

Obenem smo dobili razdelitev prostora na skladne paralelepipede.
Mreze ste srecali pri pouku kemije in fizike. Tocke mreze so npr.

sredisca atomov ali ionov v kristalu.

Ce so vektoriji @, b, € enako dolgi (a = b = ¢) in paroma pravokotni, je
ustrezna mreza enostavni kubiéni sklad. Temu ustreza razdelitev prostora

na skladne kocke (slika 5).

[

1
1
a

@

13

Slika 5. Del enostavnega kubiénega sklada, ki ga dobimo z zlaganjem skladnih kock z

robom a.
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Vsaka tocka te mreze naj bo sredisée krogle s premerom 2R = a.
Vsaka krogla se dotika Sestih sosednjih krogel. Tak sestav skladnih krogel
prav tako imenujemo enostavni (primitivni) kubiéni sklad (slika 6).

F_____“"""‘I\:______
LI

Slika 6. Krogle, zlozene v enostavni kubiéni sklad.

Do tega sklada lahko pridemo tudi takole: Vsaki krogli oértamo
(namisljeno) skatlo v obliki kocke. Nato te skatle tesno zlagamo, tako
da se sosednji ploskvi povsem prekrivata. Na sliki 6 so Skatle narisane
¢rtkano.

Delez prostora, ki ga zavzemajo krogle v tem skladu, je enak koliéniku
med prostornino krogle in prostornino njej ocrtane skatle, torej

%TrR3 o

(2R)® 6

=524%.

Ce moramo zlagati pomaranée, verjetno ne bomo uporabili zgoraj
opisanega na¢ina. Tudi v naravi je enostavni kubicni sklad izredno redek.
Radioaktivni element polonij lahko kristalizira v tej obliki.

Spet vzamemo kocko ABCDA'B'C'D’ z robom a in s srediséem S
(slika 7). Paralelepiped ABCDUV ST ima za osnovno ploskev kvadrat
ABCD, stranski rob je SC. Pri tem je

_Loan 1
|CS[_2lCA|_2a\/3

polovica telesne diagonale kocke.
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L’J (_'u.f

B’

Slika 8.

Trirazsezno mrezo, napeto na vektorje CB, C'D in CS, dobimo tudi
z zlaganjem skladnih kopij paralelepipeda ABC DUV ST'.

Takoj vidimo, da je A’ totka nade mreze. Z nekaj risanja, racunanja
ali z zlaganjem modelov ugotovimo, da ta mreza vsebuje tudi tocke B’, C’
in D’ in da jo lahko dobimo tudi tako, da zlagamo skladne kopije osnovne
celice na sliki 9. V tej osnovni celici je 9 tock mreze: A, B, C, D, A', B',
", D' in sredisée S kocke. Pravimo, da je osnovna celica telesno centri-
rana kocka.

Vsaka tocka naSe mreze naj bo sredice krogle s polmerom

R = %a\/g

Potem se krogla s srediséem v S dotika krogel s srediséi v preostalih tockah
osnovne celice (slika 10).
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Slika 10.

Delez prostornine, ki jo zavzemajo krogle v tem skladu, lahko izra-
éunamo kar v osnovni celici. V vsakem ogliséu je osmina krogle in Se ena
cela krogla v srediséu. Skupaj imamo prostornino dveh krogel s polmerom
R, toje 2- 4—"3‘33. To moramo deliti z a® = %R3 in dobimo

“T‘/g = 68,0 %.

V tej obliki kristalizirata natrij in kalij.
Peter Legisa
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BINETU JE VROCE

Bilo je vroce, saj je bil avgust. Bine Umnik je sedel pred televizorjem in
se potil.

“Pravzaprav ni posteno, da nam je zdaj vroce,” je premisljal, “med-
tem ko nas bo pozimi spet zeblo. Bi ne mogli toplote in mraza lepo
enakomerno porazdeliti prek vsega leta? Tudi krompir nakopljemo jeseni
in ga kuhamo do nove letine. Jeseni oberemo jabolka, da jih hrustamo do
pomladi.”

Seveda, ozimnical Torej bo izumil, kako naj si nabere pozimi zaloge
mraza, da si jih bo lahko dotakal poleti. Pozimi je mraz zastonj. Le kako
bi ga vskladiséil? V pijace mecemo kocke ledu, da jih ohladimo. Led se
stopi in porabi toploto. Led bo pravi odgovor! Toda, koliko ga potrebuje?
To bo gotovo prvo vrasanje Dr. Nule na patentnem uradu. Zato se je Bine
zelo razveselil Matjazevega obiska. Matjaz je bil namre¢ njegov necak in
je studiral fiziko.

“Polovico dohodkov od novega patenta ti obljubljam, ¢e mi pomagas,”
je bil radodaren Bine. “Koliko ledu potrebujeva, da dostojno preziviva
poletje?”

Matjaz ga seveda ni razumel, zato mu je Bine lepo pocasi razlozil srz
nove zamisli.

“Takole se lotiva naloge,” je predlagal Matjaz. “Razmisliva, koliko
toplote morava posrkati iz tvoje sobe vsak dan in koliko preko vsega
poletja. Toploto bo srkal led in se pri tem topil. Tudi ledena voda bo
Se vedno koristna za ohlajanje.”

“Kar ti jo srkaj, saj si fizik.” Oc¢itno bi Bine raje srkal hladni uni.

“Pomagati mi moras. Namesto da bi racunala, si poskusiva pomagati
z izkusnjami. Pozimi si si grel sobo z elektriéno pecico. Zunayj je bilo okoli
nicle, sobna temperatura pa je bila 20 stopinj Celzija. Torej ti je pecica
zadoscala.” }

Bine je bil varéen. “Se prevec je grela. Ponavadi sem izbiral drugo
ali celo prvo stopnjo gretja od treh moznih. Ampak saj hoceva hladiti in
ne greti.”

“To bi pomenilo okoli 1000 vatov,” je prevajal Matjaz, ki se ni dal
ustaviti. Polna mo¢ takih peéic je namreé od 1800 vatov do 2000 vatov.
Nato se je lotil pojasnjevanja.

“S 1000 vatnim grelcem dovajamo v sobo dovolj toplote, da je njena
temperatura 20 stopinj nad temperaturo okolice. S 500 vati bi bila tem-
peraturna razlika le polovico, torej 10 stopinj. Zdaj pa k hlajenju, kjer
pricakujeva podobne zakonitosti kot pri gretju. Sonce sobo segreva, najin
hladilni sistem pa golta toploto. S 500 pogoltanimi vati bova najbrz uspela
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ustvariti 10 stopinj temperaturne razlike. Kadar bo zunaj 30 stopinj, bo
torej v sobi prijetnih 20.”

Binetu je postajalo razmisljanje véec. Smentana re¢, saj Matjazeva
fizika niso nerazumljive enache, ampak opazovanje in sklepanje.

“Ce na dan hladiva 12 ur, bo treba pogoltati kakih 60 kilovatur.
Vroce je dobre tri mesece, torej morava goltati okoli 100 dni. To da
6000 kilovatur.”

Bine si je poskusil kilovature predstavljati v obliki racuna za elektriko.
Kako jih bo spremenil v kup ledu?

Matjaz je vzel v roke racunalo. “Da bi stopili kilogram ledu, potrebu-
jemo 80 kilokalorij. Tudi z ledeno vodo tja do 10 stopinj lahko se hladimo
sobo. To nam navrze Se 10 kilokalorij. 90 kilokalorij je okoli 378 tisoc
vatsekund. Tiso¢ zamenjamo za kilo in dobimo 378 kilovatsekund. Ko
delimo 378 s 3600, kolikor premore ura sekund, dobimo 0,105 kilovature.
Skoraj 10 kilogramov ledu moramo porabiti, da pogoltnemo kilovaturo
toplote. Ur je 6000 krat vec. To da 60 000 kilogramov ledu, ki zavzemajo
60 m?.”

“Saj to je 60 ton,” je zavzdihnil Bine, ki mu je dohodek od patenta
vidno kopnel. Pravzaprav le polovica. Drugo polovico je tako ali tako
obljubil Matjazu.

“Nad svojo sobo lahko zgradis Se eno, da bos v njej hranil led. Tri
metre visoka soba razseznosti 4 krat 5 metrov bi bila pravno pravénja.”

“60 ton,” je stokal Bine. “Saj te celo z desettonskim kamionom ne
puste na vsako cesto, kaj Sele na most. Led s stropom vred bi mi padel
na glavo.”

“Toda to Se ni vse,” je nadaljeval Matjaz, ki je o€itno prepogosto
gledal reklamne prodaje po televiziji. “Led bo§ shranil januarja. Vsaj do
maja ga ne bos rabil. Treba ga bo varovati, da se ne bo stopil.”

Bine je ra¢unal na stiropor. Le kako debel bi moral biti ovoj?

“Takoj bova izra¢unala,” se je ponujal Matjaz. “Vso sobo z ledom
bova obdala z 10 centimetrov debelo stiroporno plastjo in izracunala
toplotni tok, ki ga poganja 15 stopinjska temperaturna razlika. Poznati
moram toplotno prevodnost stiropora.”

Matjaz je pritiskal na gumbe racunala. “Okoli 400 vatov nama topi
led.”

“Je to dobro ali slabo?” je zanimalo Bineta.

“Slabo, saj nama odteka skoraj polovica tega, kar potrebujeva za
hlajenje. Do poletja bi zato izgubila ve¢ino ledu. Sele desetkrat debelejsi
stiroporni ovoj bi omogoéil kolikor toliko razumno skladiséenje.”

Tako je izum dokonéno propadel. Matjazu se je Bine zasmilil, zato
mu je skusal pri hlajenju pomagati.
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“Morda poskusiva drugace. Tvoj led je goltal toploto, da se je talil.
Voda golta toploto, da izpareva, a celo sedemkrat ve¢ je potrebuje, da
se vplini. Lahko bi v mokri pizami sedel pred ventilator. Profesor, ki se
je nekoé klatil po Sudanu, nam je pripovedoval o kartumskih hladilnikih.
V zaboj na oknu nabases lo¢je, ki ga narezes ob Nilu, ga dobro polijes z
vodo in z ventilatorjem ustvaris prepih, ki ti srka zunanji vro¢ zrak preko
zaboja v sobo. Suh zrak se pri prehodu skozi mokro lo¢je napije vode
do sitega in se pri tem ohladi. S 40 stopinj prides lahko pod 10 stopinj
Celzija.

Se starejsi izum so glinasti vréi, ki so rahlo prepustni za vodo. Na-
polnjene vrée obesis v senco, voda mezi skozi stene in takoj izpari v suh
okoligki zrak. Celo brez ventilatorja je voda v takih vréih lepo hladna.”
(Glej sliki na ovitku.)

“Imenitno,” se je navdusil Bine. “Kako bova Sele hladila pri nas, kjer
redko pride temperatura preko tridesetih stopinj!”

“Zapik,” ga je hladil Matjaz. “V Sudanu je zrak zelo suh in zato
rad pije vodo. Zrak vsebuje le desetino tega, kar bi lahko. Bolj uéeno bi
rekli, da je relativna vlaga 10 odstotna. V nasih krajih je vlaga, denimo,
80 odstotna. Tak zrak bi se s 30 stopinj ohladil le za dve stopinji.

Bineta ni mikalo, da bi se preselil v Sudan, zato je sklenil, da se bo
raje hladil z osvezilnim unijem.

Matjaz neukemu Binetu ni mogel vsega razloziti. Pa poskusimo
mi.

Enacba za prevajanje toplote je

Q_,h-D

St d
(slika 1). Izraz na levi strani je gostota toplotnega toka, to je toplote,
ki se v casovni enoti pretoc¢i prek ploskve S z debelino d. Tok je
sorazmeren strmini temperaturnega klanca (slika 2). Sorazmernostni
faktor je I, koeficient toplotne prevodnosti. Za tega je Matjaz uporabil
kar vrednost, ki jo je poznal za zrak: 0,026 W/m K.

Fiziki pa radi uporabljamo preverjene podatke. Toplotno prevo-
dnost stiropora bi zlahka izmerili tako, da bi npr. sestavili votel kvader
iz centimeter debelih stiropornih plosé. V kvader bi vlozili 25 vatno
Zarnico in jo pustili goreti. Temperatura znotraj bi vse pocasneje rasla,
slednji¢ pa bi se rast ustavila. Tedaj je toplotni tok /S, ki uhaja iz
kvadra prek vseh sten, enak toploti, ki jo daje 25 vatna zarnica. Ce torej




Zanimivosti — Razvedrilo 273

izmerimo zunanjo temperaturo in temperaturo znotraj kvadra, lahko
izratunamo toplotno prevodnost. Stranice kvadra naj bodo dolge vsaj
po nekaj deset centimetrov (slika 3).

Ty I
Q T
> T —Ts
|
Y
= d 1
d Slika 2. Toplotni tok je sorazmeren
Slika 1. Pretok toplote skozi plosco. strmini (T — T2)/d.
Ta T &

25W

-

Slika 3. Dolocamo toplotno prevodnost stiropora.

Pa se res kvader hladi prek vseh ploskev, saj s spodnjo pociva na
podlagi? Je temperatura zunanjih sten povsod enaka in enaka tudi
temperaturi prostora? Je mogoce termometer znotraj kvadra preje-
mal toploto tudi neposredno od zarnice prek sevanja in zato pokazal
vi§jo temperaturo? Prek koliksne povrsine uhaja toplota? Notranja
temperatura ni enaka zunanji. Morda bi v prvem priblizku zadoscala
aritmetiéna sredina med obema? Je napetost na Zarnici res natanko
220 voltov in zarnica natanko 25 vatna? Vse to in 3e kaj bi natancen
fizik uposteval pri svojih meritvah, pri nasi oceni pa to ne bo potrebno.

Poskusite torej sami doloéiti toplotno prevodnost stiropora. Delo
si olajsate, ¢e Skatle ne lepite, ampak zatlacite posamezne plosce v
lepenkasto Skatlo in verjamete, da tanka lepenka dobro prevaja v pri-
merjavi z debelim stiroporom. Lahko si tudi ogrevate samo lepenkasto
gkatlo, da ugotovite njene izolacijske sposobnosti.

Se opozorilo: stiropor ne bo prenesel neposrednega stika z vroco
steno zarnice.

Joze Pahor
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ATOMI IN PERRINOVA MERJENJA

“Katera izjava bi vsebovala najve¢ podatkov v najmanj besedah, ce bi
katastrofa uni¢ila vse, kar vemo o naravi, in bi samo en stavek predali
naslednjemu rodu? Mislim, da je to spoznanje o atomih [...]: Vse stvari
sestavljajo atomi, ki se nenehno gibljejo, se privlagijo, ¢e so v majhni
razdalji, in odbijajo, ¢e jih tis¢imo skupaj. [...] Stavek vsebuje neznansko
Richarda Feynmana v znamenitih Feynmanovih predavanjih iz fizike je
najti v marsikaterem uébeniku fizike.

Predzgodovina. Meglene misli o atomih so se pojavile ze v antiki,
ko so razmisljali o deljenju snovi na vse manjse delce. Te predhodnike
danasnjih atomov pogosto imenujejo praatomi. Demokrit iz poznega
5. stoletja pr.n.st. je zagotavljal, da so atomi najmanjsi in nedeljivi
gradniki snovi. Tedaj so mislili, da sestavljajo snov stirje praelementi:
ogenj, zrak, voda in zemlja. Njihovi atomi naj bi se zdruzZevali in
razdruzevali zaradi dveh sil, ljubezni in sovrastva. Epikur je v 4. in
3. stoletju pr.n.st. mislil, da imajo atomi sicer notranjo zgradbo, a da jih
ni mogoce deliti. Rimski pesnik Lukrecij je v 1. stoletju pr.n.st. zapel,
da so “atomi — omejeni po vrstah, a neomejeni po &tevilu — in prazen
prostor edine vecne in nespremenljive sestavine sveta”. Anaksagora
v 5. stoletju pr.n.st. in njegovi somisljeniki so nasprotovali obstoju
atomov in trdili, da je snov neomejeno deljiva. To je mislil tudi Aristotel
v 4. stoletju pr.n.st. in odklonil obstoj atomov. Njegovo stalisée je
prevladalo za dolgo.

Slika 1. Demokrit si je predstavljal, da lastnosti praele-
mentov odrazajo lastnosti praatomov. Te lastnosti so se
mu zdele bistvene, ne pa velikost atomov. Tako naj bi bili
npr. praatomi vode okrogli (na sliki), ker nas voda gladko
obliva, praatomi ognja pa naj bi imeli trne, ker nas ogenj
opece.

Okoli leta 1661 je Robert Boyle na novo vpeljal element kot snov, ki
je ni mogoce razstaviti na preprostejie snovi. Antoine Laurent Lavoisier
se je okoli leta 1783 s skrbnim tehtanjem prepri¢al, da se pri kemijskih
reakcijah ohrani skupna masa udelezenih snovi. Atome je na novo vpeljal
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John Dalton v letih od 1808 do 1810. Z njimi je bilo mogoce pojasniti
zakon o stalnih masnih razmerjih in zakon o veckratnih masnih razmerjih.
Po prvem se dva elementa spojita v dano spojino v natanko dolocenem
razmerju mas, npr. vodik s kisikom v vodo v razmerju 1 : 8. Po drugem
so mase elementa, ki se z dolo¢eno maso drugega elementa spoji v razliéne
spojine, v razmerju majhnih celih §tevil, npr. mase kisika v didusikovem
oksidu N0, dusikovem oksidu NO in dusikovem dioksidu NOs so v raz-
merju 1:2:4.

Dalton je razmisljal tudi o sestavljenih atomih, o danasnjih mole-
kulah (slika 2). Prav negotovosti pri razlo¢evanju atomov in molekul
so povzrocale tezave in zavirale Sirjenje zamisli o atomih med kemiki.

Slika 2. Daltonovi simboli za ele- ELEMENTS

mente iz njegovega Novega sistema . <f-y'/e 2 z : .

kemijske filozofije iz leta 1808. Ato- . 2 ' : 3 : .

mu vodiku sledijo atomi dusika, g ©@ O ® O @ & ® ©
ka, kisika, fosfora, Zvepla. Na dese- " w n 1 v " 5 v
tem in devetem mestu sta “atoma” (@ @ € O O 6 © O
sode in pepelike, éeprav je Dalton i

vedel, da gre za spojini (“kovinska - - -
oksida”). V €etrti vrsti so “sesta- © 0 C ©
vljeni atomi” vode, amoniaka, dusi-
kovega oksida, metana, dusikovega

2 7 11 g A
dioksida. Dalton je za sestavljeni OO CXD (Do % CDo

atom vode navedel HO.

Binary

O njej Se leta 1860 na prvem velikem mednarodnem kongresu kemikov
v Karlsruheju niso dosegli soglasja. Nekateri so predlagali, da naj bi
kemijsko rabo obeh pojmov loéili od fizikalne. Se tedaj vsi kemiki niso
sprejeli zakona, ki ga je ze leta 1811 izrekel Amedeo Avogadro: V enakih
prostorninah plinov je pri danem tlaku in dani temperaturi enako stevilo
molekul. Se dolgo ¢asa so atome in molekule imeli le za pripravna pojma
pri ra¢unanju mase snovi pri kemijskih reakcijah in so dvomili v obstoj
atomov in molekul kot delcev.

Pri fizikih so atomi in molekule na splosno naleteli na manj pomisle-
kov. Prvi je z gibanjem molekul in z njihovimi trki s steno posode pojasnil
tlak plina Ze leta 1738 Daniel Bernoulli. Pred tem so navadno trdili, da
tlak plina na steno posode nastane zaradi odbojnih sil med molekulami
v posodi. Leta 1816 je Thomas Young ocenil, da je “premer delca vode
ali razdalja sosednjih delcev vode v kapljevini dve tisocini do deset tisocin
milijonine cole”, to je od 0,05 nm do 0,25 nm (nanometer je milijardina
metra ali milijonina milimetra). Youngove ocene niso upostevali in jo Se
danes pogosto preskocijo. Leta 1865 je Joseph Loschmidt dolo¢il premer
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molekule kisika in sklepal, da je “na podro¢ju atomov in molekul pripravna
enota za dolzino milijonina milimetra”. Loschmidtova ocena je naletela
na boljsi odziv kot Youngova. Lord Kelvin “je imel za sprejeto dejstvo,
da plin sestoji iz gibajoéih se molekul”. V letih 1870 in 1871 je zagotovil,
da je polmer molekule vode veéji kot 0,025 nm, in Jozef Stefan leta 1872,
da meri 0,03 nm. James Clerk Maxwell je leta 1873 za polmer molekul
vodika in kisika navedel 0,29 nm in 0,38 nm. Primerjajte to z danadnjima
vrednostma 0,124 nm in 0,181 nm. K uveljavitvi atomov in molekul v
fiziki so potem prispevali uspehi kinetiéne teorije plinov. Okoli leta 1890
so se razne ocene premera molekule vodika stekle na pas od 0,1 do 0.2 nm.

Slika 3. Atomi germanija — kroglice na sliki — so se uredili v piramido z osnovnim
robom 10 nm, ko se je germanij izloéil na siliciju. V nekaj sekundah se je oblikovala
milijarda takih piramid na 0,1 cm? veliki mejni ploskvi silicijevega kristala. Fotografijo
s0 naredili v laboratoriju druzbe Hewlet-Packard.

S podatki za premer molekule in privzetkom, da se molekule v ka-
pljevini dotikajo, ali po kaksni drugi poti, so nekateri fiziki izracunali
Avogadrovo Stevilo, to je tevilo molekul v kilomolu. Loschmidt je navedel
zanj 0,5 - 1026, Maxwell pa osemkrat ve¢. Na splosno so pred koncem
19. stoletja zanj dobili vrednosti med 10%® in 10%7. To je bil sprejemljiv
rezultat, ¢e ga primerjamo z danasnjo vrednostjo 6,02- 10?6 in upostevamo
tedanje moznosti za merjenje. Ze pred koncem 19. stoletja je vecina fizikov
sprejela obstoj atomov. Le izjemoma mu je kdo nasprotoval. Ena od veéjih
in dokaj vplivnih skupin, ki je nasprotovala obstoju atomov, se je okoli
leta 1895 zbrala okoli fizika Ernsta Macha, fizikalnega kemika Wilhelma
Ostwalda in matematika Georga Helma.

Za obstoj atomov se je zavzel Ludwig Boltzmann, nekdanji student
Jozefa Stefana, in pridruzili so se mu mlajsi fiziki. Prislo je do spora, o
katerem je Max Planck zapisal: “Razumljivo, da je bil boj, v katerem sta
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si stala nasproti Boltzmann in Ostwald, dokaj Zivahen in da je pripeljal
do marsikatere ostrosti, saj sta bila zagovornika po ostrosti in duhovitosti
vredna drug drugega.” Kljub sporu sta Boltzmann in Ostwald ostala
prijatelja in je Boltzmann med bivanjem v Leipzigu veliko ¢asa prebil pri
Ostwaldovih. Pisma kazejo, da se tudi Boltzmann in Mach nista sovrazila,
ceprav Mach kot edini svojih pomislekov ni preklical.

Perrinova merjenja sedimentacijskega ravnovesja in Brownovega gi-
banja po letu 1911 so nazadnje ovrgla pomisleke kemikov. Z danasnjega
vidika se zdi nasprotovanje atomom na koncu 19. in zacetku 20. stoletja
precej neutemeljeno. Perrinova merjenja niso postregla s presenetljivimi
novimi ali natan¢nejsimi rezultati. Tedaj pa so bila zelo pomembna, ker
so, kot kaze, predvsem s svojo preprostostjo in nazornostjo prepricala
Se zadnje dvomljivce. Perrin je navduSeno zapisal: “Atomska teorija
je zmagala. Do nedavnega Se Stevilni nasprotniki, nazadnje premagani,
zdaj drug za drugim preklicujejo svoje pomisleke, ki so tako dolgo bili
upraviceni in — tega ni mogoce zanikati — koristni.” Danes si je spoznanje
o atomih utrlo pot v sprejeto sliko o naravi in ga u€enci usvojijo v zadnjih
razredih osnovne Sole. O njem tudi zunaj Sole precej sliSimo in beremo.

Youngova ocena. Vzemimo, da je molekula vode kocka z robom a,
prostornino a®, povrsino 6a? in se v kapljevini molekule dotikajo. N
molekul ima prostornino V = Na® in maso m = pNa?, ée je p gostota
vode. Kapljevinsko vodo spremenimo v paro, ki jo sestavljajo proste
molekule, po dveh poteh. Vodo izparimo pri vreliséu pri navadnem
zraénem tlaku, ko ji dovedemo toploto ¢;m = ¢;pNa®. Pri tem je
¢; izparilna toplota. Ob razprSevanju vode proti povrsinski napetosti
v opravimo delo 7S, ko povecamo povrsino za S = 6Na®. Oboje
izenacimo in dobimo

6 6-0,07 Jm~?
lqa = — =
pgi 103 kgm > - 2,26 - 106 Jkg !

=2-107""m =0,2 nm.

To je le ocena, saj s povrsinsko napetostjo ne bi smeli racunati, ko
gre za molekule. Molekule tudi niso kocke. Dvakrat manj bi dobili,
¢e bi racunali s kroglicami, ki pa ne bi izpolnile prostora. (Nismo
upostevali tudi dela p(V — Vi) ~ pV = 0,17-10° J, ki ga vodna para ob
izparevanju vode opravi proti zunanjemu zracnemu tlaku in za katerega
je sprememba energije manjSa od dovedene toplote.)
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Loschmidtov racun. Za povprec¢no prosto pot molekule v plinu, to je za
povprecno razdaljo, ki jo molekula prepotuje med zaporednima trkoma,
je Rudolf Clausius navedel enacbo [ = 1/(37 - (2r1)?n), v kateri je n
Stevilo molekul v prostorninski enoti. Loschmidt je enacbo pomnozil z
imenovalcem in 8e s polmerom r; ter dobil r; = §ﬂ£(2r1)3n. Stevilo
molekul, pomnozeno s prostornino ene molekule v obliki kocke N (2r; )3,
je izenacil s prostornino kapljevine ob vrelidéu in povpreéno prosto pot
[ = 3n/pv izraéunal iz enacbe za viskoznost plina 1 = %pfﬁ. Povpreéno
velikost hitrosti T je Se nadomestil s korenom iz povprecja kvadrata
hitrosti (3RT/M)"/2. Nazadnje je dobil

e 2mp [ M 52
v Pk \BRT ;
Loschmidt je rac¢unal za kisik, ki ga dotlej Se niso utekoéinili, zato je le
ocenil gostoto kapljevinskega kisika ob vreliséu. Nazadnje je za polmer
navedel preveliko vrednost.

Vstavimo za viskoznost vodne pare = 1,2-10~° kg/ms pri vreliséu
vode T = 373 K, gostoto kapljevinske vode p; = 10® kg/m? ter maso
kilomola vode M = 18 kg in splosno plinsko konstanto R = 8313 J/K
pa dobimo oceno za polmer molekule vode 0,1 nm.

Ucenci petega, Sestega, sedmega in osmega razreda Osnovne Sole Mi-
rana Jarca v Ljubljani so odgovarjali na vprasanje, kaj so atomi. Odgovori
na mimogrede zastavljeno vprasanje povedo marsikaj zanimivega. Pri tem
ne moti, da se je kak uéenec odloéil za podoben odgovor kot sosed.

V petem razredu je odgovorilo 48 ucencev. Slaba polovica je atome
povezala z “atomsko” bombo ali z eksplozijami. Priblizno petina je za-
pisala, da ne ve, kaj so atomi. Osn}ina je atome povezala s kemijo
in desetina s plini, tudi strupenimi. Sestnajstina je vedela, da gre za
drobne delce snovi. Sestnajstina je omenila “moéno silo”, kar je morda
povezano z eksplozijami. Stiriindvajsetina je podobno omenila “velike
stvari”. Enak delez je atome povezal s toplicami, z mikroorganizmi, s
prahom, s katastrofo in celo z Afganistanom. Skoraj tretjino je beseda
atom spomnila na Stevila, znake, racunske operacije, raéune, matematiko,
fiziko in podobne neotipljive zadeve. (Ker je vetina dala veé odgovorov,
je vsota vecja kot 1.)
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“Atomi so bombe, velike, strasne, ki te usmrtijo v minuti. To je atomska
bomba ali pa neki racuni v zvezi z matematiko. Ali pa nek naslov. Nekaj v
zvezi s fiziko. Neki deli pistole ali bombe.”

V Sestem razredu je odgovorilo 52 uéencev. Tretjina je atome pove-
zala z “atomsko” bombo. Petina je vedela, da gre za “najmanjse” delce
snovi. Sestina je zapisala, da ne ve, kaj so atomi. Trinajstina je menila, da
gre za sevanje ali zarke, Sestnajstina, da gre za “delce mikroorganizmov”,
in prav toliko, da gre za “delce energije”. Posamezniki so napisali, da
so atomi “sestavni deli molekul”, “jedrski zraéni prostor”, “v vesolju
plavajoci predmeti”, “oblike”.

“Atomi so majhne pikice, ki jih dajo v atomsko bombo, da lahko ek-
splodira. Zelo so moé¢ne, ker lahko ubijejo celo mesto”.

V sedmem razredu je odgovorilo 31 uc¢encev. Tri cetrine so navedle,
da so atomi drobni delci snovi, tretjina od teh je navedla podrobnejso
sestavo: “elektroni, protoni, nevtroni”. Samo desetina je povezala atome
z “bombo” in prav tolikSen delez je menil, da gre “za mikroskopsko majhne
stvari”. Le petnajstina je zapisala, da ne ve, kaj so atomi.

“Atom je nek mikroskopsko majhen stvor. V kemiji, ne vem, kaj pomeni.
Spominja pa me na drekec od zajca ali na neko rozo, ker ima raznobarvne
pikice.”

V osmem razredu je odgovarilo 64 ucencev. Stiri petine so vedele,
kaj so atomi in od teh je ¢etrtina navedla, da atome sestavljajo elektroni
ali elektronske ovojnice ter protoni in nevtroni ali jedra. Cetrtina je
poudarila, da sestavljajo atomi nezivo in “zivo” naravo, nekateri pa so
omenili samo nezivo ali samo zivo naravo. Dvajsetina je zapisala, da je
“v jedrih nakopicena energija”, in dvaintridesetina je povezala atome z
energijo. Samo eden je zapisal, da ne ve, kaj je atom, in samo enega je
atom spomnil na bombo. Eden je pripomnil, da atome vidimo z “dobrim”
mikroskopom.

“Mislim, da so atomi najmanjsi del v prostoru. So povsod v veéih
stvareh. Lahko se uporabljajo za razlicne stvari.”

Lepo se zahvaljujem u¢itelju Andreju Nardinu, ki je prijazno izvedel
anketo med uéenci.

Janez Strnad
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ZENITNE ZVEZDE

Saj vem, da porecete, da so te zvezde na svoj nacin povezane z zenitom
ali nadglaviséem, t.j. najvisjo tocko na nebu, ali kot v€asih tudi re¢emo, z
najvigjo tocko nad obzorjem (horizontom). Prav imate. To so zvezde, ki
pri svojem navideznem dnevnem vrtenju (zaradi vrtenja Zemlje) pridejo
v kakem kraju natanko v zenit. Da pa se to zgodi, mora za zvezde veljati
doloéen pogoj. Oglejmo si ga.

Kot veste, v nasih krajih veéina zvezd vzhaja na vzhodni strani ob-
zorja, se dvigne najviSe na jugu in zahaja na zahodnem delu obzorja. Ta-
kim zvezdam recemo vzhajalke. So pa tudi taksne zvezde, ki ne vzhajajo
in ne zahajajo. Prve so stalno nad obzorjem (na nebu), druge pa pod njim.
Prvim reé¢emo nadobzornice, drugim podobzornice. Ker podobzornic ne
vidimo, nas ne bodo zanimale (slika 1).

V zenit lahko pridejo le dolocene vzhajalke in nadobzornice. Zato se
bomo tu ukvarjali le s temi zvezdami.

Recimo, da nas zanima, katere zvezde (z deklinacijo § > 0) lahko v
nagih krajih (z zemljepisno &irino ¢ > 0) pridejo v zenit, da torej gredo
¢ez krajevni nebesni poldnevnik (meridian) natanko v zenitu. To pomeni,
da se njihova zgornja kulminacija (prehod ¢ez poldnevnik) odigra v zenitu
kakega kraja. Visinski kot taksnih zvezd meri 90°. Brez tezav 1zpeljem0
90° — p + 0 = 90°, od koder sledi splosni pogoj d = .

Slika 1. Navidezno krozenje zvezd; n — nadobzornica, v — vzhajalka (in tudi zahajalka),
p — podobzornica, ZK — zgornja kulminacija, SK — spodnja kulminacija.
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Povejmo ga z besedami: V krajih na severni zemeljski poluti so
zenitne tiste zvezde, katerih deklinacija je enaka zemljepisni Sirini kraja.
Samo taksne zvezde lahko opazujemo v zenitu danega opazovaliséa.

presek nebesne krogle z meridiansko ravnine

zgornja kulminacija
Z zenitne zvezde

spodnja
kulminacija

horizont

\
N, nebesna

o8
meridian

#

visinski kot zenitne zvezde v zg. kulminaciji je
SOZ = 90° - P+ d=90°

Slika 2. K izpeljavi splodnega pogoja za zenitne zvezde, ki lezijo na nebesnem vzpore-
dniku (shematiéno oznacenem z debelo daljico) z deklinacijo § > 0, &e jih opazujemo iz
kraja z zemljepisno sirino ¢ > 0. P — severni nebesni pol, Z — zenit, O — opazovalisce,
P’ — juzni nebesni pol, PP’ - nebesna os, okrog katere se vrti nebesna krogla, ¢ -
visinski kot severnega nebesnega pola (priblizno Severnice), kar je enako zemljepisni
girini kraja na severni zemeljski poluti; NS — poldnevnica, oz. shema za obzorje, QQ’ —
shema za nebesni ekvator.

Opomba: Ce debela daljica seka NS, gre za vzhajalko, ¢e ne, pa za nadobzornico.

Kljub temu, da je pogoj § = @ preprost in skoraj vse pove, pa si za
boljso predstavo le oglejmo Se nekaj posebnih primerov.
e Razmere na zemeljskem ekvatorju (¢ = 0)
Velja § = 0. Zenitne zvezde so torej vse zvezde, ki imajo deklinacijo
ni¢. Te zvezde lezijo na nebesnem ekvatorju in so vse vzhajalke.
Vzhajajo natanko na vzhodu, so seveda najvise v zenitu in zahajajo
natanko na zahodu (slika 3). Sonce je tudi zvezda vzhajalka, ki pa se
ji spreminja deklinacija v mejah od —23,5° (ob bozi¢u) do +23,5° (ob
kresu). Ko ima Sonce deklinacijo ni¢, lezi na nebesnem ekvatorju. To
se zgodi ob spomladanskem (21.3.) in jesenskem (23.9.) enakonocju.
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nebesni
ekvator

3,

4

horizont

1 W

2

4

Slika 3. Razmere na zemeljskem ekvatorju. Vse zvezde £1,¥3, ¥3,..., ki lezijo
na nebesnem ekvatorju (§ = 0), pridejo za opazovalca na zemeljskem ekvatorju v
zenit — so torej zenitne zvezde.

e Razmere na severnem zemeljskem polu (@ = 90°)
Tu je 6 = 90°. To deklinacijo ima samo severni nebesni pol, kjer pa
ni nobene zvezde. Severnica ne more biti zenitna zvezda, ker ima
deklinacijo § = 89,25°, in torej navidezno krozi po zelo majckenem
krogu okrog severnega nebesnega pola (slika 4).

Z=P

nadobzornica

nebesni ekvator horizont

Z=pP

Slika 4. Na severnem zemeljskem polu ne zasledimo nobene zenitne zvezde.
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e Razmere v krajih na zemeljskem vzporedniku s g 45°
V tem primeru lezijo zenitne
zvezde na nebesnem vzpore-
dniku z § = 45°. Take zve-
zde navidezno krozijo okrog
severnega nebesnega pola
tako, da imajo zgornjo kul-
minacijo v zenitu (kar je ja-
sno), spodnjo pa natanko na :
severu, tako da se tam navi- Lot harizont
dezno dotaknejo obzorja i
(slika 5).

Slika 5. Zenitne zvezde za kraje z zemlje-
pisno Sirino 45°.

Iz opisanih primerov se z zdravo pametjo dokopljemo do naslednjega
zakljucka: V krajih z zemljepisno Sirino ¢ lezijo zenitne zvezde na nebe-
snih vzporednikih z deklinacijo § = . Za 0° < ¢ < 45° so vse vzhajalke,
za 45° < ¢ < 90° so vse nadobzornice.

e Za zakljucek si oglejmo Se razmere v nasih krajih (p = 46°).

Zenitne zvezde lezijo na nebesnem vzporedniku z § = 46° in so vse

nadobzornice (slika 6).

y .\IJ.
kulminacija

horizoni

Slika 6. Zenitne zvezde za naSe kraje z zemljepisno Zirino okoli 46°. Visinski
kot zvezd v zgornji kulminaciji je seveda 90°, v spodnji pa je 2°, torej gre za
nadobzornice.
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Naloge:

1. 'V katerih krajih na Zemlji je Severnica zenitna zvezda?

2. Ragzisci lastnosti zenitnih zvezd za kraje z zemljepisno Sirino:

a) ¢ = 23,5°
b) ¢ =30°
c) p=60°

V katerih krajih na Zemlji lahko pride v teh treh primerih Sonce v
zenit?

Marijan Prosen
Resitve nalog so na strani 291.

CRKE IN STEVILA 2

Vsaka ¢rka v tabeli predstavlja Stevilo med 1 in 9. Razli¢ne ¢rke pomenijo
razliéna stevila. V tabeli so podane e vsote vrstic in stolpcev.

H| I |E|A|I
B|F|G|C]|2i
DI E|A|[B]|25
F| D |G|[TI]20 AB|ICIDIE|F|G|H|I

(o)
o
]
|

15 | 16 § 3

Poiscite vse vrednosti posameznih érk in jih vpisite v desno tabelo. V
pomoc sta vrednosti za dve ¢érki ze vpisani v resitev.

Bostjan Jakli¢
Resitev je na strani 299,
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AVOGADROV ZAKON

Ob ¢lanku o atomih se je pojavilo vprasanje, po kaksni poti je Amedeo
Avogadro leta 1811 prisel do zakona, da je v enakih prostorninah plinov
pri enakem tlaku in enaki temperaturi enako stevilo molekul. Vprasanje
je zanimivo, ker sega v €as, ko je kemike spravljalo v zadrego razlo¢evanje
atomov in molekul.

Slika 1. Grof Amedeo Avogadro je bil rojen
leta 1776 v Torinu v druzini znanega pravnika
in javnega delavca. V solo je hodil v domagem
kraju in s estnajstimi leti dosegel prvo stopnjo
prava. Stiri leta pozneje je opravil doktorat in
zacel pravnisko prakso. Ze prej ga je zanimalo
naravoslovje, v novem stoletju pa se je resno
zacel ukvarjati z njim. Leta 1806 je postal
demonstrator na torinski akademiji in leta 1809
profesor naravoslovja na srednji Soli. Leta 1820
je zasedel mesto profesorja za matematicno fiziko
na torinski univerzi. Toda mesto, prvo svaje vr-
ste na tej univerzi, so ob politicnih spremembah
ukinili. Pozneje so ga spet uvedli in leta 1834 ga
je Avogadro ponovno zasedel ter ostal na njem
do upokojitve leta 1850. Umrl je leta 1856. O
njem pisejo, da je bil skromen in je veliko delal.

Leta 1808, ko je izsel Novi sistem kemijske filozofije Johna Daltona, so
kemiki ze sprejeli zakon o stalnih masnih razmerjih in zakon o veckratnih
masnih razmerjih. Dalton je zagotovil, da vsakemu elementu ustreza
doloéena atomska masa (tedaj so govorili o atomski tezi), vendar ni po-
znal nac¢ina, da bi jo zanesljivo dolo¢il. Izhajal je iz zamisli, da vsako
snov sestavljajo atomi in se v spojini dveh elementov veze atom prvega
elementa z atomom drugega elementa v “sestavljeni atom”.

Joseph Louis Gay-Lussac je leta 1802 z merjenji ugotovil, da je spre-
memba prostornine plina pri konstantnem tlaku sorazmerna s spremembo
temperature.

Danes, ko imamo absolutno temperaturo, lahko recemo, da je pri
konstantnem tlaku prostornina sorazmerna s temperaturo. Gay-Lussac
je zapisal plinsko enacbo v obliki pV' = p'V'[1+a(d—19')]. Pri tem tlak
p, prostornina V in Celzijeva temperatura ¢ zadevajo konéno stanje
in ustrezne koli¢ine s ¢rticami zacetno stanje. Po svojih merjenjih
je doloéil @ = 1/267°C, kar se je razlikovalo od danasnje vrednosti
1/273°C.
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Pozneje je Gay-Lussac nadaljeval poskuse s plini in raziskoval kemijske re-
akcije med njimi. Leta 1809 je objavil Razpravo o spajanju plinskih snovi
druge z drugo. Meril je prostornini plinov, ki se spojita, in prostornino
spojine, ¢e je nastala plinasta spojina. Pri Stevilnih poskusih je ugotovil,
da sta prostornini plinov, ki se spojita, v razmerju majhnih celih Stevil in
da velja to tudi za prostornino plinaste spojine. Prostornine je meril pri
navadnem zracnem tlaku in sobni temperaturi.

Omenimo nekaj Gay-Lussacovih rezultatov. Dolo¢ena prostorina ki-
sika se z dvojno prostornino vodika spoji v vodo. Dolocena prostornina
dusika se s trojno prostornino vodika spoji v dvojno prostornino amoniaka.
Dolo¢ena prostornina dusika se spoji s poloviéno prostornino kisika v
didusikov oksid, z enako prostornino kisika v dusikov oksid in z dvojno
prostornino kisika v duSikov dioksid. Gay-Lussac je delal tudi poskuse s
klorovodikom, z ogljikovim oksidom in dioksidom, z zveplovim dioksidom
in trioksidom. Kemijsko sestavo nekaterih plinov mora danasnji bralec
ugotoviti po relativni atomski masi. Zanje so uporabljali nenavadna stara
imena, kemijskih formul in enacb pa tedaj Se niso pisali.

Masa in prostornina, ki ju je Gay-Lussac meril, se ob kemijski reakeiji
obnasata razlicno. Za maso velja ohranitveni zakon, za prostornino pa
ne. Na drugi strani so prostornine udelezenih plinov v razmerju majhnih
celih §tevil, mase pa ne. Gay-Lussac je delal tudi poskuse s plinoma, ki
sta se spojila v trdno spojino. Ugotovil je, da se dolocena prostornina
klorovodika spoji z enako prostornino amoniaka v sol, amonklorid. Masa
se tudi v tem primeru ohrani, a prostornina soli ni v preprosti zvezi s
prostorninama plinov na zacetku.

Dolocena masa vodika se je spojila s 7,537-krat toliksno maso kisika
v 8,5637-krat toliksno maso vode. Ce je Gay-Lussac meril na zacetku
prostornino vodika in kisika pri vrelis¢u vode, se je prostornina nastale
vodne pare ujemala z zagetno prostornino vodika.

Doloéena masa dusika se je z 1,14-krat tolikino maso spojila v 2,14-
krat toliksno maso dusikovega oksida. Iz teh podatkov izracunamo rela-
tivni atomski masi dusika 13,238 in kisika 15,074, ¢e vzamemo — tako je
bilo tedaj v navadi — za vodik relativno atomsko maso 1. (Z danasnjimi
podatki bi dobili v tem merilu za dusik 13,899 in za kisik 15,875. Vendar
danes navajamo relativne atomske mase v merilu, v katerem ima ogljikov
izotop *2C relativno atomsko maso 12,00000.) Ve¢ino merjenj je Gay-
Lussac izvedel sam ali s sodelavci, le nekaj podatkov si je sposodil pri
drugih. Rezultati kazejo, da zasluzi Gay-Lussacovo delo v kemiji enako
spostovanje kot njegovo delo v fiziki.

Gay-Lussac pa obilice podatkov, do katerih se je dokopal, ni do kraja
izkoristil. To je storil Amedeo Avogadro, ki je leta 1811 v Journal de
Physique objavil Razpravo o nac¢inu doloéanja relativnih mas elementar-
nih molekul snovi in razmerij, v katerih vstopajo v te spojine. Zacel
je takole: “G. Gay-Lussac je v zanimivi razpravi pokazal, da se plini
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vselej spajajo v zelo preprostem razmerju prostornin in, ¢e nastane plin,
je njegova prostornina tudi preprosto povezana s prostornino sestavin.
Zdi se, da so kvantitativna razmerja snovi v spojinah odvisna samo od
relativnega Stevila molekul, ki se spojijo, in &tevila sestavljenih molekul,
ki nastanejo. Potem moramo priznati, da obstajajo zelo preproste zveze
med prostorninami plinskih snovi in Stevilom preprostih ali sestavljenih
molekul, ki nastanejo. Prva domneva, ki se v tej zvezi pojavi, in zdi se,
da je tudi edina mogoca, je privzetek, da je Stevilo sestavljenih molekul
v vsakem plinu vselej enako za enake prostornine ali vselej sorazmerno s
prostornino.”

Kakor je Dalton razmisljal le o atomih in vpeljal “sestavljene atome”,
je Avogadro obravnaval le molekule. V navedenem kratkem odlomku
je omenil “elementarne” in “integralne” ter “preproste” in “sestavljene
molekule”. Kaj je pravzaprav mislil z enimi in drugimi? Ali je imel
elementarne ali preproste molekule za molekule elementov ter integralne
ali sestavljene molekule za molekule spojin? Vendar je, ne glede na to,
zakon, ki ga je izrekel, obveljal. Pripomnimo, da tedaj niso poznali
enoatomnih molekul; poskusov s kovinskimi parami niso delali, zlahtne
pline pa so odkrili sele proti koncu stoletja. )

Avogadrovega dela sodobniki niso opazili. Sele na prvem velikem
mednarodnem kemijskem kongresu v Karlsruheju leta 1860, to je tiri leta
po Avogadrovi smrti, so se nekateri italijanski kemiki zavzeli zanj. Med
njimi je bil znani zdravnik in kemik Stanislao Cannizarro. UdeleZence je
prepriéeval, da je mogoée z Avogadrovim zakonom dolociti relativne mase
molekul in posredno tudi relativne mase atomov. Vendar Avogadrovega
zakona vsi e vedno niso bili pripravljeni upostevati. Stevilni kemiki so
bili prepri¢ani, da se razliéna atoma zaradi razliénih elektricnih nabojev
privlacita in se lahko spojita. Enaka atoma pa naj bi se zaradi enakih
nabojev odbijala in se ne bi mogla vezati v molekulo. Tako si niso mogli
zamisliti, da bi se dva enaka atoma vodika vezala v molekulo vodika.
Dalton je od vsega zatetka odklonil moznost, da bi iz doloéene prostornine
kisika in dvojne prostornine vodika nastala dvojna prostornina vodne pare.
Ker je vztrajal pri svoji zamisli, mu ni preostalo drugega, kot da je poskusil
razvrednotiti Gay-Lussacovo delo.

Nekatere kemike so italijanski kemiki na kongresu prepricali. Lo-
thar Meyer, nemski kemik, ki je pred Mendelejevim sestavil zasnovo
periodne preglednice, je zapisal, da si je vzel ponatis ¢lanka enega od
italijanskih kemikov o Avogadrovem delu in ga na poti domov prebral:
“Bilo je, kakor da bi spregledal. Dvom je izginil, nadomestil ga je
obéutek mirne jasnosti.” Zgodovinarji pripominjajo, da so “redkokdaj
delo kakega moza tako v celoti spregledali” kot delo Amedea Avogadra.

Janez Strnad
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POZABLJENA NALOGA

Vecji del januarja in v zacetku februarja imamo na univerzi zimske poé¢it-
nice. To sicer ne pomeni, da po¢ivamo, ni pa predavanj in vaj za Studente,
Se vedno pa moramo poskrbeti za kolokvije in izpite, govorilne ure ipd.
No, to zimo sem si vzel nekaj ¢asa in pregledal enega od kupov, kamor
odlagam zadeve, ki se mi sicer zdijo zanimive, a ne zahtevajo takojsnje
obravnave. Tako sem naletel tudi na kopijo naslednjega e-pisma, ki mi ga

je ze jeseni leta 1995 iz Amerike poslal kolega Marko Petkovsek. Takole
pravi:

Za Presek pa tale naloga: Se spomnis tiste z 8-mestnimi prastevili, kjer
odmetavas cifre in imas ves ¢as sama praStevila? No, ¢e ne zahtevas, da
so vse cifre razliéne, lahko dobis precej daljse primer(k)e. Vprasanje je,
koliksno je maksimalno Stevilo cifer? (Domnevam, da ne mores imeti
poljubno dolgih resitev, ¢eprav tega ne znam dokazati.) Z Mma sem
ugotovil, da je najveéja dolzina 8, ée odmetavas cifre le na koncu; 23,
¢e jih odmetavas le na zacetku. Ko sem dovolil odmetavanje na obeh
koncih, sem (prek noci) dobil primer dolzine 30. Ko pa sem pognal
iskanje v globino na celotnem drevesu in pustil te¢i prek noci, se je
Macintosh sesul. Mma je seveda zelo pocasna, po drugi strani pa bi
bilo treba v C-ju ali pascalu napisati dolgo aritmetiko in testiranje
prastevil. Kaj pravis na to?

Nekaj ¢asa sem potreboval, da sem razvozlal, katera naloga je “tista z
8-mestnimi prastevili”. Gre za Uganko gospoda Kukrike v reviji Monitor,
in sicer iz oktobrske stevilke letnika 1994. V pismu je uporabljena tudi
kratica Mma, ki ozna¢uje programski paket Mathematica. To je zmogljiv
program, ki med drugim omogoca udobno raéunanje z velikimi stevili.

V pismu so torej omenjene tri vrste prastevil: taka, pri katerih lahko
s konca po vrsti odmetavamo Stevke, dobljena stevila pa so vseskozi
prastevila (npr. 7333, saj so Stevila 7333, 733, 73 in 3 prastevila), taka,
pri katerih odmetavamo stevke na zacetku (npr. 2137, ker so 2137, 137,
37 in 7 prastevila), in taka, pri katerih na posameznem koraku dovolimo
odstranitev stevke na zacetku ali na koncu (npr. 7229, saj so 7229, 229, 29
in 2 prastevila). Seveda nas zanimajo ¢im daljsa prastevila z omenjenimi
lastnostmi.

Ne spomnim se, kaj sem odgovoril na pismo, o¢itno pa sem kasneje
na nalogo pozabil. Leta so minila, zamenjalo se je kar nekaj generacij
procesorjev, pa nekaj razlicic Oken in tudi Mathematica je dozivela nekaj
posodobitev. Racunalniki so tako postali precej zmoglivejsi in iskanje
odgovora na vprasanje iz pisma danes ne bi smelo vet biti pretezko.
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7 nekaj srece bom uspel nagovoriti Marka, da za naslednjo stevilko
Preseka napise odgovor in kratko razlago trditev iz pisma. Vam pa seveda
ni treba ¢akati do naslednje stevilke. Ce ste radovedni in radi premetavate
§tevila, lahko poskusite poiskati odgovore tudi sami.

Martin Juvan

ZENITNE ZVEZDE — Resitve nalog s strani 284

1. 'V krajih na Zemlji z zemljepisno
§irino 89,25°.

2.a) Zvezde lezijo na nebesnem vzpo-
redniku (severnem nebesnem po-
vratnikn) z deklinacijo 23,5°. So
vzhajalke.  Sonce pride v teh
krajih v zenit v zacetku poletja,
t.j. okoli 21. 6., ob kresu (slika 1).

2.b) Zvezde lezijo na nebesnem vzpo-
redniku z § = 30°. So vzhajalke.
Sonce ne pride v teh krajih v ze-

nit, saj lahko doseze le deklinacijo

§ = 23,5° (slika 2). Slika 1. Po skici poskusi ¢im natan-
éneje opisati dnevno pot teh zenitnih
zvezd.

horizomn

L
Kulminacijd

Slika 3. Po skici poskusi opisati dnevno
Slika 2. pot teh zenitnih zvezd.

2.c) Zvezde lezijo na nebesnem vzporedniku z § = 60°. So nadobzornice.
Sonce ne pride v teh krajih nikoli v zenit (slika 3).
Marijan Prosen



292 Matematika

IME ROZE, LABIRINT IN PREGLED GRAFA

V znanem detektivsko-zgodovinskem romanu italijanskega pisatelja Um-
berta Eca Ime roze [1] menih Viljem in njegov pisar Adson raziskujeta
niz skrivnostnih umorov v samostanu nekje v severni Italiji. Kljué do
razrefitve skrivnosti je knjiga v samostanski knjiznici. Knjiznica je zgra-
jena kot labirint; ima namrec¢ 56 sob, od katerih so nekatere povezane z
vrati, druge pa ne. Ko se v noéi z drugega na tretji dan Viljem in Adson
izgubita v tej knjiznici, pravi Viljem Adsonu:

“Samo en nacin je, kako najdes pot iz labirinta. Na vsakem novem
zaznamovati s tremi znaki. Ce po znamenjih na svoji poti vidis, da si Ze
bil tam, oznacis kraj, skozi katerega si prisel tja, z enim samim znakom.
Ce so vsi prehodi 7e oznaceni, se mora§ vrniti po isti poti nazaj. Ce
pa je kaksen prehod Se brez znakov, izberes tega in ga oznacis z dvema
znakoma. Ce gres skozi prehod, ki nosi en sam znak, mu dodas Se dva,
tako da bo imel tisti prehod potlej tri. Prehodil si vse dele labirinta, ¢e
takrat, ko prides do razpotja, nikdar ne gres skozi prehod s tremi znaki,
razen c¢e ni e kaksen prehod neoznacen.”

Recept je podan zelo nejasno in nenatanéno. V literaturi in na
internetu se pojavljata dva algoritma, ki bi lahko “ustrezala” zgornjemu
opisu. Prvega je leta 1882 objavil francoski inzenir Tremaux. Njegov
opis lahko bralec najde v élanku Marije Vencljeve Hoja po labirintu [2] ali
pa na internetnem naslovu www.astrolog.org/labyrnth/algrithm.htm.
Drugi algoritem, ki se zdi nekoliko blizji opisu iz knjige, je leta 1895
predstavil Gaston Tarry!. Ta algoritem je s sicer bolj skopo razlago opisan
v knjigi Wilsona in Watkinsa Uvod v teorijo grafov [3]. Pri tem naj bo
bralec pozoren na drobno napako ob koncu pravila (a). V tem prispevku
pa bomo Tarryjev algoritem natanéno opisali in podrobno utemeljili, da
nas res zmeraj pripelje iz labirinta.

Algoritem sestavljajo tri skupine pravil: po prvi skupini pravil se

Pravila so naslednja:

I Gaston Tarry (1843-1913), francoski matematik
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z dvema znakoma.

02: Ce neoznacen izhod ne obstaja, izberi izhod z enim znakom ter mu
dodaj Se en znak.

03: Ce neoznacenih izhodov in izhodov z enim znakom ni, izberi izhod s
tremi znaki ter mu izbrisi en znak.

P1: Ce prides v krizisce, kjer Se nisi bil, oznaéi vhod, skozi katerega si

P2: Ce prides v Ze obiskano krizisée po poti, po kateri Se nisi Sel, oznaéi
vhod, skozi katerega si prisel, z enim znakom.
S: Ce prides v slepo ulico, se obrni in pojdi nazaj po isti poti (kaj pa ti
sploh preostane drugega).

ne da bi sli po katerikoli poti ve¢ kot dvakrat. Pa poglejmo, ali ta trditev
drzi.
Najprej opisimo matematiéno formulacijo problema. Labirint pred-

slepe poti v labirintu v grafu predstavimo s povezavo in tot¢ko na koncu
(to si lahko predstavljamo tudi tako, da smo na koncu slepih hodnikov
naredili sobe; po taki razsiritvi labirinta pravila S ne potrebujemo veé).
V nadaljevanju bomo privzeli, da je tako dobljeni graf povezan, da se torej
iz vsake tocke grafa da priti po povezavah v vsako drugo tocko. Ce to ne
drzi, potem imamo opravka z ve¢ povsem lo¢enimi labirinti.

Nahajamo se torej v neki tocki grafa, radi pa bi prisli v neko drugo,
“odlikovano” tocko grafa (to je, recimo, izhod iz labirinta). Ce bi po
nekem postopku znali obiskati vse tocke grafa, potem bi slej ko prej nasli
tudi odlikovano tocko. Pri tem ne smemo pozabiti pomembnega dejstva,
da graf vidimo samo lokalno. Namre¢, v vsaki tocki je edina informacija,
ki jo imamo o grafu, stevilo povezav, ki izhajajo iz te tocke, in podatek,
kolikokrat smo Ze §li po teh povezavah. To je kar huda omejitev, ki nam
moécno otezi iskanje izhoda.

Poglejmo si labirint in njemu prirejeni graf s slike 1. Recimo, da se
nahajamo v tocki 1, radi pa bi prisli v toéko 4. Na zaéetku izberemo po
pravilu O1 eno od dveh povezav, ki vodita iz tocke 1, recimo, povezavo
do tocke 2. Ta povezava dobi na svojem koncu pri tocki 1 dva znaka,
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(R]
d

Slika 1. Labirint in njemu prirejeni graf.

pri tocki 2 pa tri znake. Po pravilu Ol imamo sedaj dve moznosti.
[zberimo, recimo, povezavo do tocke 3. Ta povezava dobi spet dva znaka
na koncu pri tocki 2 ter tri znake pri tocki 3. Od tocke 3 spet po O1
izberemo npr. povezavo do tocke 1 (povezava dobi dva znaka pri tocki 3
ter en znak pri tocki 1 — glej sliko 2(a), kjer polni kroZec pomeni trenutni
polozaj). Zaradi pravila O2 se moramo vrniti v tocko 3 (povezava ima
sedaj pri tocki 1 dva znaka — glej sliko 2(b)). Ostane nam Se povezava
do tocke 5, ki dobi dva (oziroma tri) znake — glej sliko 2(¢). Od tu se
zaradi pravila O3 spet vrnemo v to¢ko 3 ter pri tem izbriSemo en znak pri
toeki 5 (slika 2(d)). Po pravilu O3 gremo nazaj v tocko 2 in tej povezavi
izbriSemo en znak pri tocki 3. Od tu pa gremo po pravilu Ol koncno
do tocke 4 (slika 2(e)). Seveda je bralec ze sam ugotovil, da je &tevilo
povezav, ki jih prehodimo, preden dosezemo zeleno tocko, precej odvisno
tudi od srece, ki jo imamo pri izbiri povezav.

) ( (P Qﬁ}

(a) (b) (c)

Slika 2. Sprehod po labirintu.
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V nadaljevanju bomo naredili natancéno analizo obnasanja Tarryje-
vega algoritma in pri tem opisali nekaj lastnosti, ki veljalo med pregledo-
vanjem grafa. Za¢nimo z nekaj preprostimi ugotovitvami. Povezave grafa
med pregledovanjem na obeh koncih oznaéujemo z izbranimi znaki (npr.
pikami ali érticami). Pravila so postavljena tako, da povezava bodisi na
nobenem koncu nima nobenega znaka (povezava Se ni bila prehojena ne
v eni ne v drugi smeri) bodisi je oznacena na obeh koncih (kar pomeni,
da je ze bila prehojena vsaj v eni smeri), pri éemer sta na enem koncu
dva znaka, na drugem pa en, dva ali trije znaki. Nadalje velja, da se
koncu povezave, ki je ze oznacen z dvema znakoma, Stevilo znakov ne
bo veé spremenilo. Ker nobeno pravilo ne dopuséa, da bi trenutno toc¢ko
zapustili po povezavi, ki ima zacetek ze oznacen z dvema znakoma, hkrati
pa ob odhodu vedno poskrbimo, da zacetek izhodne povezave postane
oznacen z dvema znakoma, od tod sledi, da nobene povezave v nobeni
smeri ne prehodimo vec kot enkrat.

Med sprehajanjem po grafu se premikamo iz tocke v totko in pri
tem spreminjamo oznake na koncih povezav. NaSa analiza temelji na
naslednjih ugotovitvah:

(i) Med sprehajanjem v vsakem trenutku za vsako tocko v velja, da smo
jo doslej zapustili natanko tolikokrat, kot je koncev povezav, ki so pri
v oznaceni z dvema znakoma.

Utemeljitev. Toc¢ko vedno zapustimo po enem od pravil O1-03.

To pa so tudi edina pravila, ki omogoc¢ajo (in vedno tudi dosezejo)

postavitev dveh znakov.

(ii) Med sprehajanjem v vsakem trenutku za vsako tocko v velja, da smo
doslej vanjo prisli natanko tolikokrat, kot je takih povezav s koncem
pri v, katerih drugi konec je oznacen z dvema znakoma. Lastnost
utemeljimo na enak nacin kot tocko (i).

Opozorimo, da nam v (i) in v (ii) zanka v tocki v, ki ima na obeh koncih

dva znaka, pomeni dva prihoda in dva odhoda iz tocke v, zanka z dvema

znakoma le na enem koncu pa en odhod in prihod.

Naj bo z tocka, v kateri zacnemo pregled grafa. Kdaj pa se Tarryev
algoritem konéa? Takrat, kadar ne moremo uporabiti nobenega pravila
vec. Torej tedaj, ko iz trenutne tocke sprehoda ne moremo veé nadaljevati.
To pa pomeni, da imajo vsi izhodi, ki vodijo iz tocke, kjer se trenutno
nahajamo, dva znaka. Ali se to lahko zgodi v tocki, ki je razliéna od
2?7 Seveda ne. Ce bi se to zgodilo, potem bi morali v konéno to¢ko priti
enkrat ve¢, kot smo iz nje odsli. To pa po (i) in (ii) ni mogoce, saj v tocko
ne moremo priti veckrat, kot je koncev povezav pri tej tocki, vsi ti pa so
oznageni z dvema znakoma in po (i) predstavljajo odhode. Pokazali smo
torej naslednjo lastnost Tarryjevega algoritma:
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Lastnost 1. Tarryjev algoritem se vedno konca v zacetni tocki z.

Iz lastnosti 1 sledi, da smo ob koneu algoritma iz vsake tocke odsli natanko
tolikokrat, kot smo v njo prisli. Od tod pa ob upostevanju (i) in (ii) ze
sledi naslednja lastnost:

Lastnost 2. Ce so ob zakljucku Tarryjevega algoritma v neki tocki vsi
konci povezav oznaceni z dvema znakoma, potem so z dvema znakoma
oznaceni tudi vsi nasprotni konci teh povezav.

Za konec pokazimo, da s Tarryjevim algoritmom res prehodimo vsako
povezavo grafa natanko dvakrat, po enkrat v vsaki smeri. Pa recimo, da
temu ni tako.

Slika 3. Prva obiskana, a slabo pregledana tocka.

Potem ob koncu algoritma obstaja povezava, ki ni na obeh kon-
cih oznacena z dvema znakoma. Imenujmo take povezave nepregledane,
tockam, ki so krajis¢e nepregledane povezave, pa bomo rekli slabo pregle-
dane. Zaradi povezanosti grafa obstaja vsaj ena slabo pregledana tocka,
ki smo jo med sprehodom po grafu obiskali. (Premislite, da tako tocko
lahko dobimo npr. tako, da vzamemo prvo obiskano tocko na poljubni
poti od katerekoli slabo pregledane tocke do zacetne tocke z.) Med vsemi
obiskanimi, a slabo pregledanimi tockami, naj bo v tista, ki jo s Tarryjevim
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algoritmom obis¢emo prvo. Gotovo v ni tocka z, sicer se pregled grafa Se
ne bi konéal. Ker to¢ko zapustimo po povezavi, oznaceni s tremi znaki,
gele tedaj, ko ni ve¢ nobene druge moznosti, pri v obstaja nepregledana
povezava, ki ima tri znake (glej sliko 3). Naj bo to¢ka u drugo krajisce te
povezave (u # v, saj zanka nikoli nima treh znakov). To¢ka u je prav tako
bila obiskana med pregledoiu grafa, in sicer neposredno pred prihodom v
tocko v (morda pa tudi ze kdaj prej). Ker pa je hkrati u tudi krajisce
nepregledane povezave med u in v, je tudi u ena od slabo pregledanih
tock. To pa je v protislovju z izbiro to¢ke v, ki naj bi bila med vsemi
slabo pregledanimi to¢kami prva obiskana.

Lastnost 3. S Tarryjevim algoritmom prehodimo vsako povezavo grafa
natanko dvakrat.

Tako, analiza algoritma je opravljena in njegova pravilnost dokazana.
Seveda pa podani opis algoritma ni edini mozni. Ce nas npr. moti brisanje
znakov, lahko oznacevanje koncev povezav zasnujemo tako, da imamo ob
koncu namesto dveh povsod po tri znake (in znake med sprehajanjem
ves ¢as samo dodajamo). V bistvu je treba le zamenjati vlogo dveh in
treh znakov (ter primerno prilagoditi pravila). Poskusite sestaviti tako
prilagojena pravilal

Na koncu pa e povabilo: Ce knjige Ime roZe $e niste prebrali, si
vsekakor vzemite ¢as zanjo. Lahko pa si ogledate tudi istoimenski film s
Seanom Conneryjem v glavni vlogi. Zemljevid samostanske knjiznice, ki
je omenjena na zacetku tega sestavka, lahko dobite na

www.uni-weimar.de/ kleppe/studium/rose/.
Za vajo lahko poskusite, ali znate pregledati labirint z opisanim algorit-
mom. Izhod je v sedemkotni sobi desno zgoraj.
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TIM, FERMAT IN KOLICNIKI - Resitev s str. 203

Pravilo vedno velja. Lahko ga zaokrozimo takole:

Trditev. Kvocient deljenja naravnega stevila a s produktom
bybsbs...b, naravnih stevil je zadnji kvocient, ki ga dobimo, ¢e a delimo
z by, dobljeni kvocient z by, novi kvocient z bz itd.

Res. Kvocient g in ostanek r, ki ju dobimo, ¢e naravno stevilo a
delimo z naravnim Stevilom b, sta natanko doloceni nenegativni celi stevili,
ki ustrezata pogojema

a=bg+r, 02 rd. (1)
Ker sta r in b celi stevili, je » < bisto kot r < b—1, zato je (1) enakovredno
a=bg+r, 0<r<b-1. (2)

V nasem premisleku bomo povsod uporabili obliko (2).

Zaradi preprostosti se bomo omejili na n = 3, to je na primer b =
= by1bybs. To bo dovolj za predstavitev ideje, ki jo brez tezav razsirimo na
poljuben n.

Uporabimo (2) in sledimo besedilu trditve. Naj bo:

a=bqg+r, 0<r<b-1

in
a=biq +r1, 0<r <b -1 (
G =bga+ra, 0<ra<by—1 (
@ =bygz+r3, 0<rg3<bz—1

GRS
R e

Pokazati moramo, da je ¢ = gs.
Ce vstavimo (4) in (5) v (3) in malo pora¢unamo, dobimo

a = (bibabs)gs + (r1 + birg + bibars) = bgs + R,

kjer je R = ry + bira + bybars. R je o€itno nenegativno celo stevilo, ki ga
lahko takole ocenimo:

0 S R:‘?"l +bl'f'2 +b1bg?"3 = (b] == 1)+b1(bg == 1)+blb2(b3 e 1) S
<bibobs —1=b-1.
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0<R<b-1.

9(718[2(3|1

4(5|6

AB|CDEFGH|I

a=bgs + R,

-

KRIZANKA “MATEMATIKI ANTIKE” —

Resitev s str. 288

Resitve nalog
qs-

To pa pomeni, da je g3 res koliénik pri deljenju stevila a s Stevilom b,

CRKE IN STEVILA 2 — Resitev s str. 284

Zato je
q
Resitev:
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RESITVE NALOG Z DRZAVNEGA TEKMOVANJA
1Z SREDNJESOLSKE FIZIKE V SOLSKEM
LETU 2000/2001 — s str. 251

Objavljamo resitve nalog z drzavnega tekmovanja srednjesolcev iz fizike,
ki je bilo 21. aprila 2001 v Celju. Besedila nalog smo objavili v letosnji
cetrti stevilki Preseka.

Skupina I

1. Podatki: d =22 em, | = 36 cm, s = 30 em, m = 2 kg, S = 2,0 em?,
p = 1000 kg/m3.
Silo curka na desko zapisemo kot F = pSuz.“ Navor sile curka mora
biti manjsi ali kvec¢jemu enak navoru teze. Ce os postavimo na rob
tnala, je rocica sile curka enaka s — d, roéica teze deske pa d — %J. v
mejnem primeru sta navora enaka:

| —ERT
pSv*(s —d) = mg(d — 1), v = %ﬁ&)) =7m/s.

2. Podatki: m =50 kg, M =40 kg, m; =1 kg, a=30°, I =5 m.

a) Cas potovanja zZoge med dvema odbojema izracunamo iz enach

za poSevni met: t = 2v,/g = 2upsina/g; v tem casu mora
zoga za opazovalca na vagonu prepotovati razdaljo I: | = vt =
= vpcosat = visin2a/g. Od tod dobimo zagetno hitrost zoge
vg = y/lg/sin2a = 7,52 m/s. Glede na opazovalca na peronu
je vodoravna komponenta te hitrosti zmanjsana za hitrost va-
gona v,.
Hitrost vagona dobimo iz ohranitve vodoravne komponente gi-
balne koli¢ine sistema vagona, igralcev in zoge. Ker so na zacetku
vsi mirovali, je bila skupna gibalna koli¢ina enaka 0. Takoj po
udarcu se giblje Zoga v vodoravni smeri s hitrostjo vy cos a — v,
igralca in vagon pa s hitrostjo v, v nasprotni smeri gibanja
vagona. Velja:

0=my (vgcosa —vy,) — (2m+ M) v, ,

M1 Vg COS &
e e . T, 4,6 .
2m + M + my ays

Uy

Ker ima Zoga v najvisji tocki gibanja od 0 razliéno le vodoravno
komponento hitrosti, je iskana razlika hitrosti kar enaka hitrosti
vagona: vgcosa — (vgcosa — v,) = vy,
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b) Vagon se po odboju giblje v isti smeri toliko ¢asa, kolikor ¢asa
je zoga v zraku, po naslednjem odboju se smer gibanja zamenja.
Najvecji odmik vagona je

— mivgsin2a mal —
Y g2m4A M4+ my) Cm+AM+my) '

3. Podatki: a =1,618m,[ =89 m, p = 16°, At =605, Ppax = 1,5 kW.

a) Ce zelijo suznji prekucniti blok, morajo zasukati blok okoli Zgor-
njega roba osnovne ploskve vsaj toliko, da je teziste bloka ravno
nad tem robom. Na zacetku, ko blok Se lezi na klancu, tvori
zveznica med tezis¢em bloka in zgornjim robom osnovne ploskve
kot 7 /4 — ¢ z vodoravnico. V zatetni legi je torej tezisce na visini
(a/v/2)sin(m/4 — @) nad robom, v najvisji legi pa a/v/2 nad
robom (polovica diagonale stranice kocke meri 1av/2 = a/v/2).
Tezis¢e bloka se torej dvigne za Ahy = a(1 — sin (7/4 — ¢))/V/2.
Delo, ki ga opravijo suznji, je enako spremembi potencialne ener-
gije, saj se zaradi pocasnega dviganja kineti¢na energija praktic-
no ne spreminja. Torej je Ay = AW, = pa®gAh, = 73 klJ.

b) V ¢asu At = 60 s opravijo suznji delo A;, njihova povprecna
mot je tako P = A /At =1,2 kW.

¢) lzracunajmo Se delo, ki ga opravijo suznji pri porivanju, ¢e blok
premaknejo za dolzino ene stranice, kar ustreza enemu prekucu.
V tem primeru je delo enako spremembi potencialne energije in
delu trenja na razdalji a. Dvig tezisca je Ahs = asing. Za
opravljeno delo dobimo

A = mgAhy + kymg cos p a = pa*g(sin p + k; cos @) = 75 kJ.

Na razdalji do vrha klanca, [ — a, morajo opraviti v prvem
primeru delo 4] = (I — a)A;/a in v drugem primeru A} =
= (Il — a)Az/a. Iz podane maksimalne povpreéne moci lahko za
oba primera izracunamo najkrajsi ¢as, potreben za premik bloka
do vrha klanca. Pri prekucevanju potrebujejo t; = A} /Ppax =
= 44 min, pri porivanju bloka pa ty = A} /Puay = 45 min.

4. Podatki: s4 = 1200 m, sp = 900 m, As = 10 m, t4 = 8 min,
tgp = 6 min, ty = 4 min, &y = 5/min, t; = 80 min, N, = 20, t; =
= 180 min.

Na vleénici A je lahko najve¢ Ny = 2s4/As = 240 smucarjev,
zmogljivost je ®4 = Nu/t4 = 30 smucarjev na minuto; podobno
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dobimo za drugo vleénico Ng = 180 in &5 = 30/min. Ob vleénici
A smuca najve¢ My = ®pt, = 120 smuéarjev, ob vleénici B pa
Mpg = 120 smucarjev.

a) Ko se na vleénici A nabere N, = 20 smuéarjev, je celotno stevilo
smucarjev enako Ny + N + N, = 380, kar se zgodi ¢ez t =
=(Na+ Np+ N,)/®g = 76 min. V tem trenutku vsi smucarji,
tisti, ki prismucajo po progi, in tisti, ki pridejo iz doline, odidejo
na vlec¢nico B, skupaj ® 4 + ®; = 35/min, kar je ve¢ od zmoglji-
vosti vleénice B, in na vleénici se takoj pojavi vrsta. Iskani ¢as
je t = 76 min po prihodu prvega smuéarja oziroma ob 10 uri in
16 minut.

b) Ob tem Easu vleénica B obratuje sele 4 minute in noben smuéar
Se ne more smucati ob tej vleénici. Torej smuca le M4 = 120
smucarjev.

¢) Po treh urah je na smuéiséu ®gto = 900 smuéarjev; v obeh vrstah
jih caka N, = ®gto— (Na+ Np+ M+ Mp) = 240, v vsaki vrsti
enako Stevilo. Smucar v vrsti B ¢aka t = (N]/2)®p = 4 min.

Skupina IT

1

Podatki: R=10Q,U =10 V.

Za smer tokov skozi zarnice izberimo smer nasprotno smeri urinega
kazalca. (Ce bo kateri od izraéunanih tokov negativen, bo pomenilo,
da tete v smeri urinega kazalca.) Kirchhoffov zakon za napetosti v
krogu z zarnicama AB pove: 2U = [4R+IgR, v krogu z BC zapiSemo
2U = —IgR — I¢R, v krogu s CD zapisemo 2U = —IcR — IpR, v
krogu z DA pa 2U = IpR + I R; za tokove velja [y — Ig = Ip — I¢.
Od tod hitro izluséimo:

I,qz—fc:% in Ip=Ip=0.
Zarnici A in C trosita mo¢ po P = RI? = 4U?/R =40 W, B in D pa
0 W.

Podatki: h = 5,0 cm, Uy = 9,0 V, vy = 5 mm/s, v, = 10 mm/s,
E=8l,

Kapaciteto praznega kondenzatorja, ki ga sestavljata kovinski plosci,
oznatimo s Cjp, razdaljo med ploséama pa s h. Velja Cy = £05/h.
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Izracunajmo kapaciteto, ko je gladina vode na viSini y nad spo-
dnjo kovinsko ploséo. Kondenzator lahko obravnavamo kot zapo-
redno vezana kondenzatorja s kapacitetama C; = e,S/(h—y) =
= h/(h—1y)-Cy in Cy = e£0S/y = eh/y - Cp, Skupno kapaciteto
oznac¢imo s C. Velja:

2 1.8 1. [ e-ig
g O 0 £ h]°

Ko kondenzator, na katerem na zacetku ni bilo naboja, nabijemo na
napetost Uy, se na plos¢éah nabere naboj e = CylUy. Med dotekanjem
in odtekanjem vode ostaja naboj konstanten, tako da velja ColUy =
= CU oziroma

h

-+ Co e-1lyl_ e—-1Up
U—UUC——UQ[].— }—— = h'y—l—Uu

Napetost med kovinskima ploStama je torej kar linearno odvisna
od visine gladine vode v posodi. Najve¢ja in najmanjSa vrednost
napetosti sta Upax = Up = 9,0 V priy =0 in Ui = Up /e = 0,11V
pri y = h, kar bi lahko izracunali Zze brez te izpeljave. Posoda se z
vodo napolni v ¢asu ¢; = h/v; = 10 s, izprazni pa se v ¢asu ty =
= h/vs = 5 s. Napetost med ploséama torej niha zagasto med Uiy
in Upax s periodo ¢y + t2 = 15 s, kjer naraScéanje traja 5 s, padanje
pa 10 s (slika).
10

9
8

=Wy~

Podatki: S = 100 em?, mg = 1,0 kg, P = 50 W, pg = 101 kPa,
k=14,

Tlak zraka v posodi je p = pg + mgg/S = 102 kPa, kjer je my
masa bata, S presek posode in py zunanji zraéni tlak. V éasu At se
temperatura zraka pod batom poveca za AT in prostornina za AV.
Toplota, ki jo pri tem sprejme zrak, je enaka spremembi notranje
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energije zraka in delu, ki ga zrak opravi pri razpenjanju:
PAt = cymAT — pAV .

Pri segrevanju se zrak pod batom razpenja pri konstantnem tlaku
p, tako da velja Vo /Ty = V/T. Pri tem smo z Vj oznacili zacetno
prostornino zraka in s T njegovo zacetno temperaturo. Spremembo
prostornine izrazimo s spremembo temperature:

AV =SAh=V -V = E(T—TO):EQAT_
TEI TU

Od tod dobimo zvezo med pomikom bata v ¢asu At in povecanjem
temperature:

Ty Ty
AT = —SAh = —SvAt.
o Voo
Spremembo notranje energije sedaj lahko zapisemo kot

R

mRTy SAh  SAh
(k—1)M

AT = : e _
G MV r—1 ¥ s—1

Tﬂ
m-—SAh =
VUS

V zadnjem koraku smo upostevali enacbo stanja za zacetno stanje
zraka pod batom. Ko slednje vstavimo v energijski zakon, dobimo

Ah k-1 P

== re—= 1, ‘
R R

PAL= Ll -pSAh, torej wv
E —

Nalogo je mogoce resiti hitreje, ¢e vemo, da je dovedena toplota pri
izobarni spremembi enaka PAt = ¢,mAT, kjer je ¢, = k/(k — 1) -
- R/M. Za AT vstavimo na zacetku izpeljani izraz, pa smo takoj pri
rezultatu.

Podatki: | = 0,1 m, I =30 A, e = +1-10"* As, v = 100 m/s,
M = 10,1 mg.

Da se bo delec gibal enakomerno po premici, mora magnetna sila
uravnovesiti njegovo tezo: evB = mg, ¢e je B velikost rezultante
magnetnih polj obeh vodnikov. Vodoravni komponenti magnetnih
polj prvega in drugega vodnika se na visini h sestejeta v rezultanto

Hol _ polh
2mr 2r(h? + (31)?)°
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navpicni komponenti pa se unicita. Ravnovesje sil lahko sedaj zapi-
Semo:

ev —ZMDHL =1mg
2m(h? + (%3)3) '
Dobimo kvadratno enacbo za h:
I
h? —2bh + (11)2 =0, = ;:‘:::g =6,1 cm

z reSitvama

hi2=b+/b2—(3)2, h1=96cm, hy=26cm,

ki sta obe smiselni. Sila bo odbojna, ko je smer hitrosti nasprotna
smeri tokov v vodnikih.

Skupina IIT

1.

Podatki: Vo = 0,50 1, pg = 100 kPa, Ty = 20°C, M = 44 kg/kmol,
R = 8300 J/kmolK.

Ko se pena neha razpenjati, je tlak ogljikovega dioksida v peni ravno
enak zunanjemu tlaku pg, prostornina pene pa znasa V. Ce uspemo
izracunati temperaturo ogljikovega dioksida v peni 75 na koncu po-
skusa, lahko iz enacbe stanja pgVy = mRT /M dolo¢imo iskano maso
ogljikovega dioksida. V vmesnem stanju, ko ravno prenehamo tresti
plastenko, naj bo tlak zraka in ogljikovega dioksida v plastenki enak
P1, njuna temperatura 73, prostornina pene V), prostornina zraka
pa potemtakem Vj — V. Zacetno in vmesno stanje zraka povezujeta
enacbi

pVe=m(o-V)* i TV =TV - V,)
konéno in vmesno stanje pene pa enacbi
poVy =piVy mn  BYI=T V;—l )

Pri deljenju enacb na levi se znebimo p, in dobimo V,,/(Vy — V) =
= V5 /Vp, pri deljenju enacb na desni pa se znebimo 7} in dobimo
Vol (Vo — Vp) = Vo fVp - (Tz/To]ﬁ. S primerjavo dobljenih enacb
pridemo do preprostega rezultata 75 = T, = 293 K. Tako je iskana
masa ogljikovega dioksida enaka m = poVo M /RTy = 0,90 g.
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Podatki: A, = 656,3 nm, nj = 1,5145, n}, = 1,6444, \,, = 486,1 nm,
nf = 1,5230, n = 1,6637, f = 50 cm.

Goriséna razdalja lepljenih le¢ je 1/f = 1/fx + 1/fp. Za posame-
zno leco velja 1/f; = (n; — 1)(1/rq + 1/rp). Podatek, da je zlepek
akromatski, pove, da gorisci za obe valovni dolzini sovpadata: 1/f =
= ngx —1)X+np—-1)Y inl/f = (ng - 1)X + (nf — 1)Y, pri
cemer smo z X oznaéili izraz (1/r, + 1/r) za konveksno in z Y
ustrezni izraz za konkavno leco. ReSitev za geometrijska faktorja X,
YjeX =867Tm 'inY = —3,818 m~!. Resitev za fx je potem za
rdeco 22,4 cm in za modro 22,05 em.

Podatki: m = 70 kg, R = 6400 km, 9 = 46°.

a)

b)

Najprej pokazimo, da je gravitacijska sila v notranjosti Zemlje
premo sorazmerna z razdaljo od sredis¢a Zemlje. Na razdalji r
od sredisca Zemlje prispeva h gravitacijski sili le del mase Zemlje
(M(r)) znotraj radija r:

2  "®me2 "R R YR’

pri ¢emer smo z Mz oznacili maso Zemlje in z g tezni pospesek
na povrsju Zemlje.

Zapisimo komponenti gravitacijske sile na vlak v tunelu, ko je
vlak na razdalji x od sredis¢éa tunela in r od srediséa Zemlje. V
smeri gibanja je komponenta sile F' = F, sing = mg(r/R) sin p,
pri cemer je @ kot, ki ga tvorijo sredisce tunela, sredisce Zemlje
in vlak. Velja sing = z/r in komponento sile lahko zapisemo
kot F' = (mg/R)z. Komponenta gravitacijske sile, pravokotna
na smer gibanja, pa je enaka F' = F, cos p.

Sila v smeri gibanja vlaka ima enako odvisnost od odmika kot
proznostna sila pri vijaéni vzmeti, F' = kz, k = myg/R. Hitrost
na sredini tunela vy dobimo kar iz izreka o ohranitvi kinetiéne in
proznostne energije, %mvg =i %kr:.cﬁ, ¢e je zg razdalja od povrgja
Zemlje do sredine tunela. Dobimo vy = \/g/R zy. Razdaljo zg
lahko izrazimo z zemljepisno Sirino Ljubljane ¥: g = R sin ¢pyax,
2 max = 90° — 1. Dobimo vy = \/ﬁsiu(%(gﬂ"-—ﬂ)) = 3,0 km/s.
Enak rezultat dobimo, ¢e silo nadomestimo s povpreéno silo F' =
= %mg:.cg/ R in gibanje obravnavamo kot enakomerno pospeseno
gibanje (do polovice, od tam naprej pa kot enakomerno poje-
majoce gibanje). Velja vy = v/2azg in za a = F /m dobimo enak
rezultat kot zgoraj.

i GM(r) GMzr? GMgz r r
Fy=m LR
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¢) Ker se sila spreminja kot pri nihalu na vijaéno vzmet, vlak
“zaniha” skozi predor z nihajnim ¢asom T = 2mw/R/g. Cas
potovanja je ravno polovica nihajnega ¢asa, torej T' = 71/ R/g =
= 42 minut.

Ce delamo s povprecno silo, ne dobimo pravilnega rezultata. V
tem primeru je ¢as potovanja dvakratni ¢as pospeSevanja: { =
=2+/2x0/a = 2vp/a = 4y/R/g = 54 min.

d) Ker gravitacijska sila v smeri gibanja pospeduje potnika hkra-
ti s sedezem, sedez v tej smeri ne deluje na potnika. Preo-
stane le komponenta teze, pravokotna na smer gibanja, F'| =
= mg(r/R) cosp = mg(ro/R), pri éemer je ry najmanjsa odda-
ljenost vlaka od sredis¢a Zemlje, ro/R = cos(3(90°—9)) = 0,927.
Sila je torej enaka 636 N.

4. Podatki: I =0,1 A, R=100 2, C =100 nF.
Ce na kondenzatorjih ni prislo do preboja, v stacionarnem stanju
skozi njih ne tece tok. Tok I tedaj tece le skozi upornika AE in ED;
padca napetosti na teh upornikih sta BRI = 10 V. Torej je napetost
med A in E 10 V, prav toliko med E in D. Ker je tocka D na 0 V, je
v tocki A napetost 20 V, v tocki E 10 V in prav toliko v tockah B in
C, saj skozi upornika BE in EC tok ne tece.
Vse izracunane napetosti so manjSe od maksimalne napetosti izvira,
prav tako od prebojne napetosti kondenzatorjev, zato smo lahko
upraviceno predpostavili, da ne pride do preboja.
Bojan Golli

22. MEDNARODNO MATEMATICNO
TEKMOVANJE MEST —
Naloge pomladanskega kroga

Prva skupina (prvi del)

1. Ce naravno stevilo n zapisemo kot n = a + b, kjer sta a in b naravni
stevili, lahko n zamenjamo s produktom a - b. Ali lahko s takimi
menjavami iz Stevila 22 dobimo Stevilo 20017 (3 tocke)

2.V trikotniku obstaja srednjica (daljica, ki povezuje razpoloviséi dveh
stranic), ki je daljsa od ene izmed tezisénic. Dokazi, da ima tak
trikotnik vsaj en topi kot. (4 tocke)
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V prodajalni je na voljo 20 kg sira. V vrsti ¢akajo kupci sira. Po
vsakem izmed prvih deset kupcev prodajalka izraéuna maso sira m,
ki so jo v povpreéju kupili prejsnji kupci. Nato izracuna, za koliko
kupcev zadosca preostanek sira ob predpostavki, da bodo naslednji
kupci kupovali kose sira z maso natanko m. Pri tem vsakié¢ opazi, da
preostanek sira zadoéa za natanko deset kupcev. Ali je to mogoce?
Koliko sira tedaj ostane po prvih desetih kupcih? (4 tocke)

(a) Na mizi lezi pet skladnih papirnatih trikotnikov. Trikotnike sme-
mo po mizi premikati tako, da so stranice po premiku vzporedne
svojemu polozaju pred premikom. Ali je res, da lahko na ta naéin
vsakega izmed trikotnikov prekrijemo z ostalimi stirimi? (2 tocki)
(b) Naj bodo trikotniki iz tocke (a) enakostraniéni. Dokazi, da je s
pomoéjo premikov, opisanih v tocki (a), vsakega izmed njih mozno
prekriti s preostalimi Stirimi. (3 tocke)

Na sahovnici velikosti 15 x 15 stoji 15 trdnjav, ki ne napadajo druga
druge. Z vsako trdnjavo naredimo potezo, ki je sicer dovoljena za
skakaca. Dokazi, da tedaj obstaja par trdnjav, ki se napadata.

(5 tock)

Druga skupina (prvi del)

1.

Avtobus, ki vozi na liniji, dolgi 100 km, je opremljen z racunalnikom,
ki predvidi ¢as, potreben do konca poti avtobusa. Ta ¢as racunalnik
izracuna ob predpostavki, da bo hitrost avtobusa na preostanku poti
enaka povpreéni hitrosti na ze prevozeni poti. Stirideset minut po
odhodu raéunalnik oceni ¢as za preostalo pot na eno uro. Ta predvi-
deni ¢as se ne spremeni nadaljnih pet ur. Ali je to mogoce? Koliko
kilometrov je tedaj avtobus prevozil po teh petih urah? (3 tocke)

Naravno &tevilo @ ima v desetiskem zapisu n Stevk, stevilo a® pa m
stevk. Ali je lahko vsota n + m enaka 20017 (4 tocke)

V trikotniku ABC izberemo toc¢ko X na stranici AB in tocko ¥ na
stranici BC. Daljici AY in CX se sekata v tocki Z in velja, da
je |AY| = |YC| ter |AB| = |ZC|. Dokazi, de je BXZY tetivni
stirikotnik. (4 tocke)

Dve osebi igrata igro na Sahovnici velikosti 3 x 100 (tri vrstice in
sto stolpcev). Izmenoma polagata domine velikosti 1 x 2 na igralno
ploséo. Prvi polozi domino tako, da prekrije dve polji v isti vrstici,
drugi pa polji v istem stolpcu. Igro izgubi tisti, ki ne more veé narediti
predpisane poteze. Kateri izmed igralcev lahko vedno zmaga in kako
mora igrati, da mu to uspe? (5 tock)
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5. Na povr§ju pravilnega tetraedra, z robom dolzine 1cm, lezi devet
tock. Dokazi, da obstajata med temi tockami vsaj dve, katerih med-
sebojna razdalja ni ve¢ja od 0.5 cm. (5 tock)

Prva skupina (drugi del)

1.  V drzavi dobi 10% delavcev 90% vsote vseh dohodkov, izplacanih v
tej drzavi. Denimo, da je drzava razdeljena na regije. Ali je mozno, da
v vsaki regiji skupna placa poljubno izbranih 10% delavcev te regije
ne presega 11% skupne place vseh delavcev iz te regije? (3 tocke)

2.V treh kupih kamenja je zapored 51, 49 in 5 kamnov. Lahko zdruzimo
dva kupa ali pa razdelimo kup s sodo mnogo kamni na dva kupa z
enakim stevilom kamnov. Ali lahko na ta na¢in dobimo 105 kupov s
po enim kamnom? (5 tock)

3. Tocka A lezi v notranjosti kota z vrhom v tocki M. Zarek, izsevan iz
tocke A, se odbije od prvega kraka kota v toc¢ki B, nato od drugega
kraka v tocki C in se vrne v tocko A (pri obeh odbojih velja obi¢ajni
odbojni zakon). Dokazi, da lezi sredisce trikotniku BC'M oértane
kroznice na premici AM. (5 tock)

4. Nekaj diagonal, ki se paroma ne sekajo (razen morda v krajiscu), deli
konveksni veckotnik na trikotnike. Poleg vsakega ogliéa vetkotnika
zapisemo Stevilo trikotnikov ob tem ogliséu. Nato izbrisemo diago-
nale. Ali lahko samo iz teh stevil dolo¢imo izbrisane diagonale?

(5 tock)

5. (a) Na sahovnico postavimo belo in érno figuro. Figuri lahko iz-
meniéno premikamo vodoravno ali navpi¢no na sosednje prazno polje.

Ali obstaja tako zaporedje potez, da dobimo vsak mozen polozaj teh
dveh figur natanko enkrat? (3 tocke)

(b) Ali obstaja tako zaporedje potez, da dobimo vsak mozen polozaj

teh dveh figur natanko enkrat, ¢e figur ni treba premikati izmeni¢no?

(4 tocke)

6. Daljice AD, BE in C'F so visine trikotnika ABC. Dokazi, da je
trikotnik, katerega oglisca so preseciSca visin trikotnikov AEF, BDF
in CDE, skladen s trikotnikom DEF. (7 tock)

7. Ales si izbere dvomestno naravno stevilo. Gregor poskusa ugotoviti
to tevilo tako, da zapored pove njegovi §tevki. Ce pravilno ugane eno
Stevko tega Stevila, druga pa se od prave vrednosti razlikuje kveéjemu
za 1, Ales rece ‘vroce’, sicer ‘hladno’ (ée je izbrano Stevilo npr. 65 so
‘vroc¢a’ stevila torej 65, 64, 66, 55 in 75).
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(a) Dokazi, da ne obstaja strategija, s katero bi Gregor v najve¢ 18
poskusih ugotovil pravo Stevilo, ne glede na izbrano Stevilo. (2 tocki)
(b) Poisci strategijo, s katero lahko Gregor vedno ugotovi izbrano
stevilo v najvec 24 poskusih. (3 tocke)
(c) Ali obstaja zmagovalna strategija z najveé 22 ugibanji? (3 tocke)

Druga skupina (drugi del)

1. Poisci vsaj en polinom p stopnje 2001, za katerega velja

p(z) +p(l —z) =1
pri vsakem realnem Stevilu x. (3 tocke)

2. Na koncu solskega leta ugotovimo, da za poljubno izbrano skupino
vsaj petih dijakov velja naslednje: Obstaja del skupine, ne ve¢ji od
20% te skupine, katerega dijaki so dobili 80% vseh negativnih ocen v
tej skupini. Dokazi, da je tedaj vsaj tri ¢etrtine vseh negativnih ocen
dobil en sam dijak. (5 tock)

3. Daljice AH4, BHg in CH¢ so visine v trikotnika ABC. Dokazi, da

je trikotnik, katerega oglis¢a so presecisca visin trikotnikov AHg He,
BH He in CH4Hpg, skladen s trikotnikom H HgH¢. (5 tock)

4. 'V tabelah A in B z m vrsticami in n stolpei sta stevili 0 in 1.
Oznacimo z a;; Stevilo v i-ti vrstici in j-tem stolpcu tabele A in
z b;; Stevilo v i-ti vrstici in j-tem stolpcu tabele B. Za vsaka i < m
in j <nveljaa;j < a1 ter bjj <biyi;. Zavsaka j <nini<m

velja ai; < a; 41 ter by < bjj11. Za vsak k, 1 < k < m, vsota Stevil
v gornjih k vrsticah tabele A ni manjsa od vsote stevil v gornjih &
vrsticah tabele B. Stevilo enic v obeh tabelah je enako. Dokazi, da
za vsak j, 1 < j < n, velja, da vsota stevil v prvih j stolpcih tabele

B ni manjsa od vsote Stevil v prvih j stolpcih tabele A. (5 tock)

5. Na sahovskem turnirju je vsak udelezenec igral z vsakim drugim
natanko enkrat in dobil 1 tocko za zmago, 1/2 tocke za remi in 0
tock za poraz.

(a) Ali je mogoce, da je za vsakega igralca P vsota tock igralcev, ki
jih je igralec P premagal, vecja od vsote tock igralcev, proti katerim
je igralec P izgubil? (4 tocke)
(b) Ali je mogoce, da je za vsakega igralca P vsota tock igralcev, ki
jih je igralec P premagal, manjSa od vsote tock igralcev, proti katerim
je igralec P izgubil? (4 tocke)
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6. Dokazi, da obstaja 2001 konveksen polieder, med katerimi imajo
poljubni trije prazen presek, poljubna dva pa se dotikata (sekata se
le na robu). (8 tock)

7. 'V sobi so krozno razporejene skatle s kroglicami. Vsaka izmed njih
je lahko prazna ali pa vsebuje eno ali ve¢ kroglic. V eni potezi
izpraznimo eno izmed skatel in kroglice tako razporedimo v skatle,
ki izpraznjeni skatli sledijo v smeri urinega kazalca, da v vsako Skatlo
zapored spustimo po eno kroglico.

(a) Denimo, da moramo v vsaki potezi (razen v prvi) vzeti kroglice iz
skatle, v katero smo v prejsnji potezi polozili zadnjo kroglico. Dokazi,
da se po dolotenem stevilu potez znova pojavi zacetna razporeditev
kroglic. (4 tocke)
(b) Denimo, da lahko v vsaki potezi izpraznimo poljubno skatlo. Ali
je s primernimi potezami mozno za vsako zacetno razporeditev priti
do poljubne druge razporeditve? (4 tocke)

Gregor Cigler

22. MEDNARODNO MATEMATICNO
TEKMOVANJE MEST —
Resitve nalog pomladanskega kroga s str. 307

Prva skupina (prvi del)

1. Obrnimo postopek! Vidimo, da je 2001 = 3 - 667, zato lahko stevilo
2001 dobimo iz stevila 3 + 667 = 670. Ker je 670 = 10- 67, lahko 670
dobimo iz stevila 77 = 7-11, ki ga lahko dobimo iz stevila 7411 = 18.
Za vsako naravno stevilo n > 1 velja n = (n — 1) 4+ n, zato iz n po
opisanem postopku lahko dobimo n — 1 =1:(n —1). Od tod sledi
resitev naloge. Stevilo 2001 lahko dobimo po opisanem postopku.
Resitev prikazuje zaporedje stevil 21, 20,19, 18, 77,670, 2001.

levi). Oznaéimo z G presecisée daljic AD in EF. Tedaj je
AG < EG = FG, zato je «GAE > <GFA in <GAF > «<GFA.
Ker je vsota stirih kotov iz zadnjih dveh neenach enaka 180°, velja
LCAB = <«GAE + «GAF > 90°.

Drugi primer prikazuje desni del slike. Denimo, da je srednjica EF
daljsa od tezis¢nice BE. Potem je <ABC > <EBF > «<EFB =
= AFAE + <FEA = «CAB + «BCA. 0Od tod zopet sledi, da
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je <ABC topi kot. Vsi ostali mozni primeri so ekvivalentni enemu
izmed gornjih dveh.
A

Denimo, da je k kupcev kupilo sir. Ce je vsak v povpreéju kupil kos
sira mase m, so skupaj kupili k - m sira. Ker preostanek sira zadosca
za natanko 10 kupcev, dobimo enacbo

20 — km = 10m ,
od koder sledi

Masa ostanka sira je enaka

200

10%7% = .
= rn (1)

Ker se z narascéajocim k& masa preostalega sira manjsa, vsak kupec
kupi pozitivno koli¢ino sira, zato je opisana situacija mozna. Iz
enacbe (1) sledi, da po desetih kupcih ostane natanko 10 kilogramov
sira.

(a) Naj bo ABC trikotnik, v katerem je viSina na stranico AB krajsa
od cetrtine te stranice. Ce v ravnino polozimo trikotnik ABC' in se
tiri njemu skladne trikotnike, ki so glede na trikotnik ABC' zasukani
za 90°, je o€itno, da trikotnika ABC ne moremo prekriti z vzporedno
premaknjenimi preostalimi Stirimi trikotniki.

(b) Ce enakostrani¢éni trikotnik 7' razdelimo na Stiri manjse skla-
dne enakostranicne trikotnike, oértana kroznica trikotnika, katerega
oglis¢a so razpolovisca stranic trikotnika 7', sovpada z vértano krozni-
co trikotnika T'. Z vértano kroznico trikotnika, skladnega trikotniku
T, lahko torej ‘zajamemo’ enega od §tirih manjsih trikotnikov, zato
s §tirimi trikotniki lahko res prekrijemo trikotnik 7.

Naj bo T tabela, kjer so zbrana stevila, ki oznacujejo stolpce, v kate-
rih stojijo trdnjave, in T, tabela, kjer zberemo stevila, ki oznacujejo
vrstice, v katerih stojijo trdnjave. Tedaj ne v tabeli T} ne v tabeli
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T5 ni dveh enakih stevil. Skupno je torej v tabelah T in 75 16 lihih
in 14 sodih stevil. Po premiku trdnjave se spremeni bodisi parnost
stolpca bodisi parnost vrstice. Med vsemi 30 stevili iz tabel se torej
15 stevilom spremeni parnost, 15 stevilom pa ne. Denimo, da je m
stevil iz prvotnih 16 lihih postalo parnih. Tedaj je v novih dveh
tabelah (po premiku) skupno tevilo lihih tevil enako 16 —m 4 15—
—m = 31—2m # 16. Od tod sledi, da se vsaj dve trdnjavi napadata.

Druga skupina (prvi del)

1. Merimo ¢as v urah. Oglejmo si situacijo po ¢asu t > % Ce je v tem
¢asu avtobus prevozil razdaljo s, po predpostavki velja

100-—s=2.1,
&
od koder dobimo
100
s = 100 — ]_——|—t =

Ce se ¢as veca, se veca tudi prevozena pot s, zato je opisana situacija
mogoc¢a. Po petih urah in Stiridesetih minutah (¢ = %) dobimo s =
= 85, torej je prevozena pot enaka 85 km.

2. Opazimo, da je stevilo ap = 10°°° 501-mestno in Stevilo aj 1501-
mestno, torej je v tem primeru m +n = 2002. Ce je a > ag, je
vsota m +n vsaj 2002, za stevilo a < ag pa je vsota m + n kvecjemu
500+ 1500 = 2000. Odgovor na zastavljeno vprasanje je zato nikalen.

3. Izberimo na daljici CY tocko T z lastnostjo |T'C| = |AZ|. Ker je
|AY| = |CY|, iz simetrije sledi, da je |AT| = |CZ| in «YZC =
= 4«YTA. Z upostevanjem |CZ| = |AB| dobimo |AT| = |AB|, zato
je <ABT = <ATB. Od tod sledi <Y ZC = < ABC, zato je XBY Z
res tetivni stirikotnik.

4.  Oglejmo si najprej potek igre na manjsi tabli velikosti 3 x 4. Prvi
igralec lahko drugega premaga, ¢e prvo domino polozi kamorkoli v
srednjo vrsto. Drugi igralec ima tedaj le Se dve mozni potezi (ob prvi
polozeni domini), medtem ko ima prvi igralec prav tako dve mozni
potezi, t.j. pod in nad svojo prvo domino. Razdelimo sedaj tablo
velikosti 3 x 100 na 25 kosov velikosti 3 x 4. Prvi igralec poloZi prvo
domino nekam v srednjo vrsto. Ker lahko drugi igralec vsaki¢ polozi
domino le v eno od manjsih tabel, ga prvi premaga, ¢e mu vsakic
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‘odgovori’ z domino v srednji vrsti tabele, v katero je drugi nazadnje
polozil svojo domino.

Z daljicami povezimo tiste pare razpolovis¢ robov tetraedra T, ki
ne lezijo na mimobeznih robovih. Tako od tetraedra ‘odrezemo’ tiri
vogalne pravilne tetraedre z robom dolzine 0.5 cm. Ce dve tocki lezita
na povriju posameznega od vogalnih tetraedrov, je njuna razdalja
kvecjemu 0.5 cm. Privzemimo zato, da na vsakem vogalnem tetraedru
lezi kve¢jemu ena tocka. Tedaj jih lezi vsaj pet na preostanku povrsju
tetraedra T', ki ga sestavljajo Stirje enakostraniéni trikotniki s stranico
0.5 cm. Vsaj dve od teh petih tock lezita v istem trikotniku, zato je
njuna razdalja kvecjemu 0.5 cm. S tem je trditev dokazana.

Prva skupina (drugi del)

5.

To ni mozno ne v primeru (a) ne v primeru (b). Seveda je dovolj
dokazati tocko (b). Polozaj figur na Sahovnici naj bo sod, ¢e figuri
stojita na poljih iste barve, sicer ga imenujmo lih. Ob vsaki potezi
se parnost polozaja spremeni. Stevilo sodih polozajev je 2(322) =
= 992, stevilo lihih pa 322 = 1024. Ce naj bosta figuri v vseh moznih
polozajih, se mora nekaj sodih polozajev ponoviti.

Naj bo H visinska tocka trikotnika ABC in K, M ter N zapored
visinske toc¢ke trikotnikov AEF, BF D in CDFE. Opazimo, da sta da-
ljici FM in H D pravokotni na BC' in zato vzporedni. Na enak naéin
ugotovimo, da sta vzporedni daljici FH in MD, torej je DHFM
paralelogram. Enako dokazemo, da je tudi DHFEN paralelogram.
Od tod sledi, da sta FFM in EN enako dolgi vzporedni daljici, zato
je EFMN paralelogram, od koder sledi |[EF| = |[M N|. Enako ugo-
tovimo Se |FD| = |KN| in |DE| = |MK]|, zato sta trikotnika DEF
in KMN res skladna.
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7.

(a) V najboljsem primeru (t.j. pri odgovoru ‘hladno’) izlo¢imo 5 stevil.
Za pregled vseh 90 stevil potrebujemo torej najmanj 18 ugibanj. Ce
so vsi odgovori razen zadnjega ‘hladno’, nam zmanjka ugibanj, da bi
ugotovili stevilo.

(b) Predstavimo Stevila s tabelo, ki jo kaze slika. Vroca stevila se
v tabeli nahajajo levo, desno, nad in pod izbranim Stevilom, zato
‘vro¢a’ stevila vedno tvorijo kriz, ki je morda nepopoln (ée je izbrano
Stevilo na robu tabele). Tabela na sliki je pokrita z 18 takimi krizi in
z osmimi samostojnimi kvadratki. V teh kvadratkih so stevila 10, 12,
17, 49, 60, 92, 97 in 99. Sredis¢a 18 krizev naj predstavljajo prvih 18
ugibanj. Denimo, da je v enem od sredisc¢ teh krizev ‘vroce’ stevilo
m . Tedaj preverimo tri krake tega kriza (¢e ima kriz le dva kraka,
seveda preverimo le ta dva kraka). Ce sta vsaj dva kraka ‘vroca’,
je izbrano Stevilo enako m. Ce sta dva kraka ‘hladna’ in en ‘vroé’,
je izbrano &tevilo v ‘vroéem’ kraku, ée pa so vsi trije kraki ‘hladni’,
je izbrano Stevilo v preostalem kraku. Ugotovili smo: Ko enkrat
najdemo ‘vroc¢e’ stevilo, potrebujemo najveé tri poteze, da uganemo
izbrano stevilo. V gornjem primeru smo tako stevilo uganili v najveé
21 potezah.

Ce je vseh 18 sredisé izbranih krizev ‘hladnih’, je izbrano stevilo v
enem izmed osmih posamiénih kvadratkov tabele. Tedaj poskusimo
s steviloma 11 in 98, ki lezita med parom kvadratkov. Ce je kateri od
odgovorov ‘vroée', lahko z najve¢ tremi ugibanji ugotovimo izbrano
stevilo. V nasprotnem primeru izbrano stevilo ni sosednje z nobenim
od stevil 11 in 98, zato poskusimo s stevili 18, 39 in 70. Ce je kaksno
od teh stevil ‘vroce’, se izbrano Stevilo nahaja v kvadratku poleg
tega Stevila, v nasproten primeru pa je izbrano stevilo v preostalem,
osmem kvadratku. S tako strategijo bomo uganili izbrano stevilo z
najvec 23 ugibanji.

$ T 9 3
e | 1 [
20
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(¢) Z manjsimi spremembami na zgornjem desnem in spodnjem levem
delu tabele (glej sliko) lahko prihranimo Se eno ugibanje. Zopet naj-
prej preverimo sredis¢a izbranih 18 krizev. Ce je kak$en od odgovorov
‘vroc¢e’, lahko kot v tocki (b) konc¢amo po 21 ugibanjih. Denimo, da
so vsi ogovori ‘hladno’. Tedaj poskusimo s Stevili 11, 39 in 70. Ce
je kaksno od teh §tevil ‘vroce’, z enim ugibanjem dolo¢imo izbrano
stevilo. Ce je npr. 70 ‘vroge’ stevilo, pogledamo stevilo 90. Ce je to
vroce, je izbrano §tevilo 80, sicer pa 60. V primeru, da so vsa stevila
11, 39 in 70 ‘hladna’, s preizkusom stevila 96 ugotovimo, kateri izmed
stevil 97 ali 99 si je izbral Ales.

4 ol s Tl 18
L

30
40
50
60
70

=
2P S Py

Druga skupina (drugi del)

5.

Naj bo n stevilo udelezencev turnirja. Oznacimo z s; vsoto tock k-
tega igralca po konéanem turnirju, z zj vsoto tock igralcev, ki jih je
k-ti igralec premagal, s p, pa vsoto tock igralcev, s katerimi je k-ti
igralec izgubil. Definirajmo

T =) sk(z — pr)-

k=1

Trdimo, da je T' = 0. Jasno je, da so Stevila z; in p; vsote ustreznih
Stevil s; (seStejemo paé vsote tock tistih igralcev, ki jih je k-ti igralec
premagal, oziroma tistih, s katerimi je izgubil). O¢itno je tudi, da
vsoti zj in py ne vsebujeta ¢lena si. Opazujmo dvoboj i-tega in j-
tega igralca. Ce remizirata, v vsotah z; in p; ni ¢lena s;. Enako
ugotovimo, da v vsotah z; in p; ni ¢lena s;. Recimo, da i-ti igralec
zmaga. Tedaj je v vsoti z; €len s;, v vsoti p; pa ¢len s;. ZapiSimo
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2% = z; + 8; in p; = p; + s;. Potem je

si(2i — pi) + 85(2; — p;) = si(2i — i) + 85(2; — Pj)-

Ce torej v vsotah z;, p;, z; in p; izpustimo (Ce tam nastopata) clena
s; ter s;, se vsota 1" ne spremeni. Enako sklepamo v primeru, ko
i-ti igralec izgubi. Ker lahko na ta naéin brez skode za vrednost T
zbrisemo vse ¢lene v vsotah z; in py, je res T' = 0. )

(a) Za vse k velja s > 0, vsaj ena od teh vsot pa je pozitivna. Ce bi
za vsak k veljalo zx — py > 0, bi dobili T' > 0. Protislovje!

(b) Analogno kot pri (a), bi dobili T < 0, zato tudi to ni mogoce.

Konstruirajmo tako mnozico poliedrov. Najprej postavimo v koor-
dinatni sistem z izhodiséem O ‘navzgor’ obrnjen stozec z osjo z in
nato izberimo 2001 tvorilko plasca, ki so enakomerno razporejene po
plaséu in jih oznacimo z Iy, [5,. .., lapp1. Za vsako realno stevilo £ > 0
ravnina z enatho z = t seka te premice v tockah A}, A%,..., Abqg;-
Izberimo t > 0 in z Dy oznac¢imo krog, ki ga stozec odreze od
ravnine z = t1. Naj bo By razpolovisée loka na robu D; med A‘l‘ in
A%, Oznaéimo z M; pravilni veckotnik Aj' A3 ... A%h,,. Opazujmo
neskonéno prizmo P; z bazo M in s stranskimi robovi, vzporednimi
daljici OB,. Zgornjo osnovno ploskev, vzporedno M;, lahko dolo¢imo
nekje nad ravnino z = tago1 (glej kostrukeijo v nadaljevanju). Za do-
volj velik t bo razdalja med razpoloviséem loka A} A} in daljico A} AL
ve¢ja od premera kroga D;, kar pomeni, da P, ne seka veckotnika
Af AL ... ALy, . Izberimo tako vrednost 3 in z Dy oznacimo krog, ki
ga stoZec izreze iz ravnine z enacho z = to. Naj bo B; razpolovisce
loka A% A%, Naj bo M; veckotnik A A% ... AR, ¢e se ta Ze dotika
Py, sicer pa med ogliséi A in A% vrinimo dodatno oglisée, ki lezi
na robu P; in znotraj Ds. Zopet tvorimo prizmo z osnovno ploskvijo
Ms in robovi, vzporednimi daljici OBs, in jo na koncu odrezemo
nad ravnino z = tagg. Znova izberemo tako velik t3, da P ne seka
veckotnika A'3A53 . Ao+ Znova definiramo veekotnik M3 z ogliséi
Als A% ., A%, ki mu po potrebi dodamo ogliséi na robu, tako da
se dotlka Pl in P, Zal <i < j <k < 2001 pri taki konstrukeiji
velja, da imata poliedra P; in P; edine skupne tocke na ravnini z = ¢;,
torej na robu. Ker polieder P, ne seka te ravnine, je presek poliedrov
P;, P; in Py prazen.

(a) Konstruirajmo usmerjeni graf. Vozliséa naj bodo pari, ki imajo
na prvem mestu razporeditev kroglic po skatlah in na drugem mestu
oznako skatle, iz katere moramo v naslednji potezi pobrati kroglice.
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Vozliséi A in B povezemo s povezavo od A do B, ¢e iz stanja, ki
ga predstavlja vozlisée A, lahko v eni potezi pridemo do stanja,
predstavljenega z vozliséem B. Jasno je, da je izhodna stopnja (t.j.
stevilo povezav, ki izhajajo iz vozlidéa) vsakega vozlidéa enaka 1.
Prepricajmo se, da je tudi vhodna stopnja vsakega oglista enaka 1.
Ker vemo, katera skatla je na vrsti v naslednji potezi, smo zadnjo
kroglico polozili v $katlo pred njo. Ce zaénemo pobirati po eno
kroglico iz skatel, ki si sledijo zapored v nasprotni smeri urinega
kazalca, in se ustavimo, ko naletimo na prazno Skatlo, je ta prazna
gkatla tista, iz katere smo v prejénji potezi pobrali kroglice. Zbrane
kroglice polozimo v to prazno Skatlo in pred nami je predhodna
razporeditev kroglic. To skatlo Se ozna¢imo kot tisto, v kateri moramo
v naslednji potezi pobrati kroglice, in dobimo predhodno vozlisce.
Ker je stevilo vozlis¢ konéno, je graf disjunktna unija ciklov. Ce torej
zacnemo pri nekem stanju, se vzdolz cikla, ki to stanje vsebuje, po
konéno korakih znova vrnemo v to stanje.

(b) Znova definirajmo usmerjeni graf. Vozliséa naj sedaj predsta-
vljajo razporeditev kroglic po skatlah, vozlisée A pa povezemo z
vozliséem B, ¢e je mozno iz stanja A v eni potezi priti do stanja
B. Tako vhodna kot izhodna stopnja poljubnega vozlisca je enaka
stevilu nepraznih Skatel stanja, ki ga predstavlja to vozlisce. Graf
je tedaj sestavljen iz krepko povezanih komponent (t.j. za vsako pot
med vozliséema A in B obstaja tudi pot med B in A). Ker lahko
iz vsakega stanja pridemo do stanja, v katerem so vse kroglice v eni
skatli (to dosezemo tako, da kroglic iz te skatle ne jemljemo), ima
graf le eno komponento in sta vsaki dve stanji s potjo povezani.

Gregor Cigler

42. MEDNARODNA MATEMATICNA
OLIMPIADA — Resitvi izbranih nalog s str. 149

1. naloga Naj bo a = <CAB, 8 = <ABC, v = «BCA in § = <COP.
Oznaéimo z A’ in P’ zrcalni sliki toék A in P pri zrcaljenju ez simetralo
daljice BC. Oznacimo z R polmer trikotniku ABC oértane kroznice.
Potem je |OA| = |OB| = |0OC| = |OA'| = R. Ker je AA'P'P pravokotnik,
velja |PP'| = |AA'|. Sledi «AOA’ = <AOB — <A'OB = <AOB —
— <AOC =2y - 28 > 60°.
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Skupaj z |OA| = |OA’| = R to pomeni, da je |[AA'| = |PP'| > R.
Po trikotniski neenakosti tako velja |OP| + R = |OP'| 4+ |OC| > |P'C| =
= |P'P|+|PC| > R+ |PC|. Torej je |OP| > |PC]| in zato v trikotniku
COP velja <PCO > §. Nazadnje iz a« = $<BOC = 1(180°—24<PCO) =
=90° — «PCO < 90° — § sklepamo, da je a + § < 90°.

2. naloga Oznacimo z ) S(a) vsoto vseh stevil S(a) po vseh n! permu-
tacijah @ = (ay, as,...,a,). Stevilo }_ S(a) (mod n!) bomo izra¢unali na
dva nacina.

Prvinac¢in. V vsoti ) S(a) je §tevilo k; pomnozeno z vsakim stevilom
k € {1,...,n} natanéno ((n — 1)!)-krat; po enkrat za vsako permutacijo
{1,...,n}, pri kateri je a; = k. Torej je koeficient pri k; v vsoti ) S(a)
enak

(n=1)I1+2+...4+n) = (n+1)l/2.

Slednje velja za vsak k;, zato je

Y 5(a)= 2t Zk (1)
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Drugi nacin. Ce n! ne deli S(a) — S(b) za nobeni permutaciji a # b,
mora vsako §tevilo S(a) imeti drugacen ostanek pri deljenju z n!. Torej
so ti ostanki natancno stevila 0,1,2,...,n! — 1. Sledi

ZS = ! _1) (mod n!). (2)

Ko zdruzimo (1) in (2), dobimo

w i ki = (L;ﬂ (mod nl). ®)

1=1

Ker pa je stevilo n liho, je leva stran v (3) deljiva z n!, po drugi strani
pa desna stran v (3) za lihe n > 1 oéitno ni deljiva z n!. Prisli smo do
protislovja, torej pri izra¢unu vsote Y S(a) v drugem nacinu ne bi smeli
privzeti, da n! ne deli S(a) — S(b) za nobeni permutaciji a # b.

Matjaz Zeljko

PRESEK
list za mlade matematike, fizike, astronome in rac¢unalnikarje
29. letnik, Solsko leto 2001/02, stevilka 5, strani 257-320

UREDNISKI ODBOR: Vladimir Batagelj, Tanja Be¢an (jezikovni pregled), Mirko
Dobovisek (glavni urednik), Vilko Domajnko, Darjo Felda (tekmovanja), Bojan
Golli, Marjan Hribar, Bostjan Jakli¢ (tehniéni urednik), Martin Juvan (raéunal-
nistvo), Sandi Klavzar, Boris Lavrié, Andrej Likar (fizika), Matija Lokar, Franci
Oblak, Peter Petek, Primoz Potoénik (novice), Marijan Prosén (astronomija),
Marija Vencelj (matematika, odgovorna urednica).

Dopisi in naroénine: DMFA — zaloznistvo, Presek, Jadranska ulica 19, 1001 Ljublja-
na, p.p. 2964, tel. (01) 4766-553, telefaks (01) 2517-281, &. ZR 50106-678-47233.
Naroénina za solsko leto 2001/02 je za posamezne naroénike 3.000 SIT (posamezno
narocilo velja do preklica), za skupinska naro¢ila sol 2.500 SIT, posamezna Stevilka
750 SIT, tematska stevilka 1.500 SIT, stara stevilka 650 SIT, letna naroénina
za tujino 25 EUR, devizna nakazila SKB banka d.d. Ljubljana, Ajdoviéina 4,
Ljubljana, SWIFT: SKBASI2X, stevilka racuna 042961.

List sofinancira MSZS
Zalozilo DMFA - zaloznistvo
Tisk: DELO Tiskarna, Ljubljana
(© 2002 Drudtvo matematikov, fizikov in astronomov Slovenije — 1483

PoStnina placana pri posti 1102 Ljubljana



pa1poyo oanjriadmaypod Muides oz op (] vz __:: -
TOUDS A OS 1Y ‘YIDIA A OPOA IPEIYS :,__: BLEIZ NS A BAIRAZI ‘OUDIS TZ0YS 1ZaM-1 IQPAAOSIL 1214 nseuHBSHs0jadaN
1 R el .y 5 e







