


Kip N.H. Ab ela, delo kiparja Vige­
landa , k i stoj i na Abelovem griču

pr ed kra ljevo palačo v Oslu .
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NORVEŠKA USTANAVLJA ABELOVO NAGRADO
ZA MATEMATIKO

Lan i avgust a je norveška vlad a naznanila ust an ovitev Ab elove nagrade, nove med­
narodne nagrade za matemat iko. Nagrado so Norvežani poimenovali po svoj em ro­
jaku Nielsu Henriku Ab elu (1802 - 1829), enem največjih matematikov vseh časov.

Prvič jo bo do po delili let a 2003. Začetni kapital nagradnega sklada je 200 mi­
lijonov norveških kro n , kar je približno 23 milijonov ameriških dolarjev. Višina
vsakolet ne nagrade bo odvisna od donosa sklada in bo pr ibližno to likšna kot pr i
Nob elovi nagradi (ki je, kot vemo, za mat emat iko ne podeljujejo) . Ocenjujejo jo
na 5 milijonov norveških kron .

Sama ideja Ab elove nagrad e za matemat iko
je st ara že sto let , sega v čas ustanovitve Nobe love
nagrade. Prvi pobudnik je bil norveški matematik
Saphus Lie konec 19. stolet ja. Let a 1902 je Oscar
II , kralj unije Švedske in Norveške, predlagal ust a­
novit ev take nagrad e, vend ar je predlog zamrl , ko
je let a 1905 zveza med nar odoma (miro ljubno) raz­
padla. Zadnjo pobudo je podal matematični odde­
lek Univerze v Oslu , ki bo, od 3. do 8. junija letos,
gostitelj mednarodne konference v počastitev 200­
let nice Abelovega rojstva. Tedaj bo t udi slovesno
obj avljena ust an ovitev nagrade.

Z Abelova nagrad o bo upravljala Norveška
akademija za znanost in humanist iko v Oslu . Ime­
novala bo petčlanski izbirni odbor in širše sveto­
valno te lo, ki ga bo sestavljalo dvajset do tride­
set članov. Sestavi odbora in svetovalnega t elesa
bosta mednarodni z opaznim deležem nenorveških
matematikov . Vseh pr avil v zvezi s po deljeva­
njem nagrade še niso določili . Gotovo pa je, da za dodelit ev nagrade ne bo nobene
starostne omejitve, kakršna npr. velja za Fieldsovo medaljo , najpresti žnejšo ma­
tematično nagrad o doslej . To lah ko prejmejo le matem atiki, mlajš i od štirideset
let . Prav tako ne bo nobene omejitve glede matematičnih področij , za katere naj
bi nagrado podeljevali.

Norvežani žele z Abelova nagrado po eni st rani dvigni ti splošni ugled mate­
matike, ra di pa bi se t udi predstavili kot narod z bogato kult urno in znanstveno
tradicijo . Upravičeno lah ko post avij o mate matika Nielsa Henrika Abe la ob st ran
drugim velikim rojakom, kot so pesn ik in dr amat ik Henrik Ibsen , slikar Ed var d
Munc h ali skladatelj Ed vard Grieg.

Marija Vencelj
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Za vsakogar nekaj I

NAGRADNA NALOGA

Zar adi spremenjenega urnika te kmovanj prihaja 5. št evilka letošnjega P re­
seka k naš im br alcem pr ej kot pretekla let a . Zato v njej ne objavljamo
rešit ve nagra dne naloge Tri enice in enajst fižolčkov iz 4. št evilke, ker ob
oddaji pričujoče številke v t iskarno še ni potekel raz pisani rok za njeno
rešit ev . Pač pa vam ponuj amo novo nagrad no nalogo Produkt = vsota,
ki jo je sestavil Ma rtin J uvan. Izmed reševalcev, ki nam bodo poslali
pr avilno rešit ev naloge, bomo izžrebali nagraj enca , ki bo prejel knjižno
nagrado.

R ešitve pošljite naj kasneje do 30. aprila na naš n aslov:
P r esek, Jadranska c . 19, 1001 Ljubljana, p.p. 2964.
Rešit vi in rezul tate nagrad nega razpisa za obe nalogi, iz te in IZ

4. številke, bomo objavili v 6. šte vilki.

Marij a Vencelj , odg. ur.

PRODUKT = VSOTA - Nagradna naloga

Za vsa ko naravno število k ~ 2 ima enačba

rešit ev

al = k , a2 = 2, a3 = . . . = ak = 1 .

Če enačbo reš ujemo v naravnih št evilih in od rešitve zahtevamo še
al ~ a2 ~ . .. ~ ak > O, potem je za k = 2, 3 in 4 to t udi edina
rešitev . Pri k = 5 pa obstaja več rešit ev. Poskusite jih poiskati !

Ma rtin Juvan

SKORAJ GOTOV DOGODEK - Utrinek

J anez ne ve, kaj bi počel. Pa vzame kovan ec in sklene: "Tale kovanec
bom vrge l v zra k. Če pad e cifra, grem na nogometno te kmo . Če pade
mož, grem v kino. Če bo kovan ec obstal na robu, grem spat . Če pa bo
kovan ec ostal v zrak u, se bom učil. "

Dušan Murovec
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NIELS HENRIK ABEL (1802-1829)
Ob dvestoletnici rojstva

A belova zapuščina bo zaposlovala ~'odove m atem atikov še petsto let .
Charles Hermi te, fr . mat . 19. stol.

Niels Henrik Abel se je ro dil 5. av­
gusta 1802 na otoku Finney na jugoza­
hodu Norveške. Bil je drugi od sedmih
ot rok prot estant skega pastorj a Serena G.
Abela , ki je let a 1804 nasledil svojega
očeta v župniji Gjerst ad blizu Riserja ,
Pastor Abel je bil v odmaknjenem Gjer­
stadu tudi pr vi učitelj svojih otrok.

Niels je odraščal v nemirnih letih
Nap oleonovih vojn. Norveška je bila za­
radi tedanj e skupne države z Dansko pri ­
tegnj ena v vojno na strani Francije, kar
je plačala s hudim pomanjkanj em zaradi
britanske blokade svoje obale. Po Kielski
mirovni pogod bi je Danska pr epustil a
Norveško Švedom. Norvežani so se želeli
osamosvojit i, tod a po kratki in jalovi vojni , v kat eri slabo oboroženi
Norvežani niso mogli biti kos Švedom pod Bernadottovim poveljstvom , je
bila ust anovljena personaln a unija Švedske in Norveške, v kateri je imela
Norveška lastno ustavo. Nielsov oče je imel vidno vlogo v nacionalnem gi­
banju in je bil eden od članov izrednega stortinga, norveškega parl amenta ,
ki je bil jeseni 1814 sklican za dokončno oblikovanj e nove ustave.

Ko je bilo Nielsu Ab elu 13 let , so ga poslali v škofijsko šolo v Kri­
stianiji, dan ašnj em Oslu. Let a 1817 je bil za učitelj a matematike na šoli
nastavljen Bernt Holmboe, le sedem let starejši od Ab ela, ki je hitro odkril
Abelov izjemni t alent za matematiko. Skupaj sta začela št udirati Euler­
jeva in kasnej e Lagrangeova ter Laplaceova dela o integralnem računu.

Ab elov napredek je bil t ako hiter , da je v kratkem času prekosil svo jega
učitelja . Holmb oe, ki je uvidel, da ima pred seboj enega največjih mate­
matikov vseh časov , je na vse načine poskušal svojemu mlad emu varovancu
in prij atelju naj ti materialno podporo. Toda v osiromašeni Norveški je
vladala lakota in denarja za podporo ni bilo .

Ab elove razmere so se dodatno poslabšale km alu zatem, ko je bil
pastor Abel po dveletnem premoru leta 1818 ponovno izvoljen v stort ing.
Njegovi neutemeljeni in grobi nap ad i na ostale predstavnike parl amenta ,
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združe ni z alkoholizmom, so bili razlog za njegov politični in osebnost ni
propad. Ko je let a 1820 umrl, je bilo to za okolico pravzaprav ola jšanje .
Družin o je zapustil z m ajhno pokojnino in globoko v dolgovih. Nielsu
je bilo tedaj 18 let . Ker je bil starejš i brat duševno bolan , je skr b za
številno družino padla na Nielsova rame na. Optimistični mladi genij
je nepričakovano odgovornost brez oklevanj a spreje l. Z vso pravico je
računal, da bo v nekaj let ih , kot usp ešen in sp oštovan matem atik , dosegel
akadems ko kariero . To bi njega in njegovo družin o potegnil o iz revščine .

Med tem je privat no poučeval in matematično delal , kolikor je mogel. V
t a čas revščine in neprestanega dela , s kat er im si je matematik Abel po­
stavil neminljiv spomenik, segajo, ža l, t udi za metki t uberkuloze, bolezni
revežev, ki ga je ubila , preden je napol opravil svoje delo.

Leta 1821 se je Abe l vpisal na Det Kongelige Fred eriks Universitet v
Kristianij i in venem letu dosegel stopnjo Candidatus P hilosophiae. Od
t u dalje je bil samou k. Na univerzi ni bilo nobenega nad aljnega kurza iz
matemat ike ali fizike, a kaže, da pomoči učitelj ev sploh ni potreboval. Bral
je in prebral vse razp oložljive matematične vse bine , pom embne in nep o­
membne. P ri t em je dela svojih predhodnikov dop olnjeval in nadgrajeval.
Let a 1823 je nova norveška znanstvena revija Magazin for Naturvidenska­
be n objavila prvi Abelov članek o funkcijskih enačbah in nekaj kasneje
članek, ki je vseb oval prvo rešit ev kake integralske enačbe sploh . Pozimi
1822- 1823 je sestavil dalj še de lo o integraciji eleme ntarnih funkcij in ga
predložil univerzit etnemu kolegiju , a so ga izgub ili. Verjetno pa nekatera
kasnejša Abelova dela vsebujejo v te m delu prikazane rezul t ate.

Poleti 1823 mu je Rasmu ssen , edini profesor matem atike na univerzi
v Kristi aniji , finančno omogočil obisk pri odličnem danskem matematiku
Ferd inandu Degenu v Kebenhavnu. Tam je Abel spoznal svo jo bodočo

zaročenko Christine Kemp.
Po vrnitvi v Kristi anijo se je Ab el vrnil k problemu , s kat erim se

je ukvarj al že prej. Še pr ed vstopo m na uni verzo se je namreč z vso
mlados t no vnemo lotil iskanj a algebraične rešitve enačbe pete sto pnje,
naloge, s katero so se neusp ešno ukvarj ali dom ala vsi veliki mat em atiki
od 16. stolet ja dalje . Sprva je verj el , da je našel izr az, ki podaj a rešit ev.
Kasneje je sam odkr il, da metoda ni korektna , in problem odložil na
st ran. Po obisku na Danskem je na nalogo pogledal z druge strani in
premagal stolet ja star problem . Dokazal je, da splošne algebraične enačbe

pete ali višje st opnje niso reš lj ive z radikali, t.j. , rešit ve t akih enačb niso
algebraično izrazljive s koeficient i enačb (za enačbe do vklj učno četrte

stopnje taki izrazi obst aj aj o). Abel se je zavedal pomembnosti svojega
rez ultata, za to je na lastne stroške delo nat isni l in ga poslal največj im

živečim evrops kim matem atikom . Da bi zmanjšal st roške, je ves dokaz
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skrčil na šest strani. Morda je bilo zato delo teže razumljivo. Kakorkoli ,
odgovora ni dobil od niti enega tujega matematika , tudi od velikega
Gaussa ne.

V te m času je Ab el pr avzaprav živel od podpore svojih profesorj ev .
Vendar se je želel finančno osamosvojit i. Toliko bolj , ker se je zaročil s
Christ ine Kemp, ki je pri šla na Norveško za guvernanto k družini , ki je
živela blizu Kri sti anij e.

Zaprosil je za dr žavno potovalno podporo, ki mu je bila dodeljena let a
1825. Potoval naj bi v Gi:ittingen h Gaussu in v Pariz, t edanjo svetovno
prestolnico matem atike. Pustimo ob st rani razloge, zar adi katerih se je
Abel , namesto v Gi:itt inge nu, znašel v Berlinu, kjer je ostal pet mesecev .
Gaussa t udi kasneje ni obiskal.

Za Abela, ki je bil vsekakor sposob en v matem atiki delati sa m, je bila
to pr avzaprav srečna odločitev. V Berlinu je srečal Augus ta Leopolda
Crella , vplivnega inženirja , ki ga je matem atika zelo zanimala . Crelle
je tedaj ustanavlj al Journ al fur die reine und angewandte Math ematik,
imenovan tudi Crellov Journal, ki je bil v 19. stoletju vodilna nemška
matematična revij a. Cr elle je že v pr vi zvezek vklj učil sedem Ab elovih
člankov in v naslednje še veliko več . Šte vilni med njimi so bili izjemnega
pom ena za razvoj matem atike.

Med prvimi deli je bil v J ournalu objavlje n t udi razširj eni dokaz
t rditve, da splošna rešitev enačbe pet e ali višje stopnje z radikali ni možna.
V članku je Ab el izp eljal tudi potrebno algebrsko ozadje, vključno z
algebraičnimi razširitvami obsegov. Trditev poznamo pod imenom Ab el­
Ruffinijev izreklo V berlinski čas sodi med drugim posplošitev binomske
formule in npr. integriranj e izrazov, v katerih nastopaj o kvadratni koreni .

Abel je presenečen odkril veliko pomanjkanj e st rogosti v sodobni ma­
te matiki. Prij at elju Holmboeju je pisal : "Če izvzamem o najpreprostejše
primere, ni v vsej matem atiki ni ti ene neskončne vrste, katere vsota bi bila
st rogo definirana. Številni pomembni deli matematike so neutemeljeni.
Res je, da številni med njimi veljaj o, kar je zelo pr esenetljivo. Pred
menoj je izjemno zanimiv pr oblem , da z zamudo odkrijem razloge za to. "
Rezultat tega odkrivanja z zamudo je Ab elovo klasično delo o potenčnih

vrstah s številnimi pom embnimi splošnimi izreki.
Medtem je v Crist ianij i profesor Rasmussen , ki je bil t udi pomemben

javni delavec, zaradi pr eobremeni tv e zapus t il mesto na univerzi. Na
izpraznj eno mes to, na katero je Ab el v prihodnosti z gotovostjo računal , je
fakultet a imenovala Bernta Holmboeja. Ab el je :Svojem~ prvemu učitelju

1 Kaže, da je trd itev po skušal dokaza ti t ud i ital ijansk i matematik Ru ffini , a je
nj egov članek tako zapleten , da je težko pr eso dit i korektnost njegovih sklepov .
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toplo čestital in ostala sta dobr a prijatelja. Očitno pa je bil Abel od tedaj
dalje v skrbe h za svojo prihodnost . V njegovi lastni domovini ni bilo
na obzorju zanj nobenega znanstvenega po ložaja, ki bi mu zagotavljal
finančno gotovost.

V P ar iz je Abe l dopotoval julija 1826 in dož ivel veliko razočaranje .

Najpomembnejši francoski matematiki niso pokazal i nikakršnega zanima­
nja za neznanega Norvežana. Mimogrede se je srečal edino z Legendrom,
ki se je v poz nih letih ukvarj al zeliptičnimi int egrali , področjem , ki je
bilo tudi Abelova specialnost. Vend ar je Abel svoj čas v P arizu do­
bro izkoristil. Dokončal je svoje najpomembnejše delo o algebraičnih

integralih . Rokopis, za katerega je pričakoval, da ga bod o natisn ili, je
oktobra predl ožil francoski akademiji znanosti. Ocenila naj bi ga Cauchy
in Legendre, Cauchy kot predsednik. Abe l je vso jesen čakal na odgovor ,
toda zaman. Njegovo de lo so izgubili, oziroma, kot se je kasneje izkazalo,
za ložili.

Konec let a si je Abel z zadnjim denarjem plačal vožnjo iz Pariza v
Berlin. Kmalu po prihodu v Berlin je zbo lel. Verjetno je šlo za prvi napad
tuberkuloze. Hrepenel je po Norveški, toda čutil se je do lžnega, da ostane
v t ujini, dokler ne poteče čas , za katerega mu je bi la podeljena št ipendija.
Nekaj denarj a mu je poslal Holmboe, verjetno mu je pomagal tudi Cre lle,
Crelle je Abe la želel zadržati v Berlinu, dokler mu ne bi našel mesta na
berlinski univerzi. Za vmesni čas mu je po nu dil mesto urednika svojega
Journala.

V Berl inu je Abel z veliko vnemo pisal nov članek , razpravo o elip­
tičnih funkcijah, ki je njegovo najobsežnejše delo . V tem delu je radi­
kalno prevedel teorijo eliptičnih integralov na teorijo eliptičnih funkcij, pri
čemer je izhajal iz nj ihove medsebojne inverznosti. Ker je večino teorije
eliptičnih funkcij razvil že kot št udent v Kristianiji, jo je bil sposoben
predstaviti z vsem bogastvom detaj lov, vključno z dvojno periodičnostjo,
razvoji v neskončne vrste in v neskončne produkte ter z ad icijskimi izreki.

V Kristi anij o se je Abel vrnil konec maja 1827 in spoznal, da se je
upravičeno bal t emne priho dnosti . P rost ega mes ta zanj na univerzi ni
bilo , imel je obi lo dolgov. P rošnjo za podaljšanje štipend ije je državni
finančni oddelek zavrnil, dobil je le majhno po dporo iz skromnega univer­
zitetnega fonda. V tem času je njegova zaročenka dobila novo zaposlitev
pri prijateljih njegove družine v Frolandu, daleč od Kristi anij e.

Nas led nje leto se je stanje izboljšalo. Vodilni znanstvenik na univerz i,
astronom Hansteen , ki je pred aval t ud i matematiko, je za dve leti odpo­
toval raziskovat zemeljski magnetni pol v neraziskano Sibirijo. Abel ga je
nadomestil na univerzi in na norveški vojaški akademiji.
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Medtem je septembra 1827 v Crellovem Journalu izšel prvi del Ab e­
love razprave o eliptičnih fun kcijah , drugi del je Ab el dop oln il preko
zime . Živel je izoliran v Kristianiji , kamor pozimi ni prišla nob ena pošta.
Tako ni ni ti slu ti l, kakšno zanimanje je zbudila njegova razprava med
evropskimi matem atiki, niti ni vede l, da je na področju eliptičnih funkcij
dobil konkurenta. Zgodaj let a 1828 mu je Hansteen pokazal septembrsko
izdajo Astronomische Nachr ichten , v kater i je mlad i nemški matem atik
Carl Gust av J acob J acobi brez dokaza navedel nekaj t rdit ev v zvezi s
tran sformacijsko teorijo eliptičnih integralov. Ab el je v naglici dodal
drugemu delu svoj e razprave op ombo, v kateri je pokazal, kako Jacobij evi
rezultati slede iz njegovih.

To je bil začetek silovit e matematične bitke med dvema pomembnima
matem atikoma, ki sta se medseb oj no spoštovala in spoštovala delo drug
drugega . Abe l je zaradi tega matematičnega dvoboja celo pr ekinil s
pisanj em daljšega članka o določitvi vseh enačb , ki jih lahko rešimo z
radikali. Objavljen i del vsebuje teorijo enačb, ki j ih danes imenujemo
Ab elove enačbe. V naglem zaporedju je napisal ser ijo člankov o eliptičnih

funkcijah. Pripravil je tudi obsežen Pregled teori je eliptičnih funk cij , ki
je izšel po njegovi smrti. Nasprotno je Jacobi objavljal le kr atke not ice
z rezultati , ki niso razkrivali njegovih metod. Te so bile rezerviran e za
njegovo knj igo Nove osnove teorije eliptičnih funkcij. Ni pomembno,
kdo je dobil bitko, ki jo je evropski matematični svet z občudovanjem

opazoval. Pomembno je, da je teorija eliptičnih funkcij v enem sa mem
let u napredovala bolj , kakor v pr et eklih 50 letih .

Kljub čedalje slabšemu zdravju je Ab el z neverj etno naglico pisal
članek za člankom. Za božič 1828 je v hudem mrazu s konj skimi sanmi
odšel na nakajdn evno pot v Frolands Verk na obisk k svoji zaročenki , Po
lep em božičnem pr aznovan ju je obležal. Zdravnik je ugotovil t uberkulozo
in pr edpisal daljše počivanje. Kmalu se je bo lezen poslabšala in Ab el je
6. aprila 1829 umrl , star komaj dobrih 26 let . Pokopan je v Fro landu.

Pismo, ki ga je dva dni kasneje Ab elu iz Berlina pos la l Crelle , je vse­
bovalo naslednje sporočilo : "Minist rst vo za vzgojo vas je sklenilo poklicati
nazaj v Berlin in vam ponudit i mes to profesorja matematike na Un iverzi
v Berl inu ."

Leta 1830 je francoska akademija znanosti podelila svojo veliko na­
grad o Ab elu in Jacobiju za njune izjemne matematične dos ežke. Na pr it isk
nor veške vlade so let a 1841 v Pari zu po intenzivnem iskanju našli založeni
Ab elov rokopis o algebraičnih integralih in ga natisn ili. Med t iskom je
rokopis spet izgini l, očitno je bil ukraden. Ponovno so ga naš li v Firencah
leta 1952.

Marija Vencelj



Matematika I

KRISTALNE MREŽE - 1. del

V ravnini imamo nekolinearna vekto rja a in b. Izberemo ju tako, da je
nj~izho~išče t udi izhodišče koordinatnega siste ma (slika 1), t orej a=
= OAl in b = OBl .

p

Slika 1.

Na premi ci p skozi O in A l izb erem o še točke A _l , A2 , A _2 , A3 ,

A _3 , . . . t ako, da je za vsako celo število k

OAk = ka .

P rav t ako na premici q skozi O in Bl izberem o še točke B _l , B 2 , B _2 ,

B 3 , . . . t ako, da je za vsako celo število ti

OBn = nb.

Skozi točke Ak konstruiramo vzporednice premici q, skozi točke B n vzpo­
rednice premi ci p . Te premi ce razreže jo ravnino na skladne paralelograme
(slika 2). Dobili smo tlako vanje ravnine s skladnimi par alelogrami.

Presečišča dobljenih pr emi c sestavljajo neskončno mrežo točk v rav­
mm. Krajevni vektorji točk v mreži so natančno vektorji

ka+ nb , (k,n E ~) .

(Seveda mreža tu pome ni nekaj drugega kot mreža poliedra , ki je površje
poliedra , razgrnjen o v ravnino.)



IMatematika

Slika 2. Del dvorazsežne mreže. Dobimo jo z zlaganjem sklad nih paralelogramov.

Vzemimo še vektor C, ki ne leži v ravnini II vektorjev o, in b. Naj bo
c= OCl . Na premici T skozi O in Cl izberemo še točke C- l , C2 , C- 2 , C3 ,

C-3 , . .. t ako , da je za vsako celo število p

Skozi vse točke prej doblj ene ravninske mreže konstruiramo vzporednice
premici T (slika 3).

r

Slika 3 .
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Skozi točke ep pa iz­
beremo ravn ine, vzporedn e
ravnini II . Presečišča t eh
ravn in in narisa nih vzpored­
nic pr em ici r sestavljajo ne­
skončno trirazsežno mrežo
točk v prostoru (slika 4) .

Krajevn i vektorj i točk v
mreži so natančno vektorji

kjer so k , n , p cela števila.
P ravimo, da je t a mr eža na­
peta na vektorje a,b in c..

Mat ematika I

Slika 4. Del trirazsežn e mr eže , napete na vekt orje

ii, bin c , Dobimo jo z zlaganjem skladnih par a lele­
piped ov .

Ob enem smo dobi li razdelitev prostora na skladne paralelepipede.
Mreže ste srečali pri pouku kemije in fizike. Točke mr eže so npr.

središča atomov ali ionov v kr ist alu .
Če so vektorji a,b,cenako dolgi (a = b = c) in paroma pravokotni , je

ustrezna mr eža enostavni kubični sklad . Temu ustreza razdelitev prostora
na sklad ne kocke (slika 5).

a

a

/ / / /
/ / / /

1/ 1/ 1/ 1/
1/ 1/ 1/ 1/

J/ 1/ 1/ I~
Iz ,V 1/ I~

a a a

Slika 5. Del enost avnega kubičnega sklada, ki ga dobimo z zlaganje m sk lad nih kock z
robom a .
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Vsaka točka te mreže naj bo središče krogle s pr emerom 2R = a.
Vsaka krogla se dotika šestih sosednjih kr ogel. Tak sestav skladnih krogel
prav tako imenujemo enostavni (primit ivni) kubični sklad (slika 6) .

Slika 6. Krogle, zlože ne v enost avni kubični sklad .

Do tega sklada lah ko pridemo t ud i takole: Vsaki krogli očrtamo

(namišljeno) škatlo v obliki kocke. Nato te škatle tesno zlagamo, tako
da se sosednji ploskvi povsem prekr ivat a . Na sliki 6 so škat le narisane
črtkano .

Delež prostora, ki ga zavzemajo krogle v tem skladu, je enak količniku

med prostorn ino krogle in prostornino njej očrtane škatle, torej

:!.7r R3 7r

(2R)3 = "6 === 52,4 %.

Če moramo zlagat i pomaranče, verj etno ne bomo uporabili zgoraj
opisanega načina. Tudi v naravi je enostavni kubični sklad izredno redek.
Radioaktivn i element po lonij lahko kristalizira v tej obliki .

Sp et vzamemo kocko ABGDA' B'G'D' z robom a in s središčem S
(slika 7). Paralelepiped ABGDUVST ima za osnovno ploskev kvadrat
ABGD, st ranski rob je SG. Pri tem je

IGSI = ~I GA' I = ~av'3

po lovica telesne diagonale kocke.
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D' C'

A' ?-- - - - - - --4'
B'

a

T s

a

Ba

, v

A

D
"Q- - - - - --

u ek-------+---~~

Slika 7.

Naredite iz papirja model paralelep ipeda ABCDUVST (slika 8)!

Slika 8.
~ ~ ~

Tr irazsežno mrežo, napeto na vektorje C B, CD in CS , do bimo t ud i
z zlaganjem skladnih kopij par alelep iped a ABCDUVSl' .

Takoj vidimo, da je A' točka naše mreže. Z nekaj risanj a , računanja
ali z zlaganjem modelov ugotovimo, da ta mreža vsebuje tudi točke B', C '
in D' in da jo lahko dobimo t udi t ako, da zlagamo skladne kop ije osnovne
celice na sliki 9. V te j osnovni celici je 9 točk mreže: A, B, C , D , A' , B' ,
C' , D' in središče S kocke . Pravimo, d a j e osnovna celica telesno centri­
rana kocka.

Vsaka točka naše mreže naj bo središče krogle s polmerom

Potem se krogla s središčem v S dotika krogel s središči v preostalih točkah

osnovne celice (slika 10).



Matematika

A'~ ,........:'r--- --<t'

A B

Slika 9. Telesno ce nt rira na kocka.

Slika 10.

Delež pr ost ornine, ki jo zavzemajo krogle v te m skladu , lahko izra­
čunamo kar v osnovni celici. V vsakem oglišču je osmina krogle in še ena
cela kro gla v središču . Skupaj imam o prostornino dveh kro gel s polmerom
R , to je 2· 47r

3
R

3
• To moramo deliti z a3 = 3~R3 in dobimo

7fV3 .
- 8- = 68,0 %.

V tej obliki kri st alizirat a natrij in kalij.

Peter Legiša
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BINETU JE VROČE

Bilo je vroče , saj je bil avg ust . Bine Umnik je sedel pred televizorj em in
se poti l.

"P ravzaprav ni pošt eno, da nam je zdaj vroče," je premi šljal , "med­
t em ko nas bo pozimi spet zeb lo. Bi ne mogli to plot e in mraza lep o
enakomern o por azdelit i prek vsega let a? Tudi kr ompir nakop ljem o jeseni
in ga kuhamo do nove let ine. Jeseni ob eremo jabolka , da jih hrust amo do
pom ladi ."

Seveda, ozimnica ! Torej bo izumil, kako naj si nabere pozimi zaloge
mraza , da si jih bo lahko do takal po leti. Pozimi je mraz zas tonj . Le kako
bi ga vskladiščil? V pij ače mečemo kocke ledu, da jih ohlad imo. Led se
st opi in porabi to ploto. Led bo pravi odgovor ! To da , koliko ga pot rebuje?
To bo gotovo prvo vrašanje Dr . Nule na paten t nem ur adu. Zato se je Bine
zelo razveselil Matj aževega obiska . Matj až je bi l namreč njegov nečak in
je št udiral fiziko.

"P olovico dohodkov od novega patenta t i ob ljubljam , če mi pomagaš ,"
je bil radodaren Bine. "Koliko ledu potrebujeva , da dost ojno preživiva
polet je?"

Matj až ga seveda ni razumel, za to mu je Bi ne lepo počasi razložil srž
nove za misli.

"Takole se loti va naloge," je predlagal Matjaž. "Razmisliva , koliko
toplote morava posrkati iz tvoje sobe vsak dan in koliko preko vsega
poletj a . Toploto bo srkal led in se pri tem topil. Tudi ledena voda bo
še vedno koristna za ohlajanje."

"Kar t i jo srkaj , sa j si fizik. " Očitno bi Bine raj e srkal hladni un i.
"P omagati mi moraš . Namesto da bi računala, si poskusiva pom agati

z izkušnj ami. P ozimi si si grel sobo z električno pečico . Zunaj je bilo okoli
ničle , sobna te mperatura pa je bila 20 st opinj Celzija. Torej t i je pečica

zadoščala. "

Bine je bil varčen . "Še preveč je gre la. Ponavadi sem izbiral drugo
ali celo prvo stopnjo gretja od treh možnih. Ampak sa j hočeva hladiti in
ne gre t i."

"To bi pom enil o okoli 1000 vatov," je prevaj al Matj až, ki se ni dal
ust aviti . P oln a moč takih pečic je namreč od 1800 vatov do 2000 vatov.
Nato se jelotil poj asnj evanja .

"S 1000 vatnim grelcem dovaj amo v sob o dovolj t op lot e, da je njen a
temperat ura 20 stopinj nad tem perat uro okolice. S 500 vati bi bila t em­
peraturna razlika le polovico , torej 10 st opinj. Zdaj pa k hlaj enju, kjer
pričakujeva podobne zakonitosti kot pri gret ju . Son ce sobo segreva , naj in
hladilni sist em pa golta top loto. S 500 pogolt animi vat i bova najbrž usp ela
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ustvariti 10 stopinj temperaturne razlike. Kadar bo zunaj 30 stopinj , bo
torej v sobi prij etnih 20."

Binetu je postaj alo razmišljanj e všeč . Šmentana reč , sa j Matjaževa
fizika niso nerazum ljive enačbe, ampak opazovanje in sklepanje .

"Če na dan hladiva 12 ur , bo treba pogoltati kakih 60 kilovatur .
Vroče je dobr e tri mesece, torej morava golt ati okoli 100 dni . To da
6000 kilovatur."

Bine si je poskusil kilovature predstavlj ati v obliki računa za elekt riko.
Kako jih bo spremenil v kup ledu?

Matj až je vzel v roke računalo . "Da bi stopili kilogram ledu, pot rebu­
jemo 80 kilokalorij . Tudi z ledeno vod o tja do 10 stopinj lahko še hladimo
sobo. To nam navrže še 10 kilokalorij . 90 kilokalor ij je okoli 378 tisoč

vatsekund . Tisoč zamenjamo za kilo in dobimo 378 kilovatsekund . Ko
delimo 378 s 3600, kolikor premore ur a sekund , dobimo 0,105 kilovature.
Skoraj 10 kilogr amov ledu moramo porabiti , da pogoltnemo kilovaturo
toplot e. Ur je 6000 krat več . To da 60000 kilogramov ledu, ki zavzemajo
60 m"."

"Saj to je 60 ton," je zavzdihnil Bine, ki mu je dohodek od patenta
vidno kopnel. Pravzaprav le polovica. Drugo pol ovico je tako ali tako
obljubil Matj ažu .

"Nad svojo sobo lahko zgrad iš še eno, da boš v njej hranil led . Tri
metre visoka soba razsežnosti 4 krat 5 met rov bi bila pravno pravšnj a."

"60 ton ," je stokal Bine. "Saj te celo z desettonskim kamionom ne
pu ste na vsako cesto , kaj šele na most . Led s stropo m vred bi mi padel
na glavo."

"Toda to še ni vse," je nad aljeval Matja ž, ki je očitno prepogosto
gledal rekl amne prodaje po televiziji . "Led bo š shranil janu arja. Vsaj do
maj a ga ne boš rab il. Treba ga bo var ovati, da se ne bo stopil."

Bine je računal na stiropor. Le kako debel bi moral biti ovoj?
"Takoj bova izračunala, " se je ponujal Matjaž. "Vso sob o z ledom

bova obdala z 10 cent imet rov debelo stiroporn o plastjo in izračunala

toplotni tok , ki ga poganja 15 stopinjska t emperaturna razlika. Poznati
moram toplotno pr evodnost stiropora."

Matjaž je pr iti skal na gumbe računala. "Okoli 400 vatov nama topi
led."

"J e to dobro ali slabo? " je zanimalo Binet a.
"Slabo , saj nama odteka skoraj polovica tega , kar potrebujeva za

hlajenje. Do poletja bi zato izgubila večino ledu . Šele dese tkrat debelejši
stiroporni ovoj bi omogočil kolikor tol iko razumno skladiščenje. "

Tako je izum dokončno propadel. Matjažu se je Bine zasmilil, zato
mu je skušal pri hlaj enju pomagat i.
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"Morda poskusiva drugače. T voj led je goltal toploto, da se je talil.
Vod a golt a toploto, da izpareva, a celo sedemkrat več je potrebuj e, da
se vplini. Lahko bi v mokri pižam i sedel pr ed vent ilator. Profesor , ki se
je nekoč klatil po Sud anu, nam je pripovedoval o kar tumskih hlad ilnikih.
V zaboj na oknu nab ašeš ločj e , ki ga narežeš ob Nilu , ga dobro poliješ z
vodo in z vent ilatorjem ust variš prepih, ki ti srka zunanj i vroč zrak preko
zabo ja v sobo. Suh zrak se pri pr ehodu skozi mokro ločj e napij e vode
do sitega in se pri t em ohladi. S 40 stopinj prideš lahko pod 10 stopinj
Celzija.

Še starejš i izum so glinasti vr či , ki so rahlo prepustni za vodo. Na­
polnjene vrče obesiš v senco , voda mezi skozi ste ne in takoj izpari v suh
okoliški zrak. Celo brez venti lato rja je voda v takih vrčih lepo hladna."
(Glej sliki na ovitku.)

"Imenit no," se je navdušil Bin e. "Kako bova šele hladi la pri nas , kjer
redko pr ide temperatura preko tridesetih stopinj !"

"Zapik," ga je hladil Matjaž. "V Sudanu je zrak zelo suh in zato
rad pije vodo. Zrak vsebuje le deset ino tega, kar bi lahko. Bolj učeno bi
rekli , da je relativna vlaga 10 odstotna. V naših krajih je vlaga, denimo ,
80 odstotna. Tak zrak bi se s 30 stopinj ohlad il le za dve sto pinji.

Bineta ni mikalo, da bi se preselil v Sudan, zato je sklenil, da se bo
raj e hladil z osvežilnim unij em.

Matj až neukemu Binetu ni mogel vsega razložiti . Pa poskusimo
m l.

Enačba za pr evaj anj e to plote je

(slika 1). Izraz na levi strani je gostot a toplotnega toka, to je to plote,
ki se v časovni enoti pretoči prek ploskve S zdeb elino d. Tok je
sorazmeren strmini te mperaturnega klan ca (slika 2). Sorazmernostni
fak tor je l , koeficient toplotne prevodnosti. Za tega je Matj až uporabil
kar vrednost, ki j o je p oznal za zrak: 0 ,026 W ImK .

Fiziki pa radi up orablj amo pr everj ene podatke. Toplo tno pr evo­
dnost st iropora bi zlahka izmerili t ako , da bi npr. sestavili vot el kvad er
iz cent imeter deb elih st iropo rn ih plošč . V kvad er bi vložili 25 vatno
žarn ico in jo pustili goret i. Temperatura znot ra j bi vse počasnej e rasla,
slednj ič pa bi se rast ustavila. Tedaj je toplotni tok Q/ S, ki uhaja iz
kvad ra pr ek vseh sten , enak toploti, ki jo daje 25 vatna žarnica . Če torej
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izmerimo zunanjo temperat uro in temperaturo znotraj kvadra , lahko
izračunamo toplot no prevodnost . Stranice kvadra naj bodo dolge vsaj
po nekaj deset cent imetrov (slika 3) .

7"2

s

}+--- - - rf - ----+i

d

Slika 1. P retok toplote skoz i ploščo.

25W

Slika 2. Toplotni to k je sorazmeren
strmini (T i - T2) / d.

Slika 3 . Določamo toplotno prevodnost st iro po ra.

Pa se res kvader hladi prek vseh ploskev , saj s spodnjo počiva na
podlagi? J e temperatura zunanjih sten povsod enaka in enaka tudi
temperaturi prostora? J e mogoče t ermomet er znotraj kvadra preje­
mal to ploto tudi neposredno od žarn ice prek sevanja in zato pokazal
višjo tempe ra turo? Prek kolikšne pov ršine uh aj a to plota? Notranja
temperatura ni enaka zunanji. Morda bi v prvem približku zadoščala

aritmetična sredina med obema? J e napetost na žarnici res natanko
220 voltov in žarn ica natanko 25 vatna? Vse to in še kaj bi natančen

fizik up ošt eval pri svojih meri tvah , pri naši oceni pa to ne bo potrebno.
Poskusite torej sami določiti toplo tno prevodnost stiropo ra . Delo

si olajšate, če škatle ne lepite, ampak zatlačite posamezne plošče v
lepenkasto škat lo in verjamete, da tanka lepenka dobro prevaj a v pri­
merj avi z debelim stiroporom. Lahko si tudi ogrevate samo lepenkasto
škatlo, da ugotovite njene izolacij ske sp osobnosti .

Še opozorilo: stiropor ne bo prenesel neposrednega st ika z vročo

steno žarn ice.

Jože Pahor
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ATOMI IN PERRINOVA MERJENJA

"Katera izjava bi vsebovala največ podatkov v najmanj besedah, če bi
katastrofa uničila vse, kar vemo o naravi, in bi samo en stavek predali
naslednjemu rodu? Mislim , da je to spoznanje o atomih [. . . ]: Vse stvari
sestavljajo atomi, ki se nenehno giblj ejo , se privlačijo , če so v majhni
razdalji, in odbijajo , če ji h tiščimo skupaj . [. .. ] Stavek vsebuje neznansko
veliko podatkov, če le uporabimo malo domišljije in razmišljanja." Izjavo
Richarda Feynmana v znam enitih Feynmanovih predavanjih iz fizike je
najti v mar sikaterem učbeniku fizike.

Predzgodovina. Meglene misli o atomih so se pojavile že v ant iki,
ko so razmišljali o deljenju snovi na vse manjše delce. Te predhodnike
današnj ih atomov pogosto imenujejo praatomi. Demokrit iz poznega
5. stoletja pr.n.št. je zagotavlja l, da so atomi najmanjši in nedeljiv i
gradniki snovi. Tedaj so mis lili, da sestavljajo snov štirje praelementi :
ogenj, zrak, voda in zemlja. Njihov i atomi naj bi se združevali in
razdruževali zaradi dveh sil , ljubezni in sovr aštva. Epikur je v 4. in
3. stoletju pr.n.št . mislil , da imajo atomi sicer notranjo zgradbo, a da jih
ni mogoče deliti. Rimski pesnik Lukrecij je v 1. stoletju pr .n .št. zape l,
da so "atomi - omejeni po vrstah, a neom ejeni po številu - in prazen
prostor edine večne in nespremenljive sestavine sveta". Anaksagora
v 5. stolet ju pr.n.št . in njegovi somišljeniki so nasprotovali obstoju
atomov in t rd ili, da je snov neomejeno deljiva. To je mis lil t udi Aristotel
v 4. stoletj u pr.n.št. in odkloni l obstoj atomov. Njegovo stališče je
prevladalo za dolgo.

Sl ika 1. Demokrit si je pred stavlja l, da last nost i pr aele­
mentov od ražajo lastnosti praatomov. Te las tnosti so se
mu zde le bistvene, ne pa velikost atomov. Tako naj b i bili
n pr. praat omi vode okrogli (na sliki) , ker nas voda glad ko
ob liva, praatomi og nja pa naj b i im eli true , ker nas ogenj
opeče .

Okoli let a 1661 je Robert Boyle na novo vp elja l elem ent kot snov, ki
je ni mogoče razstaviti na pr eprostejše snov i. Antoine Laurent Lavo isier
se je okoli leta 1783 s skrbnim tehtanj em prepričal , da se pri kemijskih
reakcij ah ohrani skupna masa udel eženih snovi . Atome je na novo vpeljal
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J ohn Dalton v let ih od 1808 do 1810. Z njimi je bilo mogoče pojasniti
zakon o stalnih masnih razmerjih in zakon o večkratnih masnih razmerj ih.
Po prvem se dva elementa spo jita v dano spojino v natanko določenem

razmerju mas, npr. vodik s kisikom v vodo v raz merju 1 : 8. Po dru gem
so mase elementa, ki se z določeno maso drugega elementa spoji v različne

spo jine , v razmerju majhnih celih števil, npr. mase kisika v didušikovem
oksidu N20, du šikovem oksidu NO in dušikovem diok sidu N0 2 so v raz­
merju 1 : 2 : 4.

Dalton je raz mišljal tudi o sestavljenih atomih, o dan ašnjih mole­
kulah (slika 2) . Prav negotovosti pri razločevanju atomov in molekul
so povzročale težave in zavirale širjenje zamisli o ato mih med kemiki.

Slika 2. Daltonov i simbo li za ele- ELJE 1'1 E 1< T S

me nt e iz njegovega No vega sis tem a .finyt/l!"

kemijske fi lozo fije iz leta 1808. Ato-
.,

mu vod ik u sledijo atom i dušika, oglj i- 0 ID et O Q} e 0 e
ka , kisika , fosfora, žvepla . Na dese- 9 'o u lO '"' ..
t em in devetem mestu sta "atoma" e ~ O O 0 0 0 0
so de in pepelike, čeprav je Dalton

so17 te '9vedel, da gre za spo jini ("kovinska 0 0 0 Ooks ida") . V četrt i vrsti so "sest.a-
vlje n i a tomi" vode, amonia ka , d uš i- D i na ,:' -

kovega oksida , metana, dušik ovega
" ~y OJ !I4 'l ~

dioksid a. Dalton je za sestavljeni 00 OO <DO OO OG
atom vode navedel HO .

O njej še leta 1860 na pr vem velikem mednarodnem kongresu kemikov
v Karl sruheju niso dosegli soglasja. Nekateri so predlagali , da naj bi
kemijsko rabo obeh pojmov ločili od fizikalne. Še te daj vsi kemiki niso
sprejeli zako na , ki ga je že leta 1811 izrekel Amedeo Avogadr o: V enakih
prostorninah plinov je pr i danem tlaku in dani temperatur i enako št evilo
molekul. Še dolgo časa so atome in molekul e imeli le za pripravn a poj ma
pri računanju mase snovi pri kemij skih reakcijah in so dvomili v obstoj
atomov in molekul kot delcev.

Pri fizikih so atomi in molekule na splošno naleteli na manj pomisle­
kov. P rvi je z gibanjem molekul in z njihovimi t rki s steno posode poj asnil
t lak plin a že leta 1738 Dani el Berno ulli. Pred t em so navadno t rdili, da
tl ak plin a na ste no posode nast ane zaradi odbojnih sil med molekulami
v posodi . Let a 1816 je Thomas Young ocenil, da je "premer delca vode
ali razdalj a sosednjih delcev vode v kapljevini dve tisočini do deset tisočin

milijonine cole", t o je od 0,05 nm do 0,25 nm (nanomet er je milij ardina
metra ali milij onina milimetra) . Youngove ocene niso upošt evali in jo še
danes pogosto preskočijo. Let a 1865 je J oseph Loschmidt določil pr emer
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molekule kisika in sklepal, da je "na področju atomov in molekul pripravna
enota za dol žino milijonina milimet ra". Loschmidtova ocen a je nalet ela
na boljši odziv kot Youngova. Lord Kelvin "je imel za sprejeto dejstvo,
da plin sestoji iz gibaj očih se mol ekul" . V letih 1870 in 1871 je zagotovil,
da je polme r mol ekule vode večji kot 0,025 nm, in Jožef St efan let a 1872,
da meri 0,03 nm. James Cler k Maxwell je leta 1873 za polmer molekul
vodika in kisika navedel 0,29 nm in 0,38 nm. Primerjajte to z današnjima
vr ednostrna 0,124 nm in 0,181 nm. K uveljavitvi atomov in mol ekul v
fiziki so potem prispevali usp ehi kinetične teorij e plinov. Okoli leta 1890
so se razne ocene premera molekule vodika stekle na pas od 0,1 do 0,2 nm.

Slika 3 . Atomi germanija - kroglice na sliki - so se ured ili v pi ramido z osnov nim
robom 10 nm, ko se je ge rm anij iz loči l na silicij u . V ne kaj sekundah se je oblikovala
milij arda takih piramid na 0,1 cm 2 veliki mejni ploskvi silicijevega krist al a . Fotogr afijo
so na redili v la bor atoriju d ru žbe Hewlet-Packa rd.

S podatki za prem er molekule in privzetkom, da se molekule v ka­
pljevini doti kajo, ali po kakšni drugi poti, so nekateri fiziki izračunali

Avogadrovo število, to je št evilo mol ekul v kilomolu . Loschmidt je navedel
zanj 0,5 . 1026 , Maxwell pa osemkrat več. Na splošno so pred kon cem
19. stoletj a zanj dobili vr ednosti med 1025 in 1027 . To je bil sprejemlj iv
rez ultat, če ga prime rjamo z dan ašnj o vr ednostjo 6,02 .10 26 in up ošt evamo
ted anj e možnosti za merjenje. Že pred koncem 19. stoletja je večina fizikov
sprejela obstoj atomov. Le izjemoma mu je kd o nasprotoval. Ena od večj ih

in dokaj vplivnih skupin, ki je nasprotovala obstoju atom ov, se je okoli
let a 1895 zbrala okoli fizika Ernsta Macha, fizikalnega kemika Wilhelm a
Os twalda in matematika Georga Helma .

Za obstoj atomov se je zavzel Ludwig Boltzmann, nekdanji št ude nt
J ožefa St efana, in pridružili so se mu mlaj ši fiziki. Prišlo je do spora, o
kat erem je Max Planck zapisal: "Razumljivo, da je bil boj, v katerem st a
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si stala nasproti Boltzmann in Ostwald, dokaj živahen in da je pripeljal
do marsikatere ostrosti , saj sta bila zagovornika po ostrosti in duhovitosti
vredna drug drugega ." Kljub sporu sta Boltzmann in Ostwald ostala
prijatelja in je Boltzmann med bivanjem v Leipzigu veliko časa prebil pri
Ostwaldovih. Pisma kažejo , da se tudi Boltzmann in Mach nista sovražila,
čeprav Mach kot edini svojih pomislekov ni pr eklical.

Perrinova merjenja sedimentacijskega ravnovesja in Brownovega gi­
banja po letu 1911 so naz adnje ovrgla pomisleke kemikov. Z dan ašnj ega
vidika se zdi nasprotovanje atomom na koncu 19. in začetku 20. stoletj a
precej neutemeljeno . Perrinova merjenja niso postregla s presenetljivimi
novimi ali natančnej šimi rezultati. Tedaj pa so bila zelo pomembna , ker
so, kot kaže, predvsem s svojo pr eprostostjo in nazornostj o prepričala

še zadnje dvomlj ivce. Perrin je navdušeno zapisal: "Atomska teorija
je zmagala. Do nedavnega še šte vilni nasprotniki , nazadnje premagani,
zdaj drug za drugim preklicujejo svoje pomisleke, ki so tako dolgo bili
upravičeni in - tega ni mogoče zanikat i - koristni ." Danes si je spoznanje
o atomih utrlo pot v sprejeto sliko o naravi in ga ličenci usvojijo v zadnjih
razredih osnovne šole. O njem t udi zunaj šole pr ecej slišimo in beremo.

Youngova ocena. Vzemimo, da je molekula vode kocka z robom a,
prostornino a3 , površino 6a2 in se v kapljevini molekule dotikajo. N
molekul ima prostornino V = N a3 in maso m = pNa3 , če je p gostota
vode. Kapljevinsko vodo spremenimo v paro, ki jo sestavljajo proste
molekule, po dveh poteh. Vodo izparimo pri vrelišču pri navadnem
zračnem tlaku, ko ji dovedemo toploto q.m. = qipNa3 . Pri tem je
qi izparilna toplota. Ob razprševanju vode proti površinski napetosti
, opravimo delo , S , ko povečamo površino za S = 6Na2 . Oboje
izenačimo in dobimo

6, 6·0,07 Jm- 2

a - - - = 2.10- 10 m = 0,2 nm .
- pqi - 103 kgm- 3 . 2,26.106 Jkg- 1

To je le ocena, saj s površinsko napetostjo ne bi smeli računati , ko
gre za molekule. Molekule tudi niso kocke. Dvakrat manj bi dobili ,
če bi računali s kroglicami, ki pa ne bi izpolnile prostora. (Nismo
upoštevali tudi dela p(V - Vk ) ~ pV = 0,17 .106 J , ki ga vodna para ob
izparevanju vode opravi proti zunanjemu zračnemu tlaku in za katerega
je sprememba energije manjša od doved ene toplote .)
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Loschmidtov račun. Za povprečno prosto pot moleku le v plinu, to je za
povprečno razdaljo, ki jo molekul a pr epo tuje med zaporednima t rkoma,
je Ru dolf Clausius navedel enačbo I = 1 / ( ~7l" . (2rI)2n) , v kateri je n
število molekul v prostorn inski enoti. Loschmidt je enačbo pomnožil z
imenovalcem in še s polmerom rl ter dobil rl = ~ 7l"I(2rl)3n . Število
molekul , pomnoženo s prostornino ene molekule v obliki kocke N (2rl)3,
je izenačil s prostornino kaplj evin e ob vrelišču in povprečno pr osto po t
I = 3T11pv izračun al iz enačbe za viskoznost plina TI = 1pIv. Povprečno
velikost hitrosti v je še nadomes t il s korenom iz povprečj a kvadrata
hit rosti (3RTIM) 1/2. Nazadnje je dobil

r l = 27l"'TJ (~) 1/ 2

Pk 3RT

Loschmidt je računal za kisik, ki ga dotlej še niso utekočinili , zato je le
ocenil gostoto kap ljevin skega kisika ob vrelišču . Nazadnje je za polmer
navedel pr eveliko vrednost .

Vstavimo za viskoznost vodne pare 'TJ = 1,2.10 - 5 kg/rns pri vrelišču

vode T = 373 K, gosto to kaplj evinske vode Pk = 103 kg/m3 te r maso
kilamala vode M = 18 kg in splošno plinsko konstan to R = 8313 J IK
pa dobimo oceno za polmer molekule vod e 0,1 nm .

Učenci petega, šestega, sedmega in osm ega razr eda Osnovne šole Mi­
ran a J arca v Ljubljani so odgovarjali na vpraša nje, kaj so atarni. Od govori
na mimogrede zastavljeno vprašanje povedo marsikaj zanimivega. Pri tem
ne moti , da se je kak učenec odloči l za podoben odgovor kot sosed .

V pet em razredu je odgovorilo 48 učencev . Slaba polovica je atome
povezala z "ato msko" bomb o ali z eksplozijami. Približno petina je za­
pisala , da ne ve, kaj so atarni. Osmina je atome povezala s kemij o
in desetina s plini , t udi strupenimi. Šestnajstina je vedela , da gre za
drobne delce snovi. Šestnajstina je omenila "močno silo" , kar je morda
povezano z eksplozijami. Šti riindvajset ina je podobno omenila "velike
stvari" . Enak delež je ato me povezal s toplicami, z mikroorganizmi, s
pr ahom, s kat ast rofo in celo z Afganistanom. Skoraj tretjino je beseda
at om spomnila na števila, znake, računske ope racije, račune , matematiko,
fiziko in podobne neotipljive zad eve. (Ker je večina dala več odgovorov,
je vsota večja kot 1.)
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"Atomi so bombe, velike , strašne , ki t e usmrtij o v minut i. To je ato mska
bomba ali pa neki računi v zvezi z matemat iko. Ali pa nek naslov. Nekaj v
zvezi s fiziko. Neki deli pištol e a li bombe."

V šestem razredu je odgovorilo 52 učencev. Tretjina je atome pove­
zala z "atomsko" bombo. Petina je vedela, da gre za "najmanjše" delce
snovi . Šestina je zapisala, da ne ve, kaj so ato mi. Trinajstina je menila, da
gre za sevanj e ali žarke, šestnajstina , da gre za "delce mikroor ganizm ov" ,
in prav toliko, da gre za "delce energije". Pos amezniki so napisali , da
so atomi "sestavni deli molekul" , "jedrski zračni prostor" , "v vesolju
plavajoči pr edmeti" , "oblike".

"Atomi so majhne piki ce, ki jih daj o v atomsko bombo, da lahko ek­
splodira. Zelo so močne , ker lahko ubijejo celo mesto" .

V sedmem razredu je' odgovorilo 31 učencev. Tri četrine so nav edle,
da so atomi dr obni delci snovi , tretjina od t eh je navedla podrobnejšo
sest avo: "elektroni, protoni , nevtroni" . Samo desetina je povezala atome
z "bombo" in pr av tolikšen delež je menil , da gre "za mikroskopsko majhne
stvari" . Le petnaj stina je zapisala , da ne ve, kaj so atomi.

"At om je nek mikroskopsko majhen stvor. V kemij i, ne vem , kaj pomeni.
Spo minja pa me na drekec od zajca ali na neko rožo, ker ima raznobarvne
piki ce."

V osmem razredu je odgovarilo 64 učencev. Štiri pet ine so vedele,
kaj so atomi in od teh je četrt ina navedla, da atome sest avljajo elektroni
ali elekt ronske ovojnice te r protoni in nevtroni ali jedra. Četrtina je
poudarila, da sestavljajo atomi neživo in "živo" naravo, nekateri pa so
omenili samo neživo ali samo živo naravo. Dvajsetina je zapi sal a , da je
"v jedrih nakopičena energija" , in dvaintridesetina je povezala atome z
energijo. Samo eden je zapisal , da ne ve, kaj je atom, in samo enega je
atom spomnil na bombo. Eden je pripomnil , da atome vidimo z "dobrim"
mikroskopom.

"Mislim , da so atomi najmanjši del v pr ostoru. So povsod v večih

st vareh . Lahko se uporabljajo za različne stvari. "

Lepo se zahvaljujem učitelju Andreju Nardinu, ki je prijazno izvedel
anketo med učenci.

Jan ez Strnad



Astronomija I

ZENITNE ZVEZDE

Saj vem , da porečete, da so te zvezd e na svoj način povezane z zenitom
ali nadglaviščem, t .j . najvišjo točko na nebu, ali kot včasih tudi rečemo , z
najvišjo točko nad obzorjem (horiz ontom). Prav im ate. To so zvezde , ki
pri svojem navideznem dnevnem vrtenju (zaradi vrtenja Zemlj e) pridejo
v kakem kr aju natanko v zenit . Da pa se to zgodi , mora za zvezde velj ati
določen po goj. Oglejmo si ga .

Kot veste, v naših kr aj ih večina zvezd vzh aj a na vzhodni strani ob­
zorja, se dvigne najviše na jugu in zahaja na zaho dnem delu ob zorj a. Ta­
kim zvezdam rečemo vzhajalke. So pa tudi t akšne zvezd e, ki ne vzhajajo
in ne zahajajo. Prve so stalno nad ob zorj em (na nebu) , druge pa pod njim.
Prvim rečemo nadobzorni ce, drugim podobzornice. Ker podobzornic ne
vidimo, nas ne bodo zanimale (slika 1) .

V zenit lahko pridejo le določene vzhajalke in nadobzornice. Zato se
bomo tu ukvarj ali le s t emi zvezdami.

Recim o, da nas zanim a, katere zvezde (z deklinacijo rS > O) lahko v
naših krajih (z zemljepisno šir ino ip > O) pridejo v zenit , da to rej gredo
čez kr ajevni neb esni poldnevnik (meridian) natanko v zenit u . To pomeni ,
da se njihova zgornja kulminacij a (prehod čez poldnevnik) odigra v zen it u
kakega kraj a . Višinski kot takšnih zvezd meri 900

• Brez t ežav izp eljemo
900

- <p + rS = 900
, od koder sledi splošni pogoj rS = <p o

z

SK
iVb"--",<~--;;."ee~--"o,::

SK
.r.-~~:--cit S

ZK

Slika 1. Navidezno kroženje zvezd; n - n adobzornica, v - vzhajaika (in tudi za h a jalka),
p - podobzornica , ZK - zgornja kulminacij a , S K - spod nja kulmin acij a .
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Povejmo ga z besedami: V krajih na severni zem eljski poluti so
zenitne tis te zvezde, kat erih deklinacija j e enaka zemljepisni širini kraja.
Samo takšne zvezde lahko opazujemo v zenit u danega opazovališča.

presek neb esne krogle z meridiansko ravnino

zgornja kulminacija
Z zenitnc zvezde .

sp odnja
kulmina cija

N+-- - - - -l...7r* ---'- .....!-J---'---:- -4S

Z'

višinski kot zcnitne zvezde v zg. kuhninaciji j e
SO Z = 90° - <p + ri = 90°

Slika 2. K izp eljavi sploš nega pogoja za zenit ne zvezde , ki ležijo na neb esn em vzpore­
dniku (shematično označenem z deb elo dalj ico) z deklinacijo ri > O, če j ih opaz ujemo iz
kr aj a z zem ljepisno širino ep > O. P - severn i neb esni pol , Z - zenit , O - opazovališče ,

pf _ južni neb esni pol , P pf - neb esn a os , okrog kater e se vrti neb esn a krogla , ep ­
višinski kot severnega nebesn ega pol a (približno Severnice), kar je enako zemljepisni
širini kraja na severn i zemeljs ki poluti; N S - p oldnevnica , oz . shema za obzorje , QQf ­
sh em a za neb esni ekvator.
Opomba: Če debela dalji ca se ka NS , gre za vzhajalko , če ne, pa za nadob zornico .

Kljub temu, da je pogoj 8 = sp preprost in skoraj vse pove, pa si za
boljšo predstavo le oglejmo še nekaj pos ebnih primerov.

• Razmere na zem eljskem ekvatorju (<p = O)
Velja 8 = O. Zenitne zvezde so torej vse zvezde , ki imaj o deklinacijo
nič . Te zvezde ležijo na nebesnem ekvato rju in so vse vzhajalke.
Vzhajajo natanko na vzhodu, so seveda najviše v zenitu in zah ajajo
natanko na zahodu (slika 3) . Sonce je tudi zvezda vzhaj alka, ki pa se
ji spreminja deklinacija v mejah od -23,5° (ob božiču) do +23,5° (ob
kresu). Ko ima Sonce deklinacijo nič , leži na nebesnem ekvatorju. To
se zgodi ob spomladanskem (21. 3.) in jesenskem (23. 9.) enakonočju .
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Z =-Q

L I

N =- P f--------f-~~-t------__t S=- P '

Z '=- Q'

Slika 3. R azmere na zeme ljskem ekvatorju. Vse zvezde I: l , I:2 , I:3, ... , ki ležijo
na neb esnem ekvatorj u (8 = O), pridejo za opazovalca na zeme ljs kem ekva torj u v
zenit - so torej zenitne zvezde .

• R azm ere na severnem zemeljskem polu (ep = 90°)
Tu je b = 90° . To deklinacijo ima samo severn i nebesni pol, kjer pa
ni nobene zvezde . Severnica ne more biti zenitna zvezda, ker ima
deklinacijo b = 89,25° , in torej navidezno kroži po zelo majčkenem

kro gu okrog severnega neb esnega po la (slika 4).

Z =- P

Z ·=.P ·

Slika 4. Na severnem zeme ljskem po lu ne zas led imo nob en e zenit ne zvezde.
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N t""'----.L..::'----;~+----__i S

• R azmere v krajih na zemeljskem vzporedn iku s <p = 45°
V tem primeru ležijo zenitne Z

zvezde na nebesnem vzpore­
dniku z 8 = 45° . Take zve­
zde navidezno krožijo okrog
severnega nebesnega pola
tako, da imajo zgornjo kul­
minacijo v zenitu (kar je ja­
sno) , spodnjo pa na t anko na
severu, tako da se t am navi­
dezno dotaknejo obzorja
(slika 5) .

Z '

Slika 5. Zenitne zvez de za kr aj e z zemlje­
pisno širino 45°.

z

Iz opisanih primerov se z zdravo pam etjo dokopljemo do naslednj ega
zaklj učka: V krajih z zemljepisno širino sp ležijo zenit ne zvezde na nebe­
snih vzporednikih z deklinacijo 8 = <po Za O° :::; sp < 45° so vse vzhajalke,
za 45° :::; sp :::; 90° so vse nadobzornice.

• Za zaključek si oglejm o še razmere v naših krajih (<p = 46° j .
Zenitne zvezde ležijo na nebesnem vzporedniku z 8 = 46° in so vse
nadobzornice (slika 6) .

t;z=====:l~~--==---i s

Z'
Slika 6. Zenitne zvezde za naše kr aj e z zemlje pisno širino okoli 46°. Višinski
kot zvezd v zgo rn j i kulminaciji j e seveda 90°, v spod nj i pa je 2° , torej gre za
nado bzornice.
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N aloge:

1. V kater ih krajih na Zemlj i je Severnica zenit na zvezda?

2. Razišči lastnosti zen it nih zvezd za kraje z zemljep isno širino:

a) tp = 23,5°

b) tp = 30°

c) tp = 60°

V katerih kr ajih na Zem lji lahko pr ide v teh treh primer ih Sonce v
zenit?

Mar ijan Pros en

Rešit ve nalog so na st rani 291.

ČRKE IN ŠTEVILA 2

Vsaka črka v tabeli predst avlj a šte vilo med 1 in 9. Različne črke pomenijo
različna šte vila. V tabe li so podane še vsote vr st ic in sto lpcev.

H I E A 15

B F G C 21

D E A B 2.5

F D G I 20

25 25 15 16

A B C D E F G H I

G 3

Poiščite vse vrednost i po samezni h črk in jih vpišit e v desno tabe lo . V
pomoč st a vrednosti za dve črki že vpisani v rešit ev .

Boštja n Jaklič

Rešit ev je na strani 299.
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AVOGADROV ZAKON

Ob članku o atomih se je poj avilo vprašanje, po kakšni poti je Am edeo
Avogadro let a 1811 prišel do zakona, da je v ena kih prosto rn ina h plin ov
pri enakem tl aku in enaki te mp eratur i enako .število molekul. Vprašanj e
je zanimivo, ker sega v čas , ko je kemike spravljalo v zadrego razločevanj e

atomov in molekul.

Slika 1. Gro f Ame deo Avogad ro je bil ro jen
let a 1776 v Torinu v družin i znanega pravnika
in javnega delavca . V šolo je hodil v domačem

kr a ju in S šest na js t imi leti do segel prvo stopnjo
pr ava . Št ir i leta pozn eje je op ravil doktor at in
začel pravniško prakso . Že prej ga je. za nimalo
na ravoslovje, v novem stoletj u pa se je resno
začel ukvarjat i z njim. Let a 1806 je po stal
demonstra tor na torinsk i akademiji in let a 1809
profesor naravoslovj a na sred nj i šoli. Leta 1820
je zas edel mesto profesorj a za matematično fiziko
na torinsk i univerzi . Toda mesto , p rvo svoje vr­
ste na t ej univer zi , so ob polit ičnih spremembah
uk in ili. Pozn eje so ga spet uvedl i in let a 1834 ga
je Avogadro ponovno zasede l ter osta l na nj em
do upokojit ve leta 1850. Um rl je let a 1856. O
njem pišejo, da je bil skrome n in je veliko delal.

Let a 1808, ko je izšel Novi sistem kemijske filozofije J ohna Daltona, so
kemiki že sprejeli zakon o st alnih masnih razmerjih in zakon o večkratnih

masnih raz merjih . Da lton je zagotovil, da vsakemu elementu ustreza
določena at omska masa (tedaj so govorili o atomski teži) , vendar ni po­
znal načina, da bi jo zanesljivo določil. Izhajal je iz zamisli, da vsako
snov sest avljaj o atomi in se v spo jini dveh element ov veže atom prvega
elementa z atomom drugega elementa v "sestavljeni atom" .

Joseph Louis Gay-Lussac je let a 1802 z merjenji ugot ovil , da je spre­
memb a prosto rn ine plina pr i konst an tnem t laku sorazmerna s spremembo
temperature.

Dan es, ko imamo absolu tno te mpera turo, lahko rečemo , da je pri
konstantnem t laku prostornina sorazmerna s te mperaturo. Gay-Lussac
je zapisal plin sko enačbo v obliki pV = p'V' [1+a( 'l9 - 'l9')]. Pri tem tl ak
p , prostornina V in Celzijeva temperatura 'l9 zadevajo končno stanje
in ustrezne količine s črticami začetno stanje. Po svojih merjenjih
je določil a = 1/ 267°C, kar se je razlikovalo od današnj e vrednost i
1/273°C.
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Pozneje je Gay-Lussac nadaljeval poskuse s plini in raziskova l kemijske re­
akc ije med nji mi . Let a 1809 je ob javil Razpravo o spajanj u plin skih snovi
druge z drugo. Meril je prostornini plinov , ki se spo j ita, in prostornino
spo j ine, če je nast ala plinast a spo j ina. Pri številnih poskusih je ugotovil ,
da sta prostornini plinov, ki se spo j ita, v razmerju majhnih celih šte vil in
da velja t o tudi za prostornino plinaste spojine. Prostornine je meril pri
navadnem zračnem t laku in sobni te mpe rat uri.

Ome nimo nekaj Gay-Lussacovih rezul t a tov. Določena prostorina ki­
sika se z dvo jno prostornino vodika spoji v vodo. Določena prostornina
dušika se s trojno pr ostornino vodika spoji v dvojno prostornino amoniaka.
Določena prostornina dušika se spoj i s polovično prostornino kis ika v
didušikov oksid , z enako prostornino kisika v duš ikov oksid in z dvoj no
prostornino kisika v dušikov dioksid. Gay-Lussac je dela l t ud i poskuse s
klorovo dikom , z ogljikovim oksidom in dioksid om , z žveplovim dioksid om
in trioksido m . Kemijsko sestavo nekaterih plinov mora današnji bralec
ugotoviti po relati vni ato ms ki masi. Zanj e so uporabljali nen avadna stara
imen a , kemijskih formul in enačb pa ted aj še niso pisali.

Masa in prost ornina , ki ju je Gay-Lussac meril, se ob kemijski reakciji
obnašata različno . Za maso velja ohranitveni zakon , za prostornino pa
ne. Na drugi strani so prostornine ud eleženih plinov v razmerju majhnih
celih števil, mase pa ne. Gay-L ussac je delal t ud i poskuse s plinoma, ki
st a se spoj ila v trdno spoj ino . Ugotovil je, da se določena prostornina
klorovodika spoji z enako prostornino amoniaka v sol, amonklor id. Masa
se t ud i v te m pri meru ohrani , a prostornina soli ni v prep rosti zvezi s
prostorninama pli nov na začetku.

Določena masa vod ika se je spoj ila s 7,537-krat tolikšno maso kisika
v 8,53 7-krat tolikšno maso vod e. Če je Gay-Lussac meril na začetku
prostornino vodika in kisika pri vrelišču vode, se je prostornina nastale
vodne par e uj em ala z začetno prostornino vodika.

Določena masa dušika se je z 1,14-krat to likšno maso spo j ila v 2,14­
krat tolikšno maso dušikovega oksida. Iz te h po datkov i zračunamo rela­
t ivni atomski masi dušika 13,238 in kisika 15,074, če vzamemo - tako je
bilo t edaj v navadi - za vodik relativno atomsko maso 1. (Z dan ašnjimi
podatki bi dobili v tem merilu za dušik 13,899 in za kisik 15,875. Vendar
danes nava jamo relativne atomske mase v mer ilu , v katerem ima oglj ikov
izotop 12C relati vno atoms ko maso 12,00000.) Večino merjenj je Gay­
Lussac izvedel sam ali s sode lavci, le nekaj po datkov si je sposodil pri
drugih. Rezul t ati kažejo, da zas luži Gay-Luss acovo delo v kemiji enako
spoštovanje kot nj egovo delo v fiziki .

Gay-Lussac pa obilice podatkov , do katerih se je dokopal , ni do kr aj a
izkori stil. To je storil Amedeo Avogadro , ki je let a 1811 v Journ al de
Physique objavil R azpravo o načinu določanja relativnih m as elementar­
nih molek ul snovi in razmerij, v katerih vstopajo v te spojine. Začel

je t ako le: "G . Gay-Lussac je v zanimivi razpravi pokazal, da se plini
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vselej spajajo v zelo pr eprostem razmerju prostornin in, če nastane plin,
je njegova prostornina tudi pr eprosto povezana s prostornino sestavin.
Zdi se, da so kvantitativna razmerja snovi v spojinah odvisna samo od
relativnega števila molekul, ki se spojijo, in števila sestavljenih molekul,
ki nastanejo. Potem moramo priznati , da obstajajo zelo preproste zveze
med prostorninami plinskih snovi in številom pr eprostih ali sestavljenih
molekul, ki nastanejo. P rva domneva, ki se v tej zvezi pojavi , in zdi se,
da je tudi edina mogoča, je privzetek, da je število sestavljenih molekul
v vsakem plinu vselej enako za enake prostornine ali vselej sorazmerno s
prostornino."

Kakor je Dalton razmišljal le o atomih in vpeljal "sest avljene atome" ,
je Avogadro obravnaval le molekule. V navedenem kratkem odlomku
je omenil "elementarn e" in "int egralne" ter "preproste" in "sest avljene
molekule" . Kaj je pravzaprav mislil z enimi in drugimi? Ali je imel
elementarne ali preproste molekule za molekule elementov t er integralne
ali sestavljene molekule za molekule spojin? Vendar je, ne glede na to ,
zakon, ki ga je izreke l, obveljal. Pripomnimo, da tedaj niso poznali
enoatomnih molekul; poskusov s kovinskimi parami niso delali, žlahtne
pline pa so odkrili šele proti koncu stoletja.

Avogadrovega dela sodobniki niso opazili. Šele na prvem velikem
mednarodnem kemijskem kongresu v Karlsruheju let a 1860, to je štiri let a
po Avogadrovi smrti, so se nekateri italijanski kemiki zavzeli zanj . Med
njimi je bil znani zdravnik in kemik Stanislao Cannizarro. Ude ležence je
prepričeval , da je mogoče z Avogadrovim zakonom določiti relativne mase
molekul in posredno tudi relativne mase atomov. Vendar Avogadrovega
zakona vsi še vedno niso bili pripravljeni upoštevati. Številni kemiki so
bili prepričani, da se različna atoma zaradi različnih električnih nabojev
privlačita in se lahko spoj ita. Enaka atoma pa naj bi se zaradi enakih
nabojev odbijala in se ne bi mogla vezati v molekulo. Tako si niso mogli
zamisliti, da bi se dva enaka atoma vodika vezala v molekulo vodika .
Dalton je od vsega začetka odklonil možnost , da bi iz določene prostornine
kisika in dvojne prostornine vodika nastala dvo jna prostornina vodne pare .
Ker je vztrajal pri svoj i zamisli, mu ni preostalo drugega, kot daje pos kus il
razvrednotiti Gay-Lussacovo delo .

Nekatere kemike so italijanski kemiki na kongresu prepričali. Lo­
thar Meyer, nemški kemik, ki je pred Mendelejevim sestavil zasnovo
periodne preglednice, je zapisal, da si je vzel ponatis članka enega od
italijanskih kemikov o Avogadrovem delu in ga na poti domov prebral:
"Bilo je, kakor da bi spregledal. Dvom je izginil, nadomestil ga je
občutek mirne jasnosti." Zgodovinarji pripominjajo, da so "redkokdaj
delo Jffikegamoža tako v celoti spregledali" kot delo Amedea Avogadra.

Janez Strnad
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Računalništvo - Naloge I
POZABLJENA NALOGA

Večji del januarja in v začetku februarja imam o na uni verzi zimske počit­

nice. To sicer ne pomeni , da počivamo, ni pa predavanj in vaj za št udente,
še vedno pa moramo poskrbeti za kolokvije in izpite, govorilne ure ipd.
No, to zimo sem si vzel nekaj časa in pregledal enega od kupov, kam or
odlagam zadeve, ki se mi sicer zdijo zanimive, a ne zahtevajo takojšnje
obravnave . Tako sem naletel tudi na kopijo naslednjega e-pisma, ki mi ga
je že jeseni let a 1995 iz Amerike pos lal kolega Ma rko Petkovšek. Takole
prav i:

Za Presek pa tale naloga: Se spomniš tiste z S-mestnimi praštevili, kjer
odmetavaš cifre in imaš ves čas sama praštevila? No, če ne zahtevaš, da
so vse cifre različne, lahko dobiš precej daljše prim er(k )e. Vprašanje je,
kolikšno j e maksimalno število cifer? (Domnevam, da ne moreš imeti
polj ubno dolgih rešitev, čeprav tega ne znam dokazati .) Z Mm a sem
ugotovil, da je največja dolžina S, če odmetavaš cifre le na koncu; 23,
če jih odmetavaš le na začetku . Ko sem dovolil odmetavanje na obeh
koncih, sem (prek noči) dobil primer dolžine 30. Ko pa sem pognal
iskanje v globino na celotnem drevesu in pustil teči prek noči, se j e
Macintosh sesul. Mm a je seveda zelo počasna, po drugi strani pa bi
bilo treba v C-j u ali pascalu napisati dolgo aritmetiko in testiranje
praštevil. Kaj praviš na to?

Nekaj časa sem potreboval , da sem razvozlal , katera naloga je "t ista z
S-mestnimi praštevili" . Gre za Uga nko gospoda Kukrike v reviji Monito r,
in sicer iz oktobrske številke letnika 1994. V pismu je uporabljena tudi
kratica Mma, ki označuje programski paket Mathernatica. To je zmogljiv
program, ki med drugim omogoča udobno računanje z velikimi števili.

V pismu so torej omenjene t ri vrste prašt evil: taka, pri katerih lahko
s konca po vrsti odmetavamo števke, doblj ena števila pa so vseskozi
pr aštevila (npr. 7333, sa j so števila 7333, 733, 73 in 3 praštevila) , taka ,
pri katerih odmetavamo števke na začetku (npr. 2137, ker so 2137, 137,
37 in 7 praš tevila), in taka, pri katerih na posameznem koraku dovolim o
odstranitev števke na začetku ali na koncu (npr. 7229, saj so 7229, 229, 29
in 2 praštevila). Seveda nas zanimajo čim daljša pr aštevila z omenjenimi
lastnostmi.

Ne spomnim se, kaj sem odgovoril na pismo, očitno pa sem kasneje
na nalogo pozabil. Leta so minila, zamenjalo se je kar nekaj generacij
procesorjev, pa nekaj različic Oken in tudi Mathematica je doživela nekaj
poso dobitev. Računalniki so tako postali pr ecej zmoglivejš i in iskanj e
odgovora na vpra šanje iz pisma danes ne bi smelo več biti pretežko.



Računalništvo - Naloge - Rešitve nalog

Z nekaj sreče bom usp el nagovoriti Marka, da za naslednj o številko
Preseka napiše odgovor in kratko razlago t rditev iz pism a . Vam pa seveda
ni treba čakati do naslednje številke. Če ste radovedni in radi premet avate
šte vila, lahko poskusit e poiska ti odgovore tudi sami.

Martin Juvan

ZENITNE ZVEZDE - Rešitve nalog s strani 284

1. V kr ajih na Zemlji z zemljepisno
širino 89,250

•

2.a) Zvezde ležijo na nebesnem vzpo­
redniku (severn em nebesnem po­
vratniku) z deklin acijo 23,50

• So
vzhaj alke. Sonce pride v teh
kr ajih v zenit v začetku poletj a,
t. j. okoli 21. 6., ob kresu (slika 1).

2.b) Zvezde ležijo na nebesnem vzpo­
redniku z b = 300

• So vzhaj alke.
Sonce ne pride v teh kr ajih v ze­
nit , sa j lahko doseže le deklinacijo
b = 23,50 (slika 2).
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Slika 1. Po skic i poskusi č im natan­
čneje opisa t i dnevno pot te h zenit nih
zvezd .
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Q

Slika 2.

P '

Slika 3 . Po skici poskusi opisa t i dnevn o
pot t eh zenit n ih zvezd .

2.c) Zvezde ležijo na nebesnem vzporedniku z J = 600
• So nadobzornice.

Sonce ne pride v teh kr ajih nikoli v zenit (slika 3) .
Marijan Prosen
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IME ROŽE, LABIRINT IN PREGLED GRAFA

V znanem detekti vsko-zgodovinskem romanu it alij an skega pisatelja Um­
berta Eca Im e rože [1] menih Viljem in njegov pisar Adson raziskuj eta
niz skrivnost nih um orov v sa mostanu nekje v severn i It aliji. Ključ do
razrešitve skrivnosti je knji ga v samostanski knji žnici. Knjižnica je zgra­
jena kot labirint ; ima namreč 56 sob, od katerih so nekatere povezan e z
vrati, druge pa ne. Ko se v noči z drugega na t ret j i dan Viljem in Adson
izgubita v te j knji žnici, pr avi Viljem Adso nu:

"Samo en način je, kako najdeš po t iz labirin ta. Na vsakem novem
križišču , se pravi takem , kj er še nisi bil, j e tre ba mesto, kj er si vstopil,
zaznamovati s tremi znaki. Če p o znam enjih na svoji poti vidiš, da si že
bil tam , označiš kraj , skozi katerega si prišel tj a, z enim samim znakom.
Če so vsi prehodi že označeni, se moraš vrniti po isti poti nazaj. Če

pa je kakšen prehod še brez znakov, izb ereš tega in ga označiš z dvema
znakoma. Če greš skoz i prehod , ki nosi en sam znak , mu dodaš še dva,
tako da bo im el tisti prehod po tlej tri. Prehodil si vse dele labirin ta, če

takrat, ko prideš do razp otja, nikdar ne greš skozi prehod s tremi znaki,
razen če ni še kakšen prehod neoznačen . "

Recept je podan zelo nejasn o in nenatančno . V literaturi in na
internetu se po javljata dva algoritma, ki bi lahko "ust rezala" zgornjemu
opisu. Prvega je leta 1882 objavil fran coski inženir Tremaux . Njegov
opis lahko br alec najde v članku Marije Vencljeve Hoj a po labirin tu [2] ali
pa na internet nem naslovu www .ast rolog .org/labyrnth/algrithm.htm.
Drugi algoritem, ki se zdi nekoliko bližji opisu iz knji ge, je let a 1895
pr edst avil Gaston Tar ry ". Ta algor it em je s sicer bolj skopo raz lago opisan
v knji gi Wil sona in Watkinsa Uvod v teorijo grafov [3]. Pri te m naj bo
bralec pozoren na dr obno napako ob koncu pravila (a) . V tem pr ispevku
pa bomo Tarryjev algoritem natančno opisali in podrobno ut emeljili , da
nas res zmeraj pripelje iz labirinta .

Algorit em sestavljajo tri skupine pravil: po pr vi skup ini pr avil se
ravnamo pri odhodu iz križišča, drugo skupino up orablj amo ob prihodu v
križišče , zadnje pravilo pa uporabimo le te daj , ko zaidemo v slepo ulico.
Pravila so naslednj a:

1 Gaston Tarry (1843- 1913), francoski matem atik
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o1: Če obst aja izhod iz križišča, ki še ni označen , ga izberi in ga označi

z dvem a znakoma.

02: Če neoznačen izhod ne obstaja, izb eri izhod z enim znakom ter mu
dod aj še en znak.

03: Če neoznačenih izhodov in izhodov z enim znakom ni , izberi izhod s
tremi znaki t er mu izbriši en znak.

PI : Če prideš v križišče , kjer še nisi bil, označi vhod , skozi katerega si
prišel, s t remi znaki.

P2 : Če prideš v že obiskano križišče po poti, po kateri še nisi šel, označi
vhod , skozi katerega si prišel, z enim znakom.

S: Če prideš v slepo ulico, se obrn i in pojdi nazaj po isti po ti (kaj pa t i
sploh preost ane drugega).

Zgornja pravila naj bi nam omogočila, da obiščemo vsa križišča labirinta,
ne da bi šli po katerikoli poti več kot dvakrat. Pa poglejmo, ali ta trditev
drži.

Najprej opišimo matematično formulacij o problem a. Labirint pred­
stavimo z grafom; križišča labi rinta bodo točke grafa , poti med kri žišči pa
povezave grafa. Pri t em nas ne moti , če ima tako doblj eni graf zanke ali
večkratne povezave (če je, recim o, kako križišče s povezavo povezano samo
s sabo ali pa če sta dve križišči povezani z več povezavami). Morebi tne
slepe pot i v labirintu v grafu predst avimo s povezavo in točko na koncu
(to si lahko predst avljamo t udi tako, da sm o na koncu slepih hodnikov
naredili sobe ; po taki razširitvi labirint a pravila S ne potrebujemo več).

V nadaljevanju bom o pri vzeli, da je tako dobljeni graf povezan, da se torej
iz vsake točke grafa da priti po povezavah v vsako drugo točko . Če t o ne
drži, potem imamo opravka z več povsem ločenimi labirinti.

Nahajamo se torej v neki točki grafa , radi pa bi prišli v neko drugo,
"odlikovano" točko grafa (to je, recimo, izhod iz labirint a ). Če bi po
nekem postopku znali obiskati vse točke gr afa , po tem bi slej ko prej na šli
t udi odlikovano točko. Pri t em ne smemo po zabiti pomembnega dejstva,
da graf vidimo samo lokalno. Namreč, v vsaki točki je edina informacija,
ki jo imamo o grafu , št evilo povezav , ki izhaj ajo iz t e točke , in podatek ,
kolikokrat smo že šli po teh povezavah. To je kar huda omejite v , ki nam
močno ot eži iskanj e izhoda.

Poglejmo si labirint in njemu prirejeni graf s slike 1. Recimo, da se
nah aj amo v točki 1, radi pa bi prišli v točko 4. Na začetku izberemo po
pravilu Ol eno od dveh povezav , ki vodita iz točke 1, recimo, povezavo
do točke 2. Ta povezava dobi na svojem koncu pri točki 1 dva znaka,
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Slika 1. Labirint in njemu prirejeni graf.

Matematika I

5

3

pri točki 2 pa tri znake. Po pravilu 01 imamo sedaj dve možnosti.
Izberimo , recimo, povezavo do točke 3. Ta povezava dobi spet dva znaka
na koncu pr i točki 2 ter tri znake pri točki 3. Od točke 3 spet po 01
izberemo npr. povezavo do točke 1 (povezava dobi dva znaka pri točki 3
ter en znak pri točki 1 - glej sliko 2(a), kjer polni krožec pomeni t renut ni
položaj). Zar adi pravila 0 2 se moramo vrniti v točko 3 (povezava ima
sedaj pri točki 1 dva znaka - glej sliko 2(b)) . Ostane nam še povezava
do točke 5, ki dobi dva (oziroma tri) znake - glej sliko 2(c). Od t u se
zaradi pravila 03 spet vrnemo v točko 3 ter pr i tem izbri šemo en znak pri
točki 5 (slika 2(d)) . Po pravilu 03 gremo nazaj v točko 2 in tej povezavi
izbrišemo en znak pri točki 3. Od tu pa gremo po pravilu 01 končno

do točke 4 (slika 2(e)). Seveda je br alec že sam ugotovil , da je šte vilo
povezav, ki jih prehodimo, preden dosežemo želeno točko , prec ej odvisno
tudi od sreče, ki jo imamo pr i izbiri povezav .

(a) (b) (c) (cl) (e)

Slika 2. Spreh od po labirintu.
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V nadalje vanju bomo naredili natančno analizo obnašanj a Tarryje­
vega algoritma in pri tem opisali nekaj lastnosti , ki veljalo med pregledo­
vanjem grafa . Začnimo z nekaj preprostimi ugotovitvami. Povezave grafa
med pregledovanj em na obeh koncih označujemo z izbr animi znaki (npr.
pikami ali črticami). Pravila so postavljena t ako, da povezava bodi si na
nobenem koncu nima nob enega znaka (povezava še ni bila prehojena ne
veni ne v drugi smeri) bodisi je označena na obeh koncih (kar pomeni ,
da je že bila prehojena vsaj veni smeri) , pri čemer sta na enem koncu
dva znaka, na drugem pa en, dva ali trije znaki. Nadalje velja , da se
koncu povezave, ki je že označen z dvema znakoma, šte vilo znakov ne
bo več spremenilo. Ker nobeno pr avilo ne dopušča, da bi trenu tno točko

zapust ili po povezavi, ki ima začetek že označen z dvema znakoma, hkrati
pa ob odhodu vedno poskr bimo, da začetek izhodne povezave pos tane
označen z dvema znakoma, od tod sledi, da nobene povezave v nob eni
smeri ne prehodimo več kot enkrat .

Med sprehajanjem po grafu se premikamo iz točke v točko in pri
tem spreminjamo oznake na koncih povezav. Naša an aliza temelji na
naslednjih ugotovitvah :

(i) Med sprehajanjem v vsakem trenu tku za vsako točko v velja , da smo
jo doslej zapustili natanko tolikokr at , kot je koncev povezav, ki so pri
v označeni z dvema znakoma.
Utem eljitev. Točko vedno zapustimo po enem od pravil 01-03.
To pa so tudi edina pravila, ki omogočajo (in vedno tudi dosežejo)
postavitev dveh znakov.

(ii) Med sprehajanjem v vsakem trenutku za vsako točko v velja , da smo
doslej vanjo pri šli natanko tolikokrat, kot je takih povezav s koncem
pri v , kat erih drugi konec je označen z dvema znakoma. Lastnost
utemeljimo na enak način kot točko (i) .

Opozorimo, da nam v (i) in v (ii) zanka v točki v, ki ima na obeh koncih
dva znaka , pomeni dva prihoda in dva odhoda iz točke v, zanka z dvema
znakoma le na enem koncu pa en odhod in prihod .

Naj bo z točka, v kat eri začnemo pregled grafa . Kd aj pa se Tarryev
algorite m konča? Takrat , kadar ne moremo uporabi ti nobenega pravila
več . T o r ej tedaj, ko iz t ren utne točke sprehoda n e moremo več n adalje va ti.
To pa pomeni , da imaj o vsi izhodi , ki vodijo iz točke , kjer se t renutno
nahajamo, dva znaka. Ali se to lahko zgodi v točki , ki je različna od
z? Seveda ne. Če bi se to zgodilo , potem bi morali v končno točko priti
enkrat več , kot smo iz nje odšli. To pa po (i) in (ii) ni mogoče, saj v točko

ne moremo priti večkrat, kot je koncev povezav pri tej točki , vsi ti pa so
označeni z dvema znakoma in po (i) predstavljajo odhode. Pokazali sm o
to rej naslednjo lastnost Tarryjevega algoritma:
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Lastnost 1. Tarryjev algoritem se vedno konča v začetni točki z.

Iz las tnosti 1 sledi, da smo ob koncu algorit ma iz vsa ke točke odšli natanko
tolikokrat , kot smo v njo pri šli . Od tod pa ob upošt evanju (i) in (ii) že
sledi naslednja lastnost:

Lastnost 2. Če so ob zaključku Tarr yjevega algorit ma v neki točki vsi
konci povezav označeni z dvema znakoma, potem so z dvema znakoma
označeni tudi vsi nasprotni konci teh povezav.

Za konec pokažimo , da s Tarryjevim algorit rnom res prehodimo vsako
povezavo gra fa nat anko dvakrat , po enkrat v vsaki smeri. P a recimo, da
temu ni tako.

••

Slika 3. Prva obiskana, a slabo pr egledana točka.

Potem ob koncu algoritma obstaja povezava , ki ni na obeh kon­
cih označena z dvema znakoma. Imenujmo take povezave nepregledane,
točkam, ki so krajišče nepregledane povezave, pa bomo rekli slabo pregle­
dan e. Zaradi povezanosti grafa obstaja vsaj ena slabo pregledan a točka,

ki smo jo med sprehodom po grafu obiskali. (Premisli te, da t ako točko

lahko dobimo npr. tako, da vzamemo prvo obiskano točko na poljubni
poti od kat erekoli slabo pregledane točke do začetne točke z.) Med vsemi
obiskanimi, a slabo pregledanimi točkami, naj bo v tis t a , ki jo s Tarryjevim
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algoritrnom obiščemo prvo . Gotovo v ni točka Z , sicer se pregled grafa še
ne bi končal. Ker točko zapustimo po povezavi, označeni s tremi znaki,
šele tedaj , ko ni več nobene druge mož nosti, pr i v obstaja nepregledana
povezava, ki ima tri znake (glej sliko 3) . Naj bo točka u drugo krajišče te
povezave (u =1- v, saj zanka nikoli nima treh znakov) . Točka u je prav tako
bila ob iskana me d pregledom grafa, in sicer ne posredno pred prihodom v
točko v (morda pa tudi že kdaj prej) . Ker pa je hk rati u t udi kraj išče

nepregledane povezave med u in v, je tudi u ena od slabo pregle danih
točk . To pa je v protislovju z izbiro točke v, ki naj bi bila med vsemi
slabo pregledanimi točkami prva ob iskana.

Lastnost 3. S Tarryjevim algoritrnom prehodimo vsako povezavo grafa
natanko dvakrat.

Tako, analiza algoritma je opravlje na in njegova pravilnost dokazana.
Seveda pa podani opis algoritma ni edini mož ni. Če nas npr . mo ti br isanje
znakov, lahko označevanje koncev povezav zasnujemo tako, da imamo ob
koncu namesto dve h povsod po tri znake (in znake me d sprehajanjem
ves čas samo dodajamo). V bis tvu je treba le zamenjati vlogo dveh in
t reh znakov (ter primerno prilagodit i pravila). Poskusite sestaviti tako
prilagojena pravila !

Na konc u pa še povabilo: Če knj ige Ime rože še nist e preb rali , si
vsekakor vzemite čas zanjo. Lahko pa si ogledate t udi istoimenski film s
Seanom Conneryjem v glavni vlogi. Zemlj evid samostanske knjižnice , ki
je omenjena na začetku tega sestavka, lahko dobite na

www.uni-weimar .de/-kleppe/studium/rose/.

Za vajo lahko pos kusite, ali znate pregledati labirint z opisanim algorit ­
mom . Izhod je v sedemkotni sobi des no zgoraj .
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TIM, FERMAT IN KOLIČNIKI - Rešitev s str . 203

Pravilo vedno velja . Lahko ga zaokrožimo takole:

Trditev. Kvocient deljenja naravnega števila a s produktom
bl b2b3 · · .b., naravnih št evil je zadnji kvocient , ki ga dobimo, če a delimo
z bl , dobljeni kvocient z b2 , novi kvocient z b3 itd.

Res. Kvocient q in ost anek r , ki ju dobimo, če nar avno število a
delimo z nar avnim št evilom b, sta natanko določeni nenegativni celi števili,
ki ustrezata pogojema

a=bq +r , O::; r <b. (1)

Ker sta r in b celi števili, je r < b isto kot r ::; b- 1, zato je (1) enakovredno

a=bq+r, O::;r::; b -1. (2)

V naš em premisleku bomo povsod uporabili obliko (2) .
Zaradi preprost ost i se bomo omejili na n = 3, to je na primer b =

= hb2b3. To bo dovolj za predstavitev ideje , ki jo brez težav raz širimo na
poljuben n.

Uporabimo (2) in sledimo besedilu trditve. Naj bo :

a=bq+r ,

a = blql + rl ,

ql = b2q2 + r2 ,

qz = b3q3 + r3 ,

ln

o< rl < bl - 1

O< r2 < b2 - 1

O::; r3 ::; b3 - 1

(3)
(4)

(5)

Pokazati moramo, da je q = q3.
Če vstavimo (4) in (5) v (3) in malo poračunamo , dob imo

kjer je R = r l + h r2 + blb2r3. R je očitno nenegati vno celo število, ki ga
lahko takole ocenimo:

O::; R = r l + blr2 + blb2r3 ::; (h - 1) + bl (b2 - 1) + blb2(b3 -1) ::;

::; bl b2b3 - 1 = b - 1 .
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Zato je

a = bq3 + R, O ~R ~b -1.

To pa pomeni, da je q3 res količnik pri deljenju števila a s številom b,
q = q3·

Marija Vencelj

ČRKE IN ŠTEVILA 2 - Rešitev s str. 284

R ešit ev:

A B C D E F G H I

4 5 6 9 7 8 2 3 1

Boštj an Jaklič

KRIŽANKA "MATEMATIKI ANTIKE"
Rešitev s str . 288
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REŠITVE NALOG Z DRŽAVNEGA TEKMOVANJA
IZ SREDNJEŠOLSKE FIZIKE V ŠOLSKEM
LETU 2000/2001 - s str. 251

Ob javljamo rešitve nalog z državnega tekmovanja srednješo lcev iz fizike,
ki je bilo 21. aprila 2001 v Celju. Besedila nalog smo obj avili v letošnji
četrti št evilki Preseka.

Skupina 1

1. Podatki : d = 22 cm, l = 36 cm, s = 30 cm, m = 2 kg, S = 2,0 cm2 ,

p = 1000 kg/ m3
.

Silo cur ka na desko zapišemo kot F = pSv2 . Navor sile cur ka mora
bit i manj ši ali kvečj emu enak navoru tež e. Če os postavimo na rob
tnala, je ročica sile curka enaka s - d, ročica teže deske pa d - ~ l . V
mejnem prim eru sta navora enaka:

pSV2 (s - d) = mg(d - ~ l) , V=
mg (d - ~ l) _
pS (s _ d) - 7 mi s .

2. Podatk i : m = 50 kg, M = 40 kg, ml = 1 kg, o' = 30° , l = 5 m.
a) Čas potovanja žoge med dvema od bojema izračunamo iz enačb

za poševni met : t = 2vy / g = 2vosin a /g; v tem času mora
žoga za opazovalca na vagonu prepotovati razdaljo l : l = vxt =
= Vocos o' t = vZsin 20'/ g. Od tod dobimo začetno hitrost žoge
Vo = V lg/sin 2a = 7,52 mi s. Glede na opazovalca na peronu
je vodoravna komponent a te hitrosti zmanjšana za hitrost va­
gona Vv'
Hit rost vagona dobimo iz ohranitve vodoravne komponente gi­
balne količine sistema vagona , igralcev in žoge. Ker so na začetku

vsi mirovali , je bila skupna gibalna količina enaka O. Takoj po
ud arcu se giblje žoga v vodoravni smeri s hitrostj o Vo cos o' - Vv,
igralca in vagon pa s hitrostj o Vv v nasprotni smeri gibanja
vagona . Velja :

o= ml (Vo cos a - Vv ) - (2m + M) Vv,
m lvOcos a _ 4 6 /Vv = - , cm s .

2m + M + m l

Ker ima žoga v naj višji točki gibanja od Orazlično le vodoravno
komponento hit rosti , je iskana razlika hit rosti kar enaka hit rost i
vagona: Vo cos o' - (vo cos o' - vv) = Vv'
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b) Vagon se po odboju giblj e v isti smeri toliko časa, kolikor časa

je žoga v zraku, po nasl ednjem odboju se smer gib anja zamenj a.
Največji odmik vagona je

mIZ-----=----- = 3,5 cm .
(2m +M+ml)

3. Podatki : a = 1,618 m , Z= 89 m, 'P = 16° , 6.t = 60 s, Fm ax = 1,5 kW.

a) Če želijo sužnji prekucniti blok, morajo zasukat i blok okoli zgor­
njega roba osnovne ploskve vsaj toliko , da je težišče bloka ravno
nad tem robom. Na začetku , ko blok še leži na klancu , tvori
zveznica med težiščem bloka in zgornj im robom osnovne ploskve
kot "iT I 4 - 'P z vodoravnico. V začetni legi je t orej težišče na višini
(a l)2) sin ("iT I 4 - 'P) nad robom, v najvišji legi pa al)2 nad
ro bom (polovica diagon ale stranice kocke meri ~a)2 = al)2).

Težišče bloka se torej dvigne za 6.h l = a(l- sin ("iT14 - 'P))/)2.
Delo, ki ga opravijo sužnj i, je en ako spreme mbi potencialne ener­
gije, saj se zaradi počasnega dviganja kinetična energija praktič­

no ne spreminja . Torej je Al = 6.Wp = pa3g6.hl = 73 kJ.

b) V času 6.t = 60 s opravijo su žnji delo Al , njihova povprečna

moč je t ako F = A d 6.t = 1,2 kW.

c) Izračunajmo še delo, ki ga opravijo su žnji pri porivanju, če blok
pr em aknejo za dol žino ene stranice, kar ustreza enemu prekucu.
V te m primeru je delo en ako sprem embi potencialne energije in
delu t renja na razdalji a. Dvig težišča je 6.h2 = a sin 'P. Za
opravljeno del o dobimo

A 2 = mg6.h2 + ktmg cos 'Pa = pa4g(sin 'P+ kt COS 'P) = 75 kJ .

Na razd alji do vrha klanca, Z - a, mo rajo opravi ti v prvem
primeru delo A~ = (l - a )Ada in v drugem primeru A; =
= (Z- a)A2 Ia . Iz podane maksimalne povprečne moči lahko za
oba primera izračunamo najkrajši čas , pot reb en za premik bloka
do vrha klanca . Pri prekucevanju potrebujejo tI = A~ I .f5m ax =
= 44 min, pri por ivanju bloka pa t 2 = A; I Fm ax = 45 min.

4. Poda tk i : SA = 1200 m, SB = 900 m , 6. s = 10 m , t A = 8 min,
i s = 6 min, t s = 4 min, <PO = 5/min, t i = 80 min, N; = 20, t 2 =
= 180 min.
Na vlečnici A je lahko največ NA = 2sA I6. s = 240 smučarjev ,

zm ogljivost je <P A = N AltA = 30 smučarjev na minuto; podobno
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dobimo za drugo vlečnico N B = 180 in <P B = 30/ min. Ob vlečnici
A smuča največ MA = <P Bt s = 120 smučarjev , ob vlečnici B pa
MB = 120 smučarjev .

a) Ko se na vlečnici A nabere N v = 20 smučarjev, je celot no število
smučarjev enako NA + N B + N; = 380, kar se zgod i čez t =
= (NA + N B + N v)/<po = 76 min. V te m t ren utku vsi smučarj i ,

t ist i, ki prismučajo po progi, in t ist i, ki pr idejo iz doline , odidejo
na vlečnico B, skupaj <P A + <PO= 35/min, kar je več od zmoglji­
vost i vlečnice B, in na vlečnici se takoj pojavi vrsta. Iskani čas

je t = 76 min po prihodu prvega smučarja oziroma ob 10 uri in
16 minut .

b) Ob tem času vlečnica B obratuje šele 4 minute in noben smučar

še ne mor e smučati ob tej vlečnici. Torej smuča le M A = 120
smučarj ev .

c) Po treh urah je na smučišču <POt2 = 900 smučarj ev ; v obeh vrstah
jih čaka N~ = <POt2- (NA+NB +MA +MB) = 240, v vsaki vrsti
enako število. Smučar v vrst i B čaka t = (N~/2 )<p B = 4 min.

Skupina II

1. Podatki : R = 10 n, U = 10 V.
Za smer tokov skozi žarn ice izberimo smer nasprotno smeri uri nega
kazalca. (Če bo kateri od izračunanih tokov negativen , bo pomenilo ,
da teče v smeri urinega kazalca .) Kirchhoffov zakon za nap etosti v
krogu z žarn icama AB pove: 2U = I AR+IBR, v krogu z BC zapišemo
2U = -IBR - IeR, v krogu s CD zapišemo 2U = -IeR - I DR, v
krogu z DA pa 2U = I DR + l AR; za tokove velja l A - JB = I D - Ic .
Od tod hitro izluščimo:

2U
JA = - Je = - in JB = ID = O.

R

Žarnici A in C trošita moč po P = RI2 = 4U 2 / R = 40 W , B in D pa
OW.

2. Podatki : h = 5,0 cm, Ua = 9,0 V, VI = 5 mm/ s, V2 = 10 mm/s,
e = 81.
Kap acit eto praznega kondenzatorj a, ki ga sest avlj at a kovinski plošči ,

označimo s Co, razdaljo med ploščama pa s h. Velja Co = coS/h.
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Izračunajmo kap acit eto, ko je gladina vode na vrstni y nad spo­
dnj o kovinsko ploščo. Kondenzator lahko obr avnavamo kot zapo­
redno vezana kondenzatorj a s kap acitetama Cl = eoS/ (h - y) =
= h/ (h - y ) . Co in C2 = eeoS/y = eh/ y . Co, Skupno kap acit et o
označimo s C . Velja:

Ko kondenzator , na katerem na začetku ni bilo nab oj a , nabijemo na
napetost Ua , se na ploščah nabere naboj e = CoUo. Med dot ekanj em
in odtekanjem vode ostaja naboj konstan ten , t ako da velja CoUo =

= CU oziroma

Co [ e - 1 y] e - 1 Ua
U = UOe = Ua 1- - e- h = - - e - h y + Ua ·

252015105

Nap et ost med kovinskima ploščama je torej kar linearno odvisna
od višine gladine vode v posodi . Največja in najmanj ša vrednost
nap etosti sta Um ax = Ua = 9,0 V pri y = O in Um in = Uo /e = 0,11 V
pri y = h, kar bi lahko izračunali že brez te izpeljave. Posod a se z
vodo napolni v času ti = h / Vl = 10 s, izprazni pa se v času t2 =
= h/ V2 = 5 s. Napetost med ploščama torej niha žagasto med Um in

in Um ax s period o tI + t2 = 15 s, kjer naraščanje traj a 5 s, pad anje
pa 10 s (slika).

10
9
8
'i
6

U [V] .5
4
:3
2
I
00'------'-- - --=- - - '--- --'-- - --"----

t [s]

3. Podatki ; S = 100 cm2
, mo = 1,0 kg, P = 50 W , Po = 101 kPa,

K = 1,4.
T lak zraka v posodi je p = Po + m09/ S = 102 kP a , kjer je mo
masa bata, S pr esek posod e in Po zunanji zračni tl ak. V času 6.t se
temperatura zraka pod batom poveča za 6. T in prostornina za 6.V .
Toplota , ki jo pri t em sprejme zra k, je ena ka spremembi notranj e



Tekmovanja I
energije zraka in delu , ki ga zrak opravi pri razpenjanju:

P 6.t = cvm 6.T - p6.V .

Pri segrevanju se zrak pod batom razp enj a pri konstantnem tl aku
p, tako da velja Vo/To = V/T. Pri te m smo z Vo označil i začetno

pro stornino zraka in s To njegovo začetno t emperaturo. Spremembo
pr ostornine izrazimo s spremembo te mpe ra ture :

Vo Vo
6.V = S 6.h = V - Vo = - (T - To) = -6.T .

To To

Od tod dobimo zvezo med pomikom bata v času 6.t in povečanjem

temperature:

6.T = ToS 6.h = ToS v6.t.
Vo Vo

Spremembo notranje energije sedaj lahko zapišemo kot

R To mRTo S 6.h S 6.h
cv m 6.T = m · - S6.h= - _ . - - <t» :-- .

(,.,; - l)M Vo M Vo "'; - 1 r: - 1

V zadnjem koraku smo upoštevali enačbo st anja za začetno stanje
zraka pod batom . Ko slednje vstavimo v energijski zako n, dobimo

,.,;
P6.t = - _ . pS6.h,

,.,; - 1
torej

6.h ,.,; - 1 P
v = - = -- . - = 1,4 cm / s .

6.t ,.,; Sp

Nalogo je mogoče rešit i hitreje, če vemo , da je dovedena toplota pri
izobarn i spremembi enaka P6.t = cp m 6.T , kjer je cp = ,.,;/ (,.,; - 1) .
. R IlvI . Za 6.T vstavimo na začetku izpe ljani izra z, pa smo takoj pri
rezultatu.

4. Podatki ; 1 = 0,1 m , 1 = 30 A, e = +1 . 10- 4 As, v = 100 mi s,
M = 0,1 mg .
Da se bo delec gibal enakomerno po pr emici, mora magnet na sila
ur avnovesiti njegovo težo: ev B = m g, če je B velikost rezultante
magnetnih polj obeh vodnikov. Vodoravni komponenti magnetnih
polj pr vega in dr ugega vodnika se na višini h seštejeta v rez ultanto

MoJ MoJh
B = 2 - cos <p = 2 ( 2 (1 )2) ,

27fT 27f h + "21
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navpični komponenti pa se uničita. Ravnovesje sil lah ko sedaj zapi­
šemo:

eV/loI
b= - - =6 1 cm

21fm g ,

zrešitvama

hI = 9,6 cm, h2 = 2,6 cm,

ki sta ob e smiselni. Sila bo odbo jna, ko je smer hitrosti naspro tn a
smeri tokov v vodnikih .

Skupina III

1. Podatki : Vo = 0,50 1, PO = 100 kPa, To = 20°C, M = 44 kg/kmol,
R = 8300 J/ kmolK.
Ko se pena neha raz penjati, je t lak ogljikovega dioksida v peni ravno
enak zunanjemu tl aku Po , prostorn ina pene pa znaša Vo . Če usp emo
izračunati te mperaturo ogljikovega dioksida v peni T2 na koncu po­
skusa, lah ko iz enačbe stanja Po Vo = mRT2 / .M določimo iskan o maso
oglj ikovega dioksida. V vmesnem stanju , ko ravno prenehamo t resti
plastenko , naj bo tl ak zraka in oglj ikovega dioksida v plastenki enak
PI, nj una temperatur a TI , prostornina pene Vp, prostorn ina zraka
pa potemtakem Vo - Vp. Začetno in vmesno stanje zraka povezujeta
enačbi

lil

končno in vmesno stanje pene pa enačbi

lil

Pri deljenju enačb na levi se znebimo PI in dobimo Vp /( Vo - Vp) =
= V2/VO, pri deljenju enačb na desni pa se znebimo TI in dobimo

Vp/(Vo - Vp) = V2/Vo . (T2 ITo) K ~ ' . S primerj avo doblj enih enačb
pridemo do preprostega rezultat a T2 = To = 293 K. Tako je iskan a
masa oglj ikovega dioksida enaka m = POVoM / RTo = 0,90 g.
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2. Podatki ; Ar = 656,3 nm , n[< = 1,5145, n'F = 1,6444, Am = 486,1 nm ,
nK = 1,5230, n'F = 1,6637, f = 50 cm .
Goriščna razdalja lepljenih leč je 1/ f = 1/!K + 1/ fp . Za posame­
zno lečo velja 1/ f i = (n i - l )(l / ra + l / rb). Podatek, da je zlepek
akro matski, pove , da gorišči za obe valovni dolžini sovpadata: 1/ f =

= (n[< - l )X + (n'F - l )Y in 1/ f = (nK - l )X + (n'F - l )Y, pri
čemer smo z X označili izraz (l /ra + l / rb) za konveksno in z Y
ust rezni izraz za konkavno lečo. Rešitev za geomet rijs ka faktorj a X ,
Y je X = 8,67 m- l in Y = -3,818 m - l . Rešit ev za [ te je pot em za
rdečo 22,4 cm in za modro 22,05 cm .

3. Podatki ; m = 70 kg, R = 6400 km, 'o = 46°.
a) Najprej pokažimo , da je gravitacijska sila v not ranjosti Zemlj e

prem o sorazmerna z raz daljo od središča Zem lje. Na razdalji r
od središča Zem lje pri sp eva h gravitac ijski sili le del mase Zem lje
(lvJ( r) ) znotraj radija r :

F = m GlvJ(r) = m GlvJz r
3

GlvJz r r
9 r 2 R 3 r2 = m~ R = mg Ji '

pri čemer smo z !vIz označil i maso Zemlj e in z g te žni pospešek
na površju Zemlj e.
Zap išimo komponenti gravit acijske sile na vlak v t unelu , ko je
vlak na razdalji x od središča t unela in r od središča Zemlje. V
sme ri gibanja je komponent a sile F = Fg sin ep = mg(r /R) sin ep,
pri čemer je ep kot , ki ga tvorijo središče t unela , središče Zemlj e
in vlak. Velja sin ep = »[ r in komponento sile lahko zapišemo
kot F = (mg / R) x . Komponent a gravitacijske sile, pr avokotna
na smer gibanja, pa je enaka F = Fg cos ep.

b) Sila v smeri gibanja vlaka ima enako odvisnost od odmika kot
pro žnostna sila pri vij ačni vzmeti , F = kx , k = mg/ R . Hitrost
na sredini tunela Vo dobimo kar iz izreka o ohranitvi kinetične in
pr ožnostne energije, ~mv5 = ~kx5 , če je Xo ra zdalja od površja

Zem lje do sredine t unela . Dobimo Vo = Jg / R xo. Razdaljo Xo
lahko izrazimo z zemljepisno širino Ljubljan e 'O: Xo = R sin epmax,
2epmax = 90° -'O. Dobimo Vo = JgR sin ( ~ (90° - 'O )) = 3,0 krn/s.
Enak rezu lt at dobimo, če silo nadomestimo s povprečno silo F =

= ~mgxo/R in gibanj e obravnavamo kot enakomern o pospešeno
gibanje (do polovice, od tam naprej pa kot enakomern o poje­
majoče gibanje ). Velja Vo = .j2ax o in za a = F[ ni dobimo enak
rezult at kot zgoraj.
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c) Ker se sila spremmja kot pri nihalu na vijacno vzmet , vlak
"zaniha" skozi predor z nihajnim časom T = 27rJRIg. Čas

potovanj a je ravno polovica nihajnega časa, torej T = 7rJR I9 =
= 42 minut .
Če delamo s povprečno silo, ne dobimo pravilnega rezultata. V
tem primeru je čas potovanja dvakratni čas pospeševanja: t =
= 2 J 2xola = 2vola = 4JRIg = 54 min.

d) Ker gravitacij ska sila v smeri gibanj a pospešuj e potnika hkra­
ti s sed ežem , sedež v t ej sm eri ne deluje na potnika. Preo­
st ane le komponenta teže, pravokotna na smer gib anja, Fi- =
= mg(rIR)cos '{J = mg(ro IR) , pri čemer je ro najmanjša odda­
ljenost vlaka od središča Zem lje, rol R = cos(~ (900 - '19 )) = 0,927.
Sila je torej enaka 636 N.

4. Pod atki: 1 = 0,1 A, R = 100 n, C = 100 nF.
Če na kondenzatorjih ni prišlo do preboja , v st acionarnem stanju
skozi njih ne teče tok. Tok 1 tedaj teče le skozi upornika AE in ED;
padca napetosti na t eh upornikih st a RI = 10 V. Torej je napetost
med A in E 10 V, prav toliko med E in D . Ker je točka D na OV, je
v točki Anapetost 20 V , v točki E 10 V in pr av toliko v točkah B in
C , saj skozi upornika BE in EC tok ne teče.

Vse izračunane napetosti so manjše od maksimalne napetosti izvira ,
pr av tako od preb ojne napetosti kondenz atorj ev , zato smo lahko
upravičeno pr edpostavili , da ne pride do pr eboj a .

Bojan Golli

22. MEDNARO D NO MATEMATIČNO

TEKMOVANJE MEST-
Naloge pomladanskega kroga

Prva skupina (prvi del)

1. Če naravno šte vilo n zapišemo kot n = a + b, kjer st a a in b naravni
števili, lahko n zame njamo s produktom a . b. Ali lahko s takimi
menjavami iz števila 22 dobimo št evilo 2001? (3 točke)

2. V trikotniku obs taja srednj ica (dalj ica, ki povezuje razpolovišči dveh
st ranic) , ki je dalj ša od ene izmed težiščnic. Dokaži, da ima t ak
trikotnik vsaj en topi kot . (4 točke)
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3. V prodaj aln i je na voljo 20 kg sira. V vrsti čakajo kupci sira. Po

vsakem izmed prvih deset kupcev prod aj alka izračuna maso sira m,
ki so jo v povprečju kupili prejšnji kupci. Nato izračuna , za koliko
kupcev zadošča preostanek sira ob predpostavki , da bodo naslednj i
kupci kupovali kose sira z maso natan ko tri, Pri te m vsakič opaz i, da
preostanek sira zadošča za nat an ko deset kup cev . Ali je to mogoče?

Koliko sira tedaj ostane po prvih desetih kup cih? (4 točke)

4. (a) Na mizi leži pet skladnih papi rn atih t rikot nikov. Trikotnike sme­
mo po mizi premikati t ako, da so st ranice po premiku vzporedne
svojemu položaju pred premikom . Ali je res, da lah ko na ta način

vsa kega izmed trikot nikov prekrijemo z ostalimi št ir imi? (2 točki)

(b) Na j bodo trikotniki iz točke (a) enakostranični. Dokaž i, da je s
pomočjo premikov, opisanih v točki (a ), vsakega izmed njih možno
prekriti s preostalimi št irimi . (3 točke)

5. Na šahovn ici velikost i 15 x 15 stoji 15 t rdnjav, ki ne napadajo druga
druge. Z vsako trdnjavo na redimo pote zo, ki je sicer dovoljena za
skakača. Dokaži, da tedaj obstaja par trdnjav, ki se napad at a.

(5 točk)

Druga skupina (prvi del)

1. Avtobus , ki vozi na liniji , dolgi 100 km , je opremljen z računalnikom ,

ki predvidi čas, potreben do konca poti avtobusa. Ta čas računalnik

izračuna ob predp ost avki , da bo hitrost avtobusa na preostanku poti
enaka povprečni hitrosti na že prevoženi poti . Št irideset minut po
odhodu računalnik oceni čas za preostalo pot na eno uro. Ta predv i­
deni čas se ne spreme ni nadaljnih pet ur . Ali je to mogoče? Koliko
kilometrov je tedaj avtobus prevozil po teh pet ih urah ? (3 točke)

2. Naravno število a ima v deset iškem zapisu n števk, št evilo a3 pa m
števk. Ali je lah ko vsota n + m enaka 2001? (4 točke)

3. V t rikotniku AB C izberemo točko X na st ranici AB in točko Y na
stranici BC. Daljici AY in CX se sekata v točki Z in velja , da
je IAYI = IYCI t er lAB I = IZCI. Dokaži, de je BXZY tet ivni
št irikot nik. (4 točke )

4. Dve osebi igrat a igro na šahovnici velikosti 3 x 100 (tri vrstice in
sto stolpcev) . Izmenoma polagata domine velikost i 1 x 2 na igralno
ploščo . Prvi položi domino tako, da pre krije dve polji v isti vrstici,
drugi pa polji v ist em st olpcu . Igro izgubi ti sti , ki ne more več narediti
predpisane pot eze. Kateri izmed igralcev lahko vedno zmaga in kako
mora igrati, da mu to uspe? (5 točk)
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5. Na površju praviln ega tetraedra, z robo m dolžine 1 cm , leži devet
točk. Dokaži, da obstajata med temi točkami vsaj dve, kat erih med­
sebo jna razdalj a ni večja od 0.5 cm. (5 točk)

Prva skupina (d rugi del)

1. V državi dobi 10% delavcev 90% vsote vse h dohodkov, izplačanih v
te j državi. Denimo, da je država raz de ljena na regije . Ali je možno, da
v vsaki regij i skupna plača poljubno izbranih 10% delavcev te reg ije
ne presega 11% skupne plače vseh de lavcev iz te reg ije? (3 točke)

2. V treh kupih kamenja je zapored 51, 49 in 5 kamnov. Lahko združimo
dva kupa ali pa razdelimo ku p s sodo mnogo kamni na dva kupa z
enakim številom kamnov. Ali lahko na ta način do bimo 105 kupov s
po enim kamnom? (5 točk)

3. Točka A leži v notranjosti kot a z vrhom v točki lvI. Žarek, izsevan iz
točke A, se odbije od prvega kraka kota v točki B, nato od drugega
kraka v točki C in se vrne v točko A (pri obeh odboj ih velja običajni

odbojni zakon) . Dokaži, da leži središče trikotnik u BCM očrtane

krožnice na premici AM. (5 točk)

4. Nekaj diagonal, ki se paroma ne sekajo (razen morda v krajišču) , deli
konveksni večkotnik na trikotnike. Poleg vsakega oglišča večkotnika

zapišemo število trikotnikov ob tem ogli š ču , Nato izbrišemo diago ­
nale. Ali lah ko samo iz te h števil določimo izbrisane diagonale?

(5 točk)

5. (a) Na šahovnico pos tavimo belo in črno figuro . F iguri lahko iz­
menično premikamo vodoravno ali navpično na sosednje prazno po lje .
Ali obstaja tako zaporedje pot ez, da dobimo vsak možen po ložaj teh
dveh figur natanko enkrat? (3 točke)

(b) Ali obstaja tako zapo redje potez , da do bimo vsak možen po ložaj
te h dveh figur natanko enkrat , če figur ni t reba premikati izmenično?

(4 točke)

6. Daljice A D , BE in CF so višine t rikotnika ABC. Dokaži, da je
trikotnik, katerega oglišča so presečišča višin trikotnikov AEF, BDF
in CDE, skladen strikotnikom DEF. (7 točk)

7. Aleš si izbere dvomest no naravno število. Grego r poskuša ugotoviti
to število tako, da zapored pove njegovi števki. Če pravilno ugane eno
števko tega števila, druga pa se od prave vrednosti raz likuje kvečjemu

za 1, Aleš reče 'vroče ' , sicer 'hladno' (če je izbrano število np r. 65 so
'vroča ' števila torej 65, 64, 66, 55 in 75).
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(a) Dokaž i, da ne obstaja st rategija, s kat ero bi Gregor v največ 18
poskusih ugot ovil pravo število, ne glede na izbran o število. (2 točki)

(b) Poišči st rategijo , s katero lahko Gr egor vedno ugotovi izbr ano
število v največ 24 poskusih. (3 točke)

(c) Ali obstaja zmagovalna st rategija z največ 22 ugibanji? (3 točke)

Druga skupina (drugi del)

1. Poišči vsaj en polinom p st opnje 2001, za katerega velja

p(x) + p(l - x) = 1

pri vsakem realn em šte vilu x . (3 točke)

2. Na koncu šolskega leta ugotovimo, da za poljubno izbran o skupino
vsaj petih dijakov velja naslednje: Obst aj a del skupine , ne večj i od
20% te skupine, katerega dij aki so dobili 80% vseh negativnih ocen v
tej skupini. Dokaži, da je tedaj vsaj t ri četrtine vseh negativnih ocen
dobil en sam dijak. (5 točk)

3. Daljice A HA , BHB in C Hc so višine v trikotnika A BC. Dokaži, da
je trikot nik, katerega oglišča so pres ečišča višin t rikotnikov A H BHc ,
BHAHC in C HA H B, skladen strikot nikom H AHBHc . (5 točk)

4. V tabelah A in B z m vrsticami in n stolpci st a števili O in 1.
Označimo z a i j št evilo v i-ti vrstici in j -tem stolpcu tabele A in
z bi j število v i-ti vrstici in j-tem stolpcu tabele B . Za vsaka i < m
in j :::; n velja a ij :::; a H I ,j ter bi j :::; bH I ,j . Za vsaka j < n in i :::; m
velja aij :::; a i ,j+I t er bi j :::; bi ,j +! . Za vsak k, 1 :::; k :::; m, vsot a št evil
v gornjih k vrsticah tabele A ni manjša od vsote števil v gornjih k
vrsticah tabele B . Št evilo enic v obeh tabelah je enako. Dokaži, da
za vsak i , 1 :::; j :::; n , velja , da vsota št evil v pr vih j stolpc ih tabele
B ni manj ša od vsote števil v prvih j stolpc ih tabele A. (5 točk)

5. Na šahovskem t urn irju je vsak udeleženec igral z vsakim drugim
natanko enkrat in dobil 1 točko za zmago, 1/ 2 točke za remi in O
točk za poraz.
(a) Ali je mogoče , da je za vsakega igralca P vsota točk igralcev, ki
jih je igralec P premagal , večja od vsote točk igralcev, proti kat erim
je igralec P izgubil? (4 točke)

(b) Ali je mogoče, da je za vsakega igralca P vsot a točk igralcev, ki
jih je igralec P premagal , manj ša od vsote točk igralcev, pro ti katerim
je igralec P izgubil? (4 točke)
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6. Dokaži, da obstaja 2001 konveksen polieder , med katerimi imaj o
poljubni t rije prazen pr esek, po ljub na dva pa se doti kata (sekata se
le na robu). (8 točk )

7. V sobi so krožno razporejene škatle s kro glicami. Vsaka izmed njih
je lahko pr azna ali pa vsebuje eno ali več krog lic. V eni po tez i
izpraznimo eno izmed škatel in kroglice tako razporedimo v škat le,
ki izpraznjen i škatl i sledij o v smeri ur inega kazalca, da v vsako škat lo
zapo red spustimo po eno krog lico.
(a) Denimo, da moramo v vsa ki potezi (raz en v prv i) vzet i kroglice iz
škatl e, v katero smo v pr ejšnji potezi po ložili zadnjo kroglico. Dokaži,
da se po določenem številu po tez znova pojavi začetna razpored itev
kroglic. (4 točke)

(b ) Denimo, da lahko v vsaki potezi izpraznimo poljubno škat lo. Ali
je s primernimi pot ezami možno za vsako začetno razpored itev pr it i
do poljubne dr uge razporeditve? (4 točke)

Gregor Cigler

22. MEDNARODNO MATEMATIČNO

TEKMOVANJE MEST -
Rešitve nalog pomladanskega kroga s str. 307

P rva skupina (prvi del)

1. Obrnimo postopek! Vidimo , da je 2001 = 3 ·667, zato lah ko število
2001 dobimo iz šte vila 3 + 667 = 670. Ker je 670 = 10 · 67, lahko 670
dobi mo iz števila 77 = 7 ' 11, ki ga lahko dob imo iz števila 7+11 = 18.
Za vsa ko naravno šte vilo n > 1 velja n = (n - 1) + n, zato iz n po
opisan em postopku lah ko dobimo n - 1 = 1 · (n - 1) . Od tod sledi
rešit ev naloge. Število 2001 lah ko dobi mo po opisan em postop ku.
Rešit ev pr ikazuj e zapo redje števil 21, 20, 19, 18, 77, 670, 2001.

2. Denimo, da je srednjica E F daljša od težiščnice A D (glej sliko na
levi). Označimo z G presečišče dalj ic AD in E F . Tedaj je
AG < E G = F G , zato je <r.GAE > <r.GE A in <r.G A F > <r.GF A .
Ker je vsota št irih kot ov iz zadnjih dveh neenačb enaka 180° , velja
<r.GA B = <r. GA E + <r.GA F > 90° .
Dru gi pr imer pr ikazuje desn i del slike. Denimo , da je srednjica E F
daljša od težiščnice BE. Potem je <r. A B G > <r. E B F > <r. E F B =
= -s. F A E + « F E A = <r. GA B + <r. B G A . Od to d zopet sledi, da
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je <t ABC topi kot. Vsi ostali možni primeri so ekvivalent ni enemu
izmed gornjih dveh .

B D c B c

3. Denimo, da je k kupcev kupilo sir. Če je vsak v povprečju kupil kos
sira mase m , so skupaj kupili k . m sira . Ker preost anek sira zadošča

za natanko 10 kupcev, dobimo enačbo

20 - km = 10m ,

od koder sledi

20
m --- -

- 10 + k .

Masa ostanka sira je enaka

200
10m = 10 + k . (1)

Ker se z naraščajočim k masa preost alega sira manjša , vsak kupec
kupi pozitivno količino sira, zato je opisana situac ija možna . Iz
enačbe (1) sledi , da po deseti h kupcih ost ane natanko 10 kilogramov
sira .

4. (a) Naj bo ABC t rikotnik, v katerem je višina na st ranico AB kraj ša
od četrt ine t e stranice. Če v ravnino položimo t rikot nik ABC in še
št iri njemu sklad ne t rikotnike, ki so glede na trikotnik A B C zasukani
za 900

, je očitno, da trikotnika ABC ne moremo prekr it i z vzpored no
premaknjenimi preost alim i št irimi t rikotniki.
(b) Če enakostranični t rikot nik T raz delimo na št iri manj še skla­
dn e enakostranične trikotnike, očrtana krožnica t rikot nika, katerega
oglišča so razpolovišča stran ic trikotnika T , sovpada z včrtano krožni­
co trikot nika T . Z včrtano krožnico t rikotnika, skladnega trikot niku
T , lahko torej 'zajamemo' enega od št irih manjših trikot nikov, zato
s št irimi t rikot niki lahko res pr ekr ijemo trikotnik T .

5. Naj bo Ti tabela, kjer so zbrana šte vila, ki označujejo stolpce , v kate­
rih stojijo t rdnjave, in T2 tabe la , kjer zberemo števila , ki označujejo

vrstice, v kater ih stojijo t rdnjave. Tedaj ne v tabeli Ti ne v tabeli
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T2 ni dveh enakih števil. Skupno je torej v tabe lah TI in T2 16 lih ih
in 14 sodih števil. Po premiku t rdnjave se spreme ni bodisi parnost
stolpca bodisi parnost vr sti ce. Med vsem i 30 števili iz tabe l se torej
15 številom spremeni parnost , 15 številom pa ne. Denimo, da je m
števil iz prvotnih 16 lihih post alo parnih. Tedaj je v novih dveh
tabe lah (po premiku) skupno število lihih števil enako 16 - m + 15­
- m = 31 - 2m i- 16. Od to d sledi, da se vsaj dve trdnjavi napad ata .

Druga skupina (prvi del)

1. Merimo čas v urah . Oglejmo si sit uacijo po času t 2: ~ . Če je v tem
času avtobus prevozil razdaljo s , po predpostavki velja

100 - s = ~ . 1
t '

od koder dobimo

100
s = 100- -- .

l+t

Če se čas veča , se veča t ud i pr evožena pot s , zato je opisana situacija
mogoča. Po petih urah in štirideset ih minutah (t = 1; ) dobimo s =
= 85, torej je prevožen a pot enaka 85 km.

2. Opazimo, da je število ao = 10500 501-mestno in število a5 1501­
mestno, torej je v te m primeru m + n = 2002. Če je a > ao, je
vsota m + n vsaj 2002 , za število a ~ ao pa je vsota m + n kvečjemu

500+1500 = 2000 . Odgovor na zas tavljeno vprašanje je zato nikalen .

3. Izberimo na dalji ci CY točko T z lastnost jo ITCI = lAZI. Ker je
IAYI = ICYI, iz sim et rij e sledi, da je lATI = ICZI in <rY Z C =
= <rY T A. Z upoštevanj em ICZI = lAB I dobimo lAT I = lAB I, zato
je <rAB T = <rAT B . Od tod sledi <rY ZC = <rABC, zato je XBYZ
res tetivni štirikotnik.

4. Oglejmo si najprej potek igre na manjši tabli velikosti 3 x 4. Prvi
igr alec lahko drugega premaga, če prvo domino položi kamorkoli v
srednjo vrsto. Drugi igr alec ima tedaj le še dve možni pot ezi (ob pr vi
položeni domini) , medtem ko ima prvi igralec prav tako dve možni
pot ezi, t .j . pod in nad svojo prvo domino . Razdelimo sedaj t ablo
velikosti 3 x 100 na 25 kosov velikosti 3 x 4. Prvi igralec položi prvo
domino nekam v srednjo vrsto . Ker lahko drugi igralec vsakič položi
domino le v eno od manj ših t ab el, ga prv i prem aga , če mu vsakič
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'odgovori' z domino v srednji vrsti tabele, v katero je drugi nazadnje
po ložil svojo domino.

5. Z daljicami povežimo t ist e pare razpolovišč robov tetraedra T , ki
ne ležijo na mimobežnih robovih . Tako od te t ra edra 'odrežemo' št iri
vogalne pravilne tetraedre z robom dolžine 0.5 cm . Če dve točki ležit a
na površju po sam eznega od vogalnih tetraedrov, je njuna razdalja
kvečjemu 0.5 cm. Privzemimo zato , da na vsakem vogalnem tetraedru
leži kvečjemu ena točka. Tedaj jih leži vsa j pet na pr eostanku površju
te traedra T , ki ga sestavljajo št irje enakostranični trikotniki s stran ico
0.5 cm . Vsaj dve od teh peti h točk ležita v ist em trikotniku , zato je
njuna razdalja kvečjemu 0.5 cm. S tem je t rditev dokazana.

Prva sk up ina (drugi del)

5. To ni možno ne v pr imeru (a) ne v primeru (b ). Seveda je dovolj
dokazati točko (b) . P oložaj figur na šahovnici naj bo sod, če figuri
st ojita na po ljih ist e barve, sicer ga imenujmo lih. Ob vsaki potezi
se parnost po ložaj a spremeni . Št evilo sodih po ložaj ev je 2e22) =

= 992, šte vilo lihih pa 322 = 1024. Če naj bost a figuri v vseh možnih
po ložajih , se mora nekaj sodih položaj ev ponoviti.

6. Na j bo H višinska točka trikotnika ABC in K , lVI ter N zapored
višinske točke trikotnikov AEF, BFD in CDE. Opazimo, da st a da­
ljici F lVI in H D pravokotni na BC in zato vzpo redni. Na enak način

ugotovimo, da st a vzporedni daljici F H in lVID , torej je D H F lVI
paralelogram. Enako dokažemo , da je tudi DHE N paralelogram.
Od to d sledi, da sta F lVI in E N enako dolgi vzporedni daljici , zato
je EFlVIN paralelogram, od koder sledi IEFI = IlVIN I. Enako ugo­
tov imo še IFDI = IK N I in ID EI = IlvIK I, zato sta t rikot nika DEF
in K lVIN res skladna.

B D c
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7. (a) V najboljšem primeru (t.j. pri odgovoru 'hladno') izločimo 5 števil.
Za pregled vseh 90 števil potrebujemo torej najmanj 18 ugibanj . Če
so vsi odgovori razen zadnjega 'hladno', nam zmanjka ugibanj, da bi
ugotovili število.
(b) Predstavimo števila s tabelo , ki jo kaže slika. Vroča števila se
v tabeli nahajajo levo, desno , nad in pod izbranim številom, zato
'vroča' števila vedno tvorijo kri ž, ki je morda nepopoln (če je izbrano
število na robu tabele) . Tabela na sliki je pokrita z 18 takimi križi in
z osmimi samostojnimi kvadratki. V teh kvadratkih so števila 10, 12,
17, 49, 60, 92, 97 in 99. Središča 18 križev naj predstavljajo prvih 18
ugibanj. Denimo, da je venem od središč teh križev ' vroče' št evilo
tri . Tedaj preverimo tri krake tega križa (če ima križ le dva kraka,
seveda preverimo le ta dva kraka). Če sta vsaj dva kraka ' vroča ' ,

je izbrano št evilo enako m . Če sta dva kraka 'hladna' in en 'vroč',
je izbrano število v 'vročem' kraku, če pa so vsi trije kraki 'hladni' ,
je izbrano število v preostalem kraku. Ugotovili smo: Ko enkrat
najdemo 'vroče ' št evilo, potrebujemo največ tri poteze, da uganemo
izbrano število. V gornjem primeru smo tako število uganili v največ

21 potezah.
Če je vseh 18 središč izbranih križev 'hladnih', je izbrano št evilo v
enem izmed osmih posamičnih kvadratkov tabele. Tedaj poskusimo
s številoma 11 in 98, ki ležita med parom kvadratkov. Če je kateri od
odgovorov ' vroče ' , lahko z največ tremi ugibanji ugotovimo izbrano
število. V nasprotnem primeru izbrano število ni sosednje z nobenim
od števil Il in 98, zato poskusimo s števili 18, 39 in 70. Če je kakšno
od teh števil 'vroče ', se izbrano število nahaja v kvadratku poleg
tega števila, v nasproten primeru pa je izbrano število v preostalem,
osmem kvadratku. S tako strategijo bomo uganili izbrano število z
največ 23 ugibanji .
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(c) Z ma njšimi spremembami na zgornjem desnem in spodnjem levem
delu tabele (glej sliko) lahko prihranimo še eno ugibanj e. Zopet naj ­
prej preverimo središča izbranih 18 križev. Če je kakšen od odgovorov
' vroče ' , lahko kot v točki (b) končamo po 21 ugibanjih. Denimo, da
so vsi ogovor i 'hladno' . Tedaj poskusimo s števili 11, 39 in 70. Če

je kakšno od teh števil 'vroče' , z enim ugib anj em določimo izbr ano
št evilo. Če je np r . 70 'vroče ' šte vilo, pogledamo število 90. Če je to
vroče, je izbrano število 80, sicer pa 60. V primeru, da so vsa števila
11, 39 in 70 'hladna' , s preizkusom števila 96 ugotovimo, kat eri izmed
števil 97 ali 99 si je izbral Aleš.
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Druga skupina (drugi del)

5. Naj bo n število ud eležencev t urn irja. Označimo z Sk vsoto točk k­
t ega igralca po končanem turnirju , z Zk vsoto točk igralcev, ki jih je
k-ti igralec premagal , s P k pa vsot o točk igralcev , s kat erimi je k-ti
igralec izgubil. Definirajmo

n

T = L Sk( Zk - P k ).

k= l

Trdimo, da je T = O. J asno je, da so števila Zk in Pk vsote ustreznih
števil Sl (sešt ejemo pač vsote točk t ist ih igralcev, ki jih je k-ti igralec
premagal , oziroma t ist ih, s katerimi je izgubil). Očitno je t ud i, da
vsoti Zk in Pk ne vsebujeta člena S k . Opazujmo dvoboj i-tega in i ­
tega igralca. Če remizirata, v vsot ah Zi in P i ni člena si- En ako
ugot ovimo , da v vsotah Zj in P j ni člena Si . Recimo, da i-ti igralec
zmaga. Tedaj je v vsot i Zi člen Sj, v vsot i Pj pa člen Si. Zapišimo
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Zi = Z; + Sj in Pj = pj + Si. Potem je

Če torej v vsotah Zi , Pi , Zj in Pj izpustimo (če tam nastopata) člena

Si ter S j , se vsota T ne spremeni . Enako sklepamo v primeru, ko
i-ti igralec izgubi . Ker lahko na ta način brez škode za vr ednost T
zbrišemo vse člene v vsotah Zk in Pk , je res T = O.
(a) Za vse k velja Sk 2: O, vsaj ena od t eh vsot pa je poz itivna. Če bi
za vsak k veljalo Zk - Pk > O, bi dobili T > O. Protislovje!
(b) Analogno kot pri (a), bi dobili T < O, zato tudi to ni mogoče .

6. Konstruirajmo tako množico poliedrov. Najprej postavimo v koor­
dinatni sistem z izhodiščem O 'navzgor' obrnjen stožec z osjo Z in
nato izberimo 2001 tvorilko plašča, ki so enakomerno razporejene po
plašču in jih označimo z lI, la, . .. ,hODl ' Za vsako realno število t > O
ravnina z enačbo Z = t seka te premice v točkah Ai ,A~, . . . , A~OO l '

Izberimo t > O in z Dl označimo krog, ki ga stožec od reže od
ravnine Z = tI ' Naj bo Bl razpolovišče loka na robu Dl med Ai l in
Ati O v · M · '1 ' č k t 'k AtiAti Ati O .2 ' znacimo z 1 pravi ni vec o m 1 2 ' .. 2001' pazujmo
neskončno prizmo PI z bazo Ml in s stranskimi robovi, vzporednimi
daljici OBI . Zgornjo osnovno ploskev, vzporedno Ml, lahko določimo

nekje nad ravnino Z = t200l (glej kostrukcijo v nadaljevanju) . Za do­
volj velik t bo razdalja med razpoloviščem loka AiA~ in daljico AiA~
večja od premera kroga Dl , kar pomeni, da PI ne seka večkotnika

Ai A~ . . . A~OO1' Izberimo tako vrednost t -: in z D 2 označimo krog , ki
ga stožec izreže iz ravnine z enačbo z = t2 . Naj bo B 2 razpolovišče

loka A~2 A~2 . Naj bo M 2 večkotnik Ai2A~2 ... A~OO1 ' če se ta že dotika
PI , sicer pa med oglišči Ai2 in A~2 vrinimo dodatno oglišče, ki leži
na robu PI in znotraj D 2 . Zopet tvorimo prizmo z osnovno ploskvijo
lvh in robovi , vzporednimi daljici OB2 , in jo na koncu odrežemo
nad ravnino z = t200l . Znova izb eremo tako velik t3 , da P2 ne seka
večkotnikaAi3A~3 . . . A~OOl' Znova definiramo večkotnik M 3 z oglišči
Ai3,A~3 . .. ,A~OO1' ki mu po potrebi dodamo oglišči na robu, tako da
se dotika PI in P2 . Za 1 :::; i < j < k :::; 2001 pri taki konstrukciji
velja, da im at a poliedra P i in P j edine skupne točke na ravnini z = t i,

torej na robu. Ker po lieder Pk ne seka te ravnine , je presek poliedrov
P i, P j in P k prazen .

7. (a) Konstruirajmo usmerj eni graf. Vozlišča naj bodo pari , ki imajo
na prvem mestu razporeditev kroglic po škatlah in na drugem mestu
oznako škatle, iz katere moramo v naslednji potezi pobrati kroglice .
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Vozlišči A in B povežemo s povezavo od A do B , če iz stanj a , ki
ga pr edstavlja vozlišče A, lahko v eni po tezi pridemo do st anj a,
predstavljenega z vozliščem B . Jasno je, da je izhodna stopnja (t.j .
šte vilo povezav , ki izhajajo iz vozlišča) vsakega vozlišča ena ka lo
Prepričajmo se, da je t udi vhodna stopnja vsakega oglišča enaka lo
Ker vemo, kater a škat la je na vrsti v naslednji po tezi, smo zadnjo
kroglico položili v škatlo pred njo. Če začnemo pobirati po eno
krogli co iz škatel, ki si sledijo zapored v nasprotni smeri urinega
kazalca , in se ustavimo, ko nalet imo na pr azno škatlo, je ta pr azna
škatl a tista, iz katere smo v prej šnji potezi pobrali kro glice. Zbran e
kroglice položimo v to pr azno škatlo in pred nami je pr edhodna
razporedi tev kroglic. To škatlo še označimo kot t isto, v kateri moramo
v naslednji pot ezi pobrati kro glice, in dobimo pr edhodno vozlišče .

Ker je število vozlišč končno , je graf disjunktna unij a ciklov. Če to rej
začnemo pri nekem stanju, se vzdolž cikla, ki to stanj e vsebuje, po
končno korakih znova vrnemo v to st an je .
(b) Znova definirajmo usmerjeni graf. Vozlišča naj sedaj pr edst a­
vljajo razporedi tev kro glic po škatlah , vozlišče A pa povežem o z
vozliščem B , če je možno iz stanja A v eni potezi prit i do stanja
B. Tako vhodna kot izhodna stopnja po ljubnega vozlišča je enaka
šte vilu nepraznih škatel stanja , ki ga pr edstavlja to vozlišče . Gra f
je tedaj sestavljen iz krepko povezanih komponent (t .j. za vsako pot
med vozliščema A in B obstaja tudi pot med B in A ). Ker lahko
iz vsakega st anja pr idemo do stanja , v katerem so vse kroglice veni
škat li (to dosežemo tako , da kro glic iz te škatle ne jemlj emo), ima
graf le eno komponento in sta vsaki dve stanji s potj o povezani .

Gregor Cigler

42. MEDNARODNA MATEMATIČNA
OLIMPIADA - Rešitvi izbranih nalog s str. 149

1. naloga Naj bo o: = <[CAB, (3 = <[ABC, , = <[B CA in 6 = <[COP .
Označimo z A' in P' zrcalni sliki točk A in P pri zrcaljenju čez simetralo
dalj ice B C . Označimo z R polmer t rikotniku ABC očrtane kro žnice.
Pot em je 10Al = lOBI = 10CI = 10A' I = R. Ker je AA'P'P pravokotnik,
velja [PP' I = IAA' I. Sledi <[AOA' = <[AOB - <[A' OB = <[AOB ­
- <[AOC = 2, - 2(3 2: 60° .
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Skupaj z 10AI = 10A'I = R to pomeni , da je IAA' I = IP P'I 2': R.
Po trikotniški neenakosti tako velja lOPI + R = 10P'I + 10CI > IP'CI=
= IP'PI+ IPCI 2': R + IPCI · Torej je lOP I> IPCI in zato v t rikotniku
COP velja <r..PCO > J. Nazadnje iz o: = ~ <r..BOC = ~( 1800- 2<r..PCO) =
= 900

- <r..PCO < 900
- J sklepamo , da je o:+ J < 900

•

2 . naloga Označimo z L S(a) vsoto vseh števil S(a) po vseh n! permu­
tacijah a = (al, a2, . .. , an)' Število L S( a) (mod n!) bom o izračunali na
dva načina.

Pr vi način. V vsoti L S(a) je število kI pomnoženo z vsakim številom
kE {1, . . . ,n } natančno ((n - l )!)-krat ; po enkrat za vsako permutacijo
{1, ... , n} , pri kateri je al = k. Torej je koeficient pri kI v vsoti L S( a)
enak

(n - 1)!(1 + 2 + . oo + n) = (n + 1)!/ 2.

Slednje velja za vsak ki, zato je

LS(a) = (n~ 1)! tki'
i= l

(1)
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Drugi način. Če n! ne deli S(a) - S(b) za nobeni permutaciji a i= b,

mora vsako število S(a) imeti drugačen ostanek pri delj enju z n!. Torej
so ti ostanki natančno števila O, 1,2 , . . . , n ! - 1. Sledi

"" S(a) =_ (n! -2 1)n! ( 1)~ mod n. .

Ko združimo (1) in (2), dobimo

(n + 1)!~ . = (n! - l)n!
2 ~k2 - 2 . (mod n i) .

i = 1

(2)

(3)

Ker pa je šte vilo n liho, je leva stran v (3) deljiva z n! , po drugi strani
pa desna st ran v (3) za lihe n > 1 očitno ni deljiva z n!. Prišli smo do
protislovja, torej pri izračunu vsoteI: S(a) v drugem načinu ne bi smeli
privzeti , da n! ne deli S(a) - S(b) za nobeni permutaciji a i= b.
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