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RESITEV NAGRADNE NALOGE IZ 1. STEVILKE

V 1. stevilki tega letnika Preseka smo vam zastavili nalogo, poiskati stevilu
7 ¢cimboljsi priblizek, izrazen z naravnimi stevili, seStevanjem, mnozenjem
in najve¢ dvema kvadratnima korenoma.

V urednistvo je prispelo lepo stevilo odgovorov. Nekaj smo jih morali
takoj diskvalificirati, ker priblizki niso ustrezali pogojem naloge, npr.
temu, da odstevanje ni dovoljeno.

Med pravilno zgrajenimi priblizki je najboljsi v/6 + /15, ki je bil
predlagan kar devetkrat. Poslali so nam ga: Ale§ Zadravec iz Koga,
Heliodor Hrga iz Ljubljane, Dragan Zdove iz Ljutomera, Marko Kandié¢
iz Brezic, Uros Stele iz Kamnika, Miha Sustersi¢ iz Postojne, Blaz Da-
kskobler iz Podbrda in nepodpisani resevalec. Prvim sedmim smo knjizno
nagrado ze poslali po posti. Priblizek /6 + v/15 sta nam skupaj poslala
se Ziga Ramsak iz Lesc in Janez Brank iz Tacna, hkrati pa tudi dokaz,
da je V6 + /15 najboljsi priblizek dovoljene oblike stevilu = nasploh.
Resevalea sta se nagradi odpovedala. Za tiste, ki zmorejo, objavljamo na
strani 171 njun dokaz, ki smo ga v urednistvu nekoliko priredili.

Bralce naj opozorimo Se na zanimivi prispevek Martina Juvana z
naslovom O priblizkih za stevilo 7, ki ga objavljamo na str. 152.

Marija Vencelj, odg. ur.

NAGRADNI NALOGI

Tokrat objavljamo kar dve nagradni nalogi: lazjo in nekoliko zahtevnejso.

RAZKRIJTE VSE TAJNE AGENTE OO7 NJENEGA
VELICANSTVA — Nagradna naloga

Poiscite vse resitve kriptaritma
J AME S
= B O N D
Q @ 7

Enake ¢rke pomenijo enake stevke, razliéne ¢rke razliéne stevke. Pazite
- na prvih dveh mestih v rezultatu OO7 je érka O in ne stevka 0! Krip-
taritem ima veé resitev. Med reSevalci, ki bodo nasli vse, bomo izzrebali
nagrajenca, ki bo prejel knjizno nagrado.

Resitve posljite najkasneje do 10. februarja na nas naslov:

Presek, Jadranska c. 19, 1001 Ljubljana, p.p. 2964.

Marija Vencelj
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VRTNARJEVA NALOGA — Nagradna naloga

V prvi letosnji stevilki Preseka je bila v prispevku Predaléno nacelo Jozeta
Grassellija zastavljena naslednja naloga:

(A) Na gredo, ki ima obliko kvadrata s stranico 1 m, je vrtnar posejal
301 seme. Dokazi, da obstaja krog s polmerom 8 cm, v katerem so
posejana vsaj Stiri semena. (Seme vzamemo kot tocko.)

Dokaz te trditve je napravljen z uporabo predalénega nacela. Najprej
predstavimo metrski kvadrat v ravnini, enota pa naj predstavlja 1 cm.
Potem ima nas kvadrat ogliséa (0,0), (0,100}, (100,100) in (100,0). Zatem
ngotovimo, da kvadrat s stranico 100 lahko pokrijemo s stotimi krogi
polmera 5v/2 ~ 7,07, ki imajo srediséa v tockah Sk = (10k — 5,101 — 5),
kjer k,1 € {1,...,10}. Ker je v 100 krogih skupno 301 seme, morajo
po predalénem nacelu v enem od krogov biti veé kot tri, torej vsaj stiri
semena.

Izurjen matematik takoj vidi, da smo pri tem dokazu napravili dokaj
grobo oceno, saj potrebujemo le kroge polmera malenkost ve¢ kot sedem
centimetrov. Naslednji sklep prinasa precej boljsi rezultat, saj z njim
pokazemo, da obstaja krog polmera 8, v katerem je vsaj pet semen.

Namesto stotih vzemimo raje N = (115)% = 13225 krogov polmera
8, ki imajo sredisca v tockah P, , = (p, q), kjer p in ¢ preteceta mnozico
celih stevil od —7 do 107.

PreStejmo sedaj vse tiste pare (K, T'), kjer je K eden izmed nadih N
krogov, T' pa ena od n = 301 tock (semen), ki lezi v krogu K. Stevilo
takih parov oznaéimo s ). Recimo, da vsak krog vsebuje kve¢jemu k
danih to¢k. Potem je

Q@ < Nk.

Po drugi strani pa poljubna dana tocka T' lezi v vseh tistih krogih,
katerih sredisée je od T' oddaljeno za manj kot 8. Krajsi racun (napravljen
s pomocjo raéunalnika) me je preprical, da je vsaka tocka T' vsebovana
v vsaj t = 193 izmed obravnavanih krogov (najslabsi primer 193 krogov
dobimo le v primeru, ko sta koordinati tocke T" celodtevilski). Torej je

Q > tn.
Iz obeh neenakosti za @ sledi, da je tn < @Q < Nk. Od tod dobimo

b tn 193 -301

> < = g = 430266 ... (1)
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Torej je k celo &tevilo, vecje od 4,39. Od tod sledi, da je k vsaj 5. Zato
mora obstajati krog, v katerem je vsaj 5 izmed danih tock.

7Zdi se, da bi bilo mogoce dokazati se ve¢. Zakaj? Ce poskusamo najti
n tock v kvadratu s stranico a tako, da bo v vsakem krogu polmera r
kve¢jemu k tock in bo k kar se da majhen, potem morajo biti tocke dokaj
enakomerno razporejene po notranjosti kvadrata. Karkoli poizkusimo,
vidimo, da bo k vecji od 5 (in celo veécji od 6). Bralcem Preseka zato
zastavljamo dve nagradni vpraSanji:

(B) Dokazite, da v vrtnarjevi nalogi (A) vedno obstaja krog polmera
8, ki vsebuje vsaj 6 danih tock (semen). Ali morda enako velja
tudi za 7 tock?

(C) Poiscite 301 takih tock, da bo maksimalno Stevilo tock v krogu
polmera 8 ¢im manjse.

Najuspesnejsim resevalcem posameznih nalog obljubljamo knjizno
nagrado. S posplositvijo prikazanega dokaza lahko oceno (1) izboljsamo
do neenakosti k > 4,497595. Izboljsave te ocene pa se zdijo bolj zapletene.
Zato bomo priznali tudi vse ideje, ki bodo (1) izboljsale na spodnjo mejo,
ki bo vecja od 4,5. Obe nalogi lahko skuSate resiti tudi splosno, kjer
imamo kvadrat s stranico dolzine a, n tock in kroge polmera r,

Nalogo (B) lahko tudi “obrnemo”:

(D) Najmanj koliko to¢k v kvadratu s stranico a moramo izbrati, da
bo zagotovo obstajal krog, v katerem bo vsaj k izmed danih tock?

Vrtnarjev najverjetneje taksne naloge ne zanimajo. Kaj lahko pa si
zamislimo resnega znanstvenika, ki bo taksno nalogo uporabil pri svojem
delu. Recimo, da fizik s tarco kvadratne oblilke prestreze snop elementar-
nih delcev. Vemo, da bodo ti delci pustili sled le v primeru, ¢e bo v isto
tipalo na taréi (krog danega polmera) priletelo vsaj k delcev. Z resitvijo
naloge (D) lahko torej ugotovimo, koliko najmanj delcev potrebujemo, da
jih bomo gotovo lahko zaznali, oz. najvec koliko delcev je priletelo v tarco,
¢e delcev ni bilo zaznati.

Pri nagradah bomo seveda upostevali tudi resitve ali delne resitve
naloge (D). Resitve posljite najkasneje do 10. februarja na naslov:

Presek, Jadranska c¢. 19, 1001 Ljubljana, p.p. 2964.
Bojan Mohar
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POVRATNI REBUS

Kljué: 4 — 2 — 1.
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Kljué pove, da dobite resitev iz treh besed, od katerih ima prva 4 ¢rke,
druga 2 in tretja 1 érko. Geslo pove, da je resitev iz ene besede, ki ima 7
¢rk. Preberete jo nazaj, ker je rebus povratni.

Marko Bokali¢
Resitev rebusa je na strani 143.

SKOK NA LUNO

jec Lune in padanje padalca, lahko poimenovali “skok na Luno”. Posnetki,
ki jih fotografiramo s teleobjektivi, nas optiéno prevarajo, ker globinska
razdalja ni realno prikazana. To pomeni, da so predmeti, ki so sicer drug
od drugega precej oddaljeni, na fotografiji videti med seboj blizji. Zato se
zdi, da padalec leti proti Luni, toda na njej seveda ne more pristati, saj
je v resnici od nje oddaljen priblizno 370 000 km.

Vprasajmo se, ali bi bilo mozno oceniti razdaljo od padalca do kraja,
kjer smo stali, ko smo naredili posnetek? (Za oceno rezultata upostevamo,
da je premer Lune 3500 kin, ostale manjkajoce podatke ocenimo s po-
snetka.)

Goran Sabolic
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RISANJE KOCK IN KVADROV

Z vektorskim ra¢unom se lahko lotimo naslednje pomembne naloge teh-
niénega risanja:

Narisimo pravokotno projekecijo kocke tako, da bodo dolzine projekeij
robov v razmerju 1:1: 3.

Resitev. z
Kocko ABCDA'B'C'D" z ro- Y
bom dolzine 1 bomo projicirali '
na ravnino xy. Kocko lahko D! { B
togo premaknemo tako, da bo ) '
ogliste A v izhodiscu, pravo- \o
kotni projekciji Ay By ter A;D; Al SN
robov AB in AD pa bosta lezali o »
simetri¢no glede na os y (sliki 1 S .
in 2). . = &
Po predpostavki privzame-
mo |A1B1] = |A1D1! Zato
lahko zapisemo

A1 By = (a1, a,0)
A]Dl = (—al,ag,O).

Od tod sledi AB = (a1, as,as)
in AD = (—ay,ag,b3). Ker je
|AB| = |AD| =1, je seveda

a%—l—ag—i—a%:

1

=(—a1)?+ai+b3=1 1)
in od tod ay = =+by. Privza-
memo lahko, da je ag = by > 0
(slika 1). Torej je

‘:iﬁ = (als (12,{1-3) ]

AD = (—ay,as2,a3) . Af
Slika 2.
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Vektorja AB in AD sta pravokotna, zato je

—a3+a2+a3=0. (2)
Iz (1) in (2) sledi
By =1
in po sliki 2 je a; > 0, zato
il
a; = E 5
2, 2 1
ﬂ.2 + ﬂ3 = E i

Vektor AA’ = (e1,¢2,¢3) je pravokoten na AB in AD. Torej velja

N — 1
AA" - AB = —e1 + azes +azes =0
\/51 202 3C3

—_— — |
AA'-AD = ———c; +ases +azeg =0.

V2
(Odstejmo obe enacbi, pa dobimo ¢; = 0 in
asca +ases =0,

torej

asCo
Cg = _a—3 v (4)

Od tod sledi
AA" = (0, cz,c3) .
Ker je |AA'| =1, je
E+cd=1. (5)

Projekcija vektorja AA" na ravnino Ty je

@ = {0,(32,0).
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Po (3), (4) in (5) je

2 2 2, 2
aze; _az+az o 1 2
2‘

1=c§—|—c§:c§+—— =
2 2 2
as a3 2a3

Tako je ¢2 = 2aZ. Po sliki 1 je ¢z < 0 in a3 > 0, zato

Cg = —\/éag f (6)

Zacetna predpostavka o razmerjih dolzin projekcij pravi, da je

1
|A;14]| = §|A131|

2l = (a1, 02,0)]
torej po (1)
43 =a?+a3=1-aj.
Toda po (6) je 4c2 = 8a2 in od tod
8a3=1-—aj.
Vidimo, da je a3z = é, saj je ag > 0. Iz (3) dobimo

7

1
9 18°

1
2
a2:§

Ker je as > 0, je

Od tod sledi
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in
2
AlA, = (D,%,O)
Izra¢unamo
g =|A1B1| = 2| A Ay | = %ﬁ- = 0,943.
Tocki By in Dy lezita simetricno glede na os y (slika 2), zato je
lB1D1| = 2&1 = \/E
Od tod sledi
3
|B1D:| = 29
in
b aj 3
s = ee— e -
YT lAB 4
ter
i = 48,59°.

Izra¢unamo kot <A} B{C] = 180° — 2¢ = 82,82° = 90° — 7°18’. Obrnimo
zdaj sliko tako, da bo daljica A} D} navpiéna. Dobimo sliko 3, na kateri
je értkana érta vodoravna.

Dy
(&)

i
L}
i
1
I
I
|
I
I
L}
i
|
1
I
I
L
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Tu kot a znaSa priblizno 7,18°, kot [ pa je 90° — ¢ = 41,41°. Na ta
nacin projiciramo tudi kvadre. Razlozili smo enega standardnih nacinov
upodabljanja togih teles.

Kot sem prebral v nemskem prirocniku elementarne matematike [1],
so si tehniéni risarji véasih (po dogovoru) privoscili malce ohlapnosti.
Vzeli so |A1B;| = |AB| in |A;A}| = 3|AA’|. To je pomenilo kakih 6%
napake v merilu. Za kot « so vzeli 7°, za 3 pa 42°. (Mimogrede, v tem
priroéniku pise, da je @ = 7°10’, ¢eprav je prava vrednost blize 7°11'.)
Danes, v dobi racunalniske grafike, take poenostavitve niso ve¢ potrebne.

Te ohlapnosti so tudi sicer odveé — vsaj za matematike. Ogliséa kocke
bomo oznaéili standardno. NariSemo kvadrat s stranico 1 in vzamemo %
njegove diagonale (slika 4). To razdaljo g nariSemo navpi¢no kot projekcijo
stranice BB'.

1

—
b= g

Slika 4. Slika 5.

Nato narisemo romb A,B;BjA] s stranico g in z diagonalo 29 = V2

(slika 5). Zvezemo A; in B] ter od A; odmerimo % g (slika 6), da dobimo
D,. Preostanek konstrukcije je jasen.

9.4 C’
]
I
AT i o g
|
1
1
I
]
1
|
= S T
- " - J—. C‘
A B

Slika 6. Slika 7.
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Bolj enostavno kocko upodabljamo z vzporedno projekcijo. Projici-
ramo na ravnino X kvadrata DCC'D' (slika 7), in sicer vzdolz premice,
ki ni niti vzporedna niti pravokotna na 3. Pri tem se tudi kvadrat
ABB'A" upodobi kot skladen kvadrat, preostale stranske ploskve pa kot
paralelogrami. Tako projekcijo bi v vsakdanjem zivljenju lahko videli kot
senco. To se zgodi bolj redko. Zato je pravokotna projekcija bolj naravna
— zahteva pa vet dela.

Literatura

1. H. Krenl, K. Kulke, H. Pester, R. Schroedter: Lehrgang der Elemen-
tarmathematik, 20. Auflage, VEB Fachbuchverlag Leipzig, Leipzig
1988.

Peter Legisa
EVROPSKI MATEMATICNI KENGURU 1996 — 2001

Clani Komisije za tekmovanje Ev-

ropski matematicéni kenguru smo

pripravili zbirko nalog s tega tek- EVROPSKI %
movanja, v kateri so zajete tek- MATEMATICNI
movalne naloge od leta 1996 do KENGURU

leta 2001. V tekmovanje se lahko
vkljuéujejo uéenci od drugega raz-
reda osnovne Sole dalje in dijaki
vseh srednjih Sol. V zbirki je ve-
lika veéina nalog tudi resenih in ne
le opremljenih s pravilnim odgovo-
rom, kar je dobrodoslo zlasti za sa-
mostojno pripravo na tekmovanje
oziroma lazjo pripravo na dodat-
ni pouk ali matematiéni krozek.
V dodatku so objavljene naloge
izbirnega tipa, ki so jih resevali
dijaki na treh predhodnih solskih
tekmovanjih in so prav tako opre- 1996 - 2001
mljene z resitvami. Knjiga for-
mata B5 je s preko 250 stranmi
primerno gradivo za tiste, ki se uvajajo v matematiéna tekmovanja, in za
tiste, ki Zelijo ohranjati svojo tekmovalno “formo”. Zbirko lahko kupite
oziroma naroéite pri DMFA — zaloznistvo, Jadranska cesta 19, Ljubljana,
tel. (01) 4232-460.

Darjo Felda
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ALI STEKLO TECE?

Od éasa do ¢asa v tej ali oni fizikalni reviji ozivi razprava o tem, ali
steklo zaradi teze tece, podobno kot med, samo veliko pocasneje. Nekateri
zatrjujejo, da steklo tege zato, ker ni prava trdnina, ampak podhlajena
kapljevina. O tem naj bi pricale Sipe srednjeveskih katedral, ki da so na
spodnjem delu debelejse kot na zgornjem. Na mnenje, da steklo tece pri
sobni temperaturi, naletimo v Evropi ter Juzni in Severni Ameriki, tako
da utegne biti res dokaj razsirjeno po svetu. Trditve te vrste najdemo
celo v nekaterih uébenikih in strokovnih knjigah, npr. v izdaji Britanske
encildopedije iz leta 1066.

Steklo je izjemna snov, ki je imela ze v preteklosti velik pomen in ga
ima tudi dandanes, posebej ée upostevamo, da svetlobni vodniki prenesejo
¢edalje veé sporoéil. Navadno silikatno steklo sestavljajo oksidi silicija
SiOg (73,2 %), natrija NagO (13,4 %), kalcija CaO (10,6 %), aluminija
AlO5 (1,3 %), kalija K20 (0,8%), magnezija MgO (0,7%) in primesi.
Navedeni masni delezi so tipi¢ni za navadno danasnje steklo, pogosto pa
naletimo tudi na nekoliko drugaéno sestavo. Nekdanja stekla so, npr.,
vsebovala ve¢ kalijevega oksida kot natrijevega.

Zgradba stekla je posebnost in je ni lahko opisati. Pri sobni tem-
peraturi steklo ni v toplotnem ravnovesju. Dostikrat primerjajo steklo
z raztopino ali zlitino. Sestavljajo ga gruée atomov, velike po okoli 100
nanometrov s po sto milijoni atomov. V gruéah sicer nihajo atomi okoli
svojih ravnovesnih leg, kot je znacilno za kristal, vendar gru¢ ne moremo
obravnavati ne kot drobne kristale ne kot ogromne molekule. Ne samo, da
so razlicno velike, ampak delujejo nanje zelo razliéne mehaniéne napetosti.
Zato v steklu na vec¢jih razdaljah ne opazimo urejenosti. Na krajsih
razdaljah pa opazimo urejenost, znacilno za nekristalne trdnine (slika 1).

Pri temperaturi pod 400 °C se steklo kaze kot trdno telo, ki se mu
pod vplivom zunanje sile sicer spremeni oblika, a se vrne v prvotno obliko,
ko sila preneha. To je znacilno za prozno deformacijo. Steklo se zlomi
ali poci, ce sila preseze doloceno mejo, stece pa ne. Teza je v tej zvezi
razmeroma Sibka sila. Zaradi nje bi morda zasledili trajno, neprozno
deformacijo stekla v casu, ki bi presegel starost vesolja. Veckrat so v
laboratoriju poskusali izmeriti, kako steklo tece, a pri tem niso uspeli. Ste-
kleni predmeti, stari vec¢ kot 3 000 let, so obdrzali svojo obliko. Misel, da
steklo pri navadni temperaturi pod vplivom teze nekako spreminja obliko,
je “mit, ki nasprotuje izkusnjam arheologije in sodobnim raziskovanjem
narave materialov”.
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Slika 1. Vtis o zgradbi stekla da slika z elektronskim presevnim mikroskopom 60 nm
debele plasti polprevodniskega stekla As2Ses. Povpreéni premer grué meri 100 nm,
presledki med njimi so v povpre¢ju po 3 nm Siroki in segajo v povprecju 57 nm globoko,
ponekod tudi skozi vso plast. (1 nm, nanometer, je milijardina metra ali milijonina
milimetra.) Slika je iz c¢lanka J. C. Phillipsa The physics of glass, Physics Today,
februar 1982, str. 27.

Sipe v barvastih oknih srednjeveskih katedral pa so kljub temu lahko
na spodnjem delu debelejse. Pred letom 1890 so Sipe izdelovali tako, da so
s pihanjem naredili votel valj iz raztaljenega stekla, ki so ga prerezali po
strani in sploséili, ali tako, da so kos takega stekla hitro vrteli na ploséi.
V obeh primerih so nazadnje pogosto narezali prizme s klinasto osnovno
ploskvijo. Take Sipe so vgradili v sestavljena okna tako, da so bile enako
usmerjene, npr., da so bile spodaj debelejse. Le tako so dosegli, da je
bilo videti ravne érte v okolici, ki so jih opazovali skozi sestavljeno okno,
priblizno ravne. Ravne érte pa bi videli kot skokovito prekinjene, ¢e bi
kose §ip vgradili neurejene.

Tudi pisec teh vrstic ima zaradi stekla nekoliko slabo vest. V drugem
delu Fizike preberemo: “Velika zrcala je nekoliko laze izdelati in namestiti
v daljnogled kot enako velike lece. Steklo je namreé podhlajena kapljevina
in obstaja nevarnost, da se zaradi lastne teze po dolgem casu spremeni
ukrivljenost ploskev le¢e.” Omemba podhlajene kapljevine v tej zvezi za-
vede, e posebej, ker zadnji del trditve namiguje na neprozno deformacijo.
Prvi del trditve pa velja. Zares je veliko zrcalo laze vpeti in premikati kot
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veliko leco, ki jo je vrhu tega treba zbrusiti vsaj na dveh ploskvah. Od leta
1897 ima Yerkesov observatorij univerze v Chicagu daljnogled, katerega
objektiv sestavljata dve le¢i s premerom 1 meter. Do leta 1908 je bil to
najvecji daljnogled na svetu, do danes pa je ostal najvecji daljnogled z
leco.

Vendar moramo biti pri steklu pripravljeni na presenecenja. Valjasto
palico, vpeto na eni osnovni ploskvi, ob drugi za kratek ¢as obremenimo na
zasuk, kot pravimo, na torzijo. Druga osnovna ploskev se zasuce glede na
prvo in se vrne v zaetno lego, ko obremenitev preneha. Pri dolgotrajni
obremenitvi se ploskvi nekoliko bolj zasuceta druga glede na drugo in
druga ploskev ostane malo zasukana, ko obremenitev preneha. Toda to
ni neprozna deformacija, ker se ¢ez dalj ¢asa neobremenjea palica le vrne
v zacetno lego. Pojav pojasnijo z gibanjem natrijevih in kalijevih ionov:
najprej razmeroma pocasi odtavajo v lege, ki bolj ustrezajo obremenitvi,
po prenehanju obremenitve pa odtavajo nazaj v zacetne lege.

Druzba Corning Glass, ena od vecjih v ZDA, priporoéa, da pri pre-
vozu Skatlo s steklenimi cevkami polozijo na vodoravno podlago. To pa
ni povezano z morebitno neprozno deformacijo cevk zaradi teze, ampak s
tem, da bi se lahko cevke na krajiscih poskodovale, ¢e bi skatlo postavili
navpiéno. Pogosto so te cevke rahlo ukrivljene, najvec za nekaj milimetrov
na dolzini enega metra. Vendar tega ni kriva neprozna deformacija, ampak
nacin izdelave.

Za konec Se zanimivost. Pri kitajskih porcelanastih vazah poznajo
pojav, da glazura tece in da je to mogoée opaziti v ¢asu z velikostno
stopnjo 500 let. Pri tem nastane neprozna deformacija zaradi povrsinske
napetosti, ki pride moéneje do izraza kot teza. Pojav celo uporabljajo, da
doloc¢ajo starost in pristnost vaz.

James Phillips je menil, da naj bi fiziki o lezenju stekla, ki ga ni,
razmisljali kot o necem, kar naj bi bilo. To bi jih spodbudilo, da bi
skrbno razlocevali med kristalnimi in nekristalnimi trdninami in se ne bi
omejili samo na trditev, da kazejo prve periodiéno zgradbo, to je urejenost
dolgega dosega, druge pa ne. Ali se nismo ravnali po tem namigu?

Zakaj je mogoce kovinsko plocevino ukriviti, to je neprozno defor-
mirati, plos¢ice kremena ali ledu pa ne? Pri roki je preprosta razlaga:
vezi med atomi v izolatorju so usmerjene, vezi med ioni v kovini pa ne.

Janez Strnad
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32. MEDNARODNA FIZIKALNA OLIMPIADA

Olimpiada je potekala med 28. junijem in 6. julijem 2001 v turskem
turisticnem mestu Belek, 30 km oddaljenem od Antalye. Sodelovalo je 306
tekmovalcev iz 65 drzav. V slovenski ekipi so bili Andrej Kosmrlj, Gregor
Tavear, Dragan Simeonov in Mate Car, vsi z Gimnazije Bezigrad, Lju-
bljana, ter Mojca Miklavec s Skofijske klasi¢ne gimnazije Ljubljana. Spre-
mljevalca slovenske ekipe in ¢élana mednarodne komisije sva bila Jure Bajc,
Uprava RS za geofiziko, in Ciril Dominko, Drustvo matematikov, fizikov
in astronomov Slovenije. Udelezbo na olimpiadi je finanéno omogocilo
ministrstvo za Solstvo, znanost in Sport.

Kot je Ze nekaj let ustaljeno, tekmovalei na fizikalni olimpiadi resujejo
tri teoretiéne naloge in eno ali dve (odvisno od organizatorja) ekspe-
rimentalni nalogi. Za vsak del tekmovanja imajo na razpolago pet ur
¢asa. V teoreticnem delu tekmovanja je mozno doseci najvec 30 tock,
v eksperimentalnem pa 20 tock. Letos so tekmovalci najprej resevali
eksperimentalno nalogo, po prostem dnevu pa Se teoreticne naloge.

Andrej Kosmrlj je s skupno dosezenimi 37,30 tockami prejel srebrno
medaljo, Gregor Tavéar s 30,50 tockami bronasto medaljo, Mojca Mikla-
vec in Dragan Simeonov pa z 29,50 oz. 28,15 tockami pohvali. Od 50
moznih tock je bilo potrebno letos doseéi za zlato medaljo najmanj 42
tock, za srebrno 36, za bronasto 30 in za pohvalo 23 tock.

Tekmovalei nastopajo na olimpiadi kot posamezniki in ne kot drzavne
ekipe. Uradne razvrstitve drzav torej ni. Priblizno uspesnost ekipe do-
bimo, ¢e neuradno ovrednotimo medalje in pohvale, ki so jih prejeli tek-
movalci posameznih drzav. Letosnji osvojeni medalji in pohvali nas na
taki lestvici uvrséajo relativno visoko, saj si skupaj s Stirimi drzavami
delimo 22. — 25. mesto. Tekmovalci 19 drzav niso prejeli nobene medalje
ali pohvale.

Naslednja, 33. mednarodna fizikalna olimpiada, bo od 14. do 23. julija
2002 v Bandungu v Indoneziji.

Ciril Dominko

POVRATNI REBUS — Resitev s str. 133

Sneg na T — TANGENS.
Marke Bokalié
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KAKO DO ENACBE SENCE?

Zadajmo si nalogo, da zelimo ugotoviti, po kaksni krivulji se premika
konec sence, ki jo vrh navpiéne in od Sonca osvetljene palice med dnevom
meée na vodoravno ravnino. To je precej zahtevna naloga. Da bi jo
resili, je treba nekaj vedeti o vektorjih in o sekanju ravnine in pokonénega
dvojnega kroznega stozca.

S sekanjem ravnine in plascéa pokonénega dvojnega kroznega stozca
namre¢ dobimo kot presek krivulje drugega reda, imenovane stoznice
(kroznica, elipsa, parabola, hiperbola), to pa so prav tiste krivulje, ki
jih ob sonénem vremenu opisujejo konci senc navpiéno postavljenih pred-
metov v razliénih krajih na Zemlji (slika 1).

Slika 1. Sekanje ravnine in plaiéa pokonénega
dvojnega kroznega stozca. Za presek dobimo:
a — kroznico (ravnina seka dvojni stoZec
pravokotno na os),
b — elipso (ravnina seka dvojni stozec po-
Sevno na os),
¢ — parabolo (ravnina seka dvojni stoZec
vzporedno s stranico),
¢ — hiperbolo (ravnina seka dvojni stozec
vzporedno z osjo).
Opomba. Ce ravnina seka dvojni stozec skozi
vrh V', dobimo za presek sekajoéi se premici.

é

Vpeljimo prostorski pravokotni koordinatni sistem z izhodiséem v
vrhu V' dvojnega pokonénega kroznega stozca z odprtino 2¢, kar je kot
ob vrhu osnega preseka stozca (slika 2).

Najprej nas zanima enacba plaséa pokonénega dvojnega stozca. Izpe-
ljemo jo takole: Naj v poljubno tocko 7'(x, y, z) plaséa stozea kaze krajevni
vektor r = (x,y, z) = xt + yj + zk, krajevni vektor rg = (0,0, z5) pa naj
lezi v osi stozca in naj kaze v pozitivno smer osi z (navpiéno navzgor). Ko
zavzamejo komponente z,y,z vektorja r vse vrednosti od —oo do +oc,
konica vektorja r opiSe ves plasé pokonénega dvojnega stoZca. Njegovo
enacbo dobimo s skalarnim produktom vektorjev r in rq, torej v - rg =
= (z.9,2) - (0,0,20) = r-rgcosa. Velja zzy = rrgcosa. Ker je rg = 2o,
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sledi z = rcosa 0z. 22 = r? cos? a ali 22 = (z%24+y? +22) cos? a. To enaébo

preoblikujemo najprej v z2(1 — cos® @) = (22 + y?) cos® a in konéno v
9 1

= i 2,8
= ta.nza(m + ).

Tako smo zapisali ena¢bo ploskve, to je enac¢ho plaséa pokoncénega dvoj-
nega kroznega stozca z odprtino 2a.

T0(0,0,z0)

Fl=r=\22+12+2°
[Tol =m0 =20

T-To=7- 7y Ccosq

Slika 2. K izpeljavi enacbe plaséa dvojnega pokonénega kroznega stozca.

Naj ima ravnina, ki je vzporedna z ravnino zy, enacbo z = v (v naj
pomeni visino, ki je konstantna). Presek te ravnine in plasca dvojnega
stozca dobimo z resitvijo sistema enacb 2% = —L—(2* +y?) in z = v.
V enacbo ploskve preprosto vstavimo v namesto z in dobimo v? tan? o =
= z2+4y? ali 224y? = p?, ée je p = vtan . Presek je kroznica s polmerom
p. Podobno bi lahko dokazali, da so preseki dvojnega stozca z drugace
potekajocimi ravninami druge stoznice (elipsa, parabola in hiperbola), kar
pa ni nas namen.

V nagih krajih vzide vsak dan Sonce zjutraj na vzhodnem delu ob-
zorja, je najvisje opoldne na jugu in zaide zveter za zahodni del obzorja.
Navidezno dnevno gibanje Sonca poteka (okrog nebesne osi) po nebesnem
vzporedniku z deklinacijo 4, kakor imenujemo kotni odmik nebesne tocke
od nebesnega ekvatorja. Deklinacija Sonca se med letom spreminja. Ko je
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njegova deklinacija § = 0 (enakonocje), lezi Sonce na nebesnem ekvatorju,
za 6 > 0 je Sonce nad nebesnim ekvatorjem na severni nebesni poluti (od
spomladanskega do jesenskega enakonocja), za § < 0 pa pod ekvatorjem
na juzni nebesni polkrogli (od jesenskega do spomladanskega enakonoéja).
Sonce se torej vsak dan navidezno giblje po plaséu dvojnega kroznega
stozca, katerega os je usmerjena v severni nebesni pol P (tik ob njem lezi
zvezda Severnica), odprtina stozca 2a pa je 2(90° — §), kar nazorno kaze
slika 3.

V vrh navpicne palice (stozca) z visino v postavimo izhodisée prostor-
skega koordinatnega sistema. Os x usmerimo proti severu N, os y proti
zahodu W, os z pa navpiéno navzgor proti zenitu Z. Severni nebesni pol
P lezi v ravnini NSZ, visinski kot severnega nebesnega pola, to je kot
med vodoravno ravnino in smerjo proti severnemu nebesnemu polu, pa
je po definiciji enak zemljepisni Sirini ¢ opazovaliséa na severni zemeljski
poluti, torej <NOP = .

Naj dolocenega dne krajevni vektor r = (x,y,2) kaze v Sonce, ki
je v dologeni tocki R na plaséu dvojnega stozca, vektor vy = (z0,0, zp)
pa tako in tako kaze v pol P. Skalarni produkt teh dveh vektorjev je
rerg = r-rgeos(90° — §). Sledi (z,y,2) - (20,0,29) = 7 - rgsind oz.
xxo+ 229 = rrgsind. Nadalje je .'Li—g + zfﬁ =rsind ali xcosp+ zsinp =
= rsind. Zadnjo enacbo kvadriramo, upostevamo r? = 22 + y? + 22 in
dobimo

(xcos  + zsin p)? = (2 4+ 3% + 2%) sin®§ . (1)

Pravkar smo zapisali enacbo plaséa dvojnega stozca, po katerem se Sonce
navidezno giblje med letom. Na splosno za vse kraje na Zemlji velja
—90° < ¢ < +90°, za vse datume med letom pa —23,5° < § < +23,5°
(glej prispevek Deklinacija Sonca, Presek 27 (1999/2000), 22).
Vodoravna ravnina, na kateri opazujemo senco, ima enacbho z = —v.
Presek te ravnine in plaséa dvojnega stozca z enacbo (1) je stoznica,
ki prikazuje, kako se konec sence od Sonca osvetljene navpicéne palice
(pokonénega stozca) dolocenega dne premika po vodoravni ravnini. Da
dobimo enac¢bo stoznice, v enac¢ho (1) vstavimo z = —v. Dobimo

(zcosp — vsing)? = (22 + y® +v?)sin? 6.

To pa je splosna oblika enacbe iskane stoznice, ki jo v doloéenem casu
(6 = 46(t)) in kraju z zemljepisno Sirino ¢ na vodoravni ravnini popise
konec sence. Za vsak par vrednosti ¢ in § (glej omejitve spredaj) dobimo
drugacno stoznico.
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Slika 3. K izpeljavi enacbe plasca dvojnega kroznega stozca, katerega os je usmerjena
proti severnemu nebesnemu polu. Presek tega plaséa in vodoravne ravnine, ki gre skozi
nozisée navpiéne palice (osnovno ploskev stozca), je v splosnem stoznica.

Slika 4. Senca navpiéne palice (gno-
mona) ob treh znacilnih datumih za
nase kraje — teorija.

Praksa: Naslovnica prikazuje moja
opazovanja sence, ki sem jih opravil
na ravninici pred domaéo ¢esnjo na
Gorenjskem in so trajala veé kot
poldrugo leto. Prikazano je premi-
kanje konca sence navpicéne palice (z
leve) ob boziéu, sredi oktobra, ob
enakonocju, ob kresu.

enakonotje

=

S
5
S
$
S,

O gnomon

Na prvi pogled se zdi ena¢ba sence precej zapletena, v resnici pa
ni, posebno ¢e imamo racunalnik in primerno programsko orodje, npr.
Derive ali Origin. Enacbo sence (eksplicitno obliko funkcije) vnesemo v
racunalnik, odtipkamo doloceno vrednost za ¢ (zemljepisna Sirina kraja)
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in doloceno vrednost za § (deklinacija Sonca za dolocen dan v letu) ter
senco lahko opazujemo na zaslonu racunalnika.

Za kraje v Sloveniji lahko za zemljepisno Sirino vnesemo kar 45°
ali 46°, za druge kraje pa podatek za zemljepisno Sirino poiscemo na
zemljevidu. Podatek za deklinacijo Sonca dobimo v vsakoletnih astro-
nomskih efemeridah (koledarjih), pri nas v publikaciji Nase nebo (DMFA
Slovenije).

Za zakljucek si oglejmo (brez racunalnika) tri tipi¢ne primere premi-
kanja sence.

i) Senca na severnem zemeljskem polu
Tu velja ¢ = 90° (cosg = 0, singp = 1). Enacba sence dobi obliko
v? = (22 +y? +0?)sin®§ ali 22 + 32 = p?, kjer je p = v cot § polmer
kroznice. Ob kresu (6 = 23,5°) se na severnem zemeljskem polu
konec sence premika po kroznici s polmerom p = wvcot 23,5°. Ob
enakonoéju (6 = 0) pa sence ni (zakaj ze?).

ii) Senca na ekvatorju
Tu je 220 (cosp = 1, sing = 0). Enacbo preoblikujemo v

. .

I

75 — oz = 1, kar je enacba hiperbole. Konec sence se premika
po hiperboli vse dni v letu, razen ob enakonocju, ko je © = 0, torej os
y oz. premica, ki gre skozi podnozisée palice v smeri od zahoda proti

vzhodu.

iii) Senca pri nas
Je v splognem hiperbola (izpelji enacbo), razen ob enakonocju, ko je
premica z enacho x = vtan ¢ (slika 4 in fotografija na naslovnici).

Vaje
Po kaksni krivulji se premika konec sence, ki jo od Sonca obsijana navpiéna
palica z visino v mece na vodoravna tla v krajih na:
1. severnem zemeljskem polarniku (¢ = 66,5°)
— ob kresu
— ob enakonocju

2. severnem zemeljskem povratniku (@ = 23,5%)
- ob kresu

- ob enakonocju
3. geografskem vzporedniku s ¢ = 80°
— ob kresu
~ ob bozicu
Poskusaj senco vsaki¢ racunalnisko natisniti.
Marijan Prosen
Resitve vaj so na str. 173.
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42. MEDNARODNA MATEMATICNA OLIMPIADA

V Washingtonu v Zdruzenih drzavah Amerike je bila v sredini julija
42. matematicna olimpiada, na kateri je sodelovalo 461 tekmovalcev iz
82 drzav. V slovenski ekipi so bili tekmovalci Aleksandra Franc s 1. gim-
nazije v Celju, Mojca Miklavec s Skofijske klasi¢ne gimnazije Ljubljana,
Andrej Kosmrlj, Sergej Omladié, Matija Pretnar in Klemen Sivic — vsi z
Gimnazije Bezigrad, ¢lan mednarodne tekmovalne komisije Darjo Felda s
Fakultete za elektrotehniko ter vodja ekipe Matjaz Zeljko s Fakultete za
matematiko in fiziko.

Ekipa je prispela v Washington nekaj dni pred tekmovanjem. Dneve
smo preziveli v prijetnem okolju Univerze George Mason, kjer je bilo
kasneje tudi tekmovanje. Kot obi¢ajno so se tekmovalci v dveh zaporednih
tekmovalnih dneh spoprijeli s po tremi nalogami dnevno, za kar so imeli
vsak dan na voljo po §tiri ure in pol.

Po napornih tekmovalnih dnevih so si tekmovalci ogledali se nekaj
lokalnih znamenitosti in se z avtobusi podali na celodnevni izlet v Balti-
more.

Med tekmovalnimi nalogami sta bili tudi naslednji dve:

1. Naj bo O sredisée ocrtane kroznice ostrokotnega trikotnika ABC' in
P nozisce visine iz A na BC. Predpostavimo, da velja <BCA >
> <ABC + 30°.

Dokazi, da velja <«CAB + <COP < 90°.

2. Naj bo n liho celo stevilo, vecje od 1, in naj bodo ky, ks, ..., k, dana
cela §tevila. Za vsako izmed n! permutacij a = (a1, as,...,a,) stevil
1,2,...,n naj bo

S(ﬂ.) = i ."c,-ai %
t=1

Dokazi, da obstajata taki permutaciji b in ¢, b # ¢, da je n! delitelj
razlike S(b) — S(e).

Ekipa Slovenije se je na letosnji olimpiadi sréno borila, vendar en
teden predavanj v januarju in nekajdnevne priprave na samem prizoriscu
olimpiade niso mogli nadomestiti odsotnosti celoletnih priprav. Prvikrat
doslej smo se domov vrnili povsem praznih rok.

Nastop na olimpiadi so v veliki meri omogo¢ili Ministrstvo za Solstvo,
znanost in Sport in sponzorja Hermes Softlab iz Ljubljane ter Mura iz
Murske Sobote.

Matjaz Zeljko
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ZLAGANJE KOVANCEV — Resitev s str. 23

Izracunajmo najprej vodoravno razdaljo med srediscema dveh zaporednih
kovancev. Polmer prvega kovanca oznac¢imo z R, polmer drugega pa z r.

&~ X —>

Po Pitagorovem izreku (glej sliko) velja
(R+7r)2 =22+ (R-7)2.
Od tod sledi

z=(R+r)2—(R—r)2=2VRr.

Kovanci v nalogi imajo po vrsti premere 22, 26, 24, 22, 20, 18 in 16
milimetrov. Ce za zaporedne pare kovancev uporabimo zgornjo formulo
in pristejemo Se polmer prvega in zadnjega kovanca, dobimo, da je Sirina
razvrstitve kovancev iz besedila naloge enaka

11 + 2v11-13 + 2v13-12 4+ 2v/12-11 +
+ 2v11:10 + 2v10:9 + 2498 + 8 = 147.795mm.

Naj opozorim, da zgornje sklepanje ni pravilno, ¢e se polmeri kovancev
moéno razlikujejo. Tedaj je namreé moé manjse kovance postaviti med
vecje kovance tako, da ne vplivajo na §irino razporeditve. V prostor med
dva enako velika kovanca je npr. mo¢ vstaviti kovanec, katerega polmer je
enak ¢etrtini polmera obeh veéjih kovancev; med kovanca, katerih polmera
sta v razmerju 1 proti 4, pa je mo¢ vstaviti kovanec, katerega polmer je
enak % polmera manjsega od obeh kovancev.

Drugega dela naloge sem se lotil z racunalnikom. Vseh razvrstitev
kovancev je 7! = 5040, torej ne zelo veliko. Napisal sem program, ki je
generiral vse razvrstitve in za vsako na zgoraj opisani nacin izracunal,
kaksno Sirino ima. Generiranje razvrstitev ni prav zapletena naloga. V
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resnici je to enak problem kot generiranje permutacij. Kodo podprograma
v programskem jeziku C, ki s pomoéjo rekurzije zgradi vse permutacije,
lahko najdete npr. v knjigi C naj bo, naloga 6.11.

) 146.140 mm >
50 EINNS o )/20 1\
°¢AR>"“ d"’omﬁ" OLMU" GMR-@ ToLp® /|

e

S programom sem ugotovil, da obstajajo stiri razvrstitve z najmanjso
§irino. Njihova Sirina je priblizno 146.410 milimetra, slab milimeter in
pol manj kot pri razvrstitvi z zacetka naloge. Ena od teh razvrstitev je
prikazana na zgornji sliki. Preostale tri dobimo z medsebojno zamenjavo
kovancev za 1 in 10 tolarjev (ta dva kovanca imata enak premer) ter z
zrcaljenjem prek navpiéne simetrale razvrstitve. Vse druge razvrstitve so
vsaj za dve stotini milimetra SirSe (to me je prepricalo, da sem kljub
morebitnim zaokrozitvenim napakam med rac¢unanjem res nasel prave
reditve).

Martin Juvan

TRI SKATLE

Pravokotnik s stranicama v razmerju 5 : 3 razrezi na tri (pa samo na tri)
kose tako, da bo vsak od njih mreza odprte kockaste skatle, t.j. povrsja
kocke brez ene stranske ploskve.

o

Marija Vencelj
Resitev je na str. 157.
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O PRIBLIZKIH ZA STEVILO =

V prvi stevilki tekocega letnika Preseka je Peter Petek zastavil zanimivo
nagradno nalogo o iskanju najboljsega priblizka za Stevilo = ob omejitvi,
da je priblizek izrazen le z naravnimi stevili, seStevanjem, mnozenjem in
najve¢ dvema kvadratnima korenoma. Priznati moram, da sprva nisem
opazil, kako premisljeno so izbrane omejitve. Naj vam pojasnim, zakaj
trdim, da so omejitve izbrane premisljeno.

Od stirih osnovnih racunskih operacij sta dovoljeni le dve. Deljenja
in odstevanja ne smemo uporabiti. Zakaj ne smemo uporabiti deljenja, ni
tezko ugotoviti. Ce bi dovolili deljenje, bi lahko naredili vsa pozitivna ra-
cionalna stevila (ulomke), z njimi pa se lahko poljubno priblizamo stevilu
. Najbolj znana tovrstna priblizka za 7 sta ulomka 3.{3 in ?—?—3 Prvi je
od 7 veéji za dobro tisoéino in éetrt, drugi pa za nekaj manj kot 3-1077.
Dobre priblizke za  z (relativno) majhnimi imenovalci dobimo s pomo¢jo
veriznih ulomkov. Poleg ze omenjenih dveh sta taka Se npr. 2248 in
—%23%"3 Drugi je od 7 vecji za manj kot 3 - 107!, Ve¢ o veriznih ulomkih
in sorodnih temah iz teorije Stevil lahko preberete v knjigi J. Grassell,
Diofantski priblizki, ki je pred leti izsla v zbirki Knjiznica Sigma.

Nekoliko tezje se je prepricati, da nam tudi odstevanje (skupaj z enim
kvadratnim korenom) omogoca dobiti poljubno dobre priblizke za 7. Velja
namrec naslednja trditev, ki jo navajam brez dokaza.

Za vsako iracionalno stevilo a je mnozica stevil {na — |na| | n € IN}
“gosta” v intervalu [0, 1]. Pri tem |na| oznaéuje celi del izraza na.

Trditev torej pravi, da lahko za vsako stevilo 2 € [0,1] in vsako Se tako
majhno stevilo £ > 0 najdemo tako naravno Stevilo n, da se Stevilo
na — [na| po absolutni vrednosti razlikuje od = za manj kot . Ker je
V/2 iracionalno tevilo, iz trditve sledi, da 7ze mnozica §tevil {m\/§ —n |
m, n € IN} vsebuje poljubno dobre priblizke za 7. Ce m in n izbiramo med
stevili do 1000, sta najboljsa 10v/2 — 11, ki je od 7 veéji za priblizno 5.4 -
1074, in 418+/2 — 588, ki je od ™ manjsi za okoli 3.2-10~*. Seveda lahko
namesto v/2 vzamemo kvadratni koren kateregakoli drugega naravnega
Stevila, ki ni popolni kvadrat.

Ostane $e omejitev o uporabi najveé dveh kvadratnih korenov. Ce
bi smeli uporabiti neomejeno mnogo kvadratnih korenov, bi zopet lahko
dobili poljubno natancen priblizek za w. To vidimo na primer takole:
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Zaénemo z intervalom od Stevila @ > 1 do malo veéjega Stevila a + .
Ce vsa stevila z intervala kvadriramo, dobimo interval od a® do (a +
+ €)%, Novi interval je vsaj Se enkrat daljsi od zacetnega, saj je (a +
+€)? —a® = 2ac + % > 2. Ce kvadriranje ponavljamo, po nekaj
korakih dobimo interval z dolzino vsaj 1. Tak interval pa vsebuje neko
naravno tevilo. Ce to §tevilo sedaj korenimo tolikokrat, kolikorkrat smo
kvadrirali zacetni interval, dobimo Stevilo, ki je od a ve¢je kveéjemu za
e. Preprost priblizek opisane oblike, ki ga dobimo z zaporedno uporabo
treh kvadratnih korenov, je osmi koren iz 9489. Od 7 je veéji za manj kot
2-107% in je tako kar precej natanénejsi od najboljsega priblizka, ki ga
lahko dobimo z uporabo le dveh kvadratnih korenov. Zanimivo je tudi,
kako lahko le z nekaj kvadratnimi koreni dobimo zelo natanc¢ne priblizke
za 7. Tako se 1024. koren (tega dobimo z 10 zaporednimi kvadratnimi
koreni) iz celega dela stevila 7'%%* od 7 razlikuje za manj kot 107512, kar
je res zelo zelo malo. Naj e omenim, da je stevilo, ki nastopa pod koreni,
w1924 ogromno, saj ima kar 510 desetiskih Stevk.

In zakaj sta bila v nalogi dovoljena ravno dva kvadratna korena? Ce
dovolimo le enega, je naloga prelahka in zato ne preve¢ zanimiva. Ce
pa dopustimo tri korene (ali morda celo kaksnega vec¢), pa je razliénih
oblik izrazov, ki jih lahko sestavimo iz njih, Ze kar preve¢ za “udobno”
reSevanje. Omejitev na dva korena je torej ravno pravénja, da je naloga
zanimiva, a ne pretezka.,

Ena od moznosti, ki bi jo morda tudi lahko dopustili v nalogi, bi
bila uporaba visjih korenov, na primer kubiénih, cetrtih itd. Naj samo
omenim, da je najboljsi priblizek za 7, ki ga lahko dobimo z uporabo enega
kubiénega korena, kar tretji koren iz 31 (ta je od m manjsi za dobri dve
desettisocini). Seveda pa bi bilo to se vedno samo iskanje priblizka, saj
stevila 7 ni moé¢ izraziti s konénim Stevilom osnovnih ra¢unskih operacij
in korenov nad naravnimi §tevili. Celo veg, tevilo 7 je transcendentno,
kar pomeni, da ni ni¢la nobenega polinoma, katerega koeficienti so cela
(ali pa racionalna) stevila. Dokaz tega dejstva je leta 1882 naSel nemski
matematik Lindemann (in dokaz ni prav preprost).

Gotovo ste med branjem ugotovili, da stevilskih primerov, ki sem jih
navedel, nisem izracunal s svinénikom in papirjem, pa tudi ne z navadnim
rac¢unalom. Uporabil sem osebni racunalnik, pri racunanju pa sem si
pomagal s programskim paketom Mathematica, ki je med matematiki kar
priljubljen, poleg numeriénega racunanja pa zmore se marsikaj drugega.

Martin Juvan
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POBLISKUJOCA MORSKA GLADINA

Na rahlo vzvalovanem morju zaman iS¢emo sliko sonca, kot jo vcasih
opazimo s ¢olna na jezerski gladini. Opazimo le pobliskujoéo vodno
gladino. Morje ne odbija son¢nih zarkov tako kot ravno zrcalo. Tudi
ko je skoraj povsem mirno, vidimo namesto ostre slike sonca le bolj ali
manj §iroko, svetlo, pobliskujoéo progo. Ta je Se posebno znagilna, ko
sonce zahaja, saj se razteza od obale do obzorja (glej ¢lanek P. Gosarja:
Odboj svetlobe na vodni gladini, Presek 9 (1982/82) 34).

Pojava ni tezko razumeti, ce si predstavljamo valovito morsko gladino
kot mnozico majhnih ravnih zrcalc, ki ne lezijo v isti ravnini. V nekem
trenutku so nekatera nekoliko nagnjena, da se pravokotnica nanje nakloni
proti opazovaleu nad gladino, pri drugih od njega, spet pri tretjih na levo
ali desno. Poblisk vidimo le tedaj, ko nam izbrano zrcalce za hip usmeri
son¢ne zarke naravnost v oko. Tedaj je za kratek ¢as izpolnjen pogoj,
ki sledi iz odbojnega zakona: vpadni kot, ki ga tvori zarek od sonca
s pravokotnico na zrcalce, je enak kotu, ki ga tvorita ta pravokotnica in
premica skozi oko in zrcalce. Za pobliske, ki lezijo v navpic¢ni ravnini sonca
in opazovalca, lahko izracunamo kot med vpadnim in odbitim zarkom.
Potrebno je le poznati kot med navpiénico in smerjo sonca na nebu ter
kot med navpiénico in smerjo, kjer opazimo poblisk. Slednjega brez tezav
izratunamo, ¢e poznamo visino opazovalca h, merjeno od gladine, ter
razdaljo [ od to¢ke na morju, natanéno pod opazovalcem, do tocke pobliska
(glej sliko 1). Kljub povsem nepredvidljivemu valovanju morske gladine
mesto pobliska razkrije nagnjenost zrcalca ter kot med vpadnim in odbitim
zarkom. Ta kot je pomemben, ¢e opazujemo gladino skozi polarizacijska
ocala.

Odbito valovanje je namre¢ polarizirano, ¢e tvorita odbiti in lomljeni
zarek, ki nadaljuje pot v vodi, pravi kot. Vpadni kot ap, pri katerem
se to zgodi, je Brewstrov kot (glej sliko 2). Odbito valovanje je polarizi-
rano vodoravno, torej tako, da niha elektriéna poljska jakost v vodoravni
ravnini. Ce opazujemo morsko gladino skozi polarizacijska ocala, ki te
svetlobe ne prepuscajo, na doloceni razdalji ne bomo videli pobliskov,
temvec le svetlobo, ki prihaja z dna. Na sliki na III. strani ovitka to lepo
vidimo. Leva fotografija je posneta s polarizacijskim filtrom, ki prepusca
polarizirano svetlobo z elektri¢no poljsko jakostjo v vodoravni ravnini. Na
desni fotografiji pa smo filter zasukali za 90°. Povsem jasno vidimo, da
na doloceni razdalji od obale pobliskov ni, na krajsi in ve¢ji razdalji pa
se njihova svetlost povecuje. Slika se posreéi le, ¢e fotografiramo z mesta,
ki je dovolj visoko nad gladino. Najbolje bi se posrecila taka fotografija
iz letala. NaSa je bila posneta z okna hotela na robu visoke peéine na
slovenski obali.
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Slika 1. Opazovalec nad morjem zazna poblisk, ko je zrcalce ravno prav orientirano.
Sonéni zarki tvorijo z navpiénico kot 45°.

V grobem preverimo sliko Se racunsko. Iz lomnega zakona hitro
doloéimo Brewstrov kot. Z oznakami kotov na sliki 2 velja

sin (ap)

sin(B)

Tu je n lomni koliénik vode, za zrak pa smo privzeli, da ima lomni koliénik
enak 1. Ker tvorita odbiti in lomni zarek pravi kot, velja se

ap+90° 4+ 3 =180°.
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Slika 2. Ko vpada nepolarizirana
svetloba na zrcalce pod Brewstro-
vim kotom, tvorita lomljeni zarek L
in odbiti zarek O pravi kot. V od-
biti svetlobi niha elektriéna poljska
jakost le v vodoravni smeri.

Od tod z izloéitvijo kota 3 dobimo zvezo

tan (ag) =n.

Lomni koliénik vode je n = 1,33, zato je Brewstrov kot ap enak 53°,
Fotografirali smo v éasu, ko je bil kot med sonénimi zarki in navpicnico
45°. Interval vpadnih kotov sonénih zarkov na zrcalca, ki pobliskujejo, je
med 45/2° (zrcalce pod opazovalcem) in (45 + 45/2)° = 67,5° (za zrcalce
na obzorju). Res, interval vsebuje tudi Brewstrov kot.

Ali razumemo Brewstrov zakon? Zakaj je odbito valovanje pov-
sem polarizirano., ko tvorita odbiti in lomljeni Zzarek pravi kot? Po-
skusajmo nekoliko poenostavljeno odgovoriti na to vprasanje. Odbito in
lomljeno valovanje nastaneta zaradi sipanja vpadnega valovanja na mo-
lekulah. Predstavljajmo si vpadno nepolarizirano valovanje, sestavljeno
iz dveh komponent, ene polarizirane v vodoravni, druge pa v navpiéni
ravnini. Elektricno polje polarizira molekule. V zunanjem elektri¢nem
data. Ker elektricna poljska jakost niha, prav tako nihata teziséi in
zato molekula dipolno seva. Znacilno za dipolno sevanje je, da v smeri
nihanja sevanja ni, najve¢ pa ga je v pravokotni smeri (glej sliko 3). Pri
vpadu navpi¢no polarizirane komponente pod Brewstrovim kotom nihajo
tezisca v smeri gledalca, zato le-ta sipanega valovanja ne vidi. Vidi pa

pravokotno na njegovo smer.
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Slika 3. Dipolno sevanje je najmoénejie, ko 1

tezis¢éi pozitivnega in negativnega naboja ni-

hata preéno na smer opazovanja (P). Ko opa- 1= P
zujemo molekulo v smeri nihanja (V), valova- ‘:>
nja ne zaznamo. —

Tovrstno razmisljanje pomaga, da si za dlje ¢asa zapomnimo razmere
pri odboju svetlobe na meji med dvema dielektrikoma.

Andrej Likar

KVADRIRANJE DVOMESTNIH STEVIL,
KI SE ZACENJAJO S 5

Sosedov Tim zelo rad ra¢una na pamet. Ko sem mu pred kratkim zaupala
skrivnost hitrega kvadriranja stevil, ki se konéujejo s stevko 5 (saj veste
~ kar stoji pred 5, pomnozimo z za ena ve¢jim Stevilom in produktu
pripiSemo 25), se je odzval z obéudujocim: “Uaaaun.”

Cez dva dni mi je ob srecanju ‘mimogrede’ namignil, da je iznasel
pravilo za kvadriranje dvomestnih stevil, ki se zacenjajo s 5. Seveda sem
pokazala dolzno zanimanje, zato mi je pravilo zaupal. Takole gre:

Kvadrat dvomestnega Stevila, ki se zacenja s 5, dobimo tako, da
Stevilu 25 pristejemo vrednost enic danega Stevila in tako dobljeni vsoti
pripiSemo kvadrat enic kot dvomestno stevilo. (Ce je kvadrat enic eno-
mestno Stevilo, npr. 1, 4 ali 9, moramo torej pripisati 01, 04 oziroma
09.)

Izraéunajmo npr. 572

1. korak: Zapisemo 32_, ker je 25 + 7 = 32.

2. korak: Ker je 72 = 49, pripisemo 49 in dobimo 3249. Torej je

57% = 3249.

Tim je iz zepa potegnil Se dokaz, da je njegov postopek pravilen. Na
listku je imel zapisane kvadrate vseh dvomestnih &tevil, ki se zacenjajo s
5, izracunane dvakrat. Enkrat z Zzepnim racunalom, drugi¢ po njegovem
pravilu. Obakrat je dobil enake rezultate.

Nalogi za vas:

1. 'V splosnem premislite, zakaj Timovo pravilo deluje.
2. Ali tudi pri kaksni drugi stevilski osnovi velja podobno pravilo? Kdaj
in kaksno?

Marija Vencelj
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POLKRALJICE

Polkraljica je (izmisljena) Sahovska figura, ki je po moéi med trdnjavo in
pravo kraljico. Pravzaprav poznamo dve vrsti polkraljic, bele in érne.
Bela polkraljica napada vsa polja v svoji vrstici, vsa polja v svojem
stolpeu in vsa polja na naraséajoci diagonali, na kateri stoji. Podobno
érna polkraljica napada vsa polja v svoji vrstici in v svojem stolpcu ter
ge vsa polja na padajoci diagonali, na kateri stoji. Napadena polja za obe
vrsti polkraljic so prikazana tudi na spodnji sliki.
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Na sahovnico velikosti n x n je vedno mo¢ postaviti n trdnjav tako, da
nobena ne napada nobene druge (in sicer na n! razliénih na¢inov). Ce je
n # 2,3, potem obstaja tudi taka postavitev n kraljic. Vsaka postavitev n
kraljic pa dolo¢a 2" razliénih postavitev n polkraljic (vsako kraljico lahko
spremenimo v belo ali v érno polkraljico). Poleg tega pa obstaja tudi
mnogo postavitev polkraljic, ki jih ne dobimo tako, da kraljice spremenimo
v polkraljice (taka je npr. postavitev érnih polkraljic po glavni naraséajoci
diagonali sahovnice).

V nalogi nas bodo zanimale postavitve polkraljic, pri katerih nobena
polkraljica ne napada nobene druge. Natancneje, zanimalo nas bo, na
koliko razliénih naéinov lahko na sahovnico velikosti n x n postavimo k
belih in n — k& érnih polkraljic tako, da nobena ne napada nobene druge.
S poskusanjem hitro najdemo naslednje vrednosti:

velikost sahovnice 1x1 w2 3x3

gtevilo belih polkraljic| 0 1 o1 2 B 1 2 8

stevilo postavitev i | 1 0 1 3 2 2 8
—— | ——— | —
2
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Iz tabele razberemo, da ne obstaja “miroljubna” postavitev ene bele in
ene crne polkraljice na sahovnico velikosti 2 x 2. Morda ste v gornji tabeli
opazili tudi nekaj simetrije. Za izbrani n je namre¢ vrednost pri k enaka
tisti pri n—k. To ni slucaj, saj nam zrcaljenje prek vodoravne (ali pa prek
navpiéne) simetrale Sahovnice prevede “miroljubno” postavitev k belih in
n — k érnih polkraljic v “miroljubno” postavitev n — k belih in & ¢rnih
polkraljic.

Sedaj pa k vprasanju. Sprasujem vas, na koliko razliénih na¢inov
je mo¢ na obi¢ajno sahovnico velikosti 8 x 8 postaviti 8 polkraljic tako,
da nobena od njih ne napada nobene druge. Naj vas opozorim, da je
iskanih postavitev veliko, saj lahko ze kraljice postavimo na 92 razliénih
nacinov, vsaka postavitev kraljic pa doloca kar 256 razliénih postavitev
polkraljic. Zato vam predlagam, da se naloge lotite z racunalnikom. Za
izhodisce lahko vzamete racunalniski program, ki poisce vse postavitve
kraljic na Sahovnico, in ga ustrezno prilagodite. Tak program, napisan v
programskem jeziku C, je npr. reditev naloge 5.16 v knjigi C naj bo.

Martin Juvan

PRERAZPOREDI STEVILA

Naravna stevila od 1 do 9 so razporejena po robu trikotnika na sliki tako,
da je vsota Stevil na posamezni trikotnikovi stranici enaka 20. Ali lahko
prerazporedimo Stevila tako, da bo vsota stevil na vsaki stranici enaka
177

Marija Vencelj
Resitev je na str. 174.
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KRIZANKA “CLENI RACUNSKIH OPERACIJ”
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TLAK POJEMA Z VISINO

Vprasanje, kako v kapljevini in v plinu tlak pojema z vi§ino, pripelje do za-
nimivih sklepov, ¢e smo pripravljeni malo ra¢unati. Pri tem si pomagamo
z zepnim racunalom. Rezultati, dobljeni za molekule v plinu, veljajo
tudi za velike delce, ki lebdijo v kapljevini in ki jih je mogoce videti z
mikroskopom. Ti rezultati so imeli pomembno vlogo v razpravi o obstoju
atomov in molekul pred devetdesetimi leti.

V mirujoci tekocini tlak pojema z narascajoco visino ali narasca z
narascajoco globino. Tega se dobro zavedajo tudi potapljaci. Tlak naraste
za 1 bar, ko se potopijo za 10 m (1 bar = 10° N/m? je priblizno enak
zracnemu tlaku na morsko gladino; enota za tlak v mednarodnem sistemu
je N/m? ali pascal). Da pojasnimo to, si v vodi predstavljajmo navpiéno
prizmo s spodnjo osnovno ploskvijo S v visini 2y in zgornjo v visini 2. Na
spodnjo osnovno ploskev deluje sila vode Sp(zp) navpiéno navzgor in na
zgornjo sila vode Sp(z) navpiéno navzdol. Prizma miruje, zato je vsota
teh dveh sil in teze prizme mg = pSzg, ki deluje navpicno navzdol, enaka
ni¢. g =10 m/s? je tezni pospesek in p = 10% kg/m?® gostota vode. Iz
tega izhaja razlika tlakov

p(2) — p(z0) = —pg(z — 20) , (1)

¢e visino z Stejemo pozitivno navpicno navzgor. V globini zp = —10 m
je tlak za 10° kgm - 10 ms~2-10 m = 10° N/m2 = 1 bar vecji kot na
gladini pri z = 0. Vselej, ko se spustimo za 10 m, se tlak poveca za 1
bar. Voda se namreé zaradi povisanega tlaka le neznatno zgosti. Privzeti
smemo, da se gostota z globino ne spreminja.

V zraku lahko rac¢unamo tako le pri majhni visinski razliki. Pri
navadnem zracnem tlaku py = 1 bar meri gostota zraka pg = 1,2 kg/ m®.
Zracni tlak se zmanjsa za 1,2 kgm™ - 10 ms 2 - 10 m = 120 N/m2 od
1 bara na 0,9988 bara, ko se od visine 0 dvignemo za 10 m.

Kako visoko (z,) bi bilo ozragje, ¢e bi po vsej visini imelo gostoto, ki
jo ima pri tleh? Iz enaébe (1) sledi z, = po/pog = 10° Nm~2/1,2 kgm -
-10 ms™2 = 8330 m.

Gostota plina se zmanjsa, ko se zniza tlak, in je pri konstantni tem-
peraturi sorazmerna s tlakom. Pri tlaku 0,9988 bara v visini 10 m meri
gostota zraka 1,2 - 0,9988 kg/m?® = 1,1986 kg/m?3. Sprememba gostote je
majhna, a jo moramo upostevati, ¢e sprememba viSine ni majhna v primeri
z zr. Gostota je odvisna od tlaka in tlak od gostote. Pomagamo si tudi
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z omenjenim spoznanjem o gostoti plina pri konstantni temperaturi. Iz
p/po = p/po izhaja
Po
pl(z) = Lp(z).
Po

Zvezo vstavimo v enaébo (1) in upostevamo, da se sme visina samo malo
spremeniti. Za z vstavimo z + Az, za z; pa z:

pz+82)—p(z) _ pog,, _ Az 2)

p(z) Po 2y

Visino veéajmo v enakih korakih po Az = 10 m: v prvem od 0 na Az,
v drugem od Az na 2Az, v tretjem od 2Az na 3Az, ... v koraku N od
(N —1)Az na NAz. Lahko si mislimo, da se dvigamo po stopniséu z vi-
sokimi stopnicami. Desna stran enacbe (2) ostane nespremenjena, na levi
strani pa dobimo po vrsti p(Az) — pg, p(2Az) — p(Az), p(3Az) — p(2Az),
... p(NAZ) — p((N —1)Az). Nato zidamo:

p(Az) =po(l — Az/z,),
p(2Az) = p(Az)(1 — Az/z) = po(1 — Az/z)?,
p(3Az) = p(2Az)(1 — Az/2) = po(1 — Az/z)?,

p(NAz2) = p((N —1)Az)(1 — Az/z.) = po(1 — Az/z)V .

Z zadnjo enaébo lahko izraéunamo tlak po poljubnem korakn N v visini
z = NAz (slika 1). Narascanju tlaka ustreza geometrijsko zaporedje, e
naras¢anju visine ustreza aritmeti¢no. Lahko bi vzeli manjsi korak kot
Az = 10 m. Precej ve¢ji korak pa ne bi dal uporabnega izida. Priblizek
je tem boljsi, ¢im manjsi je korak. Tako smo tlak izracunali po korakih.

Kako se spreminja tlak, ko se dvigamo po gladkem klancu brez sto-
pnic, ugotovimo, ko si predstavljamo, da postajajo stopnice vse nizje. lz
matematike si sposodimo enaébo lim, ;0 (1 —1/2)* = 1/e = e~ !. Indeks
T — 00 pomeni, da = naraste ¢ez vsako mejo. Z e smo zaznamovali osnovo
naravnih logaritmov e = 2,71828... Zares z racunalom za (1 — 1/z)" z
x = 10, 10* in 107 po vrsti dobimo 1/2,86797, 1/2,71842 in 1/2,71828.
Vstavimo NAz = z in Nz, /z = x, pa imamo

e =m | (1- éﬂz = poe=/>". ®
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N =z P
0 0 1,0000 bar

200 2 km 0,7869 1

400 4 0,6185 -
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1600 16 0,1464
1800 18 0,1152
200020 0,0906
2200 22 0,0712

Slika 1. Odvisnost razmerja p/po, p/po ali n/ng od razmerja z/z, v ozracju pri
temperaturi okoli 20°C za korak Az = 10 m.

Enakovreden je zapis p(z) = po - 2-2/?2 na katerega naletimo véasih.
Lahko bi zapisali tudi p(z) = po - 37%/%2 in tako dalje s poljubno osnovo.
Na relaksacijski visini z, = 8330 m se zmanjsa tlak na 1/e = 0,3679
vrednosti, ki jo ima pri tleh. To je tudi povpreéna visina ozracja. Na
razpolovni vi§ini zo = 5770 m se zmanjsa tlak na polovico in na viSini
z3 = 9150 m na tretjino vrednosti pri tleh.

Eksponentna funkcija (3), do katere smo se nekoliko okorno dokopali,
je ena od najpomembnejsih elementarnih funkeij v fiziki. Nanjo naletimo
med drugim 3e pri radioaktivnem razpadanju, absorpciji svetlobe, pre-
hodnih pojavih v elektriénih vezjih. Njena inverzna funkcija je naravni
logaritem. (Mimogrede: velja e ® = 27%/12 in 25 = z.In2 ter e * =
=3"%/n3 ip 23 = 2z.In3.)

Pri dani temperaturi sta tlak in gostota p sorazmerna in gostota p je
sorazmerna z gostoto molekul n = p/m;, ée je m; masa ene molekule.
Zato tudi gostota in gostota molekul z viSino eksponentno pojemata:
p= pge_”fz" in n = nge*/*. Pri tem sta po in ny gostota in gostota
molekul v visini z = 0.

Izraz za relaksacijsko visino lahko nekoliko preuredimo, ¢e s plin-
sko ena¢bo nekoliko bolj splodno zapisemo zvezo med tlakom in gostoto:
p=pRT/M. Pritem je R = 8313 J/K splosna plinska konstanta in
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M = m1 N4 masa kilomola. Avogadrovo stevilo N4 pove stevilo molekul
v kilomolu. Z vsem tem dobimo
kT z mygz

Po 7
= = — = . !
Pog Mg " Zp kI (4)

Zr

Pri tem smo vpeljali Boltzmannovo konstanto k = R/N4. V zadnjem
razmerju je mygz potencialna energija molekule, &7 za termicno gibanje
pri temperaturi 7' tipicna energija. Relaksacijska visina doseze 124 km
za vodik, 8,91 km za dusik in 7,79 km za kisik. V ravnovesju bi se ti
plini po visini v ozracju porazdelili skladno s temi podatki, ¢e bi bila
temperatura konstantna. Temperatura v ozracju pojema z narascajoco
visino, zato racun odpove. Vseeno pa pojasni, da je Zemlja izgubila vodik
zaradi razmeroma Sibke gravitacije.

Slika 2. Veljavnost enaébe p = pRT/M v
raztopini je mogoce neposredno preskusiti.
Spodnje krajisce odebeljene cevi C je zaprto
s polprepustno opno O. V cevi je v prostor-
nini vode V' raztopljena snov z maso m - @
pri tem velja p = m/V - in maso kilomola
M. Cev je potopljena v posodo s ¢isto
vodo P. Voda skozi opno prehaja v cev, i
raztopljena snov pa ne more uhajati iz cevi.
V ravnovesju je gladina raztopine v cevi
visja kot gladina vode v posodi. Visinski
razliki ustreza osmozni tlak, ki lahko doseze
znatne vrednosti. V raztopini sladkorja, ki
vsebuje na primer 0,3 mola v litru vode,
doseze T barov. Pojav je zelo pomemben v
biologiji, saj npr. poganja vodo po rastlinah
navzgor. Odkrili so ga sredi 18. stoletja in
ga kmalu podrobneje raziskali. Leta 1886 P
je Jacobus van't Hoff ugotovil, da za razto-
pljeno snov v kapljevini velja enaka enacba
kot za plin. To je mogoge na hitro utemeljiti, ées da je raztopljena snov v ravnovesju s
svojo paro, za katero velja plinska enacba. Ueno reéemo, da se ujemata njuna kemijska
potenciala. Izvor tlaka v kapljevini pa je drugacen kot v plinu, o éemer prica to, da
velja enaéba v kapljevini le pri majhni koncentraciji raztopljene snovi.

Pomembno je, da enacbi (3) in (4) ne veljata samo za plin in za
molekule v njem, ampak tudi za snov, ki je raztopljena v kapljevini, in
njene molekule, dokler je raztopina razredéena. Molekule lahko vsebujejo
malo ali veliko atomov in imajo majhno ali veliko maso. Ne samo to,
enachi veljata tudi za vecje, z mikroskopom vidne delce, ki lebdijo v
kapljevini. Za molekule z relativno molekulsko maso 250 meri relaksacijska
viSina v raztopini 1 km, za delce, ki jih vidimo pod mikroskopom in ki



166 Fizika

imajo milijardokrat ve¢jo maso, pa meri samo mikrometer, gm, milijonino
metra ali tiso¢ino milimetra.

Sedimentacijsko ravnovesje, to je ravnovesje vidnih delcev, ki lebdijo
v kapljevini, je temeljito raziskal francoski fizik Jean-Baptiste Perrin s
svojo skupino. Podrobno je izmeril, kako se z visino spreminja gostota
kroglastih delcev, ki lebdijo v kapljevini, in dolo¢il Avogadrovo stevilo.
Ceprav so ga ze prej dolocili nekateri drugi, je bil to okoli leta 1911
pommeben uspeh. Najprej je dolgo ¢asa iskal snov, ki bi jo bilo mogoce
oblikovati v zelo majhne kroglice. Koloidne raztopine se niso obnesle, ker
so bili delei premajhni in preveé neenakomerni. Nazadnje sta se najbolje
izkazali rastlinski smoli gumi-gut, ki jo pridobivajo v Kambodzi in na
Sri Lanki, in mastiks z nekaterih grskih otokov. Perrin je smolo najprej
raztopil v alkoholu in nato dobljeno rumeno raztopino moéno razredéil
z vodo. S centrifugiranjem je loc¢il delce od kapljevine. To je veckrat
ponovil, dokler voda v okolici delcev ni bila popolnoma bistra. Delei
so bili sicer kroglasti, a niso imeli enakega polmera. Zato je kapljevino
veckrat za kratek ¢as centrifugiral in odbral delce, ki so se nakopicili dalec
od osi in med katerimi so prevladovali delci z vec¢jo maso. Z odbiranjem je
po veémeseénem delu iz kilograma gumi-guta dobil nekaj desetin grama
kroglic zelene velikosti.

Slika 3. Lega mikroskopa in stolpca kapljevine pri opazovanju z navpiéno (a) in vodo-
ravno osjo mikroskopa (b) ter delci smole v kapljevini v sedimentacijskem ravnovesju
(c). Fotografijo je Perrin dobil z mikroskopom z vodoravno osjo (b).

Skrbno je premeril gostoto smole p in dobil, npr. 1,194 g/cm3. Na
ve¢ nacinov je izmeril polmer kroglic r in zanj, npr. dobil 0,367 pm.
Neposredno merjenje zaradi uklona ni bilo natanéno. Natanéneje je bilo
mogoce izmeriti dolzino niza dotikajocih se kroglic in izracunati polmer.
Z izmerjenim polmerom in gostoto je izracunal efektivno tezo kroglice

smr®(p— p')g. to je tezo, zmanjsano za vzgon v kapljevini z gostoto p'.
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Opazoval je z mikroskopom z navpiéno ali z vodoravno osjo. V prvem
primeru je desetino milimetra globoko vdolbino v mikroskopskem stekelcu
napolnil s kapljevino, v kateri so lebdeli kroglasti delci. S tem, da je
mikroskop naravnal na doloceno globino, je lahko opazoval delce v tej
globini. Gostoto delcev je dolocil tako, da je delce v vidnem polju v
doloceni globini fotografiral in jih na fotografiji prestel. To je bilo mogoce
le, ¢e so bili delci dovolj veliki. Pri drugem naéinu pa je z dodatno zaslonko
mocno zozil vidno polje, da je malostevilne delce lahko zajel in prestel z
enim pogledom.

Pri merjenju s kroglicami iz gumi-guta s polmerom 0,212 pm je v
visini 5 pm, 35 pm, 65 pm in 95 pm v povprecju nastel po vrsti 100,
47, 22,6 in 12 delcev. Niz Stevil se priblizno ujema z geometrijskim
zaporedjem: 100, 48, 23, 11,1. Iz teh podatkov je izra¢unal relaksacijsko
vifino 42,4 pm. Z znano efektivno tezo je iz prve enacbe (4) izracunal
Boltzmannovo konstanto k in nazadnje iz nje s plinsko konstanto se Avo-
gadrovo Stevilo Ny = R/k. Pri nizu zelo skrbnih merjenj, v katerem
je v celoti opazoval 17 tiso¢ delcev s polmerom 0,367 pum, je dobil za
Avogadrovo stevilo 6,8 - 1026, Merili so z razliéno velikimi kroglicami, pri
razliénih temperaturah in z razliénimi kapljevinami, vodo in bolj ali manj
razredcenim glicerinom. Pri vseh merjenjih so dobili malo veéji ali malo
manjsi rezultat. Danes Avogadrovo stevilo 6,02 - 10%® poznamo precej
natanéneje, tako da se utegne Perrinov rezultat zdeti dokaj nenatancen.
Ob svojem ¢asu pa je bil zelo dragocen. Jean Perrin je leta 1926 za
merjenja, ki jih je izvedel med letoma 1908 in 1911, dobil Nobelovo
nagrado. V nadaljevanju bomo opisali se drugi del njegovih raziskovanj
in pojasnili, zakaj so bila ta raziskovanja tako pomebna.

Ne éisto resno. Poucevalska fizikalna revija je objavila zgodbo o komisijskem
izpitu iz fizike, na katerem je student dobil vprasanje, kako bi doloéil vidino
stavbe, ¢e ima ob¢utljiv merilnik tlaka. Student je navedel nekaj zanimivih
predlogov. Merilnik bi obesil na vrvico, ga pocasi spustil do tal in izmeril
dolzino vrvice. Merilnik bi spustil, s stoparico izmeril ¢as, ko bi udaril po
tleh, in iz asa izracunal viSino padanja. Navsezadnje bi merilnik, ki najbrz
ni poceni, dal hisniku v zameno za podatek o visini stavbe. Izpit je zdelal,
¢ef da se bo v zivljenju dobro znasel. Pa¢ ni bil student fizike, ker se zadnja
dva predloga ne skladata z zahtevo, da je treba po vaji vse naprave vrniti na
staro mesto. Bralci pa bodo na vprasanje odgovorili tako, kot je sprasevalec
pricakoval. Na vidino stavbe sklepamo po zmanjsanju zracnega tlaka, ko
prenesemo merilnik od tal do vrha. Blizu nadmorske visine 0 se na 10 metrov
visinske razlike tlak zmanjsa za 120 N/m>.

Janez Strnad
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MODULARNA REDUKCIJA IN
MERSENNOVA STEVILA

Pri racunanju z velikimi Stevili veckrat naletimo na naslednji problem:

Dani sta naravni Stevili a in m. Poiséi ostanek pri deljenju stevila a s
stevilom m.

Drugace problem zastavimo lahko tudi takole:

Poisci tako celo stevilo b med 0 in m — 1, ki je kongruentno stevilu a
po modulu m: @ =b (mod m).

Ali se drugace:

Is¢emo tako celo Stevilo b med 0 in m — 1, da bo razlika a — b deljiva z
.

Pravimo, da zelimo stevilo a reducirati po modulu m, sam postopek
pa imenujemo modularna redukcija. Problem modularne redukcije na-
stopi npr. v eni izmed najbolj znanih metod za Sifriranje z javnimi kljuéi

metodi RSA. Ker je potrebno pri uporabi metode modularno redukeijo
izvrsiti velikokrat, je hitrost njene izvedbe eden izmed dejavnikov, ki
pomembno vplivajo na hitrost celotne metode in s tem tudi na njeno
uporabnost. Ve¢ o Sifriranju z javnimi kljuéi in metodi RSA si bralec
lahko prebere v élanku M. Vencelj, Sifriranje z javnim kljuéem, Presek
22, 5t. 6 (1994-1995), str. 354-357.

Modularno redukeijo obicajno opravimo s celostevilskim deljenjem:
stevilo a delimo s stevilom m in poiséemo ostanek. Toda to je v splosnem
kar zamudna naloga, Se posebej, ¢e sta Stevili a in m veliki. Seveda si
zastavimo vpraSanje, ali znamo modularno redukcijo izvesti Se na kakSen
drugaéen, hitrejsi na¢in. Ce je modul m primerno izbran, je odgovor na
to vprasanje pritrdilen. Pa si poglejmo, kako to storimo.

Za modul m vzemimo Mersennovo stevilo, to je stevilo oblike m =
= 2K — 1, kjer je k poljubno naravno Stevilo. Zapis Stevila m v dvojiskem
sistemu je zelo preprost — sestavljen je namreé kar iz zaporedja k enic:
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Zapisimo v dvojiskem sistemu tudi stevilo a. Po potrebi bomo dvojiskemu
zapisu Stevila a na zaetku dodali nekaj nicel, tako da bo njegova dolzina
n - k znakov (bitov) za neko naravno stevilo n. Naj bo stevilo A, 4
enako Stevilu, ki ga v dvojiskem zapisu predstavlja prvih £ bitov stevila a
(gledano od leve proti desni), stevilo A,,_» stevilo, ki ga predstavlja drugih
k bitov Stevila a, in tako naprej do Stevila Ag, ki ga predstavlja zadnjih &
bitov stevila a. Stevilo a lahko sedaj izrazimo na naslednji nacin:

6=~k . LoM-RRA o 4. PFRA, L ORA, 4 A,

kjer so A, _1, A, _a,..., Ay, Ay k-bitna Stevila.

Trdimo, da je Stevilo b= A,_1+ Ap_2+ -+ A; + Ap kongruentno
stevilu @ po modulu m. Preveriti moramo torej, da je razlika a — b deljiva
z m:

e—b=00 TR L al-TRy. . )i 0
—Ap1 —Ap2—--—A1— A=

= Mg (200 - 1) A g (3PP 1) s o Ay (8% — 1) . D)

Poljuben sumand vsote (1) je oblike A;(2t% — 1) za neko naravno stevilo
t,1 <t <mn—1in ga zato lahko zapisemo takole:

A2 —1)= A, - (25 —1)- (¢ DE 422k ... 1 1) =
=Ay-m- (207Dk Lotk 4 1),

Torej je vsak sumand vsote (1) deljiv z m in zato tudi §tevilo a —b. S tem
je trditev dokazana.

Seveda se lahko zgodi, da je stevilo b veéje od m — 1. V tem primeru
enak postopek ponovimo Se enkrat, tokrat s stevilom b na mestu stevila
a. S ponavljanjem postopka prej ali slej pridemo do &tevila, ki je manjse
ali enako m — 1 in ki pri deljenju z m da enak ostanek kot a. Modularno
redukcijo smo tako izvedli s seStevanjem, ki ga lahko opravimo bistveno
hitreje kot celostevilsko deljenje.

Najveckrat — npr. pri metodi RSA — naletimo na naslednjo inacico
modularne redukeije: Imamo naravni stevili z in y, ki sta manjsi ali enaki
m — 1. Ti dve §tevili zmnozimo, produkt @ = zy pa moramo reducirati po
modulu m. V tem primeru je opisana metoda Se posebej enostavna, saj
je zapis Stevila a v dvojiskem sistemu dolg kveéjemu 2k bitov. Stevilo b je
zato enako vsoti dveh A-bitnih tevil A; in Ay. Po najveé dveh ponovitvah
zgornjega postopka bomo dobili ustrezno stevilo b, ki bo manjse od m.
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Zaradi razlicnih omejitev se izkaze, da Mersennova Stevila za metodo
RSA niso primerna. ReSitev se ponuja v tako imenovanih posplogenih
Mersennovih stevilih. To so stevila, ki so “podobna” Mersennovim stevi-
lom, kot npr. stevila oblike

e 2" — ¢, za poljubno naravno Stevilo n in fiksno naravno stevilo ¢,
e 2™ — 2™ — 1, za poljubni naravni stevili n > m,
e 24n _923n 4 927 4 1 za poljubno naravno stevilo n, itd.

Pri teh stevilih je seveda modularna redukeija nekoliko bolj zapletena kot
pri pravih Mersennovih Stevilih, je pa zato izbira teh stevil dosti vegja in
pestrejsa.

Stefko Miklavié

CRKE IN STEVILA

Vsaka ¢rka v tabeli predstavlja stevilo med 1 in 9. Razli¢ne ¢rke pomenijo
razliéna Stevila. V tabeli so podane Se vsote vrstic in stolpcev.

H| G|D|F|22

E|C|I|D|20

B H| A|C|I17

I | B |G| E|22 A|B|CDIEFGHI
191 18| 28 | 16 3) 4

Poiscite vse vrednosti posameznih érk in jih vpisite v desno tabelo. V
pomoc sta vrednosti za dve ¢rki ze vpisani v resitev.

Bostjan Jakli¢
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6 ++/15 JE NAJBOLJSI PRIBLIZEK ZA =

Ce je priblizek m-ja lahko izrazen le z naravnimi Stevili, najve¢ dvema
kvadratnima korenoma, seStevanjem in mnozenjem, je vseh moznih kan-
didatov (izrazov) za najboljsi priblizek konéno mnogo, pravzaprav celo
zelo malo. Prvopodpisani sem domneval, da so mozne samo naslednje
stiri oblike izrazov z naStetimi omejitvami:

a+vbh 0<a<4,0<b<10 (1)
a+\/b++ve, 0<a<4, 0<b<10, 0< <100 (2)
a+Vb+ve, 0<a<4, 0<be<10 (3)

a+ (b++Ve)d+e), 0<a,b,d<4, 0<c,e<10 (4)

Moznost (1) je sicer ze zajeta v (2), v (3) in v (4), ¢e so nekateri
koeficienti enaki 0, vendar jo vseeno obravnavamo posebej. MnozZenje
dveh korenov bi dalo spet en sam koren: v/avh = \/c, ¢ = ab (neko drugo
naravno Stevilo). Podobno pa velja tudi za mnozenje naravnega stevila in
korena iz naravnega Stevila (kvadrat Stevila damo pod koren in dobimo
izraz z enako vrednostjo).

Moj bivsi sosolec in kolega na Fakulteti za racunalnistvo in informa-
tiko Janez Brank je mojo domnevo potrdil z dokazom, ki ga prilagam na
koncu.

Vseh nastetih moznosti je, kljub temu, da se jih ve¢ina od 7 razli-
kuje za veé kot 1, 3e vedno tako malo, da sem jih nekaj preveril kar s
kalkulatorjem, ostale pa s programom v C-ju na osebnem ra¢unalniku.

Najboljsi priblizek oblike (1) je v/10, ki je od 7 (po absolutni vredno-
sti) oddaljen za manj kot 0.21.

Za obliko (4) so najboljsi priblizki prav tako le V10 in njegove izpe-
ljanke, npr. v2v/5.

Oblika (2) da najboljsi priblizek sploh in sicer v/6 + v/15, ki je od &
oddaljen za manj kot 0.00054.

Oblika (3) prispeva najzanimivejsi priblizek, ki sploh ni slab: v/2+/3
je od 7 oddaljen za manj kot 0.005.

Glede na to, da sva, eden absolvent ra¢unalnistva, drugi pa od nedav-
nega podiplomski student, in da sva preverila kar vse moznosti, kar najbrz
ni bil smisel naloge, meniva, da najina reSitev ne more biti nagrajena,
cetudi sva nasla najboljsi priblizek. Naloga se nama je zdela zanimiva,
zato sva se tudi lotila resevanja.
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Dokaz, da so oblike izrazov (1), (2), (3) in (4) res edine, ki
ustrezajo zahtevam naloge:

Mislimo si sintaksna drevesa, v katerih se lahko pojavljajo operatorji
+, - (oba binarna) in / (unarni), v listih drevesa pa naravna stevila.

1. Najprej opazimo, da lahko poljubno drevo, v katerem se pojavljata
od operatorjev le + in -, poenostavimo kar v navadno naravno stevilo.

2. Recimo zdaj, da se omejimo na drevesa z enim samim & -vozliscem.
Ker je N unarni operator, ima to vozlisée eno samo poddrevo. V njem
lahko od operatorjev nastopata le + in -, tako da lahko (v skladu s toéko
1) brez izgube za splosnost vzamemo, da je to poddrevo kar en sam list,
v katerem je neko naravno stevilo. Mislimo si zdaj pot od vrha drevesa
do tistega edinega Vi -vozliséa. Poddrevesa, ki izhajajo iz te poti na levi
in na desni, so ravno tako brez operatorjev J jih lahko poenostavimo

v naravna §tevila. Ce upostevamo $e komutativnost + in -, lahko drevo
preoblikujemo tako, da gre tista veja do \/‘uvoz]j:'sf':a ves ¢as na desno.
Tako dobimo izraz a; o (ag e (ago...o(a, o VD) .. .)). Vsak o predstavlja
ali + ali -. Zdaj pa upostevajmo, da lahko izrazu oblike a + v/b nekaj
pristejemo ali pa ga z nec¢im (pozitivnim) pomnozimo, pa bo ostal enake
oblike. Izraz Vb je take oblike (za a vzamemo stevilo 0), ko pa mu zunanji
operatorji Se kaj pristejejo ali ga s ¢im pomnozijo, ostane enake oblike.
Torej: drevo z enim samim ne -vozliséem nujno predstavlja izraz oblike

a+ Vb.

3. Zdaj pa si oglejmo drevesa z dvema 21/'~vozlis‘sémna. Tu loéimo dve
moznosti: ali je eno od N -vozlis¢ potomec drugega ali pa ne.

3.1. Recimo, da je eno od  /~vozlis¢ (recimo mu B) potomec drugega
(recimo mu A). Poddrevo pod A-jem v skladu s tocko 2 predstavlja neki
izraz oblike b+ /c. Skupaj z A-jem imamo torej izraz \/b+ \/c. Na veji,
ki pelje od korena do A-ja, spet poenostavimo vsa stranska poddrevesa
v naravna stevila in dobljeno izrojeno drevo preuredimo tako, da se veja
do A-ja ves ¢as premika na desno. Razmislek, kot pri tocki 2, nam zdaj
pove, da lahko izrazu oblike a + V/d, za d = \/b+ /¢, kaj pristejemo ali
pa ga s ¢im pomnozimo, pa ostane enake oblike. Torej drevo, v katerem
imamo dva gnezdena kvadratna korena, gotovo predstavlja izraz oblike
a+ b+ e

3.2. Recimo, da nobeno od , /~vozlis¢ ni potomec drugega. Naj bosta
A in B nasi _/-vozlisél, C pa njun najnizji skupni prednik. Brez izgube
za, splosnost predpostavimo, da je A v levem poddrevesu C-ja, B pa v
desnem (v C-ju seveda mora biti binarni operator, saj smo oba korena Ze
porabili, A in B pa tudi ne moreta biti v istem C-jevem poddrevesu, saj
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Je torej drevo z enim samim /- ~vozliséem in zato po tocki 2 predstavlja
izraz oblike a + vb. Ravno tako pa desno C-jevo poddrevo predstavlja
nekaj, oblike ¢ + vd. Ce je operator v C-ju +, predstavlja poddrevo s
korenom C izraz oblike a + vb + /¢ za neke nove konstante a, b in c. Ce
pa je v C-ju operator -, predstavlja poddrevo s korenom C izraz oblike (a-+
+vb)(e++/d). Preprost induktivni razmislek pokaze, da se s pristevanji in
mmnozenji, ki se dogajajo na poti od korena do C, v prvem primeru ohranja
oblika a + Vb + v/c, v drugem primeru pa oblika a + (b + /¢)(d + e).
Skratka, dobili smo ravno oblike izrazov z zacetka razmisljanja.

Ziga Ramsak, Janez Brank

KAKO DO ENACBE SENCE — Resitve vaj s str. 148

1. Upostevas p = (90° — 4), ker je § = 23,5°. Ob kresu se konec sence
premika po paraboli z ena¢bo y? = v?(cot?d — 1) — 2vcotd - z, ob
enakonocju pa po premici r = v tan .

2. Ob kresu po hiperboli, ob enakono&ju po premici.

3. Ob kresu po elipsi (skica), ob boZiéu sence ni, saj je tam tema
(polarna noc).

ante apeldne

| senca 1 m visoke palice ob kresu na BO*

Natisnjeno s programskim orodjem Ori-
gin. Ce npr. zelimo ugotoviti, kje zno-
traj elipse lezi navpiéna palica, moramo
upostevati, da je Sonce ves ¢as (dan)
nad obzorjem in da je opoldne najvise
na jugu, opolnoéi pa najnize na severu. -6 -4 -2 0 2

Marijan Prosen
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ZLAGANJE ZEMLJEVIDA

Se Se nikoli niste namuéili z zlaganjem avtomobilske karte? Potem posku-
site s tole nalogo:

Zemljevid na sliki (sami si napravite povecano kopijo iz lista papirja)
zlozite tako, da si bodo osteviléeni deli sledili v vrstnem redu od 1 do 8.
Zemljevida ne smete trgati ali rezati, dovoljeni so le prepogibi po narisanih
mejah med stranmi. Ne obupajte prehitro! Gre! Preverjeno.

Marija Vencelj

PRERAZPOREDI STEVILA — Resitev s str. 159

Vsota naravnih stevil od 1 do 9 je 45, vsota vsot stevil na trikotnikovih
stranicah v iskani razporeditvi pa 3 - 17 = 51. V drugi vsoti nastopajo
stevila v notranjosti stranic po enkrat, stevila v oglis¢ih pa po dvakrat.
Zato moramo postaviti v trikotnikova oglisca tri taka stevila, da bo njihova
vsota enaka 51 — 45 = 6. Temu pogoju ustreza le trojica stevil 1,2,3. V
nadaljevanju ugotovimo, da je stevilo 4 premajhno, da bi ga umestili na
stranico z ogliséema 1 in 2, zato lahko tja postavimo le par 5,9 ali par
6,8. Nadaljevanje je v vsakem od teh dveh primerov enoli¢no, tako da
imamo le dve bistveno razliéni razporeditvi, ki ustrezata pogojem naloge:

1 6 8 2
Marija Vencelj
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BINE IZBOLJSUJE AVTO

“Spet rdeca,” se je jezil Bine, ko je zaustavil avto pred semaforjem.
“Prehitro vozi§,” mu je ocitala Ursa. “Pri 50 km/h bi lovil zeleni val,
ti pa divjas kot zmesan.”

Bine je bil trmast in je Se naprej pritiskal na plin ter ustavljal pred
vsakim semaforjem. Jezilo pa ga je, da je ob vsakokratnem zaviranju
zavrgel nekaj energije, ki segreva zavore. Zvecer mu izumiteljska zilica
ni dala miru. Bi lahko zavrl in hkrati shranil energijo, namesto da jo je
zavrgel?

Pri krogli, ki pada na tla, se spreminja potencialna energija v ki-
neticno. Pri krogli, ki se dviga, je prav obratno; hitrost se ji zmanjsuje z
vigino. Kineti¢na energija se spreminja v potencialno. Da, tole bi lahko
bila resitev! Nad avtom postavimo npr. ogrodje s skripcem. Na vrvi visi
breme. Ko vkljuéimo zavoro, se vrv navija okoli pogonske osi in dviga
breme. Avto se ustavlja in slednji¢ ustavi. Zataknemo zavoro, da breme
ne bi sililo navzdol in premikalo avta. Posveti zelena lué. Sprostimo
zavoro, breme se spuséa in — Smentana re¢ — avto pelje nazaj. No, ce
so izumili menjalnik, bo kaj podobnega mogoce napraviti tudi za njegovo
zavoro. Potem bi peljal avto naprej in energijo bi dobili povrnjeno. Bine
je porisal nekaj papirjev in zadovoljen odsel spat.

“Naprej,” se je na trkanje odzval dr. Nula na patentnem uradu in
med vrati uzrl starega znanca Bineta. Binetov obraz je sijal, ko je polagal
porisane papirje na doktorjevo mizo. Dr. Nula je pogledal Bineta in zmajal
z glavo: “Brez racunov ne verjamem, da bo tole delovalo. Kje so?” Tako
se Je obisk zakljucil.

Bine ra¢unom ne bi bil kos, ¢e ga ne bi popoldne obiskal necak Matjaz,
ki studira fiziko. Skupaj sta se lotila dela. “Avto z maso 1000 kg vozi s
hitrostjo 50 km/h, kar je okoli 14m/s. Masa bremena na Skripcu naj
bo 100kg. Z energijo, ki jo ima avto pri tej hitrosti, lahko dvignes
stokilogramsko breme skoraj 100 metrov visoko.” Bine se je zamislil.
100 metrov visok stolp bi tezko postavil nad avto. Lahko bi ga sicer
znizal na 10 metrov in obesil 1 tono tezko utez. Tono, ki bi mu bingljala
nad glavo? Ne, to ne bo 5lo.

“Morda bi pomagala elektrika?” je tipal razocarani Bine. “Najin
avto poganja elektriéni generator. Kaj ¢e bi elektriko, ki jo daje, nekam
shranila in jo potem spet uporabila?”

“Elektriko lahko spraviva za kratek ¢as v kondenzator, za dlje ¢asa
pa v akumulator. Najbrz bi potrebovala kar velik kondenzator. Kapa-
citeta najvecjih je nekaj 1000 pF. Energija, ki jo zeliva shraniti, je okoli
10° J. Energija kondenzatorja je CU?/2, kjer je C kapaciteta v faradih,
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U pa napetost v voltih. Ce nabijemo kondenzator s kapaciteto 10* uF na
napetost 100 V, spravimo vanj le 50 J. To pa je desettisockrat premalo.
Od toliksne energije bi 60 vatna zarnica svetila le sekundo. Preostane
nama akumulator. 12 voltni akumulatorji, ki jih najdemo v avtomobilih,
zmorejo — zaokrozeno — do 50 amperskih ur. Tak akumulator nacelno
zagotavlja tok 50 amperov 1 uro ali tok 10 amperov 5 ur ali tok 1 ampera
50 ur.”

“Koliko pa potrebujeva midva, da pozeneva avto do 50 km/h?”

“Vsega skupaj 10° J, oz. 10° VAs. Pri napetosti 12V in toku 10 A
bi toliko dela dobila iz akumulatorja v malo manj kot ¢etrt ure. Dosti
vecjega toka pa akumulator ne bi zmogel. Zaloga energije je torej vec kot
zadostna, le prepocasi nama doteka iz akumulatorja. S takSnim pogonom
bi avto brezupno pocasi pospeseval.”

“Saj bi lahko vzporedno zvezala ve¢ akumulatorjev,” je skusal poma-
gati Bine. “Vsak bi prispeval 10 ali 15 amperov. Lahko bi akumulatorje
vezala zaporedno in dobila veé napetosti. V slogi je moc!”

“Potem bi v avtu zmanjkalo prostora za teto,” se je smejal Matjaz.
“Tvoja akumulatorska zavora bi bila veéja od motorja. Ce pa ze nalozis
dovolj akumulatorjev, lahko na bencinski motor kar pozabis. Izdaten
niz akumulatorjev zmore poganjati primerno mocan elektromotor. Take
avtomobile pa tako ali tako poskusajo napraviti.”

“Sama elektrika je torej odpovedala. Morda bo pomagalo nekoliko
kemije? Elektri¢éni tok, ki tece skozi nakisano vodo, le-to razdvaja na kisik
in vodik. Dobljena plina bi lahko uporabili kot gorivo za motor.”

“Mnozina sproscenega vodika in kisika je sorazmerna zmnozku toka
in ¢asa. Da do elektrolize pride, mora biti med elektrodama primerna
napetost, to je volt ali dva. Vse, kar bi bilo ve¢, bi vodo le segrevalo. Pa
vzemiva, da zavirava 5 sekund. Mimogrede, tako bi ustavila po priblizno
35 metrih. V petih sekundah morava torej pospraviti 10° J oz. vatnih
sekund. Pri napetosti 2 V pomeni to tok 10000 A.”

“To pa je precejsen tok,” je rekel Bine, ki je pred tednom prezgal
35 ampersko varovalko v zaplombiranem hisnem prikljucku in je moral
poklicati na pomoc servisno sluzbo.

“Drzi. Bakrena zica zdrzi do 4 A na vsak kvadratni milimeter preseka,
ne da bi se pri tem preve¢ segrevala in tako po nepotrebnem goltala
energijo.” Matjaz je spet pritiskal na gumbe kalkulatorja. “Primerna zica
za tok 10 000 A bi morala imeti premer okoli 56 mm. To pa je debela palica
in ne veé zica. Tezave bi bile tudi pri celici za elektrolizo. Tam bi najbrz
spravili po 1 A na vsak kvadratni decimeter elektrode. Celotna povrsina
elektrod bi morala biti okoli 100 m?. Kar pozabiva na tak pogon!”
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“Kaj, ¢e bi ...”" je rekel Bine, ¢eprav mu ni prislo na misel ni¢ veé
uporabnega. Zato je nadaljeval raziskavo kar Matjaz.

“Nekje sem bral, da so skusali kineti¢no energijo spremeniti v rotacij-
sko energijo. Recimo, da je v avtu tezko kolo, vztrajnik. Tega pozenemo,
ko se avto ustavlja. Vzemiva, da je vztrajnik zelezen valj s premerom 1 m
in visino 10 em. Tak valj bi tehtal dobrih 600 kg. To pa je preve¢ za najin
avto. StanjSala ga bova na ¢etrtino, torej na 2,5 cm, da bo tehtal 150 kg.
Ko ga pozeneva na 1200 obratov v minuti, oz. 20 obratov v sekundi, kar
zmorejo danes celo bobni s perilom v pralnih strojih, bo njegova energija
150 000 J. Zdaj lahko zmanjsava maso na 100 kg in Se vedno skladisciva
100 000 J. Imava pa Se veliko rezerve. Rotacijsko energijo lahko podvojiva,
¢e preneseva maso iz sredine na obod kolesa. Tam se giblje hitreje in veé
prispeva k celotni kineticni energiji. Vzemiva namesto valja obro¢. Ta
vskladiséi pri omenjenem Stevilu vrtljajev 200 000 J. Nadaljevanje v tej
smeri bi mogoce pripeljalo do sprejemljivih rezultatov.”

Bine je Matjazu zavidal. Kako mu gredo ra¢uni od rok! Kaj, ée bi
raje hodil z njim na predavanja iz fizike, namesto da hodi na patentni
urad?

Joze Pahor
KRIZANKA “CLENI RACUNSKIH
OPERACIJ” — Resitev s str. 160
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Tekmovanja

URNIK TEKMOVANJ V LETU 2002

podrocje Sola tekmovanje datum
matematika osnovna Solsko 21. marec
podroéno 6. april
drzavno 20. maj
srednja Solsko 21. marec
izbirno 6. april
sredozemsko april
drzavno 20. in 21. april
olimpiada 19. do 31. julij
za dijake Solsko 21. marec
srednjih podroéno 6. april
poklicnih ol drzavno 20. april
za dijake sred- | solsko 21. marec
njih tehnidkih in| podroéno 6. april
strokovnih ol drzavno 20. april
fizika 0SNOVIA Solsko 1. marec
podroéno 23. marec
drzavno 13. april
srednja podroéno 23. marec
drzavno 13. april
izbirno maj
olimpiada 14. do 23. julij
logika osnovna solsko september
izbirno oktober
drzavno november
srednja izbirno oktober
drzavno november
studentje drzavno november
matematika osnovna in drzavno 28, september
za razvedrilo srednja
racunalnistvo 0SNOVNAa solsko 29. januar
podroéno 14. februar
drzavno 6. april
srednja podroéno 14. februar
drzavno 6. april

Datumi tekmovanj so se precej spremenili glede na prejénje solsko leto,
saj so na Ministrstvu za Solstvo, znanost in Sport zahtevali, da se vsa
tekmovanja v znanju do drzavne ravni zakljuéijo do konca meseca aprila.
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Upamo, da ne bo zapletov zaradi prekrivanja matematiénih oziroma fi-
zikalnih tekmovanj z drugimi tekmovanji. Mentorje prosimo, da sledijo
novicam, ki jih objavljamo na informacijskem strezniku.

Nekaj informacij o tekmovanjih

Matematika — osnovna Sola

Tekmovanja bodo potekala v skladu s Pravilnikom o tekmovanju u¢encev
osnovne Sole v znanju matematike za Vegova priznanja. Podatke najdete
na spletni strani DMFA Slovenije (http://www.dmfa.si/). Pojasnila
dobite pri gospodu Aleksandru Potocniku na OS Bozidarja Jakca, Nus-
dorferjeva 10, Ljubljana, telefon 041-420-618, oziroma na elektronskem
naslovu “aleksander.potocnik@guest.arnes.si”.

Matematika — srednja Sola

Tekmovanja bodo potekala v skladu s Pravilnikom o tekmovanju srednje-
Solcev v znanju matematike.

Olimpijska ekipa bo izbrana na podlagi rezultatov dveh izbirnih testov
in drzavnega tekmovanja. Prvi izbirni test bo 25. januarja, drugi pa
v februarju 2002. Podrobnejse informacije dajeta gospod Darjo Felda,
Fakulteta za elektrotehniko, Trzaska 25, Ljubljana, tel. (01)-47-68-233 ali
(01)-47-68-234, in gospod Matjaz Zeljko, Fakulteta za matematiko in
fiziko, Jadranska 19, Ljubljana, tel. (01)-47-66-500, dobite pa jih tudi po
elektronski posti na naslovu “math. comp@fmf .uni-1j.si”. Koledar aktiv-
nosti najdete na spletni strani DMFA Slovenije (http://wuw.dmfa.si/).

Dijaki srednjih poklicnih Sol se lahko udelezijo matematicnega tekmova-
nja v posebni kategoriji. To tekmovanje ureja Pravilnik o tekmovanju
dijakov srednjih poklicnih Sol v znanju matematike. Ve¢ informacij o tem
tekmovanju lahko dobite pri gospe Dusanki Vrenéur, Srednja zivilska Sola,
Vodovodna 28, Maribor, tel. (02)-32-08-600, vprasanja lahko posiljate tudi
po elektronski posti na naslov “dusanka.vrencur@guest.arnes.si”.

Tudi dijaki srednjih tehniskih in strokovnih sol, ki ne obiskujejo gimna-
zijskega programa, se lahko udelezijo tekmovanja v posebni kategoriji.
Tekmovanja v tej kategoriji ureja Pravilnik o tekmovanju dijakov srednjih
tehniskih in strokovnih Sol v znanju matematike. Informacije dobite pri
gospe Sonji Perko, Srednja ekonomska Sola, Trg B. Kidriéa 3, Maribor,
tel. (02)-25-13-461, elektronski naslov “sonja.perko@guest.arnes.si”.
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Naj poudarimo, da se matematiénih tekmovanj srednjesolcev, ki jih po-
drobno ureja Pravilnik o tekmovanju srednjesolcev v znanju matematike,
lahko udelezujejo vsi srednjesolci ne glede na vrsto sole, ki jo obisku-
jejo. Seveda pa je tekmovanje v tej kategoriji podvrieno mednarodni
primerljivosti zaradi konénega izbora ekip, ki sodelujejo na mednarodnih
tekmovanjih.

Fizika — osnovna Sola

Tekmovanja bodo potekala v skladu s Pravilnikom o tekmovanju uéencev
osnovne Sole v znanju fizike za Stefanova priznanja. Dodatne informacije
dobite na spletni strani DMFA Slovenije (http://wuw.dmfa.si/) in pri
gospe Jelislavi Sakelsek, OS Ketteja in Murna, Kogirjeva 2, Ljubljana,
tel. (01)-52-44-401.

Fizika — srednja Sola

Razpis za tekmovanja v znanju fizike je objavljen na spletni strani DMFA
Slovenije (http://www.dmfa.si/). Informacije dobite pri gospodu Cirilu
Dominku na Gimnaziji Bezigrad, Periceva 4, Ljubljana, telefon (01)-3000-
400.

Matematika za razvedrilo

Vse informacije dobite v reviji Logika & Razvedrilna matematika.

Logika

Na drzavnem tekmovanju tekmujejo ucenci, ki so v éasu tekmovanja na
predmetni stopnji osnovne 3ole, dijaki srednjih 3ol in §tudenti. Sole, ki
bodo organizirale izbirno tekmovanje, se morajo prijaviti na razpis na
ZOTKS, Komisija za logiko, Lepi pot 6, Ljubljana. Druge informacije
daje gospa Mija Kordez na ZOTKS, tel. (01)-25-13-727, faks (01)-25-22-
487, elektronska posta “mija.kordez@guest.arnes.si”.

Racunalnistvo — osnovna in srednja Sola

Informacije najdete na Internetu (http://www.zveza-zotks.si) ali na
naslovu ZOTKS, Lepi pot 6, Ljubljana, tel. (01)-25-13-727 ali (01)-25-13-
743, faks (01)-25-22-487.

Darjo Felda
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21. PODROCNQ TEKMOVANJE 1Z FIZIKE
ZA OSNOVNOSOLCE

Naloge za 7. razred

1.V naértu mesta je bila parcela nenavadne oblike. Parcela je na sliki
narisana v pomanjsanem merilu 1 : 100. Izracunaj, koliko m® meri
ploscina parcele.

Namig: Eden izmed moznih nacinov je, da parcelo razdelis v tri
pasove, kot kaze slika. [Opomba: Ker ima Presek manjsi format,
pri tej velikosti slike upostevajte merilo 1:150.]

\ AN
/
e

2. Alenka je merila prostornino vode, ki je pritekla iz pipe v 7 sekundah.
Pipo je odpirala in zapirala na dva nac¢ina. Diagrama kazeta rezultata

poskusov.
1. naéin 2. naéin
] S ———— - —y 04— S——
_ o o3
3 3
o1 0,1 ]
0 i» 0 |
0 ¥ 2 3 4 5 8 7 ¢ 1 2 3 4 § 8 7
t(s) t(s)

a) Koliksna je bila prostornina vode, ki je pritekla iz pipe pri prvem
poskusu in koliksna pri drugem poskusu?

b) Koliko ¢asa je bila pipa zaprta med prvim in koliko ¢asa med
drugim poskusom? Cas poskusa je od 0 do 7 s.

¢) V koliksnem casu je Alenka natocila 1,15 1 vode, ¢e je odpirala
in zapirala pipo na drugi naéin in celoten postopek odpiranja
in zapiranja pipe ponavljala?

3. Imamo dve enaki cevi z ventiloma na spodnjem in zgornjem koncu.
Razdalja med ventiloma je 1,0 m. Spodnja ventila zapremo in v prvo
cev nalijemo do visine 0,90 m olje, v drugo do enake visine zivo srebro,
tako da je na vrhu Se nekaj zraka. Zgornja ventila zapremo in cevi
potopimo v vodo, kot kaze slika.
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a) Koliksna sta tlaka v olju ozi-
roma Zivem srebru pri spo-
dnjem ventilu in kolikSen je
tlak pri spodnjem ventilu zu- / {
naj cevi v vodi?

b) Nato vse ventile hkrati od-
premo. V katero smer steceta
olje oziroma zivo srebro? Opi-
§i in utemelji!

0,50 m

1,50 m

J b
1 1

Tekoéine se ne medajo. Zracni tlak je 1,0 bara, oo, = 8,0 N/d1n3,
o = 136 N/dm?, oyyo = 10,0 N/dm?®, cevi se pri potapljanju ni¢
ne deformirata.

Plastiéna kroglica s prostornino 1,00 em® in gostoto 1,5 g/cm? ena-
komerno pada s stalno hitrostjo 0,45 m/s v mirujoéi vodi.

a) Narisi sile, ki delujejo na kroglico, ko se giblje navzdol. Pri vsaki
sili napisi oznako za silo in z besedo e ime sile. Priblizno poskusi
na risbi zadeti tudi razmerja med velikostmi sil.

b) Vse sile tudi izracunaj!

En konec vrvice pritrdimo na kavelj, drugega pa speljemo preko
gkripca in vlecemo s silomerom, kot kaze slika. Na vrv je privezana
utez z maso 2000 g. Razdalja med kavljem in vozlom je 5 m, med
kavljem in skripcem pa 10 m.

vodoravnica

kavelj )
Skripec

navpiénica

a) Priblizno narisi diagram, ki prikazuje, kako se sila F' spreminja
v odvisnosti od kota e. V diagram vnesi sile pri kotih 0°; 45° in
80°. Pomagaj si z nacértovanjem.

b) Koliksna pa bi bila sila F, ée bi se kot priblizeval vrednosti a =
= 90°7
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Naloge za 8. razred

1k

V uéilnici se postavimo s hrbtom proti 2,0 m I m
oddaljeni steni, na kateri visi tabla z velikostjo fr=s tabla
1,0 mx0,50 m. V roki imamo ravno zrcalo z 5,
velikostjo 20 emx 10 em. Zrcalo naj bo posta-
vljeno vzporedno s tablo, nasa lega pa je tik ob  ©ko d
pravokotnici na rob table, kot kaze slika (tloris). \=  zrcalo
Zrcalo drzimo tako dale¢, da v zrcalu vidimo '

ravno celo sliko table in ni¢ drugega.

a) Narisi skico preslikave! Na skico narisi zarka od levega in desnega
roba table, ki po odboju na zrcalu padeta v oko. Zarki naj bodo
narisani s polno ¢érto in opremljeni s puséicami, podaljski zarkov
pa naj bodo narisani s értkano érto.

b) lzracunaj, kako dale¢ od oéesa moramo stegniti roko z zrcalom!

Joze, Nejc in Miha tekmujejo v teku, pri ¢emer si vsak izbere svojo
taktiko: Joze tece ves ¢as enakomerno s hitrostjo 3,0 m/s. Nejc
najprej enakomerno pospesuje in po dveh minutah doseze hitrost
6,0 m/s, nato v naslednjih dveh minutah enakomerno zmanjsuje hi-
trost do 0, nato spet pospeSuje in nato spet zavira in taksno gibanje
ponavlja do cilja. Miha najprej eno minuto pociva, nato dve minuti
tece na vso mo¢ s stalno hitrostjo 6,0 m/s, nato dve minuti poéiva,
nato spet dve minuti tee na vso mo¢ in spet pociva in tako naprej do
cilja. Case Mihovega pospesevanja in zaviranja smemo zanemariti.
Proga je dolga 1440 m.

a) Narisi skupen diagram v = v(t) za vse tri tekmovalce.
b) Kaksen je vrstni red na cilju?
c) Koliko ¢asa je med tekmo prvi Joze?
d) Koliko ¢asa vodi tekmo Nejc?
Kamen z maso 100 g vrzemo z 10 m visokega stolpa v vodoravni

smeri s hitrostjo 10 m/s in po¢akamo, da pade na tla. Stolp stoji na
velikem vodoravnem travniku. Silo upora zraka zanemarimo.

a) Za koliko se je kamnu med gibanjem spremenila potencialna
energija’

b) Za koliko se je kamnu med gibanjem spremenila kinetiéna ener-
gija?

¢) S koliksno hitrostjo je kamen padel na tla?
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Solarni sistem naredimo iz 2,0 m? sonénih celic, ki pretvarjajo energijo
svetlobe v elektriéno delo z 10% izkoristkom. Raéunaj, da je moé
svetlobe, ki pade na 1 m?, enaka 1000 W in da so celice osvetljene
6 ur na dan. Akumulator polnimo z elektriénim delom, ki ga dobimo
iz sonénih celic, praznimo pa z naslednjimi porabniki: hladilnik z
moéjo 100 W, ki se vsako uro (podnevi in ponoé¢i) vklopi za 15 min,
2 zarnici po 60 W, ki svetita vsako no¢ po 4 ure in TV sprejemnik z
mocjo 120 W,
a) Koliko elektriénega dela oddajo sonéne celice ob sonénem dnevu
na dan?
b) Koliko ¢asa lahko zvecer gledamo televizijo, ¢e je bilo ¢ez dan
sonéno? Ob zagetkn dneva je bil akumulator prazen. Predpo-
stavig lahko, da je izkoristek akumulatorja 100%.

Na sliki je narisano nitno nihalo, ki je narejeno iz majhne kroglice in
nitke z dolzino 100 em. Kroglico odmaknemo za 20 cm iz srednje lege
v levo in spustimo, da zacne nihati desno — levo — desno. .. Diagram
prikazuje, kako se spreminja hitrost kroglice v odvisnosti od casa.
Negativne hitrosti na diagramu pomenijo, da se kroglica giblje v levo
smer na sliki.

v(m/s)

20 cm
—_—

Sila upora zraka in sila trenja sta tako majhni, da kroglica ne izgublja
skoraj ni¢ energije.

a) Priblizno kolikéna je hitrost kroglice po ¢asu 0,7 sekunde?
Predstavljaj si, kako kroglica niha in odgovori Se na naslednji vpra-
anji (pri vsakem vpraSanju na kratko utemelji odgovor):

b) Koliksna je razdalja kroglice od srednje lege po ¢asu 1,0 sekunde?

¢) Cez koliko ¢asa se kroglica vrne v lego, iz katere smo jo spustili?

Mirko Cvahte, Zlatko Bradac
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RESITVE S PODROCNEQA TEKMOVANJA
I1Z FIZIKE ZA OSNOVNOSOLCE

7. razred

1. Ena izmed moznih resitev je: Parcelo razdelimo na tri pasove in
vsakega nadomestimo s pravokotnikom tako, da bo plo&¢ina izbranega
pasu priblizno enaka ploscini pravokotnika. Nato izmerimo dolzine in
visine nadomestnih pravokotnikov, jih pomnozimo s 150, da dobimo
dolzine v naravni velikosti: dolzine so priblizno 10,2 m, 11 m in
12,2 m, §irina vsakega pasu pa je priblizno 1 m. Plos¢ine posameznih
pasov so 10,2 m?, 11 m? in 12,2 m?, skupna ploi¢ina parcele pa je
33,4 m? ali priblizno 33 m®. [Opomba: Na tekmovanju je bila naloga
precej lazja, saj je bilo merilo 1 : 100. Vse dolzine, ki smo jih izmerili
v centimetrih, so bile v naravni velikosti kar dolzine v metrih].

2.a) Iz diagrama razberemo: V; =051, Vo =0,3 L
b) Prostornina se ne spreminja, ko je pipa zaprta. t; =2 s, to = 3 s.
¢) V prvih sedmih sekundah je prostornina 0,3 1, potrebujemo torej e
dva intervala, da bo prostornina 0,9 1 in e 0,25 1 oziroma 5,5 s od
cetrtega intervala. t = 26,5 s.

3.a) Tlake izraéunamo z enacbo p = o - h + py. Za olje dobimo: p,;, =
= 8,0 N/dm® - 9 dm + 1,0 bar = 72 N/dm®> + 1,0 bar = 1,07 bar,
za 7ivo srebro: py, = 136 N/dm® - 9 dm + 1,0 bar = 1200 N/dm?* +
+ 1,0 bar = 2,2 bar, za vodo: puy,o = 10 N/dm3 -15 dm + 1,0 bar =
= 150 N/dm® + 1,0 bar = 1,15 bar.

b) Ko ventile odpremo, se izra¢unana tlaka v olju in Zivem srebru po-
vecata za 0,06 bara. Ker je tlak ob spodnjem ventilu v zivem srebru
vecji od tlaka v vodi, stece zivo srebro navzdol in ker je tlak v olju
manjsi od tlaka okolisnje vode, stece olje navzgor. Rezultat lahko
utemeljimo tudi s primerjavo specifiénih tez tekoéin.

4.a) b) Teza kroglice je F, = 0,-V = 0,015 N.
Fizg vzgon W g , Vzgon je F,,; = 0, - V = 0,010 N.

v Sapan Ker se kroglica giblje premo enako-
merno, je vsota vseh sil nanjo enaka
ni¢, torej je F, = F,, + F, in je sila
upora F, = Fy, — F,,, = 0,005 N.

E teza
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5.a) Pri kotu 0° je sila enaka F' = 0. Pri kotih 45° in 80° si pomagamo
z nacrtovanjem. Najprej nariSemo vodoravnico z dolzino npr. 10 em,
nato narisemo kot 45° ter 5 cm dolgo stranico kavelj-vozel. Nato
narisemo za tezo puséico 20 mm (20 N). Po grafiénem razstavljanju
dobimo za silo F' pu&éico z dolzino priblizno 15 mm, torej je sila
priblizno 15 N. Podobno napravimo Se pri kotu 80° in dobimo tabelo,
iz katere narisemo diagram.

kot (°) | 0 [ 45 | 80
sila(N) | 0 | 15 | 55

\J

b) Ko bi se kot priblizeval 90°, bi sila narasla preko vseh vrednosti, proti
neskonéno.

60 F(N)
50 -
40
30
20 -

10

O 10 20 30 40 50 60 70 8 90,
a(®)
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8. razred
1. Iz podobnih trikotnikov dobimo naslednjo zvezo: PO
(2m+2z)/1m = z/0,20m. Sledi: 2m+2z =,
=5z, oziroma 3z =2m inz=2/3m=67cm.
@
HH
20 em
2m+x :I"-._I_
1m

2.a) Diagram kaze slika.

v (m/s)

S =2 NWARUO~

o
N
[=-]

10

t (min)

b) Iz diagrama razberemo, da je osnovni ¢asovni interval 4 min. V tem
¢asu opravi Joze pot s; = 3m/s-4min = 720m, Neje (racunamo
ploscino trikotnika) sy = 6m/s - 4min/2 = 720m in Miha sy =
= 6m/s - 2min = 720 m. Vsi trije opravijo enako pot. Ker je proga
dolga 1440 m, jo pretecejo v dveh intervalih: 1440 m/720 m = 2, kar
pomeni 8 min. Prvi je na cilju Miha, ker je progo pretekel v 7 min.
Joze in Nejc si delita drugo mesto.

c¢) Joze ima na zacetku najvecjo hitrost in vodi vse do ¢asa t = 2 min, ko
so vsi trije tekmovalci skupaj (enaka opravljena pot). Nato za 2 min
vodi Miha, nato spet Joze itd. Joze je prvi 4 minute.

d) Nejc ni nikoli sam prvi, t = 0.

3.a) Kamnu se je potencialna energija zmanjsala: AW, = mgh = —10 J.

b) Ker je delo zunanjih sil ni¢, je vsota kineti¢ne in potencialne energije
na zacetku enaka vsoti kineti¢ne in potencialne energije na koncu:
Wy, + Wi, = Wy, + Wh,, od koder sledi Wy, — Wy, =W, — W, =
= 10 J, do ¢esar lahko pridemo kar s sklepanjem, saj se pri zmanjsanju
potencialne energije za 10 J kineticna energija poveca za 10 J.
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4

¢) Zaetna kinetiéna energija kamna je bila mvf/2 = 5 J. Ker se je med
gibanjem potencialna energija zmanjsala za 10 J, se je kineti¢na ravno
za toliko poveéala, torej je bila ob koncu 15 J. Iz enacbe mwv3 /2 = 15 J
sledi va = /300 m/s ~ 17 m/s.

.a) Soncne celice oddajo ¢ez dan 2000 W-6 h-0,10 = 1200 Wh elektricnega

dela.

b) Od tega porabi hladilnik 100 W - 1/4 h - 24 = 600 Wh, zarnici pa
2-60 W-4 h = 480 Wh. Za televizijo torej ostane 1200 Wh —
— 600 Wh — 480 Wh = 120 Wh. Cas gledanja izra¢unamo iz moéi in
dela: t = A/P =120 Wh/120 W =1,0 h.

5.a) v = 0,5 m/s

b) Po 0,5 s je hitrost najveéja, torej je kroglica v srednji legi. Po 1,0 s
je hitrost kroglice ni¢, torej je prisla v skrajno desno lego in je od
srednje lege oddaljena 20 cm.

¢) Po 1,0 s se kroglica ustavi v skrajni desni legi (v = 0), nato se giblje
v levo smer (negativna hitrost), dokler se ne ustavi v skrajni levi legi
(v =10), to pa je ob &asu 2,0 s. Torej se kroglica vrne v za¢etno lego
po ¢asih 2 s, 4 s, 6 5,.... Za pravilen odgovor zadostuje ze samo prva
resitev £ = 2 s.

Zlatko Bradaé, Mirko Cvahte

NALOGE Z REGIJSKEGA FIZIKALNEGA
TEKMOVANJA SREDNJESOLCEV SLOVENIJE
V SOLSKEM LETU 2000/01

Naloge je 24. marca 2001 resevalo okrog 650 dijakov iz 55 srednjih Sol.
Najuspesnejsi iz posameznih skupin so se uvrstili na drzavno tekmovanje.

Skupina 1

Za tezni pospesek na povrsini Zemlje vzemi pri nalogah g = 9,8 m/s?.

1.

Na kolesarski dirki pelje kolesar po mokri cesti s stalno hitrostjo
25 km/h. S sprednjega kolesa (glej sliko) s polmerom 30 c¢cm skropijo
kapljice.
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a) Koliko najdlje pred kolesarjevim pred-
njim kolesom (merjeno od osi kolesa)
padajo kapljice?

b) Padanje kapljic opazuje tudi gledalec
ob cesti. Kolikéno vodoravno razdaljo
preletijo te kapljice zanj?

Oddaljenost blatnika od kolesa je zanemar-
ljivo majhna.

2. Lesen pomol je sestavljen iz enakih homogenih plosé, ki so v ogliscih
podprte z lesenimi stebri. DolZina dela stebra nad gladino vode znasa
polovico dolzine plosée. Lesena stebra na koncu pomola, ki podpi-
rata skrajni rob zadnje plosce, sta se zaradi strohnjenosti zlomila.
Koliksen del zadnje plosce je potopljen v vodo, ¢e je prosto vrtljiva
jo Se podpirata? Koliksen pa je ustrezni del, ¢e je dolzina stebra, ki
gleda iz vode, enaka 0,6 dolzine plosce?

Gostota lesa je 700 kg/m?, gostota vode pa 1000 kg/m?®.

L4

3. Majhno motorno letalo z maso 600 kg potrebuje moé 60 kW za
vodoravni let pri hitrosti 175 km/h. Najvecja mog, ki jo lahko razvije
motor letala, je 100 kW. KolikSen je pri hitrosti 175 km/h najveéji
kot vzpenjanja?

4. Asteroid Eros je kamnita tvorba podolgovate oblike. Vzdolzni presek

asteroida skozi njegovo simetrijsko os ima obliko lika, sestavljenega iz
dveh polkrogov, s polmerom 2 km, in kvadrata, kakor je prikazano na
sliki a. Preéni presek je krog (slika b). Pri obravnavanju gravitacijske
sile asteroida si lahko mislimo, da je po pol njegove mase zbrane v
totkah G in Gs, ki sta prikazani na sliki. V toéki T' na temenu
asteroida znasSa tezni pospesek tiso¢ino Zemljinega.
Po povrsju asteroida se enakomerno giblje avtomatsko vozilo, in sicer
po poti (kroznici), ki lezi v simetrijski ravnini asteroida, ki je pravo-
kotna na premico skozi tocki GGy in G3. S kolikéno najvecjo hitrostjo
se lahko giblje vozilo, da ga Se ne odnese v orbito?
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vozilo

Slika a.

Skupina IT

1.

Stiri enake zarnice z delovnim uporom po
10 © priklju¢imo na Stiri enake akumula-
torje z napetostjo 10 V, kot je prikazano

D C
na sliki.
a) Koliksno skupno mo¢ trosijo zarnice? @ >< ®
b) Polariteto (prikljucka + in —) akumu-
latorjev B in C obrnemo. Koliksna je A B

v tem primeru skupna moé zarnic?
Zanemari notranji upor akumulatorjev in
spremembe upora Zarnic.

Pri Hamburgu bodo zgradili 30 km dolg linearni trkalnik za elektrone
in pozitrone, imenovan TESLA. Elektronski curek bo pospesevala
efektivna napetost 1 GV, v sekundi pa bo presek pospesevalne cevi
preletelo v povpreéju 6 - 101 elektronov.

Pri pospesevalniku bo pomembno, da curek elektronov po koncu
eksperimenta na varen nacin odda energijo. Recimo, da jih vpeljejo
v cev, napolnjeno z vodo, kjer se vsi elektroni absorbirajo. Najmanj
kolikSen mora biti prostorninski tok vode v cevi, da se ta ne bo segrela
za vet kot 2°C?

Naboj elektrona je —1,6 - 107 As, specificna toplota vode
4200 J/kgK, gostota vode pa 1000 kg/m3.

V plastenko s prostornino 1,5 1, v kateri je na zacetku zrak, nalijemo
nekaj tekocega dusika tako, da ravno prekrije dno. Ko se temperatura
zraka v plastenki izenaci s temperaturo vrelisca dusika 77 K, pla-
stenko hitro zapremo z zamaskom. Takoj po tem je tlak v plastenki
ge vedno enak zunanjemu zraénemu tlaku 1,0 bar. Koliko ¢asa po
tem, ko smo jo zaprli, plastenko raznese, ¢e prenese tlaéno razliko
2,0 bara? V plastenki je dovolj dusika, da do tega trenutka Se ne
izpari vsa koli¢ina.
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Zunanja temperatura je 20°C. Povrsina plastenke, skozi katero dusik
prejema toploto, je 100 cm?, debelina plastike je 1,0 mm. Toplot-
na prevodnost plastike je 0,010 W/mK, specifiéna izparilna toplota
dusika je 0,20 MJ/kg, kilomolska masa dusika pa 28 kg.

7 ventilacijo poskrbimo, da je temperatura zunanjega plasca pla-
stenke ves cas enaka zunanji temperaturi.

Na zelo dolgi ravni zici je enakomerno razmazan elektricni naboj tako,
da pride na vsak meter +1-10~% As naboja. Na razdalji 0,5 m od
Zice se vzporedno z zico giblje sonda s hitrostjo 1 - 107 m/s.

a) Koliksno gostoto magnetnega polja izmeri sonda?

b) V isti smeri kot sonda se giblje opazovalec s poloviéno hitrostjo
sonde. S kolikéno magnetno silo in v kateri smeri deluje za
tega opazovalca zica na sondo, ¢e je naboj sonde +1-107% As
(o = 47 - 10~7 Vs/Am)?

Skupina III

1.

Iz treh enakih palic, od katerih ima vsaka dolzino [, sestavimo nihalo v
obliki ¢rke H, kakor je prikazano na sliki. Krajis¢i navpiénih palic sta
vrtljivo vpeti in se nahajata na enaki visini v medsebojni oddaljenosti

Trenje v spojih zanemarimo.

S splosnimi podatki izrazi nihajni ¢as -
opisanega nihala za majhna nihanja, in
sicer za dva moZna nacina; pri prvem
na¢inu niha nihalo tako, da je precna
palica ves ¢as pravokotna na ostali dve,

pri drugem pa niha tako, da se vse

tri palice ves ¢as gibljejo v navpicni
ravnini.

Zaradi povecanja temperature Zemlje za 1 K sklenejo Zemljo prema-
kniti v nekoliko bolj oddaljeno orbito. Za koliko kilometrov morajo
povecati polmer (praktiéno krozne) orbite, da se Zemlja ohladi na pr-
votno temperaturo? Razdalja med Zemljo in Soncem je 1,5 - 10% km,
na Zemlji je gostota energijskega toka s Sonca 1,3 kW/m? (¢ =
=5,67-10"% W/m2K?).

Enaka naloga kot 3. naloga v II. skupini.

Lomni kvocient neke snovi je v prvem priblizku konstanten. Pri bolj

natanéni obravnavi pa se izkaze, da je odvisen od gostote svetlobnega
toka j vpadne svetlobe: n(j) = np + 7j, kjer je ng obicajni lomni
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kvocient (neosvetljene) snovi, v pa je konstanta in za steklo znasa
7=13,2-10"%0 m?/W.

7 vzporednim curkom gvetlobe, katerega preéni presek je krog, posve-
timo pravokotno na povrsino 2 em debele steklene plosée. Gostota
svetlobnega toka v curku se zmanjSuje z oddaljenostjo od srediséa
curka, in sicer od najvecje vrednosti jp v srediséu do vrednosti 0 na

robu. Zmanjsevanje opisemo kot

(2= ?
J=.}'0(—T"2—) )

kjer je 7 = 1 mm polmer curka, y razdalja od srediséa curka in
jo = 10 W/m?. Doloéi razdaljo, na kateri se curek zbere v tocko.
(Ta tocka ima enak pomen kot gorisce pri leéi.)

Namig: Zarka, ki se sre¢ata v “goriséu”, za pot porabita enak éas
(opravita enako optiéno pot).

Ciril Dominko
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Fotografiji morske gladine, posneti skozi polarizacijski filter. Na levi fotog je filter prepud¢al vodoravno polarizirano valovanje, na desni pa navpiéno polarizirano.







