


Ekipa Slovenije na 32. mednarodni fizikalni olimpiadi v Antalyi v Turčij i. Z leve proti desni: Ciril Dominko
(vodja), Gregor Tavčar (bronasta medalja), Dragan Simeonov (pohvala), Mojca Miklavec (pohvala), Andrej
Košmrlj (srebrna medalja), Mate Car, Jure Bajc (vodja).

Ekipa Slovenije na 42. mednarodni matematični olimpiadi v Washingtonu . Od leve proti desni: Matjaž Željko
(vodja ekipe), Matija Pretnar, Andrej Košmrlj , Mojca Miklavec, Aleksandra Franc, Sergej Omladič , Klemen
Šivic in Darjo Felda (č lan mednarodne tekmovalne komisije).
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Za vsakogar nekaj I

REŠITEV NAGRADNE NALOGE IZ 1. ŠTEVILKE

V 1. šte vilki tega let nika P reseka smo vam zast avili nalogo, poiskat i številu
71" čimbolj ši približek, izražen z nar avnimi šte vili, sešt evanjem , množenjem
in največ dvem a kvad ratnima korenom a .

V ur edništ vo je prisp elo lepo število odgovorov . Nekaj smo jih morali
takoj diskvalificirati , ker približki niso ust rezali pogojem naloge, npr .
t emu, da od števanj e ni dovoljeno .

Med prav ilno zgrajenimi približki je najboljši V6 + v'I5, ki je bil
predlagan kar devetkrat . Poslali so nam ga: Aleš Zadravec iz Koga,
Heliodor Hr ga iz Ljublj an e, Dragan Zdovc iz Ljutomera , Marko Kandi č

iz Brežic, Uroš Stele iz Kamnika, Miha Šušteršič iz Postoj ne, Blaž Da­
kskobler iz Podbrda in nepodpisani reševalec. Prvim sedmim smo knjižno

nagrado že poslali po pošt i. Približek V6 + V'I5 sta nam skupaj poslala
še Žiga Ram šak iz Lesc in J an ez Brank iz Tacn a, hkrati pa t ud i dokaz,

da je V6+ V'I5 najboljši približek dovoljene oblike številu 71" nasp loh .
Reševalca sta se nagrad i odpovedala . Za t iste, ki zmorejo, objavljamo na
st rani 171 nj un dokaz, ki smo ga v uredništ vu nekoliko prired ili.

Bralce naj opozorimo še na zanimivi prisp evek Martina Juvan a z
naslovom O približkih za št evilo 71" , ki ga objavljamo na str. 152.

Marija Vencelj, odg. ur .

NAGRADNI NALOGI

Tokrat objavljamo kar dve nagradni nalogi: lažjo in nekoliko za htevnejšo.

RAZKRIJTE VSE TAJNE AGENTE 007 NJENEGA
VELIČANSTVA- N agradna naloga

Poiščite vse rešitve kri pt ari t ma

JAM E S
BON D

O O 7

Enake črke pomenijo enake šte vke, različne črke različne števke. Pazit e
- na prvih dveh mest ih v rezultat u 007 je črka O in ne števka O! Krip­
tarite m ima več rešitev . Med reševalci, ki bodo našli vse, bo mo izžrebali
nagraj enca , ki bo prejel knjižno nagrado.

Rešitve pošljite najkasneje do 10. februarja na naš naslov:
P resek , J adranska c. 19, 1001 Ljublj an a , p.p . 2964.

Marija Vencelj
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VRTNARJEVA N AL OGA - N agradna naloga

V prvi letošnji št evi lki Preseka je bi la v prispevku Predalčno načelo Jožeta
Grassellija zastavljena naslednja naloga:

(A) Na gredo, ki ima obliko kvadrata s stranico 1 m, je vrtnar posejal
301 seme. Dokaži, da obstaja krog s po lmerom 8 cm, v katerem so
posejana vsaj št iri semena. (Seme vzamemo kot točko.)

Dokaz te trditve je napravljen z uporabo predalčnega načela. Najprej
predstavimo metrski kvadrat v ravnini , enota pa naj predstavlja 1 cm.
Potem ima naš kvadrat oglišča (0,0), (0,100), (100,100) in (100,0) . Zatem
ugotovimo, da kvadrat s stranico 100 lahko pokrijemo s stotimi krogi
po lmer a 5V2 ~ 7,07, ki imajo središča v točkah Sk ,l = (lOk - 5, 101 - 5) ,
kjer k, l E {1, . . . , lO}. Ker je v 100 krogih skupno 301 seme, morajo
po predalčnem načelu venem od krogov biti več kot tri , t orej vsaj štiri
semena.

Izurjen matematik takoj vidi, da smo pri tem dokazu napravili dokaj
grobo oceno, saj potrebujemo le kroge polmera malenkost več kot sed em
centimetrov. Naslednj i sklep prinaša precej bo ljši rezult at , saj z njim
pokažemo, da obstaja krog po lmera 8, v katerem je vsaj pet semen.

Namesto stotih vzemimo raje N = (115)2 = 13225 krogov polmera
8, ki imajo središča v točkah Pp,q = (p , q) , kjer p in q pretečeta množico
celih števil od -7 do 107.

Preštejmo sedaj vse tiste pare (K, T), kjer je K ede n izmed naših N
krogov, T pa ena od ti = 301 točk (semen) , ki leži v krogu K . Število
takih parov označimo s Q. Rec imo, da vsak krog vsebuje kvečjemu k
danih točk. Potem je

Q < Nk .

Po drugi st rani pa poljubna dana točka T leži v vseh tistih krogih,
katerih središče je od T oddaljeno za manj kot 8. Krajši račun (napravljen
s pomočjo računalnika) me je prepričal, da je vsaka točka T vsebovana
v vsaj t = 193 izmed obravnavanih krogov (najs labši primer 193 krogov
dobimo le v prime ru , ko sta koordinati točke T celoštevilski) . Torej je

Q ?: tn .

Iz obeh neenakosti za Q sledi, da je tn ::; Q ::; Nk . Od tod dobimo

k> tn = 193 ·301 = 4 39266 .. .
- N 13225 '

(1)
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Torej je k celo števi lo, večje od 4,39. Od tod sledi, da je k vsaj 5. Zato
mora obstajati krog, v katerem je vsa j 5 izmed dan ih točk.

Zdi se, da bi bilo mogoče dokazati še več . Zakaj? Če pos kušamo naj ti
n točk v kvadratu s stranico a tako, da bo v vsakem krogu polmera T

kvečjemu k točk in bo k kar se da majhen, potem morajo biti točke dokaj
enakomern o razporejene po notranjosti kvadr ata. Karkoli poizkusimo,
vidimo, da bo k večj i od 5 (in celo večji od 6) . Bralcem P reseka zato
zastavljamo dve nagradni vprašanji :

(B) Dokažit e, da v vrtnarjevi nalogi (A) vedno obstaja krog polmera
8, ki vsebuje vsa j 6 danih točk (semen) . Ali morda enako velja
tudi za 7 točk?

(O) Poiščite 301 takih točk, da bo maksimalno št evilo točk v krogu
polmera 8 čim manjše.

Najuspešnejšim reševalcem posameznih nalog obljubljamo knjižno
nagrado . S pos plošitvijo prikazanega dokaza lahko oceno (1) izbo ljšamo
do neenakosti k 2: 4,497595. Izboljšave te ocene pa se zdijo bo lj zapletene.
Zato bomo pr iznali t udi vse ideje, ki bodo (1) izbo ljša le na spodnjo mejo ,
ki bo večj a od 4,5. Obe nalogi lahko skušate rešiti tudi splošno , kjer
imamo kvadrat s st ranico dolžine a, n točk in kroge polmera T .

Nalogo (B) lahko t udi "obrn emo" :

(D) Najmanj koliko točk v kvadratu s stranico a moramo izbr ati , da
bo zagotovo obstajal krog, v katerem bo vsaj k izmed danih točk?

Vrtnarj ev na jverjet neje takšne naloge ne zanimajo. Kaj lahko pa si
zamislimo resnega znanstvenika, ki bo takšno nalogo uporabil pri svojem
delu . Recimo , da fizik s tarčo kvadr atne oblilke prestreže snop element ar­
nih delcev. Vemo, da bodo ti delci pustili sled le v pri meru , če bo v isto
tipalo na tarči (krog danega polmera) pr iletelo vsaj k delcev . Z rešitvijo
naloge (D) lah ko torej ugotovimo, koliko na jmanj delcev potrebujemo , da
jih bomo got ovo lahko zaznali, oz. največ koliko delcev je pril et elo v tarčo,

če delcev ni bilo zaznat i.
P ri nagradah bomo seveda upošteval i tudi rešit ve ali delne rešitve

naloge (D) . Rešitve poš lj it e najkasneje do 10. febru arj a na nas lov:

Presek , J adr anska c. 19, 1001 Ljubljana, p .p . 2964.

Bojan Mohar
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POVRATNI REBUS

Ključ: 4 - 2 - 1.

Geslo: 7.
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Ključ pove, da dobi te rešitev iz t reh besed , od katerih ima prva 4 črke,

druga 2 in t retja 1 črko. Geslo pove, da je rešitev iz ene besede, ki ima 7
črk . Preb eret e jo nazaj , ker je rebus povr atni.

Ma rko Bokalič

Rešitev rebusa je na strani 143.

SKOK NA LUNO

Z malo domišljije bi posnet ek na zadnji strani ovit ka, ki prikazuje prvi kr a­
jec Lune in pad anj e padalca , lahko po imenovali "skok na Luno" . Posnetki,
ki jih fotografiramo s te leob jekt ivi, nas optično prevaraj o, ker globinska
razdalj a ni realno prikazan a. To pom eni , da so pr edmeti , ki so sicer drug
od drugega pr ecej oddalje ni, na foto grafiji videt i med sebo j bližji . Zato se
zdi, da pad alec leti proti Luni , to da na njej seveda ne more prist ati , saj
je v resnici od nje oddalje n približno 370000 km.

Vprašajmo se, ali bi bilo možno oceni ti razdaljo od pad alca do kr aj a ,
kjer smo stali , ko smo nared ili posnetek? (Za oceno rezult ata upoštevam o,
da je pr emer Lune 3500 km, ost ale manjkajoče podatke ocenimo s po­
snetka .)

Goran Sabolič
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RISANJE KOCK IN KVADROV

Z vektorskim računom se lahko loti mo naslednje pome mbne naloge teh­
ničnega risanj a :

Narišimo pravokotna projekcijo kocke tako, da bodo dol žine projekcij
robov v razmerju 1 : 1 : ~.

A1B l = (al, a2, O)

A1D l = (- al , a2, O) .

in od tod a3 = ±b3. P rivza­
memo lahko, da je a3 = b3 > O
(slika 1) . Torej je

Od tod sledi AB = (al ,a2,a3)
in AD = (- al ,a2,b3). Ker je

lAB I = lAD I = 1, je seveda

y

x

x

A~

Slika 2.

z

(1)

AB = (al ,a2,a3) ,

AD = (-al , a2, a3) .

ai + a~ + a~ =
= (- ad 2 + a~ + b~ = 1

Rešitev.
Kocko ABCD A'B'C'D' z ro­
bo m dolžine 1 bomo projicir ali
na ravnino x y . Kocko lahko
t ogo prem aknem o tako, da bo
oglišče A v izhodišču , pravo­
kotni projekciji A1B l ter A1Dl

robov AB in AD pa bosta ležali
simetrično glede na os y (sliki 1
in 2) .

Po predpost avki priv zame­
mo lAl Bl i = lAl Dl i. Zato
lahko zapišemo



IMat ematika

Vektorja AB in AD st a pr avokotna , zato je

Iz (1) in (2) sledi

2ai = 1 ,

in po sliki 2 je al > O, za to

Vektor AA' = (C I,C2, C3 ) je pravokoten na AB in AD. Torej velja

in

~ ~ 1
AA' . AD = - J2 CI + a 2c 2 + a 3c 3 = O.

Odštejmo obe enačbi , pa dobimo Cl = O in

torej

a2 c2
C3 = ---.

a3

Od tod sledi

Ker je IAA'I = 1, je

2 2 1c2 + c3= .

Projekcija vektorj a AA' na ravnino xy je

AA' = (O, C2 , O) .

(2)

(4)

(5)
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Po (3), (4) in (5) je

Tako je c~ = 2a~ . Po sliki 1 je C2 < Oin a3 > O, zato

Začetna predpost avka o razmerjih dolžin projekcij pravi , da je

ali

torej po (1)

4c~ = ai + a~ = 1 - a~ .

Toda po (6) je 4c~ = 8a~ in od tod

8a~ = 1 - a~ .

Vidimo, da je a3 = ~ , saj je a3 > O. Iz (3) dobimo

211 7a - - - -- -
2 - 2 9 - 18 .

Ker je a 2 > O, je

lil

v2
C2 = - V2a3=-- 3 .

Od to d sledi

(6)
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m

Izračunamo

9 = lAl B l i = 2I A~ AII = 2f ~ 0,943 .

Točki B J in Dl ležit a simetrično glede na os y (slika 2), zato je

Od tod sledi

in

t er

<p ~ 48,59° .

Izračunamo kot <J:A~ B~C~ = 180° - 2<p ~ 82,82 ° = 90° - 7°18'. Obrnimo
zdaj sliko t ako, da bo daljica A~D~ navpična . Dobimo sliko 3, na kater i
je črtkana črta vodoravna.

D']

C']

I

l A]
/~ - ­

/
/

/
/

/
/

A~
---- - ----- - -- - - -~ - - - - - - - --

Slika 3.

B']

(3
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Tu kot et znaša približno 7,18° , kot f3 pa je 90° - ip ~ 41,41° . Na ta
način pro j iciramo t ud i kvadre. Razložili smo enega standardnih načinov

upod ablj anj a togih te les.
Kot sem pr ebral v nemškem priročniku elementarne matematike [1],

so si tehnični risarji včasih (po dogovoru) privoščil i malce ohlapnosti.
Vzeli so lA l B l i = lAB I in I A1 A~1 = ~ IAA' I . To je pomenilo kakih 6%
napake v mer ilu . Za kot et so vzeli 7° , za f3 pa 42° . (Mimogrede, v te m
priročniku piše, da je et = 7°10' , čeprav je prava vr ed nost bliže 7°11'. )
Danes, v dobi računalniške grafike, take poenost avit ve niso več pot rebne.

Te ohlapnosti so t ud i sicer odveč - vsaj za matem atike. Oglišča kocke
bom o označil i standardno . Narišemo kvadrat s stranico 1 in vzame mo ~

njegove diagonale (slika 4) . To razdalj o 9 narišemo navpično kot projekcijo
stranice B B' .

Slika 4.

1
2"

\
\

\
\

\

Slika 5.

9

Nato nansemo romb AlB 1B~ A ~ s stranico 9 in z diagonalo ~9 = "fi
(slika 5) . Zvežem o A l in Bi t er od Al odme rimo ~g (slika 6), da dobimo
D l ' Preostanek konstrukcije je jasen.

A'1 B', - .::1

9

Slika 6.

A

D'

I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I

:D
",;:..... - --- - -- --

~ ~

B

Slika 7.

C '

C
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1996 - 2001

EVROPSKI
MATEMATIČNI

KENGURU

Bolj enostavno kocko upodabljamo z vzporedno projekcijo . Proj ici­
ramo na ravnino I: kvadrata DCC' D' (slika 7) , in sicer vzdolž premice,
ki ni niti vzporedna niti pravokotna na I:. P ri tem se tudi kvadrat
AB B' A' upodob i kot skladen kvadrat, preostale stranske ploskve pa kot
paralelogrami. Tako projekcijo bi v vsakdanjem življenju lah ko videli kot
senco. To se zgodi bolj redko . Zato je pravokotna projekcija bolj naravna
- zaht eva pa več dela.

Liter atura
1. H. Krenl, K. Ku lke, H. Pester, R. Schroedter: Lehrgang der Elemen­

tarm ath em atik, 20. Auflage, VEB Fachbu chverlag Leipz ig, Leipzig
1988.

Peter Legiša

EVROPSKI MATEMATIČNIKENGURU 1996 -2001

Člani Komisije za tekmovanje Ev­
ropski matematični kenguru smo
pr ipravili zbirko na log s tega tek­
movanja , v kateri so zajet e tek­
movalne naloge od leta 1996 do
let a 2001. V tekmovanje se lah ko
vklj učujejo učenci od drugega raz-
reda osnov ne šole dalje in dijaki
vseh srednjih šol. V zbirki je ve­
lika večina nalog t ud i reše nih in ne
le oprem ljenih s pravilnim odgovo­
rom, kar je dobrodošlo zlas ti za sa­
mostojno pr ipravo na t ekmovanje
oziroma lažjo pr ipravo na dodat­
ni pouk ali matematični krožek.
V dodatku so ob javljene naloge
izbirnega t ipa, ki so jih reševali
dijaki na t reh predhodnih šolskih
tekmovanjih in so prav tako opre­
mljene z rešit vami . Kn jiga for­
mata B5 je s preko 250 stranmi
primerno gradivo za t ist e, ki se uvaj aj o v matematična tekmovanja, in za
t ist e, ki želijo ohranjati svojo te kmovalno "formo" . Zbirko lahko kupite
oziroma naročite pr i DMFA - založn ištvo , J adranska cesta 19, Ljubljana,
te l. (01) 4232-460 .

Darjo Felda



Fizika I

ALI ST EKLO TEČE?

Od časa do časa v tej ali oni fizika lni reviji oživi razprava o tem, ali
steklo zaradi teže teče , podobno kot med , samo veliko počasneje. Nekateri
zatrjujejo , da steklo teče zato, ker ni prava trdnina, ampak podhlajena
kapljevina. O t em naj bi pričale šipe srednjeveških katedral, ki da so na
spodnjem delu debelej še kot na zgornjem . Na mnenje , da steklo teče pri
sobni temperaturi , naletimo v Evropi t er Južni in Severni Ameriki , tako
da utegne biti res dokaj razširjeno po svetu. Trditve te vrste najdemo
celo v nekater ih učbenikih in strokovnih knjigah , npr. v izd aj i Britanske
cncildopcdijc iz leta 1066 .

St ek lo je izjemna snov, ki je imela že v preteklosti velik pomen in ga
ima tudi dandanes, posebej če upoštevamo, da svetlobni vodniki prenesejo
čedalje več sporočil. Navadno silikatno steklo sestavljajo oksidi silicija
Si02 (73 ,2 %), natrija Na20 (13,4 %), kalcija CaO (10,6 %), aluminija
Al203 (1,3 %), kali ja K20 (0,8 %), magnezija MgO (0,7 %) in primesi.
Navedeni masni deleži so tipični za navadno današnj e st eklo, pogosto pa
nalet imo t ud i na nekoliko drugačno ses t avo. Nekdanja stekla so , npr. ,
vsebovala več kalijevega oks ida kot natrijevega.

Zgradba st ekla je posebnost in je ni lahko opisati. Pri sobni tem­
peraturi steklo ni v toplotnem ravnovesju . Dostikrat primerjajo st eklo
z raztopino ali zlit ino. Sestavlj ajo ga gruče atomov, velike po okoli 100
nanometrov s po st o milijoni atomov. V gručah sicer nihajo atomi okoli
svo jih 'ravnovesnih leg, kot je značilno za kristal , vendar gruč ne moremo
obravnavati ne kot drobne kristale ne kot ogromne mo lekule. Ne samo, da
so različno velike , ampak deluj ejo nanje zelo različne mehanične napetosti .
Zato v steklu na večjih razd aljah ne opazimo ur ejenosti. Na kraj ših
razdaljah pa opazimo urejenost , značilno za nekristalne trdnine (slika 1).

Pri temperaturi p od 400 °C se ste klo kaže kot trdno telo , ki se mu
pod vplivom zunanje sile sicer spremeni ob lika, a se vrne v prvotno ob liko,
ko sila pr eneha. To je značilno za prožno deformacijo. Steklo se zlomi
ali poči, če sila preseže določeno mejo , steče pa ne . Teža je v te j zvezi
razmero ma šibka sila. Zaradi nje bi mo rda zasledi li trajno, neprožno
deformac ijo stekla v času , ki bi presege l starost vesolja . Večkrat so v
laboratoriju poskušali izmeriti, kako steklo teče, a pri t em niso uspeli. Ste­
klen i predmeti, stari več kot 3000 let, so obdržali svojo obliko. Misel , da
st eklo pri navadni t emperaturi pod vplivom t eže nekako spre minja ob liko,
je "mit, ki nasprotuje izkušnjam arheologije in sodobnim raziskovanjem
narave mater ia lov" .
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Slika 1. Vtis o zgrad b i st ekla da slika z elekt ro ns kim presevn im mikroskopom 60 nm
debele plasti polprevodniškega stekla As2Se3. Povprečn i premer gruč mer i 100 nm ,
pr es led ki med njimi so v povprečju po 3 nm širo ki in segajo v povprečj u 57 nm globoko ,
poneko d t udi skozi vso plas t . (1 nm , nanometer, je mi lija rdina metra a li mi lijonina
milimetra.) Slika je iz članka J . C. Phillip sa T he physics of glass , Physics Today,
februar 1982 , str. 27.

Šipe v barvast ih oknih srednjeveških katedral pa so kljub te mu lahko
na spodnjem delu debe lejše. P red letom 1890 so šipe izdelovali tako, da so
s pihanjem naredili vot el valj iz raztaljenega stekla, ki so ga pr erezali po
strani in sploščili, ali t ako, da so kos takega stekla hitro vrteli na plošči .

V obeh primerih so nazad nje pogosto nar ezali prizme s klinasto osnovno
ploskv ijo. Take šipe so vgr adi li v sestavljena okna tako, da so bile enako
usmerjene, npr. , da so bile spodaj debelejše. Le tako so dosegli , da je
bilo videt i ravne črte v okolici, ki so jih opazovali skozi sestavljeno okn o,
pr ibližno ravne. Ravne črte pa bi vid eli kot skokovito prekinjene, če bi
kose šip vgradi li neurejene.

Tudi pisec teh vrst ic ima zaradi stekla nekoliko slabo vest . V dru gem
delu Fizike preberemo : "Velika zrcala je nekoliko laže izdelati in namesti ti
v daljnogled kot enako velike leče . St eklo je namreč po dhlajena kaplj evin a
in obst aja nevarnost , da se zaradi lastne teže po dolgem času spremeni
ukriv ljenos t ploskev leče. " Omemba podhlaj ene kaplj evine v tej zvezi za­
vede, še posebej , ker zadnji del trditve namiguj e na neprožno deformacijo.
Prvi del trditve pa velja. Zares je veliko zrcalo laže vpet i in premikati kot
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veliko lečo , ki jo je vrhu tega treba zbrus it i vsaj na dveh ploskvah. Od let a
1897 ima Yerkesov observatorij un iverze v Chicagu daljnogled , katerega
objektiv sestavljata dve leči s premerom 1 meter . Do let a 1908 je bil to
največji daljnogled na svet u, do dan es pa je ostal največj i daljnogled z
lečo .

Vendar moramo biti pri st eklu pripravljeni na presenečenj a . Valjasto
pali co, vp eto na eni osnovni ploskvi , ob drugi za kr atek čas obremenimo na
zasuk, kot pr avim o, na to rzijo . Druga osnovna ploskev se zasuče glede na
pr vo in se vrne v začetno lego, ko obremenitev preneha. Pri dolgotrajni
ob rem enitv i se ploskvi nekoliko bolj zasučeta dru ga glede na dru go in
druga ploskev ostane malo zasukan a, ko obremenitev pr eneha. Toda to
ni neprožna deform acija , ker se čez dalj časa rieobremenjea palica le vrn e
v začetno lego. Pojav pojasnijo z gibanjem natrijevih in kalij evih ionov:
najprej razmero ma počasi odtavajo v lege, ki bolj ustrezajo obremenitvi,
po prenehanju obremenitve pa odtavajo nazaj v začetne lege.

Družba Coming Glass, ena od večj ih v ZDA, priporoča, da pri pr e­
vozu škat lo s st eklenimi cevkami položijo na vodoravno podlago. To pa
ni povezan o z morebitno neprožno deformacijo cevk zaradi teže, ampak s
tem, da bi se lah ko cevke na krajiščih poškodovale, če bi škatlo postavili
navpično . Pogosto so te cevke rah lo ukrivlje ne, največ za nekaj milimetrov
na dolžini enega met ra. Vendar tega ni kr iva neprožna deformacija , ampak
način izdelave.

Za konec še zan imivost . P ri kitaj skih porcelan ast ih vazah poznajo
pojav, da glazura teče in da je to mogoče opaz it i v času z velikostno
stopnjo 500 let. Pri tem nastane nepr ožna deformacija zaradi površinske
nap etost i, ki pride močnej e do izraza kot te ža . Pojav celo up orablj aj o, da
določajo starost in pristnost vaz.

J ames Phillips je menil , da naj bi fiziki o lezenju stekla , ki ga ni ,
razmišljali kot o nečem , kar naj bi bilo. To bi jih sp odbudilo, da bi
skrbno razločevali med kristalnimi in nekristalnimi t rdninami in se ne bi
omej ili samo na t rd itev , da kažejo prve periodično zgra dbo, to je urejenost
dolgega dosega , dru ge pa ne. Ali se nismo ravnali po tem namigu?

Zakaj je mogoče kovinsko pločevino ukrivit i, to je neprožno defor­
mirati , ploščice kremena ali ledu pa ne? Pri roki je pr eprost a razlaga :
vezi med atomi v izolatorju so usmerjene, vezi med ioni v kovini pa ne.

Janez Strnad
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32. MEDNARODNA FIZIKALNA OLIMPIADA

Olimpiad a je potekala med 28. junijem in 6. julijem 2001 v turškem
turističnem mestu Belek, 30 km oddaljenem od Antalye. Sodelovalo je 306
tekmovalcev iz 65 držav . V slovens ki ekipi so bili Andrej Košmrlj , Gregor
Tavčar , Dragan Simeonov in Mate Car, vsi z Gimnaz ije Bež igra d, Lju­
blj ana, ter Mojca Miklavec s Škofijske klasične gimnazije Ljublj an a . Spre­
mljevalca slovenske ekipe in člana mednarodn e komisije sva bila Jure Bajc,
Uprava RS za geofiziko, in Ciril Dominko, Društvo matematikov, fizikov
in astronomov Slovenije. Udeležbo na olimpiad i je finančno omogočilo

ministrstvo za šolst vo, znanost in šport.
Kot je že nekaj let ust aljeno, tekmovalci na fizikalni olimpiadi rešujejo

t ri teoretične naloge in eno ali dve (odvisno od organizatorja) ekspe­
rimentalni nalogi . Za vsak del tekmovanja imaj o na razpolago pet ur
časa. V teoret ičnem delu te kmovanja je možno doseči naj več 30 točk,

v eksperimentalnem pa 20 točk. Letos so tekmovalci najprej reševali
eksper imentalno nalogo , po prostem dnevu pa še teoretične naloge.

Andrej Košmrlj je s skupno dosež enimi 37,30 točkami pr ejel srebrno
medaljo, Gregor Tavčar s 30,50 točkami bronasto medaljo , Mojca Mik la­
vec in Dragan Simeonov pa z 29,50 oz. 28,15 točkami po hvali. Od 50
možnih točk je bilo pot rebno letos doseči za zlato medaljo najmanj 42
točk , za srebrno 36, za bronasto 30 in za pohvalo 23 točk.

Tekmovalci nastopajo na olimpiad i kot posamezniki in ne kot dr žavne
ekipe. Ur adne razvrstitve držav torej ni. Približno uspešnost ekipe do­
bimo, če neuradno ovrednotimo medalje in pohvale, ki so jih prej eli tek­
movalci posameznih držav. Let ošnji osvojeni medalji in po hvali nas na
taki lest vici uvrščajo relativno visoko , saj si skupaj s št ir im i državami
delimo 22. - 25. mesto. Tekmovalci 19 dr žav niso prejeli nobene medalje
ali po hvale.

Naslednja, 33. mednarodna fizikalna olimpiada, bo od 14. do 23. julija
2002 v Bandungu v Ind oneziji .

Ciri l Dominko

POVRATNI REBUS - Rešitev s str. 133

Sneg na T - TANGENS.

Marko Bokalič



Astronomija I

KAKO DO ENAČBE SE NCE?

Zadajmo si nalogo , d a želimo ugotoviti , po kakšni krivulji se pre m ika
konec sence , ki jo vrh navpične in od Sonca osvetljen e palice med dnevom
meče na vodoravno ravnino. To je precej zahtevna naloga . Da bi jo
rešili, j e t reba nekaj vedeti o vektorjih in o sekanju ravnine in pokončnega

dvojnega krožnega st ožca .
S sekanjem ravnine in plašča pokončnega dvojnega krožnega stožca

namre č dobimo kot presek krivulje drugega reda, im enovane st ožnice
(krožni ca , elipsa , parabola, hiperbola), to pa so prav tiste krivulje, ki
jih ob sončnem vr emenu opisujejo konci senc navpično postavljenih pred­
metov v različnih kr a j ih na Zemlji (slika 1) .

č

Slika 1. Sekanje ravnine in plašča pokončnega

dvojnega krožnega stožca. Za p resek dobimo:
a - krožnico (ravnina se ka dvojni stožec

pravokotno na os) ,
b - e lipso (ravnina seka dvojni stožec po­

ševno na os) ,
c - parabolo (ravnina seka dvoj ni stožec

vzpored no s stran ico ) ,
č - hiperbolo (ravnina seka dvojni stožec

vzporedno z os jo).
Opomba. Če ravnina seka d voj ni stožec skozi
vrh V , dobimo za presek sekajoči se p remici .

a

c

Vpeljimo prostorski pravokotni koo rdinatni sistem z izhodiščem v
vrhu V dvojnega pokončnega kro žnega stožca z odprt ino 2a , kar je kot
ob vrhu osnega preseka stožca (slika 2) .

Najprej nas zanima enačba plašča pokončnega dvojnega stožca. Izpe­
ljem o jo takole : Naj v poljubno točko T(x , y , z ) plašča stožca ka že krajevni
vektor T = (x , y, z ) = xi + yj + zk, kraj evni vektor TO = (0,0, za) pa na j
leži v osi stožca in naj kaže v pozit ivno sm er osi z (navpično navzgor) . Ko
zavzamejo komponente x, y, z vektorj a T vse vre dnosti od -oo do +00,
konica vektorja T opiše ves plašč pokončnega dvojnega stožca. Njegovo
enačbo dobimo s skalarnim produktom vektorjev T in TO , torej T . T O =

= (x , y, z) . (0, 0, za) = r . ra cos o . Velja zzo = rro cos o . Ker je ra = za,
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sledi z = TCOSa oz. Z2 = 1'2 COS2 a ali z 2 = (x2+ y2+ z2) cos2 o. To enačbo

pr eoblikujemo najprej v z2( 1 - cos2 o) = (x2 + y2) cos? a in končno v

1
z 2 = _ _ (x2 + y2).

t an 2 a

Tako smo zapisali enačbo ploskve, to je enačbo plašča pokončnega dvoj­
nega krožnega stožca z odprt ino 2a.

z

Ta (O , O, za)

T( x , y , z) ITI = r = J x 2 + y2 + z 2

lro l = T[) = z[)

T . TO = T . TO . cos a

y

Slika 2. K izp elj avi enačbe plašča dvoj nega pokončnega kro žn ega stožca.

Naj ima ravnina , ki je vzporedna z ravnino xy, enačbo z = v (v naj
pomeni višino, ki je konstantna) . P resek t e ravnine in plašča dvojnega
stožca dobimo z rešit vijo sist ema enačb Z 2 = ta';2 Q (x 2 + y2) in z = v .
V enačbo ploskve pr eprosto vstavimo v namesto z in dobimo v2 tarr' a =

= x2+y2 ali x 2+y2 = p2, če je p = v t an o . Presek je kro žnica s polmerom
p. Podobno bi lahko dokaz ali , da so pr eseki dvojnega st ožca z drugače

potekajočimi ravninami druge stožnice (elipsa, parabo la in hip erbola) , kar
pa ni naš namen .

V naših krajih vzide vsak dan Sonce zjutra j na vzhodnem delu ob­
zorja, je najvišje op oldne na jugu in zaide zvečer za zahodni del obzorja.
Navidezno dn evno gibanje Sonca poteka (okrog neb esne osi) po nebesnem
vzpore dniku z deklinacijo 6, kakor imenujemo kotni odmik nebesne točke

od neb esnega ekvatorja. Deklinacija Sonca se med letom spreminja. Ko je
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njegova deklinacija O= °( enakonočje) , leži Sonce na neb esnem ekvatorju ,
za O> °je Sonce nad neb esnim ekvatorjem na severni neb esni polu ti (od
spomladanskega do jesenskega enakonočj a), za O< °pa pod ekvatorjem
na južni nebesni polkrogli (od jesenskega do spomlad ans kega enakonočj a).
Sonce se to rej vsak dan navidezno giblje po plašču dvojnega krožnega
stožca , katerega os je usmerjena v severni nebesni pol P (t ik ob nj em leži
zvezda Severnica ), od prtina stožca 20' pa je 2(90° - o), kar nazorno kaže
slika 3.

V vr h navpične palice (stožca ) z višino v post avimo izhodišče prostor­
skega koordinatnega sistema. Os x usmerimo pr oti severu N , os y proti
zahodu W , os z pa navpično navzgor proti zenit u Z . Severni neb esni pol
P leži v ravnini NSZ, višinski kot seve rnega neb esnega pola , to je kot
med vodoravno rav nin o in smerjo proti seve rnemu neb esnemu polu , pa
je po definiciji enak zem ljepisni šir ini r.p opazovališča na severni zeme ljski
poluti , torej <iN OP = ip ,

Naj določenega dne kr aj evni vektor r = (x , y , z) kaže v Sonce, ki
je v določeni točki R na plašču dvoj nega stožca, vektor r o = (x o, O, zo)
pa tako in t ako kaže v po l P . Skalarni produkt t eh dveh vektorjev je
r· r o = r : r ocos(90° - o). Sledi (x ,y, z) · (xo , O, zo) = r · r o sino oz .
xXo+ zZo = rro sin o. Nadalje je xEQ. + z31. = r sin Oali x cos sp + z sin r.p =ro ro
= r sin o. Zadnjo enačbo kvadriramo , up ošt evamo r2 = x2 + y2 + Z 2 in
dobimo

(1)

Pravkar smo za pisali enačbo p lašča dvojnega stožca , po katerem se Sonce
navidezno gib lje med letom . Na splošno za vse kr aje na Zemlji velja
- 90° ~ r.p ~ + 90°, za vse datume med letom pa - 23,5° ~ O ~ + 23,5°
(glej prisp evek Deklin acija Sonca, P resek 27 (1999/ 2000), 22).

Vodoravna ravnina , na kat eri opazujemo senco, ima enačbo z = - v .
Presek te ravnine in plašča dvo j nega stožca z enačbo (1) je stožnica ,
ki prikazuj e, kako se konec sence od Sonca osvetl jene navpične pali ce
(pokon čnega stožca) določenega dne premika po vodoravni ravnini. Da
dobimo enačbo stožnice, v enačbo (1) vst av imo z = - v . Dobimo

To pa je splošna oblika enačbe iskane stožnice, ki jo v določenem času

(o = O(t) ) in kraju z zemljepisno šir ino sp na vodoravni ravnini popiše
konec sence . Za vsak par vrednost i ip in O (glej om eji tve spr edaj) dobimo
drugačno stožnico .
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IV
sever

z=-v

Slika 3 . K izp elj avi enačbe plašča dvoj nega kr ožnega stožca, katerega os je usmerj en a
proti severnemu neb esnemu po lu . P rese k t ega plašča in vodor av ne ravni ne, ki gr e skozi
nožišče navpične pali ce (osnovno ploskev st ožca), je v splošne m stožnica.

Slika 4 . Senca navpične pali ce (gno­
mon a ) ob treh znači ln ih datumih za
naše kraj e - t eor ij a .

Pra ksa: Naslov n ica prikazuje moja
opazovanja sence , ki sem j ih opravi l
na ravnin ici pr ed domačo češnjo na
Gorenjs kem in so tra jala več kot
poldrugo leto . P rikaza no je pre m i­
ka nje konca se nce navpične pa lice (z
leve) ob božiču , sredi oktobra, ob
enakonočju , ob kresu .

OJ
;u
o
c
o
"'"roc
OJ

o gnomon

Na pr vi pogled se zdi enačba sence pr ecej zapletena, v resni c: pa
ni , posebn o če imamo računalnik in primerno pr ogramsko orodj e, np r.
Derive ali Or igin . Enačbo sence (eksplicit no obliko funkcije) vnese mo v
računalnik , odt ipkamo določeno vrednost za ep (zemljepisna širina kraj a)



Astronomija I

in določeno vrednost za 5 (deklinacija Sonca za določen dan v letu) te r
senco lahko opazujem o na zas lonu računalnika.

Za kr aj e v Sloven iji lahko za zemljepisno širino vnesemo kar 45°
al i 46° , za druge kr aj e pa pod atek za zemljepis no širino poiščemo na
zem ljevidu. P odat ek za dek linacijo Sonc a dobimo v vsakoletnih astro­
nomskih efemeridah (koledarj ih) , pri nas v publikaciji Naše nebo (DMFA
Slovenije) .

Za zaklj uček si oglejmo (brez računalnika) t ri t ipične primere premi­
kanj a sence.

i) Sen ca na severnem zemeljs kem polu
Tu velja '{J = 90° (cos e = O, sin o = 1). Enačba sence dobi ob liko
v2 = (x 2 + y 2 + v2 ) sin2 5 ali x 2 + y 2 = p 2 , kjer je p = v cot 5 polmer
kro žnice. Ob kresu (5 = 23 ,5° ) se na severnem zemeljskem polu
kon ec sence premika po krožnici s poImerom p = v cot 23 ,5° . Ob
enakonočj u (5 = O) pa sence ni (za kaj že?) .

ii) Senca na ekvatorju
Tu je '{J = O (cos'{J = 1, sin o = O). Enačbo pr eoblikujemo v

2 2

v 2 t:n2 J - ~2 = 1, kar je enačba hiperbole. Konec sence se premika
po hip erb oli vse dni v let u , razen ob enakonočju , ko je x = O, torej os
y oz. premica , ki gre skozi podnožišče pali ce v sme ri od zahoda proti
vzhodu.

iii) Senca pri nas
J e v splošnem hiperbola (izpe lj i enačbo) , razen ob enakonočju , ko je
premica z enačbo x = v tan '{J (slika 4 in fot ogr afija na naslovnici) .

Vaje

P o kakšni krivulji se premika konec sence , ki jo od Son ca obsijana navpična

palica z višino v meče na vodo ravna tl a v kr ajih na :
1. seve rnem zeme ljskem polarniku ( '{J = 66 ,5° )

- ob kr esu
- ob enakonočju

2. severnem zeme ljs kem povratniku ('{J = 23 ,5° )
- o b kresu
- ob enakonočju

3. geografskem vzporedniku s '{J = 80°
- ob kresu
- ob božiču

Poskušaj senco vsakič računalniško natisniti.

Miirijan. Prosen
Rešitve vaj so na str. 173.
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42 . MEDNARODNA MATEMATIČNAOLIMPIADA

V Washingtonu v Združenih državah Amerike je bila v sredini julij a
42 . matematična olimpiada, na kateri je sodelovalo 461 tekmovalcev iz
82 dr žav. V slovenski ekipi so bi li t ekmovalci Aleksandra Franc s 1. gim­
nazij e v Celju , Mojca Miklavec s Škofijske klasične gimnazije Ljubljana,
Andrej Košmrlj, Sergej Omladič , Matij a Pretnar in Klemen Šivic - vsi z
Gimnazij e Bežigrad, član mednarodne tekmovalne komisije Darjo Felda s
Fakultete za elektrotehniko ter vodja ekipe Matj až Željko s Fakultete za
matematiko in fiziko .

Ekipa je prispela v Washington nekaj dni pred t ekmovanjem . Dneve
sm o preživeli v prijetnem okolju Univerze George Mason , kjer je bilo
kasneje tudi t ekmovanj e. Kot običajno so se tekmovalc i v dveh zap ore dnih
tekmovalnih dneh spoprije li s po tremi nalogami dnevno, za kar so ime li
vsak dan na voljo po št iri ure in pol.

Po napornih te kmovalnih dnevih so si tekmovalci ogledali še nekaj
lokalnih znamen it ost i in se z avtobusi podali na celodnevni izlet v Balti­
more.

Med tekmovalnimi nalogami st a bili tudi naslednji dve:

1. Naj bo O središče očrtane kro žnice ostrokotnega trikotnika ABC in
P nožišče višine iz A na BC. Predpostavimo, da velja <r BCA 2
2 <r AB C + 30° .

Dokaži, da velja <rCAB + <rCOP < 90°.

2. Naj bo ti liho celo šte vilo, večj e od 1, in naj bodo kI, k 2 , , k n dana
cela šte vila . Za vsako izmed n! per mut acij a = (al , a2, , an) št evil
1,2, . .. ,n naj bo

n

S(a) = L kia i .
i= l

Do kaž i, da obst ajat a t aki pe rmutaciji b in c, b i= c, da je n! delitelj
razlike S(b) - S(c).

Ekipa Slovenij e se je na let ošnji olimpiadi srčno borila, vendar en
t ede n predavanj v januarju in nekajdnevne priprave na samem prizorišču

olimpiade niso mogli nad omestiti odsotnosti celolet n ih priprav. Prvikrat
doslej smo se domov vrnili povse m praznih rok.

Nastop na olimpiadi so v veliki meri omogočili Ministrstvo za šolstvo,
znanos t in šport in spo nzorja Herm es Softlab iz Ljubljane t er M ura iz
Murske Sob ot e.

Matjaž Željko



Računalništvo I
ZLAGANJE KOVANCEV - Rešitev s str. 23

Izračunajmo najprej vodor avno razdaljo med središčema dveh zaporednih
kovancev . Polmer prvega kovanca označimo z R, polm er drugega pa zr.

Po P itagorovem izreku (glej sliko) velja

(R + 1') 2 = x 2 + (R - 1') 2 .

Od tod sledi

x = J (R + 1')2 - (R - 1')2 = 2Vf[; .

Kovanci v nalogi imajo po vrsti pr em ere 22, 26, 24, 22 , 20, 18 in 16
mi limetrov. Če za zaporedne pare kovancev uporabimo zgorn jo form ulo
in prištejemo še polmer prvega in zadnjega kovanca , dobimo, da je šir ina
razvrstitve kovancev iz besedi la naloge enaka

11 + 2JII13 +
+ 2~ +

2V1 3 ·12 +
2)10·9 +

2Vff1l +
2~ + 8 ~ 147.795 mm.

Naj opozorim, da zgorn je sklepanje ni pravilno, če se polmeri kovancev
močno razlikujejo . Tedaj je namreč moč manjše kovance postaviti med
večje kovance tako, da ne vplivajo na širino razpored itve. V prostor med
dva enako velika kovanca je npr. moč vst aviti kovanec, katerega polmer je
enak četrtini po lmera obe h večj ih kovan cev ; med kovanca , katerih polm er a
sta v razmerju 1 pr oti 4 , pa je moč vstavit i kovanec, katerega polm er je
enak ~ polmera manj šega od ob eh kovancev .

Drugega dela naloge sem se lot il z računalnikom . Vseh razvrstitev
kovancev je 7! = 5040 , torej ne zelo veliko. Nap isal sem program, ki je
generiral vse razvrstitve in za vsako na zgoraj opisani način izračunal ,

kakšno šir ino ima. Gene riranje razvrstitev ni pr av zapletena naloga . V



I Računalništvo - Na loge

resn ici je to enak problem kot gene riranje permutacij . Ko do po dprograma
v programskem jeziku C, ki s pomočjo rekur zije zgradi vse permut acije,
lahko najdete np r. v knjigi C naj bo, naloga 6.11.

( 146.140 mm

S programom sem ugotovil , da obstajajo št iri razvrst it ve z najmanjšo
širi no . Njihova širina je približno 146.410 milimetra , slab milimeter in
pol manj kot pri razvrstitvi z začetka naloge. Ena od teh razvrst it ev je
prikazana na zgorn ji sliki. Preost ale tri dobimo z medsebojno zamenjavo
kovancev za 1 in 10 tolarjev (ta dva kovan ca imata enak pr emer) ter z
zrcaljenjem pr ek navpične simetrale razvrsti tve. Vse druge razvr sti t ve so
vsa j za dve stotini milimetra širše (to me je prepričalo , da sem klju b
morebi tnim zaokro žitvenim nap akam med računanjem res našel pr ave
rešit ve) .

Martin Juvan

TRI ŠKATLE

P ravokot nik s stranicama v razmerju 5 : 3 razreži na t ri (pa samo na tri )
kose tako, da bo vsak od njih mr eža odp rte kockaste škatle, t .j. površja
kocke brez ene st ranske ploskve .

3

5

Marija Vencelj
Rešitev je na st r . 157.



Mat ematika I

o PRIBLIŽKIH ZA ŠTEVILO Jr

V prvi številki tekočega let nika P reseka je Peter Pet ek zastavil zanimivo
nagr adno nalogo o iskanju najboljšega približka za število tt ob om ejitvi,
da je približek izr ažen le z nar avnimi št evili, sešte vanjem, množenjem in
največ dvem a kvadratnima korenoma. P riznat i mor am , da sprva nisem
opaz il, kako premišljeno so izbrane om ejitve. Naj vam pojasnim, zakaj
t rdim, da so omejitve izbran e pr emišljeno .

Od št ir ih osnovnih računskih operacij sta dovo ljeni le dve. Deljenj a
in od št evanja ne sme mo uporabi ti . Zakaj ne smemo upor abit i deljenja, ni
težko ugotoviti . Če bi dovolili deljenje, bi lahko nared ili vsa poz it ivna ra­
cionalna št evila (ulomke) , z nji mi pa se lahko poljubno prib ližamo številu
tt . Najbo lj znana tovrstna približka za 7f sta ulomka 272 in ~~~. Prvi je
od 7f večji za dobro tisočino in četrt , drugi pa za nekaj manj kot 3. 10- 7 .

Dobre približke za 7f z (relativno) majhnimi imenovalci dobi mo s pomočjo

vexi žnia ulomkov. P oleg že omenjenih dveh sta taka še npr. 1~3~31~8 in
3g

1i5638i . Drugi je od 7f večj i za manj kot 3 · 10- 11 . Več o verižnih ulomkih
in sorodnih t em ah iz t eor ije šte vil lahko pr eb eret e v knjigi J . Grasselli,
Diofantski približki , ki je pr ed leti izšla v zbirki Knj ižni ca Sigma.

Nekoliko tež je se je prepričati, da nam tudi odštevanje (skupaj z enim
kvadratnim koren om ) omogoča dobiti poljubno dob re približke za tt . Velja
namreč naslednj a t rd it ev , ki jo navaj am brez dokaza.

Za vsako iracion alno števi lo a je množica števil {na - LnaJ i n E IN}
"gosta" v int ervalu [O, 1]. Pri t em LnaJ označuj e celi del izraza na.

Trdit ev torej pr avi , da lahko za vsako št evilo x E [O, 1] in vsako še tako
majhno šte vilo E > O najdemo tako nar avn o število n , da se števi lo
na - LnaJ po absolut ni vr ednosti razlikuje od x za manj kot E . Ker je
v2 iracionalno število, iz trditve sledi, da že množica šte vil {mV2 - n I
m , n E IN} vsebuje po ljubno dobre približke za tt . Če m in n izbiramo med
šte vili do 1000 , sta najboljša 10V2 - 11, ki je od tt večji za približno 5.4 ·
. 10-4

, in 418V2 - 588, ki je od 7f manj ši za okoli 3.2· 10- 4 . Seveda lahko
namesto v2 vzamemo kvadrat ni koren kateregakoli dr ugega naravnega
šte vila , ki ni popolni kvadrat .

Ostane še om ejitev o uporabi največ dveh kvad rat nih korenov. Če

bi sm eli up or abi ti neomejeno mnogo kvadratnih korenov, bi zope t lahko
dobili po ljub no natančen pr ib ližek za tt . To vid imo na primer t akole :



I Matematika

Začnemo z intervalom od števila a ~ 1 do malo večjega števila a + 6 .

Če vsa števi la z intervala kvadriramo, dob imo interval od a2 do (a +
+ 6 ) 2 . Nov i interval je vsaj še enkrat daljši od začetnega , saj je (a +
+ 6 )2 - a2 = 2a6 + 6 2 > 2 6 . Če kvadriranje ponavljamo, po nekaj
korakih dobimo interval z do lžino vsaj 1. Tak interval pa vseb uje neko
naravno število. Če t o število sedaj korenimo tolikokrat, kolikor krat smo
kvadrirali začetni interval, dobimo število, ki je od a večj e kvečjemu za
6 . Preprost približek opis ane oblike, ki ga dobimo z zaporedno uporabo
treh kvadratnih kore nov , je osm i koren iz 9489 . Od Jr je večji za manj kot
2 . 10- 5 in je tako kar precej natančnej ši od najboljšega približka, ki ga
lahko dobimo z uporabo le dveh kvadratnih korenov. Zanimivo je tudi ,
kako lahko le z nekaj kvadratnimi koreni dob imo zelo natančne pr ibli žke
za Jr . Tako se 1024 . koren (t ega dobimo z lO zaporednimi kvadratnimi
kor eni) iz celega dela števila Jrl024 od Jr razlikuje za manj kot 10- 5 12 , kar
je res zelo zelo malo. Naj še omenim, da je število, ki nastopa po d koreni,
Jr 1024 , ogromno, saj ima kar 510 deseti ških št evk.

In zakaj st a bila v nalogi dovo ljena ravno dva kvadratna korena? Če

dovolimo le enega , je naloga pr ela hka in zato ne preveč zanimiva. Če

pa dopustimo tri korene (ali morda celo kakšnega več) , pa je različnih

oblik izrazov, ki jih lahko sestavimo iz nji h , že kar preveč za "udobno"
reševanje. Omejitev na dva korena je torej ravno pravšnj a , da je naloga
za nimiva, a ne pretežka .

Ena od možnosti , ki bi jo morda tudi lahko dopustili v nalogi , bi
bi la upor aba višjih korenov, na primer kubičnih, četrtih it d . Naj samo
omenim, da je najboljši približek za Jr , ki ga lahko dobimo z uporabo enega
kubičnega korena, kar tret ji koren iz 31 (t a je od Jr manjš i za dobri dve
desettisočini) . Seveda pa bi bilo to še vedno samo iskanje približka, saj
števila Jr ni moč izrazit i s končnim številom osnovnih računskih op eracij
in korenov nad naravnimi šte vili. Celo več , število Jr je transcendentno,
kar pomeni , da ni ničla nobenega polinoma , katerega koeficienti so cela
(ali pa racion alna] števila . Dokaz tega dejstva je leta 1882 naše l nemški
matematik Lindem ann (in dokaz ni prav preprost) .

Gotovo ste med branjem ugotovili, da številskih primerov, ki sem jih
navede l, nisem i zračunal s svinčnikom in papirjem, pa t udi ne z navadnim
računalom. Up orabil sem osebni računalnik, pri računanju pa sem si
pomagal s programskim paketom Mathematica, ki je med matematiki kar
priljubljen, po leg numeričnega računanja pa zmore še marsikaj drugega.

Martin Juvan



Fizika I

POBLISKUJOČA M ORSKA GLADINA

Na rahlo vzvalovanem morju zaman iščemo sliko sonca, kot jo včasih

opazimo s čolna na jezerski gladini. Opazim o le pobliskujočo vodno
gladino . Morj e ne odbija sončnih žarkov tako kot ravno zrcalo. Tudi
ko je skor aj povsem mirno, vidimo namesto ostre slike sonca le bolj ali
manj široko, svetl o, pobliskujočo progo. Ta je še posebno značilna, ko
sonce zahaja, saj se razt eza od obale do ob zorj a (glej članek P. Gosarja :
Odboj svetlobe na vodni gladini, Presek 9 (1982/82) 34).

Pojava ni težko razumet i, če si predstavljamo valovi to morsko gladino
kot množico majhnih ravnih zrcalc, ki ne ležijo v isti ravnini. V nekem
t renut ku so nekat era nekoliko uagujeua, da se pravokotnica nanje naklon i
proti opazova lcu nad glad ino, pri drugih od njega , spet pri t retj ih na levo
ali desno. Poblisk vidimo le tedaj , ko nam izbrano zrcalce za hip usmeri
sončne žarke naravnost v oko. Tedaj je za kratek čas izpolnjen pogoj ,
ki sled i iz odbo jnega zakona: vpadni kot , ki ga tvori žarek od sonca
s pravokot nico na zrcalce, je enak kot u , ki ga tvorita t a pravokotnica in
premi ca skozi oko in zrcalce. Za pobliske, ki ležijo v navpični ravnin i sonca
in opazovalca, lahko izračunamo kot med vpadnim in odbit im žarkom.
P otrebno je le poznati kot med navpičnico in smerjo sonca na nebu ter
kot med navpičnico in sme rjo, kjer op azimo poblisk. Sled njega brez te žav
izračunamo, če poznamo višino opazovalca h, merj eno od gladine, ter
razdaljo l od točke na mo rju , natančno pod opazovalcem , do točke po bliska
(glej sliko 1). Kljub povsem nepredvid lj ivemu valovanju morske glad ine
mesto pobliska razkrij e nagnj enost zrcalca te r kot med vpadnim in odbit im
žarkom. Ta kot je pomemben , če op azujemo gladino skozi po larizacijska
očala.

Odbito valovanj e je namreč polarizirano , če tvorita odbit i in lomlj en i
žarek, ki nad aljuj e pot v vodi, pr avi kot . Vpadni kot aB , pri katerem
se to zgodi, je Brewstrov kot (glej sliko 2) . Odbi to valovanje je po larizi­
ran o vodo ravno, torej tako, da niha električna poljska jakost v vodoravni
ravnini . Če opazujem o morsko gladino skozi pol arizacijska očala, ki t e
sve tl obe ne prepuščaj o , na določeni razdalji ne bomo vid eli po bliskov ,
temveč le svetlobo , ki pr ihaja z dna . Na sliki na III . st rani ovit ka to lep o
vidimo. Leva foto gr afija je posnet a s po larizacijskim filtrom, ki prepušča

polarizir ano svet lob o z električno po ljsko jakost jo v vodoravni ravnini. Na
desn i fotografij i pa smo filter zas ukali za 90° . Povsem jasno vidimo , da
na določeni razdalji od ob ale p ob liskov ni, na krajši in večj i razdalji pa
se njihova svetlost povečuje. Slika se posreči le, če fotografir amo z mesta,
ki je dovolj visoko nad glad ino . Najbolje bi se posrečila taka fotografija
iz let ala . Naša je bila posneta z okna hot ela na robu visoke pečine na
slovenski obali.
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Slika 1. Opazovalec nad morjem zazna po blisk, ko je zrcalce ravno prav or ientirano .
Sončni žarki tvorijo z navpičnico kot 45° .

V gro bem prever imo sliko še računsko . Iz lomnega zakona hit ro
določimo Brewstrov kot . Z oznakami kotov na sliki 2 velja

sin (aB)
=n .

sin ((3)

Tu je n lomni koli čnik vode, za zrak pa smo privzeli, da ima lomni količnik
enak 1. Ker tvorita odbiti in lomni žarek pravi kot , velja še
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v

Slika 2. Ko vpada nep olari zir an a
svetl oba na zrcalce pod Brewstro­
vim kot om , tv orita lomljeni ža re k L
in od bit i ža rek O pravi kot . V od­
biti sve tl ob i n iha električna poljska
jakost le v vodoravn i smeri.

Od tod Z izločitvij o kota f3 dobimo zvezo

tan(a B)=n .

Lomni količnik vode je n = 1,33 , zato je Brewstrov kot o e enak 53°.
Fotografirali smo v času , ko je bi l kot med sončnimi žarki in navpičnico

45°. Interval vp adnih kotov sončnih žarkov na zrcalca, ki pobli skujejo, je
med 45/2° (zrcalce pod op azovalcem) in (45 + 45/2) ° = 67, 5° (za zrcalce
na obz orju). Res, interval vsebuje tudi Brewstrov kot .

Ali razumem o Brewstrov zakon? Zakaj je odbito valovanje pov­
sem polarizir ano, ko tvorit a odbiti in lomlj eni žarek prav i kot ? Po­
skušajmo nekoliko poenostav ljeno odgovorit i na to vprašanje. Odbi to in
lomlj en o valovanje nastanet a zaradi sipanja vpadnega valovanja na mo­
lekulah. P reds tavlja jmo si vpadno nep olarizirano valovanj e, sest avljeno
iz dveh komponent , ene polarizirane v vodoravni , druge pa v navpični

ravnini . Električno polje polarizira molekule. V zunanjem električnem

polju teži š či pozit ivnega in negativnega naboj a pri molekulah ne sovpa­
data. Ker električna poljska jakost niha, prav t ako nih at a tež išč i in
zato molekula dip olno seva. Značilno za dipoln o sevanje je, da v smeri
nihanja sevanja ni, največ pa ga je v pravokot ni smeri (glej sliko 3) . Pri
vpadu navpično po lar izirane komponente pod Brewst rovim kotom nihaj o
težišča v smeri gled alca, zato le-ta sipanega valovanj a ne vidi . Vidi pa
sipano valovanje vodoravno polarizirane komponente, kjer težišči nih ata
pravokotno na njegovo smer.



I Zanimivosti - Razvedrilo

Slika 3. Dipoln o sevanje je najmočnej še, ko
težišč i po zitivnega in negativn ega naboja ni­
hat a prečno na smer opazovanja (P) . Ko op a­
zuje mo mol ekulo v sme ri nih anja (V), valova­
nj a ne zaz namo.

/', V/ ,
.... _- - -'

I
I
I

i ~

1:1'-----------,:>
Tovrstno razmi šljanj e pom aga , da si za dlj e časa zapomnimo razm ere

pri odboju sve tlobe na meji med dvem a dielektrikoma .

Andrej Likar

KVADRIRANJE DVOMESTNIH ŠTEVIL,
KI SE ZAČENJAJO S 5

Sosedov Tim zelo rad računa na pamet . Ko sem mu pred kratkim zaupala
skrivnost hitrega kvadriranj a šte vil, ki se končujejo s števko 5 (saj veste
- kar stoji pr ed 5, pomnožimo z za ena večjim številom in produktu
pripišemo 25), se je od zval z občudujočim: "Uaaa u."

Čez dva dni mi je ob srečanj u 'mimogrede ' namignil, da je izn ašel
pravilo za kvadriranje dvom estnih števil, ki se začenjajo s 5. Seveda sem
pokazala dolžno zanimanje, zato mi je pravil o zaupal. Takole gre :

K vadrat dvom estn ega števila, ki se začenja s 5, dobimo tako, da
številu 25 prištejemo vredn ost enic danega števila in tako dobljeni vsoti
pripišemo kvadra t enic kot dvomestna število. (Če je kvadrat enic eno­
mestno šte vilo, npr. 1, 4 ali 9, moramo torej pripisati Ol , 04 oziroma
09.)

Izračunajmo npr . 572 .

1. kor ak : Zapišemo 32_, ker je 25 + 7 = 32.
2. kor ak: Ker je 72 = 49 , pripišem o 49 in dobimo 3249. Torej je

572 = 3249.
Tim je iz žepa po tegnil še dokaz, da je njegov postop ek pravil en . Na

listku je imel zapisane kvadrat e vse h dvom estnih števil, ki se začenjajo s
5, izračunane dvakrat. Enkrat z žepnim računalom, drugič po njegovem
pravilu. Obakrat je dobil enake rezul t a te.

Nalogi za vas:

1. V splošnem pr emislite, zakaj Timovo pr avilo deluj e.
2. Ali tudi pri kakšni drugi številski osnovi velja podobno pravilo? Kdaj

in kak šno?

Marij a Vencelj
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POLKRALJICE

Polkraljica je (izmišlje na) šahovska figura , ki je p o moči med trdnjavo in
pravo kr alj ico. Pravzaprav po znamo dve vrsti po lkraljic , bele in črne .

Bela polk ralji ca napada vsa po lja v svo ji vr sti ci , vsa polj a v svojem
stolpc u in vsa polj a na naraščaj oči diagonali , na kateri stoj i. P odobno
črna p olkralj ica napada vsa polj a v svoji vr sti ci in v svojem stolpc u t er
še vsa polja na padajoči diagon ali , na kat eri stoj i. Nap ad en a polj a za obe
vrst i po lkralj ic so prikazana t udi na spodnj i sliki.

x X
X X
X X
X X

X X il;:c X X X X X'o

X X
X X

X

X
X

X X
X X

X X c" X X X X X1).,

X X
X X
X X

Na ša hov nico velikost i ti x ti je vedno moč post aviti ti t rdnjav t ako, da
noben a ne nap ada nob ene druge (in sicer na n! različnih načinov). Če je
n =1= 2,3, pot em obstaja t udi taka post avit ev n kr alji c. Vsaka post avit ev n
kraljic pa določa 2" različnih post avit ev n po lkralj ic (vsako kraljico lahko
sp re me nimo v be lo ali v črno po lkralj ico ). P oleg tega pa obstaj a t udi
m nogo postavitev polk ralji c, ki j ih ne dobimo t ako, da kralj ice spre menimo
v po lkraljice (taka je npr . postavit ev črnih polkr alji c po glavni naraščajoči
diagonali ša hovnice).

V nalo gi nas bodo zanim ale po st avi t ve polkralji c, pri katerih nob en a
polk ralj ica ne napada no be ne druge. Natančneje , zanimalo nas bo , na
koliko različnih načinov lahko na ša hovnico velikosti n x n post avimo k
belih in n - k črnih polkraljic tako , da nobe na ne napada nobene druge.
S po skušanjem hit ro najdemo naslednje vrednosti :

velikost šahov nice 1 x 1 2 x 2 3x3

število belih polkralji c O 1 O 1 2 O 1 2 3

število postavitev 1 1 1 O 1 3 2 2 3
"-v---' "'-v--" "--v---'

2 2 10
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Iz tabele ra zberemo, da ne obstaja "miro ljubna" postavitev ene be le in
ene črne polkralj ice na ša hovnico velikosti 2 x 2. Mord a ste v gornj i t ab eli
opazili t udi nekaj simet rije . Za izbrani n je namreč vre dnost pri k enaka
t ist i pr i n - k. To ni slučaj, saj nam zrc aljenje pr ek vodoravne (ali pa pr ek
navpične) simetrale šahovnice prevede "m iro ljubno" postavit ev k belih in
n - k črnih polkralji c v "miro ljubno" post avitev n - k belih in k črnih

polkraljic.

Sedaj pa k vprašanju. Sprašuje m vas, na koliko različnih načinov

je moč na običajno šahovnico velikost i 8 x 8 postavit i 8 polkra lj ic t ako ,
da nobena od njih ne napad a nob ene dru ge. Na j vas opozorim , da je
iskanih postavit ev veliko , sa j lahko že kr aljic e postavimo na 92 različnih

načinov , vsaka postavitev kraljic pa določa kar 256 različnih post avit ev
po lkralj ic. Zato vam pr edl agam , da se naloge loti t e z računalnikom . Za
izhodišče lah ko vzamete računalniški pr ogram, ki poišče vse postavi tve
kraljic na šahov nico, in ga ustrezno prilago dite. Tak program, napi san v
programskem jeziku C, je npr. rešit ev naloge 5.16 v knjigi C naj bo.

Martin Juvan

PRERAZPOREDI ŠTEVILA

Naravna števila od 1 do 9 so razpo rejena po robu t rikot nika na sliki tako,
da je vsota števil na pos am ezn i trikot nikovi stranici enaka 20. Ali lahko
pr er azporedimo št evila tako, da bo vsota števil na vsaki stranici enaka
177
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Marija Vencelj

Rešitev je na st r. 174.
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Fizika I
TLAK POJEMA Z V IŠIN O

Vprašanje, kako v kap ljevini in v plinu tlak pojema z višino , pripelje do za­
nim ivih sklepov, če smo pr ipravljeni malo računati . Pri tem si pomagamo
z žepnim računalom . Rezult ati , dobljeni za molekule v plinu , veljajo
tudi za velike delce , ki lebdijo v kaplj evini in ki jih je mogoče videti z
mikroskopom. T i rezultat i so imeli pomembno vlogo v ra zpravi o obstoju
atomov in molekul pred devetdeset imi let i.

V miru joči tekočini tl ak pojema z naraščajočo višino ali narašča z
naraščajočo globino. Tega se dobro zavedajo tudi potapljači . T lak naraste
za 1 bar, ko se potopijo za 10 m (1 bar = 105 N/m2 je približno enak
zračnemu tl aku na morsko gladino; enota za tl ak v mednarodnem sistemu
je N/ m2 ali pascal) . Da po jasn imo to , si v vodi pr edstavljajmo navpično

pr izmo s spo dnjo osnovno ploskvijo S v višini Zo in zgornjo v višini z. Na
spodnjo osnovno ploskev deluje sila vode Sp( zo) navpično navzgo r in na
zgornjo sila vode Sp( z) navpično navzdol. Prizma miru je, zato je vsota
teh dve h sil in teže prizme mg = pSzg , ki deluje navpično navzdol, enaka
nič . 9 = 10 m/ s2 je težni pospešek in p = 103 kg/m3 gostota vod e. Iz
tega izhaja razlika t lakov

p(z) - p(zo) = -pg(z - zo) , (1)

če višino z šte jemo poz it ivno navpično navzgor. V globini Zo = - 10 m
je tlak za 103 kg m" :' · 10 m s- 2 ·10 m = 105 N/m2 = 1 bar večji kot na
gladini pr i z = O. Vselej , ko se spustimo za 10 m , se t lak poveča za 1
bar . Voda se namreč zaradi povišanega t laka le neznatno zgost i. Privzeti
smemo, da se gostota z globino ne sprem inja .

V zraku lahko računamo tako le pr i majhni višinski ra zliki . Pri
navadnem zračnem t laku Po = 1 bar meri gostota zraka PO = 1,2 kg/m3

.

Zračni t lak se zmanjša za 1,2 kg m-3 . 10 m s- 2 . 10 m = 120 N/m2 od
1 bara na 0,9988 bara, ko se od višine O dvignemo za 10 m .

Kako visoko (zr) bi bilo ozračje , če bi po vsej višini imelo gostoto, ki
jo ima pri t leh? Iz enačbe (1) sledi Zr = Po/pOg = 105 N m-2/ 1,2 kg m - 3

.

· 10 m s- 2 = 8330 m .
Gostota plina se zmanjša , ko se zniža t lak, in je pri konstantni tem­

peraturi sorazme rna s t lakom. Pri t laku 0,9988 bara v višin i 10 m meri
gostota zraka 1,2 ·0,9988 kg/m3 = 1,1986 kg/m3 . Sprememba gostote je
maj hna, a jo moramo upoštevati , če sprememba višine ni majhna v pr imeri
z Zr ' Gosto ta je od visna od tl aka in tl ak od gostot e. Pomagamo si tudi
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z omenjenim spoznanjem o gostoti plina pri konstantni temperaturi. Iz
P/ PO = pIpo izhaja

p(z) = PO p(z) .
Po

Zvezo vstavimo v enačbo (1) in upoštevamo, da se sme višina samo malo
spremeniti. Za z vstavimo z + ,6.z, za za pa z:

p(z + ,6.z) - p(z) = _ Pog ,6.z = _ ,6.z

p(z) Po Zr .
(2)

Višino večajmo v enakih korakih po ,6.z = 10 m: v prvem od Ona ,6.z ,
v drugem od ,6.z na 2,6. z, v tretjem od 2,6.z na 3,6.z, . .. v koraku N od
(N - l ),6. z na N ,6.z . Lahko si mislimo, da se dv igamo po stopnišču z vi­
sokimi stopnicami. Desna stran enačbe (2) ostane nespremenjena, na lev i
strani pa dobimo po vrsti p(,6.z) - Po, p(2,6.z) - p(,6.z) , p(3,6.z) - p(2,6.z),

p(N,6.z ) - p((N - l),6.z) . Nato zidamo:

p(,6.z) = Po(1 - ,6.z /zr) ,

p(2,6.z) = p(,6.z)(l- ,6.z/zr) = Po(1- ,6.z/zr)2,

p(3,6.z) = p(2,6.z)(1- ,6.Z/ Z1') = Po(l - ,6.z/ z1')3,

Z zadnjo enačbo lahko izračunamo tlak po poljubnem koraku N v višini
z = N,6.z (slika 1) . Naraščanju tlaka ustreza geometrijsko zaporedje, če

naraščanju višine ustreza aritmetično. Lahko bi vze li manjši korak kot
,6.z = 10 m . Precej večj i korak pa ne bi dal uporabnega izida. P ribližek
je tem bo ljši , čim manjši je korak. Tako smo t lak izračunali po korakih .

Kako se spreminja tlak, ko se dv igamo po gladkem klancu brez sto­
pnic, ugotovimo, ko si predstavljamo, ela postajajo stopnice vse nižje. Iz
matematike si sposoelimo enačbo lim x --+ CXl (l - l / x)X= l/e = e- 1 . Indeks
x -+ oo pomeni , da x naraste čez vsako mejo. Z e smo zaznamovali osnovo
naravnih logaritmov e = 2,71828 . . . Zares z računalom za (1 - l / x )X z
x = 10, 104 in 107 po vrsti dobimo 1/2,86797, 1/2,71842 in 1/ 2,71828.
Vstavimo N,6. z = z in N zrlz = x, pa imamo

p(z) = Po [ (1 _~) X] z/zr = Poe-z/zr . (3)
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N z p

o O 1,0000 bar
200 2 km 0,7869
400 4 0,6185
577 5,77 0,5002 Z 2

600 6 0,4864
800 8 0,3825
833 8,33 0,3678 Z r

915 9,15 0,3333 Z3

1000 10 0,3008
1200 12 0,2366
1400 14 0,1862
1600 16 0,1464
1800 18 0,1152
2000 20 0,0906
2200 22 0,0712

0 .8

0 .6

0 .4

0 . 2

'\
\

\

\
\

\
\ ,

0 . 5 1 1. 5

In2 In3
2 .5 3 Z/Z,.

Slika 1. Odvisnost razmerj a pI po, p]PO a li n ino od razmerja z i Z r V ozračju pri
t emper aturi oko li 20° C za korak /),.Z = 10 m .

Enakovreden je zapis p(z ) = Po . 2- Z
/

Z 2
, na katerega nalet imo včasih .

Lahko bi zapisali t udi p(z ) = Po · 3- Z
/

Z 3 in tako dalje s poljubno osnovo .
Na relaksacijski višini Zr = 8330 m se zmanjša t lak na l / e = 0,3679
vrednosti, ki jo ima pri t leh . To je t udi povprečna višina ozračja. Na
razp olovni višini Z2 = 5770 m se zmanjša tl ak na polovico in na višini
Z3 = 9150 m na tretjino vr ednosti pri t leh.

Eksponentna funkcija (3) , do kat ere smo se nekoliko okorn o doko pali,
je ena od najpomemb nejših elementarnih funkcij v fiziki. Nanjo nalet imo
med drugim še pri radioakt ivnem razpadanju, absorpcij i svetlo be, pr e­
hodnih po javih v električnih vezj ih. Njena inverzna funkcija je naravni
logaritem . (Mimogrede: velja e- x = 2- x / ln 2 in Z2 = Zr ln 2 ter e-x =

= 3- x / 1n 3 in Z3 = zr· ln 3.)
Pri dani temp eraturi sta tlak in gostota p sorazmern a in gostota p je

sorazmerna z gostoto molekul n = p/m l , če je m l masa ene molekule.
Zato tudi gostota in gostota molekul z višino eksponentno pojemata:
p = poe- z/ zr in n = noe- z/ zr. P ri tem sta po in no gost ota in gostota
molekul v višini z = o.

Izraz za relaksacijsko višino lah ko nekoliko pr euredimo, če s plin­
sko enačbo nekoliko bolj splošno zapišemo zvezo med t lakom in gostoto:
p = pRT / M . Pri tem je R = 8313 J /K splošna plinska konstanta in
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lv! = m INA masa kilomola . Avogadrovo število NA pove število molekul
v kilomolu. Z vsem tem dobimo

_ Po _ kT z
zr - - - - lil

Pog mIg Zr
(4)

Pri te m smo vp eljali Boltzm annovo kon stanta k = RINA . V zadnjem
razmerju je mIgz potencialna energ ija molekule, kT za termično gibanje
pr i temperaturi T tipična energija . Relaksacijska višina dosež e 124 km
za vod ik, 8,91 km za dušik in 7,79 km za kisik. V ravnovesju bi se t i
plini po višin i v ozračj u porazdelili skladno s temi podatki, če bi bila
temperatura konstantna. Temperatura v ozračju po jema z naraščajočo

višino , zato račun odpove. Vseeno pa po jasni, da je Zemlja izgubila vodik
zara di razmeroma šibke gravitacije.

p

c

o

-
Slika 2. Velj avnost enačbe p = pRTI M v
razt op in i je mogoče neposredno presk usiti .
Sp odnje kraj išče odebeljene cev i C je za prt o
s polprepus t no op no O . V cevi je v prostor­
nin i vode V raztopljen a snov z maso m ­
pri te m velja p = m iV - in mas o kilomola
M . Cev je potopljen a v posodo s čisto

vodo P. Voda skoz i opno preh a ja v cev,
raztopljen a snov pa ne more uh aja ti iz cevi.
V ravnovesju je gladina raztopine v cevi
višja kot gladin a vode v posodi . Višinsk i
razlik i ust reza osmozni t lak, ki la hko doseže
znat ne vrednosti. V raztopini sladkorja, ki
vseb uje na primer 0,3 mo la v lit ru vode,
doseže 7 ba rov. Pojav je ze lo pomemben v
biologiji , sa j npr. po ganja vodo po rastlinah
nav zgor. Odkrili so ga sred i 18. stoletja in
ga kmalu podrobneje raziskali . Leta 1886
je Jacobus van't Hoff ugotovi l, da za razto­
p ljeno snov v kapljevini ve lj a enaka enačba

kot za p lin . To je mogoče na hit ro utemeljiti , češ da je raztop lje na snov v ravnovesju s
svojo paro , za katero ve lja p lin ska enačba. Učeno rečemo, da se ujema ta nj una kemijska
potencial a . Izvor tlaka v kapljevini pa je drugačen kot v plin u , O čemer priča to, da
velja enačba v kapljevini le pri majhni kon cen traciji ra ztopljen e snovi.

Pomembno je, da enačbi (3) in (4) ne veljata samo za plin in za
molekule v njem, ampak t udi za snov, ki je raztopljena v kaplj evini , in
njene molekule, dokl er je ra ztopina razredčena. Molekule lahko vsebujejo
malo ali veliko atomov in imajo majhno ali veliko maso. Ne samo to ,
enačbi veljata t ud i za večj e , z mik roskopom vidne delce, ki lebdijo v
kap ljevini . Za molekule z relativno molekulsko maso 250 meri relaksacijska
višina vraztopini 1 km , za delce, ki jih vidimo pod mikroskopom in ki
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imaj o milijardokrat večjo maso, pa meri samo mikrometer , 11m, milijonino
metra ali tisočino milimetra.

Sedimentacijsko ravnovesje, to je ravnovesje vidnih delcev , ki lebdijo
v kap ljevini, je temeljito ra ziska l francoski fizik Jean -Baptiste Perrin s
svojo skup ino. Podrobno je izmeri l, kako se z višino spreminja gostota
kroglastih delcev , ki lebdijo v kapljevini , in določil Avogadrovo število.
Čeprav so ga že prej določi li nekateri drugi, je bil to okoli leta 1911
pommeben uspeh. Najprej je dolgo časa iskal snov, ki bi jo bilo mogoče

oblikovati v zelo majhn e kroglice. Koloidne raztopine se niso obnesle, ker
so bili delci premajhni in preveč neenakomerni. Nazadnje sta se najbolje
izkazali rastlinski smoli gumi -gut , ki jo pridobivajo v Kambodži in na
Sri Lanki , in mastiks z nekateri h grških otokov. Perrin je smolo najprej
raztopil v alkoholu in nato dobljena ru meno raztopino močno razredčil

z vodo. S cent rifugiranjem je ločil delce od kap ljevine. To je večkrat

ponovil , dokl er voda v okolici delcev ni bila popolnoma bistra. Delci
so bili sicer kroglasti, a niso imeli enakega po lmera. Zato je kap ljevino
večkrat za kratek čas centrifugiral in odbral delce , ki so se nakopičili daleč

od osi in med kateri mi so prevladovali delci z večjo maso. Z odbiranjem je
po večmesečnem delu iz kilograma gumi-guta dobil nekaj desetin grama
kroglic želene velikosti .

, .,
~ ............"

•.. c:::=
,..
••
••...
•••

Slika 3 . Lega mikroskop a in stolpca kapljevine pri opazovanju z navpično (a) in vodo­
ravno osjo mikroskopa (b) t er delci smole v kapljevini v sed imentacijs kem rav nov esj u
(c) . Fotografijo j e Perrin dobil z mikroskopom z vo do rav no osjo (b) .

Skrbno je pr emeril gost oto smole p in dobil, npr. 1,194 gjcm3 . Na
več načinov je izmeril polmer kro glic r in zanj , npr. dobil 0,367 11m.
Neposredno merjenje zaradi uklona ni bilo natančno. Natančnej e je bilo
mogoče izmerit i dolžino niza dotikajočih se kroglic in izračunati polmer.
Z izmerjenim polmerom in gostoto je izračunal efekt ivna težo kro glice
~71T3(p - p' )g, to je težo, zmanjšano za vzgon v kaplj evini z gostoto p'.
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Opazoval je z mikroskopom z navpicno ali z vodoravno osjo. V prvem
primeru je desetino milimetra globoko vdolbino v mikroskopskem stekelcu
napolnil s kapljevino, v kateri so lebdeli kroglasti delci. S t em, d a je
mikroskop naravnal na določeno globino, je lahko opazoval delce v t ej
globini. Gostoto delcev je določil t ako, da je delce v vidnem polju v
določeni globini fotografiral in jih na fotografiji preštel. To je bilo mogoče

le, če so bili delci dovolj veliki . Pri drugem načinu pa je z dodatno zas lonko
močno zožil vidno polje, da je maloštevilne delce lahko za jel in preštel z
en im pogledom.

Pri m erj enju s kroglicami iz gumi-gut a s polm erorn 0,212 JLm je v
višini 5 JLm , 35 JLm, 65 JLm in 95 JLm v povprečju naštel po vrsti 100 ,
47, 22,6 in 12 delcev . Niz števil se približno uj ema z geometrijskim
za poredjem : 100 , 48 , 23, 11,1. Iz teh podatkov je izračunal relaksacijsko
višino 42, 4 JLm . Z znano efektivno t ežo je iz prve enačbe (4) izračunal

Bo ltzmannovo konstanto k in nazadnje iz nje s plinsko konstanto še Avo­
gadrovo število N A = Rlk . Pri nizu zelo skrb nih merjenj , v katerem
je v celoti opazoval 17 tisoč delcev s polmerom 0,367 JLm, j e dobil za
Avogadrovo število 6,8 . 1026 . Merili so z različno velikimi kroglicami , pri
različnih t emperaturah in z različnimi kapljevinami , vodo in bolj ali manj
razredčenim glicerino m . Pri vseh merjenjih so dobili malo večji ali malo
m anj ši rezultat . Danes Avogadrovo število 6,02 . 1026 poznamo precej
natančnej e, tako da se utegn e P errinov rezultat zde t i dokaj nenatančen.

Ob svojem času pa je bi l zelo dragocen. J ean P errin je leta 1926 za
merjenja, ki jih je izvedel med letoma 1908 in 1911 , dobil Nob elovo
nagrado. V nadaljevanju bomo opisa li še drugi del nj egovih raziskovanj
in pojasnili, zakaj so bi la t a raziskovanja t ako pomebna.

N e čisto resno. Poučevalska fizikalna revija je obj avila zgodbo o komisijskem
izpitu iz fizike, na kat erem je št udent dobil vprašanj e, kako bi določil višino
stavbe, če ima občutljiv merilnik tlaka. Študent je naved el nekaj zanimivih
predlogov. Merilnik bi obesil na vrvi co, ga počasi spust il do tal in izmeril
dolžino vrvice. Meriln ik bi spustil, s st oparico izmeril čas, ko bi udaril po
tleh , in iz časa izračunal višino padanja. Navsezadnje bi merilnik, ki najbrž
ni poc eni , dal hišniku v zameno za podatek o višini st avb e. Izpit je zdelal ,
češ da se bo v življenju dobro znašel. Pač ni bil študent fizike, ker se zadnja
dva predloga ne skladata z zahtevo, da je t reba po vaji vse naprave vrniti na
staro mesto. Bralci pa bodo na vprašanje odgovorili t ako, kot je spraševalec
pričakoval. Na višino stavbe sklepamo po zmanjšanju zračnega tlaka, ko
prenesemo merilnik od tal do vrha. Blizu nadmorske višine Ose na 10 metrov
višinske razlike t lak zmanjša za 120 N/ m2

.

Jan ez Strnad



Mat ematika I

M OD U LA RN A REDUKCIJA IN
MERSENNOVA ŠTEVILA

Pri računanju z velikimi števili večkrat nale timo na naslednji problem:

Dani sta naravni št evili a in m . Poi š či ostanek pri deljenju šte vila a s
številom m .

Drugače problem zast avimo lahko t udi takole:

Po išči tako celo število b med O in m - 1, ki je kongruentno številu a
po modulu m: a::::::: b (mod m) .

Ali še drugače :

Iščemo tako celo število b med O in m - 1, da bo razlika a - bdeljiva z
m.

Pravimo, da želimo število a red ucirati po modulu m , sa m postopek
pa imenujemo modularna red ukcija. Problem modularne redukcije na­
stopi npr. v eni izmed najbolj znanih metod za šifriranje z javnimi ključi

- met odi RSA. Ker je potrebno pri uporabi metode modularno redukcijo
izvršit i velikokrat , je hit rost njene izvedbe eden izmed dejavnikov, ki
pomembno vplivajo na hit rost celot ne metode in s te m tud i na njeno
up orabnost . Več o šifriranju z javnimi ključi in metodi RSA si bralec
lahko preb ere v članku M. Vencelj, Šifriranje z javnim ključem, Presek
22, št . 6 (1994-1995), str. 354-357.

Modularno redukcijo običajno oprav imo s celoštevilskim deljenj em :
število a delimo s številom m in poiščemo ost anek. Tod a to je v splošnem
kar zamudna naloga , še poseb ej , če sta števili a in m veliki. Seveda si
zastavimo vprašanje, ali znamo mod ularno red ukcijo izvesti še na kakšen
drugačen , hit rejši način . Če je modul m primerno izbran , je odgovor na
to vprašanje pritrdilen . P a si poglejmo, kako to st orimo .

Za mod ul tri vzemimo Mersennovo število, to je šte vilo oblike m =

= 2k - 1, kjer je k poljubno naravno št evilo. Zapis števila m v dvo jiškem
sist emu je zelo preprost - sestavljen je namreč kar iz zaporedj a k enic:

m = 11 . . . 11 (2) .
'-v--"

k
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Zapišimo v dvojiškem sistemu tudi število a. Po potrebi bomo dvojiškemu
za pisu števila a na začetku dod ali nekaj ničel , tako da bo njegova dolžina
n . k znakov (bit ov) za neko naravno število n. Naj bo število An - l

enako številu , ki ga v dvoji škem zapisu predstavlj a prvih k bitov števila a
(gledano od leve pro ti desni) , števi lo An - 2 število, ki ga predst avlja drugih
k bitov šte vila a , in tako naprej do št evila A a, ki ga predst avlja zadnj ih k
bi tov števila a. Število a lahko sedaj izrazim o na nas lednji način :

kjer so A n- l , A n- 2, . . . , Al, Aa k-bit na števila.
Trdimo, da je število b = A n- l + A n-2 + ...+ Al + Aa kon gruentno

številu a po modulu m. Preveri ti moramo torej , da je razlika a - bdelji va
z 1n:

a - b = 2(n-l )kA n- l + 2(n- 2)kA n- 2 + ...+ 2kAl + A a­

- A n- l - A n- 2 - ... - Al - Aa =

P oljuben sumand vsote (1) je oblike A t (2 tk - 1) za neko naravno šte vilo
t , 1 ::::: t ::::: n - 1 in ga zato lahko zapišemo takole:

A t(2
tk - 1) = At . (2 k - 1) . (2 (t - l )k + 2(t-2)k + ...+ 1) =

= At . m · (2 (t-l )k + 2(t - 2)k + ...+ 1) .

To rej je vsak sumand vsote (1) de lj iv z m in zato tudi šte vilo a - b. S te m
je t rditev do kazana.

Seveda se lahko zgodi, da je število b večje od m - 1. V tem primeru
enak postopek ponovimo še enkrat, to krat s številom b na mestu št evi la
a. S pon avlj anj em postop ka pr ej ali slej pridem o do števi la , ki je manj še
ali enako m - 1 in ki pri deljenju z m da enak ostanek kot a . Modularno
redukcijo smo tako izvedli s seštevanje m, ki ga lahko op ravimo bist veno
hitreje kot celoštevilsko deljenj e.

Največkrat - npr. pri metodi RSA - naletimo na naslednjo inačico

modularne redukcije: Im amo nar avni šte vili x in y , ki sta manj ši ali enaki
'In - 1. T i dve šte vili zmnožimo, produkt a = x y pa moramo reducirati po
modulu m . V tem primeru je opisana metoda še poseb ej enost avna , saj
je zapis šte vila a v dvo ji škem sistemu dolg kvečjemu 2k bitov. Šte vilo b je
za to enako vsoti dveh k-bi tnih štev il Al in Aa . Po največ dveh po novit vah
zgorn jega postopka bom o dobili ustrezno št evilo b, ki bo manj še od m .
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Zarad i različnih omejitev se izkaže, da Mersennova števila za metodo
RSA niso pri merna. Rešitev se ponuja v tako imenovanih posplošenih
JvIersennovih številih. To so števila , ki so "podobna" Mersennovim števi­
lom , kot npr. števila oblike

• 2n
- c, za po ljubno naravno število n in fiksno naravno število c,

• 2n - 2m
- 1, za poljubni naravni števili n > tn ,

• 24n
- 23n + 22n + 1, za poljubno nar avno število n , itd .

Pri teh številih je seveda modularna redukcija nekoliko bolj zapletena kot
pri pr avih Mers ennovih številih , je pa zato izbira te h števil dosti večja in
pestrejša .

Š tefko Miklavič

ČRKE IN ŠTEVILA

Vsa ka črka v tabeli pr edst avlja število med 1 in 9. Različne črke pomenijo
raz lična števila. V tabeli so pod an e še vsote vrstic in stolpcev.

H G D F 22

E C I D 20

B H A C 17

I B G E 22

19 18 28 16

A B C D E F G H I

5 4

Poiščite vse vrednosti posam eznih črk in jih vpiš it e v desno t abelo. V
pomoč sta vrednosti za dve črki že vp isani v rešit ev.

B oštjan Jaklič



I Računalništvo

)6 + jI5 JE NAJBOLJŠI PRIBLIŽEK ZA Jr

Če je približek zr-ja lahko izražen le z nar avnimi št evili, največ dvema
kvadratnima korenoma, sešte vanjem in množenj em, je vseh možnih kan­
didatov (izrazov) za najboljš i približek končno mnog o, pravzaprav celo
zelo malo. P rvopodpisani sem domneval, da so možne samo naslednj e
št ir i oblike izrazov z naštet imi om ejitvami:

a + v'b, O ::; a ::; 4, O ::; b ::; 10 (1)

a + )b + ve, O::; a < 4, O::; b< 10, O::; c::; 100 (2)

a + v'b + ve, O< a ::; 4, O< b, C < 10 (3)

a + (b+ ve)(d + ve) , O::; a,b,d < 4, O::; c, e < 10 (4)

Možnost (1) je sicer že za je t a v (2) , v (3) in v (4), če so nekater i
koeficienti enaki O, vend ar jo vseeno ob ravnavamo pose bej. Mn oženj e
dveh korenov bi dalo spet en sam koren: J(iVb = ve,C = ab (neko drugo
naravno števi lo). Podobno pa velja t udi za mn oženje naravnega števila in
koren a iz nar avnega števila (kvadrat šte vila damo pod kor en in dob imo
izraz z enako vrednostjo) .

Moj bivši sošo lec in kolega na Fakult eti za računalnistvo in informa­
t iko Janez Brank je mojo domnevo pot rdil z dokazom , ki ga pr ilagam na
koncu.

Vseh naštetih možnosti je, kljub temu, da se jih večina od 1T razli­
kuje za več kot 1, še vedno tako malo, da sem jih nekaj preveril kar s
kalkulatorjem, ostale pa s programom v C-ju na osebnem računalniku.

Na jboljši pribli žek obl ike (1) je ViO, ki je od 1T (po absolut ni vr edno­
sti) oddaljen za manj kot 0.2l.

Za ob liko (4) so najboljši pribli žki prav tako le ViO in nj egove izp e­
ljanke, npr. V2v'5.

Ob lika (2) da najboljši prib ližek sploh in sicer V6 + v'I5, ki je od 1T

oddaljen za manj kot 0.00054.
Oblika (3) pri sp eva naj zanimivejši približek , ki sploh ni slab: V2+V3

je od 1T oddaljen za manj kot 0.005.
Glede na to , da sva , eden absolvent računalništva, drugi pa od nedav­

nega po diplomski št udent, in da sva prev eri la kar vse mo žnosti, kar najbrž
ni bil smisel naloge, men iva, da najina reš itev ne more biti nagraj ena ,
četudi sva našla najboljši prib ližek. Naloga se nama je zde la zanimiva ,
zato sva se t udi lot ila reševanja.
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D okaz , da so oblike izrazov (1) , (2) , (3) in (4) res ed ine, ki

ustrezajo zahtevam naloge:
Mislimo si sint aksna drevesa, v kater ih se lahko pojavljajo operatorji

+, . (oba binarna) in V (unarn i) , v listih drevesa pa naravna števila .
1. Najprej opazimo, da lahko poljubno dr evo, v katerem se pojavlj ata

od operatorj ev le + in ., poenost avimo kar v navad no naravno število.
2. Recimo zdaj , da se omejimo na dr evesa z enim sa mim V-vozliščem .

Ker je V un arni operator , ima to vozlišče eno samo poddrevo. V njem
lahko od opera to rjev nastopata le + in " tako da lahko (v skladu s točko

1) brez izgube za splošnost vzamemo , da je to poddrevo kar en sam list ,
v katerem je neko naravno število. Mislimo si zdaj pot od vrha drevesa
do tistega edinega V-vozlišča. Poddr evesa, ki izhajaj o iz t e poti na levi
in na desni , so ravno tako brez operatorjev V in jih lah ko poenostavim o

v naravna števila . Če upoštevam o še komutativnost + in " lah ko drevo
preoblikujemo tako , da gre ti st a veja do V-vozlišča ves čas na desno.

Tako dobimo izraz al o (a2 o (a3 o . . . o (an o V1J)...)) . Vsak o predst avlj a
ali + ali ·. Zdaj pa upošt eva jmo, da lahko izrazu oblike a + V1J nekaj
pr išt ejemo ali pa ga z nečim (poz it ivnim) pomnožimo, pa bo ostal enake
oblike. Izraz V1J je take oblike (za a vzamemo število O) , ko pa mu zunanji
ope ratorji še kaj pri štejejo ali ga s čim pomnožijo, ostane enake oblike.
Torej: dr evo z enim samim V-vozliščem nujno pr edstavlja izraz oblike

a + v1J.
3. Zdaj pa si oglejmo drevesa z dvema V-vozliščema. Tu ločimo dve

možnosti : ali je eno od V-vozlišč potomec drugega ali pa ne.
3.1. Recimo , daje eno od V-vozlišč (recimo mu B) potomec drugega

(recimo mu A) . Poddrevo pod A-jem v skladu s točko 2 pr edst avlja neki
izraz oblike b+ y'c . Skupaj z A-jem imam o torej izraz Jb + y'c . Na veji,
ki pelje od kore na do A-ja, spet po enostavimo vsa stranska poddrevesa
v nar avna števila in dobljeno izroj eno drevo pr euredimo tako, da se veja
do A-ja ves čas pr emika na desno. Razmislek, kot pr i točki 2, nam zdaj
pove, da lah ko izrazu oblike a + Vd, za d = Jb + y'c, kaj pr ištejemo ali
pa ga s čim pomnožimo, pa ostane enake oblike. Torej drevo, v katerem
imamo dva gnezdena kvadratna korena, gotovo pr edstavlja izraz oblike
a + J b + y'c.

3.2. Rec imo, da nobeno od V-vozlišč ni potomec drugega. Naj bosta
A in B naši V-vozlišči , C pa njun najnižji skupni prednik. Brez izgube
za splošnos t predpostavimo, da je A v levem poddrevesu C-ja, B pa v
desnem (v C-ju seved a mora biti binarni operator, saj smo oba korena že
porabili, A in B pa tudi ne moreta biti v istem C-jevem poddr evesu , sa j
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smo rekli , naj bo C njun najnižji skupni prednik ) . Levo C-jevo poddrevo
je torej drevo z enim samim .;--vozliščem in zato po točki 2 pr edstavlja

izraz ob like a + vib. Rav no tako pa desno C-jevo poddrevo pr edstavlja
nekaj , oblike c + /d. Če je op erator v C-ju +, predstavlja poddrevo s
kor enom C izraz ob like a + vib + ve za neke nove konstante a, bin c. Če
paje v C-ju operator ·, pr edstavlja poddrevo s kor enom C izraz oblike (a+
+vIb)(c+/d) . P reprost indukt ivni razmislek pokaže, da se s pri št evanji in
množenji , ki se dogaj ajo na poti od korena do C, v prvem primeru ohranja
oblika a + vib + ve,v dru gem primeru pa ob lika a + (b+ ve)(d+ je) .

Skratka , dobili smo ravno oblike izrazov z začetka razmišlj anj a .

Žiga Ramšak, Janez Brank

KAKO DO ENAČBE SENCE - R ešitve vaj s str. 148

1. Upoštevaš <p = (900
- J), ker je J = 23,50

• Ob kresu se konec sence
pr emika po paraboli z ena č bo y2 = v2(cot 2J - 1) - 2v cot J . x , ob
enakonočju pa po premici x = v tan <p o

2. Ob kresu po hip erboli, ob enakonočju po prem ici.

3. Ob kresu po elipsi (skica), ob božiču sence ni, saj je t am tema
(polarna noč).

: :

'~ •..

'/ \
s e nca 1 m visoke pa l ice ob Kres u na 80 0

Natisnjeno s programskim orodjem Ori­
gin . Če npr . želimo ugotovi ti , kje zno­
t raj elipse leži navpična pali ca , moramo
upošt evati , da je Sonce ves čas (d an )
nad obzo rjem in da je opo ld ne na jv iše
na jugu , opolnoč i pa najniže na severu .

-2

-.

Marijan Prosen
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ZLAGANJE ZEMLJEVIDA

Se še niko li niste namučili z zlaganjem avtomobilske karte? Potem posku­
sit e s to le nalogo:

Zemljevid na sliki (sami si nap ravite povečano kopijo iz list a pap irja)
zložite tako, da si bodo oštevilčeni del i sledili v vrst nem redu od 1 do 8.
Zemlj evid a ne smete t rgati ali rezati , dovoljeni so le pr epogib i po nari sani h
mejah med stranm i. Ne ob upajte prehitro! Gre! Preverjeno.

1 8 7 4

2 3 6 5

Marija Vencelj

PRERAZPOREDI ŠTEVILA - Rešitev s str. 159

Vsota naravnih števil od 1 do 9 je 45, vsota vsot števil na trikotnikovih
stranicah v iskani razporeditvi pa 3 . 17 = 51. V drugi vsoti nastopajo
št evila v notranj osti stranic po enkrat , števila v ogliščih pa po dvakrat .
Zato moramo postaviti vtrikotnikova oglišča t ri taka števila , da bo nj ihova
vsota enaka 51 - 45 = 6. Temu pogoju ustreza le t ro jica števil 1, 2, 3. V
nad aljevanju ugotovimo, da je št evilo 4 premajhno , da bi ga um estil i na
stranico z ogliščema 1 in 2, zato lahko tja postavimo le par 5, 9 ali par
6, 8. Nadaljevanj e je v vsakem od teh dveh primerov enolično, tako da
imamo le dve bistveno različni razporeditvi, ki ust rezata pogojem naloge :

3

6

3

8 2

Marija Vencelj
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BINE IZBOLJŠUJE AVTO

"Spe t rdeča , " se je jezil Bine, ko je zaustavil avto pred semaforjem .
"P rehit ro voziš," mu je očitala Ur ša . "P ri 50 km/h bi lovil zeleni val ,
t i pa divj aš kot zmeš an."

Bine je bil t rmast in je še naprej pritiskal na plin t er ust avljal pr ed
vsak im semaforjem . J ezilo pa ga je, da je ob vsakokratnem zaviranju
zavrge l nekaj ene rgije , ki segreva zavore. Zvečer mu izumite ljs ka žilica
ni dala miru. Bi lahko zavrl in hk rati shranil energ ijo, namest o da jo je
zavrge l?

Pri krogli , ki pad a na tla , se spreminja pot en cialna energija v ki­
netično . Pri kr ogli , ki se dvi ga, je prav obrat no; hitrost se j i zmanjš uje z
višino. Kinetična energija se spreminja v poten cialno. Da , t ole bi lahko
bil a rešit ev! Nad avtom post avimo npr. ogro dje s škr ipcem. Na vrvi visi
breme . Ko vklj učimo zavoro , se vrv navij a okoli p ogonske osi in dvi ga
br eme. Avto se ustavlja in slednj ič ust avi. Zat aknem o zavoro, da brem e
ne bi sililo navzdol in pr emikalo avta. Posvet i zelena luč. Sprost imo
zavoro, brem e se spušča in - šme nt ana reč - av to pelje nazaj. No, če

so izumili menj alnik, bo kaj p od obnega mogoče nap raviti tudi za nje govo
zavoro. Potem bi pelj al avto naprej in ene rgijo bi dobili povrnjeno. Bine
je po risal nekaj papirj ev in zadovoljen odše l spat .

"Naprej, " se je na t rkanje od zval dr. Nula na patentne m ur adu in
med vrati uzrl starega znanca Bineta . Binetov ob raz je sijal, ko je polagal
po risane papirj e na doktorjevo mizo. Dr. Nulaje pogledal Bineta in zmajal
z glavo: "Brez računov ne verjamem, da bo to le delovalo. Kj e so?" Tako
se je obi sk zaklj učil.

Bine računom ne bi bil kos, če ga ne bi pop oldne obiskal nečak Matjaž,
ki št udira fiziko. Skupaj sta se lotil a dela. "Avto z maso 1000 kg vozi s
hitrostj o 50 km/h, kar je okoli 14 mi s. Masa breme na na škripc u naj
bo 100 kg. Z energ ijo, ki jo im a avto pri t ej hitrosti , lahko dvigneš
stokilograms ko br em e skoraj 100 metrov visoko." Bine se je zamislil.
100 metrov visok stolp bi težko po st avil nad avto. Lahko bi ga sicer
znižal na 10 met rov in obesil 1 tono te žko utež. Tono, ki bi mu binglj ala
nad glavo? Ne , to ne bo šlo.

"Morda bi pom agala elekt r ika?" je ti pal razočarani Bine. "Najin
avto poganja električni generator. Kaj če bi elektriko, ki jo daje, nekam
shranila in jo po te m spet uporabila?"

"Elekt riko lahko spraviva za kr atek čas v kon denzator , za dlje časa

pa v akumula tor. Najbrž bi potreb oval a kar velik kondenzator. Kap a­
cite ta največjih je nekaj 1000 ft F. Ene rgija, ki jo želiva shranit i, je okoli
105 J . Energija konden zatorja je CU 2 /2, kjer je C kapacitet a v far adih,
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U pa nap et ost v voltih. Če nabij emo kondenzator s kapaciteto 104 f.lF na
napet ost 100 V, spravimo vanj le 50 J. To pa je desettisočkrat pr em alo .
Od tolikšne energije bi 60 vatna žarn ica svet ila le sekundo. Preost an e
nama akumulator. 12 volt ni akumula to rji, ki jih najdemo v avto mobilih ,
zmo rejo - zao kroženo - do 50 amperskih ur . Tak akumulator načelno

zago tavlja tok 50 amperov 1 ur o ali tok 10 amperov 5 ur ali to k 1 am pera
50 ur. "

"Koliko pa potrebuj eva midva , da poženeva avto do 50 km /h?"
"Vsega skupaj 105 J, oz. 105 VAs. P ri nap etosti 12 V in toku 10 A

bi to liko dela dobila iz akumulatorja v malo manj kot četrt ur e. Dosti
večjega to ka pa akumulator ne bi zmoge l. Zaloga energije je torej več kot
zadostna, le prepočasi nama doteka iz akumulatorja. S takšnim pogonom
bi avto br ezupno počasi pospeševal."

"Saj bi lahko vzporedno zvezala več akumulatorjev," je skušal poma­
ga ti Bine. "Vsak bi prisp eval 10 ali 15 amperov. Lahko bi akumulatorje
vezala zaporedno in dobila več napetosti . V slogi je moč! "

"Potem bi v avtu zmanjkalo pro st ora za teto," se je smejal Matj až.
"T voja ak umulatorska zavora bi bila večja od motorja. Če pa že naložiš
dovo lj akum ulatorjev, lahko na bencinski motor kar pozabiš. Izdaten
niz akumulatorjev zmore poganjat i primerno močan elektromotor. Take
avtomobile pa tako ali tako poskušaj o napraviti ."

"Sama elekt rika je torej od povedala . Morda bo pomagalo nekoliko
kemije? Električni tok, ki teče skozi nakisano vodo, le-to raz dvaja na kisik
in vodik. Dobljena plina bi lahko uporabili kot gorivo za motor. "

"Množ ina sproščenega vodika in kisika je sorazmerna zmnožku toka
in časa . Da do elektrolize pride, mora bit i med elekt rodama prim erna
napetost , to je volt ali dva. Vse , kar bi bilo več , bi vodo le segrevalo. P a
vzemiva , da zavirava 5 sekund. Mim ogrede, tako bi ust avila po pri bližno
35 metrih. V petih sekundah morava to rej pospraviti 105 J oz. vatnih
sekund . Pri napetosti 2 V pomeni to t ok 10000 A."

"To pa je pr ecejšen tok," je rekel Bine, ki je pr ed tednom pr ežgal
35 ampe rsko varovalko v zaplombiranem hišnem priključku in je moral
poklicati na pomoč servisno službo.

"Drži. Bakrena žica zdrži do 4 A na vsak kvadratni milimeter preseka ,
ne da bi se pri te m preveč segrevala in tako po nepotrebnem goltala
energijo." Matj až je spet pr iti skal na gumbe kalkulatorj a , "P rimerna žica
za tok 10000 A bi moral a imeti pr emer okoli 56 mm . To pa je debela palica
in ne več žica . Težave bi bile t udi pri celici za elekt ro lizo. Tam bi najbrž
sprav ili po 1 A na vsak kvad ratni decimeter elektrode . Celot na povr šina
elekt rod bi morala biti okoli 100 m2 . Kar pozabiva na tak pogon! "



Zanimivosti - Razvedrilo - Rešitve nalog

"Kaj , če bi . . . " je rekel Bine, čeprav mu ni prišlo na misel nič več

uporabnega . Zato je nadaljeval raziskavo kar Matjaž.
"Nekje sem br al, da so skušali kinetično energijo spreme niti v ro t acij­

sko energijo. Recimo, da je v avtu težko kolo, vztrajnik. Tega požene mo ,
ko se avto ust avlja . Vzemiva, da je vztrajnik železen valj s premerom 1 m
in višino 10 cm . Tak valj bi t ehtal dobr ih 600 kg. To pa je preveč za najin
avto. Stanjšala ga bova na četrtino, torej na 2,5 cm , da bo tehtal 150 kg.
Ko ga požen eva na 1200 obratov v minu ti , oz. 20 obratov v sekundi, kar
zmorejo dan es celo bob ni s per ilom v pralnih stro j ih , bo njegova ene rgija
150000 J. Zdaj lahko zmanjšava maso na 100 kg in še ved no sklad iščiva

100000 J. Imava pa še veliko rezerve. Ro tacijs ko energijo lahko podvojiva ,
če pr eneseva maso iz sr edine na obo d kolesa . Tam se giblje hit reje in več

prisp eva k celot ni kinet ični energij i. Vzemiva namesto valja obroč. Ta
vskladišči pri om enjen em številu vrtljaj ev 200 000 J. Nadaljevanje v t ej
smeri bi mogoče pr ipelj alo do sp rejemljivih rezul t a t ov."

Bine je Matj ažu zavidal. Kako mu gredo računi od rok ! Kaj , če bi
raje hodil z njim na pred avanja iz fizike, namesto da hodi na patent ni
ur ad ?

Jože Pahor

KRIŽANKA "ČLENI RAČUNSKIH

OPERACIJ" - Rešitev s str. 160
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URNIK TEKMOVAN J V LETU 2002

področje šola t e kmovanje d atum

m atematika osnovn a šo lsko 21. mar ec
področno 6. april
držav no 20 . maj

sre dnja šolsko 21. mar ec
izbi rn o 6. april
sredozemsko april
državno 20. in 21. a pril
olim piada 19. do 31. j ulij

za d ij ake šolsko 21. mar ec
srednj ih področno 6. april
poklicnih šol d ržav no 20. april

za dij ak e sred- šolsko 21. marec
njih tehniških in področno 6. april
st ro kovnih šol d ržavno 20. april

fiz ika osn ovn a šolsko 1. marec
področno 23. m arec
držav no 13. april

sre dnja področno 23 . mar ec
d ržavno 13. ap ril
izbirno maj
olimpiada 14. do 23. julij

log ika osnovn a šolsko se pte mbe r
izb irno ok tober
d ržavno novem ber

srednja izbirno oktober"
državno november

študen tje državno november

m ate m atika osnovna in d ržavno 28. septemb er
za razvedrilo sred nja

računalništvo osnovna šolsko 29 . ja nua r
področno 14. februar
državno 6. april

sre dnja področno 14. februar
d ržav no 6. april

Datumi tekmovanj so se pr ecej spremenili glede na prejšnje šolsko leto,
saj so na Min istrstvu za šolstvo, znanost in šport zahtevali, da se vsa
tekmovanja v znanju do državne ravni zaklj učijo do konca meseca aprila.
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Upamo , da ne bo zapletov zara di pr ekri vanj a matematičnih oziroma fi­
zikalnih tekmovanj z drug imi tekmovanji. Mentorje prosimo, da sledijo
novicam , ki j ih objavljamo na informacijskem strežniku.

N ekaj informacij o t ekmovanjih

M atem atika - osnovna šola

Tekmovanj a bodo potekala v skladu s Pravilnikom o tekmovanj u učencev

osnovne šole v znanj u matem atike za Vegova prizn anja. Poda tke najdete
na spletni st rani DMFA Slovenije (ht t p : / / www. dmfa. sil ). Pojasnila
dobite pri gospodu Aleksa ndru Potočniku na OŠ Božidarja J akca , Nus­
dorferj eva 10, Ljubljan a, te lefon 041-420-618, oziroma na elekt ronskem
naslovu "a l eks an der .potocnik@guest . arnes. s i ".

Matema tika - srednja šola

Tekmovanja bodo pot ekala v sklad u s Pravilnikom o tekmovanj u srednje­
šolcev v znanj u mat em atike.

Olimpijska ekipa bo izbrana na pod lagi rezult atov dveh izbirni h testov
in dr žavnega tekm ovanja . P rvi izbirni test bo 25. januarj a , drugi pa
v februarju 2002. Podrobnejše informacije daj et a gospod Darjo Felda ,
Fakul teta za elekt rotehniko, Tr žaška 25, Ljubljan a , tel. (01)-47-68-233 ali
(01)-47-68-234, in gospod Matjaž Željko , Fakulteta za matem atiko in
fiziko, J adranska 19, Ljubljana, t el. (01)-47-66-500, dobit e pa jih tudi po
elektron ski pošti na naslovu "mat h . comp@fmf .uni-lj. s i ". Koledar aktiv­
nosti najde te na spletni strani DMFA Slovenije (ht t p : / / www. dmfa . sil ).
Dijaki srednjih poklicnih šol se lahko udeležijo matematičnega tekmova­
nja v posebni kat egorij i. . To te kmovanje ur eja Pravilnik o tekmovanj u
dijakov srednj ih poklicnih šol v znanj u m atem atike. Več informacij o tem
te kmovan ju lahko dobite pri gospe Dušanki Vrenčur , Srednja živilska šola,
Vodovod na 28, Maribor , t el. (02)-32-08-600, vprašanja lahko pošiljate t udi
po elekt ronski pošt i na naslov "dus anka . vrencur@gue s t . arnes. si" .

Tud i dijak i srednjih tehniških in strokovnih šol, ki ne obiskujejo gimna­
zijskega programa, se lahko udeležijo tekmovan ja v posebni kategoriji.
Tekmovanja v te j kategor iji ur eja Pravilnik o tekmovanj u dijakov srednjih
tehn iških in strokovn ih šol v znanju m at ematike. Informacije dobite pri
gospe Sonji Perko , Srednja ekonomska šola, Trg B. Kidriča 3, Mar ibor,
tel. (02)-25-13-461, elekt ronski naslov "sonja.pe rko@guest. arnes.si" .
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Naj po udarimo, da se matematičnih t ekmovanj sre dnješolcev, ki jih po­
drobno ureja Praviln ik o tekm ovanj u srednješolcev v znanju m a tematike,
lahko udeležujejo vsi srednješolci ne glede na vr sto šole , ki jo obisku­
jejo. Seved a pa je t ekmovanje v t ej kat egoriji po dvr ženo mednarodni
primerljivosti zaradi končnega izbora ekip, ki sodelujejo na mednarodnih
t ekmovanjih.

Fizika - osnovna šola

Tekmovanj a bodo potekala v skladu s Pravilnikom o tekmovanj u učencev

osnovne šole v znanj u fizike za Stefanova priznanja. Dodatne inform acije
dobite na spletni strani DMFA Slovenije (http ://www . dmfa . sil) in pri
gospe J elislavi Sakelšek, OŠ Ket teja in Murna, Koširj eva 2, Ljubljana,
t el. (01)-52-44-401.

Fizika - srednja šola

Razpis za tekmovanj a v znanju fizike je objavljen na spletni st rani DMFA
Sloven~je (http://www . dmfa . sil). Informacije dobite pr i gospodu Cirilu
Dominku na Gimnaziji Bežigrad , Peričeva 4, Ljubljana, t elefon (01) -3000­
400 .

Matematika za razvedrilo

Vse informacije dobite v reviji Logika & Razvedrilna matematika.

Logika

Na državnem tekmovanju tekmujejo učenci, ki so v času tekmovanja na
predmetni stopnji osnovne šole , dij aki srednjih šol in št udent i. Šole , ki
bodo organizirale izb irno tekmovanje, se morajo prij aviti na razpis na
ZOTKS, Komisija za logiko , Lepi pot 6, Ljubljana. Druge informacije
daje gospa Mij a Kordež na ZOTKS, tel. (01) -25-13-727, faks (01)-25-22­
487 , elekt ronska pošta "mi j a ,kordez©guest. arnes. si".

Računalništvo- osnovna in srednja šola

Informacije najdete na Internetu (http://www.zveza-zotks .si) ali na
naslovu ZOTKS, Lepi pot 6, Ljubljana, tel. (01) -25-13-727 ali (01)-25-13­
743, faks (01) -25-22-487.

Darjo Felda
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21. PODROČNO TEKMOVANJE IZ FIZIKE
ZA OSNOVNOŠOLCE

Naloge za 7 . razred

1. V načrtu mesta je bila parcela nen avadne oblike. Parcela je na sliki
narisana v pomanj šanem merilu 1 : 100. Izračunaj ,koliko m 2 meri
ploščina par cele.
Namig: Eden izm ed mo žnih načinov je, da par celo razdeliš v t r i
pasove, kot kaže slika . [Opomba : Ker ima P resek manj ši format ,
pr i tej velikosti slike up oštevaj te meri lo 1:150.]

)'------------\
2. Alenka je meril a pr ostornino vode, ki je prit ekla iz pipe v 7 sekundah.

P ipo je od pirala in zapirala na dva načina. Diagrama kažet a rezul t a ta
poskusov .
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a) Ko likšna je bila prostornina vode, ki je pri tekla iz pipe pri prve m
poskusu in kolikšna pri drugem poskusu ?

b) Koliko časa je bila pipa zaprt a med prv im in koliko časa med
drugim poskusom? Čas poskusa je od Odo 7 s.

c) V kolikšnem času je Alenka natočila 1,15 1 vode, če je odpirala
in zapirala pipo na drugi način in celoten postopek odpiranja
in zapiranja pipe pon avljala?

3. Imamo dve enaki cevi z ven til om a na spodnjem in zgorn jem koncu.
Razd alja med vent iloma je 1,0 m. Spo dnja vent ila zapremo in v prvo
cev nalij em o do višine 0,90 m olje , v drugo do enake višin e živo srebro ,
tako da je na vrhu še nekaj zra ka . Zgornj a vent ila zapremo in cev i
potop imo v vod o, kot kaže slika .



a) Kolik šn a sta t laka volju ozi­
rom a živem srebru pri spo­
dnj em ventilu in kolikše n je
tlak pri spodnjem ventilu zu­
naj cevi v vodi?

b) Nato vse ventile hkrati od­
premo. V katero smer stečeta

olje oziroma živo srebro? Opi­
ši in utemelji !

Tekmovanja I

0,50 m

1,50 m

Tekočine se ne mešajo . Zračni tlak je 1,0 bara, O"olj a = 8,0 N/dm3
,

O"Hg = 136 N/dm3
, O"H20 = 10,0 N/dm3

, cevi se pri potapljanju nič
ne deformirata.

4. Plastična kroglica s prostornino 1,00 crn' in gostoto 1,5 g/cm3 ena­
kome rno pada s stalno hitrostjo 0,45 mis v miruj oči vodi.

a) Nariš i sile, ki delujejo na kroglico , ko se giblje navzdol. Pri vsaki
sili napiši oznako za silo in z besed o še ime sile . Približno poskusi
na risbi zadeti t udi razmerja med velikost mi sil.

b) Vse sile tudi izračunaj !

5. En konec vrvice pritrdimo na kavelj , drugega pa speljemo preko
škripca in vlečemo s silomerom, kot kaže slika . Na vrv je privezana
utež z maso 2000 g. Razdalja med kavljem in vozlom je 5 m , med
kavljem in škripcem pa 10 m .

vodoravnica

navpičnica

voze l

a) Približno nariši diagram, ki prikazuje, kako se sila F spreminja
v odvisnosti od kot a oo . V diagram vnesi sile pri kotih O°, 45° in
80° . Pomagaj si z načrtovanj em .

b) Kolikšna pa bi bila sila F , če bi se kot prib liževal vrednosti oo =

= 90°?
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tab la

zrca lo' ­,
,

1m
~

:~:t
V učilnici se postavimo s hrbtom proti 2,0 m
oddaljeni st eni , na kateri visi tabla z velikostjo
1,0 m xO,50 m. V roki imamo ravno zrcalo z
velikostjo 20 cm x 10 cm. Zrcalo naj bo posta­
vljeno vzpored no s tablo, naša lega pa je ti k ob
pr avokotnici na rob table, kot kaže slika (tloris) .
Zrcalo dr žimo tako daleč , da v zrcalu vidimo
ravno celo sliko tab le in nič drugega.

a ) Nari ši skico preslikave! Na skico nari ši žarka od levega in desnega
rob a table, ki po odboju na zrcalu pad eta v oko. Žarki naj bodo
narisani s polno črto in opremljeni s puščicami , pod alj ški žarkov
pa naj bod o narisani s črtkano črto .

b) Izračunaj , kako daleč od očesa moram o stegnit i roko z zrcalom!

Naloge za 8 . razred

1.

2. Jo že, Nejc in Miha tekmujejo v teku, pri čemer si vsak izbere svojo
taktiko: Jo že teče ves čas enakomern o s hitrostjo 3,0 mi s. Nejc
najprej enakomern o pospešuj e in po dveh minutah doseže hitrost
6,0 mi s, nato v naslednjih dveh minutah enakomerno zmanjš uje hi­
t rost do O, nato spet pos peš uje in nato spet zavira in takšno gibanje
ponavlja do cilja. Mih a najprej eno minuto počiva, nato dve minuti
teče na vso moč s st alno hitrostj o 6,0 mi s, nato dve minuti počiva,

nato spe t dve minuti teče na vso moč in sp et počiva in tako naprej do
cilja. Čase Mih ovega posp eševanj a in zavir anja smemo zanem ariti.
Proga je dolga 1440 m.

a) Nariši skupe n diagram v = v(t ) za vse t ri tekmovalce.

b) Kakšen je vrstni red na cilju?

c) Koliko časa je med te kmo pr vi Jo že?

d) Koliko časa vodi tekmo Nejc?

3. Kamen z maso 100 g vržemo z 10 m visokega sto lpa v vod oravni
sme ri s hitrostj o 10 mi s in počakamo , da pad e na t la . Stolp stoji na
velikem vodorav nem travniku. Silo up ora zraka zanemarimo .

a) Za koliko se je kamnu med gibanje m spreme nila po tencialna
energija?

b) Za koliko se je kamnu med gibanjem spremenila kinetična ener­
gija?

c) S kolikšno hitrostj o je kamen pad el na tla?
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4. Solarni sistem naredimo iz 2,0 m 2 sončnih celic , ki pretvarjajo energijo
svetlobe v električno delo z 10% izkor ist kom. Računaj , da je moč

svet lobe, ki pade na 1 m 2 , enaka 1000 W in da so celice osvetljene
6 ur na dan. Akumulator polnimo z električnim delom, ki ga dobimo
iz sončnih celic , praznimo pa z naslednj imi porabniki : hladilnik z
močjo 100 W , ki se vsako uro (podnevi in ponoči) vklopi za 15 min,
2 žarnici po 60 W, ki svetita vsako noč po 4 ure in TV sprejemnik z
močjo 120 W.

a) Koliko električnega dela oddajo sončne celice ob sončnem dnevu
na dan?

b) Koliko časa lahko zvečer gledamo televizijo, če je bilo čez dan
sončno? Ob začetku dneva je bil akumulator prazen. P redpo­
staviš lahko, da je izkoristek akumulatorja 100%.

5. Na sliki je narisano nitno nihalo, ki je narejeno iz majhne kroglice in
nitke z dolžino 100 cm. Kroglico odmaknemo za 20 cm iz srednje lege
v levo in spustimo, da začne nihati desno - levo - desno. . . Diagram
prikazuje, kako se spreminja hitrost kroglice v odvisnosti od časa .

Negativne hitrosti na diagramu pomenijo, da se kroglica gib lje v levo
smer na sliki.

vim/s)

20 cm
>---------<

Sila upora zraka in sila trenja sta tako majhni, da kroglica ne izgublja
skoraj nič energije.

a) Približno kolikšna je hitrost kroglice po času 0,7 sekunde?
Predstavljaj si , kako kroglica niha in odgovori še na naslednji vpra­
šanji (pri vsakem vprašanju na kratko utemelji odgovor):

b) Kolikšna je razdalja kroglice od srednje lege po času 1,0 sekunde?
c) Čez koliko časa se kroglica vrne v lego, iz katere smo jo spustili?

Mir'ko Cvahte , Zla tko Bradač



I Tekmovanja

REŠITVE S PODROČNEGA TEKMOVANJA
IZ FIZIKE ZA OSNOVNOŠOLCE

7. raz red

1. Ena izmed možnih rešit ev je: P arcelo razdelimo na t ri pasove in
vsakega nadomestimo s pravokotnikom tako, da bo ploščina izbranega
pasu prib ližno enaka ploščini pravokotnika. Nato izmerimo do lžine in
višine nadom estnih pr avokot nikov, jih pomnožimo s 150, da dobimo
dol žine v naravni velikosti : dolžine so prib ližno 10,2 m, 11 m in
12,2 m , šir ina vsakega pasu pa je približno 1 m . Ploščine posameznih
pasov so 10,2 m 2 , 11 m 2 in 12,2 m 2 , skupna ploščina parcele pa je
33,4 m 2 ali približno 33 m 2 . [Opomba: Na tekmovanju je bila naloga
precej lažja , sa j je bilo meril o 1 : 100. Vse do lžine , ki smo jih izmer ili
v cent imetrih , so bile v naravni velikost i kar do lžine v met rih].

2.a) Iz diagrama razb eremo: Vi = 0,5 1, V2 = 0,3 l.
b) P rostornina se ne spreminja, ko je pipa zaprta. t i = 2 s, t2 = 3 s.
c) V prv ih sedmih sek undah je prostornina 0,3 1, pot reb uj emo torej še

dva int ervala , da bo prostornina 0,9 1 in še 0,25 1 oziroma 5,5 s od
četrtega int ervala. t = 26,5 s.

3.a) T lake izračunamo z enačbo P = o . h + PO . Za olje dobimo: Polja =
= 8,0 N/ dm

3
· 9 drn + 1,0 bar = 72 N/dm

2 + 1,0 bar = 1,07 bar,
za živo srebro: P Hg = 136 N/ dm3

. 9 drn + 1,0 bar = 1200 N/dm2 +
+ 1,0 bar = 2,2 bar, za vodo: PH20 = 10 N/dm

3
. 15 drn + 1,0 bar =

= 150 N/dm
2 + 1,0 bar = 1,15 bar.

b) Ko ventile odpremo, se izračunana t laka volju in živem srebru po­
večata za 0,06 bara . Ker je t lak ob spodnjem ventilu v živem srebru
večji od tlaka v vodi , steče živo srebro navzdol in ker je t lak volju
manjši od tl aka okolišnje vode, steče olje navzgor . Rezult at lah ko
utemeljimo t udi s primerjavo specifičnih t ež tekočin .

4.a)
F; ': g vzgon

F" sila upo ra

Fg teža

b) Teža kroglice je Fg = crp · V = 0,015 N.
Vzgon je F v zg = crv· V = 0,010 N.
Ker se kroglica giblje premo enako­
merno, je vsota vseh sil nanjo enaka
nič , torej je Fg = F v z g + Fu in je sila
upora Fu = Fg - F v zg = 0,005 N.
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5.a) Pri kot u O° je sila enaka F = O. P ri kotih 450 in 800 si pomagam o

z načrtovanjem . Najprej nari šemo vodoravnico z dolžino npr. la cm ,
nato nari šem o kot 45 0 t er 5 cm dolgo stranico kavelj-vozel. Nato
narišem o za težo puščico 20 mm (20 N). Po grafičnem razstavljanju
dobimo za silo F puščico z dolžino približno 15 mm , to rej je sila
pri bližno 15 N. Podobno napravimo še pri kotu 800 in dobimo tabe lo,
iz katere narišemo diagram.

kot (O) O 45 80

sila (N) O 15 55

b) Ko bi se kot približeval 900
, bi sila narasla preko vseh vred nosti, proti

neskončno.
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8. razred

1. Iz podobnih trikotnikov dobimo naslednjo zvezo:
(2 m + 2x) /1 m = x/0,20 m. Sledi: 2 m + 2x =
= 5x, oziroma 3x = 2m in x = 2/ 3m = 67 cm. 2 ml~1

x ~

......._.......]
., 20 cm

2 m -l-z \!

2.a ) Diagram kaže slika .
1m

- - - -JOŽE

--- NEJC

. . .. . . . MIHA

8 10642

7

6
5

~4
"s 3
>2

1
0-JL.---'---~--'--~>f--:....-_~~~-4-------;

O
t (min)

b) Iz diagrama razberem o, da je osnovni časovni interval 4 min. V tem
času opravi Jože pot 3 J = 3 mi s . 4 min = 720 m , Nejc (računamo

ploščino trikotnika) 3 N = 6 mis . 4 min/2 = 720 m in Miha 3 M =
= 6 mis . 2 min = 720 m. Vsi trije opravijo enako pot. Ker je proga
dolga 1440 m , jo pretečej o v dveh intervalih: 1440 m/720 m = 2, kar
pom eni 8 min. Prvi je na cilju Miha, ker je progo pr etekel v 7 min.
Jože in Nejc si delita drugo mesto.

c) Jože im a na začetku največjo hitrost in vodi vse do časa t = 2 min, ko
so vsi t rij e te kmovalci skupaj (enaka opravljena pot) . Nato za 2 min
vodi Miha , nato spe t Jože itd . J ože je prvi 4 minute .

d ) Nejc ni nikoli sam prvi, t = O.
3.a) Kamnu se je poten cialna ene rgija zm anj šala: ,6.Wp = mgh = - 10 J.

b) Ker je delo zunanj ih sil nič , je vsota kinetične in poten cialne energije
na začetku enaka vsoti kinetične in poten cialne energije na kon cu :
W P 1 + W k, = W P 2 + W k2, od koder sled i W k2 - W k, = W P 1 - W P2 =
= 10 J, do česar lahko pridem o kar s sklepanjem , saj se pri zmanjšanju
pot en cialne energije za 10 J kinetična energija poveča za 10 J .
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c) Začetna kinetična energija kamna je bila m vU 2 = 5 J . Ker se je med
gibanjem potencialna energija zmanjšala za 10 J , se je kinetična ravno
za to liko povečala, torej je bila ob koncu 15 J. Iz enačbe mvV2 = 15 J
sledi V2 = v' 300 mi s ~ 17 mis.

4.a) Sončne celice oddajo čez dan 2000 W ·6 h·O,lO = 1200 W h električnega

dela.

b) Od tega porabi hladilnik 100 W · 1/ 4 h · 24 = 600 W h, žarn ici pa
2 . 60 W . 4 h = 480 Who Za televizijo torej ostane 1200 W h ­
- 600 Wh - 480 Wh = 120 W ho Čas gledanja izračunamo iz moči in
dela: t = A/ P = 120 Wh/120 W = 1,0 h.

5.a) v ~ 0,5 mis

b) Po 0,5 s je hitrost največj a , to rej je kroglica v srednji legi. Po 1,0 s
je hitrost kroglice nič, torej je pri šla v skrajno desno lego in je od
sre dnje lege oddaljena 20 cm.

c) Po 1,0 s se kro glica ustavi v skr ajni desni legi (v = O), nato se giblje
v levo smer (nega t ivna hit rost ), dokler se ne ust avi v skrajni levi legi
(v = O), to pa je ob času 2,0 S. Torej se kro glica vrn e v začetno lego
po časih 2 s, 4 s, 6 s,. . . . Za prav ilen odgovor zadostuje že samo prva
rešitev t = 2 S .

Zlatko Bradač, Mirko Cvahte

NALOGE Z REGIJSKEGA FIZIKALNEGA
TEKMOVANJA SREDNJEŠOLCEV SLOVENIJE
V ŠOLSKEM LETU 2000/01

Naloge je 24. marca 2001 reševalo okrog 650 dij akov iz 55 srednjih šol.
Najuspešnejš i iz posameznih skup in so se uvrstili na dr žavno tekmovanje.

Skupina 1

Za težni pospešek na površini Zemlj e vzemi pri nalogah 9 = 9,8 m/ s2
.

1. Na kolesarski dirki pelje kolesar po mokri cesti s stalno hitrostjo
25 km /h. S sprednj ega kolesa (glej sliko) s polmerorn 30 cm škropijo
kapljice.
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a) Koliko najdlje pr ed kolesarjevim pr ed­
njim kolesom (merjeno od osi kolesa)
padajo kapljice?

b) Padanj e kap ljic opaz uje t udi gledalec
ob cest i. Kolikšno vod oravno razdaljo
prelet ijo te kap ljice zanj?

Oddaljenost blatnika od kolesa je zanemar­
lj ivo majhna .

smer vožnje
E

2. Lesen pomol je sestavljen iz enakih hom ogenih plošč , ki so v ogliščih

podpr te z lesenimi ste bri. Dolžina dela st ebra nad gladino vode znaša
polovico dolžine plošče. Lesena stebra na koncu pomola , ki podpi­
rata skrajni rob zadnje plošče , sta se zaradi strohnjenosti zlomila.
Kolikšen del zadnje plošče je potopljen v vodo , če je pr osto vrtlj iva
okoli pr emi ce, ki gre skozi stičišči plošče s preost alima stebrom a, ki
jo še podpirata? Kolikšen pa je ustrezni del, če je dolžina stebra , ki
gleda iz vode, enaka 0,6 dolžine plošče?

Gostota lesa je 700 kg/ m3 , gostota vode pa 1000 kg/m3 .

3. Majhno motorno let alo z maso 600 kg potrebuje moč 60 kW za
vod oravn i let pri hit rosti 175 km /h. Največja moč , ki jo lah ko razv ije
motor letala , je 100 kW. Kolikšen je pri hit rost i 175 km /h največj i

kot vzpe njanja?

4. Ast eroid Eros je kamnita tvorba podo lgovate oblike. Vzdolžni pr esek
asteroida skozi njegovo simet rijsko os ima obliko lika , sestavljenega iz
dveh po lkro gov, s polmerom 2 km , in kvad rata , kakor je pr ikazan o na
sliki a . Prečni presek je krog (slika b). Pri obravnavanju gravitacijske
sile asteraida si lahko mislim o, da je po pol njegove mase zbrane v
točkah Cl in C2 , ki sta prikazan i na sliki. V točki T na temenu
aste roida znaša težni pospešek tisočino Zemljinega.
Po površju asteroida se enakomerno giblje avto mats ko vozilo, in sicer
po pot i (kro žnici), ki leži v simet rijski ravnini astero ida, ki je pr avo­
kotna na pr emico skozi točki G l in G2 . S kolikšno največj o hitrostjo
se lahko giblje vozilo, da ga še ne odnese vorbito?
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/ vozilo

Slika a , Slika b .

Skupina II

1. Št iri enake žarnice z delovnim up orom po
10 n priključimo na štir i enake akumula­
torj e z napetostjo 10 V, kot je prikazano
na sliki.

a ) Ko likšno skupno moč t roš ijo žarnice?
b) Polarit eto (priključka + in - ) akumu­

latorjev B in C obrnemo. Kolikšna je
v t em primeru skupna moč žarnic?

Zan em ari notranji upor akumulatorjev in
spreme mbe up ora žarnic.

2. Pri Hamburgu bodo zgradi li 30 km dol g linearni t rkalnik za elektro ne
in pozitrone, imenovan TESLA. Elektronski curek bo posp eševala
efektivna napetost 1 C V , v sekundi pa bo presek pospeševalne cev i
prelet elo v povprečju 6· 1016 elektro nov .
Pri posp eševalniku bo pomembno, da curek elektro nov po koncu
eksperimenta na varen način odda energijo. Recimo, da ji h vpeljejo
v cev , napolnjeno z vodo, kjer se vsi elekt ro ni abso rbirajo . Najmanj
kolikšen mora bit i prostorninski to k vode v cev i, da se ta ne bo segre la
za več kot 2°C?
Naboj elektro na je - 1,6 . 10- 19 As, specifična to plota vode
4200 J j kgK, gostota vode pa 1000 kgjm3 .

3. V plastenko s prostornino 1,5 1, v kateri je na začetku zrak, nalijemo
nekaj tekočega dušika t ako, da ravno prekrije dno. Ko se te mperatur a
zraka v plastenki izenači s t emperaturo vrelišča dušika 77 K , pla­
stenko hitro zaprem o z zamaškom. Takoj po t em je t lak v plastenki
še vedno enak zunanjemu zračnemu t laku 1,0 bar. Koliko časa po
te m, ko smo jo za prli, plast enko raznese, če pr enese tlačno razliko
2,0 bar a? V plastenki je dovolj dušika , da do tega trenut ka še ne
izpari vsa količina.
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Zunanj a t emperatura je 20°C. Površin a plastenke, skozi katero du šik
prejem a to ploto, je 100 ern" , debelina plastike je 1,0 mm. Toplot­
na prevodnost plast ike je 0,010 W / mK , specifična izparilna toplota
dušika je 0,20 MJ/ kg, kilomolska masa dušika pa 28 kg.
Z ventilacijo posk rbimo, da je te mperatura zunanjega plašča pla­
st enke ves čas enaka zunanji t emperaturi.

4. Na zelo do lgi rav ni žici je enakomern o raz mazan električni nabo j t ako,
da pride na vsak meter + 1 . 10- 6 As naboj a . Na razdalji 0,5 m od
žice se vzpor ed no z žico giblje sonda s hi trostjo 1 . 107 m/ s.

a) Kolikšno gostoto m agnet nega polja izmeri sonda?
b) V isti smer i kot sonda se giblje opazovalec s polovično hitrostjo

sonde. S kolikšno magnetno silo in v kateri smeri deluj e za
tega opazovalca žica na sondo, če je naboj sonde + 1 . 10- 6 As
(flO = 41T . 10- 7 Vs/Am )?

Iz t reh enakih palic, od katerih ima vsaka dolžino l , sest av imo nih alo v
ob liki črke R , kakor je prikazano na sliki. Krajišči navpičnih palic sta
vrtlj ivo vpeti in se nahajata na enaki višini v medsebojni oddalje nosti
l. Tretja palica je vodoravna in vr tljivo vpet a v težiščih prvih dveh .
Trenj e v spo jih zanemarimo.
S splošnimi po datki izrazi nihajni čas

opisanega nihala za majhna nihanj a , in
sicer za dva možna načina ; pri prvem
načinu niha nihalo tako, da je prečna

palica ves čas pravokotna na ostali dve,
pri drugem pa nih a tako, da se vse
t ri palice ves čas gibljejo v navpični

ravnim.

Skupina III

1.

2.

3.

4.

Zaradi povečanja t em perature Zemlj e za 1 K sklenejo Zemlj o prem a­
kni ti v nekoliko bolj oddaljeno orbito. Za koliko kilomet rov moraj o
povečati po lmer (praktično krožne) orb ite , da se Zemlj a ohladi na pr­
votno te mpe raturo? Razdalj a med Zemlj o in Soncem je 1,5.108 km ,
na Zemlji je gostota energijskega toka s Sonca 1,3 kW/ m2 (u =
= 5,67 . 10- 8 W/m2 K4 ) .

Enaka naloga kot 3. naloga v II . skup ini.

Lomni kvocient neke snov i je v prvem približku konstant en . Pri bo lj
natančni obravnavi pa se izkaže, da je odvisen od gostote svet lobn ega
toka j vp adne svet lob e: n (j) = no + , j, kje r je no običajni lomni
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kvocient (neosvetljene) snovi, 'Y pa je konstant a in za steklo znaša
'Y = 3,2 . 10- 20 m2JW.
Z vzp oredn im curkom svet lobe, katerega prečni presek jQkrog, POSVQ­
t irno pr avokot no na površino 2 cm debele steklene plošče . Gostot a
svetlobnega toka v cur ku se zmanjšuje z oddaljenostjo od središča

curka, in sicer od največje vrednosti jo v središču do vrednost i O na
robu. Zmanj ševanj e opišemo kot

kjer je r = 1 mm polmer cur ka, y razdalja od središča cur ka in
jo = 1014 W j m2 . Določi razdaljo, na kateri se curek zbere v točko .

(Ta točka ima enak pomen kot gorišče pri leči. )

Namig: Žar ka, ki se srečata v "gorišču", za pot porabi ta enak čas

(opravita enako optično pot) .

Ciril Dominko
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