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324 ) Za vsakogar nekaj

Progo omejujeta nekoncentriéni kroznici s polmeroma tri in sedem
enot, start in cilj sta na najozjem delu kolobarja. Poskusite priti s ¢im
manjsim Stevilom potez od starta preko ciljne érte. Startna polozaja sta
dva, A in B. Poljubno lahko izberete enega. Prerisite sliko s Sestilom
na karirasti papir in nam posljite reSitev z vrisano potjo ter zapisanim
Stevilom potez.

Objavili bomo rezultate dirke, med zmagovalci bomo izzrebali dva in
jima poslali knjizno nagrado.

Resitve obeh nagradnih nalog posljite do 20. junija 2001 na nas
naslov:

Presek, Jadranska 19, 1000 Ljubljana.
Peter Petek

DVA SKRITA RACUNA ZA MLAJSE

Odkrijte naslednja skrita raéuna. V posameznem ra¢unu pomenijo enake
crke enake Stevke in razlicne érke razliéne stevke.

1. raéun
AAA-BB+C =984
2. racun
XXXX-YYY+ZZ-W =17233
Dusan Murovec
DESETISKA

Dokazi, da je naravno stevilo

x=23999...964000...081,

n n

zapisano v desetiskem Stevilskem sestavu, popolni kvadrat in izracunaj

V.
Marko Razpet
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LABIRINTI NA POLIEDRIH, 3. del

Povezite ¢rno in sivo tocko na povriju poliedra, katerega mreza je po-
dana in katerega mejne ploskve so Se dodatno razdeljene na manjse dele.
Gibamo se lahko le po povrsju telesa, ne da bi prekoracili debelo érto.

Izidor Hafner
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PREPROSTA RAZMISLJANJA O
CETRTI DIMENZIJI

Pred leti smo v élanku Tridimenzionalne tezave gospoda Ploscaka (Pre-
sek, 23. letnik, &t. 5, str. 257-263) Ze premisljali o mentalni sliki &tiridi-
mengionalnega prostora, v katerega je vgrajen nas tridimenzionalni svet.
Pomagali smo si s predstavo o naporih, ki bi jih imela dvodimenzionalna
bitja, ziveéa v dvodimenzionalni dezeli, katerih gibanje in opazovanje je
omejeno samo na ravnino, ¢e bi si hotela predstavljati tridimenzionalne
predmete.

Idejo smo povzeli po knjigi Flatland Edwina A. Abbota, ki jc izsla v
viktorijanski Angliji leta 1884. Seveda so matematiki tedaj ze poznali
pojem poljubne dimenzije prostora. Toda to je bil pojem abstraktne
teorije vektorskih prostorov, ni pa bilo preproste poljudne razlage zanj.

Januarja leta 1909 je neimenovani darovalec polozil pri zalozbi Sci-
entific American 500 dolarjev (kar je bil za tiste ¢ase lep denar), ki jih je
namenil kot nagrado najboljsemu eseju, ki bi na poljuden naéin priblizal
laiénemu bralcu pojem cetrte dimenzije. Misljena je bila seveda cetrta
dimenzija takega prostora, katerega del je na$ tridimenzionalni prostor.
Dolzina eseja je bila omejena na 2500 besed.

Na razpis je pod psevdonimi prispelo kar 245 esejev. Poslali so jih iz
Zdruzenih drzav Amerike, Turéije, Avstrije, Holandije, Indije. Avstralije,
Francije in Nemcije. Ocitno je 5lo za privlaéno temo, o kateri so avtorji
premisljevali ze tudi prej.

Eseje sta ocenila prof. Manning z Brown University in prof. Mitchel
s Columbia University. Julija 1909 so v Scientific American objavili
zmagoviti esej in tri, ki so prejeli ¢astno nagrado. Med preostalimi jih
je Henry P. Manning izbral Se nekaj, ki so po njegovem zasluzili, da se
ohranijo, in ki problem opisujejo s ¢imbolj razliénih vidikov. Skupaj z

Explained, ki jo je opremil tudi z nekaj deset strani dolgim uvodom.

Nagrado 500 dolarjev je prejel podpolkovnik inZenirskih enot ZDA
Graham Denby Fitch za esej Evklidizacija ¢etrte dimenzije. Ogledali si
bomo in dodatno komentirali nekaj njegovih idej. Lahko si preberete
se Manningovo knjizico, katere izvod hrani tudi Matemati¢na knjiznica
Fakultete za matematiko in fiziko v Ljubljani.

Fitch zacenja svojo razpravo z ugotovitvijo, da mentalna slika cetrte
dimenzije ni mozna. Iz nadaljevanja je jasno, da mu matematiéni pojem
dimenzije prostora ni bil tuj. Za osvojitev intuitivne delne predstave o
cetrti dimenziji namre¢ predlaga analogijo, s katero na poljuden naéin
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s Cetverkami realnih Stevil pravzaprav uvede pojem 4-elementne baze.
Stiridimenzionalni prostor tudi opremi z ‘evklidsko’ geometrijo, v kateri je
npr. analogon 5. aksiomu evklidske ravnine naslednje zaporedje lastnosti:

e V ravnini poteka skozi dano tocko dane premice ena sama pravoko-
tnica na to premico.

e V 3-dimenzionalnem prostoru poteka skozi dano tocko dane premice
neskonéno mnogo pravokotnic na to premico. Te premice tvorijo
ravnino (to je 2-dimenzionalni prostor), ki je pravokotna na dano
premico.

e V 4-dimenzionalnem prostoru poteka skozi dano tocko dane premice
neskonéno mnogo ravnin, ki so pravokotne na dano premico. Te
ravnine tvorijo 3-dimenzionalni prostor, pravokoten na dano premico.

e 3-dimenzionalni prostor je lahko tudi pravokoten na ravnino ali na
drug 3-dimenzionalni prostor.

e Dve ravnini sta lahko medsebojno pravokotni na dva razliéna nacina.
Ce lezita v istem 3-dimenzionalnem prostoru in sta v njem pravokotni
v obi¢ajnem smislu, gre za nepopolno pravokotnost. Ravnini pa sta
popolnoma pravokotni, ¢e je vsaka premica ene ravnine pravokotna
na vsako premico druge ravnine.

Lega posamezne tocke je v ravnini dolotena (povrsno povedano) z
razdaljama od dveh pravokotno se sekajocih premic in v naSem tridimen-
zionalnem prostoru z razdaljami od treh paroma pravokotnih ravnin. Po
Fitchu je zato analogno lega tocke v 4-dimenzionalnem prostoru dologena
z njenimi razdaljami od stirih paroma pravokotnih 3-dimenzionalnih pro-
storov. Te razdalje merimo vzdolz stirih paroma pravokotnih premic, ki,
po dve in dve, dolocajo 6 paroma pravokotnih ravnin, po tri in tri pa 4
paroma pravokotne 3-dimenzionalne prostore.

Fitch uvede tudi pojem geometrijskega telesa v 4-dimenzionalnem
prostoru. Telesa v nasem tridimenzionalnem prostoru so omejena z rav-
nimi ali krivimi ploskvami, telesa v 4-dimenzionalnem prostoru pa so
deli tega prostora, omejeni 3-dimenzionalnimi ravnimi ali ukrivljenimi
hiperploskvami. Hiperdbla je mnozica vseh tock, ki so v 4-dimenzionalnem
prostoru enako oddaljene od dane tocke, sredisca hiperéble. Njeni preseki
z ravninami so krogi, preseki s 3-dimenzionalnimi prostori pa nase oble.
Ce bi hipersfera s polmerom r potovala skozi nas prostor, bi jo dojeli
kot oblo, katere polmer bi najprej postopoma naraséal od 0 do r in nato
postopoma padal od r do 0.
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Medtem ko je v nasem prostoru vsega 5 pravilnih poliedrov (tetrae-
der, kocka, oktaeder, dodekaeder in ikozaeder), lahko po analogiji dobimo
v 4-dimenzionalnem prostoru 6 pravilnih hiperpoliedrov, ki jih omejujejo
pravilni poliedri. To so C5 (omejen s 5 tetraedri), Cy (omejen z 8 kockami),
C1¢ (omejuje ga 16 tetraedrov), Cay (omejen s 24 oktaedri), Chap (omejuje
ga 120 dodekaedrov) in Csno (povrsje sestavlja 600 tetraedrov).

Najpreprostejsi med njimi je Cy, imenovan tudi hiperkocka, ¢eprav
ga omejuje vet teles kot Cs. Ima 16 vogalov, 32 robov, 24 lic (kvadratov,
ki so stranske ploskve mejnih kock) in 8 mejnih kock. V vsakem njegovem
vogalu se stikajo 4 paroma pravokotni robovi, 6 kvadratov in 4 kocke.
Vsak rob je skupen 3 kvadratom in 3 kockam, vsak kvadrat je stranska
ploskev dveh kock., Vsaka mejna kocka ima torej po en skupni kvadrat s
Sestimi kockami od preostalih sedem.

Tudi do generacije hiperkocke lahko pridemo z analogijo. Ce daljico
premaknemo za eno njeno dolzino (enoto) v smeri, pravokotni na daljico,
dobimo kvadrat. Ko tega premaknemo za enoto v smeri, pravokotni
na njegovo ravnino, opise kocko (slika 1). Hiperkocko generiramo tako,
da 3-dimenzionalno kocko vodimo za dolzino ene njene stranice v smeri,
pravokotni na nas prostor.

Vendar ze 3-dimenzionalne kocke na 2-dimenzionalnem listu papirja
ne moremo zares predstaviti. Tretjo smer — pravokotnico na prvi dve —
nadomesti na sliki smer, ki poteka poSevno na prvi dve smeri.

Slika 1. Slika 2.
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Pri sliki hiperkocke lahko ¢etrto smer, ki je pravokotna na vsakega od
treh medsebojno pravokotnih robov kocke, narisemo pravokotno na naso
tretjo, posevno smer. Sliko 2 smo povzeli po arhitektu Claudu Bragdonu,
ki jo je leta 1913 objavil v uébeniku Osnove visjega prostora.

Fitchev esej govori tudi o tem, da je svoboda gibanja v 4-dimenzional-
nem prostoru ve¢ja kot v naSem prostoru. Problema se spet loti z analo-
gijo. Medtem ko je v ravnini edini tip rotacije zasuk okrog tocke, imamo v
3-dimenzionalnem prostoru rotacijo okrog premice in v 4-dimenzionalnem
prostoru rotacijo okrog ravnine. Dveh simetriénih ravninskih likov, kakr-
sna sta trikotnika na sliki 3, ne moremo prevesti drugega v drugega z
gibanjem zgolj v njuni ravnini. Ce pa enega od njiju zavrtimo za 180°
skozi 3-dimenzionalni prostor okrog értkane osi, se pokrijeta. Podobno
velja za dve simetriéni telesi (slika 4). Z nobenim premikanjem po nasem
prostoru ne moremo doseci, da bi sovpadli. Z rotacijo enega od njiju za
180° okrog ravnine v 4-dimenzionalnem prostoru pa to lahko dosezemo.
Med rotacijo telo izgine iz naSega prostora (¢e se telesi sekata, ostaja v
nasem prostoru le njuna presecna ploskev).

(.- i !

Slika 4.

Dober model, kako naj bi izgledala rotacija 3-dimenzionalnega objek-

and the Fourth Dimension, avtorja Rudyja Ruckerja (Dover Publications,
1977).

Oglejmo si sliko kocke, ki nas gleda izza tega lista papirja (slika 5a).
Njeno desno oko je trikotno, levo okroglo.
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Slika 5a. Slika 5b. Slika 5c.

Pa predpostavimo, da bi bil ta list papirja ogledalo. V tem primeru
bi bila zrcalna slika kocke na nasi strani lista, obrnjena z zadnjo stranjo
proti nam (slika 5b). O¢itno ni mogoéce obrniti kocke v 3-dimenzionalnem
prostoru tako, da bi presla v svojo zrcalno sliko. Njeno desno oko bi ostalo
trikotno, medtem ko je desno oko zrcalne kocke okroglo. Ce pa pogledamo
sliko 5e, je videti, kot da prehaja med sliko kocke in njeno zrcalno sliko.
To figuro, narisano brez oéi (slika 6), poznamo pod imenom Neckerjeva
kocka. Ce nekaj ¢asa strmo gledate vanjo, spontano preide v svo jo zrcalno
sliko in nazaj (preverite!). Ce poskrbimo, da se slika veckrat zamenja, se
nam hipna menjava polozajev zazdi kot zvezno gibanje. Toda to je lahko
zvezno gibanje le, ¢e gre za rotacijo v 4-dimenzionalnem prostorn. Morda
smo s tem v resnici sprozili 4-dimenzionalni pojav v svoji zavesti.

¥ V

Slika 6.
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Fitch v svojem eseju 8e pove, da ima v 3-dimenzionalnem prostoru
gibanje 6 prostostnih stopenj, namre¢ 3 translacije vzdolz treh premic in 3
rotacije okrog njih, v stiridimenzionalnem pa kar 10, in sicer 4 translacije
vzdolz stirih premic in 6 rotacij okrog Sestih ravnin.

Na koncu se Fitch dotakne se tudi topoloskih problemov. Ce bi bila
obla upogljiva (gibka), bi lahko v 4-dimenzionalnem prostoru, brez razte-
zanja ali raztganin, obrnili njeno notranjost navzven, kot npr. obrnemo
rokav pri obleki. Dva élena verige bi lahko locili brez lomljenja. Nasi vozli
s0 v 4-dimenzionalnem svetu neuporabni. Tako bi lahko vozel s slike 7
razvozljali, ne da bi premaknili pritrjena konca.

\\\\\\\\\\\\\

Mi pa zakljuéimo razmisljanje o cetrti dimenziji e z eno predstavo,
ki vodi do hudomusnega zakljucka, na katerega sem naletela v knjizici
Rudyja Ruckerja.

e Totka deli premico na dva lo¢ena dela.
e Premica deli ravnino na dva loéena dela.
e Ravnina deli 3-dimenzionalni prostor na dva locena dela.

e 3-dimenzionalni prostor deli 4-dimenzionalni prostor na dva locena
dela.

Torej tudi na§ prostor deli 4-dimenzionalni prostor, katerega del je,
na dva loéena dela. Da bi presli iz enega v drugi del, moramo nujno skozi
nas tridimenzionalni prostor.

Stare religiozne slike prikazujejo Zemljo kot neskonéno ravnino, ki
deli 3-dimenzionalno vesolje na dva dela: zgornjo ali nebesko polovico in
spodnjo polovico, pekel. Boljsa je predstava, da je nas 3-dimenzionalni
svet, ki ga zasedamo, prav tisti 3-dimenzionalni prostor, ki locuje nebesa in
pekel, sestavna dela 4-dimenzionalnega hiperprostora. Vsak padli angel,
vrzen iz nebes, je moral skozi nas svet na svoji poti v pekel.

Marija Vencelj



332 Fizika

UCINEK TOPLE GREDE IN VROCE POLETJE

Vroéi dnevi poletja 1998' so bili pogosto vzrok za razmisljanje o tem,
zakaj je bilo tedaj tako vroce. Modno je bilo trditi, da je poletje vroce
zaradi t.i. ucinka tople grede. Poleti 1998 je bilo v Ljubljani namerjeno
rekordno veliko Stevilo vroéih dni. Kar 33 dni (en dan veé kot v, do
tedaj, rekordnem letu 1994) se je najvi§ja dnevna temperatura dvignila
nad 30 stopinj Celzija.

Kako pride do uc¢inka tople grede in kaksne so njegove posledice? Ra-
stlinjaki in tople grede so namenjeni gojenju vrtnin in roz, ki so obéutljive
na mraz. Zakaj je v toplih gredah topleje kot na polju?

Podnevi se zrak pri tleh segreva zaradi sonénega sevanja. Sonéni
zarki prodrejo skozi atmosfero in segrejejo tla, od tal se segreje tudi zrak
pri tleh. Ce nad poljem zapiha veter, odnese topli zrak stran od tal in
temperatura spet pade. Kako pa je v topli gredi? Soncéno sevanje prodre
tudi v rastlinjak in v njem segreje tla ter zrak nad njimi. Ker topli zrak
ne more iz rastlinjaka, je temperatura zraka v njem visgja kot nad odprtim
poljem. (Podobno moéno se segreje tudi zrak v avtomobilu, ki stoji
na soncu.) Tople grede in rastlinjake vrtnarji najpogosteje uporabljajo
spomladi in jeseni. Tedaj so noci lahko hladne in na polju bi rastline
pozeble. Poleti tople grede zracijo, da se rastline ne pregrejejo in ne
ovenejo.

Ponoéi se tla ohlajajo zaradi infrardeéega sevanja, ob hladnih tleh
se ohlaja tudi zrak. V rastlinjaku ponoéi seva steklena streha, na njeni
spodnji strani se ohlaja tudi v rastlinjaku zaprti zrak (steklena streha se
tedaj pogosto orosi). Ce je rastlinjak narejen iz stekla, potem pride do
izraza tudi zmanjSanje energijskih izgub zaradi sevanja. Steklo namreé
slabo prepuséa infrardece sevanje, samo pa seva. vendar pri nizji tempe-
raturi kot tla. Hladni zrak se v rastlinjaku spuséa in polagoma se ohladi
ves zrak v njem. Temperatura zraka v rastlinjaku pa ponoci ne pade tako
nizko kot nad poljem, saj je izhodiséna veerna temperatura v rastlinjaku
vi§ja, v njem ne piha veter, pa tudi ohlajanje zaradi sevanja skozi streho
je manj ucinkovito kot ohlajanje polja v jasni noci. V toplih gredah, ki so
pokrite s polietilenskimi folijami, je topleje le zaradi zadrzevanja toplega
zraka, saj te folije prepuséajo infrardece sevanje.

Kaksen pa je ucinek tople grede v ozracju?

Ker imajo tla, ozracje in oblaki temperaturo blizu lediséa, oddajajo
po Planckovem zakonu toploto pretezno kot infrardeco svetlobo. Obenem
so povr§je trdne Zemlje, vodne povrsine, zasnezene in ledene povrsine v

L Prispevek smo od avtorja prejeli pred dvema letoma.
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infrardegem delu spektra skoraj povsem érna telesa (to pomeni, da skora]
vso vpadlo infrardeco svetlobo absorbirajo). Za dele ozratja so lastnosti,
ki vplivajo na prenos energije z infrardecim sevanjem, bistveno odvisne
od koncentracije vode (H20), ozona (O3) in ogljikovega dioksida (COs).
Koli¢ina triatomnega plina COy je v ozracju precej stalna in ta plin je v
zraku dobro pomesan z dvoatomnima kisikom in dusikom, ki prepuséata
infrardece sevanje. Bistveno bolj spremenljiva je koli¢ina vodne pare: zelo
vlazni deli ozracja, Se posebej oblaki, v katerih je vodna para nasi¢ena,
so v infrardecem delu spektra skoraj érni, jasno in suho ozracje pa del
infrardecega sevanja prepuséa. Vodna para je v infrardeéem delu spektra
najpomebnejsi sevalec, saj prispeva kar 70% vsega infrardecega sevanja,
ki pride iz ozracja. Poleg vodne pare je pomemben sevalec v infrardecem
delu spektra tudi COs.

Poglejmo si vpliv sevanja vodne pare in ogljikovega dioksida najprej
v jasni noci s suhim zrakom. Tla tedaj sevajo v infrardeéem delu spektra
in sevanje potuje skozi atmosfero. Del tega sevanja se absorbira v COj,
hkrati pa tudi CO2 sam infrardece seva. Polovica tega sevanja gre naprej
v vesolje, polovica se ga vrne nazaj proti tlem. Tla infrardece sevanje
COs prestrezejo in se zaradi tega dotoka energije manj ohlajajo, kot bi se
v primeru, ¢e v atmosferi ne bi bilo sevajocega COs.

Kako je v oblaénih noéeh? Ce je v atmosferi tudi vodna para (in te je
v oblakih obilo, oblaki pa so sestavljeni iz drobnih kapljic), potem sevajo
v atmosferi ogljikov dioksid, vodna para in oblaéne kapljice. Koli¢ina
sevanja, ki jo izseva atmosfera in katere del prejmejo tla, je zato bistveno
vecja kot v jasni noci, saj smo povedali, da vodna para prispeva kar
dvakrat ve¢ infrardecega sevanja kot COs. V oblaéni noé@i se zato zrak
pri tleh dosti manj ohladi. Sevanje triatomnih plinov iz atmosfere pa
seveda tla prejemajo tudi podnevi, le da je tedaj sonéno sevanje dale¢
najmocnejse,

Podnevi skozi atmosfero prodira tudi sonéno sevanje. Triatomni plini
ne vplivajo na prehod vidnega dela tega sevanja, pac pa absorbirajo
dele infrardecega sonénega sevanja. Ta absorpcija je razlog za direktno
segrevanje posameznih plasti ozracja. Poleg ogljikovega dioksida in vode
so v ozratju obéasno v razliénih koncentracijah prisotni tudi drugi tri- in
vecatomni plini, npr. Oz, CHy, NO2, NH3, ki ve¢inoma nastajajo zaradi
¢lovekove dejavnosti. Tudi ti plini prispevajo k sevalni bilanci.

Sevanje oblakov, vodne pare, ogljikovega dioksida in drugih triato-
mnih plinov v atmosferi zmanjsuje ohlajanje povrsja tal. Zaradi tega je
atmosfera pri tleh toplejsa, kot bi bila, ¢e teh plinov ne bi bilo. Vidna
svetloba pride do tal in tla podnevi segreva, infrardece sevanje tal pa se
absorbira in emitira v atmosferi. Infrardece sevanje se vrne iz atmosfere
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k tlom in tako je ohlajanje tal nekoliko manj izrazito. Koli¢ina ponovno
izsevane infrardece svetlobe je odvisna od koncentracije triatomnih plinov.
Vegje so koncentracije, manjse je ohlajanje, temperatura tal in atmosfere
se zato dvigne. Uéinku triatomnih plinov na ravnovesje tokov infrardecega
sevanja popularno recemo “ucinek tople grede”, plinom, ki povzrocajo ta
uéinek, pa “plini tople grede”.

Vidimo, da je razlog za segrevanje zraka v rastlinjaku razlicen od ra-
zloga za zmanjSevanje ohlajanja Zemlje zaradi sevanja triatomnih plinov.
Izraz “ucinek tople grede” pa se je v vsakodnevnem pisanju kar dobro
prijel in nesmiselno bi ga bilo odpravljati.

Zaradi ¢loveskih aktivnosti se koncentracije CO,, NHs, CHy in Se
nekaterih drugih plinov v Zemljini atmosferi poveéujejo. Od predindustrij-
skega casa do konca 20. stoletja se je povpreéna koncentracija COz v vsej
Zemljini atmosferi povecala z 280 ppm na 360 ppm (za 28%). (1 ppm je en
masni del primesi, npr. COg, na milijon masnih delov zraka.) Veéja kon-
centracija CO, vpliva na emisivnost atmosfere in tako na gostoto energij-
skega toka v atmosferi izsevanega infrardeéega sevanja. Ob povecanju kon-
centracije ogljikovega dioksida prejmejo tla vet atmosferskega infrardecega
sevanja.

Z modelskimi izraéuni so ugotovili, da bi se pri podvojitvi koncentra-
cije CO9 s 300 ppm na 600 ppm morala povpreéna temperatura na Zemlji
dvigniti za 2 do 4 K. Ti izracuni so seveda precej nenatancni, saj na
energijsko bilanco Zemlje ne vplivajo samo sevalne razmere. Povejmo Se,
da so se v klimatski zgodovini Zemlje koncentracije plinov tople grede
precej spreminjale, spreminjala se je tudi njena povpreéna temperatura.

1*|. i

PPP
o
=

CO2 LF

baresoe o oy Rl
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LETO
Slika 1. Koncentracije COgz v ozracju v zadnjih desetletjih, kot so jih namerili v
observatoriju na Mauna loa (Havaji) (Bulletin WMO).
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Povpreéno temperaturo Zemlje lahko preprosto izra¢unamo. Ener-
gijsko bilanco Zemlje kot planeta najprej zapiSemo tako, da vzamemo
trdno zemljo, oceane in atmosfero kot eno samo telo. V tem primeru sta
pomembna predvsem dva energijska tokova:

e Soncevo obsevanje jo (Sonce obseva polovico zemeljske oble, pri éemer
je razporeditev absorbirane moéi po povrsini osvetljene polovice od-
visna od albeda? a in od kota med normalo na povrije in smerjo
soncnih zarkov.)

e Sevanje Zemlje, ki izhaja iz vse zemeljske povrsine. (Zemlja seva
skoraj kot érno telo, v infrarde¢em delu spektra je emisivnost® € ~ 1.)

1z Zemljine notranjosti sicer te¢e proti povrsini nekaj toplotnega toka,
ker je notranjost Zemlje vroca, vendar je ta toplotni tok mnogo manjsi
od sevalnih tokov, tako da ga lahko zanemarimo. Tla in morja tudi
shranjujejo in oddajajo toploto v dnevnem in letnem ciklu. Ce vzamemo
dovolj dolg casovni interval, lahko stanje obravnavamo kot stacionarno,
da torej za Zemljo kot celoto velja, da se energija sevanja, ki jo prejme
Zemlja od Sonca, izenaci z energijo, ki jo Zemlja izseva v vesolje:

(1 —a)jo-*R%2 =oT* - 4xR2.

(R je polmer Zemlje.)
Od tod izracunamo povprecno temperaturo Zemlje

Ce vzamemo, da je povpreéni albedo Zemlje a = 0.35 in jo, =
= 1367W /m?, dobimo za povpreéno temperaturo Zemlje 250 K (—23°C),
kar ustreza temperaturi v zgornji tretjini troposfere. Dejanska tempera-
tura povrija Zemlje je visja zaradi ucinkov plinov tople grede. Taksno
temperaturo, kot smo jo izra¢unali zgoraj, bi imela Zemlja v primeru, ¢e
ne bi imela sevajoctega ozracja.

Da bi ilustrirali uéinek atmosferske tople grede na temperaturo na
Zemlji, naredimo Se drugo, manj poenostavljeno oceno. Dobimo jo, ¢e

2 Albedo (odbojnost) je lastnost povrsine telesa, ki nam pove, kolikien del svetlob-
nega toka se na povrsini odbije.

3 Tudi emisivnost je lastnost povrsine telesa in nam pove, kolikéno je pri posamezni
valovni dolzini razmerje med sevanjem sivega in érnega telesa enakih povrsin. Veéina
teles je sivih, kar pomeni, da telo del sevanja odbije.
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poleg trdne Zemlje in vesolja upostevamo Se ozracje. V priblizku predpo-
stavimo, da ozra¢je povsem prepusca sonéno sevanje, tako da se sonéno
sevanje absorbira le na tleh. Atmosfera pa naj delno absorbira in emitira
dolgovalovno infrardece sevanje, ki izhaja iz tal.

Sonce ajo
VESOLIE Jo (1~ &)at
Joxr
OZRACIE Elial
'\-“\‘H
leal
(1 e E)J’(l jo:r

TLA
Slika 2. Triplastni model: vesolje, ozracje, tla. Prikazani so sevalni tokovi, absorptiv-
nosti in emisivnosti.

Ce oznagimo sevanje atmosfere z jo,r in sevanje tal z ji,), opisemo
ravnotezje gostot energijskih tokov na meji med ozracjem in vesoljem
(slika 2) z enacbo

Jo(1 — a) = 4((1 — €)Jozr + Jjtal) -

Faktor 4 na desni strani enacbe dobimo, ker Zemljo obseva Sonce le po
eni strani, sama pa seva z vse povrsine. V vesolje seva ozracje, deloma pa
pride v vesolje tudi sevanje s tal.
Ozracje sprejme del dolgovalovnega sevanja tal in ga v enakih delih
izseva navzgor in navzdol:
Ejta] = 2joar »

na meji med ozracjem in tlemi pa velja energijsko ravnotezje

(1 —a)jo + 4jozr = 4jtal -

Tla absorbirajo del sonénega sevanja, prejmejo pol sevanja atmosfere in
sama sevajo. Z upoStevanjem Stefanovega zakona za sivo telo (ozracje)
dobimo iz prve zveze

- T 4
eoli, = 260,
0z.

Ty 8 L0 T«
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Iz energijske bilance ozracja dobimo, spet z upostevanjem Stefano-
vega zakona, Se eno zvezo med T}, in Ty, od koder lahko dolo¢imo
obe temperaturi. Pri albedu a = 0.35 in emisivnosti £ = 0.7 dobimo za
temperaturo ozracja 234 K in za temperaturo tal 279 K, kar veliko bolj
ustreza dejanskim razmeram na Zemlji pri tleh kot rezultat prejénjega
izracuna.

Infrardece sevanje iz atmosfere je torej razlog, da je povpreéna tem-
peratura Zemlje nad ledis¢em in da je zato na Zemlji mozno Zzivljenje
v sedanji obliki. Kljub pribliznosti je mogoce na osnovi gornjih enacb
oceniti, kaj bi se zgodilo s temperaturo tal in atmosfere ob spremembi
koncentracije CO,. Zaradi te spremembe se spremeni emisivnost €. Ce pri
tem ostane albedo nespremenjen, se temperaturi tal in zraka spremenita,
kot kaze tabela 1.

| emisivnost [0.60 [0.65 [0.70 [0.75 [0.80 | 1.0 |
T ozragja | 230 | 232 | 234 | 236 | 239 |250
T tal 273 | 276 | 279 | 281 | 284 [297

Tabela 1. Spremembe temperature zraka in tal (v K) ob spremembah emisivnosti
ozracja pri albedu 0.35.

Zadnji stolpec tabele 1 je namenjen le ilustraciji tega, kaj bi se
zgodilo s temperaturo na Zemlji, ce bi ozracje absorbiralo vse infrardece
sevanje. V tem primeru bi bila povpreéna temperatura tal kar 297 K
(24°C) v primerjavi s sedanjimi 279K (6°C). Taksne sevalne razmere
vladajo na Veneri, le da je tam gostota vpadlega energijskega toka dosti
vecja kot na Zemlji in je temu primerno vi§ja tudi temperatura v “Venerini
topli gredi”.

Poleg direktnega vpliva povecanega infrardecega sevanja na tempe-
raturo zraka in tal, vplivajo na energijsko bilanco Se drugi ucinki. Naj
navedemo le nekatere:

1. Zaradi povecane temperature se poveca izhlapevanje, zaradi vecje
kolicine vlage pride do vecje oblacnosti in zato do povecanja albeda
Zemlje. Albedo moéno vpliva (glej zgornje enacbe) na temperaturo
ozracja in Zemlje, saj je od albeda odvisna energija soncnega sevanja,
ki sploh pride v ozracje. Zaradi povecanega albeda se temperaturi
znizata (tabela 2).

| albedo  [0.25 [0.30 |0.35 [0.40 [0.45 [ 0.5 |

T ozracja | 243 | 238 | 234 | 230 | 225 |219
T tal 289 | 283 | 279 | 273 | 267 | 261

Tabela 2. Spremembe temperature zraka in tal (v K) ob spremembah albeda, pri
emisivnosti 0.7. Debelo je zapisano sedanje stanje.



338 Fizika

Na albedo Zemlje ne vplivajo le oblaki, pa¢ pa tudi aerosol (droben
lebdeé prah), ki v ozra¢je prihaja iz naravnih virov (vulkani, puscave,
morja, vegetacija) in antropogenih virov (industrija, kmetijstvo, pro-
met). Povecanje koncentracije aerosola povecuje albedo Zemlje.

Zemlja se na spremembe v energijski bilanci, npr. zaradi poveca-
nja infrardecega sevanja atmosfere, ne odziva takoj, paé pa s pre-
cejdnjim ¢asovnim zaostankom, saj je toplotna kapaciteta trdne Ze-
mlje in oceanov velika. Ce privzamemo, da je toplotna kapaciteta
ozracja 1 enota (vse ozracje nad enim kvadratnim metrom zemeljske
povrsine tehta 10 000 kg, specifiéna toplotna kapaciteta zraka je okoli
1000 Jkg— K1), je toplotna kapaciteta prvih 10 (globinskih) metrov
trdnih tal okoli 2.4 enote (gostota tal je okoli 4000 kg/m?®, specifiéna
toplotna kapaciteta pa okoli 2000 Jkg7'K~!, trdna tla pokrivajo 30%
Zemlje) in toplotna kapacitete prvil 50 (globinskih) metrov oceana
priblizno 15 enot (voda se lahko mesa in zato se segrevajo in ohlajajo
debele plasti; gostota je 1000 kg/m?, specifiéna toplotna kapaciteta
4200 Jkg~'K~!, ocean pokriva 70% Zemlje). Za segrevanje tal in
oceana je torej potrebno dosti veé toplote kot za segrevanje vsega
ozracja.

Opomba. Priizraéunu razmerja toplotnih kapacitet za celotno Zemljo

ozracje : trdna tla : ocean =1: 2.4 : 15

smo upostevali, da se segreva ali ohlaja le zgornja plast morske vode, v
resnici pa se v nekaj stoletnem ¢asovnem intervalu postopoma segreva
tudi globoka oceanska voda.

Po povrsju Zemlje je kolicina vpadlega sonénega sevanja neenako-
merno razporejena zaradi razlik v zenitnem kotu Sonca med ekvato-
rialnimi in polarnimi kraji in zaradi nagnjenosti zemeljske osi (letni
¢asi). Zaradi razlik v segrevanju prihaja do razlik v zraénem pritisku
po Zemlji in zaradi tega do vetrov in vremenskih sprememb. Vetrovi
prenasajo toploto iz toplejsih tropskih krajev proti hladnej§im polar-
nim. Podobno velja za morske tokove, ki jih delno poganjajo vetrovi,
delno pa razlike v temperaturi in slanosti morske vode. Zaradi teh
transportov so spremembe temperature ozracja, nastale zaradi uéinka
tople grede, zabrisane.

Zaradi poviSane temperature in povecane vlaznosti prihaja do pogo-
stejéega razvoja konvektivnih oblakov in do nastanka slojastih obla-
kov ter s tem do mehanskega transporta toplega zraka v visje plasti
ozracja, s ¢imer se poveca tudi infrardece sevanje v vesolje.
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4. Spremembe koncentracije CO; in spremembe temperature bistveno
vplivajo na rastline na kopnem in v morju. Rastline vecinoma pri fo-
tosintezi porabljajo CO4 za izdelavo sladkorjev; pri tem se sproééa ki-
sik. Povecana temperatura praviloma ugodno vpliva na uéinkovitost
fotosinteze rastlin, s tem se poveca absorpcija COs iz ozracja. S kri-
vulje na sliki 1, ki kaze spremembe CQOs na Zemlji, lahko razlo¢no raz-
beremo letni hod koncentracij CO5. Minimum koncentracije ustreza
pomladi na severni polobli, saj tedaj tam rastline najbolj bohotno
rastejo in se zato koncentracija COs zmanjsa. Po drugi strani pa
rastline pri visjih temperaturah tudi mocéneje dihajo in zato oddajajo

vec 002

5. Dale¢ najpomembnejsi sevalec v infrardecem delu spektra in zato naj-
pomembnejsi plin tople grede je vodna para; k infrardecemu sevanju
prispeva tudi sevanje oblakov v ozracju. Skupaj prispeva voda kar
70% vsega ucinka tople grede. Zaradi povecane koli¢ine vlage v zraku,
ki je posledica povetanega izhlapevanja zaradi vigje temperature, bi
se moralo povecati tudi sevanje vodne pare. Vendar je kolicina vlage
v zraku zelo spremenljiva (vcasih je jasno, drugi¢ pa obla¢no, pri vodi
ves ¢as prihaja tudi do vteko€injanja in izhlapevanja, do sublimacije
in depozicije), tako da je, globalno gledano, vpliv vodne pare na
uéinek tople grede ves ¢as priblizno enalk.

Pri dosedanjem razmisljanju smo se omejili na vodno paro in na
ogljikov dioksid v ozraéju. Koli¢ina COs, ki v naravnem ravnotezju
krozi med ozra¢jem, tlemi, oceani in rastlinstvom, je zelo velika, ¢loveska
aktivnost (predvsem seziganje premoga, nafte in plina) pa k temu prispeva
le majhen, a pomemben neuravnotezeni del. Podobno kot COs vplivajo na
spremembe infrardecega sevanja tudi metan (spro§ca se iz mocvirij, rizevih
polj in iz gnoja), amonijak (iz umetnih in naravnih gnojil) in ozon (nastaja
kot posledica onesnazevanja z dusikovimi oksidi iz izpusnih plinov). Kot
smo ze omenili, se je koncentracija ogljikovega dioksida, pa tudi drugih
plinov tople grede v zadnjih desetletjih dvigala. Iz primerjave med sliko
3 in sliko 1 pa lahko vidimo, da se je povprecna temperatura ozracja
dvigala in padala kljub stalnem narast¢anju koncentracije toplogrednih
plinov. S slike 3 tudi lahko razberemo, da se je povprecna temperatura
na Zemlji v zadnjih 100 letih dvignila za okoli 0.8 K. Spremenljivost in
kaotiénost dogajanja v ozracju je namrec tako velika, da je odraz povecane
koncentracije toplogrednih plinov zaenkrat Se slabo dolocljiv.
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Slika 3. Potek temperature zraka na Zemlji v nekaj zadnjih desetletjih. Crtkana érta
predstavlja odstopanje letne povpreéne temperature na Zemlji od povpreéja za obdobje
1961-1990, debela érta pa drse¢e petletno povprecje (povzeto po Bulletin WMO).

=

Odgovor na uvodno vprasanje, ali je bilo poletje 1998 v Sloveniji vroce
zaradi ucinka tople grede, je torej takle:

DA, VENDAR NE ZARADI POVECEVANJA KONCENTRACIJE
PLINOV TOPLE GREDE. Od leta 1997 do leta 1998 se je koncentracija
CO2 poveéala le malenkostno, povpreéna temperatura ozraéja pa kar
precej. Nihanja v povprecni letni temperaturi ozrac¢ja na Zemlji so, kot
vidimo s slike 3. kar pogosta.

Tomaz Vrhovec
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SODOBNI RASTLINJAK V VOKLEM
PRI KRANJU

Pri iskanju zunanje opreme za to stevilko Preseka smo obiskali tudi dru-
zinsko vrtnarstvo Kozjek v Voklem pri Kranju, ki se ukvarja z gojenjem
okrasnih rastlin. Karavanke in Kamniske Alpe v neposredni blizini je
tedaj Se pokrivala nekajmetrska snezna odeja, v njihovem rastlinjaku pa
smo naleteli na eno samo cvetoco pokrajino z lastno pozno pomladansko
klimo v malem (sliki na strani III in spodnja slika na strani IV).

Ljubeznivi lastniki so nam dovolili fotografiranje in tudi razlozili
delovanje naprav v rastlinjaku. Stene in streha rastlinjaka so iz dvojnega
stekla, dele strehe je mo¢ odpirati in zapirati podobno kot pri obicajnih
toplih gredah.

Ima pa rastlinjak tudi lastno malo vremensko postajo, katere del
vidimo nad dostavnim avtom na sliki na strani II1. Postaja je povezana z
racunalnikom, ki, glede na potrebe vzgajane kulture, poskrbi za rastlinam
najugodnejSo klimo v rastlinjaku. Glede na trenutne in predvidene po-
trebe krmili ra¢unalnik ogrevanje rastlinjaka (peci so v kletnih prostorih
rastlinjaka, dimnika pa sta vidna tudi na sliki), zracenje (avtomatsko
odpiranje strehe in delovanje ventilatorjev) in §e kaj.

Najzanimiveje se nam je zdelo, kako je poskrbljeno za ravno pravo
osvetljenost gojenih rastlin. Na spodnji sliki na strani III vidimo v vsej
sirini rastlinjaka nad rastlinami vodoravne zavese iz nekaksne polprosojne,
delno aluminijaste tkanine. Zapiranje in odpiranje zaves ureja racunalnik,
v katerega so vneseni podatki o potrebni osvetljenosti gojenih rastlin in
ki dobiva podatke o trenutni osvetljenosti iz merilnih naprav. V ¢asu
naSega obiska je bilo vreme zelo spremenljivo in doziveli smo, da so se v
nekaj minutah zavese kar dvakrat zaprle in odprle. Poskrbljeno je tudi
za dodatno osvetljevanje, kadar je potrebno. V zimskih mesecih npr.
dodatno osvetljujejo sadike pelargonij, ki v ¢asu rasti potrebujejo veé
svetlobe, kot je pri nas tedaj daje narava,

Seveda imajo sodobnemu rastlinjaku primerno urejeno tudi vlazenje
zraka in zalivanje rastlin. Na sliki notranjosti rastlinjaka vidimo ob desni
strani prehoda érne sobe zalivalne linije, pritrjene na premiénih kovinskih
gredah z rozami.

Da je v rastlinjaku za rastline primerno poskrbljeno, kaze njihova
kakovost. Lep je pogled na nepregledno mmnozico cvetocih zdravih in
évrstih rastlin. Prijazni vtis dopolnjuje Se izjemna urejenost znotraj in
zunaj rastlinjaka.

Marija Vencelj
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2001... KOT POTENCA STEVILA 2

Pred éasom sem naletel na nalogo, v kateri je avtor mimogrede navrgel, da
za vsako naravno stevilo N obstaja tako naravno stevilo n, da je zacetek
(desetiskega) zapisa Stevila 2" ravno N. Pri N = 1 lahko npr. vzamemo
n =4, saj je 2* = 16, pri N = 5 ustrezan =9 (2° = 512), pri N = 9 pa
n = 53 (25% = 9007199254740992).

Sprva trditvi nisem povsem verjel, kmalu pa sem se preprical, da
v celoti drzi. Dokaz sploh ni tezak, sloni pa na dejstvu, da je desetiski
logaritem Stevila 2 iracionalno Stevilo. Pravzaprav velja celo nekoliko
mocnejsa trditev, in sicer, da za vsako naravno Stevilo N obstaja ne-
skonéno naravnih stevil n z opisano lastnostjo.

Vabim vas, da poskusite poiskati najmanjSe naravno stevilo n, za
katero se bo desetiski zapis Stevila 2" zacel ravno s stevilom N = 2001,
Brez racunalnika naloge skoraj gotovo ne boste uspeli resiti, pa tudi z
racunalnikom verjetno ne bo slo povsem gladko.

Martin Juvan

LAHKA ARITMETICNA KRIZANKA

V tabelno krizanko vstavi v prazna okenca ustrezne racunske operacije
(4, —, %), enakost (=) in manjkajo¢a Stevila tako, da bodo ra¢uni veljavni
v desno smer in navzdol.

1 1 0
5 5 8 |= [125
0 25 4 | = [100| =
2 5 10 0
50 =117 20
5[=1|5 5 5
42| = 20
15 20 10 = (25
0 8 0

Karmen Puconja
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ZGODOVINA MATEMATIKE —
ZGODBE O PROBLEMIH - 2. del

Pred natanko enim letom smo v Preseku predstavili prevod prvega dela
knjige Zgodovina matematike — zgodbe o problemih. Tokrat bomo govorili
o prevodu drugega dela, ki je pred kratkim izSel v knjiznici Sigma. Tudi
to knjigo sestavlja vrsta daljsih élankov, katerih avtorji so raziskovalei v
francoskih institutih za raziskave v matemati¢nem izobrazevanju (IREM).

Drugi del ima devet poglavij. Vsako je posveteno enemu mate-
matiénemu problemu, katerega reSevanje je sprozilo nastanek in razvo]
kakega pomembnega dela sodobne matematike. Prvo poglavje se zacne
pri Stetju, vendar nas ze po nekaj straneh popelje na pot do teorije
mnozic. Drugo poglavje zastavlja subtilno vprasanje, zakaj za ra¢unanje
ne zadoséajo ulomki. V tretjem poglavju spoznamo presenetljivo dejstvo,
da (za razliko od ploséin likov) prostornine danega telesa ne moremo
vedno doloéiti tako, da bi ga razdelili na manjsa pravilna telesa. Za
resitev iz zadrege smo prisiljeni poseéci celo po integralskem racunu. V
cetrtem poglavju se poskuSamo vziveti v nacin razmisljanja starogrskih
matematikov in dojeti, zakaj so menili, da le uporaba ravnila in Sestila
zagotavlja ¢istost geometrijskih konstrukeij. V petem poglavju najdemo
nadvse zabavno poroéilo o dveh rahlo okajenih prijateljih, ki se opotekata
po cesti in se izmenicéno obtoZujeta, da drugi ne hodi naravnost. Naslednji
dan zacneta razpravo, kaj je ravno in kaj ukrivljeno ter kako pojma
lo¢imo. Ceprav dandanes geometrijo pogosto obravnavamo zelo statiéno,
kot sklop osnovnih pojmov in trditev, v Sestem poglavju spoznamo, da
je geometrija tesno povezana z gibanjem in da nam kinematiéni pogled
omogoéa njeno boljse razumevanje. Ljubitelji odvetniskih nadaljevank
bodo prigli na svoje v sedmem poglavju, ki se ukvarja z matematicno-
pravnim zapletom, ali je dopustno pripisati nekaterim dolzinam negativni
predznak. Tozilec in obramba se izmenjujeta v razpravi, tudi pri¢ ne
manjka. Razsodbo in obrazlozitev najdete na koncu poglavja. Osmo
poglavje je posvecéeno enemu najznamenitejsih matematicnih problemov
vseh ¢asov: utemeljevanju navidez o¢itnega dejstva, da skozi vsako tocko
poteka natanko ena vzporednica k dani premici. Zadnje poglavje bo
spreobrnilo tiste, ki so jim kompleksna stevila skrivnostni nebodigatreba.
Govori namre¢ o imaginarnih Stevilih in njihovi ‘resniénosti’.

Povejmo $e, da je kujiga, ¢eprav obravnava pomembna in globoka
vpraSanja, zanimivo in ne prehudo zahtevno branje. Zato jo toplo pri-
poroéam vsem, ki radi pokukajo v zgodovino in v ozadje matemati¢nih
problemov ter metod, ki jih srecajo v Soli.

Petar Pavesié
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KRATER VEGA

Ze s prostim o¢esom razlo¢imo na Luni svetle predele — “celine”, ki zavze-
majo ve¢ji del Luninega diska (okoli 60%), in temna podroéja — “morja”
(ki zavzemajo okoli 40% Luninega diska). Najznacilnejsi za Lunino po-
vr§je pa so kraterji, bolj ali manj okrogle, vulkanskim zrelom podobne
tvorbe (éase), ki so jih odkrili tudi na planetih in drugih lunah nasega
oson¢ja. Kraterje na Luni lahko opazujemo ze z daljnogledom 3 do
5-kratne povecave in lovski daljnogled je za to prav primeren.

Na z Zemlje vidni strani (polovici) Lune bi lahko nasteli okoli 300 000
kraterjev & premerom od enega do sto kilometrov, le dvanajst kraterjev
pa ima premer vecji od 200 km (upostevana je tudi nam nevidna Lunina
stran, kjer so pri obkrozenju Lune kraterje fotografirale sonde).

KRATERJI PO PREMERU

1DD|'
a0 1
a0 |
70
60|
50}
40 |
30 |
20
10/
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2 do 100 )
101 do 200

STEVILO

201 do 300 I
301 do 400
PREMER (v k) 401 do 5

00

nad 500

Slika 1. Odvisnost stevila Luninih kraterjev od njihovega premera. Graf je narejen na
podlagi podatkov za 137 kraterjev iz Nautical Almanac 2001.

V obrisih svetlih in temnih predelov na Luninem disku (polna luna),
vidnih s prostim o¢esom, so ljudje ze zdavnaj videli razlié¢ne stvari (Zensko,
junaka, konjenika, zivali — npr. zmaja, zajca, celo cloveski obraz). Re-
sniéno sliko Luninega povrsja pa je ¢lovek spoznal sele po odkritju dalj-
nogleda v zacetku 17. stoletja.

Prvi je z daljnogledom pogledal Luno veliki italijanski fizik in astro-
nom Galileo Galilei (1564 do 1642). Na Luni je videl gore in doline. |
Tako je prvi ugotovil (1610), da so v vesolju Zemlji po reliefu podobna
telesa. Pisal je: “Kot se povrsje nase zemeljske krogle v glavnem deli na
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dva dela — celinsko in vodno - tako tudi na Luninem disku vidimo veliko
razliko: eni deli so bolj sveteci, drugi manj.” S tem je ze izrekel domnevo,
da so lahko kakor na Zemlji tudi na Luni morja in oceani.

Slika 2. S kraterji in gorami posejan del Luninega povrija — zahodna stran Morja
dezevij (Mare Imbrium). Sever je zgoraj, vzhod levo. Z Lunine karte sami ugotovite
imena vecjih kraterjev.
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Ime kraterja Premer
Apollo 500 km
Korolev 450 km
Grimaldi 410 km
Planck 340 km
Mendeleev 330 km
Poincare 320 km
Bailly 300 km
Van de Graaff 235 km
Schickard 225 km
Clavius 225 km

D’Alembert
Humboldt

Razseznosti dvanajstih najvecjih
Luninih kraterjev.

225 km
205 km

Slika 3. Predel Luninega povrsja, kjer lezi krater

Prva poimenovanja podrobnosti na Luni so bila dana v prvi polovici
17. stoletja, ko so s teleskopi zaceli zivahno proucevati povrije nasega sa-
telita. Belgijec M. F. van Langren je na svoji Karti Lune (1628) oznagéil
okoli 270 podrobnosti in mnoge od njih imenoval z imeni biblijskih oseb,
svetnikov in znanih ljudi svojega ¢asa. Teh imen danes ne uporabljamo.
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Danasnje imenovanje tvorb na Luni ima pravzaprav zacetek v delih
Poljaka J. Hevelija (Selenografija, 1647) ter Italijanov G. B. Ricciolija
in F. M. Grimaldija (Novi Almagest, 1651). Hevelij je uvedel v sele-
nografijo (lunepis) izraze morje (mare), jezero (lacus), moévirje (palus),
zaliv (sinus) za oznacevanje temnih lis razlicnih odtenkov in velikosti.
Nekaterim gorskim predelom na Luni je dal imena zemeljskih gorskih
sistemov (npr. Alpe, Apenini).

Riccioli in Grimaldi sta tudi poimenovala stevilne Lunine tvorbe.
Za imena kraterjev sta uporabila imena mitoloskih oseb (Atlas, Herkul,
Merkur, Kefej, Endimion), svetnikov (Dionizij, Katarina), teologov (Ciril,
Clavij, Teofil), pesnikov in uéenjakov stare Gréije in Rima (Arat, Arhimed,
Herodot, Plinij, Tacid), n¢enjakov srednjega veka (Abenetra, Abul'feda)
in svojih sodobnikov (Cavalierri, Kircher, Landsberg, Longomontan, Ste-
vin, Schickard).

7 vse bolj zmogljivimi teleskopi so opazovalci odkrivali na Luninem
povr§ju vedno ve¢ novih kraterjev in jim dajali imena. Posebno veliko
imen se je pojavilo na kartah Lune, ki so jih priskrbeli J. Schroeter
(1791), J. Maedler in W. Beer (1837), J. Schmidt (1878) in J. N.
Krieger (1898).

Leta 1935 so po priporoé¢ilu Mednarodne astronomske zveze (IAU)
sestavili katalog koordinat nekaj tiso¢ Luninih kraterjev in drugih po-
drobnosti Luninega reliefa.

Leta 1959 je sovjetska avtomatiéna postaja Luna-3 prvié fotografi-
rala z Zemlje nevidno stran Lune in sovjetski znanstveniki so dali imena
prvim tvorbam, ki so bile vidne na posnetkih. Leta 1965 je sovjetska
postaja Zond-3 fotografirala se vecje stevilo tvorb na nevidni stani Lune,
nakar so vse povr§je Lune natancéno raziskali ameriski in sovjetski umetni
Lunini sateliti. Leta 1970 je IAU za imena kraterjev privzela stevilna
imena astronomov, astronavtov (raketna tehnika), fizikov, optikov, geofi-
zikov, kemikov, biologov, celo Se zivih ljudi, npr. ameriskih in sovjetskih
astronavtov (Anders, Bormann, Lovell, Armstrong, Collins, Aldrin, Leo-
nov, Tereskova).

Med vsemi pa je krater Vega edini, ki je posvecen kakemu Slovencu.
To je veliko priznanje nasemu matematiku Juriju Vegi (1754 do 1802), ki
se je ukvarjal tudi z astronomijo in fiziko. V 18. stoletju je veljal za enega
najbolj priznanih znanstvenikov tedanje Avstrije.

Krater Vega sta prvié vrisala v svojo Lunino karto Maedler in Beer
leta 1837. Lezi na z Zemlje vidni strani precej dale¢ na juzni strani
Luninega diska ob Juznem morju (Mare Australe). Vzemite v roke kaksno
dobro Lunino karto in ga poskusite sami najti.

Marijan Prosen
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PREDLOGI ZA RAZISKOVANJE V ZVEZI
S KRATERJEM VEGA

Velike poéitnice so pred vrati. Solskih skrbi bo kmalu konec. Predlagam,
da v poletnih mesecih nekaj ¢asa (dni) namenite astronomiji. Prijavite
se na astronomski tabor in poskusajte tam poleg ostalih aktivnosti razi-
skovati tudi krater Vega. Danes imajo astronomska drustva po Sloveniji
ze zelo zmogljive teleskope, tako da to ne bo preveé tezko. Vendar pa
opozarjam, da s teleskopom opazovati in povrhu e fotografirati krater
Vega ni madcji kaselj. Na to se morate zelo dobro pripraviti (v kaksni meni
je tedaj Luna, kdaj, s ¢im in kako opazovati, da bo potekalo vse v redu
in prav).

Sicer pa mislim, da bi krater Vega lahko raziskovali na razliéne naéine:
zanimivosti iz casa Vegovega zivljenja, s pomocjo enciklopedij spoznavamo
ljudi, ki imajo na Luni svoje kraterje), naravoslovno (opazujemo z dalj-
nogledom — ugotavljamo razne fizikalne kolicine, merimo kot. v katerem
je krater viden, racunamo njegov premer, sence na Luni).

Ker je Presek revija, ki spodbuja astronomske dejavnosti, sam pa
sem tudi iz te stroke, vam predlagam. da poskuSate nugotoviti podatke o
kraterju Vega, predlagane v naslednji tabeli:

Poskusimo poiskati naslednje podatke o kraterju Vega

Selenopralska dOIZIDAR: © v iain st ienis P P e s G e b s
gelenopralale SININRT oo s sl s o vk s s e i e e s e
DPAZOVARIENANG & e et s s OBl s e S e e
teleskop: vrsta ........... IOCHIVOSE = 5 T s POVECaTA i .o
o Ty ) 0 V0 17 1 A e e T e A I A AN AR AL A O PSR P S
fotografiranje: teleskop ...... povecava ...... ¢as osvetlitve ......
opis OpasevEll DRSS o e e L S B T et e
izmerjeni zorni kot: ............ kotnih minut

izratunani premer: ............ km

3 0L R 03 b BT b BT o - S e s b e e Sl s e e e T
druge znadilnosti v OkoleL KEBEOTTRL .o s vmeme o sirssiacn mom s aie = s ainiainie
brskajte po knigah in si Se sami si kaj izmislite: .....................

Marijan Prosen
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NAJVECJA ZNANA PRASTEVILA —
NEKOC IN DANES

Ceprav je definicija prastevila enostavna in vsakomur razumljiva, je pre-
senetljivo veliko vprasanj v zvezi z njimi Se vedno odprtih. Celo tako
preprosta naloga, kot je ugotoviti, ali je dano naravno Stevilo prastevilo,
je lahko zelo trd oreh. Preprost in dobro znan postopek, Eratostenovo
reSeto!, postane pri ugotavljanju prastevilskosti velikih Stevil (z denimo
nekaj tiso¢ stevkami) zelo zamuden in prakticno neuporaben. Prav na
dejstvu, da je za velika Stevila tezko preveriti, ali so prastevila ali ne, sloni
ena najrazsirjenejsih metod Sifriranja sporocil (glej élanek: M. Vencelj,
Sifriranje z javnim kljuéem, Presek, letnik 22, §t. 6 (1994-1995), stran
354-357).

Ze antiéni Grki so vedeli, da je prastevil neskonéno mnogo. Kljub
temu pa prav velikih prastevil niso poznali. Prvo prastevilo omembe
vredne velikosti lahko zasledimo pri italijanskem matematiku Pietru Ca-
taldiju®, ki je leta 1588 pravilno preveril, da sta Stevili 2'7 — 1 = 131071
in 219 — 1 = 524287 prastevili. Ti dve &tevili sta zaradi svoje majh-
nosti ravno e primerni za uporabo Eratostenovega reseta. Ce zelimo
namre¢ preveriti, da je dano stevilo n prastevilo, je dovolj preveriti, da
n ni deljivo z nobenim prastevilom, ki je manjse ali enako kvadratnemu
korenu iz Stevila n. Cataldiju pa so bila vsa prastevila med 2 in korenom
zgornjih dveh Stevil ze znana. Opogumljen s svojim rezultatom je Cataldi
dommeval, da so tudi Stevila 2" — 1 za n = 23,29,31 in 37 prastevila.
Da je bila njegova domneva napacna pri n = 23 in n = 37, je dobrih 50
let kasneje dokazal znameniti matematik Fermat. Podobno se je godilo
Cataldijevi domnevi pri n = 29. Pa¢ pa je imel veé sre¢e pri Stevilu
231 — 1 = 2147483647. Leta 1772 (tore]j Se dobrih sto let za Fermatom) je
Euler namrec s precej spretnosti dokazal, da je to stevilo res prastevilo.

Prvo veliko prastevilo, ki ni oblike 2™ — 1 (prastevilom oblike 2" — 1
pravimo danes Mersennova prastevila — o njih bo govora v eni nasle-
dnjih &tevilk Preseka), je leta 1867 nasel Landry. Njegovo prastevilo je
v resnici prastevilski delitelj stevila 2°? — 1 in znasa (259 — 1)/179951 =
= 3203431780337. Do prave revolucije pri iskanju velikih prastevil je prislo

! Fratosten (276-194 pr. n. 5t.). Rojen je bil v danadnji Libiji, nekaj ¢asa je deloval
v Atenah, kasneje pa se je preselil v Aleksandrijo v Egiptu, kjer je bil med drugim
2 Pietro Cataldi (1548-1626). Rojen je bil v Bologni. Od 17. leta dalje je pouceval
matematiko v razliénih krajih Italije, med drugim tudi na univerzi v Perugi. Leta 1584
se je vrnil v Bologno, kjer je pougeval matematiko in astronomijo vse do svoje smrti.
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leta 1876. ko je francoski matematik Eduard Lucas® odkril domiseln in
preprost kriterij, ki preverjanje, katero stevilo oblike 2" — 1 je prastevilo,
moéno olajsa. S svojo metodo je dokazal, da je 39-mestno stevilo 2127 — 1
prastevilo. Lucasov rezultat Ze predstavlja uvod v rac¢unalnisko dobo
iskanja velikih prastevil.

Danes si iskanja velikih prastevil brez pomo¢i ra¢unalnika ne moremo
zamisliti. Po zaslugi Lucasovega testa so racunalniki posebej uspesni pri
iskanju velikih Mersennovih prastevil. Tako je med desetimi najvecjimi,
do sedaj znanimi prastevili, kar sedem Mersennovih. Najvecja stiri so bila
odkrita s pomocjo velikega internetskega iskanja Mersennovih prastevil
(GIMPS — Great Internet Mersenne Prime Search), v katerega se lahko
vkljuéi vsakdo, ki ima dostop do interneta. O projektu GIMPS lahko
bralei Preseka veé izvejo na internetskem naslovu wuw.mersenne.org, kaj
veé 0 njem pa bomo napisali tudi v Preseku, brz ko bomo v urednistvu
zbrali nekaj vtisov sodelujoéih.

Poleg iskanja velikih prastevil je zelo zanimivo in tezko iskanje t.i.
prastevilskih dvojckov. Pravimo, da prastevili p in ¢ tvorita prastevilski
dvojcek, ce se po absolutni vrednosti razlikujeta za natanko 2. Tako
so prastevilski dvojcki: (3,5), (5,7), (11,13), (17,19), itd. Tako kot za
Mersennova prastevila tudi za prastevilske dvojcke Se vedno ni znano, ali
jih je neskonéno mnogo ali ne. To vprasanje sodi med najznamenitejse in
najstarejse odprte probleme s podrocja teorije stevil.

Za konec si oglejmo Se tabeli sestih najvecjih, do sedaj znanih, pra-
stevil in prastevilskih dvojckov.

prastevilo 5t. mest odkritelji letnica odkritja
26972593 _ 1 | 2098960 GIMPS 1999
e | 909526 GIMPS 1998
SUETEIBL . § 895932 GIMPS 1997
e | 420921 GIMPS 1996
S P | 378632 | Slowinski, Gage 1996
48594%%%36 11 | 307140 | Scott, Gallot 2000

Tabela Sestih najvecjih prastevil

3 Eduard Lucas (1842-1891). Rojen je bil v Amiensu v Franciji. Med francosko-
prusko vojno (1870-1871) je sluzil v francoski vojski kot topniski ¢astnik. Po francoskem
porazu se je zaposlil kot profesor matematike na enem od pariskih licejev. Raziskovalno
je deloval predvsem na podrocju teorije stevil. Njemu pripisujemo odkritje formule
VBF, = ((1+v5)/2)™ — ((1 — v/5)/2)" za n-ti len Fibonaccijevega zaporedja Fy,.
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—— st. piyis letnica
prastevili mest odkritelji odkritja

1807318575 - 27%305 4+ 1 | 20603 | Underbakke, Carmody, Gallot | 2001
665551035 - 259025 4 | 24099 | Underbakke, Carmody, Gallot | 2000
1693965 - 266113 4 1 20008 | La Barbera, Jobling, Gallot 2000
83475759 - 204955 4 1 19562 | Underbakke, Jobling, Gallot | 2000
4648619711505 - 259090 4 1 | 18075 | Indlekofer, Jarai, Wassing 2000
2409110779845 - 25099° + 1 | 18075 | Indlekofer, Jarai, Wassing 2000
2230907354445 - 23990 4 1 | 14462 | Indlekofer, Jarai, Wassing 1999

Tabela sestih najvecjih prastevilskih dvojckov

Primoz Poloénik

LABIRINTI NA POLIEDRIH, 2. del —
Resitev s str. 259

33| 32) 63| 62

34| 35| 36)61
41 37Q 60
40| 39| 38] 59

501 51 58 74| 75| 76| G4] 31 441 43| 42449
52| 53] 54 57 TIQB2Q 7765130 | 2945|4647 ] 48
72§81 78] 66 28Q 24|23

26211 9| 8
20010 M
68 19| 18§12
69| TOQ17Q413

Izidor Hafner
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ZMAGOVALEC DOBI (SKORAJ) VSE

Pred kratkim mi je znanee, ki studira na ugledni univerzi onstran velike
luze, dejal, da je sicer res, da v mogocni drzavi, kjer se univerza nahaja,
lahko vsakdo postane milijonar, da pa moras vsak dolar, za katerega si
premoznejsi, tako rekoé ukrasti nekomu drugemu. To me je spomnilo
na staro ekonomsko resnico, katere oce je Michel de Montaigne in ki jo
J. K. Galbraith, znani harvardski profesor in popularizator ekonomske
znanosti, v svoji knjigi “Almost Everyone’s Economiecs” podaja kot “Every
gain (profit) is someone else’s loss”. Ce pozabimo na naraséanje skupnega
bogastva nekega naroda, je vse ostalo, kar v ekonomiji poteka, pravzaprav
le prerazporejanje. Predpostavka, da je ekonomija igra z nicelno vsoto, je
seveda mocno pomanjkljiva, kot bomo videli, pa lahko s takim modelom
kljub vsemu poustvarimo razmere v porazdelitvi premozenja in dohodka,
kakrsne nam dajo ekonometriéne meritve.

Posledica prerazporejanja v ekonomiji so namrec neenakosti med c¢lani
druzbe. Ekonomisti prikazejo porazdelitev premozenja ali dohodkov tako,
da zberejo prebivalce v nekaj razredov in narisejo histogram, kakrsnega
vidimo na sliki 1. Ta prikazuje podatke o letnem dohodku na prebivalca
za prebivalstvo ZDA za leto 1985. Povzeli smo jih po znanem uébeniku
ekonomije profesorja Samuelsona z univerze MIT, Nobelovega nagrajenca
za ekonomijo.
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Slika 1. Histogram s podatki o letnem dohodku na prebivalca za prebivalstvo ZDA (v
tiso¢ih dolarjev). Povzeto po uébeniku ekonomije Samuelsona in Nordhausa.
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Tak histogram lahko pretvorimo tudi v krivuljo, ki jo ekonomisti
imenujejo Lorenzova in pri kateri nanasamo na absciso kumulativni delez
prebivalstva, na ordinato pa ustrezni kumulativni delez premozenja ali
dohodka (oboje v odstotkih). Primer takih krivulj vidimo na sliki 2.
Na abscisni osi Lorenzove krivulje je prebivalstvo razporejeno, od tistih
enakost, je Lorenzova krivulja premica (pikéasta krivulja na sliki 2), sicer
pa se usloéi navzdol, saj ima majhen del prebivalstva v lasti velik del
bogastva. Bolj ko je krivulja uslocena, bolj razslojena je druzba. Tako
nekoliko zlomljena ¢értkana krivulja na sliki 2 ustreza podatkom o davénih
zavezancih za Slovenijo za leto 1999, kot nam jih je posredovala Davéna
uprava Republike Slovenije. Podatki so nekoliko skopi (le sest davénih
razredov) in verjetno ne ustrezajo povsem dejanskim premozenjskim raz-
meram v druzbi, saj je dale¢ najve¢ zavezancev pristalo v najnizjem
davénem razredu.
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Slika 2. Lorenzova krivulja dobljena s simulacijo. Na absciso je naneSen kumulativni
delez prebivalstva, na ordinato pa ustrezni kumulativni delez premozenja (oboje v
odstotkih). S pikéasto érto je prikazana Lorenzova krivulja za povsem enakomerno
porazdelitev premozenja v druzbi, s értkano pa krivulja ki ustreza podatkom Davéne
uprave Republike Slovenije za dohodninske zavezance za leto 1999.

Zanimalo nas je, ali morda lahko najdemo preprost mehanizem, ki bi
tako porazdelitev pojasnil in ki bi temeljil na prerazporejanju premozenja
v druzbi. Tako smo predpostavili, da vsi osebki v populaciji pri¢no z ena-
kim premozenjem in ga nato skuSajo odvzeti ostalim. Poskus prilaséanja
premozenja vedno poteka med dvema nakljuéno izbranima osebkoma, pri
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cemer osebka izberemo neodvisno in ima vsak osebek enako verjetnost
biti izbran. Prvi osebek odvzame drugemu del njegovega premozenja,
ki se slu¢ajno spreminja med ni¢ in npr. dvajset odstotki trenutnega
premozenja izgubarja. V teh mejah izberemo vsak odstotek odvzetega
premozenja z enako verjetnostjo in neodvisno od izbire obeh osebkov. O
tem, kateri osebek je ‘prvi’, kateri ‘drugi’ in koliko premozenja bo prvi
odvzel drugemu, torej odloca slucaj.

Za tak ekonomski model lahko zapisemo enacbe, ki povedo, kako se
porazdelitev premozenja med osebki spreminja z narascajoéim Stevilom
interakeij. Pri posebno lepih robnih in zac¢etnih pogojih najdemo tudi
analiticne resitve prirejenih ena¢b. Za splosnejso obravnavo pa se raje
zateéemo k rac¢unalniski simulaciji, ki jo brez tezav prelijemo v program.

Tako simulacijo smo pognali s sto tiso¢ osebki, od katerih je vsak
na zacetkun razpolagal s 100 enotami premozenja. Na sliki 3 vidimo
porazdelitev premozenja po sto milijonih, dvesto milijonih, tristo milijonih
itd. poskusov prilaséanja med osebki. Hitro se vzpostavi stacionarna po-
razdelitev, ki nekoliko opleta okrog svoje srednje vrednosti. Kvalitativno
se dobro ujema s histogramom na sliki 1 in je mo¢no nesimetriéna ter
ima rep, ki se vle¢e proti visokim dohodkom. Lorenzova krivulja (slika 2),
ki ustreza tej porazdelitvi, kaze uslo¢enost, zna¢ilno za nekatere razvite
druzbe, kot so ZDA.
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Slika 3. Porazdelitev po premozenju med osebki, ki nastopajo v simulaciji, po sto
milijonih, dvesto milijonih, tristo milijonih itd. poskusov prilaséanja premozenja med
osebki. Vsak osebek je v zagetku razpolagal s 100 enotami premozenja.
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Da je porazdelitev v povprecju res stacionarna, vidimo, ¢e si ogledamo
odvisnost najvecjega premozenja v populaciji od narascajocega Stevila
interakeij med osebki (slika 4). Ta se sprva hitro povzpne na vrednost
priblizno 370-tih enot in nato opleta okoli te srednje vrednosti. Se en
“dokaz” stabilnosti sistema in postopka dobimo, ¢e v zaéetku postavimo
premozenja vseh osebkov razen enega na nic, izbrani sreénez pa poseduje
milijon enot. Dobljene porazdelitve premozenja, Lorenzove krivulje in
povprecni potek najvecje vrednosti premozenja se ne razlikujejo od tistih,
ki jih da enakomerna zacetna porazdelitev bogastva.
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Slika 4. Odvisnost najveéjega premozenja v populaciji od naraséajoega stevila inte-
rakcij med osebki. Vsak osebek je v zacetku razpolagal s 100 enotami premozenja.

Lorenzove krivulje so manj usloéene za druzbe z uveljavljenimi ko-
rekeijskimi socialnimi mehanizmi, kot so na primer skandinavske drzave.
Zanimivo je, da s spreminjanjem najvecjega deleza premozenja, ki ga lahko
sposobnejsi odvzame Sibkejsemu pri posamezni interakciji, zares dobimo
razlicno nesimetriéne porazdelitve bogastva in ustrezno razliéno uslocene
Lorenzove krivulje ter seveda razliéne povpreéne in najveéje vrednosti
premozenja.

Ce sedaj odpravimo omejitev, da je vsota premozenja v ekonomiji
konstantna, se sicer spremenijo najvecje, najmanjse in povpreéne vredno-
sti premozenja, toda stopnja neenakosti v druzbi ostane enaka. Tako lahko
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ob vsakem poskusu odvzema premozenja med dvema osebkoma enega
od njiju ali pa nekoga tretjega nagradimo s povecanjem premozenja za
dolocen odstotek. Ekonomija kot celota raste, toda razmerja med osebki
se ne porusijo in Lorenzove krivulje ohranijo obliko.

Simulacija, ki smo jo predstavili, je preprost primer pristopa k reseva-
nju problemov iz realnega sveta, ki mu pravimo matemati¢no modeliranje.
V fiziki je Se posebej priljubljena njegova podzvrst, pri kateri zgradimo
model iz “prvih principov” — osnovnih zakonitosti, ki veljajo za sestavne
dele strukture, ki jo opazujemo, in ne za strukturo kot celoto. Zakonitosti
slednje nato dobimo kot rezultat interakcij med njenimi sestavnimi deli.
Te zakonitosti so lahko moéno drugacne, ali celo v nasprotju s pravili, ki
veljajo za gradnike. Klasi¢en primer takega pristopa v fiziki je kineticna
teorija plinov, pri kateri med drugim izpeljemo enacbo idealnega plina iz
Newtonovih zakonov gibanja.

V resnici porazdelitev osebkov po prihodku na sliki 3 spominja na
Maxwellovo porazdelitev molekul plina po hitrosti. Lahko si predsta-
vljamo, da trku dveh molekul in prerazporeditvi njunih gibalnih koli¢in
ustreza sluéajni mehanizem prilaséanja premozenja med dvema osebkoma.
Tako potrebujemo za osnovni model neenakosti premozenja v druzbi le
sodelovanje med osebki in naklju¢nost izidov njihovih srecanj. Tako kot
ena izmed molekul plina nujno pristane v repu Maxwellove porazdelitve,
eden izmed osebkov nasega modela pac¢ obogati. Ali kot je dejal junak dela
“Good as Gold”, znanega pisatelja Josepha Hellerja, avtorja uspesnice
“Kavelj 22", ko je razmisljal o tem, kdo v dezeli pogumnih, ki je dom
mogoénih, uspe: “All it takes is dumb luck.”!

V zadnjem €asu je nacin razvoja modelov, kakrinega smo opisali, vse
bolj priljubljen tudi pri raziskovanju kompleksnih sistemov v druzboslov-
nih znanostih, kjer ga imajo nekateri sploh za edino pravo pot. Zgradili
so ze zahtevne simulacijske sisteme, s katerimi proucujejo razliéne vidike
socialnega in ekonomskega vedenja, pa tudi bioloskih zdruzb, npr. mra-
velj. Ve¢ o tem lahko bralec najde v zanimivih poljudnih delih “Turtles,
termites, and traffic jams: explorations in massively parallel microwords”
avtorja Mitchela Resnicka ter “Growing artificial societies: social science
from the bottom up” avtorjev Joshue Epsteina in Roberta Axtella.

Tim Vidmar, Andrej Likar

! Steje samo gola sreca.
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RAZMERJA DOLZIN V PRAVOKOTNEM
TRIKOTNIKU — Resitev s str. 263

V pravokotnem trikotniku ABC velja ocena ¢ > 2v, pri ¢emer velja enacaj
le v primeru, ¢e je trikotnik tudi enakokrak (slika).

o

A < ' & B

Ce na obeh straneh straneh te ocene pristejemo v, dobimo ¢+ v > 3v
in od tod po kvadriranju (ker je e +v > 0 in v > 0)

&+ 2cv > 8.
Ker je ¢ = a® + b% in 2p = cv = ab, sledi ¢ + 2cv = (a + b)2.
Zato je (a + b)* > 8v? oz.

é(a+b)2 > v?.

Obema stranema te neenacbe pristejemo (a + b)?, upostevamo, da je
(a+b)? = ¢® + 2cv, in dobimo

9
g(a +0)2 > (c+v)?.
Ker jea+b > 0in e+ v > 0, sledi po korenjenju %(a +b) > c+wv

oz. iskana ocena

o o ) < 3v2
at+b— 4 °

Enacaj velja le za enakokrake trikotnike.

Dragoljub M. Milosevié, prev. Marija Vencelj
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PTICE NA DALJNOVODU

Na eni od spletnih strani s pogostimi vprasanji iz fizike naletimo tudi na
vprasanje: “Kako lahko sedijo ptice na daljnovodu, ne da bi jih elektrika
poskodovala? Odgovor se konéa takole: “Ce se ptica usede na daljnovod,
cetudi na vodnik pod napetostjo, se tok ne more skleniti [do drugega
vodnika]. Zato ptice visoka napetost ne moti.” Podobno zagotavljajo
nekateri uchbeniki fizike v poglavju o elektricnem toku, da bi se ucenci
zavedali, kako je za tok potreben sklenjen elektriéni krog, ne samo gonilna
napetost. Za ptico daljnovod ne pomeni resni¢ne nevarnosti, ¢e se ne
zaleti vanj ali ¢e ni tako velika, da bi se hkrati dotaknila dveh vodnikov.
VpraSanje pa je, ali ptice rade sedajo na zice daljnovodov.

Opazovanja tistih, ki raziskujejo navade ptic, so kljub razsirjenemu
drugaé¢nemu mnenju pokazala, da ptice ne sedajo na fazne vodnike daljno-
voda. Usesti se utegnejo le na nicelni vodnik. Do pojava pride zaradi tega,
ker je na daljnovod prikljucena izmeniéna napetost s frekvenco 50 s™! (v
Severni Ameriki je frekvenca 60 s™'). Pri enosmerni napetosti prejsnji
trditvi ne bi bilo kaj dodati.

Spomnimo se poskusov, pri katerih ¢loveka izolirajo in ga povezejo
z enim od obeh prikljuckov visokonapetostnega generatorja. Lasje se
postavijo pokoncu, ko zacne delovati generator. Lasje se namre¢ usmerijo
po elektriénih silnicah, ki priblizno radialno izhajajo iz glave ali se radialno
vanjo stekajo. Pri daljnovodu napetost vodnika proti drugim vodnikom
ali zelo oddaljenim telesom stokrat na sekundo postane enaka ni¢ in
spremeni znak. Lasje se stokrat v sekundi poskusijo postaviti pokoncu
in vrniti v zacetno lego. Vendar tako hitremu nihanju ne morejo slediti,
ampak se samo neznatno tresejo, zaradi cesar nastane neprijeten obcutek
séemenja v koreninah las ali kocin. S pti€jim peresom so nekdaj, ko Se ni
bilo elektroskopov in merilnikov napetosti, ugotavljali napetost in naboj.
Peresa na pticah se poskusajo odzvati na spremembe elektricne napetosti
podobno kot lasje, tako da imajo tudi ptice na faznem vodniku daljnovoda
verjetno podobno neprijeten obéutek.

Zaradi toka po vodniku daljnovoda nastane v njegovi okolici ma-
gnetno polje. Krozne magnetne silnice nenehno spreminjajo svojo smer
in zato se inducira elektricna napetost. Ustrezne elektriéne silnice so
sklejene v ravninah, ki vsebujejo os vodnika. Toda v magnetnem polju, ki
doseze na povr§ju vodnika najvecjo efektivno vrednost nekaj tisocin tesla,
je inducirana elektriéna napetost premajhna, da bi delovala na zivali.

Radialno elektricno polje zaradi visoke napetosti na vodniku pa do-
seze na povrsju vodnika jakost okoli deset kilovoltov na centimeter. To
je dokaj veliko, saj pri 30 kV /em nastane v zraku preboj v obliki iskre.
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Elektriéna napetost med glavo in nogami ptice pozene tok, ki je odvisen
od velikosti ptice in doseze efektivno vrednost nekaj desettisoéin ampera.
Ta tok je v glavnem posledica tega, da si lahko mislimo ptico kot kon-
denzator z majhno kapaciteto. V pti¢jih nozicah doseze gostota toka vec
desettisocin ampera na kvadratni centimeter. Znano je, da tok z gostoto
desettisocine ampera na kvadratni centimeter izzove drazenje ¢utnic v
kozi.

Tako obstajata vsaj dva razloga, da se ptice na faznih vodnikih
daljnovoda ne po¢utijo dobro, ée je napetost dovolj visoka. Opazovanja na
daljovodih so pokazala, da ptice ne sedajo na fazne vodnike, ¢e efektivna
napetost preseze 60 kV. Poskusi z ujetimi pticami v laboratoriju so dali
nekoliko vigje mejne napetosti, in sicer 60 kV za vrane, 75 kV za skorce in
190 kV za golobe pismonose. To ne velja za nicelni vodnik, ki ga spoznamo
po manjsem premeru in po tem, da je speljan po vrhovih daljnovodnih
stebrov. To ne pomeni, da okoli ni¢elnega vodnika ni elektriénega polja.
Zaradi tega, ker je nicelni vodnik ozemljen in nameséen na vrhu, pa je to
polje, posebno v smeri navzgor, precej Sibkejse kot okoli faznih vodnikov.

V zadnjem casu veliko razpravljajo o morebitnih skodljivih ucinkih
elektricnega in magnetnega polja z zelo nizko frekvenco na ziva bitja.
Tukaj smo naleteli na primer, v katerem polje — v neposredni blizini
vodnikov daljnovoda razmeroma nezno — vpliva na ptice. V vegji razdalji
od vodnikov ali pri nizji napetosti za zdaj takega ucinka ni bilo mogoce
nedvoumno ugotoviti.

Ob koncu naredimo 8e nekaj ra¢unov in ocen. Pri daljnovodih
navedemo efektivno napetost, ki je kot kvadratni koren iz povprecnega
kvadrata napetosti enaka s korenom iz 2 deljeni amplitudi (najveéji
napetosti). Tako je na primer med faznim vodnikom in ni¢elnim vodni-
kom ali zemljo pogosto izmeni¢na napetost z efektivno vrednostjo 220
kilovoltov in amplitudo v/2-220 kV = 310 kV. Med dvema od treh faznih
vodnikov pa je izmeni¢na napetost z efektivno vrednostjo v/3-220 kV =
= 380 kV in amplitudo v/6-220 kV = 540 kV. Daljnovod Sostanj-Podlog
pri napetosti 220 kV prenasa povprecno elektricno mo¢ nekaj manj kot
1000 MW, kolikor zmore. (Nekateri drugi nasi daljnovodi so narejeni
za napetost 400 kV.) Na fazni vodnik odpade trejina tega, to je od 100
do 200 MW, odvisno od obremenitve. Upostevajmo manjsi podatek.
Efektivni tok dobimo, ko povpreéno moé delimo z efektivno napetostjo:
100 MW /220 kV = 455 A.



362 Fizika — ReSitve nalog

Fazni vodnik omenjenega daljnovoda ima jekleno zilo s presekom
60 mm? in aluminijast plasé s presekom 360 mm?. Jeklo nosi vodnik,
aluminij z manj8im specifiénim uporom pa poskrbi za majhen upor.
Zunanji premer vodnika meri 2,66 cm, tako da lahko raéunamo z radi-
jem r = 1,3 em. Na povr§ju vodnika je efektivna gostota magnetnega
polja

B=Fl _q o5,
2T

Efektivno jakost elektriénega polja na povrsju vodnika ocenimo z
~ U
~ rln(R/r)

Pri tem smo vzeli za razdaljo do zemlje, proti kateri merimo napetost,
R = 10 m. Oba podatka sta blizu ocen 0,008 T in 15 kV/em, ki ju
najdemo v bioloski literaturi.

E = 2500 kV/m =25 kV/em.

Janez Strnad

KRIZANKA “TYCHO BRAHE — 400 LET OD
SMRTIT” — ResSitev s str. 288
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MULTIMEDIJSKA RAZSTAVA O JURIJU VEGI

Dvaindvajsetega avgusta leta
1800 je Jurij Vega dobil dedni
baronski mnaslov. V spomin
na ta dogodek je bila lansko
poletje — natanko dvesto let
po podelitvi naslova — na Ve-
govi domaciji v Zagorici odprta
stalna multimedijska razstava,
ki govori predvsem o zivljenju
in delu Jurija Vege. Postavi-
tev razstave je omogocilo Mini-
strstvo za obrambo Republike
Slovenije.

Razstavo so odprli: mag.
Joze Jursa z ministrstva za
obrambo, ki je govoril o po-
menu Jurija Vege za slovensko
vojsko; prof. dr. Tomaz Pi-
sanski s prispevkom Baron Ju-
rij Vega, slovenski matematik,
in Damjan Popovié, akademski
slikar ki nas je kot oblikova-
lec razstave popeljal po njej.
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Razstava je narejena na infomatu podjetja Logina in ima nekaj posrecenih
likovnih resitev, saj so simboli za “naprej” in “nazaj” vzeti s podrocja,
na katerem je deloval Jurij Vega. Tudi vsebina je primerno obsezna in
zanimiva.

Razstavo smo si lahko ogledali v zacetku februarja tudi v okviru
turisticnega sejma v Ljubljani.

Razstava je le eden od razlogov, zakaj vas vabim na obisk Zagorice. V
zadnjem ¢asu so okolico Vegove domaéije zelo olepsali; pred njo je nastal
pravi majhen park. Pobo¢ja okrog Zagorice so posebno spomladi prava
pasa za oci. Tudi v poletni vroéini je — kot smo se prepricali na otvoritvi —
tu bistveno prijetneje kot v kotlini pod njo. Zagorica je izhodisce za lepe
izlete na bliznje vrhove ali sprehode po malo prometnih poteh.

Peter Legisa

LABIRINTI NA POLIEDRIH, 3. del —
Resitev s str. 325
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Izidor Hafner
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2001 Z ENICAMI — Resitev s str. 263

Naloga sprasuje po najmanjSem stevilu enic, s katerimi lahko ob pomoéi
sestevanja in mnozenja zapisemo stevilo 2001. Premislimo, kako poteka
sestavljanje stevil iz enic.

Recimo, da zelimo zapisati Stevilo n > 1. Zapisi so dveh vrst. Stevilo
n je lahko vsota dveh manjsih stevil, npr. n = i + (n — i). Seveda
oba sumanda zapiSemo z najmanjsim moznim Stevilom enic. Stevilo
uporabljenih enic je pri takem zapisu tako enako f(i)+ f(n —1i), smiselne
izbire za i paso od 1 do |5 |. Druga moénost je, da stevilo n zapisemo kot
produkt dveh manjsih stevil, npr. n = i-%. Pri tem uporabimo f(i)+f(%)
enic, v postev pa pridejo tisti i-ji, ki d(’h_]o n in niso vecji od /n.

Tako smo prisli do naslednje formule, ki nam pove, kako ob znanih
vrednostih f(1), f(2), ..., f(n — 1) najdemo naslednjo vrednost f(n):
vzeti moramo manjso med vrednostma

min {f(i) + f(n—i) | 1 <i<n/2}
in
min { f(i) + f(n/i) |idelinin 1 <i<+/n}.

Naloga sprasuje po vrednosti f(2001). Njen izra¢un po zgornji formuli
zapisimo kot program v jeziku pascal:

program Zapis_z_enicami;

const
meja = 2001;

var
f: array [1..mejal of integer;
n, i: integer;

begin
f[1] := 1;
for n := 2 to meja do begin
f[n] := n; { n enic je zgornja meja za f(n) }
for i :=1 to n div 2 do
if f[i] + f[n - i] < f[n] then f[n] := f[i] + f[n - il;
for i := 2 to trunc(sqrt(n)) do
if (n mod i = 0) and (f[i] + f[n div i] < f[n]) then
f[n] := £[i] + f[n div i];
end;

writeln(’£[’, meja, ’] = ’, f[mejal);
end.
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Program izpiSe vrednost f(2001) = 23. Natanénejsi pregled izratunanih
vrednosti funkeije f tudi pove, da je najkrajsi zapis stevila 2001 v bistvu
en sam, in sicer

66T
9 — .r I i P \
2001 =3- (142 113 14+4-3-3)).
1 37

Zapise z enicami dobimo tako, da v gornji enakosti Stirico zapisemo kot
vsoto ali kot produkt dveh dvojk, dvojke in trojke pa zamenjamo z vsoto
dveh oz. treh enic. Seveda lahko zaradi komutativnosti seStevanja in
mnoZzenja spreminjamo tudi vrstni red sumandov oz. faktorjev.

Martin Juvan

LAHKA ARITMETICNA KRIZANKA —
Resitev s str. 342

1 1 0
5 x 5 x 5 =125
0 + 25 X =100 = 100
Z X 9 = 10— @
80 x 2 = 0 4+ 80 + 20
b = F a = @
42 = B0 - 12 — 20 x |

15 + 20 — 10 = 25
0

Karmen Puconja

DVA SKRITA RACUNA ZA MLAJSE —
Resitev s str. 324

1. racun
999 — 224 7 =984
2. racun

TI77T—5554+11—-0=17233
Dusan Murovec
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2001... KOT POTENCA STEVILA 2 —
Resitev s str. 342

Naj bo desetiski zapis stevila 2" oblike 2001 ... Ce se v pikah skriva k > 0
stevk, potem velja

2001 - 10* < 2" < 2002 - 10* .

Pri gornji neenakosti lahko uporabimo dvojiski logaritem in dobimo ena-
kovredno neenakost

k- logg 10 + 10g2 2001 S n<k- l()g-)_ 10 -+ logg 2002 .

Iséemo najmanjse stevilo k, za katero bo interval, ki ga dolo¢ata prvi in
zadnji izraz v gornji neenakosti, vseboval naravno stevilo (to stevilo bo
iskani n). Za boljsi obcutek povejmo, da je log, 10 = 3.32193, log, 2001 =
= 10.96651 in log, 2002 = 10.96723. Sirina intervala je torej dobrih 7
desettisocin.

Iskanja se lotimo z grobo silo. Za¢nemo pri & = 0 in k povecujemo
toliko ¢asa, dokler pripadajoéci interval ne vsebuje naravnega stevila (na-
celoma se seveda lahko zgodi, da program racuna in racuna, reSitve pa
ne najde, saj je iskani k lahko zelo velik). Tule je program v jeziku C, ki
izvede opisano iskanje:

#include <stdio.h>
#include <math.h>

int main(void)

{
const double 1gl0 =
const double 1g2001
const double 1g2002

.0 / logl0(2);
log10(2001) / logl0(2);
log10(2002) / logl0(2);

nom =

int k = 0;
double K;
do {

K =k * 1g10;
if (floor(K + 1g2001) != floor(XK + 1g2002)) break;
k++;

} while (1);
printf("2~%g = 2001...\n", floor(K + 1g2002));

return 0;

1
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Stevili K + 1g2001inK + 1g2002 sta spodnja oz. zgornja meja intervala.
Ker meji intervala nikoli nista celi stevili, lahko preverimo, ali interval
vsebuje naravno stevilo tako, da primerjamo celi del spodnje in celi del
zgornje meje (dobimo ju s funkcijo floor iz math.h). Ce sta cela dela
razliéna, potem je na intervalu naravno stevilo.

Program zelo hitro najde resitev 2894% = 2001. .. (to stevilo ima 2573
desetiskih Stevk, torej k = 2569). Ce program nekoliko spremenimo, lahko
z njim poiséemo se nadaljnje potence stevila 2, katerih desetiski zapis ima
obliko 2001. .. Nekaj naslednjih je 210581, 213817 921846 923082 35 926118

Kadar z racunalnikom rac¢unamo z realnimi stevili, moramo biti pa-
zljivi, saj so ta Stevila v raéunalniku predstavljena le z omejeno na-
tanénostjo, zato pri posameznih operacijah prihaja do majhnih zaokro-
zitvenih napak. Pri obseznih rac¢unih se te napake lahko zelo povecajo
in povsem pokvarijo konéni rezultat. No, v gornjem programu do resitve
rac¢unamo le z zmerno velikimi stevili, nad njimi pa izvedemo malo rac¢un-
skih operacij, tako da prave nevarnosti ni. Dodatno sem Se preveril, da se
za k od 0 do 2569 nobena od mej intervalov ne pribliza naravnemu stevila
za manj kot 1077, tako da je najdena resitev gotovo pravilna.

Martin Juvan

KRIZANKA “ZA CISTO OKOLJE” —
Resitev s str. 352

w0 R = ) (T8« [ S 1 [y [ (R~
Tlo|c/L|J[1|k|o|viD|1|O|K|S|I|Drmmm PS|C|U/K[A
Elc|L|o|B|A|L|N|OiO|G|R|E|[V|A|N|J|EEIK 1|s|1]|K
= R|1|G|B|N|E|O|D|1|M[={P|1|L|o|T|K|ARE|S|T|R|N
Els|lk[aEE o|s[a[n|alBm N o[F|=[o[p[r[T[1[N]A
= k|o|n|cle[p[TEEA|N[A[T|E[M[A[E|L][a[T]1|n[=E
—| alLlEl o|T|A|R| U k|A|c| 1 |N=|olmEE{L|o|k|A
ﬁ&%DENTAL%VRéﬁTANG%ENVER
B ElPlEEAIRINE[ER|O|K|s|A|N|A|ZEE|N|A[EIM| A
&l rplE[T|A|&|A|0FE D|E|IN|A|R|E | wams| C|E[N|T| 1M
1 s|e| L sImo|cE BN A LE MO z|A| | K[EH
Bls|TIRIDEASITIAREIF|LIAINE|LIARGCIPILIAK
= K|I|G|A|L|I Z2 R|E/B|R|A| T/ V|O/R|™|K|R[BZ|L|O
w5 O|C|E(N|I|T|E|VEEIRIE|N|[C|E[=|v|IEEN|A|ls|I|P
e[t |N|E|s|k|L|i|c|iflo|z|o|n|E o/ k|T|Aa|V]I]|J]A
B = p|T/® 1|A|I|N|EEE[N|A|P|A|E|R|A|Z|P|A|R|A|C
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IZBIRNA TESTA ZA MEDNARODNO
MATEMATICNO OLIMPIADO —
Resitve nalog s str. 319

I/1. Oznagimo z E presecisce premic AM in BC. Ker je tocka F
razpoloviscée daljice HM, sta EQM in EQH skladna pravokotna trikot-
nika. Torej je <EMQ = <QHE. Zaradi |[AO| = |OM]| pa velja se
LAMO = <«OAM. Torej je «QHE = <OAM in zato je AO || HQ.

( ¥

1y

Pl TR

Daljica AN je premer trikotniku ABC ocrtane kroznice, zato je L AMN =
= 3 = LHEQ; torej je EQ || MN. Ker je tocka E razpolovisée daljice
HM, je tudi P razpolovisce daljice HN. Torej je tocka P sredisce (pra-
vokotnemu) trikotniku HNM ocrtane kroznice. Tocka P tako lezi na
simetrali osnovnice N M enakokrakega trikotnika PN M. Na tej simetrali
seveda lezi tudi vrh O enakokrakega trikotnika ON M, zato je OP L NM
oz. OP || AM.

I/2. Oglejmo si mnozico 14-mestnih binarnih stevil (nicle na zaetku
so dovoljene), ki imajo v binarnem zapisu natanko sedem Stevk enakih
1. Takih stevil je (1?4) = 3432, zato lahko med njimi izberemo 2000
razliénih in jih oznaéimo z by, ba, . .., bagon. Konstruirajmo sedaj mnozice
Ny,...,Nia C N. Stevilo n € N naj pripada mnozici Ny, k € {1,2,...,14}
natanko tedaj, ko je k-ta Stevka Stevila b, enaka 1.

Za vsak n € N ima Stevilo b, v binarnem zapisu natanko sedem
stevk enakih 1, zato pripada Stevilo n natanko sedmim mnozicam Ny, ,
Nigy.ooy Ni, in je njihov skupni element. Za Stevilo m # n pa se Stevili
by in by, razlikujeta v vsaj eni Stevki, zato Stevilo m ne pripada istim
sedmim mnozicam. Torej je res Ny, N Ng, N---N Ny, = {n}.
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1/3. Resimo nalogo nekoliko splosneje. Naj za dve razliéni celi stevili
ain bvelja fla+2) = fla—2) in f(b+x) = f(b— ) za vsak = € Z.
Potem je f(a — (b+2)) = f(a+b+z) = f(b— (a+ x)), od koder sledi
fla—b—z)= f(b—a—z). Ce sedaj postavimo t = a — b — z, izpeljemo
f(t) = f(t +2(b— a)). Torej je funkcija f periodi¢éna s periodo 2(b — a).
Nadalje: Naj bo funkcija f periodicna s periodama p in ¢; tj. f(z +p) =
= f(z) in f(z +q) = f(z) za vsak @ € Z. Ce z d = d(p,q) oznacimo
najveéji skupni delitelj stevil p in ¢, velja d = ap + (g za neki stevili
a,B € Z. Torej je f(z +d) = f(z +ap+ Bq) = f(z +op) = f(z), kar
pomeni, da je f periodi¢na s periodo d.

Glede na podatke naloge za a = 19 in b = 99 sklepamo, da je f
periodi¢na s periodo 280 = 2° -5, za a = 19-99 in b = 99 pa sklepamo,
da je f periodiéna s periodo 2-18-99 = 22.3%.11. Torej je f periodiéna
tudi s periodo d(2° - 5,22 - 31) = 4, kot je bilo potrebno dokazati.

II/1. Oznacimo razpoloviséa stranic AB, BC, CD in DE po vrsti s
K, L, M in N. Potem je KLMN paralelogram, in ker je |AC| = |BD|,
je ta paralelogram celo romb. Torej je KM L LN. Ozna¢imo nadalje
srediéa priértanih enakostraniénih trikotnikov s P, @, R in S, kot kaze
skica. Ce dokazemo, da je KM || PR, bo zaradi simetrije veljalo QS || LN
in bo naloga reSena.

Racunajmo
PR=PK+KM+MR=
— m + ‘\}_39—17/‘2(8._}‘{) 32 71‘3'9—1112(6;}"?) =
= KM + %0_-/2(BK + CM) =

:m+ﬁg_,,2(m:m+%m:(%+nm,
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kjer smo z ¢_, /o oznacili vrtez za kot —x /2. Sredis¢e vrteza v tem primeru
ni pomembno, ker smo zavrteli vektor. V racunu smo upostevali, da je
BK+CM = LN kar prepuééamo bralcu v razmislek.

I1/2. Ozna¢imo a; = l+ . Potem je z; = lfl ma;+...4a, = 1.
Za vsak i = 1,2,...,n velja l—a;=ay;++a + +an, kjer a;
oznatuje, da smo ¢len (oz. kasneje faktor) a; izpustili. Po neenakosti med

aritmetiéno in geometricno sredino je

]'_ !I, B ’:: P T —
& @+t +&G+---+a W — —_—
n—1 n—1

Ko gornje neenakosti za i = 1,2, ..., n zmnozimo, dobimo

IIEDH |

Sledi

2y p = [[ 5% > (n-1)",
i

kot je bilo potrebno dokazati.

I1/3. Izberimo poljubno modro tetivo ¢ in oznacimo njeni krajisci z
Ain B. KPL je 4n tock izmenoma pobarvano z modro ali rde¢o barvo,
je na loku AB vsaj ena rdeca tocka, stevilo modrih toék na tem loku pa
je za 1 manjSe od Stevila rdecih to¢k. Podobno je tudi na loku BA vsaj
ena tocka rdeca, stevilo modrih to¢k pa je za 1 manjSe od Stevila rdeéih
tock. Tetiva  razdeli krog na dva dela in po gornjem razmisleku sta §tevili
modrih in rde¢ih tock na vsakem delu razliénih parnosti. Torej obstaja
vsa] ena tetiva, ki seka tetivo ¢.

Ce se nobeni dve modri tetivi ne sekata, bo po gornjem razmisleku
vsako izmed n modrih tetiv sekala vsaj ena rdeéa tetiva. Te tetive so
razliéne, ker se nobene tri ne sekajo v eni tocki. Naloga je v tem primeru
reSena.

Vzemimo sedaj poljubni dve sekajoéi se modri tetivi: ¢; = AB in
to = CD. Ce ti dve tetivi nadomestimo s tetivama t; = AC in t;, =
= BD), odpade eno presecisce dveh modrih tetiv. Oglejmo si, kaj se zgodi
z ostalimi presecisci. Zaradi simetrije zadoSca analizirati le tetive sp, so

in s3. Stevilo preseGisc s tetivama sy in sy se ohranja, tevilo presecisé s
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tetivo sy pa se zmanjSa za 2. Ope-
racija “prevezovanja” modrih tetiv
nam torej zmanjsa Stevilo presecisc
po dveh modrih tetiv za vsaj eno,
stevilo preseci&é po ene modre in ene
rdece tetive pa se ne poveca. Po
konéno mnogo korakih tako pridemo
do polozaja, ko se nobeni dve modri
tetivi ne sekata. Ker je tedaj stevilo
presecisé po ene modre in ene rdece
tetive vsaj n, je bilo to Stevilo tako
tudi na zacetku.

Matjaz Zeljko

22. MEDNARODNO MATEMATICNO
TEKMOVANJE MEST

V jesenskem krogu letosnjega 22. matematicnega tekmovanja mest so
tekmovalei resevali naloge v dveh delih, lazje naloge v prvem delu in tezje
naloge v drugem delu.

Prva skupina (prvi del)

1. 'V polja 4 x 4 tabele je vpisano 16 stevil, tako da je za vsako polje
vsota Stevil v vseh sosednjih poljih enaka 1. (Polji sta sosednji, ¢e
imata skupno stranico.) Doloéi vsoto vseh Stevil v tabeli. (3 tocke)

2. Dan je paralelogram ABCD. Naj bo M razpoloviiée stranice C'D in
H pravokotna projekcija ogliséa B na premico AM. Dokazi, da je
trikotnik BC'H enakokrak. (3 tocke)

3. (a) Na tabli je napisanih sto razliénih realnih Stevil. Dokazi, da lahko
med njimi izbere§ takih osem &tevil, da njihova aritmetiéna sredina
ni enaka aritmetiéni sredini nobenih 9 stevil na tabli. (2 tocki)

(b) Na tabli je napisanih sto celih Stevil, tako da je aritmeti¢na
sredina poljubnih osem Stevil s table enaka aritmeticni sredini devetih
stevil s table. Dokazi, da so vsa Stevila na tabli enaka. (2 tocki)

4. Med 32 navidezno enakimi kovanci sta dva ponarejena kovanca, ki se
od pravih kovancev razlikujeta po tezi. Vsi pravi kovanci imajo enako
tezo. Tudi tezi ponarejenih kovancev sta medsebojno enaki. Kako
lahko z najve¢ stirimi tehtanji na primerjalni tehtnici, ki pokaze le,
katera izmed tez v posodicah je veéja, kovance razdelimo na dva enako
tezka kupa? (5 tock)
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Druga skupina (prvi del)

1.

Trikotniku ABC je oértana kroznica. Iz ogliséa A potegnemo dva
poltraka, ki sekata stranico BC v tockah K in L ter krozni lok med
tockama B in C' v tockah M ter N. Dokazi: Ce je KLMN tetivni
stirikotnik, je trikotnik ABC enakokrak. (3 tocke)

Naravna Stevila a, b, ¢, d zados¢ajo neenacbi ad — be > 1. Dokazi, da
vsaj eno izmed §tevil a, b, ¢, d ni deljivo s Stevilom ad — be. (3 tocke)

Dana sta petstrana (lahko poSevna) prizma in kot . V vsaki stranski
ploskvi je vsaj eden izmed stirih kotov enak «. Doloc¢i vse mozne
vrednosti kota a. (4 tocke)

Med n navidezno enakimi kovanci sta dva ponarejena kovanca, ki se
od pravih kovancev razlikujeta po tezi. Vsi pravi kovanci imajo enako
tezo. Tudi tezi ponarejenih kovancev sta medsebojno enaki. Kako
lahko z najvec¢ §tirimi tehtanji na primerjalni tehtnici, ki pokaze le,
katera izmed tez v posodicah je vecja, kovance razdelimo na dva enako
tezka kupa? Nalogo resi za

(a) n=2321n (3 tocke)
(b) n = 22. (2 tocki)

Oglejmo si Se nekaj zanimivejsih nalog iz drugega dela.

Prva skupina

1.

V desni posodi primerjalne tehtnice je utez s tezo 11111 g. V posodi
tehtnice zac¢nemo zapored polagati utezi. Prva utez ima tezo 1g,
vsaka naslednja pa dvakrat toliksno tezo kot prejsnja. Po nekaj
ponovitvah se pojavi ravnovesje. Na kateri strani tehtnice je tedaj
16 g utez? (6 tock)

V spomladanskem krogu so udelezenci tekmovanja mest neke drzave
resevali Sest nalog. Vsako izmed nalog je resilo natanko 1000 tek-
movalcev, vendar nobena dva tekmovalca (vzeta skupaj) nista resila
vseh Sestih nalog. Kolikéno je najmanjSe mozno stevilo udelezencev
tekmovanja v tej drzavi? Doloéi to stevilo in dokazi, da je res naj-
manjse. (7 tock)
Tomaz ima na razpolago 100 kart, na katerih so zapisana naravna
Stevila od 1 do 100, karte oznacene s ‘+’ in karte oznacene z ‘=".
Najvec koliko veljavnih enakosti lahko sestavi z danimi kartami, ce
lahko vsako karto z zapisanim §tevilom uporabi le enkrat in ima dovolj
kart z oznakama ‘+’ oziroma ‘="7 (8 tock)
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Druga skupina

1,

Naj bodo ay,ag,...,a, nenicelna cela stevila, ki ustrezajo enaébi

1
a; + =,
. ap ——

L
@1+ oo

za vse realne vrednosti z, pri katerih je leva stran enacbe definirana.

(a) Dokazi, da je n sodo stevilo. (3 tocke)
(b) Doloéi najmanjse tako stevilo n, za katerega obstajajo stevila
@p.as, ..., 0, % opisano lastnostjo. (4 tocke)

Polja m x n tabele so pobarvana z dvema barvama. Ce postavimo
trdnjavo na katerokoli polje, ugotovimo, da napada manj polj, ki so
pobarvana enako kot polje, na katerem trdnjava stoji, kot polj druge
barve. Dokazi, da je v vsaki vrstici (oz. stolpeu) tevilo polj ene barve
enako stevilu polj druge barve.

Opomba: Trdnjava napada vsa polja vrstice (oz. stolpca), v kateri
(katerem) se nahaja, vkljuéno s poljem, na katerem stoji. (6 tock)

Gregor Cigler

22. MEDNARODNO MATEMATICNO
TEKMOVANJE MEST — Resitve nalog s str. 372

Resitve nalog prvega dela
Prva skupina

i

V levem diagramu s slike vsako belo polje meji na natanko eno izmed
treh érnih polj, iz katerih kazejo puséice. Od tod sledi, da je vsota
§tevil v belih kvadratkih enaka 3. Iz simetrije sledi, da je tudi vsota
stevil v ¢érnih kvadratkih enaka 3, kar pomeni, da je vsota vseh stevil v
tabeli enaka 6. Desna tabela s slike kaze, kako lahko tako razporeditev
stevil res dosezemo, ce za Stevila w,y,zin zveljaw+y=x+2 = 1.

- —= (s 2 y I
|

T ] 0 w
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Oznaéimo presecisce nosilk da-
ljic. AM in BC z N. Ker
sta daljici AD in CN vzpo-
redni, je <MAD = «MNC.
Ker je <AMD = <NMC in
[MD| = |MC|, sta trikotnika
MAD in MNC skladna. Od
tod dobimo |[CN| = |DA| =
= |CB|. Kot «BHN je pravi,
zato tocka H lezi na kroznici s
premerom |BN]| in srediscem v C. Sledi |CH| = |CB|.

(a) Povprecje osmih najveéjih Stevil gotovo presega povprecje po-
ljubno izbranih devetih stevil.

(b) Ce vsa stevila v tabeli pove¢amo ali zmanjsamo za isto vrednost,
se opisana lastnost povpreénih vrednosti na spremeni, zato lahko
privzamemo, da je najmanjse izmed Stevil enako 0. Povprecje osmih
najmanjsih stevil je nujno enako povprecju najmanjsih devetih stevil
iz tabele. Od tod sledi, da je najmanjsih devet stevil enakih 0. Naj
bo z eno izmed stotih Stevil iz tabele. Povpreéje sedmih nicel in
stevila z je enako povpreéju devetih Stevil, katerih vsoto oznacimo z
y. Tedaj velja

9z = 8y, (1)

kar pomeni, da je stevilo x deljivo z 8. Ker je bilo stevilo & poljubno,
so vsa Stevila v tabeli deljiva z 8, kar pomeni, da je tudi y deljivo
z 8. Od tod iz enaébe (1) sledi, da je = deljiv z 8%. S ponavljanjem
opisanega sklepanja pridemo do zakljucka, da je poljubno stevilo iz
tabele deljivo z vsemi potencami Stevila 8, kar je mogoce le, ée so vsa
Stevila enaka 0.

Dokazimo, da lahko z n tehtanji razdelimo 27! kovancev. Oznacimo
kovance z binarno zapisanimi stevili od 0 do 2"*! — 1, pri.éemer na
zacetek oznake po potrebi dodajmo toliko nicel, da bo vsak kovanec
oznacen z n + 1 binarnimi Stevkami. V i-tem tehtanju na levo stran
tehtnice polozimo kovance, katerih i-ta Stevka z leve je enaka 0, in
na desno stran kovance, katerih i-ta Stevka z leve je enaka 1. Ce v
enem izmed teh n tehtanj dosezemo ravnotezje, je naloga opravljena,
sicer pa sta bila ponaredka pri vsakem izmed tehtanj na isti strani
(levi ali desni) tehtnice, kar pomeni, da se ujemata na prvih n mestih
binarnih oznak. Tedaj razdelimo kovance na tiste, z zadnjo stevko
enako 0, in preostale. Ponarejena kovanca se gotovo razlikujeta v
zadnji Stevki, zato sta tako dobljena kupa res enako tezka.
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Druga skupina

1.

Ker je petkotnik ABM NC' konciklicen, A

velja <BAM = <«BCM in <ANM =

= 2 ACM. Ce uporabimo izrek o zuna- \
njem kotu trikotnika za trikotnik BAK,

dobimo <ABC + «BAM = «AKC. )
Ker je MKLN tetivni Stirikotnik, ve- !

lia XAKC = <ANM = <ACM. . L L
Sledi ¥ABC = <AKC — «BAM = " g
= <ACM — «BCM = 4« ACB in zato

|AB| = |AC|. MRS _

Denimo, da obstajajo naravna Stevila w,x,y ter z, za katera je
a=w(ad —be), b = z(ad — be), ¢ = y(ad — be) in d = z(ad — be).
Tedaj je ad — be = (wz — xy)(ad — be)®.. Od tod sledi, da je
(wz — zy)(ad — be) = 1, kar pomeni, da je ad — be = +1. Protislovje!

Postavimo prizmo tako, da so njeni stranski robovi navpicni in naj
bo ABCDE njena gornja osnovna ploskev. Ce je kaka stranica
petkotnika ABCDE vodoravna, je stranska ploskev, ki vsebuje to
stranico, pravokotnik in je tedaj iskani kot enak 90°, vse stranske
ploskve pa so pravokotniki. Predpostavimo, da nobena stranska
ploskev ni pravokotnik, kar pomeni, da nobena stranica petkotnika
ABCDE ni vodoravna. Naj bo Il vodoravna ravnina, ki vsebuje
najnizje izmed oglis¢é petkotnika ABCDE. Lahko privzamemo, da je
to oglisée A. 1z ogliséa A lahko vzdolz obsega petkotnika ABCDFE
pridemo do najvisjega oglis¢a po dveh dvigajocih se poteh. Vsaj ena
izmed poti vsebuje vsaj dve izmed preostalih treh oglis¢ (poleg A in
najvisjega). Predpostavimo lahko, da je D visje od C, in to visje od
B. Projekcije tock B, C' in D
na ravinino Il oznacimo zapored
z B', C'" in D'. Naj bo [ premica,
vzdolz katere se sekata ravnina I1
in ravnina petkotnika ABCDE.
Premica [ vsebuje A. Ker sta
daljici CC' in DD" vzporedni,
lezita nosilki daljic CD in C'D'
v isti ravnini in se sekata v neki
tocki X na premici [.
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Podobno ugotovimo, da imata tudi nosilki daljic CB in C'B’ skupno
tocko Y € I. Ker imajo vse stranske ploskve enak ostri kot, velja o =
= LABB' = «BCC' = «CDD'. Velja se a = <YBB' = «XCC'.
Od tod sledi, da sta trikotnika ABB’ in Y BB’ skladna. Prav tako
ugotovimo, da sta skladna trikotnika YCC" in XCC’, zato je BA =
= BY in CX = CY. Od tod sledi, da je <BAY = «BYA in
<CYX = «CXY. Kota «BY A in «CY X sta tedaj ostra, zato
njuna vsota ni iztegnjeni kot. Protislovje! Dokazali smo, da je edina
mozna vrednost a = 90°,

(a) Glej resitev 4. naloge za prvo skupino.

(b) Dokazimo, da lahko za vsako stevilo N, 2"~ < N < 2" nalogo za
2N kovancev resimo z n tehtanji. Kovance razdelimo na dve skupini
po N — 2"~ 1 kovancev in dve skupini po 2"~ ! kovancev. Primerjamo
tezi manjsih skupin in zatem Se tezi vecjih skupin. Ce se v obeh
primerih pojavi ravnovesje, je naloga resena. Ce dobimo v obeh
primerih neravnovesje, zdruzimo lazjo skupino z manj kovanci s tezjo
skupino z ve¢ kovanci ter preostanek kovancev in dobimo enako tezka
kupa. Denimo, da se je ravnovesje pojavilo le ob tehtanju manjsih
skupin. Tedaj sta oba ponaredka v vecjih skupinah, torej v mnozici z
2" kovanci. Po tocki (a) potrebujemo za ustrezno razdelitev kovancev
kveéjemu Se n — 2 tehtanj. Skupno torej najve¢ n tehtanj. Ce se je
ravnovesje pojavilo le ob tehtanju vecjih skupin, so vsi kovanci iz
vecjih skupin pravi. Tedaj k manjSima skupinama dodamo toliko
pravih kovancev, da dobimo dve skupini po 27 ! kovancev, in kot
prej potrebujemo kve¢jemu se n — 2 tehtanj, da kovance razdelimo.

Resitve nalog drugega dela
Prva skupina

i

Kerje 1424 ---42%2 =213 _1 — 8191 < 11111, ravnovesje ne more
nastopiti, preden na tehtnico ne polozimo utezi z maso 8192 g. Ko to
storimo, je skupna masa vseh utezi na tehtnici enaka 8191 g+8192 g+
+11111 g = 27494 g. Ce je tedaj dosezeno ravnovesje, vsaka posodica
tehtnice vsebuje utezi s skupno maso 13737 g. To pomeni, da je poleg
11111 gramske utezi v levi posodici e 13737 — 11111 = 2636 gramov
utezi. Iz dvojiskega zapisa dobimo, da je 2636 = 2'' 4 29 4 2° 4
4 2% + 22 kar predstavlja tudi edini naéin, kako iz predpisanih utezi
sestaviti to maso. Od tod sledi, da je 16 gramska utez na desni
strani. Ce ravnovesje ni bilo dosezeno, ko smo na tehtnico polozili
utez z maso 8192 g, v naslednjem koraku na tehtnico polozimo utez
z maso 16384 g. Denimo, da smo dosegli ravnovesje. Ce utez z maso
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16384 g vzamemo s tehtnice in utez z maso 8192 g prenesemo na drugo
stran tehtnice, dobimo enak primer kot prej, zato je 16 gramska utez
spet na desni strani. Ne glede na to, koliko utezi smo polozili na
tehtnico, preden smo dosegli ravnovesje, lahko to stevilo zmanjsamo
za eno, ¢e najtezjo utez (predpostavimo seveda, da je tezja od 8192 g)
odstranimo in prestavimo iz ene v drugo posodico tehtnice utez, ki
ima drugo najvecjo maso. S tem lahko razporeditev privedemo na
zacetni primer, kar pomeni, da je 16 gramska utez vedno na desni
strani.

Ker nobena dva tekmovalca skupaj nista resila vseh Sestih nalog,
je vsak tekmovalec resil kvecjemu Stiri naloge. Denimo, da je neki
tekmovalec resil stiri naloge. Potem noben drug tekmovalec ni resil
preostalih dveh nalog. Vsako izmed teh nalog je resilo 1000 tekmo-
valcev, kar pomeni, da je nastopil vsaj 2001 tekmovalec. Recimo,
da ni nihée resil vec kot treh nalog. Komisija je prejela natanko
6 - 1000 = 6000 pravilnih resitev, zato je najmanjSe mozno stevilo
tekmovalcev enako 6000/3 = 2000. Pokazimo, da je to res mogoce.
Razdelimo 2000 tekmovalcev v deset skupin po 200 tekmovalcev. Vsi
tekmovalci iz ene skupine so resili iste tri naloge, katerih razporeditev
po skupinah podaja naslednih deset trojic: (1,2,3), (2,3,4), (3,4,5),
(4,5,1), (5,1,2), (1, 3,6), (3,5,6), (5,2,6), (2,4,6) in (4,1, 6). Lahko
se je prepricati, da ta struktura ustreza danim zahtevam, zato je
najmanjse mozno Stevilo tekmovalcev enako 2000,

Vsaka enacba vsebuje vsaj tri stevila, zato je najvecje mozno stevilo

enach kve¢jemu 33. Naslednji nabor enacb nam pokaze, da to mejo
lahko dosezemo. Stevila 24 pri tem ne uporabimo.

14+97=98 3496 =99 2+43 =45 4+ 46 =50
5489 =94 7488 =05 6+47=53 12+42=54
9+81=90 114+80=91 10+51=61 20+438=58
134+473=86 154+72=87 14+4+55=69 28+34=62
17+65=82 19+64=83 18+459=T77 36+ 30=066
214-57=78 23+56=T79 22+63=285 8444 =52
254+49=74 274+48=75 264+67=93 16+84=100
204+41=70 314+40=71 33+35=68 32460=92

37+39=176
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Druga skupina

1. (a) Ulomku 224 priredimo izraz pt — gs, ki ga imenujemo determi-

s+t
nata. Iz racuna

pr+q\ " st+t (ap+s)zr+ (ag+1)
a—+ =a+ =
sr+t pr+q sz +i

=1
ugotovimo, da je determinata izraza a+ (%‘f) enaka gs—pt. Ker

je determinata izraza x enaka 1, je determinanta veriznega ulomka

1
ay +
. az + !

1
On—-1+ T T
ata

enaka (—1)", od koder sledi, da mora biti stevilo n res sodo.

(b) Hitro se prepricamo, da za n = 2 pogoju ne moremo ustreéi.
Naslednji primer pokaze, da tak zapis obstaja za n = 4:

1
=
—1+2+—_q

—14

2 &

2. Vrstico imenujmo ¢rna (oz. bela), ¢e vsebuje ve¢ érnih (oz. belih)
polj. Analogno opisujmo stolpce. Denimo, da v dani tabeli obstaja
¢rna vrstica. Tedaj je vsak stolpec, ki vsebuje kako érno polje te
vrstice, bel, kar pomeni, da je v tabeli ve¢ belih stolpcev. Sledi,
da v tabeli ni belih vrstic (sicer bi kot prej sklepali, da je v tabeli
vec érnih stolpcev). V tabeli torej obstaja bel stolpec, od koder kot
prej (v sklepanju paé zamenjamo vrstice in stolpee) ugotovimo, da ni
érnih stolpcev. Ce bela polja prestejemo ‘po stolpcih’ ugotovimo, da
jih je v tabeli ve¢ kot érnih. Po drugi strani pa iz Stetja érnih polj
‘po vrsticah’ ugotovimo, da je ve¢ érnih polj. Protislovje!

Gregor Cigler
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