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NAGRADNA NALOGA

Po daljsem ¢asu v Preseku spet objavljamo nagradno nalogo. Potrudili
se bomo, da bo to odslej, kolikor mogoée, nasa stalna rubrika. V prvi
nalogi z veseljem pozdravljamo teto Amalijo, ki se po ve¢ kakor desetih
letih ponovno oglasa na Presekovih straneh.

1z urednistva

TETA AMALIJA LIJUBI PRASTEVILA —
Nagradna naloga

Jozica, Tomaz in Polonca so pozvonili pri teti Amaliji 7. maja, na njen
rojstni dan. Polonca je drzala v rokah lep Sopek tulipanov.

“Kar naprej, ¢aj sem Ze pristavila,” jih je povabila teta.

“Vse najboljse,” so zapeli v zboru.

“Joj, hvala za roze, tulipane imam najrajsi, oranzne pa Se posebej.”

“Teta, kateri rojstni dan pa pravzaprav praznujes?” je bila radovedna
Polonca.

“Dam vendar ne sprasujemo po letih,” je Polonco opomnil Tomaz.

“Saj vam tudi povedala ne bom, boste morali sami uganiti. Veste jaz
ni¢ ne dam na okrogle obletnice, ljubsa so mi prastevila. To bo najbrz
zato, ker je tudi moj rojstni datum sestavljen iz dveh prastevil, 7 in 5.”

“Ali imas letos prastevilsko obletnico?” je vprasal Tomaz.

“Ne, to je bilo lani, letos je moja starost produkt dveh prastevil,” se
je zasmejala Amalija.

“Poskusimo, morda imamo dovolj podatkov,” je predlagala JozZica.

“Naj vam pomagam Se s podatkom, da je moja starost vsota dveh
prastevil.”

Ali je pomagala tudi vam, dragi bralci? Cestitajte teti Amaliji naj-
kasneje do 7. maja za (kateri?) rojstni dan na naslov:

Presek, Jadranska 19, 1000 Ljubljana.

Izmed resevalcev, ki bodo ugotovili prava leta Amalije, bomo dva
izzrebali in jima poslali knjizno nagrado.

Peter Petek



Za vsakogar nekaj 259

LABIRINTI NA POLIEDRIH, 2. del

Nekaj labirintov na poliedrih smo vam ponudili v reSevanje ze v prvi
letosnji stevilki Preseka. Tokrat objavljamo Stiri nove labirinte istega
avtorja.

Ponovimo pravila! Povezati moramo ¢rno in sivo tocko na povr§ju
poliedra, katerega mreza je podana in katerega mejne ploskve so Se doda-
tno razdeljene na manjse dele. Gibamo se lahko le po povrsju telesa, pri
cemer lahko preidemo na sosednji del le, ¢e ni na poti pregrade, ki je na
sliki oznacena z debelo érto (op. urednistva).

Izidor Hafner
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TYCHO BRAHE (1546-1601)

Ob sStiristoletnici smrti

Tycho Brahe je brez dvoma eden najveéjih opazovalcev zvezdnega neba
vseh ¢asov. Na osnovi njegovih opazovanj je Kepler izpeljal zakone gibanja
planetov, s ¢imer je dal astronomiji nesluten polet.

Tycho Brahe se je rodil 1546 v dvorjanski druzini. Posinovil ga je
stric, ki je skrbel tudi za njegov studij. S trinajstimi leti je Brahe vstopil
na kopenhagensko univerzo in studiral retoriko ter filozofijo. Kmalu je ta
studij opustil in se zacel zanimati za astronomijo. Leta 1563 je ze zacel z
astronomskimi opazovanji.

Leta 1573 je opazoval novo zvezdo v ozvezdju Kasiopeje in poskusil
doloéiti njeno oddaljenost. To mu seveda ni uspelo, dokopal pa se je do
spoznanja, da se zvezda v vsakem primeru nahaja dlje kot Luna. Danes
vemo, da je bila ta opazovana zvezda znamenita Supernova Kasiopeje, ki
je tedaj vzbuhnila v nasi Galaksiji.

Brahe je studiral Se na razliénih nemskih univerzah, v Augsburgu se je
tako naucil umetnosti gradnje tedaj modernih astronomskih ingtrumen-
tov. Posrecilo se mu je pridobiti tudi posebno naklonjenost danskega
kralja Friderika II, predvsem pa potrebni denar za astronomske stvaritve.
Tako je na otoku Hven v Sundskem prelivu lahko zgradil velicasten ob-
servatorij Uraniborg (Uranijin dvorec ali Astronomski dvorec; Uranija -
boginja astronomije).

Tycho Brahe je oskrbel obser-
vatorij z razliénimi odliénimi opazo-
valnimi (kotomernimi) instrumenti,
med njimi so izstopali kvadranti in
sekstanti, s katerimi je bilo mogoce
zelo natanéno meriti kote med ne-
besnimi telesi. Polmer najvecjega
kvadranta je meril kar dva metra.

Brahe je v astronomsko prakso
vpeljal Se dodatne naprave (razne
vizirje) za povecanje natancnosti
usmerjanja instriumentov na svetila
in priprave za odéitke na merilnih
krogih. Tako je dosegel natanénost
izmerjenih leg zvezd na okoli eno
kotno minuto, éesar tudi pozneje

pF‘l opa.z.ovanju s prostim ocesom Slika 1. Kotomerni initrument, imenovan
nihée ni izboljsal. armilarna sfera, na Uraniborgu.

ARMILLAE ALLE £QVATORLE.
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Vec kot dvajset let je Tycho Brahe s svojimi sodelavei opazoval zvez-
de, planete, komete in seveda tudi Luno. Pri Luni je odkril spremembe
(nekaj nepravilnosti) v njenem gibanju, za komete pa je dokazal, da se
gibljejo dlje kot Luna. Rezultat Stevilnih zvezdnih opazovanj je objavljen
Katalog natanénih leg 788 zvezd. To je prav tisti katalog, ki je nemskemu
astronomu Johannu Bayerju sluzil kot osnova za izdelavo zvezdnega atlasa
Uranometrija (1603), v katerem so prvi¢ v zgodovini astronomije ozvezdja
sistematiéno prikazana v slikah z mitoloskimi osebami oziroma motivi.

Slika 2. Podoba ozvezdja Andromeda iz Bayerjevega zvezdnega atlasa Uranometrija
(1601).



262 Astronomija

Zelo zanimivo je, da Tycho Brahe ni priznaval Kopernikovega heli-
ocentriénega sistema. Menil je, da je Zemlja v sredis¢u vesolja, da se
Luna in Sonce gibljeta okrog Zemlje, planeti pa okrog Sonca (glej sliko na
naslovnici, kjer je pred Brahejem narisan “njegov sistem” zgradbe vesolja).

Po kraljevi smrti (1597) je moral Brahe za vedno zapustiti Dansko.
Dve leti se je potikal po Nem¢ciji, potem pa je skoraj z vsemi svojimi
ingtrumenti priSel v Prago, kjer so ga vzeli v sluzbo dvornega astronoma.
Tu se je srecal z astronomom, fizikom in matematikom Johannom Kepler-
jem, ki je kmalu postal njegov asistent.

Po Brahejevi smrti je Kepler podedoval ves opazovalni arhiv. Obde-
lava podatkov, posebno skrbnih opazovanj planeta Mars, je dala Keplerju
moznost, da je odkril svoje tri znamenite zakone o gibanju planetov.

Vsa Brahejeva opazovanja so opravljena s prostim ocesom. Kmalu
po njegovi smrti so se razsirile govorice, da so na Holandskem izumili
daljnogled. Kaj vse bi dal Tycho, vrli in neumorni opazovalec zvezd, da
bi vsaj enkrat pokukal skozi daljnogled in opazoval prelepo zvezdno nebo!
Vse to pa je pocakalo druge slavne znanstvenike. Prvi med nimi je bil
Galileo Galilei. Okoli leta 1610 je namre¢ sam izdelal daljnogled in ga kot
prvi v zgodovini znanosti uporabil pri astronomskih opazovanjih.

Ob koncu Se drobna zanimivost. Tycho Brahe kot astronom ni
mogel mimo matematike. V trigonometriji je znana naslednja njegova
formula:

b _ cosy
cotaa = 24—
siny
Velja za poljuben ravninski trikotnik, reSuje pa tole nalogo:

Poznamo stranici a in b in kot ~, ki ga oklepata. Izracunaj kot c,
ki lezi nasproti stranice a.

To nalogo lahko refujemo s kosinusnim in nato sinusnim izrekom,
vendar je Brahejeva formula preprostejsa. Izpeljemo jo tako, da najprej
skiciramo poljubni trikotnik in ozna¢imo ustrezne stranice, kote in
visine na stranice. Iz skice sledi, da je cota = (b — a - cosy) /vy =
= (b—a-cosv)/a-siny. Stevec in imenovalec ulomka delimo z a s 0
in formula je izpeljana.

Marijan Prosen
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2001 Z ENICAMI

Nedavno sem listal po knjigi R. K. Guy, Unsolved Problems in Number
Theory. Kot pove ze naslov knjige, so v njej opisani nekateri nereseni
problemi iz teorije stevil. Poudarek je predvsem na problemih, ki jih je
mo¢ zastaviti s sredstvi elementarne matematike. Seveda pa to Se zdale¢
ne pomeni, da gre za preproste probleme.

Mojo pozornost je pritegnil naslednji problem z oznako F26 — Expres-
sing numbers using just ones: Ozna¢imo z f(n) najmanjse Stevilo enic, s
katerimi lahko zapisemo §tevilo n, pri ¢emer smemo v zapisu uporabiti le
seStevanje in mnozenje (ter oklepaje). Vrednosti funkeije f za prvih nekaj
stevil so zbrane v naslednji tabeli:

n |1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
fm)|1 2 3 4 5 5 6 6 6 7 8 7 8 8 8

Nekatera Stevila je mo¢ z minimalnim Stevilom enic zapisati na ve¢ raz-
liénih nac¢inov, npr.:

10=(1+4+1)-(1+1+1+1+1)=(1+1+1)- (1+1+1)+1.

Znano je, da velja f(3*) = 3k, ena od (preprostejsih) domnev pa pravi,
da je f(2°3%) = 2a + 3b. Prav tako ni znano, ali za vsako prastevilo p
velja

fp)=1+f(p—1) in  f(2p) =max{2+ f(p), 1+ f(2p - 1)}.

No, gornjih domnev verjetno res ne bomo uspeli dokazati, vas pa vabim,
da poskusite izra¢unati vrednost f(2001). Delo si seveda lahko olajsate z
racunalnikom.

Martin Juvan

RAZMERJA DOLZIN V PRAVOKOTNEM
TRIKOTNIKU

Dokazi, da v pravokotnem trikotniku s katetama a in b, hipotenuzo ¢ ter
vi§ino v na hipotenuzo velja neenakost

c+v<3\/§‘
+b7 4

=]
L= o

Dragoljub M. Milosevi¢
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MOBIUS-KANTORJEVA KONFIGURACIJA
V POLITIKI

Zmano je, da morajo v predvolilni tekmi v politiki veljati stroga pravila,
sicer lahko pride do zlorab politiécnih nasprotnikov, ki poskusajo na vse
nacine izboljsati polozaj svojega kandidata na raéun tekmecev. Zato
si tudi mediji prizadevajo enako pozornost namenjati vsem kandidatom.
Tako véasih do sekunde natanéno omejujejo ¢as, ki ga ima na razpolago
posamezni kandidat.

Véasih pa brez znanja matematike ne gre. Oglejmo si konkretni
primer, ki se je zgodil v Sloveniji pred leti, natanc¢neje jeseni leta 1997
pred volitvami predsednika Republike Slovenije. TV se je odloécila, da
bo v osmih oddajah predstavila 8 kandidatov tako, da so v vsaki oddaji
nastopali po trije kandidati in je vsak kandidat prigel trikrat na vrsto.
Oddaje so se vrstile v dveh tednih, od ponedeljka do tetrtka. S staliSca
gledalca in potencialnega volilca bi bilo zanimivo éimbolj pestro soocanje,
tako da bi se vsak kandidat pojavil vsaki¢ z drugimi tekmeci. V idealnih
razmerah se lahko en kandidat sreca z najveé Sestimi tekmeci (na vsaki
od treh oddaj s po dvema). Ce se dva kandidata sre¢ata dvakrat, se tako
nujno zmanjsa pestrost srecanj, saj se potemtakem vsak od njiju sreca
najvec s petimi kandidati.

Leta 1997 so bili kandidati za predsednika republike naslednji: Mar-
jan Poljsak, Janez Podobnik, Bogomir Kova¢, Milan Kuéan, Tone Persak,
Franc Miklavéié, Marjan Cerar in Joze Bernik. V konkretnem primeru se
voditeljem TV zal ni posrecilo najti prave resitve, ¢eprav obstaja. Tako
sta se npr. Janez Podobnik in Milan Kucan soocila dvakrat. Poglejmo,
kaj bi morali narediti televizijci, ¢e bi znali dovolj matematike.

Recimo, da imamo 8 kandidatov, zagasno jih oznaéimo kar takole:

ABCDEROH,

_ Oglejmo si vse tri pojavitve kandidata A: AX; Xy, AX3 Xy, AX;5 X,
Ce se noben par kandidatov ne sooci dvakrat, so kandidati A, X;, X5, X3,
Xy, X5, Xg vsi razliéni. Manjka natanéno eden, s katerim se kandidat A
ne soo¢i. Oznaéimo ga z A'. Seznam kandidatov lahko zdaj brez skode za
splognost preimenujemo takole: A, B,C, D, A", B',C", D'.

Dokazimo naslednjo trditev:

Ce se soocijo kandidati XY Z, se sooéijo tudi kandidati X'Y'Z'.

Pri tem razumemo, da je za vsakega kandidata X" = X. To pomeni,
da npr. trdimo, da ob sootanju ABD' pride tudi do sootanja A'B’D.
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Takole razmisljamo za poljubno sooc¢anje XY Z in poljubnega kandi-
data X te pojavitve: Iz XY Z izhaja XY'W in XZ'W'. Ce ta razmislek
ponovimo za soocanje XY'W in kandidata Y', dobimo ali (Y'X'Z in
Y'W'Z') ali (Y'X'Z' in Y'W'Z). Prva moznost odpade, saj bi se kandi-
data Z' in W' srecala dvakrat.

Brez gkode za splonost lahko privzamemo, da se sooéijo kandidati
ABC. Od tod sklepamo na AC'D in AB'D’. Pri tem bi lahko e zamenjali
D in I, vendar bi to pomenilo le drugaéno poimenovanje kandidatov, na
reSitev pa ne bi vplivalo. Od tod dobimo ob zgornji trditvi Sest pojavitev:

ABC,A'B'C', AC'D,A'CD',AB'D', A'BD .

Manjkata le 3e dve soocanji, ki sta enoliéno doloéeni, in sicer BC'D' in
B'CD.

Sooéenja lahko zapiSemo v preglednico. Vsak stolpec ustreza sooéa-
nju. V okrajsani obliki dobimo tole razporeditev:

A B ¢ D A B @ D
B ¢ D A B C D A
Cc DD A B C D A B

Kot vidimo, se vsak kandidat pojavi trikrat, vsaki¢ v eni od treh vrstic.
To pomeni, da ga vsaki¢ lahko posedejo na drug stol in da odgovarja
enkrat prvi, drugi¢ drugl in tretji¢ tretji. Tako so mozZnosti kandidatov
resniéno izenacene.

odgovarja |[[pol |tol |srl |cel |poll |tolIl |srIl |éell
1. A B (04 D A’ B’ C D’
2 B C D A B’ O D’ A
3. C D’ A B 04 D A’ B’

Tabela 1. Pravilni razpored TV soocanj osmih predsedniskih kandidatov

Geometri 19. stoletja so se veliko ukvarjali s ti. vs konfiguracijami.
To so matematicne strukture v tock in v premic, tako da potekajo skozi
vsako tocko tri premice in lezijo na vsaki premici po tri to¢ke konfiguracije.
Seveda se lahko dve premici konfiguracije sekata najveé v eni skupni tocki.
Izkaze se, da je najmanjsi v, pri katerem obstaja taksna konfiguracija, v =
= 7. Obstaja ena sama T3 konfiguracija, imenuje se Fanova konfiguracija.
Ce jo zelimo prikazati v obi¢ajni ravnini, moramo eno od premic modeli-
rati s kroznico. V tem prispevku smo pokazali, da obstaja tudi ena sama
83 konfiguiracija. Imenuje se Mobius-Kantorjeva konfiguracija. Tudi tu
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moramo eno od premic modelirati s kroznico. Z nara$éajoim v pa se
§tevilo konfiguracij hitro veca. Pred kratkim so z ra¢unalnikom izracunali
tevilo vz konfiguracij za 7 < v < 18.

v stev. vz konfiguracij
7 1
8 1
9 3
10 10
11 31
12 229
13 2.036
14 21,399
15 245,342
16 3,004,881
17 38,904,499
18 530,452,205

Tabela 2. Stevilo v konfiguracij

To pomeni, da bi lahko pri ve¢jem Stevilu kandidatov problem resili
na veé razliénih nacinov. Oglejmo si preprost recept, ki nam za vsak v > 7
daje resitev. Zapisimo najprej podatek za Fanovo konfiguracijo:

1 2 3 45 6 7
2 3 456 71
4 53 6 71 2 3

Slika 1. Fanova konfiguracija je edina 73 konfiguracija
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Slika 2. Mobius-Kantorjeva konfiguracija, ki je resitev nase naloge, je edina 83 konfi-
guracija

Ce preoznaéimo kandidate Mébius-Kantorjeve konfiguracije, dobimo
naslednjo preglednico. Od zgornje se lo¢i le po tem, da jo podaljsamo za
eno mesto.

[T e i
(5 RIS R ]
o W
-3 o k=
ooy
= -3
b2 00 =1
W~ oo

Slika 3. Mobius-Kantorjev graf ima 8 érnih in B belih vozlisc. Crna vozliséa ustrezajo
totkam — kandidatom, bela pa premicam — soocanjem. Prikazan je na dva nacina.
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Za devet kandidatov, bi dobili takole restev:

Slika 4. Obstajajo tri razlicne 93 konfiguracije

Slika 5. Vsaki konfiguraciji lahko priredimo dvodelen graf, ti. Levijev graf konfiguracije.
Crna vozliséa pripadajo tockam, bela pa premicam konfiguracije. Vozliséi sta sosednji,
¢e in samo ¢e lezi tocka na premici. Na sliki vidimo Levijev graf Fanove konfiguracije.

Bralcu pa prepuséamo razmislek za splosno vrednost v. Studij konfi-
guracij sodi dandanes v kombinatoriko. Matematika pa ni uporabna le v
politiki. Veckrat jo skrito srecamo v Sportu, ko moramo znati razporejati
najrazli¢nejse turnirje, od nogometnih, teniskih, sahovskih, do speedwaya.
A to je ze druga zgodba, ki bi zahtevala poseben prispevek.

Dragan Marusié in Tomaz Pisanski
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2001 S KOVANCI — Resitev s str. 211

(a) Vzemimo neko, po moéi najmanjso, skupino kovancev, s katero lah-
ko izplacamo vsak tolarski znesek od 1 do 2001 tolarja. Naj bo ky,
t € {1,2,5,10}, stevilo kovancev za { tolarjev, ki sestavljajo skupino.

(1) Pokazimo najprej, da je ky < 2 in k5 < 2. Recimo, da imamo
v skupini veé kot dva kovanca za 1 tolar. Potem dva kovanca za
1 tolar zamenjamo z enim kovancem za 2 tolarja. Dobimo manjso
skupino kovancev, s katero pa lahko e vedno izplacamo vse zneske
od 1 do 2001 tolarja. Res, ¢e smo pri izplacilu z zacetno skupino
kovancev uporabili &y ali ky — 1 kovancev za 1 tolar, potem z novo
skupino znesek izplacamo tako, da uporabimo k; — 2 oziroma k; — 3
kovance za 1 tolar in Se novi kovanec za 2 tolarja. (Tako izplaéilo je
seveda mozno, saj imamo v novi skupini k; — 2 kovancev za 1 tolar,
pa tudi ky — 3 > 0, saj smo imeli v zacetni skupini vsaj tri kovance
za 1 tolar.) Na enak naé¢in pokazemo, da lahko v skupini, v kateri so
vsaj trije kovanci za 5 tolarjev, dva od njih zamenjamo s kovancem
za 10 tolarjev.

(2) Gotovo je k; > 1, saj sicer ne moremo izplacati 1 tolarja. Ker pa sta
po (1) v vsaki najmanjsi skupini kve¢jemu dva kovanca za 1 tolar, za
izplacilo 3 (ali pa 4) tolarjev potrebujemo tudi kovanec za 2 tolarja.
Torej ke > 1.

(3) V najmanjsi skupini ni veliko kovancev za 2 tolarja. Recimo, da
so v skupini ve¢ kot trije kovanci za 2 tolarja. Potem tri od njih
nadomestimo z enim kovancem za 5 in enim kovancem za 1 tfolar.
Razmislek, da lahko z novo, manjso skupino izplacamo enake zneske
kot z zagetno, gre takole. V novi skupini imamo ks — 3 kovance za
2 tolarja. Ce smo pri izplacilu z zacetno skupino uporabili k, ali
ks — 1 kovancev za 2 tolarja, potem v novi skupini uporabimo ks — 3
oziroma ks — 4 kovance za 2 tolarja in Se oba nova kovanca. Ce pa
smo pri izplaéilu uporabili ks — 2 kovanca za 2 tolarja, loc¢imo dve
moznosti. Ce pri izplaéilu ni uporabljen kovanec za 1 tolar, potem z
novo skupino znesek izplacamo tako, da uporabimo ks — 3 kovance za
2 tolarja, en kovanec za 1 tolar iz zacetne skupine in Se novi kovanec
za 1 tolar. Kadar pa je pri izplacilu uporabljen kovanec za 1 tolar,
znesek izplacamo tako, da uporabimo k; — 4 kovance za 2 tolarja,
preostala kovanca za 2 tolarja in kovanec za 1 tolar pa nadomestimo
z novim kovancem za 5 tolarjev.

(4) Nazadnje opazimo, da zaradi k; < 2 in ks < 3 za izplacilo 9 tolarjev
potrebujemo kovanec za 5 tolarjev (2-1+3-2 < 9). Torej ks > 1.
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Ko upostevamo omejitve, ki sledijo iz zgornjih ugotovitev, nam preo-
stane 12 moznosti. Nastete so v spodnji tabeli. Pri tem je Stevilo kovancev
za 10 tolarjev doloéeno tako, da vrednost celotne skupine doseze (veckrat
tudi preseze) 2001 tolar.

skupina | ky | ko | k5 | ko | Stevilo kovancev | resitev
1 1|11]1]200 203 NE
2 111]2/(199 203 NE
3 121|200 204 DA
4 1(2(2 (199 204 DA
5 131|199 204 DA
6 113(2(199 205 NE
7 211|200 204 DA
8 2112199 204 DA
9 2121199 204 DA
10 21221199 205 NE
11 213|1]199 205 NE
12 21321199 206 NE

Resitev zastavljene naloge so skupine 3, 4, 5, 7, 8 in 9. Hitro se lahko
prepricamo, da je z njimi mo¢ izplacati vsak znesek od 1 do 2001 tolarja
(za skupine s kjp = 199 je treba preveriti, da lahko z manjsimi kovanci
izplaéamo vse zneske do vkljuéno 11 tolarjev, pri tistih s kg = 200
pa zados¢a, da preverimo izplaéljivost zneskov do vkljuéno 9 tolarjev).
Skupini 1 in 2 ne izpolnjujeta opisanega pogoja, saj z njima ni moc
izplacati npr. 4 tolarjev. Skupine 6, 10, 11 in 12 imajo preve¢ kovancev,
tako da niso resitve zastavljene naloge.

(b) Razliéna izplatila prestejemo tako, da se najprej odloéimo, koliko
kovancev za 10 tolarjev bomo uporabili, pri izbranem Sstevilu kovancev
za 10 tolarjev se odloéimo, koliko kovancev za 5 tolarjev bomo uporabili
za izplacilo preostalega zneska, itd.

Za izplacilo 2001 tolarja lahko uporabimo od 0 do 200 kovancev za
10 tolarjev. Stevilo izplacil, pri katerih uporabimo 9 kovancev za 10
tolarjev, je enako §tevilu razliénih izplacil zneska 2001 — 10 - £ tolarjev
s kovanci za 5, 2 in 1 tolar. Za izplacilo tega zneska lahko uporabimo

od 0 do |209119%0 | kovancev za 5 tolarjev (tu |z] oznacuje celi del

izraza x). Ce uporabimo t; kovancev za 5 tolarjev, nam za izplacilo
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ostane 2001 — 10 - t;g — 5 - t5 tolarjev. Ta znesek izplacamo s to kovanci
za 2 tolarja, mozne vrednosti za t so od 0 do | 221-10e=5%s | - ostanek

pa s kovanci za 1 tolar. Stevilo razliénih izplaéil je tako enako vsoti

|2001/10] |(2001—10t10)/5] |(2001—10t10—5t5)/2]
3 [

t1g=0 t5=0 ta=0

Ceprav je gornja vsota videti zelo zapletena, pa jo je z nekaj vztrajnosti
mo¢ izraéunati s svinénikom in papirjem. Se lazje pa gre z ra¢unalnikom,
Sam sem napisal kratek program v pascalu. Njegovo jedro so naslednje
vrstice:

znesek :=
stevec := 0;
for t10 := 0 to znesek div 10 do
for t5 := 0 to (znesek - 10 * t10) div 5 do
for t2 := 0 to (znesek - 10 * t10 - 5 * t5) div 2 do
stevec := stevec + 1;

2001;
0 .

Po izteku zank ima spremenljivka stevec vrednost 13 534 201. To Stevilo
je tudi odgovor na zastavljeno vprasanje.

Martin Juvan

HITRO MNOZENJE DVOMESTNIH STEVIL Z 11

Stevki stevila, ki bi ga radi pomnozili z 11, razmaknemo za eno mesto, nato
Stevki sestejemo in dobljeno vsoto napiSemo na vmesno prazno mesto.

Produkt 63 x 11 dobimo npr. tako, da razmaknemo 6 in 3 (6_3),
sestejemo Stevki (6 + 3 = 9) in rezultat vpisemo na prazno mesto (693).

Seveda moramo v primeru, ¢e je vsota Stevk vecja od 9, poskrbeti
za desetiski prenos. Tedaj vpisemo v vmesni prostor drugo stevko vsote,
prvo (ki je vedno 1) pa pristejemo levi od obeh razmaknjenih stevk.

Za produkt 76 x 11 sestejemo 7+ 6 = 13, vrinemo 3 med 7 in 6 (736)
in Stevki 7 na levi pristejemo 1. Rezultat je 836.

Za trening hitro izracunajte nekaj produktov: 25x11, 72x11, 34x 11,
57 x 11 in 49 x 11. Kaj pa 99 x 117

Marija Vencelj
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KAKO JE RADIO DOBIL GLAS

Prispevek o radiu, objavljen v prejénji stevilki Preseka, je opisal, kako
so pred sto leti radijske valove zaceli uporabljati za prenasanje sporocil
z Morsovimi znaki. Za kaj drugega je bilo elektriéno nihanje, ki so ga
zmogli tedanji nihajni krogi, namre¢ preveé¢ duseno. Poskusi, da bi dobili
izmeniéni tok z dovolj visoko frekvenco z dinamostroji, so se izjalovili,
¢eprav je Nikola Tesla dosegel dvajset tiso¢ nihajev na sekundo.

Od prvih poskusov Heinricha Hertza so znanstveniki izboljsevali za-
znavanje radijskih valov. Hertz jih je zagnaval Se tako, da je opazoval
iskre v sprejemnem krogu z iskriséem. Oliver Lodge je razvil koherer in
Gulielmo Marconi ga je izpopolnil. Pri tem so izkoristili pojav, da se je
kovinskim opilkom v stekleni cevi pod vplivom radijskih valov zmanjsal
elektricni upor. Radijske valove so zaznavali tudi po delovanju na ma-
gnet; Marconi je izkoristil pojav, da so radijski valovi zmanjsali magnetno
histerezo zeleza. Zaradi tega so vse manj uporabljali koherer.

Nekdanji Boltzmannov asis-
tent Ignac Klemenci¢, ki je delal o
v Gradcu in Innsbrucku, je ze leta ar l@

1893 zaznaval radijske valove s
Klemenéic¢evim krizem. Pri tem je
izkoristil pojav, da valovi segrejejo
kovino, ko se v njej absorbirajo, in
izmeril nastalo temperaturno raz-
liko s termoelementom (slika 1). b
Za uspehe pri raziskovanju radij-

Slika 1. Ignac Klemenéié¢ je vodnika iz Ze-

skih valov, predvsem njihovega
odboja na kovinskih in Zveplovih
ploséah, je Klemencic dobil visoko
priznanje.

Pozneje so si pomagali s kri-
stalom, ki se ga je dotikala ko-
vinska konica. Taka naprava je
usmerila visokofrekvenéno nihanje
v sprejemnem krogu, usmerjeni

leza (ab) in bakra (cd) sestavil v kriz in
eno precko uporabil kot sprejemno anteno
med kovinskima ploséama (A in B). Iz-
meniéni tok po tej precki je segrel spojno
mesto med zelezom in bakrom (e). Za-
radi temperaturne razlike med tem spoj-
nim mestom in spojnim mestom med ba-
krom in zelezom (b) je nastala termoe-
lektriéna napetost, ki je pognala tok po
obéutljivem galvanometru (G).

tok pa so speljali skozi slusalke.

Ze leta 1874 je Ferdinand Braun, ki je iznasel katodno cev, ugotovil, da
je kristal cinkove svetlice ZnS s tockastim kovinskim prikljué¢kom v eni
smeri bolje prevajal kot v drugi. Pozneje so ugotovili, da ima to lastnost
tudi dibakrov oksid Cuy0O, in leta 1906 priznali e patenta za usmerjanje
s karborundom SiC in silicijem. Leta 1901, torej pred sto leti, je Braun s
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kristalom cinkove svetlice s tockastim kovinskim prikljué¢kom prvié usmeril
visokofrekvenéni tok v nihajnem krogu sprejemne antene. QOkoli leta
1915 so predvsem v manj zahtevnih amaterskih radijskih sprejemnikih
uporabljali tak kristalni usmernik ali detektor. Razvoj je vodil do pol-
prevodniskih elementov, predvsem do tranzistorja, ki smo jih v Preseku
opisali v vrsti prispevkov. Toda polprevodniski elementi so zagospodarili
nad radiom Sele po letu 1960. Dotlej so radio obvladovale elektronke.

Leta 1879 je Thomas Alva Edison izdelal prvo vakuumsko zarnico
z 7arilno nitko. Stiri leta pozneje je pri enem od poskusov v stekleno
bucko zarnice vtalil elektrodo in ugotovil, da je naprava prevajala tok,
¢e je to elektrodo povezal s pozitivnim prikljuckom baterije in nitko z
negativnim prikljuckom. Pojav so opazili tudi drugi, podrobneje pa ga je
raziskal v Cambridgeu John Joseph Thomson; skupaj s sodelavci je leta
1897 spoznal, da katodne zarke sestavljajo elektroni. Thomsonov uéenec
Owen Williams Richardson je leta 1908 ugotovil, kako je gostota toka pri
termicéni emisiji iz kovine odvisna od temperature. Leta 1928 je za svoje
delo dobil Nobelovo nagrado iz fizike.

Richardsonova enacba j = AT?e~Wi/*¥T povezuje gostoto elektricnega
toka j pri termiéni emisiji z absolutno temperaturo T' kovine. Pri tem
je W; energija, s katero je elektron vezan na kovino, A Richardsonova
konstanta z velikostno stopnjo 10° A/m?K?, e osnova naravnih loga-
ritmov in k = 1,38 - 1072 J/K Boltzmannova konstanta. Enatba je
po obliki podobna enaébi za izparilni tlak kapljevine, zato termiéna
emisija elektronov s povrsja kovine spominja na izhlapevanje molekul
z gladine kapljevine.

John Ambrose Fleming je leta 1904 v Londonu prvi uporabil ele-
ktronko z dvema elektrodama — diodo. Kot prva elektroda je sluzila
kovinska nitka, ki jo je razzaril elektri¢ni tok, kot druga pa hladna kovinska
ploséica. Dioda je delovala kot usmerjevalka. Ce je bila segreta elektroda
zvezana z negativnim priklju¢kom tako, da je imela vlogo katode, ter
hladna elektroda s pozitivnim prikljuékom tako, da je imela vlogo anode,
je dioda prepuscala tok; ¢e je bila napetost obrnjena nasprotno, pa ne.
Seveda: elektroni, ki izstopijo iz segrete elektrode, lahko odtecejo na
hladno elektrodo, ob hladni elektrodi pa ni elektronov, ki bi potovali proti
segreti elektrodi. S tako diodo je Fleming usmeril visokofrekvenéni tok.
V Zdruzenih drzavah je leta 1904 zacel delati poskuse Lee de Forest in je
pozneje tudi sam razvil diodo, neodvisno od Fleminga. Leta 1906 pa je
patentiral napravo za ojacevanje Sibkih visokofrekvencnih tokov, v kateri
je uporabil elektronko s tremi elektrodami — triodo. Med katodo in anodo



274 Fizika

je vkljuéil tretjo elektrodo, mrezico, ki je kot tanka zicka v obliki vijacnice
ovijala segreto valjasto katodo (slika 2a).

Mrezica je na negativni napetosti proti katodi. Cim vecja je ta
napetost, tem vec elektronov mrezica zavrne proti katodi in tem manjsi je
tok elektronov od katode na anodo (slika 2b). Napetost med mrezico in
anodo vpliva v anodnem krogu na tok elektronov, ki ga od katode do anode
in skozi delovni upornik poganja baterija. Med katodo in mrezico — recemo
lahko tudi na vhod — prikljuéimo kot signal izmeniéno napetost, tako da
napetost mrezice proti katodi niha, a je ves ¢as negativna. Napetost
na delovnem uporniku v anodnem krogu — na izhodu — niha z enako
frekvenco (slika 2d). Razmere izberemo tako, da je povpretna moé na
izhodu velikokrat veéja kot povpreéna moé na vhodu (slika 3a), in imamo
ojacevalnik. V njem mo¢ na izhodu izvira iz baterije v anodnem krogu,
napetost mrezice proti katodi pa doloé¢i, kdaj baterija pozene tok. V triodi
lahko vidimo tudi nekaksno stikalo; ¢e je negativna napetost mrezice proti
katodi dovolj velika, tok v anodnem krogu preneha.

Leta 1912 so De Foresta obtozili, da zavaja javnost. Pred sodiscem
je tedaj nekdo pod prisego izjavil: “De Forest je rekel in podpisal v
stevilnih casopisih, da bo mogoc¢e prenasati ¢loveski glas ¢ez Atlantik,
preden bo minilo nekaj let. Te absurdne in zavajajoce izjave so zapeljale
ljudi, da so kupovali delnice njegove druzbe.” Leta 1914 so poslali ¢cez
Atlantik prvo brezziéno telefonsko sporoéilo z uporabo De Forestove
elektronke.

V anodni krog zvezimo nihajni krog iz kondenzatorja ter tuljavice
in del napetosti, ki niha z lastno frekvenco nihajnega kroga, speljimo na
vhod. S to povratno vezjo ali povratno zanko dosezemo, da nihajoéi
tok v nihajnem krogu spodbuja sam sebe in nihajni krog deluje kot izvir
neduSene izmeni¢ne napetosti — oscilator. Primerjati ga je mogoce z uro
na nihalo, v kateri nihalo preko zobatega kolesa in zasunka doloca, kdaj
utez pozene nihalo. Kot je Christian Huygens okoli leta 1657 izumil uro
na nihalo s povratno vezjo z zobatim kolesom in zasunkom, je leta 1913
Alexander Meissner izumil elektri¢ni oscilator s povratno vezjo v krogu s
triodo (slika 3b). Odtlej je bilo mogoée dobiti neduseno elektriéno nihanje
z veliko visjo frekvenco od dvajset tiso¢ nihajev na sekundo. To je bil
preobrat, ki je radiu omogoéil, da je prenasal tudi govor in glasbo, ne
samo Morsovih znakov.
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Slika 2. Poenostavljena risba triode s katodo K, mrezico M, ki je navita na izolacijska
stebric¢ka, in anodo A ter dogovorjeni znak za triodo (a). Steklena buéka, iz katere
je izsesan zrak, ni narisana. Z vezjem (b) izmerimo odvisnost anodnega toka I, od
mrezne napetosti Uy, pri konstantni anodni napetosti U, (c) in odvisnost izmenicne
napetosti na izhodu RI,, v odvisnosti od nihajote mrezne napetosti (d). Amplituda
prve je veliko vegja od amplitude Uy,.

(a) (b)

BT

Slika 3. Preprost ojacevalnik s triodo (a) in preprost oscilator s triodo (b). Sosednji
tuljavi poskrbita za induktivno sklopitev.

L
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V valovanju sta valovna dolzina A in frekvenca v povezani s hitro-
stjo valovanja ¢ = Av. Pri radijskih valovih je to hitrost svetlobe v pra-
znem prostoru 300 000 km/s, pri zvoku v zraku v navadnih okoliséinah
pa je hitrost valovanja 340 m/s, kar je skoraj milijonkrat manjsa hitrost.

Heinrich Hertz zaradi velikega razmerja med frekvenco radijskih valov
in frekvenco zvoka morda ni pomislil na to, da bi s svojimi valovi prenasal
sporocila. Dozdevno slabost radijskih valov spremenimo v prednost. Naj-
prej mislimo na srednje radijske valove z valovno dolzino med 100 m in
1000 m in s frekvenco med 3 MHz in 0,3 MHz (megahertz, MHz, je milijon
nihajev na sekundo). Vzemimo valovno dolzino 202 m ali frekvenco
1,49 MHz Vala 202 na srednjih valovih. Sligimo zvok s frekvenco od 16 s
do okoli 20 - 10% s~!, a prenos se znatno ne poslabsa, ¢e zajamemo samo
frekvence do mejne frekvence 0,01 MHz ali celo 0,005 MHz. Vzemimo, da
bi radi prenesli z radijskimi valovi ton s frekvenco 1000 s~ ali 0,001 MHz.
Upor mikrofona se spreminja s frekvenco zvoka, ki ga zadene, zato tok v
krogu z mikrofonom niha s frekvenco 0,001 MHz (slika 4a).

V nihajnem krogu oddajne postaje niha tok z nosilno frekvenco
1,49 MHz (slika 4b) in oddajna antena seva nosilno valovanje s to fre-
kvenco, ¢ée v radiu ni slisati zvoka. Sestavimo oba nihajoca tokova tako,
da se amplituda visokofrekvencénega toka spreminja z zvoéno frekvenco
(slika 4c). Postopek je znan kot amplitudna modulacija AM. Oddajna
antena, po kateri poganjamo ta tok, seva radijske valove. V sprejemni
anteni, uglaseni na frekvenco 1,49 MHz, zbudijo izmeniéni tok, ki ustreza
izmeniénemu toku v oddajni anteni. Ta tok lahko sestavimo iz toka
s frekvenco 1,49 MHz, toka s frekvenco (1,49 + 0,001) MHz in toka s
frekvenco (1,49 — 0,001) MHz. Razlika frekvenc je tako majhna, da lahko
izkoristimo resonanco, ¢e anteni uglasimo na nosilno frekvenco 1,49 MHz.
Visokofrekveéni tok v sprejemni anteni ojaci visokofrekvenéni ojacevalnik
usmerjevalka pa ga usmeri (slika 4d). Spremenljivi del usmerjenega toka
ojaci Se nizkofrekvecéni ojacevalnik. Ojaceni tok poganja zvocnik, ki od-
daja ton s frekvenco 1000 s—!. Tako lahko prenesemo ton s katero koli
frekvenco ali meSanico tonov do mejne zvocéne frekvence. Vsaki oddajni
postaji ustreza kanal, t.j. frekvenéni pas s Sirino dveh zvoénih mejnih
frekvenc okoli nosilne frekvence, tako da sosednje postaje ne motijo druga
druge. Predpisi o 8irini kanala se spreminjajo od drzave do drzave, za ra-
dijske oddaje meri irina od 0,005 MHz do 0,01 MHz, pogosto 0,009 MHz,
za telefonijo je pas ozji. Modulacijo te vrste in srednje valove so sprva
uporabljale vse javne radijske postaje, ki so nastale v ZDA 1916, na
Nizozemskem 1919, v Angliji in Franciji 1922, v Nem¢iji 1923, v Sloveniji
1928.
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Slika 4. Amplitudna modulacija: nizkofrekvenéni tok (a) in visokofrekvenéni tok
(b) dasta amplitudno modulirani tok (c), s katerim napajajo oddajno anteno. V
sprejemni anteni se pojavi tok z enako ¢asovno odvisnostjo, le da je Sibkejsi. Tok
ojaéimo in usmerimo (d) ter zgladimo, da dobimo nizkofrekvenéni tok, po frekvenci
enak prvotnemu (a). Tega %e enkrat ojaéimo in z njim napajamo zvoénik. Na risbi je
vy = 10w, ter k, = 0,4. Razmerje med frekvenco srednjih radijskih valov in zvocno
frekvenco je v resnici precej vecje.

Poznamo Se frekvenéno modulacijo FM, pri kateri z zvoéno frekvenco
vplivamo na frekvenco visokofrekvenénega toka (slika 5). Ta vrsta modu-
lacije zahteva vec¢jo Sirino kanala, denimo 0,05 MHz, zaradi ¢esar mora
biti nosilna frekvenca precej visja. Primerni so ultrakratki valovi UKV z
valovno dolzino med 1 m in 10 m, t.j. s frekvenco med 30 MHz in 300 MHz.
Prenos z njimi se je zacel &riti po letu 1950. (Oddajnik Vala 202 ali
Drugega programa Radia Slovenija na Krimu npr. oddaja pri frekvenci
93,5 MHz ali valovni dolzini 3,2 m.) Oddajne antene za ultrakratke
valove so lahko tudi vodoravne, medtem ko so antene za srednje valove
vse navpicne. Elektromagnetne motnje v ozra¢ju navadno prizadenejo
amplitudo valov, ne njihove frekvence. Zato so motnje pri prenosu s
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(a) (b)

Slika 5. Frekvenéna modulacija: nizkofrekvenéni tok (a), visokofrekvenéni tok (b) in
amplitudno modulirani tok (c), s katerim napajajo oddajno anteno. Na risbi je v, =
= Hw: in m = 3. Razmerje med frekvenco UKV in zvoéno frekvenco je v resnici veliko
vecje.

frekvenéno modulacijo veliko manjse kot pri prenosu z amplitudno modu-
lacijo. Ultrakratki valovi potujejo premo, medtem ko srednji valovi sledijo
ukrivljenosti Zemlje. Zaradi tega ultrakratkovalovna oddajna postaja
pokriva le obmog¢je s premerom, manjsim od sto kilometrov. Slovenija je
danes prepletena z mrezo takih postaj, na srednjih valovih oddaja samo
se nekaj oddajnikov, namenjenih Slovencem po svetu.

Pri frekvenéni modulaciji je mogo¢ stereofonski prenos, kar pomeni,
da napajamo posebej levi in desni zvoénik v sprejemniku z nihajoé¢ima
tokovoma, ki ustrezata nihajo¢ima tokovoma v levemu in desnemu mikro-
fonu. Pri tem je treba upostevati se dodatno zahtevo, da mora ostati upo-
raben tudi starejsi sprejemnik, ki ni prilagojen stereofonskemu prenosu.
Zadeve so dokaj zapletene, zato smo se zadovoljili s povrénim opisom.
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Amplitudna modulacija. Napetost, ki niha z visoko nosilno frekvenco
vy, pomnozimo z izrazom, v katerem élen niha z zvoéno frekvenco v,
in uporabimo zvezo cosacos 8 = % cos (a + 3) + 3 cos (a — B):

Up cos (2mvyt) - [1 + kg cos (2mu,t)] =
= Uy cos (2mv,t) + %kaUg cos [2m(vy, + v,)t] + %kaUn cos [2m(vy — 1,)1] ;

ke je koeficient amplitudne modulacije, ki je navadno manjsi kot 1.

Frekvencéna modulacija. 1z enacbe 2mv = dy/dt izhaja za fazo ¢ =
2m f vdt. Naj visoka frekvenca vsebuje ¢len, ki niha z zvoéno frekvenco
v = y[l + kgeos(2rv,t)], pa dobimo

t
Uy = Upcosp = Uy cos (27r/ vdt) =
0

= Ug cos [2mupt + (vo/vz)ky sin (27v.t)] =
= Uy cos (2mvp) cos [msin (27v,t)] — Up sin (2m1p) sin [m sin (27, t)] .

Uporabili smo zvezo cos (e + 3) = cosacos f — sinasin 3; ky je koefi-
cient frekvenéne modulacije in m = vgky /v, razmerje med spremembo
nosilne frekvence in zvoéno frekvenco. lzraz je precej bolj zapleten kot
pri amplitudni modulaciji.

Dodajmo 8e kratko pripombo o televiziji, pri kateri moramo prenasati
vidni in zvoéni signal. Za prenos vidnega signala uporabimo amplitu-
dno modulirano nihanje z zelo visoko frekvenco VHF od 48,5 MHz do
222.75 MHz (za kanale od 2 do 11) ali z ultra visoko frekvenco UHF od
471,25 MHz do 788,75 MHz (za kanale od 21 do 60). Uztrezne valovne
dolzine lezijo na obmoéjih od 6,1 m do 1,3 m ter od 64 cm do 38 cm. Za
prenos zvoénega signala uporabimo frekvenéno modulacijo. Zvoénemu
in vidnemu signalu ustreza skupaj kanal s sirino 7 MHz. Upostevati
moramo, da pri danasnji barvni televiziji prenasamo podatke za tri barve,
Zopet mora biti izpolnjena zahteva, da dobimo pri tem s starim érno
belim sprejemnikom érno-belo sliko. Tako si lahko predstavljamo, kako
zapletena je zadeva v podrobnostih. Fizik se navadno zadovolji s tem, da
okvirno opise osnove.

Prenos sporocil z radijskimi valovi se je do danes zelo razsiril, a nekaj
nekdanjih naprav ni vec¢ v rabi. Med te sodijo elektronke — diode, triode
in take z veé elektrodami, ki so bistveno prispevale k razvoju radia in
televizije, a so svoje mesto prepustile polprevodniskim elementom.

Janez Strnad
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DELITEV PROSTORA Z n RAVNINAMI IN Z
n OBLAMI — Odgovor na vprasanji s str. 194 in 195

V prejsnji stevilki Preseka smo vam zastavili dve sorodni nalogi. V prvi
smo sprasevali, na koliko delov razdeli prostor n ravnin v splosni legi,
druga je zahtevala odgovor na podobno vprasanje, le da ravnine v njem
zamenjamo z oblami. Ker bomo tudi resitvi nalog iskali po slicnih poteh,
si ju oglejmo kar v skupnem prispevku.

Delitev prostora z n ravninami v splosni legi

V nalogi smo postavili zahtevo, da imajo poljubne tri ravnine, s katerimi
razdelimo prostor, neprazen presek, poljubne &tiri pa so brez skupne tocke.
To pravzaprav pomeni, da imajo poljubne tri ravnine skupno natanko eno
tocko. Primer medsebojne lege treh ravnin, kakrsnega kaze slika 1, namreé
ne more nastopiti. Presek poljubne cetrte ravnine in dveh od narisanih
treh ravnin bi vseboval tocko preseéne premice p. Ta tocka pa bi bila, v
nasprotju z naso zahtevo, skupna tocka stirih ravnin.

Slika 1.

Je pa navedeni pogoj bistven za enolicno resitev naloge. To lahko
uvidimo ze na primeru treh ravnin. V primeru s slike 1 je razpadel prostor
na Sest delov, tri vzporedne ravnine ga razdele na stiri dele. Koordinatne
ravnine pravokotnega koordinatnega sistema, na primer, ki imajo skupno
natanko eno tocko (koordinatno izhodisée), pa razdelijo prostor na osem
delov (oktantov).

Da bi se splosne naloge lotili z direktnim prestevanjem dobljenih delov
prostora, ne pride v postev, saj bi z vecanjem stevila ravnin kaj kmalu zasli
v brezupno nepregledni polozaj. Za nekaj zac¢etnih n pa to le napravimo!

e Ena ravnina razdeli prostor na dva dela.
e Dve sekajoci se ravnini razdelita prostor na §tiri dele.
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e Tri ravnine, z natanko eno skupno tocko, razbijejo prostor na osem
delov, kot v primeru koordinatnih ravnin. Na stevilo delov o¢itno ne
vplivajo velikosti kotov, ki jih ravnine oklepajo, da le niso med seboj
vzporedne.,

e Za n = 4 si bomo pomagali s slikama 2a in 2b. Slika 2a prikazuje
tipiéen primer Stirih ravnin v splosni legi.

Slika 2a. Slika 2b.

Naj bodo prve tri ravnine v naSem razmisljanju tiste, ki se na sliki
paroma pravokotno sekajo (Geprav taka izbira ni bistvena). Te rav-
nine sekajo ¢etrto ravnino vzdolz treh paroma se sekajocih premic p,
q, 7, ki so brez skupne tocke (zaradi splosne lege ravnin). Premice p,
q in r razdelijo ¢etrto ravnino na sedem kosov (slika 2b). Vsak od teh
kosov lezi ves v natanko enem od delov, na katere delijo prostor prve
tri ravnine, in deli ta del na dva nova dela. Ker ustvarjajo prve tri
ravnine v prostoru osem delov, od katerih jih cetrta ravnina sedem
deli na dva nova dela, je skupno stevilo delov prostora pri razbitju s
§tirimi ravninami enako N(4) =8+ 7 = 15.
Naéin premisljanja, s katerim smo ugnali nalogo za n = 4, pravzaprav
ni veé navadno prestevanje. Idejo; ki jo vsebuje, bomo uspesno uporabili
tudi v sploSnem primeru.

Splosno resitev bomo poiskali v treh zaporednih korakih.

1. korak

Oznaé¢imo z Nj(n) stevilo delov, na katere razbije premico n razlicnih
tock te premice. O¢itno je Ny(n) =n+ L.

2. korak

Naj bo Na(n) stevilo parcel, na katere razbije ravnino n njenih pre-
mic, ki so med seboj v splogni legi (t.j. premice se paroma sekajo, poljubne
tri pa so brez skupne tocke). Koliksen je Na(n)?
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a) Ena premica razdeli ravnino na dva dela, torej je Na(1) = 2.

b) Denimo, da ze poznamo §tevilo Na(n), in opazujmo mnozico n + 1
premic iste ravnine v splosni legi. Prvih n premic deli ravnino na Ns(n)
parcel; (n + 1)-ta premica, imenujmo jo p, seka prvih n premic v n
razlicnih tockah. Po rezultatu prvega koraka razdelijo te to¢ke premico
p na Ni(n) = n+ 1 delov, katerih vsak deli po eno od prej dobljenih
ravninskih parcel na dVOJe slika 3)

Slika 3.
S tem, da smo n premicam dodali Se eno, smo torej Stevilo Na(n)
povecali za Ny(n) delov. Torej velja

NQ(?’L + 1) = Nz(ﬂ) + Nl(ﬂ.) = Ng(ﬂ) + ('ﬂ- + 1) I
Nadomestimo n zapored zn — 1, n—2, ..., 2in 1:

Ng(ﬂ,) = Ng('ﬁ- — ]_) +n
No(n—=1)=Na(n—2)+ (n—1)

Na(3) = Na(2) + 3
N3(2) = Na(1) +2

Ce zgornje enache sestejemo in upostevamo, da je No(1) = 2, dobimo
Na(n) = Na(1)+[24+3+...+(n—1)+n] = 14+[14+2+43+...+(n—1)+n]

in konéno

nn+1) n?+n+2
9 2 '

n{n+1)

et

Ng(n) =1+

1 Vsota prvih n naravnih Stevil je enaka
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3. korak

Oznaéimo z N3(n) stevilo delov, na katere razdeli prostor n ravnin v
splosni legi, in opazujmo mmnozico (n + 1) ravnin v splosni legi. Dodana
ravnina R seka prvih n ravnin vzdolz n premic ravnine R, ki so med seboj
v splosni legi, ker so dane ravnine v medseboj jno splosni legi. Teh n premic
deli ravnino R (glej 2. korak) na Na(n) = "—+"+— ploskev, katerih vsaka
deli po enega od prej dobljenih delov prostora na dvoje. Zato velja

n24+n+2
7 .

Spet nadomestimo zapored nzn— 1, n—2, ..., 2in 1. Dobimo

N3(n + 1) = N3(n) + Na(n) = N3(n) +

(n-12%+(n—-1)+2

Na(n) = Na(n —1) +

2
N3(n—1) = Ng(n—2) + (n—2)2+2{n—2)+2
2
Ny(3) = Ny(2) + =212
2
N3(2)=N3(1)+1+421+2.

Enaébe sestejemo, preuredimo élene in dobimo

N_-;(n):N3(1)+%[12+22+...+(n—2)2+(n—1 24

+l[1+2+...+(n— )+(n—1)]+ [2+2+ +2].
2 \——I

n—1

Upostevamo, da je N3(1) = 2, in uporabimo formuli za vsoto prvih
n naravnih stevil in vsoto kvadratov prvih n naravnih tevil.? Dobimo

M= 2= 1) g1

(n+1)(n? —'n+6)
(i

+n-1)=

2 Vsota kvadratov prvih n naravnih stevil je enaka MJB(Z"—H).
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Ce v formulo vstavimo zapored n = 1, 2, 3 in 4, dobimo N3(1) = 2,
N3(2) = 4, N3(3) = 8 in N3(4) = 15, kot smo ze na zacetku izracunali.
Pet ravnin v splosni legi razdeli prostor ze na 26 delov, deset pa kar na 176
delov. Direktno prestevanje delov pri vecjih n bi se torej res ne obneslo.

Delitev prostora z n oblami

V zastavljeni nalogi smo braleu prepustili, da v primerjavi s prejsnjo
nalogo sam ugotovi, da pogoj, da se oble paroma sekajo, ni dovolj za
enoliéno resitev naloge. Lahko najdemo primere, ko z enakim Stevilom
obel dobimo po stevilu delov razliéna razbitja prostora (poiséite kakSen
tak primer).

Zato dodatno zahtevamo, da imajo poljubne tri oble skupni vsaj
dve tocki, poljubne §tiri oble pa so brez skupne tocke. Tedaj je naloga
enolicno resljiva. V takem primeru dobimo tudi najveéje mozno Stevilo
delov prostora pri delitvi z n oblami.

Spet bomo resitev naloge poiskali v treh zaporednih korakih.

1. korak

Oznaéimo z Nj(n) stevilo lokov, na katere razdeli kroznico n parov
tock, to je 2n tock te kroznice?

Ni tezko uvideti, da je Ni(n) = 2n.

2. korak

V ravnini naj bo dana mnozica kroznic, ki se paroma sekajo, poljubne
tri pa so brez skupne tocke. Tako mmnozico bomo imenovali mnozica
kroznic v splosni legi. Izracunajmo Stevilo parcel, na katere ta mnozica
kroznic razdeli ravnino.

Oznacimo z Na(n) stevilo parcel, na katere razdeli ravnino n kroznic
v splosni legi, in opazujmo (n + 1)-to kroznico te ravnine, ki je s prvimi
n kroznicami v splosni legi. Prvih n kroznic seka (n + 1)-to kroznico,
imenujmo jo K, v n parih razliénih tock. Te tocke razdele K (glej 1.
korak) na Nj(n) = 2n lokov. Vsak od teh lokov deli po eno od prej
dobljenih parcel na dvoje (slika 4).

Zato je

Na(n+ 1) = Na(n) + Ny (n) = Na(n) + 2n.

Upostevamo, da je N3(1) = 2, poracunamo kot v nalogi z ravninami in
dobimo

M(n)=n%>-n+2.
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Slika 4.
Posledica

Tudi oblo, na kateri je razporejenih n kroznic v splosni legi, delijo te
kroznice na Na(n) = n? — n + 2 parcel.

3. korak

Naj bo danih n + 1 obel, katerih poljubne tri imajo vsaj po dve
skupni tocki, poljubne &tiri pa so brez skupne tocke. Od tod sledi, da
imajo poljubne tri oble natanko dve skupni tocki. Premislite, zakaj!

Oznac¢imo z Nj(n) stevilo delov, na katere razdeli prostor prvih n
obel, in opazujmo (n + 1)-to oblo. Prvih n obel seka (n + 1)-to oblo v n
kroznicah, ki so na (n + 1)-ti obli razporejene v splosni legi. Te kroznice
dele (n + 1)-to oblo na A3(n) = n? — n + 2 parcel, katerih vsaka deli po
enega od prej dobljenih prostorskih delov na dva dela. Zato velja

Na(n+ 1) = N3(n) + Na(n) = Na(n) + (n* —n +2).
Ker je N3(1) = 2, dobimo, ¢e malo pora¢unamo, da je

n(n? —3n+8
Ns(n) = %
Vrednosti za prve tri n so enake kot pri razbitju z ravninami v splogni
legi: N3(1) = 2, N3(2) = 4, N3(3) = 8. Potem pa zacne N3(n) hitreje
naraséati kot N3(n). Tako je N3(4) = 16, N5(10) pa ze 260.

Marija Vencelj
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DIRK J. STRUIK (1894-2000)

Dirk Jan Struik, eden najbolj znanih
zgodovinarjev matematike, je umrl
21. oktobra 2000 na svojem domu
v Belmontu, Massachusetts, ZDA, v
visoki starosti 106 let. ; . 4

Struik se je rodil 30. septem- D””\' I St ”ﬂ.k
bra 1894 v Rotterdamu na Nizo-
zemskem. Matematiko (v kombi-
naciji s fiziko) je studiral na Uni-
verzi v Leidnu!. Iz matematike je
doktoriral leta 1922 na Univerzi v
Delftu®. Leta 1923 se je porocil s
cesko matematicarko Ruth Ramler.
V zakonu so se jima rodile tri héere.
Zakon je trajal celih 70 let do Zenine
smrti leta 1993. Po doktoratu se
je izpopolnjeval v Rimu, kjer se je
navdusil za studij zgodovine mate-
matike, in v Gottingenu, kjer je
spoznal mnoge vodilne matematike
tedanjega casa (med drugim Hil-
berta, Cartana, Couranta, Noetherjevo, itd.). V Gottingenu je srecal
tudi Norberta Wienerja, profesorja z univerze Massachusetts Institute of
Technology (MIT) v ZDA. Ta ga je leta 1926 povabil na MIT in Struik je
vabilo sprejel. Profesor na MIT je ostal vse do upokojitve leta 1960.

Struik se je ze v mladosti navzel levicarskih nazorov in je bil pri-
znan poznavalec marksizma. Zaradi svojih pogledov je v obdobju, ko je
senator McCarthy v ZDA vodil “gonjo” proti komunistom in njihovim
somisljenikom, postal zrtev neutemeljenih obtozb in v letih od 1951 do
1956 ni smel predavati.

Kot matematik se je Struik ukvarjal z analizo in geometrijo. Bolj
kot po svojem znanstvenem delu s podro¢ja matematike pa je znan po
proucevanju zgodovine matematike. Njegovo najbolj znano delo je knjiga
A Concise History of Mathematics, ki je (v dveh delih) prvi¢ izila leta

! Leiden je manjse mesto, ki lezi priblizno 25 kilometrov severno od Rotterdama
in ima okoli 115 tiso¢ prebivalcev. Univerza v Leidnu je bila ustanovljena leta 1575,
med profesorji, ki so predavali Struiku, pa je bil tudi Hendrik A. Lorentz, Nobelov
nagrajenec za fiziko iz leta 1902.

2 Delft je mesto z manj kot 100 tiso¢ prebivalci, ki lezi slabih 15 kilometrov seve-
rozahodno od Rotterdama.
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1948 pri zalozbi Dover. V njej je na okoli 250 straneh zgoS¢eno opisana
zgodovina matematike od pradavnine do zacetka 20. stoletja. Zadnja,
po vrsti cetrta izdaja je iz leta 1987 in vsebuje tudi dodatno poglavje o
razvoju matematike v prvi polovici 20. stoletja. Knjiga je prevedena v vse
pomembnejse svetovne jezike, bralcem Preseka pa je gotovo najbolj znan
njen slovenski prevod, ki je pod naslovom Kratka zgodovina matematike
leta 1978 (in kasneje ponovno leta 1986) izSel v zbirki Knjiznica Sigma.
Sam imam knjigo v res lepem spominu, saj je bila to prva knjiga o
zgodovini matematike, ki sem jo prebral.

Martin Juvan

CETRTE POTENCE STRANIC V PRAVOKOTNEM
TRIKOTNIKU — Resitev s str. 211

Najprej dokazimo, da je v pravokotnem trikotniku ¢ > 2v, kjer je v visina
na hipotenuzo ¢. Ce izberemo oznake kot na sliki, sledi zaradi pravokot-
nosti trikotnika CC1C’ ocena § = 1, > v, torej ¢ > 2v. Enacaj velja
natanko v primeru, ko toéki 'y in C’ sovpadata, to je v enakokrakem

pravokotnem trikotniku (za a = b).
C

A b B

Preverimo sedaj levi del dvojne neenakosti, t.j. veljavnost ocene
at+bt > 1t Iz (a? + %)% = o' +2a%7 +b* sledi o + b =
= (a® + b%)? — 2a%b*. Ker je plodéina pravokotnega trikotnika p = —;1 =
= 2 in velja v njem Pitagorov izrek a®+b* = ¢?, dobimo od tod a* + b* =
= (¢?)? — 2c®v? = ¢%(c? — 20?) in zaradi ¢ > 2v konéno a* + b* > 1.

Potrdimo e desno neenakost. Ker je hipotenuza ¢ najdaljsa stranica
pravokotnega trikotnika, velja

a* + bt =a?-a® + 00 < P(a® + 1) =
S tem je dokaz veljavnosti ocene 3c* < a* + b* < ¢* zakljucen.

Dragoljub M. Milosevié, prev. Marija Vencelj
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SESTAVIMO ‘CETVEREC’ 1Z ENAKIH KROGEL

Ob koneu lanskega leta smo lahko na policah nekaterih trgovin opazili
zanimivo geometrijsko sestavljanko. Iz stirih skladnih teles je potrebno
sestaviti pravilni (enakorobi) éetverec. Prvi razrez cetverca je 1940. leta
patentiral Edward T. Johnson. lgra, ki sem jo kupila, pa je narejena po
predlogi Wolfganga Schneiderja.

D e

A B

3 R
Slika 1. Tloris sestavnega dela. Slika 2. Stranska ploskev sestavljenega
pravilnega Cetverca.

Robovi telesa so: DC = 3z, AB = AE = DH = GC = z, BC =
= AD = HG = 2x. Osnovna ploskev je enakokraki trapez ABCD,
stranske ploskve enakokraki trapezi DHGC, DAEH, BCGF in kvadrat
ABFE, zgornja ploskev pa enakokraki trapez EFGH. Izdelava mreze
tega telesa je preprosta.

Ob tej sestavljanki sem se spomnila na sestavljanko iz samih enakih
krogel. Eno izmed takih sestavljank prodajajo tudi v nasih trgovinah.

1z 20 danih krogel, ki so zlepljene v gruée tako, kot kaze slika 3, je
potrebno sestaviti pravilni ‘Getverec’.

OO0 OOCO Cgé)

Slila 3. Slika 4.

Iz 20 krogel lahko sestavimo ‘Cetverec’ tudi, ¢e so Stirje sestavni
deli med seboj enaki. Kako jih povezemo, kaze slika 4, kako zlozimo
pa fotografija na III. strani ovitka,
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Nekaj racunanja

Koliko krogel potrebujemo za pravilni ‘Getverec’, ¢e osnovni rob sestavlja
n krogel?

Slika 5.

Oznaéimo stevilo krogel na osnovni ploskvi s P,,, v celotnem ‘¢etvercu’
pa s K. S slike razberemo, da ima vsaka vrsta v osnovnem trikotniku
eno kroglo manj. Za¢énemo z n kroglami in koncamo z 1 kroglo. Torej je

P,,='n+(n—1)+(n—2)+-'-+1:%n(n+1): (n-gl—l)‘

Vsaka naslednja plast, ki sestavlja pravilni ‘Getverec’, je trikotnik, ki ima
za osnovnico eno kroglo manj. Vse krogle dobimo, e sestejemo krogle po
plasteh. Torej je:

KH:ZPk=Z%k(k+1)=%Z K4 k) .
=1 k=1 k=1

Po znanih formulah dobimo

== %(% i i % n(n + 1)) b %n(n-l-l)(n—l—Q) - (n _'a"— 2).

Za nekaj zacetnih Stevil sestavimo tabelo za Stevilo krogel K, ki jih
potrebujemo za sestavljanje ‘Getverca’, ki ima na osnovnici n krogel.

n 1 2 3 1 5 6 ol U -
Bon 1 4] 10| 20| 35| 56| 84120

Ce 7elimo sestaviti pravilni éetverec iz 4 skladnih delov, mora biti
stevilo krogel deljivo s 4. To pa pomeni, da je prva taka moznost (ée ne
upostevamo trivialne regitve, ko je n = 2) éetverec z robom n = 4. Tega
smo Ze sestavili.
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Druga naslednja moznost je, da vzamemo za osnovni rob 6 krogel
(potrebujemo 56 krogel). Izkaze se, da ne moremo narediti tirih skladnih
delov; tudi pri n = 7, ko potrebujemo 84 krogel, ne gre (sestavni deli so
zrcalno simetriéni). Prvi naslednji pravilni éetverec, ki ga lahko sestavimo
iz 4 skladnih delov, ima rob n = 8. Zanj potrebujemo 120 kroglic. Vsak
del ima torej 30 kroglic.

To pa bi lahko ugotovili ze iz slike stranske ploskve éetverca, ki smo
ga sestavili iz Stirih skladnih teles na prvi sliki. Osnovni rob ¢etverca je
bil razdeljen v razmerju 1 : 3.

Sestavni del za pravilni ¢etverec z robom n = 8 ima dve plasti.

Spodnja plast sestavnega dela za pravilni Zgornja plast sestavnega dela za pra-
cetverec z robom n = 8. vilni ¢etverec z robom n = 8.

Slika 6.

Pravilnemu ‘Cetvercu’ iz krogel oértamo pravilni ¢etverec

Poglejmo Se, kako bi izracunali stranico pravilnega ¢etverca, ki mu je
‘cetverec’ iz krogel vértan.

Da bomo lazje posplosili primer, za¢nimo s pravilnim ‘Cetvercem’ iz
4 krogel (tri v prvi plasti in ena v drugi). Sredisca krogel A, B, C in D
lezijo v ogliscih kocke in tvorijo oglisca pravilnega cetverca.
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Koordinatno izhodisée postavimo v sredisée kocke, koordinatne osi
pa vzporedno z njenimi robovi. Rob kocke naj bo 1. Polmer krogel naj
bo r. Ocitno je, da je r = v/2/2.

Glede na izbrani koordinatni sistem imajo sredis¢a krogel naslednje

koordinate:
1 1 q
D(_E'_E’_E)

1 i [ 1 1 1 1l 1.1
4 (5’ 7 5) b (5* PX —5) o (—5’ 7 5)

Doloéimo enacbo ravnine, ki gre skozi tocke A, B,C. Normalni vektor
ravnine skozi tocke A, B, C je 7i = (1,1,1) in enaéba ravnine je

1
T+ y +z— E —H.
Razdalja te ravnine od koordinatnega izhodisca je dp =1/ (2\/.')7).
Cetverec, ki je oértan kroglam, ima eno izmed ploskev vzporedno s
to ravnino. Oznaéimo jo s II. Ravnina II je od tock A, B in C' oddaljena
ravno za polmer krogel.
Oddaljenost d; ravnine II od koordinatnega izhodiséa je

1 V2 1+6

P Ml P it
2v3 2 2v/3

Ker pa so si vsi pravilni ¢etverci med seboj podobni, dobimo iz razmerja

1+v6 V2 6+V6
2v/3 2 6

dy

d1:T:

splosni izraz za dy, ki se glasi:

Razdalja d; naj bo polmer vértane krogle za éetverec s stranico as. Iz
znane formule za polmer pravilnemu éetvercu vértane krogle

o G'zs/g

. 12
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dobimo

6+v6 __arz\/{_i
6 | 12

in iz tega

g = 2(\/6+ 1)?‘.

Ali znamo poiskati stranico oértanega Getverca za poljubni pravilni
‘Cetverec’, ki ima na osnovnici n krogel? Najprej nariimo pomozno sliko.
Vemo, da so ploskve cetverca vzporedne z zveznico sredisc krogel, ki so
oznacene na sliki 8.

Slika #.

S slike razberemo, da se dolzine stranic oértanega cetverca pri do-
dajanju posameznih plasti razlikujejo ravno za premer krogel (polovica
stranice se razlikuje za r). Ker je pri n = 2 stranica az = 2(v/6 + 1)r, je
pri n kroglah na osnovnici stranica oértanega ¢etverca enaka

an =2r(V6 4 (n—1)).
Preverimo, da rezultat velja tudi za eno kroglo:

ﬂl\/_

a1=2r\/6=>r= 126.

Nada Razpet

ZLOZENKA — Resitev s str. 194

1. meter, 2. enota, 3. racun, 4. fokus, 5. diada; iskano geslo v obarvanem
stolpeu je TOCKA.

Dragoljub M. Milosevié
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STEVILSKA KRIZANKA ZA MATEMATICNI
PODMLADEK - Resitev iz P-4, str. III

Stevila, ki jih moramo vpisati v
krizanko navpi¢no, so enolicno
doloc¢ena ze s svojimi posamicni-
mi opisi. Zato je najprimerneje
zaceti reSevanje po navpicnicah.
Od vodoravnih stevil malenkost
veC casa zahtevajo 2., 11. in 19.
stevilo, pa Se ta lahko dobimo s
poskusanjem, ¢e s premislekom
ne gre.

Marija Vencelj

=

o

w

oo

e

e
o

b

-
o

o

EEN - -

——

S

KRIZANKA “OB 401. OBLETNICI SMRTI
POGUMNEGA ASTRONOMA?” — Resitev s str. 224

A I EIEEIEIEEE e R R B
i Els|tlelalr[a[r[@ [n[k][v]i]z]1]c][i1]a]a]
’ b |1 [o[rR[p[a|n|0E plo|m[1|[n]1]k[a|n|E]C

S P8 (R |U(N|OIETE(P|T|O|L|EM|E|JZEIRIA|CE

=% = k|Le|plelchslr|L|a[T|E[s|a[s]|1[F]{A]H
= f A l=al0|s|T|R[0]|6|=|=]=|e=le=mne|v[o|N]J
Eo[i|[s| kK[o[N|T|I|NJu|I|[T|E|T|A|TTeK|L|A|U|S =
o|L|T|A|R|=[=R|A|BIERA|Z|O|V K| A|&l~ZH|p
FN|O[R|M|A|L|K|AFEIE|R|O|S|=|R|E|A[ %= |V|Z|O|R
glolz|o|nZ i |c|n[o[r|a|[n|T][&[T|r|sE]p|[r|0[L]E
Fls|o/n|o|r|a@e|T|T|=mE[=w=als|T|mAZlc|alD
—_1Flo[R|um&EicR|I PP A BEF T OlUuLlOUlSE
S22 15w e o =i o [N |E[a|L [EB=Ivr|s[a[rR[=[T]L
&[S|LEE z|a|c|R|E|BIE k|R|D|E|L|Oo[E{T|RINEZ]1]E
ik |o|p|e[R|N[I|k[#c|rR[m|a[p[a|fe|e[n[e[T]k]E
Blolg/Ricl=umal@E plela|noffa=pu|r|[a|&m|a]k
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36. DRZAVNO TEKMOVANJE ZA ZLATO
VEGOVO PRIZNANJE — Resitve s str. 235

7. razred

1.  Vrednost ulomka je 3.

2.V vseh sedmih mestih skupaj tekmuje 20-krat toliko sedmoSolcev kot
v Novi Gorici. Ker je vseh tekmovalcev 220, jih v Novi Gorici tekmuje
11. V Ljubljani tekmuje 66 sedmosolcev, v Mariboru 55, v Kopru,
Kranju, Celju in Novem mestu pa po 22.

3. Zax =1 je potenca Ty" dvomestno stevilo, za = 3 pa petmestno.
Trimestno stevilo je le za @ = 2. Tedaj dobimo zapis %2 = yzy. Zato
je y lahko le 1 ali 6. Za y = 1 je 21% = 441 in y ne more biti 1. Za
y =6 je 262 =676. Torejjec=2,y=6,z2="T.

4. p;i =Y, zato je 497 = 7T in od tod r = 14 cm. Zaradi I = E< je
s “l'é%;o‘ in a = 90°.

8. EZW_:?‘,EJ__AC,

SE1BC, FS = CE, ES =
= C'F, zato je stirikotnik SECF
kvadrat. FE in SC sta njegovi
diagonali, zato sta enaki.

8. razred

1. Vrednost izraza je 1.

2. (2% +4x)+ (y* —10y) + 22 +2000 = (x +2)®> —4+ (y — 5)* — 25 +
+ 22 42000 = (z + 2)% + (y — 5)2 + 2% + 1971. Najmanjsa vrednost
izraza je 1971.

3. AE=CD=2cm, BE=13cm

in <BCE = 90°. Zato je CE- =
=132-52inCE=d=12 em.
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4. Zaradid® =a®? +b® jed=5cm. Iz b+ 2% =
= (a — z)? pa dobimo © = “—22;—52 = L cm. Obseg
je tedaj o = d + 2b + 22 = 123 cm, plo§¢ina pa

p=2L+Z2 =73 cm?

5.V tristrani prizmi velja GH = 3¢ in KE =

2
3“4 3 zato je njena prostornina V3 =

_ 923
16 -

I

Prostornina pravilne enakorobe
Seststrane prizme je Vg = 3—“%/—3 Tedaj je
% = % = 0,375. Prostornina izrezane tri-
strane prizme je 37,5 % prostornine pravilne
enakorobe Seststrane prizme.

Aleksander Potocnik

DRZAVNO TEKMOVANIJE IZ FIZIKE ZA
OSNOVNOSOLCE — Resitve nalog s str. 236

Teoreticne naloge za 7. razred

l.a)lp = 15m, zg = 1 m, F; = 600 N. Iz podobnih trikotnikov ugotovimo

2
” AL B /() 442
:T01 FZHZQ—(Z)—”=2270N_

3 Iy Ip

el

Pri tem smo uporabili Pitagorov izrek: (1/2)? = (Ip/2)? + z2.
b)lp=15m, zg =1 m, Ay =2 m.

Ay by =lgp— Ay
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Ker je vrv neraztegljiva, velja (spet uporabimo Pitagorov izrek)
IR . s
(5) = (3) +s
4 Sl % S
() -(G)+=
S slike vidimo, da je [ = lyp — Ay. Torej je

lo ‘ 2 L § 2 1 2 2

Od tod dobimo

9 lo - 2 1 2 2, 1 Ayz 2
zp=|l5 ) +%) — 7o —Ay)" =2+ FlAy— (") =15m

Az =21 —29=(V15—1)m =287Tm.
Delo je potem enako: A = FjAz = 1724 J = 1720 J.
2.a) V vseh posodah stoji voda enako visoko, h = 1 dm, saj je pomembna

le sila, s katero deluje voda na gugalnico F' = p- S = chS = oghS =
=5 N. Tlak na “dno” posode mora biti v vseh primerih enak.

b) V vseh posodah mora biti enaka koli¢ina vode, tako da je (mposode +
+ Myode)g = 5 N. Ker je mposode = 0,1 kg, dobimo myede = 0,4 kg.

3.a) Graf je predstavljen na sliki na 1°C] 4
desni.

100
b) Iz tabele lahko razberemo, da je
v ekonom loncu, ko juha vre pri
120°C, tlak enak 1,985 bara.
¢) Voda vre ze pri 81°C, kar lahko
60}

odéitamo z grafa.

0103 11 plbad
Temperatura vrelisca v odvisnosti od

tlaka za temperaturno obmoéje od 50°C
do 110°C
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Eksperimentalni nalogi

4.a)

¢as | visina vodne 15 ] thfT‘l]
gladine
[s] [em]
0 15
20 13.1 %
40 12,4 1
60 11,3 ] ¢
80 10,1
100 9,5 101
120 8,5 |
140 8,2 s
160 7.7 |
180 7.3
200 6.9
220 6,5
240 6,3 5
260 6,2 SR S — = -
280 6,0 60 120 300 T[S]
300 5,8

Visgina vodne gladine v plastenki v odvisnosti od éasa

b) Po zelo dolgem ¢asu bo gladina vode na visini spodnjega roba iztoka.

c)

Pri uporabljenih plastenkah je bilo to na visini priblizno 5 cm.

Iz umeritve ugotovimo, da se gladina vode zvisa za hg = 10 cm, ¢e
vanjo dolijemo Vi = 6 dl vode. Iz teh podatkov lahko izra¢unamo,
koliko vode iztece na sekundo.

7 grafa odcitamo, da se, pri zacetni visini vodne gladine okoli 7,5 cm,
vodna gladina v At = 20 s spusti za Ah = 0,4 cm. Povpreéen
prostorninski tok v dvajsetih sekundah merjenja je

AV Ah 1 0,4 cm 1 em®
TRl e dl—=12 —.

At ho At 10 em 20 s S

Ko je vodna gladina 10 cm visoko, razberemo iz grafa, da se je v
20 s gladina znizala za 0.8 cm. To pomeni, da je v istem ¢asu izteklo
dvakrat veé vode kot prej. Povpregen prostorninski tok je 2,4 cm?/s.
Na zacetku merjenja se je vodna gladina znizala za 1,6 cm, torej
tirikrat bolj kakor v prvem primeru. Povprecen prostorninski tok je
4.8 cm? /s,

Pravilni odgovori so: 1,2 em®, 2.4 cm® in 4,8 cm®.
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d) Za risanje grafa lahko izra- 1
cunamo Se kaksno dodatno |
tocko, ni pa nujno. V grafu
moramo upostevati, da se tok
zmanjsuje nelinearno in da bo
po dolgem ¢asu skoraj ni¢. Ne
more pa biti negativen.

prostominski tok{crn®/s|

50 120 300 fs]
Prostorninski tok vode v odvisnosti od ¢asa

5.a) in b) Meritve z vzmetjo

F[N] | z[mm ] ®
0 [mm]

75 400 {

155 300
235 200 +
315 100 +
400

500 +

Tl || =D

i} I 2 3 ] 5 F[N]

¢) Vzmet se pri neznani utezi raztegne za 275 mm. Teza merjenca je
3,5N.

d)in e) Meritve z elastiko

r

FIN

z[mm |

0

15

59

32

95

Qs W= O

102

[:n.m]

120 +
100 1
80 +
G0 +
10 +
20 +

—

0 I 2 3 1 5 F[N]

f) Pri elastiki so raztezki manjsi. Za elastiko ne velja Hookov zakon.
Pri vecji obremenitvi se raztezki manjsajo.
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Teoreti¢ne naloge za 8. razred

1. Resitviza a) in b) sta na sliki.

¢) Razdalje vrhov plamenov so:
d(5,81) = T cm, d(S,Ss) =
= 45 cm, d(S,53) = 52 cm,
d(S,S4) = 52 cm.

d) Sveca in sliki so vzporedne.

2.a) Klada: Zacetna in konéna potencialna energija klade glede na mizo
je 0, saj je klada ves ¢as na mizi. Zato je sprememba potencialne
energije klade AW, = 0.

b) Utez: Utez se spusti za Ah = 0,5 m. Sprememba potencialne energije
je AWy, = —mgAh = —10 J.

¢) Vrv: Tezisée na zacetku visecega dela vrvi se zniza za Ah = 0,5 m.
Pri tem se temu delu vrvi potencialna energija zmanjsa za AWp,; =
= —my19Ah.
Masa m,; visecega dela vrvi je

My l1kg-0,3m
m=|— |1 =———=02kg.
My ( I ) 1 1,5 m 14 KE
Torej je AWy = — (B2) lijgAh = —1 J.

Obenem se 0,5 m dolg del vrvi, ki je bil na zacetku vodoravno,
spusti, tako da je tezisce tega dela Ah; = 0,25 m pod robom mize.
Sprememba njegove potencialne energije je

AW, = — (%Ah) gAhy =

F__lkg-U,Sm

2
. . = —0,83 J.
T 10 m/s” - 0,25 m 83 J

Skupna sprememba potencialne energije vrvi je AW,, = —1,83 J.
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d) Sprememba potencialne energije je enaka vsoti AW, = AWy, +
+ AW, + AW, = —11,83 J.

e) Izrek o kinetiéni energiji pravi, da je vsota sprememb kinetiéne in
potencialne energije enaka delu vseh zunanjih sil razen sile teze. Ker
razen teze ne deluje nobena zunanja sila, velja

AW + AW;, =),
Sprememba kineticne energije je tedaj enaka
AW =—-AW, =+1183 J.

Ker je zacetna hitrost in z njo kineti¢na energija sistema enaka ni¢,
je
1 2
AW, =Wy, = 5(M+m+m,_,)1}
in tedaj

2AW
2 —
vt = 4‘*—M u = v 1,72 ITI/S %

3.a) Iz karakteristike diode odéitamo (slika (a)), da tece pri napetosti
0,4 V skozi diodo tok priblizno 160 mA.

b) Ce se spremeni napetost na diodi z 0,4 V na 0,5 V, se tok skozi njo
poveca s 160 mA na 270 mA oziroma se poveca za 110 mA (slika (b)).

limal A Iimal A lirmag A
500
I
I
------- :
_____ - b e 1
o | a0 ‘N i
‘ U ; = Um : Uv
) (o) ()

Tlustracije k resitvi naloge

¢) Tudi skozi diodo tece enak tok 500 mA, zato je napetost na diodi
enaka 0,58 V.
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d) Ce je napetost na diodi enaka 0,6 V, potem tece skoznjo tok 630 mA
(slika (c)). Enak tok tee tudi skozi upornik. Na uporniku je zato
napetost

Upr=IR=630mA-10Q2=063V.

Napetost baterije je enaka vsoti napetosti na diodi in na uporniku:

Ug=Ur+Ug=063V+06V=123V.

Eksperimentalni nalogi

4. A—® rl 2 [P=01] T*

1,0 | 0,16 0,16 1,0

2,0 | 0,24 0,48 4,0

3,0 | 0,29 0,87 9,0

40 | 0,34 1,36 16,0

®_ﬁ_, 50 | 0,49 2,45 25,0

PIW]

Iz grafa P(U?) preberemo: |5 |
FP=NVal=33V.

¢ 2 i 8 B 10 1TV

5.a) Ker naras¢a pot avtomobila s kvadratom ¢asa, je gibanje enakomerno
pospeseno.

s1=1m sy=4m s3=9m s3=16m s5=25m
=18 to =28 lg=238 ty=4s ls=5s

Torej je: syispissisytes=Hf:i0:B: 8 8B =1:4:9:18:25.
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b) Avto dohiti kolesarja, ko oba naredita enako pot. Kolesar vozi ena-
komerno s hitrostjo v = 8 m/s in prevozi s = vit.
Avto vozi enakomerno pospeseno, njegova pot je s, = (1/2)at®. S
slike razberemo, da je pospesek

25 2-1m

2

a=
1z sq = sy, sledi (/8]

2y, o

1
vt = = at?, i =88 10
2 a /
& -y

c) Pot, ki jo prevozita v osmih se-
kundah, je s = s, = s, = 64 m.

d) Grafa hitrosti avtomobila in ko-
lesarja v odvisnosti od ¢asa: § +

0 1 2 3 | 5 i[s]

Nada Razpet

44. MATEMATIC‘NO TEKMOVANJE
SREDNJESOLCEV SLOVENIJE —
Resitve nalog s str. 242

I/1. Ker je stevilo CEK AR deljivo s 4, je R soda stevka. Zmnozek
ima enako mest kot vecji faktor, zato je R = 2. (Tudi ¢e dopustimo, da
se Stevilo zacne z 0, moznost R = 0 odpade. V tem primeru bi namrec
moral biti C = 5, kar pa zaradi 4 - 0AK EC < 40000 ni mozno.) Potem
je C lahko 3 ali 8 (saj se 4-3 in 4 - 8 konéata s Stevko 2), toda 3 ne more
biti, saj je C prva Stevka v zmnozku in ne more biti manjsa od 4; C je
torej enaka 8. Tako imamo 4-2AKE8 = 8FEK A2. Ker pri 4- A ni prenosa
(imamo 4 -2 = 8) in ker A ne more biti enak 2 (sajjeze R=2),je A=1
in imamo 4- 21K F8 = 8 EK12. Stevilo 4 - E 4 3 se konéa s stevko 1, zato
je B =17, saj moznost E = 2 odpade (4 - 21 > 82). Nazadnje izracunamo
K =9, zato se racun glasi: 4 - 21978 = 87912.
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1/2. Ce je z resitev, je tudi 100 — z resitev. Ker sme imeti enacba
le eno resitev, je @ = 100 — z, od koder izracunamo x = 50. Torej je
a=494+48+---4+14+0+1+---+49 =49 - 50 = 2450.

1/3. Pravokotna trikotnika DBC c
in BEA sta skladna (|AB| = |CD|,
|DB| = |BE|), zato je

4«DBC = «BEA.

Zaradi vzporednih daljic CD in EB
velja tudi

H

«DCB = «EBC.

Torej sta AE in BC med seboj pra-
vokotni in na AE lezi visina na stra- 4 D B
nico BC. Analogno sklepamo, da

sta BH in AC med seboj pravokotni. Daljice CD, AE in BH se sekajo
v visinski tocki trikotnika ABC.

I/4. Oznaéimo oglisca konveksnega n-kotnikaz Ay,..., A,. Izberemo
si tocko Ay in jo poveZemo z vsemi ogliséi. Dobimo n — 2 trikotnika,
katerih ogliséa imajo tudi celostevilske koordinate. Spomnimo se, da lahko
plogtino trikotnika z ogliséi v tockah Ty (z1,v1), To(za,y2) in T3(x3,y3)
izracunamo po obrazcu

p=3 (@2 —21)(ys —y1) — (23 — 21) (42 — )| -

Ker so stevila z; in y; cela, je tako ploséina tega trikotnika vsaj % Torej
je plostina n-kotnika vsaj (n — 2).

II/1. Takoj lahko odvrzemo vse tiste peterke, za katere je a, # as,
saj take nastopajo v parih. Podobno lahko predpostavimo tudi, da je ag =
= ay4. Tako dobimo enaého 2= Foek L — 1. Sedaj ponovimo razmislek
in odvrzemo Se vse tiste resztw, prl kateuh je a1 # az. Dobimo enaébo
ﬂ‘ll + nls = 1, ki jo preoblikujemo v (a; — 4)(as — 1) = 4. Ta enacba pa
ima resitve (5,5), (6,3) in (8,2). Torej je n liho stevilo.

Opomba. Dokazimo, da ima omenjena enacba res konéno mnogo
resitev. Se vec, z indukcijo bomo dokazali, da ima za vsak n € IN in vsako
racionalno stevilo ¢ enacba

— b — =g (1)
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konéno mnogo (lahko 0) resitev v naravnih stevilih. Ker je enacba (1)
simetriéna v aq...., a,, zadoSéa oceniti Stevilo tistih resitev te enacbe, za

katere je a; < ag <.+ < a,.

Prin = 1 ima enacba (1) najveé eno resitev. V dokazu indukcijskega
koraka pa zaradi privzetka a; < as < -+ < a, sledi, da je a; < % Ker
je ap naravno Stevilo, imamo zato za ay le konéno mnogo moznosti. Pri
vsaki izmed njih moramo zato resiti enacbo

1 1 1

_+...+—:q——‘

az p ay
ki pa ima po indukeijski hipotezi za n — 1 le konéno mnogo resitev.

Kot zanimivost povejmo Se, da ima enacba é +-- —i—ai = 1 natanéno

134 urejenih resitev (t.j. a; < --- < a3), ki nam skupaj z vsemi permutaci-
jami dajo kar 11 061 resitev zastavljenega problema. Se posebej zanimiva
je reditev (2,3,7,43,1806). saj je pri njej Stevilo as najvecje mozno.

I1/2. Tocke Ti(z1,91). Ta(ze,y2) in Ta(zs,ys) lezijo na isti premici
le, ¢e je trikotnik 77757y izrojen, t.j. ima plodéino 0. Torej velja p =
= 3(z2 — z1)(y3 — v1) — (23 — 1) (y2 — %1)| = 0. Ce pesci hodijo ena-
komerno po premici, so njihove koordinate linearne funkcije ¢asa ¢ (npr.
T; = Tip+ta; in y; = yip+1b;) in gornja enacba preide v kvadratno enacbo
z neznanko t. Ta ima najvec dve resitvi.

II/3. Ker je trikotnik ABC
enakokraki trikotnik, merita kota ob
osnovnici 50°. Prezrcalimo tocko D
¢ez BC. Trikotnik DBD' je enako-
straniéni. Ker je < ADB = 150° in
<BDD' = 60°, je tudi <D'DA =
= 150°. Torej sta trikotnika ABD
in AD'D skladna. Sledi <AD'D =
= 20°, zato je <ACB = «AD'B =
= 80°. Stirikotnik ABD'C je tako
tetivni in < AD'C = 50°. Torej je kot ob vrhu C' enakokrakega trikotnika
DD'C enak 40°, od koder izra¢unamo se <ACD = < ACB — %{DCB =
= 60°.
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II/4. Oznacimo Stevila na listkih tako, kot prikazuje spodnja pregle-
dnica

Alesevi listki Jakovi listki
air | a3 | ... |@ge9 || b1 | b3 | ... [ biggg
az | a4 | ... |@z000 || b2 | bs | ... [ b2ooo

Na prvem Alesevem listku naj bo odkrito stevilo a;, zakrito pa stevilo
ap. Jaka mora zato med svojimi listki odkriti to Stevilo. Recimo, da je
as = by, zato postane zakrito stevilo by, ki ga mora odkriti Ales. Ko pa
Ales med svojimi listki odkrije stevilo bg, zakrije neko drugo stevilo ...

Med samim postopkom se seveda lahko zgodi, da eden izmed njiju
zakrije tisto Stevilo, ki je pri drugem Ze bilo odkrito. Tedaj drugi odkrije
poljubno izmed preostalih Se neodkritih stevil in prvi nadaljuje enako kot
zZgoraj.

IIT/1. Ozna¢imo (ap—1ap—2...a1ap)y = p in ra¢unajmo

p=ag+ab+---+ap_1b" =
= (ao+-+ a1 +ar(b—1) +ag(b? = 1) +---+ap_y (B — 1) =
=20 oy (b—1)+--+apa (P —1).
Ce je b = 2k, potem b — 1 | p in vidimo, da je mozno le b = 2. Res je
2 = (10),.

Ce pa je b = 2k+1, potem k | pinzato k = 1. Torej je b = 3. Poistemo
vse moznosti: (012); =5, (021)3 = 7, (102)3 = 11 in (201)5 = 19.

III/2. O¢itno je a = aya, + asa,_1 + + - + ay_102 + aya; in zato
a < ajap+azag+---+a,_1a0+a,ap. Ko sedtejemo gornja izraza, dobimo
2a < ay(ag + a,) + az(ag + ap—1) + -+
+ an—1(ag + az) + an(ap+a1) <
<ai(ap+---+an)+axag+---+an)+---+
+an—(ag+---+a,)+a,(ag+---+a,) =
=(a1+--+an)(ao+ - +as) <
<(ao+:+an)(ao+ - +an) = (p(1))?,

kot je bilo potrebno dokazati.
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II1/3. Privzemimo obic¢ajne oz-
nake za kote trikotnika ABC. Pol-
mer trikotniku ABC o¢rtane krozni-
ce naj bo r. Zaradi simetrije smemo
privzeti, da je o > f3.

Ce je F razpolovisce daljice AB, je
OF L AB. Ker je «<FOB = v,
je |OF| = rcosvy. Ker je |BC| = B [
= 2rsina, |B’C| = |BC|cosy in

|B'C| _ |B'C|
cos<ACC' ~ sina ' a4 c F B

|HC| =

je |[HC| = 2rcosvy = 2|OF| oziroma |[EH| = |OF)|. Ker je CC' | OF, je
HFOF paralelogram, zato se njegovi diagonali razpolavljata v tocki D.

Po drugi strani pa s koti neposredno izra¢unamo, da je <HCD =
- “; = «DCO. Torej je simetrala C'D kota HCO hkrati teziscnica
na HO zato je |HC| = |CO| = r. Izracunali pa smo zZe, da je |HC| =
= 2r cos, od koder sledi 2 cosy = 1 oziroma y = .

ITI/4. Recimo, da nam to uspe po k korakih. Po vsakem koraku je na
mizi en kovanec manj, na koncu mora biti stevilo kovancev na mizi deljivo
s 3, tevilo 2000 pa da pri deljenju s 3 ostanek 2, zato mora biti k oblike
3n—1. Z vsakim korakom se stevilo kupékov poveéa za 1, torej jih je po k
korakih na mizi 3n. Velja 3(3n) = 2000 — (3n — 1) oziroma 4n = 66T, kar
je seveda nemogoce, saj je n naravno Stevilo. Takega zaporedja korakov
torej ni.

IV /1. 1z rekurzivne zveze izpeljemo @, —1(an+2 + nt1) = @i (@ns1+
+an—1), od koder sledi a,, 420, 1 = any1? zan =2,3,... Ker noben ¢clen
zaporedja ni enak 0, lahko to enakost zapisemo tudi kot

Gn+2 _  Gntl
Op4105 Apln—1

T = B s

Od tod z indukeijo sledi, da je vrednost izraza M konstantna, in sicer
enaka —-'1— = 2. Zato je ani2 = 2a,0,41 In so vs1 éleni tega zaporedja

naravna stevlla Stevilo ““*‘ je torej celo in je deljivo z 2 za vsako naravno
Stevilo n.
Pisimo
toggy = 2000 Gaow0 Az
@1999 1998 a1

V tem produktu imamo 1999 faktorjev, deljivih z 2, in faktor a; = 2.
Torej je stevilo asggo res deljivo z 22000,
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IV/2. Za ¢ = 0, y = 1 dobimo f(—f(1)) = 0. Za y = —f(1)
sledi f(z) = 14 f(1) —2. Oznacimo a = 1+ f(1) oziroma f(z) =
= a —x. Vstavimo slednje v funkcijsko ena¢bo in dobimo a = % Na-
zadnje preverimo, da funkecija f(z) = % — x res zado&¢a funkcijski enacbi
za vsaka r in y.

IV /3. Oznac¢imo tocki P in
@, kot kaze skica. Tocko R
definiramo kot presecisée premic
PG in FQ, tocka H pa naj bo
nozisée visine iz EF na stranico
AD. Dokazati je torej potrebno,
da so tocke H, E in R kolinearne.  :
Trikotnika DEC in ABE sta si | |
podobna. Ker sta toéki F in G | °
razpolovi§éi ustreznih daljic, sta ®
si podobna tudi trikotnika DPFE
in AQE. Torej je «DPE =
= CAQFE in je zato AQPD te-
tivni Stirikotnik. Zaradi pravih
kotov <« EQR in <RPE pa je e
tudi EQRP tetivni Stirikotnik.

Torej je

IADQ = <APQ =<4<EPQ = <ERQ.

Sledi «DEH = <QFER, zato iz kolinarnosti tock D, F in @ sledi koline-
arnost tock H. E in R.

IV /4. V skatlah naj bo po vrsti a, b oziroma ¢ kroglic. Privzeti
smemo, da je 0 < a < b < ¢. Pri deljenju stevila b s stevilom a dobimo
taki celi Stevili r in ¢, da je b= aq+r, kjer je 0 < r < a in g > 1. Zapisimo
stevilo ¢ v dvojisSkem sistemu:

q=mq+2my + -+ 25my,

kjer so m; € {0,1} in je my = 1. Dajmo v prvo skatlo zaporedoma 2'a
(i=0,1,...,k) kroglic tako, da pri m; = 1 vzamemo 2'a kroglic iz druge
skatle, sicer pa vzamemo 2'a kroglic iz tretje skatle. Tako smo vzeli najveé
(2% —1)a < ga < b < ¢ kroglic iz tretje katle ter natanéno ga kroglic iz
druge skatle in jih tam pustili r < a.

Skatla, ki ima sedaj najmanj kroglic, vsebuje manj kot a kroglic, torej
manj kot prej. Po opisanem postopku bomo tako eno izmed Skatel prej
ali slej izpraznili. .

Matjaz Zeljko
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RESITVE NALOG Z DRZAVNEGA TEKMOVANJA
SREDNJESOLCEV 1Z FIZIKE V SOLSKEM
LETU 1999/2000 — s str. 246

Objavljamo resitve nalog z drzavnega tekmovanja srednjesolcev iz fizike,
ki je bilo 15. aprila 2000 v Kamniku. Besedila nalog smo objavili v letosnji
cetrti Stevilki Preseka. ’

Skupina A

1. Podatki: K’ =6 cm, 0y = 10kN/m3, 0 = TkN/m?, a) o3 = 6 kN/m?,
b) oo = 8 kN/m?.
Na zacetku sta v ravnovesju teza klade in vzgon. Ce s h oznacimo
celotno visino klade, s h’' vidino dela klade, ki gleda iznad gladine

vode, s o specifiéno tezo vode in s o specificno tezo lesa, zapisemo
oSh = 01S(h — h'). Od tod sledi za visino klade

h'
O

oy

=20 cm.

h:l

Po konéanem dolivanju olja s specifiéno tezo oo so v ravnovesju teza
klade ter vzgon olja in vzgon vode. Velja ¢Sh = o15h) + 02Shs, kjer
je hy = h— hy visina dela klade, ki je v vodi. Iz pogoja za ravnovesje
dobimo

gy — G aq

hg = h= K

0] — 02 01— 02
V prvem primeru je oo = 600 kg/m? in izraéunamo ho = 15 cm. V
drugem primeru bi za oy = 800 kg/m® dobili hy = 30 cm, kar je vec
od visine klade. V tem primeru ima olje vecjo specifiéno tezo od lesa
in klada plava v njem tako, da je del vedno gleda iz olja. Resitev v
tem primeru ne obstaja.

2. Podatki: k =04.

Tezo posamezne platnice oznacéimo z Fys, tezo celotnega zvezka pa z
F,. Navpiéni komponenti sil podlage na platnici sta enaki in znasata
po Fy = %Fq Zapisimo Se pogoj za ravnovesje navorov za eno
izmed platnic. Os postavimo v sti¢isée platnic in listov. Vodoravna
komponenta sile podlage je sila lepenja, ki v trenutku tik pred zdrsom

znasa F; = ki Fy. Ce 8irino zvezka oznaimo z [, velja

11 V3 1
Fg 55+ AL 5 =Rlg,
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3.

od koder dobimo Fyp = 2Fy(1 —v/3k). 1z Fy = §F, konéno sledi, da
je delez teze platnic

2 _ 301 — 3k = 0,8
FQ‘

Spreminjanje dolzine sence s ¢asom je prikazano na grafu:
5

1 [m]

= bk W

1 1 |
0 2 4 6 8 10 12

t[s]

Podatki: | = 3 m, Fg = 2000 N, F, = 1500 N, a = 30°, ¢ =
=10 kN/m?, r = 15 cm.
Ko na deski ni utezi, je vzgon (nasprotno) enak polovici teze deske,

drugo polovico teze pa uravnovesi sila stene, ki ima v tem primeru
Smer navpitno navzgor.

(=]

a) Ker med desko in utezjo ni lepenja, je sila utezi na desko F, vedno
pravokotna na desko. Vodoravna sila, s katero zadrzujemo utez, ter
teza Fy in F, tvorijo pravokotni trikotnik, v katerem F, predstavlja
hipotenuzo. Kot med tezo in silo F, meri 30°, zato velja F,, = F, V,—

Pri tem se boja potopi za % [ in vzgon na desko se poveca za 712l slo
na vrednost F, = mr?ilo + %Fd, ¢e je F, teza deske. Zapisimo pogoj
za ravnovesje navorov na desko. Os postavimo v krajisce pri steni in
z x oznacimo razdaljo od osi do utezi. Potem velja

L V3 V3

Fd._—-;-F:.c FQITZO‘
Vstavimo zgornja izraza za F, in F), ter dobimo

3rriol?
= — = ]_‘ .
T 8F, 6 m

(Rezultat je neodvisen od teze deske.)
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b) Komponenti sile stene na desko oznaéimo z F, in F),. Izracunamo
ju iz pogoja za ravnovesje sil na desko v vodoravni smeri

F,
Fp—%3F,=0, F,=-%=870N

V3

in navpiéni smeri

Fy+Fy—F4—Fy=0, Fy=1F;+F,—inrfcl=1440N.

Skupina B

1

Podatki: m =10 g, r = 30 cm, R =50 cm, F =3 N.

a) Kotno hitrost, pri kateri se nitka pretrga, dobimo iz Newtonovega

zakona za krozenje:
[ F
w=4/—=23816s"".
mr

b) Ko se nitka pretrga, zaéne utez potovati po ploséi v tangentni smeri
s stalno hitrostjo v = wr. Pot s = VvV R2 — r2 = 40 cm prepotuje v
casu t = s/v = 0,042 s.

c) Tocka, v kateri utez zapusti plo&co, tvori skupaj s tocko, v kateri
je prislo do pretrganja nitke, in s srediséem krozenja pravokotni tri-
kotnik s hipotenuzo R in kateto r. Od tod dobimo kot, pod katerim
zapusti utez plogco: sina = r/R, a = 37°.

Podatki: vy = 30 m/s, vo = 2 m/s, v, = 2 m/s, m = 10 kg, M =
= 150 kg.

Vrecéa se po metu giblje s hitrostjo vy v smeri, ki je vzporedna s
¢olni, in s hitrostjo v, v preéni smeri. (Vse hitrosti so merjene glede
na vodo.) Obhranitev gibalne koli¢ine vrecée in ¢olna v vzporedni
smeri pove mvy — Mug = (m + M)U”, ¢e z v|| oznacimo vzporedno
komponento hitrosti ¢olna po metu. Dobimo v = 0. V precni smeri
pa velja mv, = (M +m)v , od koder sledi za pravokotno komponento
v, = 0,125 m/s. Coln torej pluje pod kotom 90° glede na prvotno
smer.
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3.

Podatki: Iy =1 m, m =50 g, Fy = 100 N.

F
Ary=—=25¢cm.

Ko lok dodatno napnemo s puscico tako, da je kot med tetivo in
puscico 30°, je kot med obema polovicama tetive enak 60°. Prije-
malis¢e puscice in tetive ter pritrdisci tetive na lok tvorijo enako-
tno zblizata za Azy = ly — lp/2 = Ip/2 = 50 ecm, skupaj torej za
Az = Az + Azg = 75 em. Od tod dobimo za komponento sile na
tetivo v navpiéni smeri Fy, = kAz = 300 N. Celotna sila na tetivo pa
je

__F
"~ cos60°

—2F, =600 N.

Zacetno hitrost dobimo iz zakona o ohranitvi energije. Potencialna
proznostna energija, ko lok napnemo, je

Wy =1 k(Az? — Ax?).

Ko lok sprozimo, se proznostna energija pretvori v kinetiéno, W} =
= %mvz. Za hitrost puscice tik potem, ko zapusti lok, dobimo

3 _ A2
U:Vﬁ(AIm——ﬂ=63,2 m/s.

Podatki: vg =2 m/s, v =2 m/s, a = 30°, m = 100 g.

Vzporedna komponenta hitrosti kroglice se pri trku ohranja, v =
= wsin «, v pravokotni smeri pa se kroglica odbije z nasprotno enako
hitrostjo, merjeno glede na ploiéo. Glede na okolico se velikost pra-
vokotne komponente poveca: v = 2vg + v cos . Kinetiéna energija
se spremeni za

AW, = %m (,Uﬁ +o — vz) = 2mug(vg +veosa) = 1,5 J.
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Skupina C
1.

Podatki: Ty = 0°C,Ty} = 24°C, l; = 50,8 e, Tb = 77T K, I, =
= 52,3 cm.

Razdalja med dvema érticama na merilu naj bo pri temperaturi
umeritve Ty = 273 K enaka s. Pri temperaturi 77 = 297 K je ta
razdalja enaka sy = s(1 + a(T; — Tp)), pri temperaturi T = 77 K pa
s2 = (14 a(Ty — Ty)). Ce je dejanska Sirina mize enaka I, bomo z
merjenjem pri temperaturi 7} dobili [; = (I/s1)s in podobno za ls.
Imamo torej enaébi

l l

Bame— - - e ——r
s T o T 1+ o —T)

z neznankama ¢ in [. Po kratkem preurejanju dobimo

LT 15T,
=0 11— fa—la__ hio(Ty — Tp) = 5l cm.
Th— 51—%:—::112 L(Ty = Tp) = lo(To — To)

Podatki: Co =3,5-10"1' F,e =5 U =50 V.

Ce ozna¢imo stranico kvadratnih plosé z a, razmik med kovinskima
ploscama z [ in zacetno visino vode v kondenzatorju s h, kapaciteto
kondenzatorja zapisemo kot

o s £ L (a—h+eh) = Cn(1+(€—1)g)=

kjer je Cy = gpa?/l podana kapaciteta praznega kondenzatorja. Ko
razmik med ploséama zmanjSamo na ', velja za novo visino vode h'
zveza lh = 'l ¢e je h' < a, sicer pa je i’ = a in nekaj vode iztece iz
kondenzatorja. V prvem primeru je nova kapaciteta enaka

C’=€§'7a(a+(s—l)i—?) cg( +(e—1)—(;)2).

Zaradi spremenjene kapacitete stece skozi baterijo z napetostjo U
naboj

e:(C’—C)U:CU(%—l) (1+(s—1)h (f’-l-l))U‘
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V drugem primeru na podoben nacin pridemo do
5l l h
e=(C"-C)U=0Cy s?—l—(s—l)a .

Vprasanje a) ustreza prvemu primeru, tako da dobimo e =
= 1,12 - 10~® As. VpraSanje b) seveda ustreza drugemu primeru,
kjer dobimo e = 2,14 - 1078 As.

Opomba. Podatki v nalogi so izbrani tako, da je a = 2,0 dm in
[ =1,0 cm.

Podatki: S =1 mm?2, 1 =5 cm, ¢ = 0,0175 Qmm? /m.

Upor zice med tockama A in B je R = 8,8-10~% Q. Zvarek pod tocko
C oznac¢imo z G.

a) Pri prikljucitvi okvirja med B in F so v tockah D, F in G enake
razlike napetosti glede na tocko B. Tako imamo le vzporedno vezane
upornike z upori 2R, 4R in 4R, skupni upor pa je Rgr = R.

b) Ce okvir prikljuéimo med A in C, so glede na A enake napetosti v
B, E in F. Med tockama D in G imamo vzporedno vezana upornika
z uporoma 2R in 4R tako, da je nadomestni upor Rpg = %R. Med
A in C imamo potem vzporedno vezana upornika z uporoma 2R in
R+ Rpg + R = YR, se pravi Rqc = 2R.

¢) Pri tem primeru pa je vseeno potrebno nekoliko ve¢ raéunanja.
Tocko D zapuscajo trije tokovi, in sicer Ipy = I in dva Ipy =
= I;. Oznacimo Se Igp = 13, potem pa je Igc = I — I3 in Igp =
= 2(I; — I3). Padec napetosti med D in F je neodvisen od tega,
po kateri poti gremo: direktno ali preko A in B. Torej velja RI; =
= 2RIy + RI3 oziroma I; = 2[5 + I3. Na podoben naé¢in dobimo
iz padca napetosti med tockama C in E enacbo 41; = 515. 1z obeh
enach sledi I, = 21y in I3 = 21, kar pomeni, da tocko D zapuséa
tok I = I; + 21, = 1—7211 = %2% = ﬁ%, od koder konéno dobimo
Rpe = %R.

Podatki: | = 14 em, B = 0,16 T, U = 10 mV, p = 89 g/cm?,
¢ =0,0175 Qmm?/m.

Dotikaliséi vpetih delov prevodne zice z okvirjem razdelita okvir na
dva pravokotnika, prvega s stranicami [/ in [—2 in drugega s stranicami

[ in z. Okvir tako predstavlja vzporedno vezana upornika z uporoma
R, = %[3! — 2z) in Ry = %(I + 2z), ¢e je S presek zice okvirja.
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Napetost med dotikalistema okvirja oznacimo z U; magnetni sili na
stranici okvirja, vzporedni premici skozi dotikaliséi, sta potem enaki

: UlB USIB ; _ USIB
F]—IEB— Rl _C(3E-—2$) m Fz—m<

Rocici teh sil, glede na os skozi dotikaliséi, sta po vrsti [ — z in x.
Navor magnetnega polja na okvir s tokom je potem enak

M

_USIB(l-z & )_USEB_E_ y
T ¢ \Bl—2¢ I1+22) ¢ 2 (+yli-y)°

kjer je y = % — x oddaljenost tezis¢a okvirja od osi. Ob primerno
izbrani polariteti napetosti deluje magnetni navor v nasprotni smeri
kot navor teze M, = 4mgy, kjer je m = pSI masa stranice okvirja.
V ravnovesju torej velja

UB
¥ [y2 al (1 B SPCQI)] =0

Poleg vnaprej pricakovane resitve y = 0 dobimo Se resitvi

UB UB
y=+l/1— —— =+IV1l—a, kjer je a=——.
YEEN T Becal L 8pCal

Po podatkih v nalogi je y = £3,5 c¢m, se pravi z = 3,5 cm, ali pa
= 10,5 cm (en polozaj je zrcalna slika drugega).

Skupina D
1.  Dolzina deske naj bo 2r. Do zdrsa utezi se ohranja vsota kineti¢ne

in potencialne energije sistema deske in utezi, saj poleg navora teze
ni ostalih zunanjih navorov:

2
mgrsinnpz%.]i—g, J=(£+m)rg‘
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Dobimo
5 mgrsing
My

3(m+ %)
Z v smo oznaéili hitrost utezi (ki je tudi hitrost roba deske) tik
pred zdrsom. Naj bo v trenutku pred zdrsom normalna komponenta
sile deske na utez Fp, pospesek utezi a in kotni pospesek deske a.
Zapisimo Newtonov zakon za tangentno smer gibanja utezi (ma =
= mgcos p — Fy) in za vrtenje celotnega sistema (Ja = mgr cos @).
Ker velja a = ra, sledi

M

3

M

m+ 5

Fy =mgcosy

V radialni smeri velja za gibanje utezi m:j‘g = F; — mgsiny. Utez
pricne drseti, ko lepenje doseze maksimalno mozno vrednost F; =
= kF,. Od tod dobimo, ob upostevanju izrazov za Fy in v2, iskani
kot

tanp =

Podatki: | = 14 em, B = 0,16 T, U = 10 mV, p = 8,9 g/cm?,
¢ =0,0175 Qmm?/m.

a) Glej resitev 4. naloge v skupini C.

b) Ce hotemo poleg resitve y = 0 dobiti se preostali dve, mora biti
izpolnjen pogoj 0 < y < %, se pravi % < a < 1, od koder dobimo

iskani interval 8,0 mV < U < 10,7 mV.

Podatki: | = 10 ecm, Tp = 20°C, Az = 1 em, A = 1,8 W/mK,
p=27glan®, o= 1200 J/kgK.

a) Gostoto toplotnega toka v izbrani plasti ra¢unamo iz zveze j =
= MTy, —TY)/2Az, ¢e sta Ty in Ty temperaturi v sosednjih pla-
steh. Pri prvi in zadnji plasti pa vzamemo temperaturno razliko med
izbrano in sosednjo plastjo. Rezultati so zbrani v drugem stolpcu
razpredelnice.
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z [em] | T [°C] [ j [W/m?] | AT | T(3 min) | In 7zt
0 | 200 560| 0 20.0 0,102
1 | 231 530(—0,3| 228 0,107
2 | 259 450 [ -0,6| 25,3 0,104
3 | 28,1 325(-0,8| 27,3 0,100
4 29,5 179 | -0,9 28,6 0,105
5 30,0 0—-1,0 29,0 0,100
6 29,5 —179(-0,9 28.6 0,105
7 | 281 -325(-0,8| 27,3 0,100
8 25,9 —450 | —0,6 25,3 0,104
9 23,1 —530|-0,3 22,8 0,107
10 20,0 —560| 0 20,0 0,102

Odvisnost gostote toplotnega toka od razdalje kaze graf:
600 &
400 -

200 |

i [W/m?] 0 '
—200 |

—400

—600 -

b) Povrije seva gostoto toka o7 in prejema gostoto toka iz notra-
njosti j(0) in iz okolice 07}

oT* = j(0) + 0T}y , T=4 @-&-Té‘ =362 K = 89°C.
¢) ZapiSemo energijsko bilanco v izbrani plasti z maso Am = SAzp.
Velja Ame, AT = (Pyrejeti — Poddani)At, od koder sledi

AAL
Al o Tge S
Cp( A x)z ( - o T )
kjer smo s T’ oznagili temperaturo v sosednji toplejsi plasti, s 7_
temperaturo v sosednji hladnejsi plasti in s 7" temperaturo v izbrani
plasti. Vrednost izraza pred oklepajem je ravno 1.
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d) Parameter 7 dobimo z logaritmiranjem zveze, podane v besedilu
naloge:

t
T= . .
In ((7°(0) — To)/(T'(3 min) — Tp))
Vrednosti logaritmov so za posamezne plasti navedene v zadnjem
stolpcu tabele. Odstopanja so majhna, zato je eksperimentatorjeva

domneva smiselna. Dolo¢imo povpreéno vrednost logaritmov in do-
bimo 7 = 30 min.

Bojan Golli

IZBIRNA TESTA ZA MEDNARODNO
MATEMATICNO OLIMPIADO

Za uvrstitev v ekipo, ki je zastopala Slovenijo na 41. mednarodni mate-
matiéni olimpiadi v Juzni Koreji, so se kandidati pomerili tudi na dveh
izbirnih testih. Prvi test je bil 21. januarja, drugi pa 21. aprila 2000.

Prvi izbirni test

1.

Naj bo H visinska tocka neenakostrani¢nega ostrokotnega trikotnika
ABC, O pa sredisée njemu oértane kroznice. Premici AH in AO naj
sekata ocrtano kroznico se v tockah M in N. Oznacimo s P, Q in R
zaporedoma presecisca premic BC s HN, BC z OM in HQ z OP.
Dokazi, da je AORH paralelogram.

Dana je mnozica N = {1,2,3,...,1999,2000}. Dokazi, da obstaja 14
podmnozic mnozice N z naslednjo lastnostjo:

Za vsak n € N obstaja sedem izmed teh mnozic, katerih edini skupni
element je n.

Za neko funkcijo f:Z — Z velja
f19+2) = F(19 -z,
f(99+2z)= f(99 —z) in
f(19-99+z) = f(19-99 — x)
za vsak z € Z. Dokazi, da je f(z +4) = f(x) za vsak = € Z.
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Drugi izbirni test

I

Nad stranicami konveksnega stirikotnika ABCD, kjer je |AC| =
= |BD)|, so z zunanje strani narisani enakostrani¢ni trikotniki. Do-
kazi, da se daljici, ki povezujeta srediséi nasprotnih dveh trikotnikov,
sekata pravokotno.

Naj bo n > 2 naravno §tevilo. Za pozitivna realna stevila x4, ..., 2,
naj velja
A -+ 2 v . S 1
1+21 142 1+z,

Dokazi, da je

T1xo Ty > (n—1)".

Na kroznici se nahaja 4n tock, ki so izmeni¢no pobarvane z modro
in rdeco barvo. Modre tocke poljubno razdelimo v n parov in tocki
v vsakem paru povezemo z modro tetivo. Podobno tudi rdece tocke
poljubno razdelimo v n parov in tocki v vsakem paru povezemo z
rdeco tetivo. Tocke na kroznici naj lezijo tako, da se nobene tri
izmed tetiv ne sekajo v isti tocki. Dokazi, da obstaja vsaj n tock, ki
50 preseciséa po ene rdece in modre tetive.

Matjaz Zeljko
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