U8l [eapewayiely [BUOHELIEI| Mupnged QDS IN eadpod

(1002-0002) 8¢
‘_,_Hm-_omm:).__ﬁ *

Jiuagqris) JWIpea, lesoNiqo

I!.aq..rl..l..tul

..ww\: 11\3_&.._

wicht Itﬁ:ﬂl_w._'mugomd Jipe;p, -ebrpod

JABHIH,

mv__._.,qu Al Om_mm_n_ GNAOLINS

o e



*)

¥
\ | ol )
| g e
J ™
_ "\ éﬁl / {
| \
i [ s e | \
I e 1 5
= | |
an ? I

3 i { L
Ekipa Slovenije na MMO v Juzni Koreji. Od leve proti desni: Matjaz Zeljko (vodja ekipe), Matjaz Urlep,
Mojeca Miklavec (bronasta medalja), Aleksandra Franc (pohvala), SaSo Jelenci¢, Klemen Sivic
(pohvala), Irena Majcen (srebrna medalja) in Gregor Dolinar (¢lan mednarodne tekmovalne komisije).

Ciril Dominko (vodja), Andrej KoSmrlj, Gregor Tavcar, Matej Kandu¢, Igor Veseli¢, Iztok PiZzorn, Jure
Bajc (vodja).
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PRAVOKOTNA STEVILSKA KRIZANKA

V vsak kvadratek krizanke vpisemo po [1 2 3 1 s 6
eno Stevko posamezne resitve, ki so
naravna Stevila. Odebeljene ¢rte na- [7 P
kazujejo presledek med dvema Stevilo-

ma. 9 10 11

Vodoravno:

1.  Razlika stevil pod 16 vodoravno in 9 12 (13 14 |15
navpiéno.

4. Sesta potenca. 16 17

7. Prastevilo.

8. Dvakrat dve zaporedni enaki stevki.

9. Obratno stevilo (to je stevilo s Stevkama v obratnem vrstnem redu) je
delitelj stevila 9 navpiéno.

10. Enaki stevki.

11.  Obratno stevilo je koliénik stevil pod 6 navpiéno in 15 navpicno.

12, Zrcalno stevilo (Stevilo, ki je enako svojemu obratnemu stevilu).

14. Razlika stevk je 3.

16. Narascajoce zaporedne lihe stevke.

17. Kvadrat stevila pod 5 navpicno.

Navpiéno:

1.  Zaporedni stevki.

2. Prastevilo.

Produkt stevil pod 17 vodoravno in 11 vodoravno.

Sedma potenca lihega Stevila.

Zaporedni stevki.

Padajoce geometrijsko zaporedje Stevk s koliénikom 1/3.

Tretja stevka je vsota prvih dveh.

Prva stevka je vsota drugih dveh.

Delitelj stevila 14 vodoravno.

Dvomestni kvadrat.

e oo e W

en G =

Urska Demsar

NEOBICAJNA KONSTRUKCIJSKA NALOGA

V konstrukeijski ravnini naj bodo dane tri tocke T, 75, T3 (lega). Kon-
struiraj trikotnik, katerega stranice so osnovnice enakokrakih trikotnikov
z vrhovi v tockah T7, T5, T3 in z danimi koti ¢y, ©s, w3 ob vrhovih. Pri
tem naj lezi enakokraki trikotnik z vrhom 7; ves v zunanjosti iskanega
trikotnika, ¢e je kot ob njem ; < 180°, in na istem bregu skupne stranice
kot iskani trikotnik, ée je ¢; > 180° (v tem primeru vzamemo, da je kot
ob vrhu T} enak 360° — ¢;.)

Marija Vencelj



| Astronomija 131

ZANIMIVA NALOGA O JUPITRU IN SATURNU

Po predavanju, ki sem ga imel o astronomiji spomladi na neki osnovni 3oli,
je pristopil k meni osmosolec in me vprasal: “Pred kratkim sem bral, da
se bo letos (to je 2000) na jesenskem nebu Jupiter zelo priblizal Saturnu,
kar se zgodi vsakih 20 let. Zakaj se to zgodi, tega ne razumem.”

Bil sem presenecen, saj vprasanje ni bilo prav ni¢ povezano z vsebino
predavanja.

“No,” sem mu dejal, “ta dva planeta sta letos ze ves cas navidezno,
tj. na nebu, precej skupaj in zdaj, spomladi, se celo bolj kot bosta jeseni.
Se nekaj ¢asa bo tako.” Tis¢al je vame. Z odgovorom ni bil zadovoljen.

“Pa stvar razéistiva,” sem mu rekel.

Radovedni nuéenec je kazal obéutek ocitnega zadovoljstva, skoraj se
mi je zdelo, da tudi malo nagajivosti.

Premaknila sva se k tabli, zacela po njej risati, nekaj ucencev pa
se nama je pridruzilo. Zaradi tega vpraSanja se je moje predavanje kar
precej zavleklo, vendar sem bil na koncu zelo zadovoljen, ker sem se pri
pojasnjevanju Se sam nekaj novega naucil. Ob narisani sliki sva takole
modrovala:

Vzemimo idealen primer, da sta danes Jupiter in Saturn hkrati v
opoziciji s Soncem (slika 1). To pomeni, da sta, gledano z Zemlje, na
nasprotni strani Sonca. V takem primeru sta planeta vidna vso nog,
na nebu (v doloéenem ozvezdju) ju vidimo zelo blizu skupaj, saj sta pri
gibanju okrog Sonca prisla v legi, ki lezita skoraj na isti premici z Zemljo
in Soncem.

Vprasamo se, kdaj bosta planeta hkrati spet v opoziciji s Soncem in
z Zemlje vidna v istem ozvezdju, v nasem primeru v ozvezdju Bik (da
bosta planeta ¢ez doloen Eas torej spet v legi J, S glede na Z in Sonce na
sliki 1). Odgovor je preprost. Cez (priblizno) 12 x 30 let = 360 let, ée za
obhodni ¢as Jupitra vzamemo okroglo 12 let, za obhodni ¢as Saturna pa
okroglo 30 let.

Ce pa se vprasamo, kdaj bosta planeta hkrati spet v opoziciji, vendar
vidna v drugi smeri, vidna v drugem ozvezdju, pa se to dogodi pogosteje.
Recimo, da se to zgodi vsakih x let.

V enem letu opise zveznica Sonce-Jupiter kot 360° /12, zveznica Son-
ce-Saturn pa kot 360°/30. Jupiter krozi hitreje od Saturna. V enem letu
pride do razlike (360°/12 — 360°/30). Ko ¢ez « let ta razlika naraste na
360°, bosta planeta spet poravnana z Zemljo in Soncem, vendar z Zemlje
vidna v drugi smeri, v drugem ozvezdju. 1z (360°/12—360°/30) -z = 360°
dobimo (1/12—-1/30) -2 =1 in od tod = = 20 let.

Odgovor (ne prevet strogo natanéen): Jupiter in Saturn bosta spet
navidezno zelo skupaj ¢ez priblizno 20 let.



Slika 1. Lega Zemlje Z, Jupitra J in Saturna S glede na Sonce — danes (zadnjo jesen);
Zan, Jan, S20 — lege planetov na njihovih tirih ez priblizno 20 let.

Saturn
. o
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Slika 2. Levo — lega Jupitra in Saturna v ozvezdju Bik blizu njunih opozicij (sredina no-
vembra 2000); desno — lega Jupitra in Saturna na nebu éez priblizno 20 let (rac¢unalniski
skici).
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Sam rezultat res potrdi to, kar je ucenec prebral. Vendar je potrebno
se precej dodatnih pojasnil. Cez 20 let bo Jupiter naredil 20/12 = 5/3
svoje poti, bo v legi Jog, Saturn bo naredil 20/30 = 2/3 svoje poti in bo v
legi Sz, Zemlja pa bo v tem ¢asu 20-krat obkrozila Sonce in bo v prvotni
legi Z (glej sliko 1). Toda v tem 20. letu (ali okoli tega 20. leta) bo Zemlja
na svoji poti okrog Sonca zagotovo prisla enkrat v lego Zog med Sonce in
oba planeta tako, da bosta planeta hkrati priblizno v opoziciji s Soncem
in zato vidna blizu skupaj na nebu, vendar v drugem ozvezdju.

Jupiter in Saturn sta bila jeseni navidezno blizu v ozvezdju Bik, ¢ez 20
let pa bosta drug ob drugem z Zemlje vidna v drugem ozvezdju. Katerem?

O vsem tem se z lahkoto prepricamo na zaslonu racunalnika, e
imamo ustrezen racunalniski astro program (slika 2). Vendar je meni
opisano razmisljanje ljubse. Pa tudi ucencem je bilo vie¢. Zivahno in
veselo so se razkropili. Zdi se mi, da so bili sre¢ni, ko smo skupaj strli do
tedaj za njih tako trd oreh.

Marijan Prosen

VIDETI JE ZAHTEVNO, PA NI!

V nakazanem racunu mnozenja zamenjajte krozce z desetiskimi stevkami
tako, da bo dobljeni racun pravilen.

000 - 000
000

3535
Q00

000000

Marija Vencely
NEENAKOST

Naj bodo bodo x1, xs,...,x, poljubna pozitivna realna stevila, za katera
je &1 + a2+ -+ x, = 1. Dokazi, da tedaj velja neenakost

(14 2) (14 ) (15 1) e

Kdaj velja enacaj? (Primerjaj z nalogo na strani 91, reSitev na strani 164.)
Marko Razpet
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MATEMATICNI PLAKAT — Rezultati tekmovanja

Mednarodna matematiéna zveza je leto 2000 razglasila za Svetovno leto
matematike. V tem ¢asu naj bi ponovno premislili vlogo matematike v
nasi civilizaciji in poskusili o tem seznaniti tudi javnost.

Drustvo matematikov, fizikov in astronomov je ob tej priloznosti or-
ganiziralo tekmovanje v izdelavi matematicénih plakatov. Odziv je bil raz-
veseljiv. Moja edina pripomba bi bila, da nekateri avtorji niso upostevali
navodila, naj bo besedilo plakata dobro berljivo.

Skupaj s kolegom Matijo Lokarjem sva iz poslanega izbrala 24 pla-
katov, ki so bili razstavljeni na Obénem zboru naSega drustva v Zrecah
(10. novembra 2000). Drustvo bo s knjigami nagradilo tri plakate in eno
kolekeijo, ki so posebej izstopali. Ker so njihovi avtorji razliénih starosti
in izobrazbe, smo se odlocili, da vrstnega reda nagrad ne bomo delali.
Nagrajenci pa so:

— Vladimir Grubelnik za plakat, ki ga je naroé¢il Oddelek za matematiko
Pedagoske fakultete v Mariboru. (Posnetek plakata objavljamo na
naslovnici. Ozadje je slika Vladimirja Potoénika: Nevihta v Prek-
murju.)

— Bostjan Kuzman, student FMF iz Ljubljane za plakat z zelo bo-
gato vsebino, ki bi si zasluzil natis v primerno velikem formatu. V
“Casovnem polzu” imamo kratko zgodovino matematike in socasnih
civilizacijskih dosezkov (III. stran ovitka).

— Dragica in Gregorij Kurillo iz Kranja za domiselno ilustracijo togih
premikov z idrijsko ¢ipko (IV. stran ovitka).

— Mentorja Danijel Bezek in Lea Cebe ter njuni uéenci: Tjasa Pe-
trocnik, Katja Repi¢ in Katja Speh, Jan Kocjan in Gregor Vrhovnik,
Maja in Tanja Oblak, Matija Stirn, Anka Kalan, Katja Zobavnik,
Mateja Zeleznikar, Matija Ucakar in Peter Vidmar z Osnovne ole
Frana Albrehta v Kamniku za zbirko domiselnih in likovno zelo po-
srecenih plakatov. (To je le izbor izbora kakih sto plakatov, ki so jih
izdelali na tej Soli. Na naslednji strani objavljamo dva, zal v érnobeli
tehniki.)

Pohvaliti moram Se Osnovno 3olo iz Zalca in Osnovno Solo Frana
Metelka iz Skocjana, ki sta poslali vsaka svojo zbirko; v zaduji je bil celo
kratek matematiéni strip. Zahvala gre tudi likovnim pedagogom na Solah.

Razstavljene plakate nameravamo objaviti na domaéi spletni strani
nasega drustva: http://www.dmfa.si/mplakat/plakati.html. Vsem,
ki ste sodelovali v akciji Matematicni plakat, ¢estitam. Le redko mi je
bilo kako delo bolj v zadovoljstvo kot pregledovanje Vasih izdelkov.

Peter Legisa
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PROTI TOKU

Neka nemska televizijska postaja je z namenom, da bi med ucenci sirila
zanimanje za naravoslovje, razpisala natecaj za predloge za perpetuum
mobile. Med dopisi je dobila predlog nekega ucenca za napravo, ki “sicer
ni pravi perpetuum mobile, a v nasprotju s podobnimi predlogi deluje”.
Treba je bilo vloziti Se precej dela, preden je uc¢enec ob pomoéi strokov-
njakov izdelal model naprave. To je bila ladjica brez motorja, ki je plula
proti toku (slika 1).

Slika 1. Model broda proti toku, ki ga je ob pomoéi strokovnjakov izdelal nemski uéenec.
Model se je s hitrostjo 5 metrov na minuto gibal proti toku s hitrostjo 40 metrov na
minuto. Slika je vzeta iz clanka W. Biirger, Das Gegenstromschifl, Physikalische Blitter
54 (1998) 1131. Razmerju vy /v = 1/8 ustrezajo razmerjaa =1, b= 2,8 inrg/r = 3,8.

Vecina vas bo rekla, da kaj takega ni mogoce. Pa je. Vendar plovilo,
ki se je prepuséeno samo sebi gibalo proti toku, ni bilo prosto, ampak
z vrvjo povezano z okolico. Zato je bolje govoriti o brodu. Brod ima
preprosto zgradbo. Trup izpodriva vodo in poskrbi za vzgon. Na sredi
je na trup preko lezajev pritrjena precna gred s kolesoma z lopaticami.
Lopatice koles na levem in desnem boku segajo v vodo. Voda preko lopatic
poganja gred, da se vrti in se nanjo navija vodoravna vrv. Drugo krajisée
vrvi je pritrjeno v toéki sredi toka pred brodom, denimo, na sredi mostu.
Brod se giblje proti toku, ko se vrv navija na gred.

Pospremimo prejénje trditve s preprostimi enacbami. Voda deluje
na potopljeni del trupa s silo, katere komponenta navpi¢no navzgor je
vzgon F| in vodoravna komponenta v smeri toka upor broda F;. Na brod
deluje navpi¢no navzdol teza Fy, ki jo uravnovesi vzgon. Na potopljeni
del lopatic deluje se sila tekoce vode Fy v smeri toka, to je upor lopatic,
in na gred sila vrvi F' v nasprotni smeri toka (slika 2).
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Slika 2. Sile in komponente sile, ki delujejo na brod v vodoravni smeri.

V ravnovesju, ko brod miruje ali se enakomerno giblje, je vsota kom-
ponent vseh sil v navpiéni in vodoravni smeri enaka 0:

F/—F,=0, F+FR-F=0.

V ravnovesju je enaka 0 tudi vsota vseh navorov. Racunajmo jih glede
na os gredi, ker lahko v ravnovesju poljubno izbiramo os. Glede na to
os delujeta navor upora lopatic roF5 in v nasprotni smeri navor vrvi rF.
Rocica je pri prvem razdalja sredine potopljenega dela lopatice od osi
in pri drugem polmer gredi r. Navora sta v ravnovesju:

T‘QFQ——T’F:O.

Iz enach F' = F} + F5 in roFy = rF odpravimo silo vrvi in preostane
enacba

F:
rFy = (ro—7)Fy ali F::%—l.

Kaj je z navorom sile vode na trup? Okoli izbrane osi vrtljivi trup
se zaradi navora upora r F; malo zasuce, tako da se sprednji del broda
malo globlje potopi in zadnji del malo bolj pogleda iz vode. Pri tem je r;
razdalja premice upora trupa od osi. Zato se prijemalisce vzgona v teziscu
potopljenega dela vode premakne malo proti sprednjemu delu broda, pri-
jemalisce teze pa ostane na sredi. Navor dvojice sil teze in vzgona [F{
uravnovesi navor upora. Premici teh sil sta v razdalji [ (slika 3).

Pomagali smo si z dvema priblizkoma. V vodo sega vec lopatic z
razlicno dolgimi deli. Zato sta Fy in ro povpreéni vrednosti. Po povrsini
trupa porazdeljeno silo upora nadomestimo s silo Fi, ki prijemlje v teziscu
¢elnega preseka potopljenega dela trupa, po prostornini potopljenega dela
trupa porazdeljeni vzgon F| pa prijemlje v tezis¢u izpodrinjenega dela
vode.
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Slika 3. Sile in komponente, ki delujejo na brod v navpiéni smeri na mirujoci vodi (a).
Med gibanjem proti toku navor dvojice teze in vzgona [F| uravnovesi navor upora
trupa r; Fy (b).

Vzemimo, da je hitrost vode tolikSna, da lahko upor trupa F in lopa-
tic Fy izracunamo s kvadratnim zakonom, po katerem je upor sorazmeren
s koeficientom upora ¢y, s ¢elnim presekom ovire S in s kvadratom hitrosti
vode glede na oviro. Upora sta potem v razmerju

v 0 y f 2
B caSivy _ Cu151(v + vp)
Fy  cuaSev3  cuaSa(v + vy — vpra/r)2

Indeks 1 zadeva potopljeni del trupa, indeks 2 pa potopljeni del lopatice.
Hitrost broda glede na vodo sestavljata hitrost vode glede na obalo v in
hitrost broda glede na obalo —v;, v nasprotni smeri: v; =v—(—v) = v+
+ vp. Hitrost srednjega dela lopatic glede na vodo je za v,re/r manjsa:
vg = v + v, — vyre/r. Hitrost sredine potopljenega dela lopatice glede na
brod je namrec¢ enaka wrs s kotno hitrostjo gredi w. Hitrost broda glede
na obalo pa dolo¢a hitrost, s katero se vrv navija na gred s polmerom r
in je v, = wr, tako da je w = v /7.

Vpeljimo koeficienta a = ¢,1 51 /¢,255 in b = ra/r—1 ter izracunajmo
razmerje hitrosti broda glede na obalo in hitrosti vode glede na obalo:

Uy \/S—\/E

v VP+va

Iz enacbe izhaja, da mora veljati r3/r — 1 = b > a, e naj se brod giblje
proti toku. Cim vecji je upor broda, tem daljse morajo biti lopatice.

Z enacbo je mogoce izracunati, pri katerem razmerju b je pri danem
razmerju a hitrost broda najvecja. Enacbo odvajamo po b in odvod
postavimo enak 0, pa dobimo zvezo 2Vb? = \/a(3b + 1), iz katere sledi
vp/v = 1/3b. Cim daljse morajo biti lopatice, tem manjsa je hitrost broda.
Brod z velikim uporom doseze zelo majhne hitrosti. V mejnem primeru
ustreza temu primeru kolo z lopaticami, ki se vrti na mestu, na primer na
zasidranem brodu.
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Mlinska kolesa ob rekah so poznali Zze v davnini in taka kolesa na
zasidranih ladjah v rekah vsaj od leta 537, ko so Goti med obleganjem
prebivalce Rima pregnali na ladje. Pozneje se je ta reSitev precej razsirila
in so kolesa z lopaticami na zasidranih ladjah na rekah poganjala mline,
zage, ¢rpalke. Pri nas poznamo take mline na Muri. Vojaski inzenir Kon-
rad Keyser je leta 1405 narisal naért za brod proti toku. Morda je Denis
Papin, najprej Huygensov pomocnik v Parizu in nato Boylov pomoénik v
Londonu, ki je prvi zgradil parni stroj na znizani tlak, leta 1707 uporabil
tak brod na Fuldi v Nemciji. Vendar ni nobenega nedvoumnega porocila,
da bi kak brod, ki bi se gibal proti toku, izkoristili za prevoz ljudi ali
tovora. Razlog za to v ¢asu pred uvedbo parnih strojev lahko najbrz
istemo v ceneni delovni sili. Tezaki so hodili ob obali in z vrvmi ladje
vlekli proti toku. Tezava je bila najbrz tudi v tem, da brod zahteva raven
tok reke in most ali drugo pripravno tocko, na katero pritrdimo krajisce
vrvi. Danes ta okolju prijazna resSitev ni uporabna, ker regulirane reke
tecejo pocasi in bi se brod z velikim uporom proti toku gibal Se pocasneje.

Janez Strnad

MALA STEVILSKA KRIZANKA — Resitev s str. 66

Mozni potek resevanja:
Pod 4 navpiéno je najvecje dvomestno prastevilo, [1 2 3 4
to je 97. Takoj sledi, da je pod 5 vodoravno stevilo 216]5
7777. Pod 3 vodoravno so kandidati prastevila 19, |5
29, 59, 79 in 89. Pod 3 navpicno je produkt tega
prastevila s Stevilom 97. Od moZnosti: 19 x 97 = |6 )
— 1843, 29 x 97 — 2813, 59 x 97 = 5723, 79x97= | 1 | 0 [ 2
6

~3
|
~1

[} — | =)

= 7663 in 89 x 97 = 8633 ima na drugem mestu |8
Stevko 7 le 59 x 97 = 5723, torej je pod 3 navpicno 6
stevilo 5723 in pod 3 vodoravno gtevilo 59. Pod
6 vodoravno je 2! = 1024 kot edina Stirimestna deseta potenca. Pod 6
navpiéno je stevilo 16, ki edino izpolnjuje pogoj o razliki stevk. Pod 9
vodoravno je 32 kot veckratnik Stevila 16. Pod 1 navpicno je 27, edini
dvomestni kub, ki se kon¢éa na 7. lzracunamo Se, da je 1 vodoravno
42 — 16 = 26, dokonéamo zapis Stevila 2 navpi¢no, preverimo pravilnost
8 vodoravno in krizanka je resena.

Urska Demsar
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O PERFEKTNIH (POPOLNIH) KVADRIH

Perfektni (popolni) kvader imenujemo tak kvader, pri katerem se izrazajo
dolzine robov, telesne diagonale in diagonal vseh stranskih ploskev s celimi
(torej naravnimi) stevili. Pravzaprav smemo tako imenovati vsak kvader,
pri katerem so vse nastete dolzine racionalna stevila ali pa so med seboj v
racionalnih razmerjih. Ce so namreé vse racionalne, se pravi ulomki, po-
mnozimo robove z najmanjsim skupnim imenovalcem teh ulomkov. Tako
dobimo podoben kvader, pri katerem se vse navedene dolzine izrazajo z
naravnimi tevili. Ce pa so vsa razmerja med njimi racionalna, lahko
izberemo enoto za dolzino tako, da so potem vse te kolicine cela stevila.

Ali v tem smislu perfektni kvadri obstajajo?

Kvader je telo v trirazseznem prostoru. V ravnini ima pravokotnik
vlogo kvadra. Po analogiji bi imenovali pravokotnik “perfekten”, ¢e se
izrazajo dolzine njegovih stranic in diagonale z naravnimi Stevili, oziroma,
kar je v bistvu isto, z racionalnimi stevili.

Diagonala razdeli pravokotnik na dva
skladna pravokotna trikotnika s katetama
a in b, hipotenuza pa je diagonala d b b
(slika 1). Zato velja po Pitagorovem
izreku zveza

(41

(¥}
2 2
a4+ =" Slika 1.
Pri “perfektnem” pravokotniku so a, b, d naravna stevila, ki zados¢ajo tej
enacbi. Takih trojk a, b, d je nesteto, imenujemo jih pitagorejske trojke,
najmanj$a med njimi jea =3, b=41ind = 5.

Ce razsirimo obravnavo na pravokotnike, pri katerih so dolzine a, b, d
racionalna Stevila, smemo vzeti, da je ena izmed njih enaka 1, npr. b =1
(ustrezno daljico smo izbrali za enoto dolzine). Zgornja enacba se zda]
glasi

a?+1=4d>%. (1)

Iz nje dobimo d? — a? = 1. Ce levo stran razstavimo v produkt, lahko
zapiSemo enaébo (1) v obliki

(d+a)d—a)=1. (1a)

Denimo, da pozitivni racionalni stevili a in d zadoscata (1), torej tudi
(1a). Ocitno je d > 1. Postavimo d+ a = t, kjer je t prav tako racionalen
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in ve¢ji od 1, saj jet =d+a > d > 1. Iz (1a) dobimo zdaj d — a = 1/t,
od tod pa izra¢unamo

2 -1 2 +1
T d= TR R 2 (2)

Za vsako racionalno resitev enacbe (1) obstaja potemtakem tako racio-
nalno stevilo t > 1, da se a in d izrazata z obrazcema (2). Narobe je prav
tako res: Izberimo si poljubno racionalno stevilo ¢ # 0 in ga vstavimo v
leva izraza (2). Dobljena a in d sta racionalni tevili, ki zados¢ata enacbi
(1), kar pokaze preprost racun. Ce sta a in d pozitivna — taka sta, kadar
jet > 1 — dolo¢ata @ in b = 1 pravokotnik z racionalnimi stranicami in
racionalno diagonalo d.

Pripomba. Kadar je ¢ < 1, je bodisi a bodisi d negativno stevilo. V
tem primeru je dolzina ustrezne stranice enaka |a| (oziroma diagonale |d|).

Racionalno stevilo ¢ > 1 lahko zapiSemo v obliki ulomka t = p/q, kjer
sta Stevec p in imenovalec ¢ naravni tuji si Stevili in p > ¢. Ce to vstavimo
v (2), se @ in d izrazata v obliki teh-le ulomkov

a=

3 . 2 2
P —q dp+q

2pq '  2pg

Pomnozimo stranici @ in b = 1 s skupnim imenovalcem 2pg, pa dobimo
podoben pravokotnik, ki ima stranici in diagonalo

a:pz_qzl szPQ: d=p2+q2- (3)

Za vsak par naravnih Stevil p in g, p > g, so tako dobljeni a, b, d pitago-
rejska trojka.

Vzemimo zdaj kvader z robovi
a, bin ¢ (slika 2). Zaznamujmo z d te-
lesno diagonalo (telesne diagonale so
§tiri, so pa med seboj enake), z dy, da

in ds pa diagonale stranskih ploskev. e c
Pri tem je d; diagonala osnovnega % 4 ds
pravokotnika s stranicama a in b, dy ©

diagonala stranskega pravokotnika s b dx

stranicama a in ¢, d3 pa diagonala
stranskega pravokotnika s stranica-
ma b in e¢. Po Pitagorovem izreku
dobimo zveze

Slika 2.

+b¥=d, a+F=&, v+2=d:. (4)
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Telesna diagonala d je hipotenuza pravokotnega trikotnika s katetama
d; in ¢ (slika 2). Zato je d? + ¢ = d?, oziroma, ¢e upostevamo prvo
enacho (4),

A+ +c*=d. (5)

Pri poljubno izbranih pozitivnih stevilih a, b, ¢ izracunamo iz (4) in
(5) stranske diagonale dy, da, d3 in telesno diagonalo d. Ce so a, b, ¢ cela
(oziroma racionalna) Stevila, pa dobljeni d,. d3, d3 in d niso vselej cela
(niti racionalna) stevila.

Kakor smo povedali na zacetku, je za obstoj perfektnega kvadra
dovolj, ¢ée najdemo pozitivna racionalna stevila a, b, ¢, dy, do, d3 in d, ki
zadoscajo enacbam (4) in (5). Odslej bomo torej iskali racionalne resitve.
Zdaj smemo vzeti, da je ¢ = 1 (tretji rob kvadra smo izbrali za enoto
dolzine). Enaébe (4) in (5) dobijo potem tole obliko

e+ =d}, a*+1=d3, b*+1=d} (4a)
in
A+ +1=d2. (5a)

Denimo, da imamo kaksno racionalno resitev. Druga in tretja enacba
(4a) imata obliko enacbe (1). Ce se spomnimo, kako dobimo racionalne
resitve enacbe (1), vidimo, da obstajata taki racionalni stevili vecji od 1,
imenujmo ju zdaj = in y. da je

2 2
g —1 e o
= . dy =
= "o 2= "o (Ge)
in
= . 1 2 1
e = et (6h)
2y 2y
IKer lahko zapiSemo enacbo (5a) v obliki
di +1=d
in sta dy in d racionalna, obstaja racionalno stevilo z > 1, da je
CLR | 2241
di = , d= Z (6c)

2z 2z
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Ce vstavimo dobljene izraze za a, b in d; v prvo enacbo (4a), ki smo jo
pomnozili s 4, dobimo tole zvezo

2 1 2 2 _ 1 : 2_1 -
SeG-E =
T Y z
Povzemimo, kaj smo doslej ugotovili: Ce obstaja perfektni kvader,
lahko najdemo racionalna stevila =, y, 2z, vsa vecja od 1, ki zado&¢ajo

enacbi (7). Vzemimo zdaj, obratno, da od ni¢ razliéna racionalna Stevila
x, y. z ustrezajo tej enachi. Potem so

|
u:

2
—1
B =

) =1
22 2y e

racionalni robovi kvadra, pri katerem se izrazajo stranske diagonale d,
ds. d3 in telesna diagonala d z obrazci (6a), (6b) in (6c). Vsa ta Stevila
so racionalna. Stiri enacbe (4a) in (5a) smo tako nadomestili z eno samo
enacbo (7).

Takoj vidimo, da je enacba (7) izpolnjena, ée postavimo z2 =1, z =
=y, alipay®=1inz=2z. V prvem primeru je a = 0, v drugem b = 0.
Kvader se je izrodil v pravokotnik. Ce pa je 2% = 1, pove enacba (7), da
mora biti 22 = 1 in y? = 1. (Leva stran je namreé¢ vsota dveh kvadratov
in je enaka ni¢ samo tedaj, kadar sta oba sumanda enaka ni¢.) Zdaj je
a = b =0, tako da se je kvader izrodil v daljico. Pravi perfektni kvader
nam da le taka trojka x, y, z racionalnih stevil, ki so vsa veéja od 1 in
zadoSéajo enacbi (7). Ali obstaja taka trojka? Odgovora na to vprasanje
ne vem. Doslej niso Se nasli perfektnega kvadra niti niso dokazali, da ga
ni. Z racéunalniki so ugotovili samo to, da je dolzina najmanjsega roba
perfektnega kvadra (z robovi, ki so cela §tevila) vecja od 107, seveda, e
tak kvader sploh obstaja.

Pripomba. Ni posebno tezko ugotoviti, da ima enacba (7) resitev, pri
kateri so racionalni @, y, z vsi vecji od 1, brz ko premore kaksno resitev,
pri kateri je 2 # 1 in y* # 1. Ker nastopajo z, y in 2z v (7) samo
v kvadratih, je namre¢ ta enacba izpolnjena tudi tedaj, kadar kaksno
neznanko zamenjamo z njeno nasprotno vrednostjo, npr. ¢ z —z. Prav
tako pa smemo vsako neznanko zamenjati z njeno reciproéno vrednostjo,
torej @ z 1/x. S takimi zamenjavami pridemo iz vsake resitve, pri kateri
je 22 # 1 in y? # 1, do resitve, kjer so vse neznanke vecje od 1.

Zastavimo si zdaj vprasanje, ali obstajajo kvadri z racionalnimi ro-
bovi in racionalnimi stranskimi diagonalami. Torej ne zahtevamo vec, da
naj bi bila tudi telesna diagonala d racionalna.
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Ce si izberemo poljubni racionalni &tevili z in y, ki sta obe ve&ji od
1, nam dajo obrazci (6a) in (6b) kvader z racionalnimi robovi a, b, c =1
in racionalnima diagonalama ds in d3. Vstavimo izraza za a in b v prvo
enac¢bo (4a) in dajmo levo stran na skupni imenovalec. Potem je pred
nami enacha

¥’(2? ~1)° +2°(* ~ 1)?

2
43,’_29_2 = d‘l * (8)

Diagonala d; je racionalna, ¢e je ulomek na levi kvadrat racionalnega
§tevila. Za to pa zadosca, da je Stevec kvadrat racionalnega Stevila, saj
je imenovalec kvadrat racionalnega stevila 2zxy. Stevec lahko zapiSemo v
obliki

22 (a2 + 9% — )+ 2 o2,
Izberimo zdaj racionalni stevili « in y tako, da bo med njima zveza
4yt =4. (9)

Potem je stevec enak 4, iz (8) pa dobimo dy = 1/xy in je tudi diagonala
d; racionalna. Pripadajoci kvader ima robove

2 —1 y?—1
s . b= , =1, 10
a Y 5 c (10a)
stranske diagonale pa so
1 2 +1 y?+1
di=—, dy = , dy = : 10b
= =T, a=LF (10b)

Vsa ta stevila so racionalna. Kvader ima potemtakem racionalne robove
in racionalne stranske diagonale. Seveda morata racionalni stevili = in y
zado&éati enacbi (9). Kako taka stevila dobimo?

Denimo, da je y # 0. Delimo enaébo (9) z 2 in postavimo
=uv. (11)

Ce sta x in y racionalna, sta taka tudi u in v. Med njima pa je tale zveza

w?+1=10, (9a)
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Kakor vemo, se vsaka racionalna resitev te enacbe izraza v obliki

t2 —1 241
-— 3 e 12
=5 YT Ty (12)

pri primerno izbranem racionalnem stevilu ¢ # 0. Za vsak racionalen ¢ # 0
pa sta tako dobljena u in v racionalna in zadoséata enachi (9a). Iz enach
(11) in (12) zdaj lahko izraéunamo

2 —1 4t

?:2—‘ = —_—
! 241 y 2 +1

(13)

Ker si lahko racionalni ¢ poljubno izberemo, doloc¢ata obrazca (13)
nesteto parov racionalnih stevil z, y, ki zadoscajo enacbi (9). Formule
(10a) in (10b) pa dolo¢ajo nesteto kvadrov, pri katerih so dolzine robov
in stranskih diagonal racionalne. Npr. za t = 2 imamo x = 6/5, y = 8/5.
Robovi in stranske diagonale pripadajocega kvadra so

11 39 25 61 89
F=—, b:—' :1, d:-——! do = — . q = —
“= 60 s ° TR T P TR0
Pomnozimo robove z 240, ki je najmanjsi skupni imenovalec vseh navede-
nih ulomkov, pa dobimo tale podobni kvader, ki ima za robove in stranske
diagonale cela stevila

a=44, b=117, =240, d; =125, dy=244,d; =267.

Telesna diagonala d = /73 225 = 5v/2929 pa je iracionalna.

Racionalno stevilo ¢ lahko zapisemo v obliki ulomka t = p/q, kjer sta
p in g naravni tuji si stevili. Ce to vstavimo v izraza (13), dobimo

o 27— ) dpg

P+ ' VT P+

Preprost, éeprav nekoliko dolgovezen in zato dolgocasen racun, ki ga bralec
lahko preskoéi, pokaze, da se robova a in b izrazata takole

3p4 = 10p2q2 & 3q4 14p2q2 ] p4 - q4
a= x —
4(p* - ¢*)P* +4%) 8pa(p® + ¢*)
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Skupni imenovalec obeh ulomkov na desni je Spg(p® — ¢%)(p? + ¢*) =
= 8pq(p* — ¢*). Ce z njim pomnozimo a, b in ¢ = 1, dobimo kvader z
robovi

a = 2pq(3p* — 10p°¢* + 3¢*), b= (p* - *)(14p°¢ - p* —¢*),

(14)
c=8pg(p* — ¢*).

Vsa Stevila na desni so cela, ¢e sta taka p in ¢. Stranske diagonale se
izrazajo pri tem kvadru s celimi Stevili, in sicer so

dy = (p*+¢*)?, da=2pg(5p* — 6p°¢* + 5¢),
ds = (p* — ) (p* + 18p°¢* + ¢*) .

Te formule je poznal ze Leonard Euler. Povedati pa je treba, da nam ne
dajo vseh (nepodobnih) kvadrov, pri kateri so dolzine robov in stranskih
diagonal cela Stevila.

Nesteto je kvadrov, ki imajo za robove in telesno diagonalo cela
gtevila. Dobimo jih z resitvami enacbe (5), to je, enacbe

+¥+=d*

v naravnih stevilih a, b, ¢ in d. Najpreprostejsa med njimi se glasi a =
=b=2 ¢c=1,d =3 Kako dobimo vse njene resitve v celih &tevilih,
pa lahko bralec zve iz knjige J. Grassellija, Diofantske enacbe (Ljubljana,
1984), na str. 64-68.

Ali obstajajo tudi kvadri, pri katerih se izrazajo dolzine robov, telesne
diagonale in dveh stranskih diagonal z naravnimi stevili? Obstajajo.
Najmanjsi tak kvader ima robove

a=104, b=153, c=672. (15)

Tu je telesna diagonala d = 697, stranski diagonali d; = 185 in dy = 680
se izrazata s celima Steviloma, diagonala d> = 6410101 pa je iracionalna.
Navedeni primer seveda ni edini tak kvader. Obstajajo parametriéni
obrazci, podobni obrazcem (14), ki dajo neSteto kvadrov s to lastnostjo,
vendar so bolj zapleteni, kakor so (14), in tudi izpeljava je dolgovezneja.
Zato jih tu ne bomo navajali.
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Vzemimo poljuben kvader, pri
katerem se izrazajo dolzine robov
a, b, ¢, telesne diagonale d in
dveh stranskih diagonal d; in dj
z naravnimi Stevili. Naj bodo A,
B, C, D ogliséa spodnje osnovne
ploskve, E, F, GG, H pa oglisca
zgornje (slika 3). Tocke A, B, C in
@ dolocajo tristrano piramido (te-
traeder), ki ima za osnovno ploskev
trikotnik ABC' s stranicami a, b,
dy, njeni stranski robovi pa so ¢,
d in d3. Vsi se izrazajo s celimi
stevili. Mejne ploskve so Stirje pravokotni trikotniki: Osnovna ploskev
ABC' in stranska ploskev BCG sta polovici pravokotnikov ABC'D in
BCGF; v stranskem trikotniku AC'G lezi stranica AC' (to je diagonala d; )
v osnovni ploskvi kvadra in je zato pravokotna na stranico CG, ki je tretji
rob kvadra; v trikotniku ABG pa je stranica AB rob kvadra in je zato
pravokotna na stranico BG (to je diagonala d3), ki lezi v stranski ploskvi
CBFG kvadra. Ce so stranice pravokotnega trikotnika cela stevila, je
tudi njegova ploséina, ki je enaka polovici produkta katet, celo stevilo (v
pitagorejski trojki je vselej ena kateta sodo Stevilo, glej enacbe (3)).

Vzemimo za zgled kvader z robovi (15). Za ploséine py, ps, p3 in py
stranskih ploskev tetraedra ABCG dobimo tale stevila

Slika 3.

1 1
?}1 = :;-(Ib — T 956 § p«z = Ebﬂ = 5]. 408 ¥ p3 — ECdl — 62 160 N

Py = %adg = 35360 .

Prostornina V' tetraedra ABCG pa je Sestina prostornine kvadra, saj
je ploséina p; osnovne ploskve ABC' polovica ploséine osnovne ploskve
ABC D kvadra, visina pa je pri obeh telesih enaka ¢, torej V' = éabc. A%
nasem primeru je prostornina V = 1782 144, se pravi celo Stevilo.

Tako smo ugotovili tole: Vsak kvader, pri katerem se izrazajo robovi,
telesna diagonala in dve stranski diagonali z naravnimi Stevili, doloca
tristrano piramido (tetraeder), pri kateri se izrazajo robovi, plos¢ine stran-
skih ploskev (to so trikotniki) in (izkaze se) tudi prostornina z naravnimi
stevili.

Tvan Vidav
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TRDNJAVE NA SAHOVNICI — Resitev s str. 81

Za vprasanje, koliko je bistveno razlicnih postavitev osmih paroma nena-
padajoéih se trdnjav na obi¢ajno sahovnico, sem prvié sligal ze pred éasom.
Gre za klasicno vpraganje iz razvedrilne matematike. ki je sicer manj znano
kot enako vprasanje za postavitve kraljic, vendar pa je nanj tudi tezje
odgovoriti. Pravijo, da se je z njim spoprijel tudi H. E. Dudeney (1857-
1930), eden od mojstrov raznovrstnih ugank in razvedrilnih matematicnih
nalog s konca 19. in zacetka 20. stoletja, vendar ga ni uspel razresiti.

Opis reditve sem prvié videl v zanimivi knjigi [1]. Knjiga je prvié izsla
ze leta 1966. V njej avtor trdi, da je bistveno razlicne postavitve trdnjav
prvi leta 1962 prestel neki D. F. Smith iz San Francisca. Skrajsani opis
resitve, podan v knjigi, ima 5 strani, in ker se po krajsem razmisleku tudi
sam nisem domislil nicesar bistveno krajsega, programiranje pa mi je v
veselje, sem se odloéil, da nalogo resim z rac¢unalnikom.

Vseh postavitev nenapadajocih se trdnjav je 8! = 40320. Pri zmo-
gljivosti danasnjih racunalnikov je to majhno Stevilo, tako da me ¢as
izvajanja programa in poraba pomnilnika nista preve¢ skrbela. Sahovska
deska ima 8 simetrij: iz zacetne lege jo lahko zasukamo za 90°, 180° in
270°, prezrcalimo npr. prek vodoravne simetrale ter prezrcaljeno zopet
zasukamo za 90°, 1807 in 270°. Iz ene postavitve trdnjav tako dobimo
do 8 razlienih postavitev. Ker pa postavitev nenapadajoéih se trdnjav
nikoli ni enaka svoji zrealni sliki, vedno dobimo vsaj 2 razliéni postavitvi.
Razmislek tudi pove, da mora &tevilo razliénih postavitev, ki jih dobimo
z uporabo simetrij, deliti stevilo vseh simetrij (u¢eno bi rekli, da mora
moé podgrupe deliti moé grupe). Ce povzamem: z uporabo simetrij iz
vsake postavitve nenapadajoéih se trdnjav dobimo 2, 4 ali 8 razliénih (a ne
bistveno razlicnih) postavitev. Primeri postavitev, iz katerih s simetrijami
dobimo po 2, 4 oziroma 8 ragzliénih postavitev, so prikazani na spodnji
sliki.

) § ) § X
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Program sem nekoliko matematiéno obarval in ga zasnoval takole. Posta-
vitve trdnjav sem oznacil s Stevili od 0 do 40319. Pri pretvarjanju med
postavitvami trdnjav in stevili sem uporabil “faktorielni” zapis stevil. O
njem smo v Preseku pred casom ze pisali (glej prispevek [2]). Vsako
naravno stevilo z od 0 do n! — 1 lahko enoli¢no zapisemo kot

zt=¢cp1-n—1)4ec, 0-n—2)+...4+co-2 ¢ - 1!,

kjer za stevke ¢;, i =1,...,n—1, velja ¢; € {0,1,...,i—1,i}. Postavitev
trdnjav pretvorimo v stevilo tako, da za vsako trdnjavo v prvih sedmih
stolpeih prestejemo, koliko vrstic pod njo se ni zasedenih s trdnjavami iz
prejsnjih stolpcev. Tako po vrsti dobimo stevke ez, cg, ¢35, €4, €3, €2 in ¢.
Levi postavitvi na zgornji sliki tako pripada stevilo 0, srednji postavitvi
stevilo 1 - 7! = 5040, desni postavitvi pa stevilo

0-7+6-6!40-5!+4-414+0-3!4+2.214+0-1! = 6-720+4-24 +2-2 = 4420.

Podobno poteka tudi pretvarjanje stevila v postavitev trdnjav.

S programom sem tako pregledal vsa stevila od 0 do 40319. Vsako
stevilo sem pretvoril v postavitev trdnjav, na postavitvi opravil zasuke
in zrcaljenje, sproti prestel, koliko razliénih stevil predstavljajo dobljene
postavitve, in si v pomoznih Steveih zapomnil ugotovitve (pri tem sem
seveda pazil, da istih postavitev nisem Stel veckrat). Ko sem program
zagnal (v resnici je bilo predtem Se nekaj “neuspelih” poskusov), je v hipu
izracunal, da za Sahovnico velikosti 8 x 8 obstaja natanko 5282 bistveno
razlicnih postavitev osmih paroma nenapadajocih se trdnjav. Dobljeni
rezultat se ujema z vrednostjo, ki je navedena v knjigi [1].

Program sem preizkusil tudi na manjsih sahovnicah in tako narac¢unal
spodnjo tabelo. V zadnjih treh stolpcih so zbrana stevila tistih postavitev,
iz katerih lahko z zasuki in zrcaljenji dobimo k = 2, 4 ali 8 postavitev
trdnjav.

velikost vse bistveno razliéne | postavitve, ki dolocajo k drugih
sahovnice | postavitve postavitve k=2 k=4 k=8
2 2 1 2 0 0
3 6 2 2 4 0
4 24 T 8 3 8
5 120 23 8 40 72
6 720 115 20 140 560
T 5040 694 20 452 4568
8 40320 5282 88 1672 38560
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Iz tabele razberemo, da je velika vecina postavitev trdnjav povsem brez
simetrij, saj iz njih z zasuki in zrecaljenji dobimo po 8 razliénih postavitev
(na obi¢ajni sahovnici je takih postavitev kar 38560 od skupno 40320, torej
ve¢ kot 95% vseh postavitev). Povpreéno Stevilo razliénih postavitev, ki

jih na obic¢ajni sahovnici dobimo iz posamezne postavitve, pa je enako
2:88+4-1672+8-38560 __ 315344 -, 7 9o
40320 = "goago - 04

Martin Juvan

[1] J.S. Madachy, Madachy’s mathematical recreations, Dover, 1979
[2] M. Juvan, Iicemo besedo, Presek 26 (1998/1999), st. 6, str. 365-367

GRAFICNA PODPORA — Resitev s str. 91

V programerski hisi CrissCross™ so nam zaupali pripravo grafiénega dela
njihove priljubljene racunalniske igrice. V logu moramo napisati ukaz, ki
bo narisal kvadratno mrezo velikosti 5 x 5, na kateri bodo s krizei oznacena
izbrana polja (glej spodnjo sliko).

X
X[ X
X
X X
XXX

Risanje slike je torej sestavljeno iz dveh delov: najprej nariSemo
kvadratno mrezo, nato pa na njej ozna¢imo izbrana polja. Odlo¢imo se, da
bo mreza sestavljena iz kvadratkov velikosti 30 x 30 enot. Mrezo narisemo
tako, da potegnemo 6 vodoravnih in 6 navpiénih ért, pri ¢emer so érte
razmaknjene za 30 enot. Ko je mreza narisana, se v zanki “sprehodimo”
skozi vhodni seznam, vzamemo par, ki je na zaéetku seznama, nariSemo
krizec na mestu, ki ga dolo¢a par, ter par zbrisemo iz seznama.
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TO prikazi :seznam
(LOCAL "dolzina "par)

REPEAT 6 [ ; NariZemo vodoravne Zrte.
RT 90 FD 5%30 PU BK 5%30 LT 90 FD 30 PD

]

PU BK 6%30 PD

REPEAT 6 [ ; NariSemo navpi&ne &rte.
FD 5*30 PU BK 5*30 RT 90 FD 30 LT 90 PD

]

PU RT 90 BK 6+%30 LT 90 PD

MAKE "dolzina COUNT :seznam

REPEAT :dolzina [ ; 8 kriZci oznafimo izbrane kvadratke.
MAKE "par FIRST :seznam ; Vzamemo par, ki doloZa poloZaj kriZca.
krizec (FIRST :par) (LAST :par) ; NariSemo krizec.
MAKE "seznam BF :seznam ; SkrajSamo seznam.

]

END

Pri risanju krizcev smo si pomagali z naslednjim pomoznim ukazom.

TO krizec :x :y
LOCALMAKE "pero PENSIZE
; Premaknemo se na sredino kvadratka, kjer bomo narisali kriZec.
PU RT 90 FD 15+30#:x LT 90 FD 15+30%:y PD

SETPENSIZE [3 3] ; Spremenimo debelino peresa.

RT 45

REPEAT 4 [ ; NariZemo kriZec.
FD 15 PU BK 15 RT 90 PD

]

LT 45

SETPENSIZE :pero ; Debelino peresa vrnemo na staro vrednost.

; Vrnemo se na mesto, kjer smo bili pred risanjem kriZca.
PU BK 15+30%:y RT 90 BK 15+30*:x LT 90 PD
END

Seveda lahko naSo igro igrata dva igralca, eden riSe krizce, drugi pa
krogce. Lepo bi bilo, ¢e bi nas ukaz sprejel Se drugi (morda neobvezni)
parameter, ki bi dolo¢al, v katere kvadratke mreze je treba narisati krogce.
Tudi velikost mreze (in velikost posameznih kvadratkov) bi bila lahko
spremenljiva. Moznosti za nadaljnje delo je torej Se veliko.

Martin Juvan
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DROBEN SPOMIN NA GIORDANA BRUNA

Ob 400-letnici smrti velikega italijanskega filozofa-astronoma, borca proti
sholasticni miselnosti in cerkvenim pogledom o vesojl‘_}u, gorecega propa-
gatorja materialisticnega svetovnega nazora in neomajnega zagovornika
Kopernikovega nauka.

Giordano Bruno se rodi v me-
stecu Nola blizu Neaplja. Ze s pet-
najstimi leti stopi v vrste domini-
kanskega meniskega reda. Leta 1572
postane duhovnik, kmalu nato pa Se
doktor filozofije. 'V samostanu se
vineto izobrazuje. V roke mu pri-
dejo stevilni spisi preteklosti in pod
njihovim vplivom privzame ateisticni
svetovni nazor. Upre se mu Studij
sholastike.

Leta 1575 ga obsodijo krivover-
skih misli. Bruno izstopi iz domini-
kanskega reda in se preseli v Rim.
Tam pa spozna, da pripravljajo proti

rl‘]el.nll sodni p rocesv,. Zato ZbE'.ZlU, I?a‘J' Slika 1. Giordano Bruno (1548 do 1600)
prej v severno [talijo, nato v Svico, — ucenjak nezlomljivega znacaja, stra-
potem v Francijo, kjer predava astro- sten glasnik novih idej in zagovornik
nomijo na univerzah v Toulousu in  Kopernikovega heliocentricnega siste-

. 1M&.
Parizu. °

Leta 1583 se zatece v Anglijo. Tu kritizira sholasti¢no Solo in teologe.
Javno nastopa tudi proti Ptolemejevemu geocentricnem sistemu (Zemlja
v srediséu vesolja in vse se giblje okrog nje).

V Londonu izda (v italijanskem jeziku napisano) vrsto spisov iz filo-
zofije in tudi svoje najpomebnejse delo, knjigo O neskonénosti, vesolju in
svetovih (1584). Kmalu se preseli v Neméijo, kjer propagira nov svetovni
pogled, svoje ideje glede zgradbe vesolja, predvsem pa kréevito zagovarja
Kopernikov heliocentriéni sistem (Sonce v srediséu, okrog njega pa se
gibljejo planeti, med njimi tudi Zemlja).

Na povabilo nekega plemica pride 1592 v Benetke. Tu ga zahrbtno
prime inkvizicija. Obtozijo ga razsirjanja krive vere, ki se dale¢ ne sklada
z uradnim naukom rimokatoliske cerkve glede zgradbe vesolja in e drugih
stvari. Zaprejo ga.

Skoraj osem let Bruno prezivi v temaénih beneskih in rimskih jecah.
Mozato prenasa mucenje in trpljenje. Ves ¢as korenito zagovarja svoje
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prepricanje. Ne kloni. Ker ne odstopi od svojih nazorov, ga obsodijo na
smrtno kazen. Javno ga sezgejo na grmadi 17. 2. 1600 na nekem trgu v
Rimu.

Bruno je v svojih delih zagovarjal in nadalje razvijal Kopernikov
nauk. Menil je, da je vesolje neskon¢no in da Sonce ni sredisée vesolja (saj
je za tako sredisce v neskonénem vesolju mogoéce vzeti poljubno zvezdo)
in da ne miruje. Prav tako je zagovarjal misel, da je v vesolju nesteto
zvezd, podobnih nasemu Soncu, in da v vsem vesolju vladajo enaki zakoni.
Najpomembnejsa filozofska misel Brunovega nauka pa je bila trditev glede
mnostva naseljenih svetov (teles), podobnih nasi Zemlji, kar je v temeljih
rusilo bistvo cerkvenega pogleda na svet oziroma vesolje. Ves poznejsi
razvoj astronomije je potrdil Brunova znanstvena predvidevanja.

Brunovo zivljenje je bilo en sam velik in neustrasen boj za prizna-
nje znanstvene resnice. Svojim idejam in nazorom se ni nikoli odrekel
kljub prete¢i smrtni kazni. V zgodovini znanosti e dandanes na Siroko
odmevajo zadnje besede, ki jih je izrekel ta velikan misli tik pred smrtjo:
“Sezgati, ne pomeni, odreci se.”

Marijan Prosen

TRGOVSKA — Resitev s str. 66

Ce z a oznaéimo vrednost trgovéevega premozenja na zacetku prvega leta
in sledimo pogojem naloge, dobimo za neznani a enacbo

4 (4 (4

ki ima resitev a = 1480. Toliko funtov je imel trgovec na zacetku.
Marija Vencelj

DVE ZA PODMLADEK — Resitev s str. 73

1. ‘:CI) O

2. Na sliki je 44 trikotnikov.
Dragoljub M. Milosevié
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41. MEDNARODNA MATEMATICNA OLIMPIADA

V Taejonu (Juzna Koreja) je bila v sredini julija 41. matematiéna olimpi-

ada, na kateri je sodelovalo 461 tekmovalcev iz 82 drzav. V slovenski ekipi

so bili tekmovalci Aleksandra Franc s 1. gimnazije v Celju, Irena Majcen,

Saso Jelencié in Klemen Sivie z Gimnazije Bezigrad, Mojca Miklavec s

Skofijske klasiéne gimnazije Ljubljana, Matjaz Urlep s Solskega centra

Celje — Splosne in strokovne gimnazije Lava, ¢lan mednarodne tekmovalne

komisije Gregor Dolinar s Fakultete za elektrotehniko ter vodja ekipe

Matjaz Zeljko s Fakultete za matematiko in fiziko.

Ekipa je prispela v Korejo nekaj dni pred tekmovanjem. Ta cas
smo preziveli v Seulu. Med mestnimi znamenitostmi so napravile na nas
najgloblji vtis pouliéne trznice, na katerih lahko dobis vse. Najbolj pestro
pa je bilo seveda 19. in 20. julija, ko so se tekmovalci spoprijeli z nalogami,
med katerimi sta bili tudi naslednji dve:

1. Kroznici T'y in T'y se sekata v tockah M in N. Naj bo { taka skupna
tangenta kroznic I'y in I's, da je toéka M blizje tangenti { kot tocka
N. Tangenta { se dotika kroznice I'y v tocki A, kroznice 'y pa v tocki
B. Premica, ki gre skozi tocko M in je vzporedna s tangento {, seka
kroznico T'y se v tocki C, kroznico I'y pa se v tocki D. Premici C'A
in DB se sekata v tocki E. premici AN in CD se sekata v tocki P,
premici BN in C'D pa se sekata v tocki ().

Dokazi, da je |EP| = |EQ)|.

2. Carovnik ima sto kart, ki so po vrsti osteviléene od 1 do 100. Vse
karte razporedi v rdeco, belo in modro skatlo tako, da je v vsaki Skatli
vsaj ena karta.

Clan ob¢instva izbere dve skatli, izbere po eno karto iz vsake od njiju

in pove vsoto Stevil na izbranih dveh kartah. Ko c¢arovnik izve to

vsoto, pove, iz katere Skatle ni bila izbrana nobena karta.

Na koliko nacinov lahko éarovnik razporedi karte v te tri skatle tako,

da bo trik vedno uspel?

Po napornih tekmovalnih dnevih so si tekmovalci ogledali se nekaj lokalnih
znamenitosti in se z avtobusi podali na dvodnevni izlet po Koreji.

Ekipa Slovenije je tudi tokrat na olimpiadi uspesno sodelovala, saj
je Irena Majcen osvojila srebrno medaljo, Mojca Miklavee pa bronasto.
Uspeh ekipe sta s pohvalama dopolnila e Aleksandra Franc in Klemen
Sivic. Poudariti velja, da je Irena Majcen prva dijakinja iz Slovenije, ki je
na mednarodni matematicni olimpiadi prejela srebrno medaljo. To je bila
tudi prva srebrna medalja, odkar (od leta 1993) Slovenija kot samostojna
drzava nastopa na mednarodnih matematiénih olimpiadah.
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Zahvala za uspehe nasih olimpijcev in tekmovalcev na tekmovanjih
gre predvsem uciteljem-mentorjem, ki mladim nadebudnezem pomagajo
pri spoznavanju matematike, nastop na olimpiadi pa so v veliki meri
omogocili Ministrstvo za Solstvo in Sport, Ministrstvo za znanost in tehno-
logijo in sponzorji HERMES SoftLab, Abanka in SKB Banka iz Ljubljane,
Krekova banka iz Celja ter Mura in Modna kravata Gjergjek iz Murske
Sobote.

Matjaz Zeljko

31. MEDNARODNA FIZIKALNA OLIMPIADA

Olimpiada je potekala med 8. in 16. julijem 2000 v Leicestru v Veliki
Britaniji. Sodelovalo je 296 tekmovalcev iz 63 drzav. V slovenski ekipi
so bili Andrej Kosmrlj, Gregor Tavéar, Igor Veseli¢, vsi z Gimnazije
Bezigrad Ljubljana, Matej Kandué s Srednje vzgojiteljske Sole in gimnazije
Ljubljana ter Iztok Pizorn s 1. gimnazije v Celju. Spremljevalca slovenske
ekipe in ¢lana mednarodne komisije sva bila Jure Bajc, Uprava RS za
geofiziko, in Ciril Dominko, DMFA Slovenije. Udelezbo na olimpiadi je
finanéno pokrilo Ministrstvo za Solstvo in Sport.

Tako kot doslej so se tekmovalei spopadli s tremi teoreticnimi nalo-
gami in dvema eksperimentalnima. V primerjavi z nalogami s prejsnjih
olimpiad so bile naloge dokaj obsezne in zahtevne, zato so bili povpreéni
rezultati olimpiade (rezultati vseh tekmovalcev) relativno slabi.

Trije udelezenci iz slovenske ekipe so na olimpiadi prejeli pohvalo:
Andrej Kosmrlj (26,7 tock), Matej Kandué (24,0) in Iztok Pizorn (22.8).
Sicer pa je bilo treba letos doseéi za zlato medaljo najmanj 37 tock od 50
moznih, za srebrno 32, za bronasto 27 in za pohvalo 20 tock.

Ker meje za medalje in pohvalo na fizikalni olimpiadi niso vnaprej
doloéene, ampak so odvisne od vsakoletne uspesnosti tekmovalcev oziroma
tezavnosti nalog, neposredna primerjava priznanj v posameznih letih ni
merilo uspeha. Vsakoletno relativno uspesnost ekipe priblizno dobimo,
¢e neuradno ovrednotimo medalje in pohvale, ki so jih prejeli tekmovalci
posameznih drzav (uradno tekmujejo dijaki na olimpiadi kot posamezniki
in ne kot ekipa). Letosnje tri pohvale nas na taki lestvici uvrscajo relativno
visoko, saj tekmovalei iz kar 21 drzav niso prejeli nobene medalje ali
pohvale, 13 drzav je doseglo manj kot mi, stiri drzave pa so bile tako
uspesne kot nasa. Tako smo na tej lestvici uvriceni v prvo polovico
sodelujocih drzav.

Naslednja, 32. mednarodna fizikalna olimpiada, bo od 28. junija do
6. julija 2001 v mestu Antalya v Turéiji.

Ciril Dominko
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TOPLOTNI IZMENJEVALCI

Pri prezracevalnih napravah velikih stavb se srecamo z zanimivo nalogo.
Topel, a izrabljen zrak v stavbi moramo nadomestiti s svezim, ki je
pozimi lahko zelo hladen. Nesmotrno bi bilo topli zrak spuscati naravnost
na prosto in ga nadomescati s hladnim iz okolice. Poleg neprijetnega
ledenega pisa v prostorih bi tako porabili zelo veliko toplote za dodatno
ogrevanje. V prezracevalnih napravah sta svez in izrabljen zrak speljana
po ceveh, ki te¢ejo tesno skupaj. Topli zrak tako ogreva hladnega in izhaja
s temperaturo, ki je le malo veéja od zunanje.

Na sliki 1 sta prikazani taki cevi s kvadralnim prerezom, ki sta v
toplotnem stiku, sicer pa izolirani. Stranica kvadrata naj bo dolga a,
torej je plodéina prereza cevi enaka a®. Temperatura toplega zraka iz
stavbe v zgornji cevi pada vzdolz toka, temperatura hladnega zraka v
spodnji pa v smeri toka naragcéa. Segrevanje plina v spodnji cevi torej
poteka na ra¢un ohlajanja plina v zgornji. Masna pretoka zraka v ceveh
naj bosta enaka. Privzeli bomo, da je temperaturna razlika zraka v ceveh
AT neodvisna od mesta, kjer jo merimo. Kasneje bomo videli, da je ta
privzetek pravilen. Razliko AT lahko povezemo z masnim tokom plina v
ceveh, debelino stene med cevema [ in toplotno prevodnostjo A. Opazujmo
del plina v cevi z dolzino Az in s presekom S = a?, ki potuje po cevi s
hitrostjo v (slika 2). Ker je temperaturna razlika med toplejsim zrakom
v zgornji cevi in opazovanim delom plina ves ¢as enaka AT, se opazovani
del plina v spodnji cevi v casu f segreje za 07 na racun toplotnega toka
skozi steno. Toplotni tok vzdolz cevi bomo zanemarili. Velja torej

Agat&z = Ame,6T .

Na levi strani enatbe smo zapisali toploto, ki zaradi prevajanja preide
skozi steno v ¢asu t. Na njen racun se segreje del plina z maso Am in
specifiéno toploto ¢, za 6T, S ¢, smo oznaéili specificno toploto zraka,
vrednost zanjo je 1000ﬁ‘ Ker je Am = pSAl, lahko ena¢bo poenosta-
vimo, ¢e upo§tevamo §e zvezo med masnim pretokom skozi cev ®,,, = pSwv,
kjer je v = % hitrost plina v cevi,

AT _ e, 07
I 7 Xa z

Tu smo vpeljali vzdolzni prirast temperature plina v cevi 6T na razdalji
z. Temu kvocientu pravimo tudi vzdolzni temperaturni gradient. Enacba
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izolacija

zunanjost
stavbe

‘ 4 hladen
zrak

notranjost
stavbe =

Slika 1. Cévi s kvadratnim prerezom, po katerih tece zrak v nasprotnih smereh. V
zgornji cevi se zrak vzdolz toka ohlaja, v spodnji pa segreva.

topel zrak

Q

hladen zrak

e— §z —

Slika 2. Oznageni del plina v spodnji cevi se enakomerno segreva, ko potuje vzdolz cevi
s hitrostjo v.

torej povezuje temperaturni gradient v vmesni steni s temperaturnim gra-
dientom vzdolz cevi. Sedaj je ¢as, da primerjamo velikost obeh gradientov.
Pri masnem toku &, = 10_3%51 po cevi s stranico a = 1 cm in bakreno

vmesno steno s toplotno prevodnostjo A = 390% dobimo

AT 16T

T 43’
Vidimo, da sta gradienta primerljiva. Pri 1 m dolgi cevi in temperaturni
razliki med zrakom v stavbi in na prostem 67 = 40 K je gradient % =
= 10%. Pri 1 mm debeli vimesni steni je torej AT = 0,01 K, razlika med
temperaturama zraka v ceveh je torej zanemarljiva. Zracenje prostora

opravimo skoraj povsem brez toplotnih izgub. Naprave, ki na tak nacin
varéujejo s toplotno energijo, imenujemo toplotni izmenjevalci.
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Slika 3 kaze potek tempe-
rature v ceveh v odvisnosti od
oddaljenosti z. Izhodisce z =
= 0 smo za obe cevi posta-
vii na topli strani. Premi-
sleki in enacba. ki smo jo iz-
peljali za spodnjo cev, veljajo
tudi za zgornjo, le da se plin
vzdolz toka ohlaja. Tempera-
turni gradient v zgornji cevi je
torej prav tak kot v spodnji. z2=0
vzdolz toka ima le spremen_]en Slika .'i. 'l'(-_!I!lpL‘,l'i].tllE‘ll_i potek T'(z) v zgurr.'lj.i in

B . T spodnji cevi. Izhodisce z = 0 smo postavili na
predznak. V‘HAbSC}Sa' " v (‘llat zacetek cevi na toplem koncu.
gramu narasca v zgornji cevi
proti toku. zato je temperaturni gradient v zgornji cevi glede na z prav
tak kot v spodnji, temperaturna razlika pa je enaka ne glede na z. Tako
je privzetek o stalni razliki AT upravicen.

Prijem tolpotne izmenjave je narava uporabila ze davno pred clo-
vekom. Telesna temparatura vecine rib je enaka tamperaturi vode, v
kateri zivijo. Ribe namreé dihajo s skrgami, ki jih obliva voda. Kri mora
biti v skrgah ¢im tesneje v stiku z vodo, da dobi riba dovolj kisika za
zivljenje. Tako tesen stik pa pomeni, da je toplotni tok iz krvi v vodo ze
pri neznatni temperaturni razliki tako velik, da ga riba s presnovo ne more
nadomestiti. Kri v skrgah mora torej imeti skoraj enako temperaturo kot
voda. Pri veéini rib kri ohlaja telo na temperaturo vode v okolici. Pri
tem pomaga Se toplotni tok s povrsja telesa v vodo.

Tune in nekatere vrste morskih psov so pri tem izjema. Merjenja so
pokazale, da je njihova telesna temperatura globoko v notranjosti misice
kar za 20 K vigja od temperature vode. Surova tunina je tudi po izrazito
rdeci barvi podobna mesu sesalcev, ki imajo stalno telesno temperaturo.
Temperatura misic pomembno vpliva na njihovo aktivnost — vi§ja tem-
peratura omogoca ribi vecjo aktivnost in zmogljivost. Znano je. da tune
plavajo neprekinjeno vse zivljenje. Kako tuna ohrani misSice tople, ¢eprav
diha s skrgami?

Dovodne in odvodne Zile (arterije in vene) miSice so pri tuni tesno
skupaj, tudi ko se zile cepijo v zilice. Tako teceta dovodna in odvodna
kri tesno skupaj. Ker je dovodna kri hladnejsa, se greje na racun oddane
toplote toplejse krvi, ki tece iz misice. Temperaturna razlika med dovodno
in odvodno krvjo je lahko manjsa od enega kelvina. Odvodna kri odnese
iz misice zelo malo toplote, ¢e je le dolzina odvodnih oziroma dovodnih
zil dovolj velika. V enachi, ki povezuje oba temperaturna gradienta, sedaj

T(z)

AT

Zgornja cev

spodnja cev

=
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vstavimo tele podatke: toplotno prevodnost Zilne stene postavimo na
vrednost A = 0,24 W/m K, kar se ujema s toplotno prevodnostjo tolsce,
za specificno toploto krvi vzamemo podatek za vodo ¢, = 4200 J /kg K, za
vrednost a privzamemo premer Zile, denimo a = 2r = 2 mm, masni tok
krvi @, = pSv pa ocenimo na @, = 10 kg/s. S temi podatki dobimo

[ -

Stena med zilama je debela [ = 0,1 mm, temperaturni gradient v zili
pa ocenimo iz povisanja temperature v notranjosti misice 67" = 20 K in
precno velikostjo misice z = 0,56 m. Za AT dobimo tako vrednost okrog
1 K, kar se dobro ujema z meritvami.

Andrej Likar
VRSTNI RED TEKMOVALCEV — Resitev s str. 67

Prvi je bil Roman, drugi Ciril, tretji Peter, ¢etrti Marijan in peti Janez.
Dragoljub M. Milosevid

KRIZANKA “ESTETSKO DELILNO RAZMERJE” —
Resitev s str. 96
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Zanimivosti — Razvedrilo

KRIZANKA “PRAVILNI POLIEDRI”
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31. FIZIKALNA OLIMPIADA:
IZGUBLJENI V LEICESTRU

Nase potovanje v Leicester se je zacelo 8. julija 2000 na letaliscu Brnik.
Kljub temu, da smo se zbrali ze zgodaj zjutraj, smo bili kar dobre volje.
Pred mano pa je bila ze prva dogodivscina: prvic sem letel z letalom. Po
mirnem dveurnem letu smo pristali na londonskem letaliséu Heathrow. Tu
smo ze lahko spoznali pravo anglesko vreme, ki se je spreminjalo vsakih
nekaj minut; nekaj ¢asa je dezevalo, pa potem spet sijalo sonce. Nato smo
se z avtobusom podali na triurno voznjo do Leicestra.

Ko smo prispeli, so nas ze ¢akali organizatorji. Takrat smo se morali
tudi posloviti od nasih spremljevalcev, saj so ju nastanili loceno od nas,
kot zahtevajo pravila. Po nas je prisel kombi in nas odpeljal v studentsko
naselje, kjer nas je pricakala nasa vodi¢ka Ranj. Vodicka je imela indij-
ske korenine, tako kot kar polovica prebivalcev Leicestra. Ze takoj smo
izvedeli, da nas je zamenjala s Slovaki in smo ji zato natanéno razlozili
geografsko lego Slovenije. Na§ dom je bil opremljen bolj slabo, pa tudi
cistoéa ni bila njegova odlika. Gostitelji so nam Se istega dne razkazali
mesto Leicester. Hranili smo se v Studentski menzi. S hrano nismo bili
prevec zadovoljni, saj je bila brez okusa, tako da smo imeli najraje sladice,
pa Se s pijaco so skoparili, saj so nam za kosilo in vecerjo privoscili samo
vodo. Tudi za zabavo v prostem casu je bilo bolj slabo poskrbljeno; na
voljo je bila samo skupna soba s televizijo. Se tista biljardna miza, ki je
bila v sobi, je bila polomljena.

Prvo jutro smo se odpravili na slovesno odprtje 31. mednarodne fizi-
kalne olimpiade. Tam smo prvi¢ lahko videli, kako veliko je tekmovalcev
z vsega sveta. Se posebej zanimivi so bili Jugoslovani, ki so se hoteli
slikati kar z vsemi ekipami. Zvecer smo se odpravili v mesto na bowling.
Prav vsi smo se prvi¢ spoznali s tem Sportom in moram priznati, da smo
se neznansko zabavali. To je bila kar pravinja sprostitev, ob kateri smo
nekoliko pozabili na tekmovalni del, ki je sledil.

Naslednjega dne nas je ¢akal teoreti¢éni del tekmovanja, ki je vseboval
tri sklope nalog. V prvem sklopu smo racunali razne stvari pri bungee
jumpingu. starost Zemlje, elektriéno energijo nabite krogle, delovanje
idealnega toplotuega stroja in vrtenje obroca v zemljinem magnetnem
polju.  Pri drugi nalogi smo morali izracunati razmerje med maso in
nabojem elektrona. Pri tretji nalogi smo se preizkusili z modelom naprave,
ki naj bi merila tezni pospesek na 19 decimalk natanéno. Na koncu se
je izkazalo, da take naprave ni moc¢ narediti, saj bi morala biti 100-krat
vecja od Zemlje.
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Sledil je dan pocitka po tezkih in zelo obseznih nalogah. Organizatorji
so nas odpeljali v rojstno hiso znamenitega fizika Isaaca Newtona. Nato
pa smo si ogledali Se univerzo Cambridge in njen Cavendishov laboratorij.
Kot zanimivost naj povem, da so Anglezi naravnost obsedeni z oznakami
za pozarne izhode. Med predavanjem v laboratoriju smo tudi mi doziveli
pozarni alarm, vendar se ni zgodilo ni¢ hudega.

Dan potem pa nas je cakal e eksperimentalni del tekmovanja. Sesta-
vljen je bil iz dveh nalog. Pri prvi smo raziskovali prevodnost fotoupora v
odvisnosti od valovne dolzine vpadle svetlobe. Pri drugi pa smo se ukvar-
jali z majhnim magnetnim diskom, ki smo ga spuséali po aluminijastem
klancu.

V naslednjih dneh smo se udelezili Se izleta v zabaviséni park Alton
Towers. Na tem izletu smo zelo uzivali, Se posebej na vlakeih smrti. Vozili
smo se tako na Oblivionu, kjer se 50 m spuséas skoraj v prostem padu
proti tlem, kot tudi na najbolj slavnem evropskem vlakeu Nemesis, kjer
ti noge bingljajo iz vlakca.

Zelo zanimivo in glasno je bilo tudi predavanje o razstrelivih, kjer
so nam stvari tudi prakti¢no prikazali. Pokazali pa so nam tudi vesoljski
center na univerzi, kjer se med drugim ukvarjajo tudi s prvo evropsko
odpravo na Mars leta 2003. Pri tem delu so se organizaorji gotovo bolj
izkazali kot pri prehrani in nastanitvi, tako da smo bili s programom zelo
zadovoljni.

V tem ¢asu smo spoznali kar precej mladih, najveé pa smo se druzili
s Hrvati. Morda tudi zato, ker se z njimi najlaze sporazumevamo. Z njimi
smo odigrali tudi biljard, kjer so nas premagali, zato pa smo bili mi boljsi
pri nogometu, ki smo ga odigrali na bliznjem travniku. Tam so domaéini
skoraj vsak dan igrali kriket. Zanimivi so bili tudi Avstralci, ki bi po
svojih zonglerskih sposobnostih lahko nastopali celo v cirkusu.

Predzadnji dan je bila organizirana zakljuéna prireditev z govori
organizatorjev in podelitvijo medalj in pohval. Najuspesnejsi so bili tokrat
Kitajci, ki so osvojili vseh pet zlatih medalj. Mi smo osvojili tri pohvale,
nasi prijatelji iz Hrvaske pa so ostali praznih rok. Zvecer je bil organiziran
se banket, ki pa se je hitro konéal. Nato smo se Se poslovili od Hrvatov,
ki so se ze sredi noé¢i odpravili domov. Mi smo odpotovali Sele naslednji
vecer, zato smo kosili v eni od mestnih restavracij. To je bilo najboljse
kosilo v celem tednu! Po dolgocasni voznji do Londona je sledil Se polet
do Brnika, kjer so nas ze cakali starsi.

Andrej Kosmrlj
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DOKAZI NEENAKOST — Resitev s str. 91

Oznacimo po vrsti z A(a, b, ¢), G(a.b,e) in H(a,b,c) aritmetiéno, geome-
tricno in harmoniéno sredino pozitivnih Stevil a, b in ¢. Definirane so z
izrazi:

a+b+e

A(aa b, C) = 3 s

G(a,b,c) = Vabe, H(a,bc)= i
-+
[

o = R

T
+ e
c
Znano je, da vselej velja relacija
H(a,b,c) < G(a,b,e) < A(a,b,c),

da v njej obvelja enacaj na obeh mestih hkrati in sicer natanko tedaj, ko
jea=b=c.
V nasem primern najprej velja:

1 1 1 1 1 1
G(1+—,1+—,1+—) 2H(1+—,1+—,1+—) =
z Y 2 T Y z
3

3 1 " 1 @ | '
&+l " g4I " 241

4
= H(z+1,y+1,24+1) < A(z+1,y+1,241) = 3

Ker je

3
1 + 1 4 1
rz+1 y+1 =241

velja neenakost

1 - 1 1
e+l g4l ozl
Iz nje dobimo najprej

3 1 3 1 " 1 <§
z+1 y+1 241/ 4°

.4
Z1

nato
1 1 1
G(1+ —,1+—,1—|——) >4,
z iy b4

in nazadnje s kubiranjem neenakost, ki jo je bilo treba dokazati.
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Enacaj velja natanko takrat, kojez =y=z2. Kerjexz+y+z=1,
mora biti v tem primern z =y =z = 1/3.
Marko Razpet

VEDNO VELJA — Resitev s str. 80

Ceprav je po mnenju lorda Kelvina vektor nekoristen ostanek, od katerega
nobeno zivo bitje nikoli ni imelo niti najmanjSe koristi, lahko z uporabo
vektorjev resimo tudi kaksno nalogo, pri kateri tega ne bi pricakovali. To
velja tudi za naso, v prejsnji stevilki zastavljeno nalogo.

Uporabili bomo lastnost, da skalarni produkt dveh vektorjev @ in b
nikoli ni veé¢ji od produkta velikosti vektorjev:

a-b<lal-b.

Enacaj velja, ¢e sta vektorja d in b vzporedna v isto smer.
Vpeljimo vektorja

@d=(1,1,1) in b=(Az+1,VTz+1,V/1-1lz).

Pri tem je b definiran za iste z kot nasa neenacba, to je na intervalu
[—%, ). Ker je

G-b=1-Viz+1+1-VTz+1+1-VI-1llz=

=iz +1+VTz+1++V1-11z,
l@d=v3 in |Bl=y{Az+1)+(Tz+1)+ (- 1lz) =3,

velja zaradi omenjene lastnosti skalarnega produkta nasa neenacba

Vdz +1+VTz+1+V/1-112< 3

za vsak z, za katerega je definirana. Enacaj velja za o = 0.}
Dusan Murovec

! Premislite, ali je izbrana metoda splosno uporabna pri reSevanju neenaéb, v
katerih je na eni strani vsota kvadratnih korenov, oziroma, kaj je posebnost dane
enacbe, da smo metodo lahko uspesno uporabili. Op. ur.
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HIPOKRATOVE LUNE — Resitve nalog s str. 98

Naloga 1. Oglejmo si sliki 1 in 2. Na prvi je krozni odsek nad diagonalo
kvadrata podoben vsakemmu od skladnih kroznih odsekov nad stranico
kvadrata. Kot vemo, je razmerje med diagonalo in stranico kvadrata
V2 : 1, razmerje ploséin podobnih likov nad diagonalo in stranico pa 2 : 1.
Torej je plodcina kroznega odseka nad diagonalo enaka skupni ploséini
obeh odsekov nad stranico. Ploséino luninega krajca s slike 1 potemta-
kem dobimo, ¢e od ploséine polkroga nad diagonalo odstejemo ploséino
kroznega odseka nad diagonalo, torej ploséini obeh kroznih odsekov nad
stranico. To pa je isto kot ploséina polovice kvadrata.

N
. o
. o :
~

Slika 1. Slika 2.

Ce na sliki 2 razdelimo kvadrat z obema diagonalama na stiri dele,
vidimo po pravkar dokazanem, da je vsak od luninih krajcev ploscinsko
enak éetrtini kvadrata, vsi §tirje skupaj pa celemu kvadratu.

Naloga 2. Sklep je podoben kot pri resitvi prejsnje naloge, le da zdaj
namesto razmerja med diagonalo in stranico kvadrata upostevamo Pita-
gorov izrek @ 4+ b® = ¢2. Ta tudi pove, da je vsota ploséin polkrogov nad
katetama enaka plos¢ini polkroga nad hipotenuzo. 1z slike 3 je jasno, da
je skupna ploséina obeh luninih krajcev enaka ploscini trikotnika.

o

e
Slika. 3.

Naloga 3. Nacinov, kako dobimo stranico = plodéinsko enakega kvadrata,
je ve¢. Ker mora veljati % = a(b/2), je morda najpreprosteje uporabiti
izrek, da je v pravokotnem trikotniku kvadrat visine na hipotenuzo enak
produktu projekcij katet na hipotenuzo. Postopek je razviden iz slike 3a.
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Slika 3a. Slika 3b.

Naloga 4. Ker je a = bv/3, dobimo a kot daljso diagonalo romba s kotom
60° (slika 3b).

Naloga 5. V dokazu bomo veckrat uporabili dejstvo, da je v poljubnem
trikotniku ABC kot pri C pravi, ¢e velja AB?> = AC? + BC?, ostri, ¢e
velja AB%2 < AC? + CB?, in topi, ¢e je AB?> > AC? + CB?. Sklicujo¢
se na oznake s slike 4, najprej ugotovimo, da je v trapezu T kot pri B
manjsi, kot pri D pa veéji od 90Y. To sledi iz dejstva, da je AB > CD in
sta v enakokrakem trapezu kota pri B in D suplementarna. V trikotniku
ACD po prejsnjem torej velja AC? > AD? + DC?, se pravi tudi AC? +
+ CB? > AD? + DC? + CB? = 3b® = > = AB?. To pomeni, da je v
trikotniku ABC kot pri €' manjsi od 90°. Za kot pri B ze vemo, da je
ostri, enako pa velja tudi za kot pri A, ker je manjsi od kota pri C, saj
je nasprotna stranica BC' krajsa od stranice AB, ki lezi nasproti kota pri
C'. Torej je trikotnik ABC ostrokotni, zato vsebuje sredisce S oértanega
kroga.

Naloga 6. Polmesec dobimo, ¢e od trapeza T odrezemo krozni odsek nad
osnovnico AB in mu dodamo tri krozne odseke nad kraki BC', CD in AD
(slika 4). Ker pa je zaradi a® = 3b? dodana ploséina enaka odvzeti, ima
polmesec enako ploséino kot trapez T.

A a
Slika 4. Slika 4a.

Naloga 7. Trapez 7 ima ploséino “TH’ - v, kjer je % njegova srednjica

in v njegova visina. Visino prenesemo na osnovnico, stranico z ploséinsko
enakega kvadrata pa dobimo spet kot visino ustreznega pravokotnega
trikotnika (slika 4a).
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Naloga 8. Ce je z pozitivna resitev kvadratne enaébe z2+ \/g ar—a® =0,
velja med z in @ tudi relacija a® = z(z+a %) Narisimo krog s srediséem

v S in premerom o\/g ter daljico BC' dolzine a, pravokotno na premer
AB v krajis¢u B (slika 5a). Premica skozi C' in sredisce kroga S naj seka
kroznico v tockah D in E. Potem je zaradi podobnosti trikotnikov BC'D
in EBC (zakaj?) BC? = CD -CE. Torej je x = CD, se pravi, enak
razdalji od tocke C' do najblizjega preseciséa s konstruirano kroznico.

X C ¥
D 7 b
a & I%_
S E
A a g B
E A B G
Slika 5a. Slika 5b.

Naloga 9. Enakokraka trikotnika FBC in BC'D na sliki 5b sta skladna,
saj je drugi po konstrukciji zrcalna slika prvega preko simetrale s. Ker
sta si enakokraka trikotnika FBC in EBC podobna, sta si podobna tudi
enakokraka trikotnika FFBC in FED. Torej sta si podobna tudi krozna
odseka nad krakoma F'F in FB, enako pa velja zaradi skladnosti tudi za
druge krozne odseke.

Naloga 10. Plos¢ini kroznih odsekov nad F'E in FB sta v razmerju
3: 2, zato je skupna ploscina dveh odsekov, nad F'E in ED, enaka skupni
plogéini treh odsekov, nad FB, BC in CD. Torej je ploéina luninega
krajca enaka plos¢ini petkotnika FBCDE.

Naloga 11. Zaradi podobnosti trikotnikov FBC in BCE na sliki 5b je
EC-FC = BC?. Ker je zaradi tega EC? < EC?+FEC-FE = EC-(EC+
+FE) = EC-FC = BC? = 2FE? < FE?, je EC < FE. Zato velja tudi
FC = FE+ EC > 2EC in FB? = BC? = EC - FC > 2EC? = 2EB?.
Torej je FE? = 3FB? = FB? + }FB? > FB? + EB*. To pomeni, da je
v trikotniku BDF kot pri B topi in zunanji lok polmeseca FBC'D meri
manj kot pol kroznice.

Naloga 12. Primerjajmo podobne krozne odseke na sliki 6. V velikem
Sestkotniku je odsek nad diagonalo AB ploséinsko trikrat veéji od odseka
nad stranico AC (ali CB). Le-ta pa je po konstrukeciji Sestkrat vegji
od odseka nad stranico malega Sestkotnika. Ce torej od manjsega kroga
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odvzamemo Sest kroznih odsekov, lahko skupaj s kroznima odsekoma nad
AC in CB sestavimo krozni odsek nad AB. Torej je skupna ploséina
polmeseca ABC in manjsega kroga enaka skupni ploséini trikotnika ABC
in malega Sestkotnika.

Slika 6. Slika 7.

Naloga 13. Plosé¢ina vseh polkrogov, ki so konstruirani nad stranicami
sestkotnika na sliki 7, je enaka trikratni plos¢ini sredinskega kroga. Plos-
¢ina Sestkotniku otrtanega kroga pa je stirikratnik ploscine sredinskega
kroga. Torej je skupna ploséina Sestih polmesecev, ki jih dobimo, ¢e
uniji Sestkotnika in Sestih polkrogov nad stranicami izrezemo sestkotniku
ocrtani krog, enaka ravno ploséini Sestkotnika, zmanjsani za ploséino sre-
dinskega kroga.

Naloga 14. Iz slike 8 je razvidno, da je ploséina lu-
ninega krajca enaka razliki ploscin obeh kroznih od-
sekov, kar pa lahko izrazimo s ploscéinami ustreznih
kroznih izsekov in plo§éinami ustreznih trikotnikov
z znanimi trigonometricnimi formulami. Torej je
p= (31?20 — 3r?sin26) — (1R22¢> — $R?sin2¢) =
= -rzﬂ — R?¢+ 3(R?sin2¢ —r 811129)

Naloga 15. Potrebujemo nekaj znanja trigonome-
trije. (a) V primeru k = 2 iz enacbe sin2¢ = )
. _— ” p Slika 8.

= /2sin¢ takoj izratunamo cos¢ = v/2/2 in

sing = v/2/2 oziroma ¢ = w/4. (b) V primeru k = 3 upostevajmo
formulo za trojni kot sin3¢ = 3sin¢ — 4sin® ¢, pa iz enacbe sin3¢ =
= /3sin ¢ dobimo 4sin®? ¢ = 3 — /3 oziroma sin ¢ = % 3—V3. () V
primeru k = 3/2 se enatba glasi sin %qﬁ = \/g sing. S formulo za trojni

kot pridemo do enaébe 4 cos? 5'3 — 2\/E cos f — 1= 0. To je kvadratna

enacha za cos ,,. iz katere dobimo cos é = ‘/‘fl“}' , in nato poiscemo se

cosp = Y=L in sinp = 1,/ 12433,

Milan Hladnik
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IZ DALJICE TRIKOTNIK — Resitev s str. 81

Ce dano daljico na slepo razdelimo na tri krajse daljice, bomo iz dobljenih
kosov (kot stranic) lahko sestavili trikotnik natanko takrat, ko bo dolzina
posamezne stranice manjsa od vsote dolzin ostalih dveh stranic. Videli
bomo, da je precej manj verjetno, da je ta pogoj izpolnjen, kot obratno.

Vzemimo dolzino dane daljice za enoto. Potem lahko predstavimo
daljico na §tevilski premici z mnozico tock, ki leze med 0 in 1 (seveda
vkljuéno z 0 in 1), to je z intervalom [0, 1]. Slepi delitvi daljice na tri dele
ustreza, v tej predstavitvi, neodvisna izbira dveh razli¢nih notranjih tock
T in y s tega intervala.

Ce je 0 < # < y < 1, so dolzine dobljenih daljic enake =, y — = in
1 — y. Iz njih bomo lahko sestavili trikotnik, ée bodo hkrati izpolnjeni
naslednji pogoji:

z<(y—z)+(1-y)
y—z<z+(l-y)
l-y<z+(y—2)

V koordinatnem sistemu , y ustrezajo vsem tem pogojem tocke trikotni-
ka, ki je na sliki 1 temneje obarvan.

Ce paje 0 <y < x < 1, dobimo s podobnim premislekom Se tocke
trikotnika, ki je temneje obarvan na sliki 2.

3

v v

1 1

1

2

0 1z 0 1 1z
Slika 1. Slika 2.

Ker neodvisni izbiri dveh tock (z,y) z intervala [0, 1] ustreza slepa
izbira tocke (z,y) v kvadratu [0,1] x [0,1], je verjetnost, da bomo iz
dobljenih daljic lahko sestavili trikotnik, enaka razmerju med vsoto ploséin
obarvanih trikotnikov in ploséino kvadrata s stranico 1. Vidimo, da je to
razmerje enako ?L in je torej res precej manj verjetno, da bomo trikotnik
lahko sestavili, kot da ga ne bomo mogli.

Marija Vencelj
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URNIK TEKMOVANJ V LETU 2001

podroéje sola tekmovanje datum
matematika osnovna Solsko 15. marec
podroéno 21. april
drzavno 19. maj
srednja Solsko 15. marec
izbirno 7. april
sredozemsko april
drzavno 12. in 13. maj
olimpiada 1. do 14. julij
za dijake solsko 15. marec
srednjih podrotno 12. maj
poklicnih sol drzavno 26. maj
za dijake sred- | Solsko 15. marec
njih tehnigkih in| podroéno 12. maj
strokovnih sol drzavno 26. mayj
fizika osnovna Solsko 12. marec
podroéno 7. april
drzavno 12. maj
srednja podroéno 24, marec
drzavno 21. april
izbirno 4. maj
olimpiada 28. junij do 6. julij
logika 0sSnovna Zolsko september
izbirno oktober
drzavno november
srednja izbirno oktober
drzavno november
studentje drzavno november
matematika osnovna in drzavno 29. september
za razvedrilo srednja
rac¢unalnistvo osnovna solsko 1. februar
podroéno 9. marec
drzavno 7. april
srednja podroéno 9. marec
drzavno 7. april

Nekaj informacij o tekmovanjih

Matematika — osnovna Sola

Tekmovanja bodo potekala v skladu s Pravilnikom o tekmovanju u¢encev
osnovne Sole v znanju matematike za Vegova priznanja. Podatke najdete
na spletni strani DMFA Slovenije (http://www.dmfa.si/). Pojasnila
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dobite pri gospodu Aleksandru Potoéniku na OS Bozidarja Jakca, Nus-
dorferjeva 10, Ljubljana, telefon (041)-420-618 oziroma na elektronskem
naslovu aleksander.potocnik@guest.arnes.si.

Matematika — srednja Sola

Tekmovanja bodo potekala v skladu s Pravilnikom o tekmovanju sre-
dnjesolcev v znanju matematike.

Olimpijska ekipa bo izbrana na podlagi rezultatov dveh izbirnih testov
in drzavnega tekmovanja. Prvi izbirni test bo 26. januarja, drugi pa
25. aprila 2001. Podrobnejse informacije dajeta gospod Darjo Felda,
Fakulteta za elektrotehniko, Trzaska 25, Ljubljana, tel. (01)-47-68-233
ali (01)-47-68-234, in gospod Matjaz Zeljko, Fakulteta za matematiko in
fiziko, Jadranska 19, Ljubljana, tel. (01)-47-66-500, dobite pa jih tudi po
elektronski posti na naslovu math.comp@fmf .uni-1j.si. Koledar aktiv-
nosti najdete na spletni strani DMFA Slovenije (http://www.dmfa.si/).
Posebej bodite pozorni na dve novi matematiéni tekmovanji za srednje-
Solce. Pravilnik o tekmovanju dijakov srednjih poklicnih sol v znanju
matematike ureja tekmovanja, ki se jih lahko udelezujejo izkljuéno dijaki
srednjih poklicnih sol. Vec¢ informacij o teh tekmovanjih lahko dobite pri
gospe Dusanki Vrenéur, Srednja zivilska sola, Vodovodna 28, Maribor,
tel. (02)-32-08-600, elektronska poSta dusanka.vrencur@guest.arnes.si.
Tudi dijaki srednjih tehniskih in strokovnih Sol, ki ne obiskujejo gimna-
zijskega programa, se bodo odslej lahko ndelezevali tekmovanja v posebni
kategoriji. Tekmovanja v tej kategoriji ureja Pravilnik o tekmovanju dija-
kov srednjih tehniskih in strokovnih ol v znanju matematike. Informacije
dobite pri gospe Sonji Perko, Srednja ekonomska sola, Trg Borisa Kidri¢a
3, Maribor, tel. (02)-25-13-461.

Naj poudarimo, da se matematiénih tekmovanj srednjesolcev, ki jih po-
drobno ureja Pravilnik o tekmovanju srednjesolcev v znanju matematike,
lahko udelezujejo vsi srednjesolci ne glede na vrsto Sole, ki jo obisku-
jejo. Seveda pa je tekmovanje v tej kategoriji podvrzeno mednarodni
primerljivosti zaradi konénega izbora ekip, ki sodelujejo na mednarodnih
tekmovanjih.

Fizika — osnovna Sola

Tekmovanja bodo potekala v skladu s Pravilnikom o tekmovanju uc¢encev
osnovne Sole v znanju fizike za Stefanova priznanja. Dodatne informacije
dobite na spletni strani DMFA Slovenije (http://www.dmfa.si/) in pri
gospe Jelislavi Sakelsek, 0S Ketteja in Murna, Kosirjeva 2, Ljubljana,
tel. (01)-52-44-401.
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Fizika — srednja Sola

Razpis za tekmovanja v znanju fizike je objavljen na spletni strani DMFA
Slovenije (http://www.dmfa.si/). Informacije dobite pri gospodu Cirilu
Dominku na Gimnaziji Bezigrad, Periceva 4, Ljubljana, telefon (01)-3000-
400.

Matematika za razvedrilo

Vse informacije dobite v reviji Logika & Razvedrilna matematika.

Logika

Na drzavnem tekmovanju tekmujejo ucenci, ki so v ¢asu tekmovanja na
predmetni stopnji osnovne Sole, dijaki srednjih Sol in studenti. Sole, ki
bodo organizirale izbirno tekmovanje, se morajo prijaviti na razpis na
ZOTKS, Komisija za logiko, Lepi pot 6, Ljubljana. Druge informacije
daje gospa Mija Kordez na ZOTKS, tel. (01)-25-13-727, faks (01)-25-22-
487, elektronska posta mija.kordez@guest.arnes.si.

Racunalnistvo — osnovna in srednja Sola

Informacije najdete na Internetu (http://www2.arnes.si/~1jzotks2)
ali na naslovu ZOTKS, Lepi pot 6, Ljubljana, tel. (01)-25-13-727 ali (01)-
25-13-743, faks (01)-25-22-487, elektronska posta 1jzotks2@guest.ar-
nes.si.

Darjo Felda

35. PODROCNO TEKMOVANJE ZA SREBRNO
VEGOVO PRIZNANJE — Resitve s str. 110

6. razred

Sklop A

naloga Al | A2 | A3 | A4 | A5 | A6 | AT | A8

pravilni odgovor | C | B | C | B

Sklop B

B1 Dolzina narisane lomljenke je 80 dolzinskih enot. Dolzina enote je
400 cm : 80 = 5 em. Stranica kvadrata je d = 40 cm, ploséina pa
p = 1600 cm?.
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B2 Narisemo krog s sre- !
diséem S in polme-
rom 2 cm ter tan-
gento ;. Nato nari-
semo kot a z vrhom
M, tangento t; in
oglisée A. Sedaj pa

; f
se kot 3 z vthom N, } /i
tangento t3 in ogliséi /M 4’4 b 3\3 A
Bin C.

B3 Ulomek je enak 1, ¢e je n+T7- (12(]— % -4) —3 = 1600, torej
n + 823 = 1600, od koder dobimo n = 777.

7. razred
Sklop A

naloga A1|A2|A3|A4| A5 | A6 | A7 | A8
pravilni odgovor | C

Sklop B

B1 Vrednost izraza je 2000.

B2 Stevilo b ni enako 0, ker ulomek ne bi imel pomena. Tudi stevilo a
ne more biti 0, ker bi bil ulomek 0. Tedaj je ¢ = 0. Dobimo ulomek
'-"(f;bl > 0 in ugotovimo, da morata biti stevec in imenovalec enako
predznacena. To je le tedaj, ¢e je a < 0. Zato mora biti b > 0.

B3 V trapezu je ¢ = 16 cm in v = 6 cm, zato je p = 120 cm®. Za romb

€

velja Tf = 120 em?. Ker je ena diagonala dolga 10 cm, je dolzina
druge diagonale 24 cm.

8. razred
Sklop A

i. naloga A1|A2|A3|Ad|A5|AG| AT | A8
| pravilniodgovor [ C[A[B|[D[C|B|A]C

Sklop B

B1 Oznac¢imo vrvice z a,
b _

(L

veljamz%z -

in ¢ ter ostanke z z. Ker so ostanki enaki,
Izrazimo a, bin ¢z a: a = 5‘{ b= 371 in
¢ = 2x. Enacha + 32 4 23 = 29 ima resitev 2 = 6. Vrvice so bile

; a2
dolge 8 cm, 9 em in 12 cm.

b2

b
g

Lb‘l

4

-
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B2 Vidimo, da je r = BS = 25 cm in NB =
= 7 cm, zato je x = N§ = /252 —72 =
= 24 cm. Tedaj je pyps = 84 cm?
in pype = 171,5 cm?, zato pa ppes =
= pnBc — pyes = 87,5 cm?,

B3 Kerje AS: SC =2:1, je AS = 10 cm in 7 {
SC = 5 em. Trikotnika AABS in ACDS X
sta podobna, zato velja AS : a = 5C : ¢, od
tod pa dobimo ¢ = 8 cm.
A a B

Aleksander Potocnik

20. PODRO?NO TEKMOVANJE 17Z FIZIKE ZA
OSNOVNOSOLCE — Resitve s str. 115*

7. razred
1. a) Ker utez miruje in ne drsi po vrvici, morata biti sila Fy in sila
F,. enaki, njuna vsota pa mora uravnoteziti tezo utezi
F,
FU:F,.:?'Q:SN‘

b) Sili morata biti po velikosti enaki, njuna rezultanta pa mora biti
enaka tezi utezi. Iz slike lahko razberemo, da na diagramu sil
predstavlja teza utezi diagonalo kvadrata, stranici kvadrata pa
sta sili Fy in F., torej

EV2_ 71N
2 g

Fy=F, =
¢) Sila roke mora biti enaka sili teze utezi, ¢e naj utez miruje:

F,=10N,

! Resitve lahko najdete tudi na domagih straneh DMFA Slovenije: www.dmfa.si
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Ker je sistem v ravnovesju, sila roke in sila teze pa imata enako
smer, mora sila v obesidéu uravnovesiti obe sili:

Fo=F,+F.=20N.

Oznaéimo maso velike kocke z M, maso male kocke pa z m. Stranica
velike kocke naj bo 2a, stranica male kocke pa a. Osnovna ploskev
velike kocke naj bo Sy, male pa S,,. Gostota snovi, iz katere sta
narejeni kocki, naj bo g, in ¢ tezni pospesek.

a)
teza velike kocke Mg Y (2&)3 —8:1
teza male kocke mg i oa’ -
b) V primerih A) in B) ista teza pritiska na razliéni povrsini. Zato
je
(M+m)g 2
S _ L 14

{H’f‘;-,:n.}g (2&.)2 ==

¢) Potencialno energijo doloéa lega teziséa, ki je na sredini kocke:

W (velike kocke spodaj 4+ male kocke zgoraj) - Mga + mg(2a + %)

Wy (male kocke spodaj + velike kocke zgoraj) il'?t*'.‘._q'%L + Mg(a + a)

Iz rezultata A uporabimo Se razmerje mas M = 8 m in dobimo

8425 -
BE+83
a) DolZina nove ure je
24 h
H= 5 24 h.

b) t =9%° = 9,83 h dopoldne, torej bi nova ura kazala éas

9,83 h
B py :09:
T==0 =410 (4:09:7)
in podobno
r=28_g17  (9:16:67).

2.4
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4.

a)

b)

Ko pade skakalec Iy = 7 m globoko, kolikor je dolga vrv, se
mu zmanjia potencialna energija za mgly. Ravno toliko se mu
poveca kinetiéna energija, torej

AW =mglyg =800 N-Tm=05,6 kJ.

Potencialno energijo skakalca Stejemo od najnizje tocke C, kjer
je W, =0.

Celotna energija skakalca in vrvi (vsota potencialne, kinetiéne in
proznostne energije) je ves ¢as enaka: Weaotna = W+ We+W,,..

Tocka A
Na mostu je celotna energija enaka potencialni energiji

Wy =mgh=800N-16m =128 kJ.
Kineticna energija W}, = 0, saj skakalec miruje.
Proznostna energija Wy, = 0, saj vrv ni raztegnjena.

Tocka B
Elasti¢na vrv ravno $e ni ni¢ raztegnjena, ko skakalec pade za
7 m. Tedaj je 9 m nad tocko C in je njegova potencialna energija

W, =mg(h—lp) =800N-9m =72 kJ .

Kineti¢na energija se je povecéala za toliko, za kolikor se je po-
tencialna zmanjsala, torej

Wi =mgly =800N-Tm=5,6 kJ.
W, = 0, saj vrv Se vedno ni raztegnjena.

Tocka C

Potencialna in kinetiéna energija sta enaki ni¢. Celotna energija
je proznostna energija vrvi Wy, = mgh = 12,8 kJ.

Ce ni trenja, je delo, ki ga opravimo na kladah, nasprotno enako
delu sile teze, to pa je enako spremembi potencialne energije
AW, = mgh, pri ¢emer je h = 5 m vidina kla.nca. V obeh
primerih opravimo enako delo, in sicer

A=mgh=100N:5m=500J.

Enako kot v primeru a).
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8. razred
)

Slika 1. (a) pravokotno postavljeni ravni zrcali, (b) konkavno zrcalo s polmerom
7, (¢) steklena ploséa v obliki kvadra in (d) steklena ploséa z osnovno ploskvijo v
obliki polkroga.

% ¢asovno obdobje [min| | smer gibanja | vrsta gibanja
0-1 naprej enakomerno
1-175 naprej zaviranje
1,76 — 2,25 miruje enakomerno
2,25 —356 nazaj pospesuje

b) 0 m/s%.
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¢) Razdalja kolesarja od zacetne lege je

1 I
x:6m/5-608+§-6m/s-455—§-3m/s-305=
= (360 + 135 — 45) m = 450 m.

Potencialno energijo skakalca stejemo od mostu, kjer je W, = 0. Ker
se skakalec spusca, se W), zmanjsuje in je W, = —mgh, kjer je h
globina, merjena od mostu. Od globine I naprej lahko pisemo h =
= Iy + x, kjer je x raztezek vrvi. Torej je tedaj potencialna energija
v odvisnosti od raztezka W, = —mg(ly + x).

Proznostna energija vrvi je W, = (1/2)kz?.

Celotna energija skakalca in vrvi (vsota potencialne, proznostne in
kineti¢ne energije) je ves ¢as enaka. Na zacetku skakalec miruje, zato
je

Weelotna = Wp + W + W‘pr =0
in

Wi = —W,, — Wy = mg(lo + ) — %ka.

raztezek = | W, = —mg(lo + z) | Wy, = (1/2)kz? | Wy
[m] [kJ] [kJ] [kJ]
0 ~7.6 0 7,6
2 -9,2 0,64 8,56
4 -10,8 2,56 8,24
6 -124 5,76 6,64
8 —14.0 10,24 3,76
10 —15,6 16,00 0

Skakalec doseze globino 19 m Wk
(19,3 m); ko se ustavi, je Wy, =

= 0, raztezek vrvi pa je 10 m

(9,8 m).

i
Sie

O -

012345678 910z[m|
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4. Iz grafa odéitamo, da se je voda v ¢éasu opazovanja segrela za 60°C. V
ucheniku preberemo, da je zato, da segrejemo 1 kg vode za 1 stopinjo,
potrebno 4,2 kJ toplote.

a) Elektriéno delo, porabljeno za gretje vode, je

Ai=mcAT=1kg- 42kkJK 60K = 252 kJ .

b) Grelec je v tem casu oddal elektricno delo
Ag = UIt =220V -4A - 480 s = 4224 kJ .

Ker se je le 252 kJ porabilo za gretje vode, se je z ostalim
elektriénim delom 4224 kJ — 252 kJ = 170,4 kJ ogrela okolica.
5 (a)9V (b)9V (c)OV (d) 45V
Nada Razpet
IZBIRNO TEKMOVANJE 1Z MATEMATIKE —
Resitve s str. 120

1/1. Ce je « < 0, iz prve enacbe sledi y = 5, nato pa iz druge =10,
kar je protislovje. Zato je # > 0 in prvo enacbo zapiSemo: 2x+y = 5. Ce je

y > 0, druga enacba prinese x = 10, nato pa iz prve izracunamo y = —15,
kar ni mogoce. Torej je y < 0 in drugo enacho zapiSemo x — 2y = 10.
Sedaj ni tezko priti do resitev z =4 in y = —3.

1/2. Enacbo najprej preoblikujemo
1000 = (1002 + 10y + 2)(z + y + 2).

Ker so z, y in z Stevke, je 0 <z +y+ 2z < 27. Ker je steviloz 4+ y + 2
dehtel_] stewla 1000, je Iahko lex+y+2ze€ {24, 5 8, 10, 20, 251} Ker je
1 =05, ; = 0.25, 1 = 0.2, } =0.125, & = 0.1, 55 = 0.05 in 5z = 0.04,
je vsota :::+y—|— 5 enaka 8, kar nam da edino reéitev z=1 9= 2 inz=35.

I/3. Oglejmo si ravnino, ki vsebuje os stozca in dve nasprotni oglisci
spodnje ploskve kocke. Presek kocke in stozca s to ravnino sestoji iz pra-
vokotnika s stranicama z in z/2 ter enakokrakega trikotnika z osnovnico
2 in vi§ino 3, kjer je @ dolzina stranice kocke. Iz podobnih trikotnikov
dobimo :__ii 3, od koder izpeljemo © = —h[—f,— JL

1/4. Oznaéimo z B iskano Stevilo. Potem B | a, B | a+n+2 in
B | a+2n—3. Torej B | n+2in B | 2n—3. Sedaj pa B | (2rn—3)—2(n+2)
oz. B| 7. Ker je B > 1 (saj ima Brane ve¢jo hisno §tevilko kot Andrej),
jeB=T.
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I1/1. Recimo, da ima m? vsoto stevk 2000. Potem je
m? = 10"c, +---+ 10¢; + ¢ = (10™ — 1)en + -+ + (10 — 1)y + 2000

inm?—2=(10"—1)c, +---+ (10 — 1)c; +1998. Ker je stevilo na desni
deljivo s 3, bi moralo biti tako tudi §tevilo m? — 2. Slednje pa ni mozno,
saj ima lahko popolni kvadrat ostanek le 0 ali 1 pri deljenju s 3.

II/2. Iskani kvadrat naj bo p i N
ABCD, kjer A in C' lezita na premici 4 i
p. Kroznico IC; prezrcalimo cez p v : 'p
K}. Naj se kroznici K} in Ky sekata 4 B p
v tockah D in D', ki se z zrcaljenjem Sl
cez p preslikata zaporedoma v B in K D’
B'. Kvadrata z diagonalama BD in '\
B'D’ sta resitvi naloge.
Ce se kroznici K} in Ky ne sekata, B C
ni resitve. Ce se dotikata, je resitev
ena sama. Ce kroznici sovpadata, je B c
reSitev neskonéno mnogo.

I1/3. Ker je vsota notranjih kotov v ti- E
rikotniku ABCE enaka 360° in <BAD +
+ «CBA = 120° = <CDE + «ECD, velja
4ADC+<CDE+<DCB+<ECD = 360°. D
Zato je «ADE = 360° —<DBC — < ECD =
= 4BCE. Ker je |DE| = |CE| in |AD| = c
= |BC/, sta trikotnika AED in BEC skladna
in [AE| = |BE|. Velja se <AEB = 60°, saj
je <DEC =60° in «DEA = <CEB. A B

II/4. Po Dirichletovem principu ima vsaj ena drzava vsaj 41 pred-
stavnikov, od katerih jih je 21 istega spola. Trdimo, da je med temi vsaj
pet enako starih. Ce to ne bi bilo res, bi bili v vsaki starostni skupini
najve¢ 4 ljudje. Tako bi v tej skupini enaindvajsetih imeli najmanj Sest
starostnih skupin. Ce izberemo po enega predstavnika iz vsake, dobimo
ocitno protislovje z enim izmed pogojev naloge.

IIT/1. Uvedimo novo spremenljivko y = z + 2n. Enaéba dobi obliko

=1y —-2)---(y—2n)+(y+)y+2)-(y+2n)=0. (1)

Ocitno je y # 0,1,...,2n, zato dobimo

=1. 2)

y+1 |yt 2n
y—1 y—2n
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Recimo, da je neki pozitiven y reSitev enacbe (1). Potem za vsak
ke {1,...,2n} velja |=';_r—i| > 1, kar je v protisloviu z (2). Ce pa je y
3;’:—“ < 1, kar
je zopet v protisloviju z (2). To pomeni, da dana enacba nima realnih
reSitev.
II1/2. Oznacimo

25 /625 25 /625 /
p_\/?.k T—n-‘,—-\/—?-— 4 —n= 25+2ﬁ

2 -
Potem je n = (-"%25')2 in p liho stevilo, ki ni manjse od 5. Ce je p > 9, je
n > % in bi prvotni izraz ne bil realen. Ostaneta Se moznosti p = 5 in

p =T, ki po vrsti dasta n =0 in n = 144.

negativni koren enacbe (1), za vsak k € {1,...,2n} velja

I1I/3. Oznacimo pravokotno projekcijo D

tocke B na AD z B'. Potem je tg <ADB =
% in tg<xBAD %. Vrednost
|

'
izraza je tako enaka i ,Bﬂll, kar je zaradi

S

B . i
podobnih (pravokotnih!) trikotnikov ABB' 41 B 1
in ACD enako {52}
II/4. Zai=1,...,4in j = 1,...,7 oznacimo z a;; visino j-tega

dijaka v i-ti vrsti v konéni razvrstitvi. Zapisimo stevila a;; v preglednico s
4 vrstami in 7 stolpci. Po predpostavki naloge je razlika med maksimalnim
in minimalnim elementom v vsaki vrstici kveé¢jemu d; v naSem primern
d=15 cm.

Dokazimo trditev s protisloviem. Naj bo razlika med maksimalnim
in minimalnim elementom v vrstici i ve¢ja od d. Ker je d > 0, obstajata
a;; in a;k, ki se razlikujeta za ve¢ kot d; recimo a;; > a;;. Potem je

A1 = A5 2 ... 2 G5 > @ik 2 Git1k = ... = mk

in po Dirichletovem principu se vsaj dva od zgornjih 5 elementov v prvotni
razvrstitvi nahajata v isti vrstici, to sta ap;, p <1, in agi, ¢ > 4. Dobimo
(pj — Qg = Gi; — ;i > d, kar je protislovje.

IV /1. Iz enakosti f(n) = f(f(f(n+2)+2)) = f(n+2) + 2 dobimo
formulo f(n +2) = f(n) — 2. Velja se f(1) = f(f(0)) = 0. Trdimo,
da mora biti f(n) = 1 — n za vsako celo stevilo n. Trditev dokazemo z
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indukcijo: zan =0 in n = 1 trditev drzi, sicer pa jezan >0 f(n+2) =
=fn)—2=1-n—-2=1—-(n+2),zan<-1paf(n—2)=f(n)+2=
=1-n+2=1-(n—2). Zlahka se prepricamo, da funkcija f(n) =1—n
ustreza pogojem naloge.

IV /2. Naj bo d, d # 0, razlika (diferenca) tega aritmeticnega za-
poredja. Recimo, da je poljubni ¢len tega zaporedja enak a®. Poiséimo
kaSDerl ¢len, ki je spet popolni kvadrat. Tedaj velja a? + nd = b*. Sledi
n= b’;“ . Sedaj pa vidimo, da lahko izberemo stevilo b na neskonéno
mnogo nacinov tako, da je stevilo n celo. Vzamemo lahko npr. b = a+ kd,
kjer je k € IN. Popolni kvadrat je tako (a + kd)2.

IV /3. Naj bo €«COD = . Ozna-
c¢imo z FE razpolovisée daljice CD.
Ker je COD enakokraki trikotnik, je
LCOE = /2. Zaradi <DBO =
= <DEQ = 3’2- je OBED tetivni
stirikotnik, zato je <EBD = £

Iz konstrukcije sledi {AZOB =
= 4C0OD = p. Po izreku o kotu med
tetivo in tangento meri kot med tetivo
AB in tangento BD v tocki B ravno
%, kar pomeni, da so tocke A, B in E
kolinearne.

IV /4. Domino D postavimo npr. na polje oznaceno z g in do-
kazimo, da preostanka tabele ni mozno pokriti na zelen nacin. Trditev
bomo dokazali s protislovjem. Recimo, da nam je to uspelo. Pobarvajmo
preostalih 48 polj tabele s tremi barvami na dva naina. Pri prvem

barvanju imamo 17 polj barve , 15 polj barve D in 16 polj barve

D Ker vsaka domina ID pokrije po eno polje vsake barve, mora

domina lezati tako, kot prikazuje leva skica.
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Ce pa tabelo pobarvamo tako, kot prikazuje desna skica, ugotovimo, da

bi morala biti domina drugace zasukana. e
1 Matjaz Zeljko
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RESITVE NALOG S PREDTEKMOVANJA 1Z
SREDNJESOLSKE FIZIKE V SOLSKEM
LETU 1999/2000 — s str. 122

Objavljamo resitve nalog s predtekmovanja srednjeSolcev iz fizike, ki je
bilo 25. marca 2000. Besedila nalog smo objavili v letosnji drugi stevilki
Preseka.

Skupina A

1. Podatki: hg =28 cm, hy =21 em, F; =3 N, F, =13 N.
Visina potopljenega dela proti celotni visini klade je v enakem raz-
merju kot specificna teza klade proti specificni tezi vode, torej o) =
= gy hy/ho. Za prostornino klade dobimo
Fy  hoF,

Vi e A0
o hioy

Ko vso klado potopimo, je celotni vzgon vode na klado enak

ﬂZQ%Z%%=4N

Dodatna sila je torej F' = F, — F, = 1 N. Za toliko ve¢ pokaze tudi
tehtnica, torej 14 N.

2. Podatki: l =1 m, F =100 N, k =400 N/m, a = 30°.

a) Ce naj deluje na vrvico sila Fyy, mora biti razdalja med krajis-
cema loka manjsa za Aly = Fy/k = 0,25 m glede na nenapeti
lok. Torej je dolzina tetive pri nenapetem loku enaka [ + Alp =
= 1,25'm:

s stranico a = %—t = 0,5 m. Razdalja med krajiscema se pri
tem zmanjsa e za Al = —a =l — §1 = 1l Sila, ki lez na
zveznici krajisc, je enaka F = Fp + kAl = 300 N. Ta sila je
enaka komponenti sile vrvice v smeri zveznice krajisc, F' = %Fv,
torej je sila vrvice enaka

Fo=5=2F =2Fy+kl =600N.

NI]H| ".{j
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3.a Podatki: F; =100 N, a = 30°.
a) Silo v vrvici najlazje doloéimo tako, da zapisemo pogoj za rav-
novesje navorov za os v krajiscu ob steni:

[ V3 3
F"JZE‘@XZ/:‘ F,_.:%F,,:LKSN‘

b) Pravokotno komponento sile vogala najhitreje dobimo iz ravno-
vesja nmavorov za os v teziSéu, saj k navoru ne prispevata niti
teza niti vzdolzna komponenta sile podlage. Brez raéunanja
hitro vidimo, da je ta komponenta enaka sili vrvice, torej F'| =
= 43 N, in kaze v isti smeri kot sila vrvice. Vzdolzno komponento
uravnovesi vzdolzna komponenta teze, ki je po velikosti enaka
ravno polovici velikosti teze, torej Fj = % g = 50 N, in kaze v
smeri proti drugemu krajiséu palice.

3.b Podatki: vo = 5 m/s, vy = 10 m/s, (g = 10 m/s?).
Gibanje Zoge v navpiéni smeri opisemo kot y; = vyt — % gt?, gibanje

padalca pa kot yp = —wpt, ¢e postavimo izhodisée v tocko srec¢anja.
Poti izenac¢imo, 11 = wyo, in dobimo enacbo za ¢as do naslednjega

(=}
srecanja:

_ 2(v1 + o)
g

(v1 + vt = %gtz P =3s

Padalec se v tem ¢asu spusti za Ay = vgt = 15 m.

Skupina B

1. Podatki: h =30 m, ®,, =10 kg/s, t = 2 s, (g = 10 m/s?).
K sili prispeva teza koruze, ki se v tem ¢asu nabere na dnu silosa, in
sila, ki zaustavlja padanje koruze in jo zapisemo kot pri sili (vodnega)
curka:

F=F,+F,=®,gt+®,v=®,(gt + \/2gh) = 450 N .

Visina koruze na dnu silosa je v tem ¢asu e zanemarljivo majhna,
zato smemo za h vzeti kar zacetno vrednost.

2. Podatki: m = 1400 kg, F = 50 kN, r = 120 m, v = 60 m/s, (g =
=10 m/s?).
Vodoravna komponenta sile vrvi povzroca krozenje bremena po kroz-
nici z radijem r+1sin &, navpiéna komponenta pa uravnovesi njegovo
tezo:

Fsina = mw?(r +Isina), Fcosa =mg.
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Iz druge enacbe izracunamo kot a, a = 73,7°. Kotna hitrost je enaka
kotni hitrosti helikopterja w = v/r. Iz prve enac¢be dobimo

Fro 1
izr‘( iF . ):18111.
muv SN o

Vrv mora biti krajsa od 18 m.
3. Podatki: s =10 m, k; = 0,2, ks = 0,5, a = 30°, (g = 9.8 m/s?).

a) Hitrost klade na dnu klanca najlazje izracunamo iz izreka o
mehanski energiji. Delo trenja (Fi; = mgk cos @) za prvi klanec
zapiSemo kot A = mgcosa(k1s1 + kass) in za drugi klanec kot
A’ = mgcos a(kssy + kis2). Ce naj bosta konéni hitrosti enaki,
morata biti obe deli enaki, torej

k181 + koso = kosy + k182 in dobimo sy =89 = 55

b=

Iskano razmerje je torej enako 1.

b) Po klancu se klada giblje s pospeskom a = g(sin o — kcos av); na
odseku s trenjem ki je pospesek enak a; = 3,2 m/s?, na drugem
odseku pa as = 0,66 m/s2. Za prvi del poti na prvem klancu
porabi klada ¢as ty = y/2s1/a; = /s/a; = 1,77 s in doseze
hitrost v4 = a1ty = 5,66 m/s, na drugem klancu dobimo t3 =
= /2s1/a2 = y/s/az = 3,89 s in vo = asts = 2,57 m/s. Na
drugem odseku prvega klanca velja za pot enacbha

$2 = §s = vt + aat’
s smiselno resitvijo

goYTas n_ o

az az
Iz analogne enaébe (v — v2, as — a;) dobimo na drugem klancu
th =1,14 s. Cas potovanja na prvem klancu je skupaj 2,6 s in
na drugem 5,0 s. Prej prispe do dna klada na prvem klancu, in
sicer 2,4 s pred klado na drugem klancu.

Skupina C
1. Podatki: Ry =1808, R, =50Q, U; =5,19 V, I, = 46,7 mA.
a) Pri prvi vezavi velja U; = Us—NhR, in I = Uy /Ry, pri drugi pa
Uy = Uy — I3R,,. Enacbi odstejemo in dobimo za notranji upor
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izvira
Uy — I2Rs
R,=—=160%Q
I, — I, G

inizprve Uy =U1 + L1 R, =98 V.
b) Ko sta oba upornika vezana vzporedno, tece skozi izvir tok

Uy

- Ry Ra
Bn+ w51

F = 49,2 mA .

Na drugem uporniku je padec napetosti Uy = U,—IR,, = 1,93 V
in mo¢ Py = U}?/Ry = 74 mW.
2. Podatki: | = 2 m, A = 150 W/mK, S; = 5 cm?, S; = 15 cm?,
Pi=2W. llzél, Al =2 em.
Radija na krajiséih sta ry = /S /7 in ro = /Ss/7, na tretjini pa
r=ri+ é (re—ry) = 1,57 em. Presek palice na tem mestu je S = 72,
Za toplotni tok med termometroma uporabimo kar zvezo, ki velja pri
konstantnem preseku. saj se na tako kratkem delu palice presek le
malo spreminja. Razliko temperatur med tockama, razmaknjenima
za Al, potem lahko zapisemo kot

PAIl
AT = — =034 K.
) 0.3
3. Podatki: hg = 10 em, 0 = 2-107° As/m?, py = 1 bar, Ey =
=30 kV/em.
a) Elektricno privlaéno silo med ploséama zapisemo kot

- 2608 a 260

(Pri tem je E jakost elektricnega polja ene plosce in je enaka
polovici elektricne poljske jakosti v kondenzatorju.) Zaradi ele-
ktriéne privlaéne sile se poveca tlak zraka med ploséama p =
=po+ F/S = py + 0%/2¢y. 1z Boylovega zakona pohoS = phS
dobimo za novo visino

fs hopo _ ko

3
p 1+.—_2;:pu
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in za razliko visin

0'2 9

Ah=ho~h=ho- S 2; = 0,022 mm = 22 um .
2=0po 0Po

b) Elektriéna poljska jakost v kondezatorju je enaka E = e/eyS =
= o/ep = 22,5 kV/em, kar je manj od Ejy, in zato Se ne pride do
preboja.

Skupina D
1. Podatki: Ty = 293 K, py = 101 kPa, S = 100 em?, hg = 50 cm,
m=2.5 kg, s =14.
Tlak v posodi se poveca na p = pg + mg/S = 103,5 kPa.
a) Sprememba je adiabatna in velja

) . mg _%
Sho)* = p(Shy)" hi=hol|l+ 5 5
po(Sho) p(Shy) 11 =g ( it SPU)

Ah=hg—hy =9mm.

b) Plin se ohlaja, dokler temperatura ne pade na zacetno vrednost.
Ker se glede na zacetno stanje temperatura ni spremenila, lahko
zacetno in konéno stanje povezemo z Boylovim zakonom pgShg =
= pShs in dobimo ha = hgopo/p. Plosta se premakne 3e za
hi — hz =3 mm.

¢) Najvi§ja temperatura je na koncu adiabatnega stiskanja. Velja

K—1

Tip'—* =T5pl ™™, Ti=Th (1 * E’E) =295 K = 22°C.
Spo

2. Podatki: s =60 cm, [ = 240 cm, m = 1,4-10° kg, k = 1,3- 107 N/m.
Zlebicki tresejo avto s frekvenco v = v/s, ée je v njegova hitrost. Avto
priéne poskakovati, ko je frekvenca tresenja enaka lastni frekvenci
vzmetnega nihala, ki ga predstavlja avto na amortizerjih. Ker je
medosna razdalja enaka celemu veckratniku razdalje med zlebicki,

vsa §tiri kolesa hkrati poskakujejo in h koeficientu vzmeti prispevajo
enako vsi Stirje amortizerji. Lastno frekvenco nihanja avta zapisemo

w 1[4k
=—=_—4/—=31s""
= 2r 2w ¥ m
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in dobimo v = sv = 66 km/h. Mozne so tudi resitve pri poloviéni,

tretjinski, ... hitrosti, ko avto med sosednjima zlebickoma dvakrat,
trikrat, ... zaniha, vendar je tedaj pojav zaradi dusenja manj izrazit.
3. Podatki: l =2m, {=1-10"2 W/mK, $; = 5 cm?, S = 15 cm?,

[l

I'=8A, b él.&!:?cm.
a) Radija na krajiscih sta r; = 1/S1/7 in rs = /S5 /7, na tretjini

par=ry+ %(?‘2 — ) = 1,67 em. Presek palice na tem mestu
je 8 = 7r?. Za upor odseka palice med prikljuckoma uporabimo
zvezo, ki velja pri konstantnem preseku, saj se na tako kratkem
odsekn presek le malo spreminja. Za napetost med tockama,
razmaknjenima za Al, dobimo

s

= = 1 ’
U="32 =13V

b) Palico razdelimo na dva odseka z dolzinama z in [ — z. Radij
palice pri x oznac¢imo z r(x). Padec napetosti na odseku z dolzino
x zapisemo kot Uy = ICx/mrir(x) in na odseku z dolzino | — z
kot Uy = I((l — x)/mrar(z). Ce naj bo U; polovica skupnega
padca, Uy + Us, morata biti padeca enaka, torej

e H(il-z) =2 I-= & T Sy 1

mrr(z)  wrer(z) | T l—z 1 Ss /3’
in dobimo

[
r=———=0,73m.
i 13 73 m

Bojan Golli

21. MEDNARODNO MATEMATICNO
TEKMOVANJE MEST (pomladanski krog) —
Resitve s str. 126 — 1. del’

Prva skupina (prvi del)
Naj bosta n in n+ 1 dve zaporedni naravni stevili ter 2k in 2k+2 dve
zaporedni sodi naravni stevili, tako da velja n(n + 1) = 2k(2k + 2).
Od tod dobimo 4n?+4n = 16k% + 16k oziroma (2n+1)*+3 =
= (4k + 2)?. Edini dve naravni stevili, katerih kvadrata se razlikujeta
za 3, sta Stevili 1 in 2. Ker2n+1+# 2, je 2n+1 =1 in n = 0, zato
je odgovor nikalen.

1 Resitve drugega dela bomo objavili v naslednji stevilki.
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Dopolnimo trapez do paralelograma ACDE (glej sliko).

Ker se diagonali paralelograma FE B C
razpolavljata, je tocka K tudi
razpolovisce daljice DE. Ker je
B razpolovisée stranice FC, je L

tezisce trikotnika ACE, od ko- K

der sledi, da je DK = KE =

=3KL in AL = 2BL. Oznacimo A D
ploséino veckotnika P s Pp in

naj bo Pgrr = x. Tedaj je Parxg = 2z (dvojna osnovnica, ista

vi§ina) in Ppey = Papx = 6z (ista osnovnica AK, trojna visina).
Nadalje je Pgox = 3, od koder sledi Papecp = 18z in zato © = 5.
Od tod izracunamo

Ppogr =4z =

Li=R N o]

(a) Denimo, da je n veckratnik Stevila 3. Cikliéno pobarvamo oglisca
spodnje osnovne ploskve z rde¢o, rumeno in modro barvo, zatem pa
vsako izmed oglisé gornje ploskve pobarvamo z barvo, s kakrsno je
pobarvano oglisée pod njim. Ni se tezko prepricati, da tako barvanje
zadosca danim zahtevam.

(b) Naj bodo izbrane tri barve: znova rdeca, rumena in modra.
Denimo, da je mogoée ogliséa pobarvati v skladu z opisanimi zah-
tevami in je Stevilo rdece pobarvanih oglis¢ enako r. Vsako rdece
oglisée je sosednje z tremi razliénimi ogliséi. Torej ima natanéno 3r
oglisé rdecega soseda, saj nobeno oglisce ni sosednje z dvema rdecima
ogliscema. Ker je vsako oglisée sosed nekega rdecega soseda, velja
3r = 2n, od koder sledi, da je n deljivo s 3.

Obstaja neskonéno resitev danega pro- 2 42
blemal! V §tiri paroma nesosednje vogale
kocke postavimo razlicna prastevila. V ™ 7
vsakega izmed preostalih vogalov po-
stavimo produkt praStevil iz sosednjih
treh vogalov. Ni se tezko prepricati, da
opisani postopek pelje k resitvi. Eno
moznost prikazuje skica.

5 105

30 3



Druga skupina (prvi del)

1.

Naj bo ABCD dani stirikotnik, tocka P pa presecisée njegovih dia-
gonal. Za trikotnik 7 ozna¢imo s Pz njegovo plos¢ino. Pri predpo-
stavkah naloge velja

Ppap + Ppcp = Ppap + Ppcs - (1)

Naj bo PC = uPA, PD = vPB ter Ppap = 1 (sicer Stirikotnik
primerno raztegnemo). Tedaj je

_ Pres _IPC| _
Ppap  |PA|

Ppcp
in podobno Ppap = v ter Ppep = uv. 1z zveze (1) dobimo

O=14+w—u—v=(1-u)(l—v),

od koder sledi, da je bodisi u = 1 (P razpoloviséce AC) bodisi v = 1
(P razpolovisce BD).

Ko manjse kockice zlozimo v ve¢jo, je na stranskih ploskvah vecje
kocke vidna natanéno po ena stranska ploskvica iz para enako ozna-
¢enih stranskih ploskvic vsake izmed kockic. To pomeni, da v skupno
vsoto pik na stranskih ploskvah vsaka kockica prispeva po 6 pik, zato
je vsota vseh pik na stranskih ploskvah vecje kocke enaka 48. Ker
Sest zaporednih Stevil vsebuje natanéno tri liha Stevila, je njihova
vsota liho stevilo, torej razliéno od 48, zato na stranskih ploskvah ne
moremo dobiti Sest zaporednih Stevil.

Uporabimo indukeijo na n. Za n = 1 sta obe strani enaki 1 in

neenacba velja. Denimo, da neenacba velja za neki n > 1. Potem
velja

W [ — 1)E
}k+2k+...+n"‘+(n+l)k§w

k
wF—(n—1) +{n+1)".

Da dokaz zakljué¢imo, moramo pokazati, da je desna stran gornje
2k k =
neenacbe manjsa od ([’:l—"'_'_ll))k—__::,‘— Ce izraza odstejemo, za Stevec
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ustreznega ulomka dobimo
((n+1)% —n*)(n* — (n — 1)*) — (0% — (0~ 1)*)((n +1)* —=*)-
— (n+1)*((n+ D - nb)(n* — (n—1)F) =
=nfn+1)2* —n?* — (n+ 1)%(n - 1)* +nfn - 1) —nZ*(n+ 1)k+

+(n—1)*n+1)F+ 'ﬂ"’L n*(n—1)F —n*(n+1)%* + 2% n+ 1)+
(m—1)*—(n+1)* —nfn+1)Fn-1)*=
= HSk b+ D) -1+ (n+ D) -1 =

= (n* - 1)(n®* - (n*-1)*) >0

(a) Definirajmo ajon1 = (0.1)" "1 —9 zan € IN, ostali &leni zaporedja
pa naj bodo enaki 1. Tedaj je v vsakem naboru desetih zaporednih
¢lenov natanko eden negativen in vecji od —9, ostali pa so enaki 1,
torej je vsota Stevil tdkt,gd. nabora pozitivna. Ker je vsota prvih 10n
clenov enaka 0.1+ (0.1)2 +---+ (0.1)" < 1 in ajgns1 < —8, je vsota
prvih 10n 41 ¢lenov negatwna. Zaporedje ay. torej ustreza zahtevam
naloge.

(b) Takega zaporedja ni. Ker je vsota élenov od (10n + 2)-gega ¢lena
do (10n + 11)-ega ¢lena pozitivno celo Stevilo, je vecje ali enako 1 pri
poljubnem n. Ce hoéemo, da je vsota prvih 10n+1 ¢lenov negativna,
od tod sledi, da je a; < —n za vsak n, kar seveda ni mogoce.

Gregor Cigler
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