


Nove knjige

ZGODOVINA MATEMATIKE - ZGODBE O PROBLEMIH

Tokrat bomo predstavili drugo od knjig, ki sta

% i -4 FRgE A 2 , ZGODOVINA MATEMATIKE
iz8li v jubilejnem, 40. letu, zbirke Sigma. To je ® ZGODBE O PROBLEMIH
Zgodovina matematike — zgodbe o problemih.
Delo je prevod zbirke daljsih clankov, katerih
avtorji so raziskovalci v francoskih ingtitutih
za raziskave v matematicnem izobrazevanju
(TREM).

Vsako od Sestih poglavij je posveéeno do-
loéenemu matemati¢nemu problemu, katerega
reSevanje je sprozilo nastanek in razvoj kakega
pomembnega dela sodobne matematike. Prvo
poglavje pripoveduje o prastevilih, od sta-
rogrikega odkritja, da je prastevil neskonéno
mnogo, preko raznih metod za iskanje praste-
vil, do danasnje sploSne uporabe prastevil v
kriptografiji. Drugo poglavje govori o popol-
nih stevilih, to je stevilih, ki so enaka vsoti svo-
jih pravih deliteljev. Pri tem je posebno zani-
miv posebni odnos do stevil, ko na njihove lastnosti gledamo kot na odsev nji-
hovega ‘znacaja’. Tretje in cetrto poglavje bosta navdudila tiste z geometrijsko
zilico. V prvem izvemo, kako so stari Grki izracunali velikost Zemlje, razdaljo od
Zemlje do Lune in do Sonca, kako so Kopernik, Galilei, Kepler in Newton odkrivali
zakonitosti, ki dolocajo gibanje zvezd, ter, kako iz Einsteinove relativnostne teorije
mogoce sledi, da je vesolje ukrivljeno. Drugo od geometrijskih poglavij pripove-
duje o ‘slikarski’ geometriji, to je o problemu, kako na sliki ponazoriti globino, in
nas tako pripelje do osnovnih pojmov projektivne geometrije. Peto poglavije se
ukvarja z zgodovino enega najzanimivejsih matematiénih problemov — resevanja
enach, predvsem polinomskih. Ta problem najdemo Ze v egip@anskih papirusih
in .mu sledimo od antiénih ¢asov vse do Gaussa ter drugih velikih matematikov
18. in 19. stoletja. Reditev problema je obenem prva uporaba teorije grup, enega
najbolj plodovitih pojmov sodobne matematike. Povejmo, da je, kljub mnogim,
veasih zelo globokim rezultatom, razumevanje prvih petih poglavij dosegljivo pov-
preénemu srednjesolcu. Le tu in tam bo treba kaksni razlagi verjeti na besedo, ne
da bi jo povsem razumeli. Zadnje poglavje, Problem brahistohrone, je nekoliko
zahtevnejse. Zacenja s presenetljivo ugotovitvijo, da spust po ravnem toboganu
ni najhitrejsi, in nadaljuje z vprasanjem, kaksna naj bo njegova oblika, da bo ¢as
spusta najkrajsi. Bernoullijeva resitev problema je eno prvih zmagoslavij takrat
Sele nastajajocega variacijskega racuna.

Knjigo toplo priporo¢am vsem, ki radi pokukajo v zgodovino in v ozadje
matematiénih problemov ter metod, ki jih sre¢ajo v Soli.

Petar Pavesic
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322 Za vsakogar nekaj

STEVILSKA IZPOLNJEVANKA S SIMETRIJO

V vsako prazno okence izpolnjevanke vpisi po eno desetisko tevko tako, da
bodo ra¢uni, nakazani v vodoravnih vrsticah, pravilni. Pri tem izvajamo
operacije od leve proti desni, tudi vimesni rezultati so naravna Stevila in
nobeno veé¢mestno stevilo ne zacenja s stevko 0.

Dodatno velja, da je rezultat ra¢una v prvi (drugi, tretji, ...) vodo-
ravni vrsti enak vsoti Stevil v prvem (drugem, tretjem, ...) stolpcu (te
vsote so zapisane pod vodoravno érto).

7] x : _[2] + |2 1
gl | | = + pRY = 2
gl 4+ 1 - + [2] ] = 2 |
4 & 4 2 — 1
4 9l + | e | = [ I%

Marija Vencelj

TRINAJST DELITELJEV

1. Ali obstaja kaksno tako naravno stevilo, ki ima natanko trinajst
pozitivnih deliteljev?
2. Ce taka stevila obstajajo, poiséi najmanjse med njimi.

Marija Vencelj

ELIPSA, PARABOLA IN PRAVOKOTNI
TANGENTI

1. Kaj je v ravnini elipse 2?/a? + y*?/b* = 1 geometrijsko mesto tistih
tock, iz katerih se tangenti na to elipso sekata pod pravim kotom?

2. Kaj je v ravnini parabole 32 = 2pz geometrijsko mesto tistih tock,
iz katerih se tangenti na to parabolo sekata pod pravim kotom? Pri
tem je parameter p pozitiven.

Marko Razpet
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AVALA, BEOGRAD, CETINJE... IN FIZIKALNA
ANTIFONETICNA ABECEDA

Ljudje so si izmislili razne foneticne abecede, da bi zmanjsali moznost
napak zaradi podobno zvenecih glasov — denimo nosnikov M in N ali
ustniénih zapornikov P in B — pri prenosu govora po kanalih, obremenjenih
s Sumom, kot sta telefon ali radio. Ena bolj znanih tovrstnih abeced,
angleska “pilotska”: Alpha, Bravo, Charlie, Delta. .., je uradna foneticna
abeceda ve¢ mednarodnih organizacij in zvez, med njimi mednarodne
organizacije za civilno zra¢no plovbo ITAO in mednarodne zveze za tele-
komunikacije ITU.

V rajnki Jugoslaviji je bila uradna foneticna abeceda sestavljena
iz geografskih imen. Slovenijo sta v_tem geografskem izboru zastopali
Ljubljana za ¢érko LJ in Zirovnica za Z.

Raznolikost érk, ki jih uporabljamo za oznake fizikalnih koli¢in, nas
je, tedaj Se studente fizike, navedla na misel, da bi tudi iz njih sestavili ne-
kaksno fonetiéno abecedo. Oznake za fizikalne kolicine so mednarodne in
so praviloma foneti¢nega izvora, najveckrat angleskega, redkeje nemskega.
Da je bila stvar zabavnejsa, smo naso abecedo sprevrgli v anti-foneti¢no.
Noben “mnemotehniéni pripomocéek” se ni smel zaceti s érko, ki jo je
predstavljal: G kot gibalna koli¢ina, na primer, ni veljalo, saj se gibalna
koli¢ina za¢ne na ¢rko G. Veljavni pa so opisi:

A kot delo M kot navor

B kot gostota magnetnega polja n kot lomni koliénik
¢ kot svetlobna hitrost P kot mo¢

D kot gostota elektricnega polja @ kot toplota
e kot naboj R kot upornost
F kot sila S kot entropija
g kot teznostni pospesek t kot cas

h kot visina U kot napetost
I kot tok v kot hitrost

J kot vztrajnostni moment W kot energija
k kot Boltzmannova konstanta Z kot valenca

[ kot dolzina

Véasih imamo na voljo veé moznosti: a je lahko tudi pospesek, C
kapacitivnost, F' prosta energija, G prosta entalpija, H jakost magne-
tnega polja, entalpija (ali pa, pisano z malo, Planckova konstanta), L
induktivnost, p tlak, R splosna plinska konstanta ali polmer, S povrsina
ali pot, ipd. Poleg generi¢nih oznak za spremenljivke x in y je najvec tezav
s érko O. Tej se, zaradi mozne zamenjave z niclo pri oznakah koli¢in, raje
izognemo. Edina izjema je fonetiéna oznaka za obseg, ki jo uporabljamo
¥ RomEEY, Primoz Peterlin in Janja Maghenc



324 Matematika

FOTOGRAFIJA IN MATEMATIKA V —
LECE, STEKLA, OCALA

Imamo tanko zbiralno leéo z eno ravno in eno sferiéno povrsino (to je
plankonveksno le¢o). Leca je odsek krogle s polmerom R in srediséem S
(slika 1).

Slika 1.

Debelo narisani zarek prihaja vzporedno optiéni osi lece in se lomi
Sele na zakrivljeni strani v tocki A. Daljica SA je polmer krogle in zato
pravokotna na povrsje. Mesto loma si povecano oglejmo na sliki 2.
Velja lomni zakon:

Sin ﬁ ~
sin ’ s T Y

kjer je n lomni koli¢énik snovi, \ S
iz katere je leta. Lomljeni
zarek gre skozi goridce G lece.
Ce je f goriséna razdalja, je
o¢itno Shle 2.

h
sina=—, —a)=—. e
7 80
Od zdaj naprej bomo kote me- e e
ili le v radianih. Ce je « :" B
t E 4 . B . Slika 3. Krozni lok OBC ima polmer |OB| =
majhen, je sina = o = tga

i = |OC| = 1. Njegova dolzina je priblizno enaka
(slika 3). |AC| =sine in |BD| = tg o
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Ker sta potem majhna tudi 3 in 8 — «, velja priblizno

in od tod

Dobili smo formulo

=; ; 1
Denimo, da leco potrebujemo za ocala. Optiéna moé¢ % je potem

predpisana. Ce vzamemo steklo z veéjim n, iz (1) sledi, da moramo zvecati
R. Pri enakem premeru 2h to pomeni tanjso leco.

Osebam, ki potrebujejo vecjo korekeijo vida (véasih pa tudi drugim),
danes optiki ponujajo stekla z lomnim koliénikom 1.7 ali celo “super
tanka” stekla z lomnim kolitnikom 1.8 ali 1.9. (Zanimivo je, da taka
stekla niso lazja, saj imajo veéjo gostoto).

Cim veéji je lomni koli¢énik, tem drazja so stekla. Toliko bolj pre-
senetljivo je, da v Zeissovem katalogu pri najcenejSem steklu Punktal
z lomnim koliénikom 1.53 piSe: zelo dobre upodobitvene lastnosti. Pri
steklu z lomnim koliénikom 1.6 piSe: dobre upodobitvene lastnosti. Stekla
s e vi§jim lomnim koliénikom pa niso ve¢ delezna tovrstne pohvale.

To je povezano s tako imenovano barvno napako. Lomni koliénik
stekla pada z valovno dolzino: za rdeco svetlobo je manjsi kot za modro.
To pa po formuli (1) pomeni, da je gori¢na razdalja nase le¢e za modro
svetlobo manjsa kot za rdeco; za vijolicno pa $e manjsa kot za modro.
Morda ste ze opazili, da je na fotografskih objektivih oznaka za ostrenje
za infrardeéo svetlobo na drugem mestu kot za navadno svetlobo. Objek-
tiv ima torej za infrardeco svetlobo drugaéno (vecjo) goridénico kot za
obi¢ajno svetlobo.

Kako bi primerjali barvno napako dveh plankonveksnih le¢ z enako
goriséno razdaljo in enakim premerom, a izdelanih iz razliénih materialov?

Denimo, da imajo vse nase lece enako goriséno razdaljo za rumeno
svetlobo (ru) z valovno dolzino D = 588 nm (nanometrov) = 588-10~ m.
Torej je

% - (nru b 1)

=2
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Robne zarke, vzporedne osi lece, ta prelomi za kot priblizno
B—a=(n—-1)a.

Modri zarek (mo) z valovno dolzino F = 486 nm prelomi za kot
priblizno
(nmn == 1)(1' ]

rdeci zarek (rd) z valovno dolzino C' = 656 nm pa steklo manj upocasni
kot modri in zato prelomi za manjsi kot, ki je priblizno enak

(neg — 1)ex.

(Valovne dolzine D, F, C pripadajo trem zna¢ilnim spektralnim értam.)
Kot med rde¢im in modrim zarkom je torej priblizno
(nmo = nrd)h
J(y — 1)

Ker sta h, f dana, je kot med modrim in rdecim zarkom sorazmeren
koliéniku

0= (nmo e nrd)a =

Mmo — Mrd
Mg — 1

Cim manjsi je ta kolicnik oziroma ¢im veéja je njegova inverzna vrednost

= nru_l

Mo — Mrd ,
tem manj leca razkloni belo svetlobo in tem manj uporabnik oéal obéuti
barvno napako.

Kvocient V je Abbejevo stevilo stekla (za interval med F in C).
Giblje se nekako med 20 in 90. (Ernst Abbe je bil znan nemski optik,
ki je deloval v prejsnjem stoletju in postavil na noge tovarno Carl Zeiss.)
Torej je

h

= —.

Vv (2)
Iz (2) sledi, da je pri danem steklu in danem polmeru h stekele v o¢alih
kot & med modrim in rdeéim zarkom sorazmeren f~!, se pravi opti¢ni
moéi stekele. Pri moénejsi korekeiji uporabnik bolj obéuti barvno na-
pako. Zmanjsamo jo lahko le tako, da zmanjSamo polmer h stekele ali pa
zvecamo Abbejevo tevilo V.
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Prva moznost deloma pojasni, zakaj kontaktne le¢e (ki imajo majhen
polmer h) bolje korigirajo vid moéno kratkovidnim in daljnovidnim ljudem
kot ocala.

Cim veé dioptrij, tem debelejse so tudi le¢e po formuli (1). Debelina
pa prinasa Se druge opti¢ne napake. Zato bi bilo zelo dobro imeti stekla
z velikim lomnim koliénikom in velikim Abbejevim Stevilom — ne samo za
ocala, ampak tudi za druge optiéne priprave.

Véasih so lomni koliénik stekla veéali z dodajanjem svinéevega oksida.
Pri tem pa se je naglo zmanjsevalo Abbejevo stevilo. Za kristalne vaze je
bilo to zazeleno, saj so se v svetlobi mavri¢no iskrile. Pred priblizno
120 leti so nemske tovarne s sistematicnimi raziskavami ugotovile, da
lahko z barijem, borom in nekaterimi drugimi elementi izdelajo stekla,
ki so v primerjavi s prejsnjimi pri podobnih lomnih koliénikih imela visja
Abbejeva stevila. Zelo znano je borovo BK-7 steklo, ki ima lomni koli¢nik
1.52 in V = 64. Uporaba novih stekel je prinesla velik napredek v optiki
in prve res dobre fotografske objektive.

Sen o steklih z velikim lomnim koliénikom in velikim Abbejevim
Stevilom pa se ni uresni¢il. Tik pred drugo svetovno vojno so sicer odkrili,
da z dodatkom redkih zemelj (predvsem lantana) dobijo stekla z zelo
visokimi lomnimi koliéniki in s sprejemljivimi Abbejevimi stevili. Eden
od nazivov za stekla s temi lastnostmi je HLD (high index, low dispersion).
Iz kataloga prej omenjenega proizvajalca stekel za ocala sem si prepisal

podatke o najbolj uporabljanih materialih. Navajam jih v zaokrozeni
obliki:

_n |V
1.53 58 Plastika: n = 1.5, V = 58.
1.6 44
P4 40
1.8 35
1.9 30

Vrnimo se k sliki 1, le da bo na8a le¢a zdaj v fotoaparatu. Vzemimo,
da je h dosti manjsi kot f, tako da je

h=(B-a)f (slika 4).

Denimo, da svetloba na leco prihaja iz ve¢ raznobarvnih lu¢i, postavljenih
druga ob drugi dale¢ stran od lece. Ce kot na sliki 4 ostra slika modre
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Slika 4.

luéi nastane na filmu, potem ostra slika rdece luéi nastane v oddaljenosti
Af za filmom. Ker jey = —a -4, je

h=(f+Aafly=({F+AfB—a) - (f+Af).

Primerjajmo z gornjo enacbo, pa je

(Af)(B—a)=(f+Af)d=fé.

Po (2) je
b (B-a)f
BEg="v
Torej je
ar=L. 3)

Cim vecji je f, tem bolj narazen sta sliki modre in rdece luéi.

Kot vemo iz ¢lanka o globinski ostrini v nasi seriji Fotografija in
matematika (Presek XXV/4), pri zaslonskem stevilu 8 ostra slika lahko
nastane po dogovoru 8/30 mm stran od filma, pa bo na filmu Se spreje-
mljivo ostra. Ce hoemo obenem upodobiti modro in rdeco lué, smeta
njuni sliki nastati kve¢jemu Af = 16/30 mm narazen. Za BK-7 steklo z
V' = 64 je ustrezna gorisénica najvec

f= Ve AF<=31mm.,

Premer take lece je 34/8 mm = 4 mm. Da bi hkrati dobro upodobili vse
lu¢i — od temno rdeée do vijoliéne — bi bilo treba vzeti e manjsi f.
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Z enostavno leco si torej ne moremo kaj prida pomagati. A7
Sestavimo zato akromat iz zbiralne lece in razprilne lece / ./
(slika 5). Zbiralna leéa naj ima lomni koliénik n; in Abbejevo .ff '
stevilo V) ter goriséno razdaljo f;, kjer je f

1 G 1 [
f 1 B Rl ) \ \
X KA
Razprsilna leca naj ima lomni koliénik n, in Abbejevo stevilo % \
V4 ter goriséno razdaljo fs, kjer je L
Slika 5.
1 1-—
= O g
fa Ry

(V mislih zapolnite vdolbino v razprsilni leé¢i s plankonveksno leco. .. ) Kot
vemo, je goristna razdalja sestava f, kjer je

l_l+l_n1—1+1—n2
f h f Ry Ry

Zahtevamo, da je f isti za rdeco in za modro svetlobo, se pravi

Nirg — 1 4l 1 —ngrq _ Mmoo — 1 1 —nome
R, Ry Ry Ry

Od tod je

Nird — Mlmo _ M2rd — N2mo

R, Ry

Upostevajmo definicijo za V = (nyy — 1)/(Rrd — Nmo), Pa je

Nw—1 1  ngy—1 1

"R Vi R, Vo
Ker .ie 1/flru = (nlru - 1)/R1, jE tako

flruvl e _f2ruV2 .

Ce naj bo sestav zbiralna leéa, mora biti firn < — faru, 2ato mora biti
Vi > V. Za akromat torej potrebujemo stekli z razlicnima Abbejevima
steviloma.

Peter Legisa
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O TRANZISTORJIH

V prejsnji stevilki Preseka smo obdelali polprevodnik s primesjo. Pol-
prevodniku germaniju ali siliciju dodamo majhno primes petvalentnega
elementa, na primer fosfora ali arzena. Pri sobni temperaturi se najsibkeje
vezani elektron odtrga od petvalentnega atoma in kot prevodniski elektron
sodeluje pri prevajanju, pozitivni ion pa ostane vezan na svoje mesto v kri-
stalu. Tako dobimo polprevodnik n. V njem se sicer pojavijo tudi vrzeli,
njihova gostota pa je veliko manjsa kot gostota prevodniskih elektronov.

Polprevodniku lahko dodamo majhno primes trivalentnega elementa,
na primer bora ali galija. Pri sobni temperaturi atom trivalentnega ele-
menta veze elektron in nastala vrzel sodeluje pri prevajanju, negativni ion
pa ostane vezan na svoje mesto v kristalu. Tako dobimo polprevodnik p.
V njem se sicer pojavijo tudi prevodniski elektroni, njihova gostota pa je
veliko manjsa kot gostota vrzeli.

Po tem povzetku iz prejsnjih prispevkov se lotimo polprevodniskih
elementov. Najpreprostejsi element je polprevodniska dioda, kristal pol-
prevodnika z obmocjem n in z obmoéjem p. Obravnavajmo le nosilce
naboja, ki prevladujejo, to je prevodniske elektrone v obmoéju n in vrzeli
v obmo¢ju p. Po obmoéju n potujejo prevodniski elektroni in njihov naboj
izravnajo pozitivni ioni petvalentne primesi, ki ostanejo vezani na svoja
mesta v kristalu. Po obmocju p potujejo vrzeli in njihov naboj izravnajo
negativni ioni trivalentne primesi, ki ostanejo vezani na svoja mesta v
kristalu.

Ob stiku n-p na meji obeh obmoéij posamezni prevodnigki elektroni
iz obmo¢ja n odtavajo v obmoéje p in tam zasedejo vrzeli. Posamezne
vrzeli iz obmodcja p odtavajo v obmoéje n in jih tam zasedejo prevodniski
elektroni. V obeh primerih prenehajo obstajati pari prevodniskih elektro-
nov in vrzeli. Zaradi tega na meji obmocja n primanjkuje prevodniskih
elektronov in prevlada pozitivni naboj ionov petvalentne primesi, na meji
obmoc¢ja p pa primanjkuje vrzeli in prevlada negativni naboj ionov tri-
valentne primesi (slika 1a). Ob stiku nastaneta zelo tanki plasti: plast v
obmo¢ju n je naelektrena pozitivno in plast v obmogju p negativno. Plasti
s svojima nabojema preprecujeta, da bi prehajali dodatni prevodniski
elektroni iz obmo¢ja n v obmoéje p in dodatne vrzeli iz obmoéja p v
obmocje n.

Povezimo z obmoc¢jem n pozitivni prikljuéek in z obmoéjem p nega-
tivni prikljucéek zunanjega izvira napetosti. Nekaj dodatnih prevodniskih
elektronov preide iz obmoéja n v obmoéje p in nekaj dodatnih vrzeli iz
obmocja p v obmoéje n. Nekoliko se povecata pozitivni naboj ionov pet-
valentne primesi na meji obmocja n in negativni naboj ionov trivalentne
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primesi na meji obmoéja p, ni¢ drugega. V zaporni smeri, ko je ocbmocje
n povezano s pozitivnim prikljuckom in obmoéje p z negativnim, dioda
ne prepusca toka.

Drugace je, ¢e obmogje n povezemo z negativnim prikljuckom in
obmo¢je p s pozitivnim prikljué¢kom zunanjega izvira. Prevodniski elek-
troni potujejo po obmoéju n do meje in vrzeli po obmoéju p v drugi smeri
do meje. V obmo¢ju na eni in drugi strani meje prevodniski elektroni
zasedajo vrzeli in tam prenehajo obstajati pari prevodniskih elektronov
in vrzeli. Pri tem se sprosca energija, ki jo del kristala navadno oddaja kot
toploto. Na prikljuéku na meji med kovino in obmo¢jem p pa nastajajo
pari prevodniskih elektronov in vrzeli. Prevodniski elektroni potujejo po
kovini in vrzeli v nasprotni smeri po obmocju p, tako da je tok sklenjen
(slika 1b). Dioda prepusca tok v prepustni smeri, ko je obmoéje n pove-
zano z negativnim prikljuckom in obmocje p s pozitivnim. Dioda usmerja.

p n kovina
(@ p '
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e 9 .
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Slika 1. Polprevodniska dioda, ko nanjo ni prikljuéen zunanji izvir napetosti (a), in
sklenjeni tok, ko je prikljuéen zunanji izvir v prepustni smeri (b). e kazejo prevodniske
elektrone, o vrzeli, - pozitivne ione petvalentne primesi in — negativne ione trivalentne
primesi, ki ostanejo vezani na svoja mesta v kristalu. Plast na stiku n-p, v kateri
prevladata naboja tega in drugega znaka, sta debeli le kako tisofino milimetra. Na
osencenem obmoéju ob meji, ki je precej Sirse od omenjene plasti, prenehajo obstajati
pari prevodniskih elektronov in vrzeli, na meji M med kovino in obmogjem p pa pari
nastajajo.

Bolj zapleten polprevodniski element sestavimo iz dveh diod n-p in
p-n ali p-n in n-p. Tako dobimo tranzistor n-p-n ali tranzistor p-n-p.
Ta bipolarna tranzistorja bomo preskocili. Ime opozarja, da sodelujejo
pri njunem delovanju prevodniski elektroni in vrzeli. Opisali bomo le
preprostejse unipolarne tranzistorje, v katerih sodelujejo samo prevodniski
elektroni ali samo vrzeli.



| 332 Fizika

V kristalu silicija p naj bosta otocka n, ki ju imenujmo izvir in ponor
(slika 2a). Nad obmoéjem med njima, kanalom, je tanka plast izolatorja
— silicijevega dioksida — in nad tem drobna kovinska elektroda — krmilna
elektroda. Ponor je proti izviru na pozitivni napetosti. V takih razmerah
potuje le malo prevodniskih elektronov iz izvira po kanalu z mnoZico
vrzeli do ponora. Razmere se spremenijo, ko prikljuéimo na krmilno
elektrodo pozitivno napetost proti izviru. Pozitivni naboj na krmilni
elektrodi privlaci prevodniske elektrone in nekaj prevodnigkih elektronov
pritegne v zelo tanko plast na povrsju. Ti elektroni po povrsju lahko
potujejo proti ponoru, ne da bi jih motile vrzeli pod povrijem kanala.
Cim visja je napetost na krmilni elektrodi, tem bolj krmilna elektroda
privlaci prevodniske elektrone, tem ve¢ jih pritegne v zelo tanko plast
na povrsju in tem vecji je tok teh prevodniskih elektronov. Z napetostjo
na krmilni elektrodi uravnavamo tok prevodniskih elektronov od izvira do
ponora. Tako lahko ojac¢imo signal na krmilni elektrodi ali ga kako drugace
preoblikujemo. Med krmilno elektrodo in polprevodnikom je izolatorska
plast, tako da med elektrodo in polprevodnikom ni toka. To pomeni,
da ni treba dovajati elektriénega dela, ko preoblikujemo signal. Zelo malo
elektricnega dela se porabi le za to, da na krmilni elektrodi pozitivni naboj
povecamo ali zmanjSamo.

Zamislimo si napravo, v kateri vse pozitivne prikljucke in naboje
zamenjamo z negativnimi in obratno, ne da bi spremenili kaj drugega. V
kristalu silicija n sta otocka p izvir in ponor, ki je proti izviru na negativni
napetosti (slika 2b). Cim vegja je negativna napetost krmilne elektrode
proti ponoru, tem veé vrzeli potuje po zelo tanki plasti na povrsju proti
ponoru. Tako z napetostjo na krmilni elektrodi uravnavamo tok vrzeli od
izvira do ponora in ojac¢imo ali kako drugace preoblikujemo signal.

110 ke© p o

Slika 2. n MOSFET (a) in p MOSFET (b). I izvir, P ponor, KE krmilna elektroda,
e prevodniski elektroni in o vrzeli.
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Opisali smo n MOSFET in p MOSFET, “delovna konja” v dana3njih
silicijevih ploséicah ali “Cipih”. V prvem so pomembni le prevodniski
elektroni in v drugem le vrzeli. Nekoliko dolga kratica pomeni kovina —
oksid — uéinek polja — tranzistor (metal oxide semiconductor field effect
transistor). Med krmilno elektrodo in izvirom ali ponorom ni toka in
na prevodniske elektrone ali vrzeli v kanalu vpliva le naboj na krmilni
elektrodi s svojim elektriénim poljem.

Uporabljajo tudi bipolarne trazistorje, ki imajo svojo prednost —
so, na primer, hitrejsi. Vendar so unipolarni tranzistorji manjsi in zato
pripravni za uporabo na silicijevi plos¢ici. Silicijev kristal n ali p s pre-
merom dobrih deset centimetrov vzgojijo iz taline in ga narezZejo na tanke
reznje. Na vsakem reznju naredijo ve¢ enakih ploséic, od katerih ima
vsaka ploséino od enega do dveh kvadratnih centimetrov in vsebuje do veé
milijonov tranzistorjev in drugih elementov. Ploséice izdelujejo tako, da
povrije reznja v vakuumu na dolocenih delih prekrijejo z zaséitno snovjo
in preostale dele obdelajo. Postopek veckrat ponovijo in pri tem z zaséitno
snovjo prekrijejo razlicne dele reznja. V vodni pari pri visji temperaturi
povrsje silicija prevlece tanka plast silicijevega dioksida. Na silicij naparijo
trivalentno ali petvaletno primes in kristal segrejejo, da nastanejo obmoéja
p ali n. Na silicij naparijo tanko plast aluminija, da nastanejo kovinske
elektrode.

Na najmanjsi sedanji tranzistor v silicijevi ploséici odpade le nekaj
sto milijonin milimetra, to je nekaj sto nanometrov, nm. V skrajnem
primeru mu po dolzini ustreza stopetdeset in po globini petdeset atomov
(slika 3). Polprevodniski elementi postajajo vse manjsi in rabijo vse
manj energije. Izkusnje kazejo, da se v poldrugem letu podvoji njihova
zmogljivost (slika 4).

Odkritje tranzistorja leta 1947 “je imelo na raziskovanje v fiziki vecji
vpliv kot katero koli drugo odkritje.” William Shockley, John Bardeen in
Walter H. Brattain so leta 1956 dobili Nobelovo nagrado za “raziskovanja
polprevodnikov in odkritje tranzistorskega pojava.”!

1 John Bardeen je edini dobil dve Nobelovi nagradi za fiziko. Leta 1972 je delil
z Leonom N. Cooperjem in Johnom R. Schriefferjem nagrado za teorijo superprevo-
dnosti. Dve Nobelovi nagradi sta dobila le Se Marie Curie za fiziko skupaj s Henrijem
Becquerelom in Pierrom Curiejem in za kemijo ter Linus Pauling za kemijo in za mir.



Slika 3. S posebnim prijemom so doloéili gostoto nosilecev naboja v tankem pre¢nem
reznju n MOSFET (levo) in p MOSFET (desno). Med otockoma, ki ustrezata izviru
in ponoru, je dobro vidna krmilna elektroda. Sliko so dobili z elektronsko holografijo.
Del curka elektronov so vodili skozi rezenj na slikovno napravo in drugi del curka
naravnost na napravo. Spodnja slika podaja gostoto nosilcev naboja. W. D. Rau in
drugi, Two-dimensional mapping of the electrostatic potential in transistors by electron
holography, Physical Review Letters 82 (1999) 2614.

Slika 4. Po Moorovem “zakonu”
se v poldrugem letu podvoji ali v
dvajsetih letih desettisockrat po-
veca zmogljivost polprevodniskih
elementov. Na navpiéno os je na-
neseno stevilo bitov, ki jih element
na 1 britanski funt (iz leta 1990)
obdela na sekundo. S érticami
je nakazana napoved. Zname-
nja od zgoraj navzdol ustrezajo:
mehaniénim elementom, elektro-
mehaniénim elementom, elektron-
kam, tranzistorjem, silicijevim
plod¢icam, mikroprocesorjem in
ploséicam iz galijevega arzenida.
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Ze leta 1874 je oce katodne cevi, Ferdinand Braun, ugotovil, da kristal
cinkove svetlice ZnS med dvema tockastima priklju¢koma v eni smeri bolje
prevaja kot v drugi. Arthur Schuster je krog s stikom med starima ba-
krenima zicama prikljuéil na izmeni¢no napetost. Ampermeter v krogu je
kazal odklon v konstantni smeri, ker je usmerjala tanka plast dibakrovega
oksida CusO na povrsju stikajoéih se zic. Leta 1906 so priznali patenta za
usmerjanje s karborundom SiC in silicijem. Okoli leta 1915 so v radijskih
sprejemnikih na veliko uporabljali usmernik ali detektor s cinkovo svetlico
in tockastim prikljuckom. Leta 1925 so uporabili usmernik s selenom in
naslednjega leta usmernik z dibakrovim oksidom, ki je zmogel precejsen
tok. Zaceli so delati poskuse z monokristali in so spoznali, da elektriéna
prevodnost polprevodnikov z naraséajo¢o temperaturo naraséa kot e /T
s konstanto a od 2300 do 4600 K. Izid so pojasnili z energijsko §pranjo
med vrhom valenénega in dnom prevodnega pasu s Sirino od 0,2 do 0,4 eV.

Pred drugo svetovno vojno so pri druzbi Bell Telephones v ZDA
spoznali, da mehaniéno preklapljanje stikal moéno zmanjsuje hitrost pri
telefoniranju. V njenem raziskovalnem laboratoriju so se ponovno zaceli
zanimati za dibakrov oksid in pozneje za silicij, da bi morebiti prisli do
hitrejsih stikal. S taljenjem v vakuumu so si prizadevali dobiti kolikor
mogoce ¢ist silicij. Pri tem so ugotovili, da so nekateri kristali usmerjali
tako, nekateri drugace. Ene so imenovali n, druge p. Spocetka niso mogli
vplivati na to, ali so dobili kristal n ali kristal p. Po nakljuéju so dobili
kristal, ki je imel na enem delu obmoc¢je n in na drugem delu obmocje
p. Iz njega so izrezali prvo polprevodnisko diodo. Potem so ugotovili,
petvalentnega ali trivalentnega elementa. Primesi tedaj Se ni bilo mogoée
dolo¢iti ne s kemijsko analizo ne spektroskopsko po izsevani svetlobi.

Leta 1946 so osnovali skupino, ki naj bi raziskala delovanje polpre-
vodnikov in ugotovila, ali bi bilo mogoce z njimi izdelati ojacevalnik. V
skupini pod vodstvom Williama Shockleya je bilo poleg nagrajencev Se
nekaj drugih raziskovalcev iz Bellovih laboratorijev, ki so sodelovali tudi
z raziskovalci iz nekaterih drugih laboratorijev. Tedaj so Ze znali izdelati
kristal silicija ali germanija z zeleno prevodnostjo. Poskusi pa so dajali ne-
pricakovane rezultate. Pojasnil jih je John Bardeen s povrsinskimi stanji.
Elektroni se lahko gibljejo po povrsju polprevodnika v dveh razseznostih,
medtem ko je po prostornini polprevodnika porazdeljen enako velik na-
boj nasprotnega znaka. Po zgledu detektorja so sestavili tranzistor s
toc¢kastima stikoma, ki je bil uporaben kot stikalo ali ojacevalnik (slika 5).
Dana&nji unipolarni tranzistor p MOSFET (slika 2b) je njegov blizji so-
rodnik. Ime za novo napravo si je izmislil J. R. Pierce. V pogovoru je
Bardeena in Brattaina opozoril na koli¢ino, ki je pomembna za elektronke,
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strmino, aglesko tranconductance, in njeno obratno vrednost, anglesko
transresistance, ter tvoril besedo tranzistor. Ime se je prijelo.

Oct. 3, 1950 o wlgk‘mﬁ 2,524,035

Filed June 17, 1948 3 Shesta-Sheat 1

Slika 5. Prvi tranzistor s totkastima stiko-
ma iz leta 1947 in prijava patenta, ki sta jo
17. junija 1948 vlozila J. Bardeen in W. H.
Brattain. V vezju pomeni U izmeni¢ni si-
gnal in R delovni upornik, toékasta stika sta
emitor e, ki oddaja vrzeli v polprevodnik n,
in kolektor k, ki jih zbira, b je baza. Vlogo
emitorja v tranzistorju pogosto primerjajo mvcurons, 4, BARDEEN

z vlogo katode v triodi, vlogo kolektorja z Y O i:{f"_
vlogo anode in vlogo baze z vlogo mrezice. i e

Leta 1949 je Shockley pojasnil delovanje diode, predlozil tranzistor
p-n-p in dve leti pozneje tranzistor n-p-n ter Se leto pozneje obdelal uéinek
polja. Vzporedno z razlago so se razvijali tehniski prijemi. Do leta 1952
so dobivali polprevodnike n in p samo s kristalizacijo iz taline. Tega leta
so zaceli izkoris¢ati nov postopek. Spojino petvaletnega ali trivalentnega
elementa so nanesli na kristal polprevodnika in kristal za dalj éasa segreli,
da so se atomi primesi vgradili v kristal. Unipolarni tranzistorji so se
razvili po letu 1960, posebno Se po letu 1965, ko so se navadili na kristalu
izdelovati zelo tanke izolatorske plasti silicijevega dioksida. Uspeh so
prinesla integrirana vezja in splosna miniaturizacija. Nekaj casa je bil
v ospredju germanij, ker ga je bilo mogoéce bolje preéistiti, potem pa je
prevladal silicij, ki je omogo¢il miniaturizacijo. V novejsem ¢asu vse veé
uporabljajo galijev arzenid GaAs.
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Kot se je sirila uporaba polprevodniskih elementov, so vakuumske
elektronke postopno prihajale iz rabe. Leta 1904 je John Fleming uporabil
prvo vakuumsko diodo, elektronko z dvema elektrodama, od katerih so
katodo segrevali, da so iz nje izhlapevali elektroni. Take diode so upo-
rabljali za usmerjanje. Dve leti pozneje je Lee de Forest sestavil triodo,
v kateri je med katodo in anodo vstavil tretjo elektrodo, mrezico. Cim
visja negativna napetost proti katodi je na mrezici, tem manjsi je tok
elektronov s katode na anodo. Triodo so uporabljali za ojacevanje. Do
tridestih let so prevladale elektronke in z detektorjem so se zadovoljili le
najskromnejsi radioamaterji. Danes so elektronke tako reko¢ pozabljene.
So razmeroma velike, v njih je treba segrevati katodo, zaradi ¢esar porabijo
veliko elektriénega dela in se kvarijo. Za razliko od njih so polprevodniski
elementi majhni, odporni in obstojni in zase ne porabijo skoraj nobenega
elektricnega dela.

Janez Strnad
PREMISLI IN NARISI — Resitev s str. 269

Izberimo oznake kot na sliki 1.

Zacetek konstrukcije je preprost.
Narisemo iskanemu trikotniku ABC
ofrtano kroznico s sredis¢em O in
polmerom r ter stranico AB kot tetivo
te kroznice z dolzino c.

Tretje oglisce C' bomo konstru-
irali tako, da bomo najprej poiskali
totko D (skupno totko stranice a in

nadaljevali preko D do C' na o€rtani
kroznici.

Premislimo, kako poiskati tocko D.

Ker je D razpolovisée stranice BC, je daljica OD pravokotna na
BC. Zato lezi D (po Talesovem izreku o obodnem kotu nad premerom)
na kroznici s premerom OB. Po drugi strani je D za t, oddaljena od
totke A. Torej je D preseéisée dveh kroznic: kroznice s premerom OB in
kroznice KC(A,t,) s srediséem v tocki A in s polmerom f¢,.

Slika 1.

Drugi del naloge sprasuje po stevilu neskladnih re§itev naloge. Iz
zgornjega opisa konstrukcije sledi, da ima lahko naloga dve (bodisi skladni
bodisi neskladni) resitvi, eno ali nobene resitve. Preglejmo moznosti:
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e>2r

Naloga nima resitve, saj stranica ne more biti ve¢ja od premera
otrtane kroznice.

=2

S slike 2 razberemo, da ima na- Dy
loga dve (skladni) resitvi, ce je
r <ty < 2r. Sicer nima resitve.

Slika 2.
ec2r
Tak primer prikazuje slika 3. Z Oy smo oznagili sredisée kroznice s
premerom OB (njen polmer je 7) in z EF tisti premer te kroznice,

ki lezi na premici skozi A in O;.
Ca
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Za AE < t, < AF imata kroznica s premerom OB in kroznica
K(A,t,) dve presecisci Dy in Do, ki vodita do dveh neskladnih resitev
naloge, trikotnikov ABCy in ABCs. Ce je t, = AF ali t, = AF,
imamo po eno resitev, sicer resitve ni.

Kako na ta odnos vplivajo podatki?

Na sliki 3 smo z G oznacili tocko, v kateri stranico ¢ seka kroznica
s premerom OB. Ker je daljica OG pravokotna na AB (spet po
Talesovem izreku), toéka G razpolavlja stranico ¢ (ker je to tetiva
kroznice s srediséem v Q). Ce izrazimo potenco tocke A glede na
kroznico s premerom OB na dva nagina, dobimo ¢- § = A0, — (5)2
in od tod

A0, = i-@«2 +20%).

Dve neskladni resitvi torej dobimo, ce je

%(\/72 +2c¢% —71) <ty < %(\/1"2 +2c2+7).

samo re§itev. Sicer reSitve ni.
Marija Vencelj

STEVILSKA PIRAMIDA - Resitev s str. 258

V zastavljeni nalogi so med pripravo prejsnje Stevilke Preseka iz piramide
izginili narisani zidaki. Ker ni tezko uganiti, kako morajo biti postavljeni,
naloge ne bomo ponavljali, ampak si oglejmo le njeno resitev.

Nalogo lahko resimo s poskusa-
njem ali jo prevedemo na resevanje

sistema dveh linearnih enacb. Ce 37

ozna¢imo z x Stevilo na tretjem .

in z y Stevilo na Cetrtem zidaku Elgj 18 1

z leve v spodnji vrsti, upostevamo 10 | 9 9

pogoje naloge ter Ze vpisana Stevila,

dobimo sistem ena¢bh z+2y+2 =9 | 5 5 | 4 I 5 I

in 5o + 2y + 26 = 37, ki ima resitev l 1 I A ’ ] | 3 l 9 |
z =1, y = 3. Potem piramide ni

vec tezko dopolniti.
Marija Vencelj
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LOKALNE VOLITVE

Nedavno so se v Kaslju odlocili, da krajevno skupnost razdelijo na dva
dela: Spodnji Ka3elj in Zgornji Kaselj. Seveda je treba po razdelitvi
opraviti nove lokalne volitve. Zal pa sta volilna imenika za oba Kaslja
nekoliko neurejena.

In tako so se v odboru za pripravo volitev spomnili Vas, kaseljskega
programerskega vseznalca. Poiskati morate napake v volilnih imenikih.

Vsaka oseba ima enoli¢no doloéeno stirimestno identifikacijsko stevil-
ko. Vhodni podatki so tri (neurejena) zaporedja tevil. Vsako se konéa z
vrednostjo —1. Prvo zaporedje predstavlja seznam volivcev, torej gre za
seznam identifikacijskih stevilk tistih oseb, ki lahko volijo. Paziti morate,
da se v tem seznamu nobeno Stevilo ne pojavi veckrat; ¢e se pojavi, izpisite
opozorilo (za vsakega volivca samo enkrat):

Volivec xxxx je prijavljen velkrat.

Drugo in tretje zaporedje predstavljata nova volilna imenika za Spodnji
oziroma Zgornji Kaselj. Tu je treba preveriti ve¢ stvari. Najprej je treba
ugotoviti, ali imajo osebe iz teh dveh imenikov sploh volilno pravico, ali se
torej nahajajo v prvem seznamu. Ce najdete osebo brez volilne pravice,
izpiSite obvestilo (za vsako osebo v vsakem imeniku samo enkrat):

Oseba xxxx iz Spodnjega KaZlja nima volilne pravice.
oziroma
Oseba xxxx iz Zgornjega KaSlja nima volilne pravice.

Ce se taka oseba nahaja v obeh imenikih, izpisite obe obvestili. Za osebe,
ki imajo volilno pravico, je treba preveriti, da niso hkrati prijavljene v
obeh Kasljih. Ce so, morate izpisati:

Volivec xxxx je prijavljen v Spodnjem in Zgornjem Ka3lju.

Za volivee, ki so le v enem od obeh imenikov, je treba preveriti, da so vanj
vpisani le enkrat. Obvestilo o odkriti napaki je podobno kot pri seznamu
oseb z volilno pravico:

Volivec xxxx je v Spodnjem KaZlju prijavljen veZkrat.

Ce gre za volivca iz Zgornjega Kaslja, v izpisu besedico Spodnjem za-
menjamo z Zgornjem. Nazadnje je treba Se preveriti, da je vsak volivec
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vpisan v volilni imenik za Spodnji ali za Zgornji Kaselj. Ce odkrijete
volivea, ki ni vpisan v nobenem Kaslju, morate izpisati:

Volivec xxxx ni vpisan v noben volilni imenik.

Za konec si oglejmo Se primer. Recimo, da imamo na vhodu naslednja
zaporedja Stevil:

0002 1234 3784 1234 8652 9399 1980 2213 0999 -1
8652 4321 8652 4321 3784 8652 2213 9399 —1
1980 1234 3784 7777 1234 4321 7777 3784 0002 -1

Program za preverjanje pravilnosti volilnih imenikov mora izpisati nasle-
dnja obvestila:

Volivec 1234 je prijavljen velkrat.

Oseba 4321 iz Spodnjega Kaslja nima volilne pravice.
Oseba 7777 iz Zgornjega KaZlja nima volilne pravice.
Oseba 4321 iz Zgornjega Ka3lja nima volilne pravice.
Volivec 3784 je vpisan v Spodnjem in Zgornjem KasSlju.
Volivec 8652 je v Spodnjem KaSlju prijavljen velkrat.
Volivec 1234 je v Zgornjem KaSlju prijavljen veCkrat.
Volivec 0999 ni vpisan v noben volilni imenik

Volitve so pred vrati, zato kar hitro na delo.
Martin Juvan

MLADINSKI ASTRONOMSKI RAZISKOVALNI
TABOR 2000

Astronomsko drustvo JAVORNIK Ljubljana sporoca, da bo letodnji
tabor potekal od 19.8. do 26.8. v Centru za Solske in obSolske dejav-
nosti Medved na Medvedjem brdu pri Godoviéu. Predvideno je delo
v petih skupinah: meteorji, sploSna astronomija, radijska astronomija,
racunalnisko modeliranje v astronomiji, zvezde in zvezdni sistemi. Z
astrofotografijo pa se bo po zelji lahko ukvarjal vsak udelezenec ta-
bora. Vet informacij dobite pri vodji tabora Igorju Gromu — telefon:
(01) 565-13-98. Prijavite se ¢imprej! Prijave sprejemamo po telefonu,
na e-naslov: marko_pust@yahoo.com, lahko pa piSete tudi na naslov
Astronomsko drustvo Javornik, Ljubljana, Kolodvorska 6.

Igor Grom
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KRITERIJ DELJIVOSTI S PRASTEVILI

Profesor Rihard Zupanéié! je objavil leta 1909 v éasopisu L’Enseignement
mathematique, volumen 11, na straneh 300-301 ¢lanek “Sur une question
elementaire de divisibilite”. V njem je na kratko izpeljal kriterij deljivosti
naravnega Stevila s prastevilom. Ta preprost kriterij deljivosti se mi zdi
zanimiv, zato ga podajam v nekoliko razsirjeni obliki.

Dano naj bo naravno Stevilo n, zapisano v desetiskem sistemu. Naj
bo p prastevilo, vecje ali enako 7. Vsako naravno Stevilo lahko zapisemo
v obliki

n=10g+r, 0<r<9. (1)
Privzemimo najprej, da je stevilo n deljivo s p:
n=10q+r=kip, ki € N. (2)
Vsako naravno stevilo, zato tudi g, lahko zapisemo v obliki
g=hkop+m, meZ. (3)
1z enacbe (2) potem sledi
r = (k1 — 10k2)p — 10m . (4)

Oglejmo si sedaj polinom g + rz, kjer naj x tece po celih stevilih. Za
q in r vstavimo izraza iz formul (3) in (4) ter dobimo

q+rz = (ks + kiz — 10ksx)p + m(1 — 10z) . (5)

Sedaj pokazimo, da je za vsako prastevilo p, vegje ali enako 7, mogoce
izbrati celo stevilo = tako, da bo 1 — 10z deljivo s p; tedaj bo seveda tudi
q + rx deljivo s p. Obstaja torej x € Z, da velja

1—10x = ksp
ali za neki k3 je

_ 1—ksp
B (6)

L Dr. Rihard Zupanéi¢ je bil profesor matematike na tehnigki fakulteti v Ljubljani
od leta 1919 do leta 1945. Bil je tudi drugi rektor ljubljanske univerze v olskem letu
1920/21.
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celo Stevilo. To dokazemo takole: Prastevila vegja od 7 so seveda liha,

v njihovem dekadi¢nem zapisu je zadnja Stevka eno od Stevil 1, 3, 7 ali

9 (5 ne more biti, ker bi bilo tako §tevilo deljivo s 5). Za prastevila z

zadnjo Stevko 1 izberemo zgoraj k3 = 1; za ona z zadnjo Stevko 3, 7 ali 9,

izberemo npr. k3 = 7,3 in 9. V vseh stirih primerih bo imel produkt ksp

zadnjo stevko enako 1, zato bo z v formuli (6) gotovo celo Stevilo.
Napravimo kratko tabelo stevil p in x:

p 7 11 13 17 19 23
x 2-14 52 7

Opazimo, da ima enacba (6) neskonéno mnogo resitev; poleg resitve z =
= —5 pri p = 17 je npr. resitev tudi z = 12 itd.

Pri danem naravnem Stevilu n in prastevilu p > 7 ugotavljamo
deljivost stevila n s p takole: Najprej poiscemo eno resitev z enacbe (6)
in izracunamo Stevilo ¢ + rz. Ce je to §tevilo deljivo s p,

q+re=kyp,

vstavimo q iz te enacbe v enaébo (1) in dobimo

n=10(kyp — rz) + 7 = 10kyp + r(1 — 10z) .

Ker je z resitev enacbe (6), sledi

n = (10ky + rk3)p
ali, n je deljiv s p.

Izrek: Za dano prastevilo p > 7 naj bo x ena resitev enacbe (6).
Tedaj je n deljiv s p natanko tedaj, ko je ¢ + ra deljivo s p.

Primer: Vzemimo n = 7014. Zanima nas, ali je to stevilo deljivo s 7.
Ker je 7014 = 10-701 + 4, je g = 701 in r = 4. Pri p = 7 je ena resitev
enacbe (6) z = —2. Po izreku izra¢unamo ¢ — 2r = 701 — 8 = 693. Ker je
to stevilo veliko, moremo njegovo deljivost s 7 spet ugotavljati po naSem
izreku. Sedaj je ¢ = 69 in r = 3, zato g+ rz = 69—2-3 = 63, ki je deljivo
s 7. Torej je tudi stevilo 693 in zato 7014 deljivo s 7.

Poglejmo Se, ali je stevilo 7014 deljivo tudi s 13. Sedaj vzamemo npr.
z = 4 in dobimo ¢ + rz = 717. Ce za Stevilo 717 ponovno uporabimo
navodilo izreka, dobimo ¢ + rz = 99, to stevilo pa o¢itno ni deljivo s 13,
zato tudi 7014 ni.

Anton Suhadolc
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TRIJE NACINI DOLOCITVE TEZNEGA
POSPESKA

Pospesek prostega pada oziroma tezni ali gravitacijski pospesek na povrsju
kakega vesoljskega telesa je pomemben podatek za to telo. Tezni pospesek
na zemeljskem povrsju je g = 9,8 m/s? ali priblizno 10 m/s?, sicer pa se
s krajem (zemljepisno §irino) spreminja (glej preglednico). V Ljubljani
meri 9,805 m/s2.

zemljepisna Sirina | tezni pospesek
0° (ekvator) 9,780 m/s? — najmanjsi

10° 9,782 m/s?

20° 9,786 m/s?

30° 9,793 m/s?

40° 9,802 m/s?

50° 9,811 m/s?

60° 9,819 m/s?

70° 9,826 m /s>

80° 9,831 m/s?

90° (pol) 9,832 m/s? - najvecji

Tezni pospesek ob morski gladini v odvisnosti od zemljepisne Sirine.

Tezni pospesek doloéimo na ve¢ nacinov. Omenili bomo tri. Vse
lahko opravijo ze osmosolci.

1. Doloéitev z nitnim nihalom

Izhajamo iz enacbe za nihajni ¢as {; nitnega (matemati¢nega) nihala z
znano dolzino [. Za majhne amplitude velja:

Vzamemo eno ali dve nitni nihali (lahko tudi veé, vendar ne pretiravajmo)
in vsakemu izmerimo nihajni ¢as. Najbolje je, da izmerimo ¢as desetih
nihajev in nato ta ¢as delimo z 10, da dobimo ¢im natan¢nejSo povpreéno
vrednost tg.
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S

I=1do2m

utez O

mirovna lega

Slika 1. Nitno nihalo; v enem nihaju pride utez od skrajne lege na eni strani (1) do
skrajne lege na drugi strani (2) in nazaj do (1). Nihajni ¢as je éas, v katerem nihalo
(utez) naredi en nihaj.

Enacbo za t; preoblikujemo v g = i‘—’{:‘—!. Vstavimo vrednosti za fg in [ v
(1]

enacbo in izraéunamo g. Teh meritev lahko naredimo veliko. Izracunamo
povpreéno vrednost teznega pospeska. Sestavimo tabelo:

l to % g=

2. Doloéitev s prozno vzmetjo

Za proZno vzmet (vzmetno tehtnico) v obmocju proznosti velja Hookov
zakon: podaljsek s je sorazmeren z natezno silo (obremenitvijo) F = ks,
kjer je k znana konstanta vzmeti (enota N/m).

Ce k ne poznamo, ga pred meritvami teznega pospeska Se dolo¢imo.
Na vzmet obesimo nekaj (tri do pet) utezi in vsaki¢ izmerimo podaljsek.
Vsak kvocient ‘;’}, -E::, 1;’1, ... da k. Izracunamo povprecno vrednost.

Naj se vzmet podafjéa za 8, ¢e nanjo obesimo utez z maso m oziroma
ce na utez deluje sila teze F, = mg.

Vzamemo eno ali dve prozni vzmeti (lahko tudi veé, a ne pretira-
vajmo), nanju obesimo utez z znano maso m in vsaki¢ izmerimo podaljsek
s, ko pride do ravnovesja med F' in Fj.
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s=0 —3 0"lega e SR ([~ o

F=ks

Fo=mg

Slika 2. Prozna vzmet z znano konstanto vzmeti k, na katero obesimo utez z maso m.

Dol vlece F; = mg, gor pa F = ks. V ravnovesju je mg = ks, od koder sledi g = %

V enacbo g = % vstavimo izmerjene vrednosti za s, m in k ter
izra¢unamo g. Naredimo lahko veliko meritev in izra¢unamo povpreéno
vrednost teznega pospeska. Sestavimo tabelo:

Primerjamo povprecni vrednosti teznega pospeska po prvem in drugem
nac¢inu. Kritiéno razpravljamo o posameznem nacinu.

3. Dolocitev po teoriji

Ker je sila teze enaka gravitacijski privlac¢nostni sili med dvema telesoma v
vesolju, velja mg = Gﬂ‘ﬁﬁi, ¢e je m masa telesa, M masa Zemlje, R polmer
Zemlje, GG gravitacijska konstanta. Po krajSanju z m dobimo g = G%.
To je znana enacba. Iz nje pri znanih GG, M in R z lahkoto izracunamo g.
Vendar vzemimo, da G in M ne poznamo, poznamo pa R = 6400 km (ta
podatek ucenci dobro poznajo).
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Pomagamo si z gibanjem Lune okrog Zemlje. Vzamemo, da se giblje
po kroznici s polmerom r = 384000 km = 60 R in da je obhodni ¢as
to = 27,3 dneva. Radialna sila pri krozenju F, = mg (¢e je m masa
krozecega telesa, njegova hitrost v, razdalja od srediséa krozenja pa r)
je gravitacijska privlaéna sila. Za Luno z znanimi gornjimi podatki velja

2 . 2 . -
mt- =G %"ﬁi, od koder sledi M = ", kar vstavimo v prvotno enacbo za

g= % . % = 1’;}‘ Za izracun teznega pospeska potrebujemo vrednosti
za v in 7. Ker pa je hitrost (v = %’:{ = %’%%%—m = 1 km/s; Luna
se giblje s hitrostjo 1 km/s) odvisna od obhodnega ¢asa ty, dejansko za
izraéun potrebujemo le r in #p. Sedaj v enacbo vstavimo vrednosti za v, r
in R ter izracunamo tezni pospesek poljubno natanéno, odvisno od tega,
s kako natanénimi podatki razpolagamo.

Pred leti smo si na astronomskem taboru zadali nalogo, da izracuna-
mo g samo s podatki, ki jih znamo na pamet. Tezni pospesek smo
ocenili takole: g =~ (mm—méf)z'm B 1;)10?]1.’1(/)53"]?10 ~ 9,4 m/s’. Pri tem
smo naredili 4% napako, kar pa je v okviru pouka fizike v osnovni Soli
sprejemljivo. Tezni pospeSek smo izracunali, ne da bi uporabili vrednost
gravitacijske konstante, to je podatka, ki ga redko znamo na pamet.

Ob koncu naj povem Se drobno zanimivost.

Luna je zelo zapleteno vesoljsko telo. Ceprav nam je od vseh vesolj-
skih teles najblize, tezko obvladamo vse njene muhavosti. Merjenja koli¢in
v zvezi z Luno so zelo zahtevna, saj se stalno in zelo hitro spreminjajo.
Seveda to velja tudi za vrednosti ¢y in 7. Vrednosti r = 60R in t5 = 27,3
dneva pomenita povprecni vrednosti, dobljeni iz zares Stevilnih opazovanj
Lune, ki jih astronomi ne opravijo v enem tednu ali mesecu, ampak v
dolgih desetletjih. (Opomba: Ti dve vrednosti pravzaprav nihata, r =
= 60R + 3R in ty = 27,3 dneva £ 0,5 dneva.)

Da bi preveril veljavnost svojega gravitacijskega zakona, je New-
ton, ki vrednosti gravitacijske konstante e ni poznal, nujno potreboval
podatka za to in r. Zanju je prosil prvega kraljevega (greenwiskega)
astronoma Flamsteeda, ki je veliko opazoval Luno in je edini razpola-
gal s tema podatkoma. Newton in Flamsteed nista bila v prijateljskih
odnosih. Podatka je Newton dobil, vendar Sele po dolgem prepricevanju
in prosjacenju.

Tako je bila Luna prvo vesoljsko telo, na katerem je Newton uspel
potrditi ta, v vesolju sploséno veljavni zakon.

Marijan Prosén
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KOLIKO PIJACE LAHKO NATOCIMO
V KOZAREC?

Na enem izmed poletov z letalom nam
je stevardesa prinesla kozarce nenava-
dne oblike. Dno je bilo kvadratno,
zgornji rob pa kroznica, ki bi jo lahko
otrtali kvadratu. Del plaséa so sesta-
vljali trikotniki (slika 1). Kozarec smo
lahko postavili v za to pripravljeno
stojalo tako, da sc je vanj pogre-
znil do polovice. Ker zaradi slabe
vidljivosti opazovanje okolice ni bilo
zanimivo, smo se zaceli pogovarjati,
kako bi izracunali, koliko tekoéine bi
lahko nalili do roba takega kozarca.
Kaj takega si v letalu seveda ne bi
mogli privosciti, saj letalo navadno
zacne premetavati, brz ko stevardese
postrezejo s pijaco.

Vzemimo, da je polmer kroznice
r, in zato osnovnica kvadrata a =
= rv/2, viSina kozarca v ter da je Slika 1.
notranjost zapolnjena.

M

B

Slika 2. Trije osnovni deli razrezanega kozarca.
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Kozarec razrezemo na ve¢ delov, in sicer na pravilno Stiristrano pira-
mido, ki ima za osnovno ploskev dno kozarca, stiri piramide, katerih dva
mimobezna robova sta pravokotna, in 5tiri éetrtinske stozce, ki imajo za
osnovno ploskev cetrtino kroga (slika 2).

Preden zatnemo racunati pro-
stornino posameznih delov, poglejmo,
kako izracunamo prostornino pirami-
de IJKL (slika 3), katere mimobezna
robova IL in JK sta pravokotna.
Piramido presekamo z ravnino, ki
vsebuje rob JK in je pravokotna na
rob IL tako, da osnovna piramida
razpade v dve piramidi, ki imata
za osnovni ploskvi trikotnik JKE in

o i . - Slika 3. Piramida, katere mimobezna
visini IE = 51 in EL = s3. Vsota robova IL in JK sta pravokotna.

obeh visin je ravno dolzina roba I'L.

Piramida I.JK L je torej sestavljena iz dveh piramid in njena prostor-
nina je

|JK]| - v1 - 81 . |JK|-vi-82 |JK|-|IL|-v

Falrtdis—gs 5.3 6

Prostornina piramide, katere mimobezna robova sta pravokotna, je torej
enaka Sestini produkta dolzin obeh mimobeznih pravokotnih robov in
njune medsebojne razdalje.

Vrnimo se k nasemu kozarcu in zapiSimo prostornine posameznih
delov.

Prostornina pravilne Stiristrane piramide z osnovnim robom a je

Piramida ABES ima pravokotna mimobezna robova AB =a in ES =7,
zato je

= oy _ ruv2

6 6
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Prostornina dela, ki ima za osnovno ploskev ¢etrtino kroga, je

iy
4.3°

V3=

Skupna prostornina je

2 2 2 2
V=V, +4Vs + 4V5 = 2’"3”+2T ;"@+“T3” =5,;(2+2v’§+w).

Poglejmo, kaksne oblike je odprtina podstavka, v katerega postavimo tak
kozarec. Narisimo tloris kozarca (slika 4).

Slika 4. Tloris kozarca.

Enakokraki trikotniki, ki imajo za osnovnico stranice kvadrata, vrh
pa na robu kroznice, so deli ravnine (na sliki so projekcije krakov oznacene
pikcasto), zato so vodoravni prerezi kozarca sestavljeni iz daljic (na primer
@QP) in delov kroznice (PR). Z naraitajofo visino kozarca se daljice
krajsajo, polmeri kroznic na vogalih pa vecajo. Na polovici viine kozarca
je ravni del enak a/2, polmer vogalnega dela kroznice pa r/2. Bralec naj
sam izracuna, kako se z visino spreminjata dolzina ravnega dela in polmer
vogalne kroznice.
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Za konec izdelajmo model takega kozarca. Mrezo prikazuje slika 5

(narisana je v pravilnem razmerju, zato jo lahko samo povecate). Pri tem
velja

IGJ| = ”, IMD|=v, |AB|=1V2,

1’ R +'U2_\/T'2 ___ +’U2

Trikotnik GC'J je enakokrak, njegova osnovnica je GJ. Stransko visino v,

izratunamo iz pravokotnega trapeza S'F'F'S, oznacenega na sliki kozarca
na zacetku clanka.

M G J
1
1
:
‘v
1
]
‘
DY\ C
e | I w F
A B
E

Slika 5. Mreza kozarca.

V trgovinah je na policah veliko kozarcev nenavadnih oblik. Premis-
lite, ¢e znate izrac¢unati prostornine takih kozarcev. Seveda pa je najlaze
doloéiti prostornino kozarca s prelivanjem teko¢ine v merilno posodo.

Nada Razpet
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OBDOBJE ZANIMIVIH DATUMOV

Ko se je prva stevka letnice na silvestrovo zamenjala in smo iz leta 1999
vstopili v leto 2000, smo se po telefonu pogovarjali s sorodniki v Ameriki.
Imeli smo obéutek tisocletnega preskoka, ker so pri nas koledarji kazali
ze 1.1.2000, éez luzo pa je bil e 31.12.1999. Ta zanimiv ¢asovni moment
je trajal le nekaj ur in ponovno smo spoznali miljivost taksnih dogodkov,
ki jim nismo prica ravno vsak dan. Naslednja primerljiva situacija se bo
ponudila nasim zanamcem Sele ¢ez slabih tiso¢ let. Pred tem smo v Slove-
niji drli gledat poslednji popolni Soncev mrk tisocletja. In pred kratkim,
natnacneje 29.2.2000, smo prezivljali Se enega od izjemnih datumov. Kot
vemo, so zZe Rimljani vpeljali prestopna leta in leto podaljsali vsake §tiri
leta za en dan ter tako popravili zaostajanje koledarja za dejanskim casom,
ki je potreben za en obrat Zemlje okoli Sonca. Ker ta popravek ni tocen, se
je napaka nabirala v drugi smeri. Koledar je prehiteval dejansko leto. Zato
so za Casa papeza Gregorja koledar Se enkrat reformirali. Prestopna so
tista leta, ki so deljiva s 4. Izjema so tista leta, ki so deljiva s 100. In izjema
izjem so leta, ki so deljiva s 400. To pomeni, da so bila npr. prestopna leta
1980, 1984, 1988, 1992, 1996 in bodo prestopna leta 2004, 2008, 2012 itd.
Izjemoma je prestopno leto tudi leto 2000, ¢eprav leta 1700, 1800, 1900,
2100, 2200 in 2300 niso prestopna. PrejSnja izjema izjem je bil 29.2.1600
in naslednja bo cez &tiristo let, 29.2.2400. Smolcki, ki so rojeni 29.2.,
praznujejo rojstni dan vsake stiri leta. Nasi sodobniki, smolcki, pa imajo
malo manj smole, ker so tudi letos lahko praznovali. Letosnje leto je res
izjemno. Kar dvatiso¢ let bo treba pocakati na ponovitev. Kombinacija
prestopnega leta in spremembe prve stevke bo na sporedu Sele leta 4000,
saj 3000 ni deljivo s stiri.

Nekateri datumi so zanimivi tudi z numeroloskega staliséa. Lani je bil
zanimiv npr. datum 31.11.1999. Zapisati ga je mogoce le z lihimi Stevkami.
Tudi nekaj dni prej, 19.11.1999, je imel datum to lastnost. Recimo mu
popolnoma lihi datum. Zanimivo je, da bo preteklo kar nekaj ¢asa do
naslednjega popolnoma lihega datuma. Naslednji popolnoma lihi datum
bo 1.1.3111. Ta pa bo tudi dvostevski datum. Za zapis potrebujemo le
dve stevki (1 in 3). Pravkar smo obhajali podoben dvostevski datum,
in sicer 2.2.2000, pred tem pa 11.11.1999. Oba primerka odlikuje Se ena
posebna lastnost. Medtem ko je prvi padajoc, je drugi narascajoc. V
letu 2000 bomo praznovali Se veliko padajocih datumov, od 2.2.2000 do
9.9.2000. Od 11.11.1999 bo treba pocakati do naslednjega narascajocega
datuma kar nekaj ¢asa — to bo 1.1.2222. Dvostevski datumi uporabljajo
le dve stevki. Se bolj asketski so enostevski datumi. V preteklosti je nam
najblizji 11.11.1111, v prihodnosti pa bo to 2.2.2222. Seveda so enostevski
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edini datumi, ki so hkrati padajoéi in naras¢ajoéi. Zal ne zivimo v obdobju
enostevskih datumov. Rekli bomo, da zivimo v obdobju enostevskih datu-
mov, ¢e je od danes pa do takega izjemnega datuma preteklo manj kot 50
let. Tako bo trajalo naslednje obdobje enostevskega datuma od 2.2.2172
do 2.2.2272, mi pa Zivimo seveda v obdobju dvostevskih datumov.

Nasprotje od popolnoma lihega datuma je popolnoma sodi datum.
Med 28.8.888 in 2.2.2000 ni bilo nobenega. Letos bo zadnji na vrsti
28.8.2000, naslednji pa bo 2.2.2002. Nasprotje od enostevskih so razno-
stevski datumi. ZapiSemo jih s samimi razliénimi tevkami. Med 5.6.1987
in 5.4.2013 ne bo nobenega.

Za konec pa e nekaj besed o bolj matemati¢énih datumih. Popolnoma
prastevilski datum ima dan, mesec in leto prastevilsko. Na podoben nacin
lahko definiramo popolnoma kvadratni datum itd. Raziscite, ali zivimo v
obdobju prastevilskih datumov.

Mark Pisanski in TomaZz Pisanski

KRIZANKA “JUBILEJNO LETO NASEGA
NAJVECJEGA POETA” — Resitev s str. 288
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LOKALNE VOLITVE — Resitev s str. 340

Navodila za preverjanje pravilnosti volilnih imenikov, podana v besedilu
naloge, so nekoliko razvlecena in kar zapletena. Podatek, ki bistveno
vpliva na zasnovo resitve, pa je omenjen Ze na zacetku: vsaka oseba
je enoliéno opisana s Stirimestno identifikacijsko §tevilko. Potencialnih
voliveev torej ni vec kot 10000.

Resitev bomo sprogramirali v programskem jeziku C, brez tezav pa
jo bo mo¢ predelati tudi v pascal in druge sorodne jezike. Zmerno stevilo
voliveev nam omogo¢a, da v programu seznam voliveev in oba volilna
imenika predstavimo s tremi tabelami sez, imel in ime2, ki bodo vse
imele po 10000 elementov. Ce bi bilo potencialnih voliveev veé, bi s tako
zastavljeno resitvijo lahko zasli v tezave zaradi pomanjkanja pomnilnika.
Vrednosti elementov tabel bodo le 0, 1 ali 2. Element z indeksom i bo
imel vrednost 0, ¢e osebe z identifikacijsko Stevilko i ne bo v seznamu
voliveev oziroma v pripadajoéem volilnem imeniku, vrednost 1, ée se bo
v seznamu oziroma imeniku pojavila natanko enkrat, in vrednost 2, e se
bo pojavila veckrat. Da ne bomo preve¢ potratni s pomnilnikom, bodo
elementi tabele tipa char (v C-ju se tudi znaki obnaSajo kot majhna
Stevila).

Opisimo Se, kako poteka preverjanje seznama volivcev in obeh volilnih
imenikov. Najprej v zanki preberemo identifikacijske Stevilke volilnih
upravicencev. Uporabili bomo zanko do. Seznam stevilk se konca z
vrednostjo —1, zato tedaj, ko preberemo to vrednost, z break konéamo
zanko. Identifikacijsko Stevilko preberemo v spremenljivko oseba. Ce
ima sez[oseba] vrednost 0, to vrednost le popravimo na 1. Ce ima
sez[oseba] vrednost 1, vrednost poveéamo na 2, hkrati pa tudi izpiSemo
obvestilo, da je volivec veckrat prijavljen. Kadar ima sez[osebal vre-
dnost 2, ne storimo nicesar (obvestilo o veckratni prijavi smo ze izpisali
pri spremembi vrednosti z 1 na 2, ponovljenih obvestil pa ne smemo
izpisovati). Na enak nacin preberemo tudi podatke o osebah iz volilnih
imenikov za Spodnji in Zgornji Kaselj. Razlika je le pri preverjanju in
izpisovanju opozoril. Tokrat izpiSemo opozorilo, ko prvié¢ naletimo na
osebo, ki ni na seznamu volivcev (vrednost sez[osebal] je enaka 0, pa
tudi ime1 [osebal oziroma ime2[osebal mora imeti vrednost 0).

Ko so vsi podatki prebrani, opravimo $e preostala Stiri preverjanja.
Vsako od njih je sestavljeno iz zanke for, v kateri spremenljivka oseba
pretece vse mozne identifikacijske stevilke. Pogoji, ki jih pri posameznem
prehodu preverjamo, so:
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kaj preverjamo sez[oseba] imel[oseba] ime2[oseba]
oseba, prijavljena 1= 0 - 1= 0
v obeh Kasljih
ba, veckrat prijavlj
oseba, ved 1;3 pruz:v‘ jena =0 - = 0
v Spodnjem Kaslju
ba, veckrat prijavlj
oseba, veé Ta pru:iufjena l= 0 — == 9
v Zgornjem Kaslju
livi, ki ni .
volivei, ki niso vpisani 1= 0 i ) Wit

v nobenem Kaslju

Program v C-ju je nekoliko daljsi, kot so obi¢ajno resitve v Preseku,
a programersko ni posebej zahteven:

#include <stdio.h>

#define MAX 10000 /* zgornja meja za Stevilo volivcev */
#define NIZ1 "Oseba %04d iz %s nima volilne pravice.\n"
#define NIZ2 "Volivec %04d je %s.\n"

int main(void)

{
char sez[MAX] = {0}, ime1[MAX] = {0}, ime2[MAX] = {0};
int oseba;

do { /#* Pregled seznama volivcev. */
scanf ("%d", &oseba);
if (oseba == -1) break; /* konec seznama volivcev */
if (sez[osebal == 0 || sez[osebal == 1) {
if (sez[oseba] == 1) printf(NIZ2, oseba, "prijavljen veZkrat");
sez[oseba] ++;
}
} while (1);

do { /#* Pregled volilnega imenika za Spodnji KaSelj. */
scanf ("}%d", &oseba);
if (oseba == -1) break; /* konec imenika */
if (imel[oseba] == 0 || imel[osebal == 1) {
if (sez[oseba] == 0 && imel[osebal == 0)
printf(NIZ1, oseba, "Spodnjega KaZlja");
imel[osebal++;
¥
} while (1);
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do { /* Pregled volilnega imenika za Zgornji KaSelj. #*/
scanf ("%d", &oseba);
if (oseba == -1) break; /# konec imenika */
if (ime2[oseba)] == 0 || ime2[osebal == 1) {
if (sez[oseba] == 0 && ime2[osebal == 0)
printf(NIZ1, oseba, "Zgornjega Kaslja");
ime2 [osebal ++;
}
} while (1);

/* Poistemo osebe, ki so prijavljene v Spodnjem in Zgornjem KasZlju. */
for (oseba = 0; oseba < MAX; oseba++)
if (sez[osebal !'= 0 && imel[osebal != 0 && ime2[osebal != 0)
printf (NIZ2, oseba, "prijavljen v Spodnjem in Zgornjem KaZlju");

/* I8Cemo velkratne prijave v imenik za Spodnji KaZSelj. #*/
for (oseba = 0; oseba < MAX; oseba++)
if (sezl[osebal != 0 && imel[osebal] == 2 &k ime2[oseba] == 0)
printf (NIZ2, oseba, "v Spodnjem KaZlju prijavljen veZkrat");

/# I5Cemo veZkratne prijave v imenik za Zgornji KaZelj. */
for (oseba = 0; oseba < MAX; oseba++)
if (sez[osebal != 0 && ime2[oseba)] == 2 && imel[oseba] == 0)
printf(NIZ2, oseba, "v Zgornjem KaZlju prijavljen veZkrat");

/* I3Zemo volivce, ki niso vpisani ne v enem ne v drugem KaZlju. */
for (oseba = 0; oseba < MAX; oseba++)

if (sez[oseba] != 0 && imel[oseba] == 0 k& ime2[oseba] == Q)
printf("Volivec %04d ni vpisan v noben volilni imenik.\n", oseba);

return 0;

Ker ima revija Presek majhne strani, smo si pri vrsticah, ki vsebujejo
daljse izpise, pomagali s simbolicnima konstantama NIZ1 in NIZ2 in tako
malce skrajsali te vrstice.

Program bere podatke s standardnega vhoda. Ce ga zelite preizkusiti
z vecjo kolicino podatkov, te najprej pripravite na datoteki, nato pa
prevedeni program pozenite iz ukazne vrstice in vhod preusmerite na
datoteko (npr. volitve <vhod.dat).

Verjetno ste tudi opazili, da program prve tri vrste obvestil izpisuje
urejene tako, kot so osebe navedene v vhodnih podatkih, nadaljnje vrste
obvestil pa so urejene po naraséajocih identifikacijskih stevilkah. Ce bi, na
primer, Zeleli dosezi, da bi bila obvestila o veckratni prijavi v Spodnjem
Kaslju urejena enako, kot se veckrat prijavljene osebe pojavijo v volilnem
imeniku, bi morali program kar precej spremeniti.
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Za konec pa Se izziv za tiste, ki jim programiranja ni nikoli dovolj. V
tabelah hranimo le vrednosti 0, 1 in 2. Za zapis treh vrednosti zadoscata
ze 2 bita. Torej lahko podatke namesto v tri tabele zlozimo v eno samo.
Pri posameznem elementu tabele prva bita porabimo za vrednost, ki je
sedaj v tabeli sez, naslednja dva za vrednost iz imel, Se nadaljnja dva
pa za vrednost iz ime2. Seveda je treba tudi ustrezno prilagoditi program
(dodatno rac¢unanje oziroma uporaba bitnih operacij).

Martin Juvan

SVETLOST LUNE OB MRKU - Komentar k
naslovnici 5. Stevilke Preseka in odgovor
na vprasanji s str. 258

Ce niste zaspanuh, ste najbrz opazovali popolni Lunin mrk 21. januarja
2000 od pete do Seste ure zjutraj. Ali ste bili kaj preseneceni, da se je
Luna tako dobro videla, éeprav se je skrila v Zemljino senco? Najbrz ste
uganili, da zemeljsko ozracje lomi svetlobo kot kaksna leéa in Luno kar
precej osvetli. Ce Zemlja ne bi imela ozracja, bi bila Luna seveda ¢isto
temna, videli bi le, da nié ne vidimo: na tistem mestu, kjer je Luna, ne
bi videli nobenih zvezd.

Pa najprej ugotovimo, ali je Zemlja res dobra zbiralna le¢a. Seveda
gredo zarki le skozi zemeljsko ozraéje, ki deluje kot nekaksna obrocasta
le¢a. Najbrz se Se spomnite formule za goriséno razdaljo konveksne lece iz
dveh krogelnih kapic krogle s polmerom R: f = R/2(n—1). Ce vstavimo
za polmer Zemlje R = 6400km in za lomni koliénik zraka n = 1,0003,
dobimo goriséno razdaljo 107km. Zarki iz taksne zbiralne leée bi krepko
zgresili Luno. K sreci pa obstajajo “napake lec”; zaradi tako imenovane
sfericne aberacije ima zunanji obro¢ kroglaste lece dosti krajSo goriséno
razdaljo kot sredina lece. Z ustreznim racunom se boste spoprijeli, ko
boste na univerzi, sama formula pa je preprosta: f = (v/Rh/27)/(n—1).
Pri tem je h povprecna debelina zemeljskega ozracja. Upostevali smo
tudi, da gostota zraka in (n— 1) z visino priblizno eksponentno pojemata.
Visino h ocenimo takole: na vsak em? na Zemlji pritiska 1kg zraka (pri
tlaku 1 atmosfere = 10° pascala). Za lkg zraka z gostoto 1,3kg/m?® pa
potrebujemo volumen 0.77 m®, kar ustreza prizmi z osnovno ploskvijo
lem? in visino h = 7,7km. S temi podatki dobimo goriséno razdaljo
300000 km, kar je zelo blizu oddaljenosti Lune od Zemlje. Kaksno sreéno
nakljuéje, Zemlja je ravno pravinja le¢a za osvetljevanje “mrknjene” Lune!

Nato ocenimo Se svetlost Lune! Na zracni obro¢ okoli Zemlje pade
svetlobni tok 2w Rh X jo, kjer je jo = 100000 Ix gostota svetlobnega toka,
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ki pada s Sonca na Zemljo (in tudi na Luno, kadar ni mrka). Ocenimo,
da se ta svetlobni tok na obmoc¢ju Lune porazdeli na priblizno toliksno
ploééino, kot je srediséni presek Zemlje (7 R?). Torej bi Luna lahko dobila
j = jo (2rRh/nR?) = jo(2h/R) = 240 lx. Ta gostota svetlobnega toka
je precej manjsa kot jo = 10° Ix, vendar je kar izdatna, saj pri tolikéni
osvetljenosti lahko zvecer beremo. Dejanjsko moramo pri¢akovati, da je
Luna precej manj osvetljena, ker ozracje ni ¢isto in ker je velik del Zemlje
oblaéen. Ocenjeni osvetljenosti ustreza gostota odbitega svetlobnega toka
% = ja = 20 Ix, kjer je a = 0.08 albedo Lune.

Sedaj pa primerjajmo “teorijo” z opazovanjem. Na naslovnici 5. ste-
vilke Preseka je bila éudovita slika popolnega Luninega mrka nad kamnis-
ko grajsko kapelo (foto Lojze Vrankar). Za nekatere namene je nase oko
odlicen fizikalni in§trument. Nima sicer kazalca, ki bi direktno odéitaval
svetlost, lahko pa ugotovi, kdaj sta dva predmeta enako svetla. Dva
predmeta se nam zdita enako svetla, ¢e oddajata enako gostoto odbitega
svetlobnega toka v enak prostorski kot. Torej lahko primerjamo svetlost
Lune in svetlost kapele.

Kapela je osvetljena z reflektorjem z mocjo 250 W, ¢emur ustreza
svetlobni tok kakih 4000 lumnov!. Ker je osvetljena vsa kapela, se ta
svetlobni tok porazdeli priblizno na ploséino S = (20m)? in dobimo j =
= P/S = 10 Ix. Gostota svetlobnega toka, ki se odbije od zidu (z albedom
kakih 0.6), je potem j},, = ja = 6 Ix, od strehe (z albedom kakih 0.06)
pa se odbije j¥,,..n. =~ 0.6 Ix.

Hitro vidimo, da je spodnji del Lune le nekoliko temnejsi kot sprednji
del zidu kapele, torej odbija skoraj 6 1x. Srednji del Lune pa je precej
svetlej§i od strehe, torej bi mu pripisali gostoto odbitega svetlobnega
toka vsaj 1 Ix. Ti vrednosti sta v skladu s predvidevanji zgoraj, da je
zaradi oblakov na Zemlji gostota odbitega svetlobnega toka z Lune najbrz
nekajkrat manjsa od ocene 20 Ix.

Medtem ko lahko ¢ase in geometrijo Luninih mrkov natanéno napo-
vemo za stoletja naprej, pa svetlosti Lune ob mrkih ne moremo napove-
dati, saj je odvisna od vremena. Tako dolgoroénih vremenskih napovedi
namreé¢ ni. Zanimivo opazanje, da je Luna na sliki spodaj bistveno sve-
tlejsa kot drugod, je morda prav v zvezi s tem, da je bilo ob mrku vreme
na eni strani Zemlje druga¢no kot na drugi.

Mitja Rosina

I Ukgili ste se, da 250 W ustreza 250 x 680 lumnov = 170000 lumnov rumenozelene
svetlobe, toda zarnice imajo slab izkoristek (nekaj %) in oko vidi ostale barve slabge.
Lahko si je zapomniti, da pri zarnici zaleze 1 W za svetlobni tok P ~ 12 lumnov. Za
nas reflektor smo privzeli nekoliko boljsi izkoristek.
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DVE NALOGI — Resitev s str. 258

1.

Po definiciji mestnega zapisa v desetiskem stevilskem sestavu je

T =5+2(10+10% +...+10™") + (10™2 4+ 10"3 4 ... + 10*"H1) .

Uporabimo znano formulo

2 N-1 g —1
1+g+q +...+q¢ = e—1" (@#1)

za vsoto prvih N élenov geometriénega zaporedja in dobimo
20 n4+1 1 n+2 n 1 2n+2 n+1
$:5+?(10 —1)+§10 (10 —1):§(10 +10-10"7"4-25) .

Na desni strani zgornje enacbe takoj opazimo popolni kvadrat

T = (%(10“’rl + 5))2 .

Torej je stevilo
1
VT = 5(10“thl +5)=5+ %(10" -1)
res naravno. ZapiSemo ga lahko tudi v slogu podatkov:

== 2 ny —
Vr=5+3(10+10*+...+10") = 333...35.

mn

Oznaéimo z d desno stran nase enacbe. Resujemo torej enacbo 922 =
=d + 137. Ker je

d=8(1+10+10% +... + 10™) + (10™+2 4- 10"+ 4, . .+ 107HY),,
ravnamo podobno kot v prvi nalogi, in dobimo

d= 3(10"” -1)+ %10““(10" 1) = %(102“’r2 +7-10"*2 - 8).

Po mnozenju z 9 dobi dana enacba obliko

8122 = 10%"+2 1 7. 102 4 1225 = (10" 4+ 35)2.
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Torej ima enacba dve resitvi
1 n+1 1 n+1
$1,2=:|:§(10 +35) =+ 5(10 -1)+4]) ,

ki ju lahko zapisemo tudi takole:

I1‘2=:|:111...15.

™

Marko Razpet

2000 — Resitev s str. 130

V tretji Stevilki Preseka sem vas povprasal, kolikno je najmanjse stevilo
enakih Stevk, ki jih potrebujemo, da samo s pomocjo Stirih osnovnih
raéunskih operacij (4+, —, -, /) in stikanja stevk iz njih sestavimo &tevilo
2000. Videli smo, da (ne glede na stevko) vedno zadosca 11 enakih stevk:

2000 = (zzzx — zzx) - (x+2)/(x - x) .

Izkaze se, da je za vsako Stevko z € {1,2,...,8,9} mo¢ najti se krajsi
zapis. V dobri uri poskusanja sem nasel naslednje kratke zapise:

2000 = (1111 —111)-(1+1) (9 enic)
2000 = 2222 — 222 (7 dvojk)
2000 = 333-(3+3)+ (3+3)/3 (8 trojk)
2000 = 44-44+4-4-4 (7 stiric)
2000 = (5—5/5) - (555 — 55) (8 petic)
2000 = (666-(6+6+6)+6+6)/6 (9 sestic)
2000 = (7-7+7/7)-(T-T—=T—=(7T+T7)/7) (10 sedmic)
2000 = (8888 + 8)/8 -+ 888 (9 osmic)
2000 = (999-(9+9)+9+9)/9 (8 devetic)

Kako pa ugotoviti, ali so gornji zapisi res najkrajsi? Takole sem
razmisljal. Vsak izraz, s katerim zapisemo stevilo 2000, lahko predstavimo
kot dvojisko drevo. V listih drevesa so Stevke, v notranjih vozliscih
pa operatorji, ki dolo¢ajo operacijo, ki jo naredimo z vrednostima obeh
poddreves. Na primer, izraz (5—5/5)-(555—55) predstavimo z naslednjim
drevesom:
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Pri tem je z s oznacen operator za stik stevk. Ker uporabljamo le dvome-
stne operatorje, je vsako vozlisée drevesa bodisi list bodisi ima dva sinova.
Ce ima tako drevo k listov, ima potem k — 1 notranjih vozlisé.

Najprej sem pomislil, da bi z racunalniskim programom zgradil vsa
mozna drevesa z izbranim Stevilom listov, v notranjih vozlis¢éih preizkusil
vse mozne postavitve operatorjev in izra¢unal vrednost, ki jo predstavlja
zgrajeno drevo. Stevilo listov bi postopno poveceval, dokler ne bi nasel
stevila 2000. Zapisi, ki sem jih nasel s poskusanjem, povedo, da mi nikoli
ne bi bilo treba pregledovati dreves z veé¢ kot 10 listi. Malo sem poracunal
in dobil naslednjo tabelo:

stevilo listov ‘1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

stevilo dreves ‘1 1 2 5 14 42 132 429 1430 4862

Razliénih dreves torej ni zelo veliko. Stevilo razliénih moznosti pa pre-
cej naraste, ko upostevamo, da lahko (vsaj naceloma) v vsako notranje
vozlisée postavimo Se enega od petih operatorjev (res je sicer, da imamo
za uporabo stikanja Stevk kar nekaj omejitev). Ker je 5° = 390625, bi
moral torej pri Stevki 7, da bi dokazal, da ni zapisa z devetimi sedmicami,
pregledati kakih 1.9 - 109 moznosti. To je sicer veliko, a s “pametnim”
pregledovanjem izvedljivo na osebnem racunalniku brez prevelikih tezav.

Potem pa sem opazil, da lahko razmislek precej poenostavim. Upal
sem, da ve€ina zapisov, ki sem jih nasel, vsebuje najmanjSe mozno stevilo
Stevk. Preveriti bi moral le, da ni zapisov, ki porabijo manj stevk. Torej
me pravzaprav ne zanimajo drevesa, ampak le vrednosti, ki jih predsta-
vljajo. Recimo, da Ze poznam mnozice Stevil, ki jih lahko zapisem z
natanko 1,2,. ..,k Stevkami . Naj bodo to mnozice 57, ..., Si. Mnozico
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stevil St ,, v kateri bodo natanko vsa Stevila, ki jih lahko zapiSem s
pomocjo k + 1 sStevk z, potem dobim tako, da za i = 1,...,k vzamem
vsako Stevilo a € S¥ in vsako stevilo b € S, ,_; ter v Sf,, za vsak
operator o € {+,—,-,/} dodam &tevilo a o b. Nazadnje v Sf , dodam
ge Stevilo zx...z (to je edino Stevilo, ki ga dobimo iz drevesa, ki ima
Lot
k+1 stevk
v korenu in potem tudi v vseh drugih notranjih vozliséih operator za
stikanje).

Predno sem se lotil programiranja, sem se malo premislil, kako si
lahko olajsam delo. Kmalu sem ugotovil, da za pozitivna stevila vedno
obstaja tak najkrajsi zapis, v katerem so tudi vrednosti vseh podizrazov, ki
nastopajo v izracunu in ustrezajo poddrevesom drevesa, ki opisuje celotni
izraz, pozitivne. To pomeni, da nam negativnih Stevil ni treba vkljucevati
v mnozice S¥. Upal sem, da bi podobna lastnost lahko veljala tudi za
naravna Stevila. Vendar pa se je hitro izkazalo, da obstajajo naravna
Stevila, za katera ima vsak najkrajsi zapis kak podizraz, katerega vrednost
je pravi ulomek in ni naravno stevilo. Prvi primer, ki sem ga nasel, je zapis
tevila 39 s 5 Sesticami: 39 = 6- (6 4+ 6/(6 + 6)). Preprical sem se, da
gtevila 39 ni mo¢ zapisati s 5 Sesticami tako, da bi imeli tudi vsi podizrazi
za vrednost naravno stevilo. Podobno lastnost imata tudi stevili 60 in 68,
ki ju je mo¢ zapisati s 5 osmicami, a pri vsakem takem zapisu obstaja
podizraz, katerega vrednost ni naravno stevilo.

Programiranja sem se lotil v programskem paketu Mathematica. Gre
za zmogljiv programski paket za simbolno racunanje, ki omogoca tudi
programiranje, grafiéni prikaz podatkov in Se marsikaj drugega. Seveda
bi se resevanja lahko lotil tudi v pascalu ali v C-ju, a Mathematica je
bila ravno pri roki, pa tudi osvezitev znanja o, v Mathematico vgrajenih
ukazih, mi je prav prisla. Ko sem po slabi uri programiranja preizkusil
program, sem dozivel “neprijetno” presenecenje. Program me je postavil
na laz in ugotovil, da je stevilo 2000 mo¢ zapisati z 8 osmicami. Malo sem
se zacudil, a res

2000 = ((8+8) - (8+8) —8)-8+8+8.

Se precej bolj pa me je vznejevoljilo spoznanje, da sem “spregledal” zapis
stevila 2000 s samo 6 peticami,

2000 =5-5-(55+5-5).
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ic, v katerih nastopa stevilo 2000, so izpisane krepko.

, kot jih je naracunal program:

|ST| [S7] |S5]

-

KRIZANKA “POPLAVA MOBILNIH
TELEFONOV” — Resitev s str. 352
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IZBIRNI TESTI ZA MEDNARODNO MATEMA-
TICNO OLIMPIADO — Resitve nalog s str. 319

I/1. Pisimo y = « + a. Enaébo potem poenostavimo v
(9 —3a)z® + (9a — 3a®)z + 127 - a® = 0. (1)

Da bl imela ta kvadratna enacba kaksno celostevilsko resitev, mora biti
(vsaj) resljiva v realnem. Diskriminata te enacbe je

D = (9a — 3a®)? — 4(9 — 3a)(127 — a®) = (9 — 3a)(a® + 9a* — 508) .

Cejea>6,jea®+9a® > 540 in je D < 0. Za a < 5 pa je a® +9a2 < 350.
(Slednje vidimo elementarno tako, da lo¢imo tri primere: Za 0 < a <5 je
a’+9a% < 350. Zaa < —9jea®+9a% <0, za —8 < a < —1 pa oceno
a® + 9a? < 108 z raéunom neposredno preverimo.)

Torej je D > 0 le za a € {3,4,5}. Za a = 3 dobimo iz enacbe (1)
protislovno enaébo 100 = 0. Za a = 4 dobimo enac¢bo x? +4x — 21 = 0, ki
ima resitvi z = 3 in # = —7. Za a = 5 pa dobimo enac¢bo 322 + 15z — 1 =
= 0, ki nima celostevilskih resitev. Edini resitvi sta torej para (3,7) in
{-7.-3).

I/2. Iz podatkov naloge sledi, da je |AB| # |AC|. Zaradi simetrije
smemo zato privzeti, da je |AB| > |AC|.

/1

Oznaéimo z M razpolovisée stranice B. Trikotniku DEF oértana
kroznica je kroznica devetih tock trikotnika ABC, zato poteka skozi tocko
M. Dokazati je torej potrebno le e, da je stirikotnik PRM @) tetivni. Po
izreku o potenci tocke na kroznico tako zadosca dokazati

|DP|-|DM| = |DR| - |DQ] . (2)
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Kota « BEC in <« BFC sta prava, zato je §tirikotnik BCEF tetiven in
<AEF = < ABD. Trikotnika ABC in AEF sta si torej podobna. Ker
pa je EF | RQ, velja <«CRD = «AEF = <DBA in sta si podobna tudi
trikotnika BDQ in RDC'. Sledi

|BD|: |DQ| = |RD| : |DC],
torej je enakost (2) ekvivalentna enakosti
|DP|-|DM| = |BD|-|DC]|. (3)

Kot smo ze omenili, je tirikotnik BCE'F' tetiven. Ker je tudi stirikotnik
EFMD tetiven, velja

|PD|-|PM| = |PE| - |PF| = |PC| - |PB|. (4)

Ce oznagimo |[BM| = z, [MD| =y, |[DC| = ¢ — y in |PC| = z, zlahka
preverimo, da iz (4) sledi zy + yz = 2, kar je ekvivalentno enakosti (3).

I/3. Zaradi f(0) = 0 in f(1) = 1 je stopnja polinoma f vsaj 1, kar
resi nalogo za primer p = 2. V nadaljevanju zato privzemimo, da je p liho
prastevilo.

Dokazimo trditev s protislovjem. Privzemimo torej, da je d < p — 2.
Polinom f je tako natanéno dolocen z vrednostmi v tockah 0, 1,...,p—2.
Po Lagrangeovi interpolacijski formuli lahko zato zapisemo

e~ zz—1)...(z—k+1)(e—k-1)...(z—p+2)
f(z) =Zf(k) k!(—1)P—k(p — k — 2)! ’

k=0

Ko v gornji izraz vstavimo ¢ = p — 1, dobimo

o (p—1)! & p—1
1) =Y (1P * k) = Y (—1)P R f (K :
=1 = S0 0 ey = v w ()
c=0 k=0

Kerje P:)=(®) - (=) in (?) =0 (mod p) za k € {1,2,...,p— 1},
se lahko z indukcijo prepricamo, da je (?;') = (—1)* (mod p) za vsako
stevilo k € {0,1,...,p—1}. Sledi f(p—1) = (—1)? 222 f(k) (mod p),
od koder zaradi lihosti Stevila p izpeljemo

p—1

> f(k)=0 (mod p).

k=0
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Po predpostavki naloge je vsak élen f(k) mod p lahko le 0 ali 1. Ker je
f(0) =0, je zato Zi;é f(k) <p—1 (mod p). Z upostevanjem f(1) =1
pa imamo Se Z"z;é (k) > 1 (mod p), kar pomeni, da je

p—1

> f(k) #0 (mod p).
k=0

Protislovje torej dokazuje, da je bila predpostavka d < p — 2 napacna.

Na koncu omenimo, da za vsako prastevilo p tak polinom tudi zares
obstaja. Po Eulerjevem izreku se zlahka prepricamo, da ima f(z) = zP~!
vse opisane lastnosti.

II/1. Oznagimo obrekljivke po vrstiz A, B, C, D, E in F.

(a) Zlahka preverimo, da nalogo resijo zaporeduni pogovori peg, ppr,
PAC; PBD, PAB, PCD; PCE I PpF.

(b) Privzemimo, da je mozno s 7 pogovori (oznaéimo jih zapore-
doma s py,...,p7 in ti predstavljajo povezave grafa I', kjer je V(') =
= {A,B,C, D, E, F}) izmenjati vse ¢ence. Po prvih §tirih pogovorih no-
bena med obrekljivkami e ne ve vsega (tj. podgraf I, kjer je V(I'') = V(T')
in E(I'") = {p1,...,psa}, ni povezan), zato morajo v preostalih treh pogo-
vorih sodelovati vse obrekljivke in vsaka le enkrat. Zaradi simetrije lahko
privzamemo, da je ps = pap, Pé = Pcp in pr = ppp. Ker osebi A in B
zadnji¢ nastopita v 5. pogovoru, mora biti graf I'U{ps } povezan. Podobno
se prepricamo, da sta tudi grafa TV U {pg} in IV U {p;} povezana. Torej
ima graf I” dve komponenti s po tremi totkami in dvema povezavama.
Privzamemo lahko, da so v eni komponenti totke A, C' in E, v drugi pa
B, D in F. V komponenti grafa I'', ki vsebuje tocke A, C' in E, dve nista
povezani (npr. X in Y). Na koncu 7. pogovora tako obrekljivka X ne bo
izvedela tistega, kar ve le oseba Y. Res: v prvih stirih pogovorih tega ne
izve, graf s povezavami ps, pg in pr pa ne vsebuje poti od X do Y.

II/2. Oznacimo z G presecisce
premic AD in BC. Dokazimo naj-
prej, da so tocke E, F in G koline-
arne. Oznac¢imo z F’ pravokotno pro-
jekeijo to¢ke G na premico p. Potem
sta ADQO in AF'G ter BCO in BF'G

dva para podobnih pravokotnih triko- R
tnikov. Zato velja % = *% i

|BC| _ |BF' . |AF' BC| _

icor = [Fal- Sledi 15 "%“)ﬁ'}' =1, B
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saj je |DO| = |CO|. Ker je |CG| = |DG]|, od tod (z upostevanjem
pravilnih predznakov pri prehodu na algebraiéna delilna razmerja) sledi

AF' BC GD _

F'B CG DA~
Po Cevovem izreku se tako premice AC, BD in F'G sekajo v eni tocki.
Po definiciji je to totka E. zato tocki F' in F’ sovpadata.

Ker je <ODG = «GCO = 3, je stirikotnik OCGD tetiven. Kot
4GCD med tetivo DC in tangento BG je enak obodnemu kotu (oz.
polovici sredisénega kota) nad tetivo DC; torej je <GCD = 3<COD.
Ker sta trikotnika OCG in O DG skladna, od tod sledi <«GCD = «GOD.
Petkotnik OFCGD je torej tetiven, zato je <CFG = <«COG = <«GOD =
=<GFD.

1.

I1/3. (a) Zapisimo zr = sb+r, 0 < r < b. Potem je xpr; — zp =
=(s+71)—(sb+7r)=3(1 —b) <0. Torej je zaporedje x, padajoce. Ker
so vsi ¢leni zaporedja celi in nenegativni, postane zaporedje po konéno
korakih stacionarno.

(b) Trditev dokazemo z indukceijo, in sicer tako, da dokazemo z,, = a
(mod (b — 1)) za vsako naravno stevilo n. Ker je 21 = a, je zan = 1
trditev o¢itna. Denimo, da velja 2 = a (mod (b—1)). Ker smo v toécki
(a) videli, da je xx11 —xx = s(1 —b), je Try1 =z (mod (b—1)). Torej
je g1 =a (mod (b—1)) in zato c = a (mod (b —1)).

(c) Najprej dokazimo, da velja ocena 1 < e < b—1. Ker je 771 = a
pozitiven in ker iz x; > 0 sledi z,+1 > 0 (saj iz zx41 = s+ r = 0 sledi
s =1 =0in zato x = sb+r =0), je ¢ > 1. Denimo, da je ¢ > b. Potem
obstaja naravno Stevilo n, tako da za vsak m > n velja z,,, = x,, = ¢ > b.
ZapiSemo z, = sb+ 7, 0 < r < b. Potem je x,41 — z, = s(1 — b), kar je
strogo negativno, saj je b > 1in s > 1 zaradi ,, > b. To pa je v nasprotju
s predpostavko, da je z,, = x,, za vsak m > n.

Ce je stevilo a deljivo z b—1, velja po tocki (b) ¢ = a = 0 (mod (b — 1)),
torej je ¢ veckratnik stevila b— 1. Zaradiocene 1 <e<b—1jeec=>b—1.
Ce pa Stevilo a ni deljivo z b — 1, zapiSemo a = s(b— 1) +r, kjer je s celo
Steviloin 1 < r <b—-2. Neenachi2 —-b< —r< -1linl<e<b-1
seStejemo in dobimo 1 -b<3—-b<ec—r<b—-2<b—-1.Kerjec=a=r
(mod (b—1)), je e—r veckratnik stevila b—1, ki je vetji od 1 —b in manjsi
od b— 1. Torej je ¢ —r =0 0z. ¢ = r, kar smo Zeleli dokazati.

Matjaz Zeljko
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21. MEDNARODNO MATEMATICNO
TEKMOVANJE MEST

Na 20. matematiénem tekmovanju mest so naslednji nasi tekmovalci pre-
jeli pohvale: Jure Kalisnik, Matjaz Urlep (oba SC Celje — Gimnazija
Lava), Irena Majcen, Ajda Skarlovnik (obe Gimnazija Bezigrad), Mojca
Miklavec (Skofijska klasi¢éna gimnazija Ljubljana) in Katja Prnaver (I1. gi-
mnazija Maribor).

Na jesenskem krogu letosnjega 21. matematicnega tekmovanja mest

so tekmovalci reSevali naloge v dveh delih, lazje naloge v prvem delu in
tezje naloge v drugem delu.

Prva skupina (prvi del)
I

(a) Pravokotni trikotnik, narejen iz papirja, prepognemo vzdolz ravne
crte tako, da se oglisée ob pravem kotu prekrije z enim izmed ostalih
dveh oglisé. V kaksnem razmerju se tedaj delita diagonali nastalega
stirikotnika? (2 tocki)
(b) Pravokotni trikotnik, narejen iz papirja, ima plos¢ino 1. Vzdolz
ravne ¢rte ga prepognemo tako, da se oglisée ob pravem kotu prekrije
z enim izmed ostalih dveh oglisé. Dobljeni stirikotnik prerezemo
vzdolz diagonale iz preostalega oglisca. Papir razpade na nekaj kosov,
ki jih zravnamo. Doloéi ploséino najmanjsega od kosov, ki jih dobimo.

(2 tocki)

Za vsako trojico celih §tevil a, b in ¢, ki zado§éajo enachi a+b+c = 0,
izracunamo stevilo

d= alQQQ + leQQ + (,1999

(a) Ali je lahko d = 27 (2 tocki)
(b) Ali je lahko d prastevilo? (2 tocki)

V ravnini lezi n premic tako, da vsaka izmed njih seka natanéno 1999
ostalih. Doloéi stevilo n. (Poiséi vse moznosti.) (4 tocke)

V Italiji proizvajajo ure, katerih urni kazalec naredi en obhod v 24
urah, minutni kazalec pa naredi en obhod vsako uro. Minutni kazalec
je daljsi od urnega. Pri obi¢ajnih urah urni kazalec v 24 urah naredi
dva obhoda, medtem ko minutni naredi obhod vsako uro. Koliko
polozajev kazalcev na italijanski uri je mozno videti (tj. so smiselni)
tudi na obiéajni uri? (4 tocke)
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5. Na pravokotnih kartah velikosti 2 x 1 je narisana ena izmed diagonal.
To pomeni, da imamo dve razli¢ici kart (glede na izbiro ene izmed
dveh diagonal). Denimo, da imamo na voljo neomejeno stevilo obeh
tipov kart. Ali je mozno iz 18 kart sestaviti tak kvadrat velikosti 6 x 6,
da nobeni dve krajiséi diagonal na kartah ne sovpadata? (4 tocke)

Druga skupina (prvi del)

1. Presecisée simetral kotov danega trikotnika ABC povezemo z nje-
govimi ogliséi. Tako dobimo tri nove trikotnike, od katerih je eden
podoben trikotniku ABC. Dolo¢i kote trikotnika ABC. (4 tocke)

2. Dokazi, da obstaja neskonéno mnogo lihih naravnih stevil n, za katera
je 2" +n sestavljeno stevilo. (Naravno stevilo m je sestavljeno, ée ga
lahko zapisemo kot produkt stevil, razliénih od m in 1.) (4 tocke)

3.V prostoru lezi n ravnin tako, da vsaka izmed njih seka natanéno 1999
ostalih ravnin. Dolo¢i stevilo n. (Poiséi vse moznosti.) (4 tocke)

4. Ali je mozno na stevilski premici izbrati 50 intervalov (lahko se med-
sebojno sekajo), ki zadoséajo naslednjima zahtevama:

(a) dolzine intervalov so vsa stevila 1,2,3,...,50;
(b) krajis¢éa intervalov so vsa Stevila 1,2,3,...,1007 (4 tocke)

T

Na pravokotnih kartah velikosti 2 x 1 je narisana ena izmed diagonal.
To pomeni, da imamo dve razlicici kart (glede na izbiro ene izmed
dveh diagonal). Denimo, da imamo na voljo neomejeno stevilo obeh
tipov kart. Ali je mozno iz 32 kart sestaviti tak kvadrat velikosti 8 x 8,
da nobeni dve krajiséi diagonal na kartah ne sovpadata? (4 tocke)

Oglejmo si e nekaj zanimivejsih nalog iz drugega dela.

Prva skupina

1. (a) Dana je sahovnica velikosti 8 x 8. Na vsakem izmed polj gornje
vodoravne vrste stoji érna Sahovska figura, na vsakem izmed polj
spodnje vodoravne vrste pa stoji bela sahovska figura. V eni potezi
se lahko poljubna figura premakne na sosednje prosto polje v navpiéni
ali vodoravni smeri. Dolo¢i najmanjse stevilo potez, po katerih érne
figure stojijo v spodnji vrsti in bele figure v gornji vrsti sahovnice.

(3 tocke)

(b) Isti problem na Sahovnici velikosti 7 x 7. (4 tocke)
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2. Neumorna Tomaz in Peter sestavljata zaporedje stevil. Zacneta z
naravnim Stevilom, nato Tomaz prejsnjemu stevilu pristeje eno izmed
njegovih Stevk in dobi naslednje stevilo v zaporedju, za njim pa je na
vrsti Peter, ki zadnjemu stevilu zaporedja odsteje eno izmed njegovih
stevk ter dobljeno Stevilo vpise na konec zaporedja. Tako izmeni¢no
podaljsujeta svoje zaporedje. Dokazi, da se neko naravno Stevilo v
njunem zaporedju ponovi vsaj stokrat. (8 tock)

3. Iz pravokotnega lista papirja izrezemo N pravokotnih lukenj, pri
cemer so stranice lukenj vzporedne robovom lista. Preostanek papirja
razrezemo na pravokotne kose. Kaksno je najmanjse mozno stevilo n
teh kosov? (Pokazi, da je v vsakem primeru ostanek mozno razrezati
na n pravokotnikov in da v nekaterih primerih ostanka ne moremo
razrezati na manj kot n pravokotnikov.) (9 tock)

Druga skupina

1. (a) Utezi z masami 1g,2g,3g,...,100g razdelimo v posodi primer-
jalne tehtnice tako, da je tehtnica v ravnovesju. Dokazi, da lahko iz
vsake izmed posod odvzamemo po dve utezi tako, da se ravnovesje
ohrani. (4 tocke)

(b) Naj bo n naravno stevilo vetje od 3, za katerega je mozno n utezi
z masami 1g,2g,3g,...,ng razdeliti v posodi tehtnice tako, da je
tehtnica v ravnovesju. Ali je mozno za vsako tako Stevilo iz vsake
izmed posod odvzeti po dve utezi tako, da se ravnovesje ohrani?
(4 tocke)

2. Na veliki sahovnici je oznaéeno 2n polj, ki jih lahko doseze trdnjava,
ne da bi pri takem premiku preskocila kakéno neoznaceno polje. Do-
kazi, da je lik, ki ga tvorijo oznacena polja, mozno razrezati na n
pravokotnikov. (8 tock)

3. Dokazi, da ima konveksni polieder z 10n stranskimi ploskvami vsaj n
ploskev z enakim Stevilom stranic. (8 tock)

Gregor Cigler

21. MEDNARODNO MATEMATICNO
TEKMOVANJE MEST — Resitve nalog s str. 370

Resitve nalog prvega dela

Prva skupina

1. Naj bo ABC papirnati pravokotni trikotnik s pravim kotom v ogliscu
C. Naj bo DF daljica, vzdolz katere prepognemo trikotnik, pri cemer
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tocka F lezi na stranici AB, tocka (€
D pa na stranici BC. O¢citno je P
tocka D razpolovisce stranice BC / N
in daljica DF pravokotna na BC. z
Daljici DF in AC sta vzporedni e
in tocka F' razpolovisce stranice — / G et
AB. Oznagimo z G presecisce da- & '
ljic AD in CF.

(a) Tocka G je tezisce trikotnika ABC, zato je AG : DG =
=CG:FG=2:1.

(b) Ko stirikotnik prerezemo, je najmanjsi koscek trikotnik GCD.
Ker je ploséina trikotnika ABC enaka 1 in je D razpolovisce stranice
BC, je plos¢ina trikotnika AC'D enaka % Ker je AD : DG=3:1,
je ploséina trikotnika GCD enaka &.

Ce je katero izmed stevil a, b, ¢ enako 0, je tudi d = 0. Privzemimo,
da so a, b, ¢ nenicelna stevila in da sta stevili b in ¢ enako predznaceni.
Definirajmo e = —b in f = —¢. Tedaj je a = e + f in velja

1998 1999
d= (E 2 f)1999 I 81999 . flggg — Z ( )elggg_kfk—
k=1 k

Ce naj bo d pozitivno stevilo, je e, f > 0. Ker je 1999 prastevilo, je
vsak binomski koeficient deljiv s 1999, zato je tudi stevilo d deljivo s
1999.

(a) d ne more biti enako 2.

(b) Ce je d prastevilo, je enako 1999. Iz gornje enacbe pa vidimo, da
je d > 1999, torej d ne more biti prastevilo.

Denimo, da imamo k druzin medsebojno vzporednih premic (vse
premice ene druzine so paroma vzporedne, premici iz razliénih druzin
pa sta nevzporedni). Iz pogoja dobimo, da je skupno stevilo premic
v poljubnih k — 1 poddruzinah enako 1999. Od tod sledi, da vsaka
druzina vsebuje n — 1999 premic, zato vse druzine vsebujejo enako
stevilo premic. Sledi, da k& — 1 deli 1999, zato je bodisi k =2 inn =
= 3998 (dva nevzporedna snopa premic) bodisi & = 1998 in n = 2000
(Sop premic).
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Naj bo kot, ki ga minutni kazalec na obeh urah oklepa s svojo zaéetno
lego, enak 246, 0 < # < 15°. Tedaj je kot, ki ga z izhodisénim
polozajem oklepa urni kazalec obi¢ajne ure, enak 260+m-30° (m € Z),
kot, ki ga z izhodisénim polozajem oklepa urni kazalec italijanske ure,
pa 8 +mn-15° (n € Z). Dobimo enaébo

0 = (n—2m)15°,

od koder zaradi omejitev za kot # dobimo 6 = 0. Od tod dobimo 12
moznih polozajev za n =0,2,...,22.

Da, to je mozno. Eno izmed mozZnosti prika-
zuje skica.

Druga skupina

1,

Naj bo I sredisée trikotniku ABC
vértane kroznice.
Oznaéimo «BAI = «CAI = a, -
<ABI = «CBI = fin <BCI = '
= L ACI = =, ter privzemimo, da
jea =2 B = . Vsak izmed tri- °
kotnikov I/ BC in IC A ima vsaj en

kot manjsi od vseh kotov trikotnika ABC, zato je trikotnik [AB
podoben trikotniku ABC. Od tod dobimo o = 23 = 47, torej velja
14~ = m, zato so koti trikotnika ABC enaki 5;—‘, %’1 ter Z.

Ker je 2! = 2(mod3) in 22 = 1(mod3), je 2" = 2(mod3), za vsako
liho stevilo n. Naj bo n =6k +1, k € IN. Tedaj je 2" = 2(mod3) in
n = 1(mod3). Od tod sledi, da je m = 2™ + n veckratnik stevila 3.
Ocitno je m > 3, zato je m sestavljeno stevilo.

Denimo, da imamo k druzin medsebojno vzporednih ravnin (vse
ravnine ene druzine so paroma vzporedne, ravnini iz razliénih druzin
pa sta nevzporedni). Iz pogoja dobimo, da je skupno stevilo ravnin
v pojubnih & — 1 poddruzinah enako 1999. Od tod sledi, da vsaka
druzina vsebuje n — 1999 ravnin, zato vse druzine vsebujejo enako
ravnin. Sledi, da k—1 deli 1999, zato je bodisi k = 2 in n = 3998 (dve
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nevzporedni druzini ravnin) bodisi k = 1998 in n = 2000 (ravnine s
skupno premico).

+100 =5050in b—a=1+2+---450 = 1275. Od tod dobimo
2b = 6325, kar ni mozno, zato takih intervalov ne moremo izbrati.

Da, to je mozno. Eno izmed moznosti | | =3
prikazuje skica. i '

Resitve nalog drugega dela

Prva skupina

2.

(a) Postavimo figure v zacetni polozaj in opazujmo poljubni stolpec
dane Sahovnice. Vsaj ena figura iz izbranega stolpca je morala med
premikanjem do konénega polozaja narediti vsaj en vodoravni po-
mik (sicer se figuri ‘zaletita’). Od tod vidimo, da moramo narediti
najmanj 7 -8 -2 4+ 8 = 120 potez. Konstruirajmo sedaj zaporedje
natanko 120 potez, ki nas pripelje do konéne postavitve. V prvem
in drugem stolpcu napravimo naslednje poteze: Belo figuro v prvem
stolpcu pomaknemo tri polja navzgor. Crno figura v drugem stolpcu
pomaknemo Sest polj navzdol, zatem enkrat levo (v prvi stolpec) in
ge enkrat navzdol. Tako je ta érna figura na koncu svoje poti. Belo
figuro iz drugega stolpca pomaknemo sedemkrat navzgor na njeno
konéno mesto. Crno figuro iz prvega stolpca pomaknemo enkrat
navzdol, enkrat desno (v drugi stolpec) in nato le 3e navzdol do
konénega polozaja. Nazadnje pomaknemo navzgor do prve vrste
Se belo figuro iz prvega stolpca. Na opisani nacin smo le dvakrat
vodoravno premaknili figure. Postopek ponovimo Se v preostalih
parih sosednjih stolpcev.
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(b) Podobno kot v primeru (a) ugotovimo, da bo potrebnih najmanj
91 potez. Kot zgoraj lahko v prvih Sestih stolpcih zamenjamo figure,
pri cemer naredimo le eno vodoravno potezo na stolpec. V sedmem
stolpeu tedaj pomaknemo belo figuro za tri polja navzgor, érno za dve
polji navzdol, eno polje v levo, dve polji navzdol, eno polje v desno in
nato do konca navzdol. Nazadnje pomaknemo do konca navzgor Se
belo figuro. Tako smo za sedmi stolpec porabili dve vodoravni potezi,
kar skupaj znasa 92 potez. Denimo, da lahko figure preuredimo v
91 potezah. To pomeni, da v vsakem stolpcu natanko z eno figuro
naredimo en vodoravni pomik. Opazujmo skrajno levi (prvi stolpec)
gahovnice in privzemimo, da z belo figuro tega stolpca naredimo en
vodoravni pomik (sicer prezrcalimo Sahovnico ¢ez njeno vodoravno
simetralo). Jasno je, da se ta figura pomakne v desno. Ker bo na
koncu zaseden vrh drugega stolpca, moramo vodoravno premakniti
tudi belo figuro v drugem stolpcu. Ce bi jo pomaknili v tretji stolpec,
bi morali vsaj eno izmed preostalih belih figur pomakniti v prvi
stolpec, pri ¢emer bi naredili vsaj dve vodoravni potezi. Ker érnih
figur v prvih dveh stolpcih ne premikamo vodoravno, ostaneta v istih
stolpcih. Sedaj ponovimo enako sklepanje za tretji in cetrti stolpec
ter nazadnje 3e za peti in Sesti stolpec. Tudi ta dva para stolpcev
na koncu vsebujeta enake figure kot na zacetku, zato morata figuri
iz sedmega stolpca ostati v tem stolpcu. Jasno je, da z enim samim
vodoravnim pomikom ena izmed figur zamenja stolpec, kar ni mogoce.
S tem smo pokazali, da je najmanj$e mozno stevilo potez enako 92.

2. Denimo, da njuno zaporedje ni navzgor omejeno. Naj bo x stevilo v
zaporedju, ki ga je dobil Tomaz, in y prvo naslednje stevilo, ki ga je
dobil Tomaz. Velja |y — x| < 10 (vmes je Peter odstel Stevko, zatem
pa Tomaz pristel neko stevko). Ce v zaporedju stevil, ki jih tvori
Tomaz, izpustimo pravilno izbrane élene, dobimo naraséajoce zapo-
redje tevil, ki naraséajo s korakom, manj§im od 10. Tako dobimo
v zaporedju neko stevilo x, katerega vse Stevke, razen morda enic,
so enake 9. Ni se tezko prepri¢ati, da nobeno stevilo, ki ga dobita v
zaporedju za Stevilom x, ne presega x + 10, zato je zaporedje ome-
jeno, kar je v protislovju s predpostavko. Ker je zaporedje navzgor
omejeno in so vsi €leni o¢itno nenegativna cela stevila, se kako stevilo
v zaporedju gotovo pojavi vsaj stokrat.

3. Pokazimo, da je n = 3N+1. Naj bodo luknje pravokotniki A; B;C;D;,
i=1,...,N. Izberimo luknje tako, da njihova sredis¢a lezijo na isti
premici, vzporedni stranicam A; D;, in je dolzina stranice A;B; enaka
37, pri cemer je x dolzina krajSe od stranic kosa papirja. Denimo, da
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smo tak kos papirja razrezali na pravokotnike. Izberimo dve daljici
izmed 3N + 1 daljic A;B;, B;C;, A;D; in C,D, ter po eno tocko
iz notranjosti izbranih daljic. Ko papir razrezemo, nobeni dve tako
izbrani tocki ne moreta lezati v skupnem pravokotniku, saj njuna
zveznica seka vsaj kako izmed lukenj. Kosov je zato vsaj 3N + 1.
Naj bo sedaj iz kosa papirja izrezanih N pravokotnih lukenj. Po-
daljsajmo navpiéne stranice lukenj na obe strani do prve luknje ali
pa do roba papirja, ¢e ‘podaljsek’ ne seka nobene luknje. Vzdolz
‘podaljskov’ razrezemo papir. Ce k vsaki luknji pridruzimo tri pra-
vokotne kose, ki vsebujejo ogliséi A; in [;, in nazadnje dodamo Se
pravokotni kos ob desni stranici skrajno desne luknje (lahko je veé
takih lukenj), smo na ta naéin presteli vse pravokotne kose, zato jih
je ocitno kveéjemu 3N + 1.

Druga skupina

1.

(a) Utezi z masami od 1g do ng razdelimo v dve posodi tehtnice.
Pobarvajmo utezi na desni strani tehtnice z rdeco in utezi na levi
strani z modro barvo. Maksimalno podmnozico utezi iste barve,
katerih mase so zaporedna Stevila, imenujmo sprimek. Denimo, da
imamo vsaj tri rde¢e sprimke. Odstranimo najtezjo utez s maso zg
iz rdecega sprimka z najlazjimi utezmi in najlazjo utez s maso yg
iz rdecega sprimka z najtezjimi utezmi. Ker imamo vsaj tri rdece
sprimke, lahko najdemo razliéni modri utezi s masama (z + 1)g ter
(y — 1)g. V opisani situaciji torej lahko iz posod vzamemo po dve
utezi, ne da bi se podrlo ravnovesje. Privzemimo sedaj, da imamo
kvedjemu po dva sprimka iste barve. Ce imamo en sprimek z vsaj
dvema utezema, ki ne vsebuje utezi z masama 1g in ng, lahko iz njega
vzamemo najlazjo in najtezjo utez, ki imata masi ag in bg, hkrati pa
na drugi strani najdemo utezi s masama (a—1)g in (b+1)g. Denimo,
da imamo en rde¢ in dva modra sprimka. Potem rdec¢i sprimek ne
vsebuje utezi s masama 1g in ng, zato lahko privzamemo, da vsebuje
le eno utez. Tedaj bi morala ta utez tehtati n(n + 1)/4, kar pa v
primeru n > 4 ni mogoce. Imejmo sedaj po dva sprimka iste barve.
Lahko privzamemo, da obstaja rdeéi sprimek, ki ne vsebuje utezi s
masama 1g in ng, ter modri sprimek z enako lastnostjo. Naj bo utez
z maso lg pobarvana rdece. Tedaj je vsota mas rde¢ih utezi enaka
((1+2+---4+k—1)+ (k+1))g in vsota mas modrih utezi enaka
(k+ ((k+2)+---+mn))g. Od tod dobimo

k(k—-1) nn+1)
2+ (k+1) 4 7
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ki za n = 100 nima cele resitve. V edinem preostalem primeru imamo
en rdec¢ in en moder sprimek. Dobimo enacho

k(k+1) = n—-—(”; b,

ki v primeru n = 100 tudi nima celih resitev, s ¢imer je trditev tocke
(a) dokazana.

(b) Vzemimo, n = 20 in k = 14. Tedaj velja 2k(k+1) = n(n+1). Na
levo damo utezi z masami od 1g do 14g, na desno preostale. Jasno je
vsota mas poljubnih dveh utezi z leve manjsa od vsote mas pojubnih
dveh utezi z desne strani, zato je odgovor na vprasanje (b) nikalen.

Dokazali bomo, da lahko lik razrezemo na kvec¢jemu n kosov. Sredisca
oznacenih polj naj bodo vozlisca grafa G, v katerem so povezana
sredisca polj, ki imajo skupno stranico. Tedaj je G povezan graf, v
katerem ima vsako vozlisée najvec §tiri sosede. Za poljubno vozlisce v
grafa (¢ lahko konstruiramo podgraf F', v katerem ima v isto valenco
(5tevilo sosedov), graf F' pa je drevo, ki vsebuje vsa vozlisca grafa G.

Recimo, da v grafu G obstaja vozliste v s sodo valenco. Tedaj je
vozlisce v v grafu F' povezano s sodim Stevilom dreves. Ker je stevilo
vozlis¢ sodo, ima vsaj eno od teh poddreves sodo vozlis¢, zato lahko F

Privzemimo sedaj, da imajo vsa vogzliséa grafa G liho valenco in
v grafu G najdemo cikel dolzine 4 (skupek stirth polj s skupnim
oglistem). Tvorimo podgraf H, ki vsebuje vsa vozlisca grafa G, cikel
dolzine 4, vsako vozlisce tega cikla pa je povezano z enim drevesom.
Ce ima za kako od vozlisé cikla graf, ki sestoji iz tega vozlis¢a in z njim
povezanega drevesa, sodo stevilo vozlisé, lahko uporabimo indukcijo.
V nasprotnem primeru opazujemo dve sosednji vozliséi cikla skupaj
z njima povezanima drevesoma in nato uporabimo indukcijo. Privze-
mimo nazadnje, da je G brez ciklov dolzine 4 (lik na 8ahovnici ne
vsebuje Stirih polj s skupnim ogliséem), v katerem imajo vsa vozliica
liho valenco (enako 1 ali 3). Postavimo Sahovnico v koordinatni
sistem, tako da imajo srediica polj celostevilske koordinate. Naj
ima polje (0,0) valenco 1 in soseda (0,1) z valenco 3. Privzamemo
lahko, da ima polje (0,1) soseda (—1,1) in (1,1) (sicer lik primerno
zasukamo). Ce imata polji (—=1,1) in (1,1) valenco 1, je n = 2
in lik lahko o¢itno razrezemo na 2 kosa. V nasprotnem primeru
lahko privzamemo, da ima polje (1, 1) valenco 3. Ker polje (1,0) ni
oznaégeno, sta oznaceni polji (1,2) in (2,1). Polje (1,2) ne more imeti
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valence 3, sicer bi bilo ozna¢eno vsaj eno izmed polj (0,2) ali (2,2),
v obeh primerih pa bi dobili 4 oznaena polja s skupnim ogliséem.
Od tod vidimo, da je ima lahko le polje (2,1) valenco 3. Induktivno
ugotovimo, da srediséa polj z valenco 3 lezijo na premici y = 2, kar
pomeni, da imamo n + 1 polj na premici y = 1 in n — 1 preostalih
polj, ki lezijo izmenoma nad in pod to premico. Ta lik sestoji iz
pravokotnika velikosti (n + 1) x 1 in n — 1 kvadratkov, skupno torej
iz n pravokotnikov. S tem je dokaz koncan.

3. Naj bo v stevilo oglisé in e stevilo robov danega poliedra. Iz Eulerjeve
formule dobimo v — e + 10n = 2. Ker iz vsakega vozliséa izhajajo
vsaj trije robovi in je rob skupen dvema ogliséema, velja 3v < 2e. Od
tod dobimo 10n > § + 2. Naj bo a; Stevilo ploskev s k; stranicami,
ky < kg <--- < ky,. Potem je

arky + asks + -+ - + ks, = 2e

in
10n>ﬂlk1+ﬂ2k2+'“+amkm+2
—_ 6 »
Denimo, da je m > 10 in a4, ..., a;, < n. Potem velja
10n > a1k1+azk2;—---+amkm+22
> (n—l)k1+(n—1)k2+ﬁ'“+[ﬂ—1)k10+10k11 +2>
> (n.—1)3+(n—1)4+---+(n-—1)12+130+2=3’E’rj_
6 2
Vidimo, da je
mnzw,

kar seveda ni mozno. Torej je m < 10, od koder dobimo vsaj en
indeks i, za katerega velja a; > n.

Gregor Cigler
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Akromatic¢na predleca je precej debelejSa in teZja od enako mocne enostavne predlece, naredi pa
seveda tudi precej boljso sliko.
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Mo¢no povecan vogal slike, narejene s 400 milimetrskim objektivom, kaZe t.i. sekundarno ali pre-
ostalo barvno napako. Ceprav je goriScnica enaka za modro in rdeco svetlobo, so iz kontrole usle”
nekatere druge barve: robovi ¢rk so na eni strani obarvani vijoli¢no, na drugi zeleno.






