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PIRANSKO SONCE

Piranéani so ponosni na slavnega rojaka, violinista in skladatelja Giuseppa
Tartinija. Na tamkajsnjem osrednjem trgu Ze od nekdaj stoji spomenik
z njegovim kipom. Ko so trg prenovili, so osrednjo ploséad uredili v
obliki elipse, v njeno notranjost pa so postavili spomenik (glej sliko na
naslovnici). Ali je tocka, kamor so postavili sredisée spomenika, zZariice
elipse? Morda bi bralci na podlagi slike znali odgovoriti na to vprasanje?
Izmerili smo, da je razmerje med veliko in malo polosjo elipse 5:3.

Andrej Likar
KROZNI DIAGRAM

Racunalnike pogosto uporabljamo za slikovno predstavitev podatkov. Ta-
ko programi za izdelavo predstavitev in delo s preglednicami vsebujejo
kopico ze pripravljenih oblik diagramov. Ena od osnovnih oblik je krozni
diagram (angl. pie chart). Na kroznem diagramu z velikostjo kroznega
izseka ponazorimo, koliksen del celote predstavlja posamezni del. Razliéne
oblike kroznih diagramov pogosto vidimo tudi v ¢asopisih in revijah,
kjer z njimi predstavljajo rezultate volitev, strukturo prebivalstva, deleze
podjetij na trgu itd.

Vabim vas, da v programskem jeziku logo poskusite napisati ukaz
krozni, ki bo narisal preprost krozni diagram. Ukaz naj ima dva para-
metra: seznam vrednosti, ki jih bomo predstavili z diagramom, in polmer
kroznega diagrama.

Klic diagram [7 5 14 2 8] 150 naj npr. nariSe diagram z zgornje
slike. ViSina in Sirina slike je 300 enot. Ker je vsota elementov seznama
enaka 36, prvemu izseku pripada % polnega kroga (notranji kot izseka
je 70°), drugemu 2%, tretjemu 3%, Getrtemu %, zadnjemu pa £ polnega

kroga. Izseki si sledijo v smeri urnega kazalca, z zaéetkom “ob dvanajstih”.

Martin Juvan
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STEVILSKA KRIZANKA

Stevilske krizanke resujemo podobno kot besedne. Edina razlika je, da v
vodoravne in navpicéne vrstice vpisujemo Stevila namesto besed. Odebe-

ljene érte (namesto érnih kvadratkov) nakazujejo presledek med dvema
steviloma.

Vodoravno: 1 2 3 4
1. Deveta potenca nekega naravnega Ste-
vila. _
Najmanjse dvomestno naravno stevilo. 5 6
Prastevilo.
Koren stevila 9 vodoravno. -
Veckratnik stevila 7 vodoravno.

Zrcalno stevilo (Stevilo, ki se naprej in
nazaj enako ‘bere’). 9 10

0,09 2O

Navpicno:

2. Potenca Stevila 4.

3. Narascajoce zaporedne sode Stevke.
4

5

Prva stevka je produkt drugih dveh.
Delitelj stevila 9 vodoravno.
10. Kvadrat celega Stevila.

Urska Deméar

VISINE TRIKOTNIKA

1. Konstruiraj trikotnik, katerega visine merijo 4, 7 in 10 enot. Koliko
neskladnih resitev ima naloga?

2. Enaka naloga za trikotnik, katerega visine merijo 3, 4 in 5 enot.

Marija Vencelj

NAJVECJE PRASTEVILO

Pois¢i najvecje prastevilo z lastnostjo, da po opustitvi poljubnega Stevila
§tevk vedno dobimo prastevilo.

Marija Vencelj
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LEONARDO DA VINCI, ZNANSTVENIK,
IZUMITELJ, UMETNIK

V Narodnem muzeju v Ljubljani se je
ustavila razstava o Leonardu da Vin-
ciju, ki je obgla ze vrsto mest. Odprli
s0 jo 3. novembra 1999, ogledate pa si
jo lahko do 5. marca 2000. Razstavi
kaze posvetiti vso pozornost, bralcem
Preseka pa naj jo priblizamo z nekaj
“slikami z razstave”.

Pred vstopom v hodnik prebe-
remo na zidu osnovne podatke o da
Vincijevem zivljenju in delu ter o
tedanjih dogodkih po svetu in pri
nas. Na hodniku so na ogled ume-
tniske risbe pokrajin, studije konj,
ljudi in detajlov ter dva kipca. To
obiskovalcn pomaga, da se laze pre-
stavi v drug cas. V veliki dvorani
naredijo najmocénejsi vtis modeli, ki
so jih zadnje case izdelali po da
Vincijevih naértih. Z zanimanjem si
ogledamo letalski stroj, ki spominja
na danadnjega letalskega zmaja, “he-
likopter”, padali, hidravliéni vijak,
naprave za merjenje razdalj, kro-
glicni lezaj, stroj za kovanje denarja,
stroj za natezni poskus z Zzico, tiskarsko stiskalnico, stroj za rezanje na-
vojev, most éez Zlati rog, premic¢ni most, preseka ladijskega trupa in
dvojnega ladijskega trupa, dvonadstropni most, ¢oln na pedala, pontonski
most. Risbe na steni kazejo nacrte za raznovrstne stavbe, mostove in
kanale, utrdbe in trdnjave, za bager, dvigalo in vrtljivi zerjav, predilni in
hidravliéni stroj.

V nadstropju, na poti v prvo dvorano. opazimo na stenah Stevilne
anatomske studije cloveskega telesa in njegovih organov. Sledijo geome-
trijske risbe, med njimi risbe veckotnikov, vértanih krogu, in Hipokratovih
lunic. Pozornost zopet pritegnejo modeli: tehtnica z vato na eni posodici
za merjenje vlaznosti zraka, merilnik nagiba ladje, merilnik hitrosti vetra.
V naslednji dvorani, kamor nas pospremijo risbe optiénih naprav, npr.
naprave za brusenje le¢ in svetilke z odbojnim zrealom, so modeli *av-
tomobila”, prestav z zobatimi kolesi, “tanka”, parnega topa, oblegovalne

Delo Leonarda da Vincija, ki bi ga danes
povezali s fiziko, je opisano v posebnem
prispevku na strani 216.



Novice 197

lestve in “strojnice”. Na stenah visijo risbe lokov, katapultov, bojnih
strojev in oblegovalnih naprav. Naslednja dvorana je posvecena merjenju
¢asa. Risbe podrobno kazejo urne mehanizme, razstavljenih pa je tudi
nekaj modelov. Potem pridemo do oljnih slik in kopij, ki so jih naslikali
da Vincijevi posnemovalci. Pot vodi skozi dvorano, v kateri so poleg
da Vincijeve risbe “helikopterja” razstavljeni model airbusa in sodobna
letalska turbina, poleg modela “avtomobila” model Benzovega avtomobila
iz leta 1886 ter poleg risb mehanizmov za merjenje ¢asa modeli sodobnih
ur. Pridemo do razstavljenih starih knjig in faksimilov da Vincijevih
zvezkov z rishami. Na stenah so risbe cvetic in druge risbe, povezane z
opazovanjem narave, ki preidejo v risbe skalnih skladov, vodnih tokov in
slapov, vrtincev in vetrov, neviht, viharjev, povodnji in podobnih nesrec.

Zunaj si obiskovalec razstave oddahne in zbere misli. Najprej raz-
mislja 0 mozu, ki je zmogel vse to in Se veliko drugega. Leonardo da
Vinei je bil rojen leta 1452 v toskanski vasici Vinci kot nezakonski sin
notarja in kmetice. Zivel je pri ocetu in se z njim okoli leta 1460 preselil
v bliznje Iirence. Leta 1466 je postal vajenec v delavnici vodilnega
firenskega slikarja in kiparja. Leta 1472 so da Vincija sprejeli v slikarski
ceh v Firencah in leta 1478 se je osamosvojil. Narisal je prvo veliko
sliko Poklon svetih treh kraljev. Leta 1482 se je potegoval za sluzbo
pri milanskem vojvodi Ludovicu Sforzi in postal glavni inzenir za vojaske
zadeve ter arhitekt. Leta 1482 je za sodelavce v Milanu Leonardo ustanovil
akademijo in naslednjega leta narisal dve inacici Device Marije v skalni
votlini, 1490 Razmerja cloveskega telesa ter med 1495 in 1497 Zadnjo
vecerjo. Leta 1500 je obiskal Rim, se vrnil v Firence in 1502 sprejel
sluzbo pri Cesaru Borgii. V leto 1503 segajo osnutki Mone Lize. Leta
1506 je Leonarda da Vincija francoski guverner povabil v Milano, kjer
je naslednjega leta postal slikar na tamkajsnjem dvoru. Od leta 1514
je zivel v Rimu pod okriljem papeza in 1516 stopil v sluzbo francoskega
kralja. Leonardo da Vinci je umrl leta 1519 na gradu Cloux blizu Amboisa.
Ob njegovem rojstvu je bila natisnjena ena od Gutenbergovih biblij, ob
njegovi Stiridesetletnici pa je Kolumb odkril Ameriko.

Misli preskocijo na razstavo. Pripravljena je premisljeno ter temeljito
in je prijetna za ogled. 7 dvestopetdesetimi razstavljenimi predmeti terja
kar precej pozornosti in ¢asa. Kaze, da so sestavljalci razstave sodili, da
Leonarda da Vincija kot umetnika dovolj dobro poznamo, saj so njegove
slavne slike omenjene samo v zivljenjepisu. Mo¢no je poudarjena tehniska
stran da Vincijevega dela. Pozornost pritegnejo predvsem modeli.

Da Vinci pa se je ukvarjal tudi z matematiko. Razmisljal je o kva-
draturi kroga in jo resil nekoliko po svoje. Zakotalil je krog, izmeril obseg
in izra¢unal ploséino trikotnika, ki ima obseg za osnovnico in polmer za
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vidino. Tuj mu ni bil niti pojem infinitezimalnega. Z njim si je pomagal, ko
je doloéil tezisée polkroga in piramide. Matematiko je zelo cenil. Menil je
namreé, da nobenega ¢loveskega raziskovanja ne moremo imenovati prava
znanost, ¢e ga ne moremo podpreti matematiéno.

Da Vincijevi prispevki k zametkom naravoslovja so na razstavi le
nakazani. Ceprav tedaj naravoslovja in fizike v danasnjem pomenu Se ni
bilo, je umetnik zastopal sveze poglede.

Nazadnje se misli vrnejo k tehniskim risbam in naértom, po katerih
so izdelali modele. Sodobni graditelji modelov so v nekaterih primerih v
risbah videli ve¢ kot sam da Vinci. Tega modelom na razstavi sicer ni
mogoce ocitati, razen trem pretirananim povezavam s sodobnim letalom,
avtomobilom in uro. Osnutki naértov “helikopterja”, padala, “strojnice”,
“tanka” in podobnih naprav pa so v resnici z danasnjimi napravami le v
zelo daljnjem sorodstvu. “Strojnica” je npr. skupina veé cevi, “avtomobil”
naj bi poganjal urni mehanizem, ki bi ga bilo treba prej naviti. Morda bi
obiskovalca razstave kazalo na to posebej opozoriti.

V danasnjem casu specializacij zbuja obcéudovanje izjemno vsestran-
ski posameznik, ki mu je uspelo se¢i na Stevilna podrogja cloveskega
delovanja. Leonardo da Vinci kot “ustvarjalec v vseh vejah umetnosti,
odkritelj v ve€ini vej naravoslovja in izumitelj v vseh vejah tehnike” morda
bolj kot kdor koli drug zasluzi naslov ‘univerzalni ¢lovek’. Ne samo to.
V Leonardu je mogoce videti enega od moz, ki so pripravili prehod od
anticnega pogleda na naravo do Galilejeve fizike.

Janez Strnad

BRITJE — Resitev s str. 130

Po odgovor o energijski zahtevnosti britja smo se odpravili k staremu
znancu briveu Barberosu. Gospod Barberos je zvest bralec Preseka in
vedno pri volji za dobro brivsko debato. Kot ponavadi nas je pricakal
pred vrati s &irokim nasmehom in z britvijo v rokah. Takoj je bil za to,
da skupa] premislimo resitev zastavljene naloge.

Moc njegovega elektri¢nega brivnika je dobrih pet vatov, torej porabi
pri petminutnem britju okrog 300s -5 W = 1,5 kJ elektriéne energije.

Kaj pa ro¢éno britje? Mehanska moé¢, ki je potrebna, da voda pod
pritiskom tece iz pipe, je enaka produktu prostorninskega pretoka vode in
nadtlaka v vodovodnem sistemu, torej P = ¢y Ap. Kadar je pipa odprta
toliko, da bi se v minuti nateklo liter vode, potiska nadtlak 3 barov v
vodovodni napeljavi vodo z mocjo

1073 m3/60s-300kPa=5W.
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S prijateljem Barberosom si delimo zaéudenje: Z zmernim curkom
vode iz pipe zapravljamo toliko moé¢i, kot je rabi elektriéni brivnik! Torej
tudi s klasi¢nim britjem v petih minutah porabimo priblizno kilojoule in
pol energije.

“Koliko pa je pravzaprav 1500 joulov energije?” je zanimalo gospoda
Barberosa. Spomnili smo ga, kaj so ga ucili njega dni na brivski akademiji.
Ce dvignemo breme z maso m za visino h v smeri nasproti teznemu
pospesku g, opravimo delo A = mgh. Brivec takoj najde malce neverjetno
primerjavo: “To je torej toliko, kot ¢e bi nesel petindvajsetkilogramsko
plinsko jeklenko Sest metrov visoko, recimo dve nadstropji po stopnicah!”
Kdo bi si mislil! Kar malce zadihani postanemo ob tej oceni.

“Zanimivo,” modruje Barberos dalje. “Mokro britje traja ponavadi
celo nekaj dlje kot s strojckom, recimo deset minut, kar pomeni tri ki-
lojoule energije. Uf, kot bi plinsko jeklenko nesel v Getrto nadstropje!
Najbrz bi kazalo med britjem kar pridno zapirati vodo. Sicer porabimo
ve¢ energije, kot bi je porabil elektriéni brivnik.”

Preden odidemo, nam gospod Barberos postreze s skodelico ¢aja. A
zilica mu $e ne da miru: “Bi lahko s tremi kilojouli energije skuhali tale
¢aj? Kako je s tem?”

Skupaj premisljujemo: “Pol litra ¢aja smo segreli priblizno od sobne
temperature do vreli3¢a. Specifiéna toplota vode je 4200 J/kg K, zato je
glo za kuho

meAT =0,5kg-4200J/kg K - 80K,

kar je okoli 170 kilojoulov energije.”

No, to je pa skoraj Sestdesetkrat vec¢ energije, kot je porabimo pri
britju. Gospod Barberos se smeji: “Tale ¢aj me je pa drago stal! Kar dva
meseca britja za enega gospodal”

Poslovili smo se in mu obljubili en izvod Preseka, ko bo clanek izsel.

Zanimivo, koliko energije zapravimo vsak dan. Ze samo s toploto, ki
nide pri kuhi mimo lonca, bi lahko prenasali tezke kovéke med nadstropji
v higi. In kako razkosno bi se lahko brili! Pri britju o¢itno ni treba skrbeti
za izgubljeno energijo. Pa¢ pa po nemarnem iztoéimo kar precej pitne
vode, ¢e pipe ne zapiramo sproti.

Matjaz Vencelj
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O STEVILIH, KI JIH LAHKO ZAPISEMO
S SAMIMI ENAKIMI STEVKAMI

Ce bi naleteli na enakost
55% = 4444 , (1)

bi bila prva misel ta, da ni pravilna, ker je leva stran kvadrat lihega stevila
55, se pravi liho stevilo, desna stran pa je sodo stevilo. Kaj pa, ¢e stevila
niso zapisana v obicajnem desetiskem Stevilskem sestavu in se nam zdi
ra¢un zato napacen? Vsak bralec bo zlahka odkril, da enakost (1) velja v
sestavu z osnovo 7. V tem sestavu pomeni 55 Stevilo 5- 7+ 5 = 40, desna
stran 4444 pa stevilo

4.7 4+4.7744-7+4=1600.

Res je 402 = 1600.

Stevilo 40 ima, zapisano v sestavu z osnovo 7, enaki Stevki. Njegov
kvadrat 1600 pa se v istem sestavu spet izraza s samimi enakimi Stevkami,
in sicer stirimi. Ali obstaja morda Se kaksno drugo naravno stevilo, ki
se da v primerno izbranem sestavu zapisati z dvema enakima Stevkama,
njegov kvadrat pa s §tirimi enakimi stevkami? Odgovor na to vprasanje
dajejo resitve enacbe

aaf,, = bbbb() . (2)

Indeks (r) pove, da velja ta racun v Stevilskem sestavu z osnovo r. Iskano
stevilo smo zapisali v tem sestavu z enakima Stevkama a, njegov kvadrat
pa s Stirimi enakimi stevkami b. Na koliko na¢inov lahko izberemo osnovo
r ter Stevki a in b, da velja enacba (2)? Ugotovili bomo, da je resitev
nesteto, toda v nekem smislu je resitev ena sama, namre¢ tista, podana z
enakostjo (1).

Osnova stevilskega sestava je lahko katerokoli naravno stevilo r > 1,
Stevke pa so znaki za Stevila od 0 do r—1. V enacbi (2) ne sme biti a = 0,
saj aa pri a = 0 ni dvomestno stevilo (temveé¢ = 0). Prav tako ni b = 0.
Zato veljajo ocene

r>1, 1<a<r—-1 in 1<b<r-—1. (3)

Ker pomeni aa v sestavu z osnovo r stevilo ar +a = a(r + 1), bbbb
pa stevilo

brd+br?+br+b=0br*+r2+r+1)=b(r+1)(r*+1),
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lahko zapisemo enacbo (2) v obliki

a2(r+1)2 =b(r+1)(r2 +1). (4)

Iséemo tiste resitve te enacbe v naravnih &tevilih a,b,r, ki zado3cajo
pogojem (3).

Pripomba. V enachi (2) pomenita a in b Stevki, v (4) pa pripadajoci
naravni stevili.

1z (4) izratunamo

a?(r+1)

S e ()

Ker je b naravno §tevilo, mora biti produkt a?(r + 1) v §teveu ulomka na
desni deljiv z imenovalcem r? + 1. Enakost

rPtl=(r4+1)*-2r

pove, da imata r + 1 in 72 + 1 kveéjemu skupni faktor 2 (Stevili 7 in r+ 1
sta si namreé tuji). Zato sta samo dve moznosti:

a) Najveeji skupni delitelj Stevil r + 1 in 7% + 1 je 1. Iz enacbe (4%)
izhaja, da je v tem primeru a? deljiv z r? + 1, torej a? = k(r? + 1), kjer
je k celo stevilo. Potem je b = k(r + 1) in velja, ker je kK > 1, ocena
b>r+1>r, tako da tretji pogoj (3) ni izpolnjen. Resitve potemtakem
ni.

b) r+1in r? + 1 imata najvecji skupni delitelj 2 (to je oitno tedaj,
kadar je r lih). Ker je zdaj faktor » + 1 v Steveu na desni strani enacbe
(4*) deljiv z 2, toda z nobenim drugim faktorjem imenovalca r? + 1, mora
biti faktor a? deljiv z (2 + 1)/2, tako da je kvocient med a2 in (r%+1)/2
(le-ta je enak ulomku 2a?/(r* + 1)) celo &tevilo, ki ga zaznamujmo s h.
Zdaj dobimo b = h%’—l. Ce bi bil A > 2, bi veljala ocena b > r+1 > r, ki
je v nasprotju s tretjim pogojem (3). Zato mora biti h = 1, se pravi

_r—i—l
T8

Ker je h = 1, imamo enakost 2a%/(r®+1) = 1, ki jo zapisimo v obliki

b <r.

20 —r?=1, (5)

Zanimajo nas resitve te enacbe v naravnih Stevilih a in r. Najpreprostejsa
a =1, r = 1 ne pride v postev, ker ni izpolnjen pogoj r > 1. Ce pa je a,r
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taka resitev v naravnih §tevilih, pri katerih je r > 1, izra¢unamo iz (5),
da je v tem primeru
r2+1
2
Torej so vsi pogoji (3) izpolnjeni. Tako smo ugotovili:

a= <P

Enakost (2) velja natanko tedaj, kadar sta naravni stevilia inr > 1
resitvi enacbe (5). Pripadajoci b pa je enak (r +1)/2.

Koliko resitev ima enacba (5) v naravnih stevilih a in r? Ce ustrezata
a in r tej enacbi, velja isto za stevili

a=3a+2r in v =4a+3r. (6)
S preprostim ra¢unom namre¢ ugotovimo, da je
202 —r'2 =2(3a+2r)? — (4a+3r)2 =22 —-r?=1.

O¢citno sta @’ in 7' naravni stevili, ée sta taki a in r. Veljata tudi oceni
a'>ainr >r. Refiteva=1,r=1namdaa =5, =7inb =4. Ce
zdaj vstavimo @ = 5 in r = 7 v (6), izracunamo a’' =29, v’ =41 in b’ =
= 21. Tako lahko nadaljujemo. Dobimo neskonéno naraséajoée zaporedje
resitev enacbe (5). Brez dokaza povejmo, da so v tem zaporedju zajete
prav vse njene resitve v naravnih Stevilih a in r.

Torej obstaja neskonéno naravnih Stevil, ki jih lahko zapisemo v
primerno izbrani osnovi z dvema enakima Stevkama, njihov kvadrat pa
s Stirimi enakimi Stevkami. Resitvia =5, r = 7, b = 4 pripada najmanjse
tako Stevilo, namre¢ ar +a = 5- 7+ 5 = 40, ki nam da enakost (1).
Naslednja resitev a = 29, r = 41, b = 21 doloc¢a stevilo ar + a = 29 - 41 +
-+29 = 1218. V sestavu z osnovo r = 41 potrebujemo 41 znakov (5tevk) za
oznacitev stevil od 0 do 40. Za prvih deset naravnih stevil lahko obdrzimo
obicajne stevke 0,1,...,9, za nadaljnja, med njimi za a = 29 in b = 21,
pa potrebujemo nove znake. Izberimo npr. znak A za 29 in znak [ za
21. Stevilo 1218 zapisemo potem v sestavu z osnovo r = 41 v obliki AA.
Enakost (2), ki pripada drugi resitvi enacbe (5), pa se glasi

AA? =0000.

Te enakosti pa seveda ne bi mogli zamenjati za ra¢un v desetiSkem sestavu.
Pri nadaljnjih resitvah je @ > 29 in b > 21, tako da vselej potrebujemo
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novi Stevki za a in b. Zato je enakost (1) edina resitev enacbe (2), ki jo
lahko zapiSemo samo s Stevkami desetiskega sestava.

Enacba (2) je poseben primer splosnejse enache

aa...afy =bb... by, (7)

n m

ki naj velja v sestavu z osnovo (r). Stevilo, ki ga kvadriramo, se v njem
zapiSe z n enakimi tevkami a, njegov kvadrat pa z m enakimi stevkami b.
Primer n = 1 ni zanimiv, reSitev je tedaj nesteto in jih zlahka
najdemo: Za a vzamemo poljubno naravno &tevilo, postavimo b = a?,
za osnovo r pa izberemo katerokoli naravno stevilo, ki je vecje od b. Zato
bomo odslej privzeli, da je n > 1.
Ker je

- n—1 n—2 : o= m—1 m—2
aa...aqm =ar" H4ar" “--o+a in pb... by =br +br ceet-b,
n m

lahko zapisemo enacbo (7) v obliki
42 1) =™ ™2 4 1), (8)

Naravna stevila a, b in r morajo ustrezati tej enacbi, hkrati pa tudi pogo-
jem (3).
Iz ocen 1 < ain b < r — 1 izpeljemo najprej tole zaporedje neenach
?,,211-2 < (rn—l +Tn—2 S 1)2 < a2(,rn—l AL ,rn—z T 1)2 .
=b(r™ ™2 D) S (=D (™ ™ 2 D) ==L < ™

Tu smo upostevali enacbo (8) in identiteto
(r—1)r™ 424 f ) =™ —1,

Ker je osnova r > 1, vidimo, da mora biti eksponent 2n — 2 pri potenci
Stevila r na zacetku teh neena¢b manjsi od eksponenta m pri r na koncu,
se pravi 2n — 2 < m.

Podobno nam dasta pogoja r — 1 > a in b > 1 zaporedje neenach

P S (P =12 = (r 120" 2 4 4 1)2 >
>a(r" 4 2 12 =™ ™ 2 1) >
- e S P R B
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Od tod dobimo, da je 2n > m — 1. Potemtakem lezi m v tehle mejah

2n—2<m<2n+1.

Ker sta m in n naravni Stevili, imamo samo dve moznosti: ali je m = 2n—1
ali pa m = 2n. Oglejmo si obe po vrsti.

a) Ceje m = 2n — 1, dobimo iz enacbe (8)

a4 244+ 1)2
T op2n-2 4234 ... 4]

(8%)

Ker je b celo stevilo, je stevec v ulomku na desni deljiv z imenovalcem.
Identiteta

?,E-n—z +T2n—3+.“+1: (?‘n_l—I—l)('rn_l+?‘n_2+'“+1)—?‘n_1

pove, da §tevili r* 14 r*=24 ... 4 1in r2*~2 423 L ... 4 1 nimata od
1 razliécnega skupnega delitelja (s skupnim deliteljem bi moral biti deljiv
tudi »" 1, toda stevili "~ in r* "1 49" 2 ... 41 sta si oGitno tuji). Od
tod sklepamo, da je a? deljiv z imenovalcem 272 4723 ... 4 1, torej
kvocient a?/(r?"=2 4 ¢2"=3 4 ... + 1) je neko celo stevilo k > 1. Potem je

b=k(r" ! +r" 2 4. 4 1)2 > 22,

Ker je n > 1, sledi od tod, da je b > r. Potemtakem tretji pogoj (3) ni
izpolnjen in zato ne more biti m enak 2n — 1.

b) Naj bo zdaj m = 2n. Ker je
r2“_1+r2'""2+---+1 =(Tn+1)(,r,n—1+rn—2+___+1)‘
dobimo iz (8)

a?(rm 142 4...41)

™+ 1 )
Ker smo primer, ko je n = 2 in m = 2n = 4, obravnavali ze na zacetku,
naj bo odslej n > 2. Iz identitete

b —_ (8#*)

Mpl=r"—142=(r-DF"1+r" 2 +...+1) 42

razberemo, da imata stevili 7 41 in 7"~ 4" ~?4.. .41 kve¢jemu skupni
delitelj 2. Ce je najvecji skupni delitelj 1, sta si tuji in je zato kvocient
a?/(r™ + 1) neko celo stevilo k. Ce pa je najveéji skupni delitelj enak 2,
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je kvocient 2a?/(r™ +1) celo stevilo, ki ga imenujmo h. V prvem primeru
dobimo iz (8**)

b=k(r" 1+ 24 ) 2 1 >,
v drugem pa

n—1 n—2 ¢ ... n—1 n—2 S n—1
et i T 5 +12r i +1>r S
2 2 2
(Upostevali smo, da je k > 1, h > 1, n > 2 in r > 2.) Spet ni izpolnjen
tretji pogoj (3), tako da enacba (7) tudi pri m = 2n nima nobene resitve
v naravnih stevilih, ée je n > 2.

b=h

Povzemimo, kar smo dognali:

Enacba (7) je resljiva z naravnimi Stevili a, bin r prin > 1 le
tedaj, kadar je n = 2 in m = 4. V tem primeru preide v enacbo (2), ki
premore, kakor smo videli, nesteto reSitev.

Se tole naj omenimo: Enagba (5) nima resitve v celih stevilih, pri
kateri bi bil » = 10 (r je vselej lih). Zato v desetiskem sestavu nikoli ne
velja enakost oblike (7), ¢e je n > 2. Pri n = 1 pa so tele resitve: 12 = 1,
2 =4in3*=9.

Tvan Vidav

ENAKOSTRANICNA TRIKOTNIKA —
Resitev s str. 131

Naloga je bila namenjena najmlaj-
§im bralcem. Pot do resitve je
razvidna z desne slike, kjer smo z
a oznacili stranico vecjega enako-
straniénega trikotnika. Obarvani
pravokotni trikotniki so med se-
boj skladni in so polovice enako-
straniénih trikotnikov. Preprost
racun pokaze, da je plos¢ina manj-
Sega enakostranicnega trikotnika
(neobarvani del) enaka tretjini
ploséine vecjega trikotnika.

a
3

Marija Vencelj
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OSMICA

Zadajmo si nalogo, da vsakega jasnega dne opazujemo opoldansko senco,
ki jo na vodoravna tla mece ravna, od Sonca osvetljena navpi¢na palica.
Recimo, da nas zanima, ali opoldanska senca vedno kaze natanéno proti
severu in, ¢e ne, ali konec te sence, katere dolzina se spreminja, morda med
letom na vodoravni ravnini popise kaksno krivuljo. Naloga je zanimiva.
Oglejmo si jo nekoliko poblize.

Vzemimo, da bi vsak dan fotografirali lege Sonca na nebu natanéno ob
dolo¢enem ¢asu, npr. opoldne. Ce bi povezali vse lege, bi dobili krivuljo,
ki ima obliko zelo ozke osmice z razliéno velikima ovaloma. Krivulja ima
ime analema. Rekli bi ji lahko letna osmica.

Navpi¢na razpotegnjenost analeme nastane zaradi nagnjenosti Ze-
mljine vrtilne osi proti ravnini Zemeljinega gibanja okrog Sonca, vodo-
ravna razpotegnjenost pa zaradi gibanja Zemlje okrog Sonca po elipsi, za-
radi ¢esar pride do razlike med trajanjem pravega in srednjega Soncevega
dne oziroma casa (slika 1).

Ce analemo na nebu preslikamo preko vrha O navpiéne palice na
vodoravno ravnino, dobimo vodoravno analemo. Taksno analemo lahko
z opazovanjem sence palice ugotovimo sami. Vsak jasen dan opoldne
po krajevnem (pasovnem), za nas srednjeevropskem ¢éasu, senca navpiéne
palice v sploSnem ne pade natanéno proti severu, ampak nekoliko vstran.

Na vodoravnih tleh oznacimo konec opoldanske sence palice (zabi-
jemo kolicek), ki je ves €as na istem mestu. Tega seveda ne delamo vsak
dan, ampak priblizno vsak deseti dan (okoli Sonéevih obratov, 21. 6. in
21. 12., pogosteje), odvisno tudi od lepega vremena. Po letu dni opazovanj
vse tocke koncev opoldanske sence (kolicke) povezemo in pred nami na tleh
“lezi” vodoravna analema.

Slika 1. Analema je krivulja, ki nebo

se izpiSe kot osmica na nebu glede e
na tocko @ (presefiice nebesnega S
poldnevnika in nebesnega ekvatorja). o

Tocka @ lezi natanéno nad jugom,
njen visinski kot je (90° — ), e je ¢
zemljepisna sirina kraja. S preslikavo
preko vrha O navpiéne palice dobimo
na vodoravnih tleh vodoravno ana-
lemo, ki jo lahko raziskujemo — pre-
prosto opazujemo opoldansko dolzino
sence na vodoravnih tleh; a — vidina
stoZca oziroma palice.

iza

vodor. Ha

shema (& asit Kragz )
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Opazovanja sence so preprosta, vendar dolgotrajna in véasih kar

nekoliko nadlezna, ker ¢loveka prisilijo, da mora biti v sonénih dneh doma.
Toda treba je vztrajati, najmanj eno leto. Le tako pridemo do uspeha.
_ Sam sem opazoval od sredine januarja 1998 do zacetka februarja 1999.
Stevilo kolickov pove, koliko lepih dni sem najmanj Zrtvoval za analemo.
Obcutek, ko vidis, da je opazovanje uspelo, pa je enkraten. Rezultat
opazovanj prikazujeta sliki na II. strani ovitka. Na levi sliki vidimo del
vodoravne analeme, dobljene iz opazovanja opoldanske sence navpic¢nega
kola na domacéem dvoriséu (slikano oktobra 1998). Na desni sliki pa je
cela vodoravna analema (slikano februarja 1999 ob koncu opazovanja).

Iz oblike vodoravne analeme hitro ugotovimo, da:

— opoldanska senca navpic¢ne palice ne pade vedno natanéno proti se-
veru, ampak le ob dolo¢enih datumih,

— pri orientaciji po opoldanski senci lahko v dolo¢itvi natancéne smeri
proti severn naredimo napako tudi do +5°,

~ se dolzina opoldanske sence najmanj spreminja ob Sonc¢evih obratih

(zato je treba okoli teh datumov pogosteje in natanéneje opazovati

opoldansko senco — da bi dobili éim lepSe zaokrozen oval).

Analema je razlicna v razlicnih krajih. Za dolocen kraj jo lahko
najdemo tudi v kakem rac¢unalni§kem programu o astronomiji (slika 2).

Slika 2. Analema za nase kraje (zgo- 5 72
raj) in analema za kraje na ekvatorju
(spodaj) — racunalniski izpis (pro-
gram ASTRO). Stevilke oznacujejo [
zaCetke mesecev. V drugih kra- |
jih ima analema nekoliko drugaéna "f“—-‘r"'_ .

ovala, za kraje preko +60° zemlje- ‘\“\*ﬁ'—//‘!
pisne S§irine pa nima ved pomena.

Poskusite razmisliti, zaka].

Na podoben nacin lahko ugotovite tudi vaSo analemo. Ni treba
opazovati ravno opoldne in na vodoravnih tleh. Vendar, ¢e ze boste
opazovali senco ob 10. uri, jo morate opazovati vedno ob 10. uri. Tla so
lahko poSevna in razgibana, npr. poboéje hriba (slika na III. strani ovitka).
Namesto palice lahko uporabite elektri¢ni drog, lahko pa tudi pokonéen
stozec na polici okna, ki je obrnjeno proti jugu (glej ¢lanek Sencomer,
Presek 25 (1997/98), 16). Skratka, znajdite se. Bodite potrpezljivi in
vztrajni. Ce pa boste ugotovili, da pri dolgotrajnih opazovanjih sence
trpite, se analemi takoj odpovejte.

Marijan Prosén
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PRVO TEKMOVANIJE IZ UNIXA

V okviru 23. tekmovanja srednjesolcev iz racéunalniStva in 5. festivala
racunalnistva je bilo 24. aprila 1999 na Fakulteti za rac¢unalnistvo in
informatiko tudi prvo tekmovanje v kategoriji Unix, ki ga je organiziralo
Slovensko drustvo uporabnikov Linuxa. Glede na dolgo in uveljavljeno
tradicijo racunalniskih tekmovanj za srednjesolce, na katerih je velika teza
dana problemom, ki so enostavno resljivi s postopkovnimi programskimi
jeziki, skusa to tekmovanje dati vecji pomen resitvam z alternativnimi
orodji, znanimi iz programskega okolja sistemov Unix.

Pri pripravi nalog za tekmovanje smo se ¢lani organizacijskega odbora
ozirali naokoli v upanju, da bomo nasli kaksen zgled podobnih tekmovanj
po svetu. Nasli nismo ni¢. Zato bi zeleli vsaj svoje izkusnje posredovati
drugim v upanju, da spodbudimo sodelovanje na tem podroéju. Tako
zdaj predstavljamo naloge, zastavljene na lanskem tekmovanju. Njihove
resitve in komentarji bodo objavljeni v naslednji stevilki Preseka.

1. naloga: Frekvenéna analiza besedila Naredi preprosto frekvenéno
analizo besedila. Preberi datoteko in na standardni izhod izpisi seznam
vseh besed v datoteki in njihovih frekvenc. Seznam naj bo urejen po
vrsti od najmanj frekventnih besed do najbolj frekventnih. Frekvenca je
stevilo, ki pove, kolikokrat se beseda pojavi v datoteki. V datoteki ni
drugih znakov razen presledkov in érk.

2. naloga: Vi Na sistemu z veliko uporabniki se zeli§ izogniti temu,
da bi isto datoteko z urejevalnikom vi odprl ve¢ kot en uporabnik hkrati.
Predlagaj resitev! Resitev zapisi kot skript. Komentiraj, kaj so po tvojem
mnenju prednosti in slabosti tvojega predloga. Predpostaviti smes, da. vsi
uporabniki klicejo urejevalnik tako: vi datoteka. Urejevalnik vi sam po
sebi ne opozori, ali je neko datoteko ze odprl kdo drug.

3. naloga: Premesaj V neki datoteki so vrstice urejene po doloéenem
kriteriju. Ta urejenost te moti, zato zelis vrstice psevdonakljuéno preme-
Sati. NapiSi kodo, ki bo to storila. Bodi pozoren na uéinkovitost svojega
predloga. “Psevdonakljuéno” pomeni, da sme$ uporabiti generator na-
kljuénih stevil, ki ti je v tvojem orodju na voljo.
4. naloga: Stevilke IP V tekstovni datoteki so na ve¢ mestih zapisani
stevilski naslovi IP, ki jih zeli§ spremeniti v polnovredno ime raéunalnika
(FQDN, angl. fully qualified domain name).

V bazi /etc/hosts so po vrsticah navedeni stevilski naslov in njegovo
polnovredno ime:

193.2.1.72 nanos.arnes.si
V datoteki razen takih zapisov ni nié drugega.
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Stevilski naslov IP je lahko oblike: 0.0.0.0-255.255.255.255. Brez
skode za splosnost lahko predpostavis, da v tvoji datoteki vsak zapis oblike
0.0.0.0-999.999.999.999 predstavlja Stevilski naslov IP in da imajo vsi
v datoteki zapisani stevilski naslovi pripadajoca polnovredna imena v bazi.
Upostevaj Se, da se naslovi IP razen s presledki ne stikajo z drugimi znaki.

Pri vseh nalogah je bila dovoljena uporaba ukazov ukaznih lupin (csh,
sh, bash, ksh, ...), skriptnih jezikov (Sed, Awk, Perl, ...) in obi¢ajnih
programov, ki sestavljajo sistem UNIX skladno s priporo¢ilom POSIX.1.
Visjih programskih jezikov (C, pascal, fortran, ...) ni bilo dovoljeno
uporabiti. Ce so bili tekmovalci v dvomu, ali so uporabljena sredstva
dovoljena, so lahko kadarkoli za nasvet povprasali nadzorno komisijo.
Odloéitev nadzorne komisije je bila dokonéna.

Tekmovanja se je udelezilo 13 tekmovalcev. Za reSevanje nalog so
imeli 90 minut €asa, smeli so uporabljati literaturo, niso pa imeli dostopa
do racunalnika, kjer bi lahko svoje ideje preverili. Komisija je zato navzlic
morebitnim napakam v skladnji ugodno obravnavala tudi resitve, ki so
vsebovale pravilne zamisli, ter po pregledu oddanih nalog sklenila podeliti
tri nagrade:

1. Andraz Tori, ZRI Ljubljana, 3. letnik
2. Mitja Bezget, SERS Maribor, 2. letnik

3. Gasper Fele-Zorz, Gimnazija Kranj, 4. letnik

Vsi tekmovalci, ne le nagrajenci, so prejeli tudi praktiéne nagrade, ki
so jih prispevali sponzorji. -

Organizatorji menimo, da je bila prvo leto nekoliko slabsa udelezba
predvsem zaradi pomanjkljive obveSéenosti. To nameravamo letos, ko
bo v okviru 6. festivala racunalnistva v zacetku aprila drugo tovrstno
tekmovanje, popraviti.

Za konec Se kratek komentar o imenu samega tekmovanja. Unix (ali
Linux) v ozjem pomenu besede pomeni le jedro operacijskega sistema.
Naloge na ravni jedra niso bile del tekmovanja in — glede na omejen ¢as in
sredstva tekmovalcev — ta hip niti ne bi bile smiselne. Posteno pa se nam
zdi priznati, da smo se v iskanju kompromisa med kratkimi in privla¢nimi
imeni ter natanénimi in dolgimi odloé¢ili nekoliko v prid prvih. Kaj se ve
~ morda pa nam nekaj ohlapnejsa definicija morda kdaj se prav pride?

Primoz Peterlin in Ales Kosir
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MERJENJE GOSTOTE Z URO

Na urniku za naslednji dan, ki ga je dobil Mis, so bile spet eksperimentalne
vaje iz fizike. Fiziko je imel rad, bila je edini predmet, kjer so obcasno
odsli iz Sole v naravo in tam opazovali vse mogoce pojave, brez motecega
zraka, trenja, teZe in kar je Se takih stvari, ki so nekdaj grenile zivljenje
srednjesolcem pri fiziki. Vremenska napoved je bila ugodna: soncna
aktivnost bo na minimumu, ni se bilo bati zahrbtnega sevanja, ki je
véasih prekinilo vaje na prostem in primoralo njihovega profesorja, da
je godrnjaje ukazal povratek v Solo.

To pot je vaja imela preprost naslov: Merjenje gostote. Nenavadno
je bilo, da so za to vajo §li v naravo, saj so gostoto brez tezav ze merili v
laboratoriju v §oli. Dobili so kocko iz neznane snovi ter ji najprej natancno
izmerili stranico @ in nato izrac¢unali njeno prostornino V = a®. Potem so
kocko Se stehtali, da so doloéili njeno maso in izracunali gostoto po enacbi

= . Kar se da preprosta vaja., nekoliko si moral biti pazljiv, da si dobil
rezultat, ki je smel biti le za tisoéinko razlicen od pravega.

Preden so se odpravili v naravo, so vedno natanéno pregledali seznam
naprav, s katerimi bodo delali poskuse. Ni se bilo prijetno vracati, saj je
pot kljub hitrim raketnim ¢olnom véasih trajala ve¢ ur. A nikakrsnih
naprav ni bilo v seznamu. “Saj imate ure na roki?” je vprasal profesor
zacudene dijake. “No, potem imate vse, kar potrebujete,” je dejal profe-
sor. “Komur je potekla naroénina na VSEVED, naj vzame s sabo se kak
predpotopni kalkulator.” VSEVED je bila druzba, ki je skrbela za pove-
zavo z globalno zakladnico podatkov GLODAT in globalnim racunskim
vozlom GLORAC, ki je skrbel za racunanje. Dijaki navadno niso placevali
narocnine, saj so ra¢unali doma ali v Soli, v naravi pa so le merili in zbirali
podatke.

Misev raketni ¢oln je bil zadnje éudo tehnike, dobil ga je za rojstni
dan. Iz baze na Zemlji je dosegel geostacionarno orbito v picle pol ure,
od tu pa je lahko dosegel katerikoli planet Osoncja prej kot v enem
mesecu. Koordinate mesta, kjer naj bi se zbrali naslednji dan, je profesor
ze vpisal v Vsevedov sistem. Mis je zvedel, da je to blizu planetoida,
krogle s polmerom kakega kilometra, drugih podatkov pa iz Vseveda
ni mogel izbrskati. O¢itno je profesor podrobne podatke o planetoidu
dijakom zastrl. Odhod MiSevega ¢olna je bil predviden pozno popoldne,
v petnajsturnem poletu je Mis obvezno moral devet ur preziveti v povsem
zatemnjeni notranjosti, da se je do cilja povsem spocil. Preostali cas je
prebil v vesolju in se poganjal z raketnikom od ¢olna in nazaj. Lebdenje
v tej veliki praznini ga je vedno navduSevalo, nekatere njegove sofolce
pa je navdajalo z nepopisno grozo. Ti so potovali v veliki ladji, ki jo je
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profesor najel za dijake brez lastnih raketnih ¢olnov. Na prvi pogled zelo
tvegano dejanje je bilo v resnici povsem varno, saj je ¢oln s svojo pametjo
in biosenzorjem vedno vedel, kje je Mis in bi ga Sel iskat, ce bi razdalja
med njima postala prevelika. O vsem pa je bil seznanjen tudi Vseved, ki
je v skrajni sili posredoval s svojo resevalno ekipo.

Na povrsini planetoida so se ob dogovorjenem ¢asu zbrali dijaki in
se s profesorjem pogovarjali o nalogi, kako izmeriti gostoto tega telesa.
Nekdo je predlagal, da bi kos s povrsine odnesli na Zemljo in tam izmerili
gostoto po Ze znani metodi. To bi se skladalo s pi¢lo opremo, ki so jo dijaki
prinesli s seboj. Seveda to ni bila resitev naloge, saj so morali izmeriti
povprecno gostoto planetoida, ki je znotraj lahko povsem drugacen kot
na povrsini. Merjenje teze kake znane utezi tudi ni prislo v postev, saj
niso imeli vametnih tehtnic, Se posebno pa ne kake zelo obéutljive. Dijaki
so videli, da je tezni pospeSek zelo majhen, saj so vseskozi uporabljali
raketnike, da so se obdrzali na povr§ini. Vsak Se tako rahel poskok je
zadoscal, da so se odlepili od tal in se zaceli dvigati v vesolje. Pospesek bi
lahko izmerili z merjenjem ¢asa, ki ga porabi kamen, da pade na tla, ali
e bolje, z merjenjem ¢asa, ki ga porabi kamen, ki ga vrzemo s povriine
navzgor, da pade nazaj na tla. Hitro pa so ugotovili, da, tudi ¢e bi poznali
pospesek prostega pada na planetoidu, vodi pot do poznavanja gostote Se
preko meritve njegovega polmera, za to pa niso imeli nikakrSne opreme.
Velja namreg, da je teza utezi z maso m enaka gravitacijski sili

m
mg=K—js—,
T

torej imamo za gostoto

M 3M 3¢

V ~ 4nr3  dmer”

Janez je razmisljal takole: ¢e izmerim visino h, do katere pride kamen,

s koraki in izmerim obseg planetoida s prav tako dolgimi koraki, mi njihove
dolzine ni potrebno poznati, saj velja

Q:

Ll
2
in zato
bR
e
kjer je t poloviéni ¢as, ki ga potrebuje kamen, da se dvigne s tal in

spet pade nanje. Poznati moramo torej le razmerje %, pri tem pa se



212 Fizika

dolzina korakov pokrajsa. Profesor je pohvalil Janeza, a meritev viSine s
korakanjem ni bila kar tako izvedljiva. Poskusali so vse mogoce, poskusali
so celo postaviti zivo piramido z izdatno pomo¢jo raketnikov, a meritev
se nikakor ni posrecila.

Nak, samo z uro pa ze ne bo &lo, so sklenili dijaki. Mi3 se je zacel
zabavati s skokom v daljino. Vsak skok je bil zelo dolg, kljub komaj
zaznavnemu odrivu od tal. Nenadoma se je domislil resitve naloge. Kaj
pa, ¢e bi se kot satelit vtiril v orbito, ki je tik nad povrsino planetoida? Na
krozeée telo mora delovati centripetalna sila mw?r, njeno vlogo prevzame

gravitacijska sila n%‘;é‘i, torej velja

2 mM modnr?
mw’r = k—- ==& — -
T 3r

Iz tega pa takoj sledi

g Am

w'=—oKe.
Poznati moramo le w = %—:, to pa gre le z meritvijo ¢asa obhoda takega
satelita fy, kar se da opraviti le z uro. Profesor je prikimal, Petru pa
nekaj ni bilo vse¢c. “To pomeni”, je ugovarjal, “da je obhodna doba takih
satelitov neodvisna od polmera telesa. Tudi ¢ée bi imeli frnukulo, bi jo
droben prasek obkrozil v enakem ¢asu kot to veliko kroglo. To je pa
¢udno!” Profesor je se dodal: “Morda se slisi nenavadno, a je le res.
Krogli morata seveda imeti enaki gostoti.”

Pripravili so tekmovanje. Vsakdo naj bi se pazljivo odrinil od startne
érte in zaplaval okrog planetoida. Zmagovalec bo tisti, ki bo prisel prvi
okrog planetoida. Vsem je bilo jasno, da bo zmagal tisti, ki se bo ravno
prav odrinil in to tako, da bo plaval ves ¢as tik nad povrsino. Prehitre bo
prevec odneslo od planetoida, prepocasni pa se bodo morali dotaknili tal
in se od njih rahlo odriniti, kar podaljsa ¢as obhoda. Uporaba raketnika
je bila med dirko seveda prepovedana. Dijaki so za¢eli mrzli¢no ocenjevati
primerno hitrost. Gostote niso poznali, prav tako ne polmera planetoida.
Mi§ je privzel za gostoto p = 3000 kg/m* in za polmer » = 1 km ter
izracunal cas tgp = 6900 s. Nato je izracunal zacetno hitrost iz enacbe

_ 2@r
= s
Za hitrost v je dobil oceno 1 m/s, kar je hitrost sprehajalca na Zemlji.
Startali so z vzpetinice vsi hkrati. MiSeva ocena krozilne hitrosti je bila
prenizka, saj se je kmalu moral dotakniti tal. Zmagal je Lovro, ki je prispel
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na cilj po 4335 sekundah, to je nekaj manj kot po eni uri in éetrt. Nekaj
dijakov se je toliko oddaljilo od tal, da so za povratek morali uporabiti
raketnik. Iz Lovrovega ¢asa so izrac¢unali gostoto planetoida iz enacbe

3
= Kitd
in dobili rezultat ¢ = 7515 kg/m?. Ker se tudi Lovro pri obkrozanju
nekoliko oddaljil od povrsine, je bil njegov sicer zmagoviti ¢as daljsi od
¢asa tg. lzracunana gostota je bila tako nekoliko manjsa od prave. Dijaki
so sklepali, da je planetoid zgrajen pretezno iz zeleza.

Andrej Likar

DRUGO SREDOZEMSKO MATEMATICNO
TEKMOVANJE

Prof. Francisco Bellot Rosado iz Spanije, eden od dveh predstavnikov
za Evropo v Svetovni zvezi nacionalnih matematicnih tekmovanj, je na
mednarodni matematiéni olimpiadi v Mar del Plati v Argentini julija 1997
dal pobudo za uvedbo matematiénega tekmovanja sredozemskih drzav.
Predstavnikom sredozemskih drzav je predstavil tudi predlog pravil, po-
doben pravilom tekmovanja, v katerem sodelujejo Spanija, Portugalska
in drzave Latinske Amerike. Po prejetih pripombah in usklajevanjih je
bilo vse pripravljeno za preskusno tekmovanje v aprilu leta 1998. Tedaj
so od nasih tekmovalcev prejeli bronasto odli¢je Matija Mazi z Gimnazije
Bezigrad, Tomaz Kosem in Jure Kalisnik s SC Celje — Splosna in strokovna
gimnazija Lava ter Martin Milani¢ z Gimnazije Koper, pohvalo pa Matjaz
Titan z Gimnazije Murska Sobota in Dusan Jan z Gimnazije Tolmin.

Od leta 1999 dalje lahko na tekmovanju poleg sredozemskih drzav
sodelujejo tudi sredozemskim sosednje drzave. V ekipi posamezne drzave
sme uradno sodelovati najve¢ 10 tekmovalcev, drugi reSujejo naloge izven
konkurence. Porocilo o tekmovanju se skupaj z rezultati ter izdelki in pre-
vodi prvo, tretje in sedmouvrséenega tekmovalca poslje posebni skupini, ki
jo trenutno vodi prof. Bellot. Ta nato predlaga seznam tekmovalcev, ki naj
bi prejeli priznanja, predlog pa je sprejet, ¢e se z njim strinja vecina ¢lanov
komisije, v kateri je po en predstavnik vsake sodelujoce drzave. Podoben
postopek je pri izboru nalog: vsaka drzava lahko poslje omenjeni skupini
predloge tekmovalnih nalog, ta jih pregleda in izbere ter poslje ¢lanom
komisije v potrditev. Zanimivo je, da so lahko izbrane tri ali stiri naloge,
¢as reSevanja pa je predpisan (4 ure in pol).
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Kriteriji za podeljevanje priznanj so prece] natanéno izdelani. Ne-
koliko preseneca doloéilo, da ni delitve mest. Ko sestavlja poroéilo o
tekmovanju v svoji drzavi, se mora ¢lan komisije s pomogjo svojih sode-
lavcev pri morebitni delitvi mest odlo¢iti o dosezenem mestu tekmovalca
glede na elegantnost, izvirnost, jasnost ali "¢ednost” posamezne resitve
oziroma izdelka. Zlato odli¢je lahko prejme kveéjemu en dijak posamezne
drzave, srebrno najvec dva in bronasto najveé stirje. Tekmovalec, ki ni
prejel odli¢ja, je pa vsaj eno od nalog pravilno resil, prejme pohvalo.

Ker so naloge relativno tezke, vcasih kar "olimpijskega tipa”, po-
vabimo na to tekmovanje le dijake, ki so v postopku izbora olimpijske
ekipe na prvih desetih do petnajstih mestih. Na drugem sredozemskem
tekmovanju, ki je bilo aprila 1999, so dijaki reSevali naslednje naloge:

1. Ali obstaja kroznica in neskonéna mnozica toc¢k na njej tako, da je
razdalja med poljubnima dvema to¢kama mnozice racionalna?

2. Na ravnini, na kateri je narisan obic¢ajni pravokotni koordinatni sis-
tem, lezi lik s plos¢ino A. Dokazi: ¢e je A > n (kjer je n naravno
stevilo), lahko lik postavimo na ravnino tako, da pokrije vsaj n + 1
tock s celostevilskima koordinatama.

3. Naj bodo a, b in ¢ neniéelna realna stevila, z, ¥ in z pa pozitivna
realna &tevila, za katera velja x + y + z = 3. Dokazi, da velja

31+1+1>:n+y+z
2V a?2 b2 2T 14a? 1406 1427

4.  Oznagimo stranice trikotnika ABC, v katerem je notranji kot pri B
tirikrat veéji od notranjega kota pri A, na obi¢ajni naéin: BC = a,
CA=0bin AB = ¢. Dokazi, da velja

ab?c® = (b* — a® + ac) (a® — b +ac)”.

Na drugem sredozemskem matematicnem tekmovanju je od nasih di-
jakov odlicje sicer prejel le Jure Kalisnik s SC Celje — Sploéna in strokovna
gimnazija Lava, ima pa zlat sijaj. Pohvalo je prejela Irena Majcen z
Gimnazije Bezigrad.

Darjo Felda
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Marijan in Stana Prosén: PRVI POGLED

V zbirki Govorica neba, ki naj bi

na zanimiv in prijeten, a kolikor

se da enostaven in nevsiljiv nac¢in 9_
posredovala znanje astronomije v d

vseh razredih bodoce devetletke, je Masijna ies s Fvinen

izpod peresa avtorjev Marijana iln PRVI POG LED
Stane Prosén nastala prva knjizica Rami st

Prvi pogled. Vsebuje snov, ki je i il ]
predvidena za prvo triletje bodoce e g
osnovne Sole. Avtorja, ki sta se wys f

ze veckrat izkazala z velikim poslu- e

hom, kako astronomske vsebine pri-
blizati najmlajsim, sta se zavedala
starosti bralcev oziroma bolje opa-
zovalcev, zato sta si ucbenik zami-
slila kot pobarvanko in hkrati tudi
kot priro¢nik za ucitelje in starse. s

Kot ucbenik je knjizica dobro 2

zasnovana. Snov je razdeljena na Dzs
posamezna poglavja, vsako obsega
dve strani in je zakljucena celota.
Predstavljena je s prisrénimi ilustracijami Eda Podreke, v katerih nasto-
pajo decek, deklica, bik in pti¢. Kadar nastopajo skupaj, otroka izvajata
vse vaje pravilno, bik pa vedno narobe. Pti¢ igra vlogo opazovalca, pa
tudi ocenjevalca dejavnosti obeh otrok in bika. Ilustracije, ki so samo
delno pobarvane, igrajo dvojno vlogo. Preprosto in nazorno nam pri-
blizajo astronomske vsebine, s svojo hudomusnostjo pa pritegnejo otroke
k opazovanju, barvanju in aktivnemu sodelovanju. Posebnost uébenika je
tudi v tem, da zeli otroke vzpodbuditi in pritegniti k opazovanju narave.
Otroci naj ne bi bili le poslusalci v razredu, temvec¢ naj bi si dolocene
pojave ogledali na prostem in ob tem tudi pridno telovadili.

Kot priroénik za uéitelje in starSe pa ucbenik prinaSa metodiéne
napotke. Prikaze nam cilje in namene dolo¢enega poglavja in nam ponudi
nasvete, kako posamezne dejavnosti izpeljati bodisi v razredu bodisi na
prostem.

Ob koncu nam uébenik ponudi tudi tri preskuse znanja na treh tezav-
nostnih stopnjah. Razveselili se jih bodo tako ucitelji kot starsi, najver-
jetneje pa tudi otroci, saj zelo radi preverijo, koliko so se naugili.

Darja Delaé Felda
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LEONARDO DA VINCI IN FIZIKA

Leonardo da Vinci ni bil fizik, ¢e upostevamo, da se je fizika v danasnjem
pomenu besede zacela s 17. stoletjem. Bil pa je med tistimi zasluznimi
mozmi, ki so fiziki utrli pot.

Gibanje za ozivitev antiénih misli — humanizem in renesansa — se je
zacelo v 14. stoletju v Italiji in je v poltretjem stoletju Evropi prineslo
velike spremembe. Razvilo se je meScanstvo, razrasla obrt, odkrili so
nove dezele in izumili tisk. Pogled na naravo pa se ni spremenil tako
silovito. Se je prevladovala Aristotelova slika iz Getrtega stoletja pred
nasim stetjem. V njej je bil svet loéen na nespremenljivi del za Luno
ter na spremenljivi del pod njo. Sredisce vesolja je bilo sredisce okrogle
Zemlje, okoli katerega so bili razvrsceni elementi zemlja, voda, zrak in
ogenj. V svetu pod Luno je obstajalo poleg gibanja zivih bitij naravno in
prisilno gibanje. Pri naravnem gibanju so se telesa sama od sebe vracala
v naravni red elementov. Za vzdrzevanje prisilnega gibanja pa je bilo
potrebno nenehno delovanje “sile”.

Velike tezave so imeli s prisilnim gibanjem puséic in drugih izstrelkov.
Za vzdrzevanje takega gibanja naj bi bilo potrebno nenehno delovanje
“sile”. To naj bi povzrocal zrak, ki ga je v gibanje najprej spravila puscica.
Potem je puscico v gibanje spravljal zrak, ko je vdrl v prostor, ki ga je
puséica pravkar zapustila. Vendar je pojasnilo nasprotovalo izkusnjam pri
metu kopja in pri potovanju, ko je zrak deloval v nasprotni smeri gibanja.
V 6. stoletju so zaradi tega uvedli dodatno “gibalno silo”, ki jo tetiva da
puséici in ki jo ta potem pocasi izgublja. Tako se je razvil pojem impetusa,
ki je bil z danasnjega gledisca precej meglen. Vseeno v njem lahko vidimo
zasnovo poznejse gibalne koli¢ine, produkta mase in hitrosti telesa.

Dodatek impetusa je Aristotelovi sliki pomagal iz opisane tezave,
toda v 14. stoletju so se zacele kazati druge pomanjkljivosti. Tedaj so
zaceli delati prve poskuse in so si prizadevali njihove izide zajeti s Stevili.
V 15. stoletju so pocasi uvajali merjenje. Precej zaslug za to je imel Nikolai
Cusanus ali Nikolai Krebs (1401 do 1461) iz Kiisa, poznejsi brizinski skof in
kardinal. Trdil je, da se snov vesoljskih teles ne razlikuje od snovi Zemlje.
Zemlja se giblje in v vesolju nima posebnega polozaja. Zvezde so oddaljena
sonca in vesolje nima meje. Stavil je na impetus. Zagotavljal je, da mora
raziskovanje temeljiti na merjenju. Merjenje ali mera — mensura — je po
njegovem mnenju izhajala iz besede mens (razum, misljenje). Posebno
pomembno se je Cusanusu zdelo merjenje teze in tehtnica mu je bila vzor
za merilno napravo. Stehtal je zrak, s tehtanjem platna dolo¢il vlaznost
zraka in s tehtanjem vode, ki je iztekla iz posodice, meril éas gibanja.
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Da Vinci se je naslonil na Cusanusa. Tudi on je zagovarjal enotnost
snovnega sveta in mislil, da so na Luni morja in kopno ter da so tam
razvriceni elementi tako kot na Zemlji. Vedel je, da Luna odbija sonéno
svetlobo in je med prvimi trdil, da ob prvem in zadnjem krajcu del Lune
v senci osvetljuje son¢na svetloba, ki se odbije na Zemlji. Leonardo je
ugotovil, da se pri mirujocih telesih vpliv teze na krajiséu vzvoda zmanjsa,
ko vzvod nagnemo proti pravokotnici. Pri tehtnici z ukrivljenim vzvodom
zato ni pomembna dolzina vzvodov, ampak potencialna dolzina. Zanimal
se je za klanec. Telesi je povezal z vrvjo in ju postavil na nasprotna
klanca. Ugotovil je, da sta v ravnovesju, ¢e sta tezi obratno sorazmerni
s “poSevnostma”, ki pa ju ni podrobno opredelil. Pri tem je spoznal
paralelogram sil. Delovanje skripcev, vzvodov in tehtnic je Leonardo
pojasnil z izrekom o vzvodu. Podobno kot Cusanus je imel vzvod in
tehtnico za zgled vseh mehanicnih naprav.

Raziskovanje gibanja teles je bilo tedaj se v povojih. Da Vinci je
prispeval ve¢ tehtnih misli, ki so prekasale misli njegovih sodobnikov, ne
da bi naredil odlocilen korak. Sprejel je Cusanusov nauk o impetusu.
Ceprav impetus lahko nastane na razliéne naéine, vedno sila povzroéi na
gibajocem se telesu drugo silo, podobno sebi. Po tedanji navadi je da Vinci
razpravljal o vlogi impetusa in teze pri metu navpicéno navzgor. Telo naj
bi se gibalo navzgor, ko impetus preseze tezo, s hitrostjo, sorazmerno z
razliko impetusa in teze. Dviganje naj bi postajalo vse pocasnejse zaradi
zmanjSanja impetusa. Pridruzil se je mnenju, da je pri poSevnem metu
treba loéiti tri dele. V prvem je gibanje prisilno in se izstrelek giblje po
ravni érti. V drugem delu je gibanje sestavljeno, delno prisilno in delno
naravno, in se telo giblje po loku. V tretjem delu je gibanje naravno in
izstrelek pada navpiéno navzdol.

Kot sodobniki tudi da Vinei ni bil dosleden. Dopustil je ¢isto ukri-
vljeno gibanje vodnih curkov, a se v nekem drugem primeru ni drzal
osnovne zamisli, da je vsiljeno gibanje vedno premo. Mislil je, da se telo
giblje po krogu, ko ga spustite, ¢e ste ga prej prisilili v gibanje po krogu.
Vendar se je priblizal misli, da je vsa pot izstrelka ukrivljena in je gibanje
na vsej poti sestavljeno iz “prisilnega” in “naravnega”.

Nekatere da Vincijeve trditve se danes zdijo dokaj nenavadne. Zraku
je pri padanju kamna pripisal dvojno vlogo. V njem naj bi pred padajoc¢im
kamnom in za njim nastal val. Prvi val naj bi gibanje kamna zaviral, drugi
pa spodbujal. Poleg tega naj bi se zrak upiral gibanju kamna, a upor naj
bi zaradi obeh valov ne bil enakomeren. Zato je mislil, da se pri padanju
po zraku telo ne giblje ne enakomerno pospeseno ne enakomerno. Ceprav
so tedaj Ze lo¢ili hitrost in pospesek, ni nihée poskusil padanja povezati s
pospesenim gibanjem.
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Ujet v stare predstave, je Leonardo da Vinci imel nekaj posrecenih
zamisli. Raziskal je trk, ki mu je bil zgled za prisilno gibanje. Trdil je,
da se telo na vodoravni ravnini odbije z enako silo in z enakim kotom.
Gibanje telesa pred odbojem naj bi povzrocal impetus, gibanje po odboju
pa “sila” trka. Za tem je mogoce zaslutiti misel o ohranitvi impetusa.
Da Vinci je trdil, da se impetus pri trku ne izgubi, a je privzel, da je
sestavljeno gibanje omejeno samo na majhno razdaljo po trku. Trk naj
ne bi pripeljal samo do enake nasprotne “sile”, ampak do polnega ali
delnega prenosa “sile” od telesa na telo. V naslednjih sto letih ni nihéce
prekosil tega razmisljanja, v katerem se skriva daljnja slutnja poznejsega
zakona o vzajemnem nucéinku.

Da Vinci se je zanimal za gibanje po zraku, Se posebej za let. Narisal
je, kako pada kocka, ki se prevraca, in dostavil, da teziSce ostane na
navpicni premici. Trdil je, da je let stabilen, ce je teziste pred pri-
jemalis¢em upora. Kot kaze, je prvi uporabil teziSée pri obravnavanju
gibanja.

Leonardo da Vinci je raziskoval lok in samostrel ter gibanje puscice.
Trdil je, da bi puséica dosegla veliko hitrost, ée bi jo izstrelili z dirjajocega
konja in bi v tistem trenutku Se vrgli lok naprej. Razmisljal je o seStevanju
hitrosti in o tem, ali obstaja pri tem kaka zgornja meja. Zamislil si je
velikanski lok, ki bi ga napeli z vitlom, in uvidel, da se zaradi povecanja
pojavijo tezave. Na vodoravno tetivo je obesal utezi in ugotovil, da se
pritrdiSée ni znizalo sorazmerno s povecanjem teze. Opazil je, da se pri
napenjanju loka del ogrodja nategne, drugi del stisne in da je med deloma
plast, ki ni ne napeta ne stisnjena.

Da bi razumel delovanje strojev, je da Vinci raziskal trenje. Pri tem
je uporabil silomer, kakrsnega so uvedli sele v 18. stoletju. Narisal je
podobno mizo, kot jo je za raziskovanje trenja v 18. stoletju uporabil
Charles de Coulomb. Raziskal je trenje pri drsenju in pri kotaljenju ter
pri slednjem opazoval odvisnost od polmera. Ugotovil je, da je trenje
pri drsenju odvisno od obdelave ploskev in sorazmerno z bremenom, a
neodvisno od povrsine dotikalne ploskve. Lenoardo je vpeljal koeficient
trenja kot razmerje med silo, ki je potrebna za premikanje po vodoravni
podlagi, in bremenom. Pri zglajenih povrsinah je dobil zanj %7 kar je
dober priblizek pri trenju trdega lesa po trdem lesu, brona po jeklu in
nekaterih drugih snoveh, s katerimi je delal poskuse.

Pozneje je Leonardo da Vinci raziskal trenje v strojih, ki je bilo tedaj
zelo nadlezno, ker so se zaradi njega vrteéi se deli hitro obrabili. Ugotovil
je, da se kovina okoli vodoravne osi ni vedno najbolj obrabila v navpiéni
smeri, ampak je bila smer obrabe odvisna od smeri bremena. Ker se je
obrabila tudi os, je postajala odprtina vse ve¢ja. Poskusil je os mazati
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Slika 1. Krogli¢ni lezaj z vencem na da Vincijevi risbi.

z oljem, ki je iztekalo iz posodice, a ugotovil, da nastali drobci kovine
zamadijo dovod olja. Iskal je moznosti za zmanjsanje obrabe. Tako je
opisal lezaj s “kovino za zrcala iz treh delov bakra in sedem delov kositra”.
Pri tem je bilo mogoce s ¢eljustmi zmanjsati odprtino, ko se je os obrabila.
Take lezaje z mehko lezajno kovino so predlagali skoraj dvesto let pozneje.
Leonardo je priel tudi na misel o krogliénih in valjénih lezajih. Krogle
in valje so Ze prej uporabljali za zmanjsanje trenja, a v stroje so lezaje
uvedli sele okoli leta 1900. Z valjénimi lezaji je da Vinci izboljsal delovanje
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vitlov. Trdil je, da se krogle ali valji v
lezaju ne smejo dotikati med seboj, in
je na risbi krogliéni lezaj opremil z ven-
cem. Posebno posrecen je bil predlog za
navpi¢no os s stoz¢astim krajiséem in s
tremi kroglicami ali stozci. Pred osem-
desetimi leti so podoben lezaj uporabili
v vrtavki.

Leonardo da Vinci je razmisljal o
zobeh zobatih koles in ugotovil, da so
glede trenja najboljsi cikloidni zobje,
kar so ponovno odkrili dvesto let po-
zneje. Narisal je ve¢ naprav z Arhi-
medovim “neskonénim vijakom”, ome-
nil njegove prednosti pri gradnji ur in
predlagal novo vrsto zob, kakréne so
vpeljali v 18. stoletju. lzumil je tra¢no
zavoro, s katero je povecal trenje. Raz-
iskoval je pogon z vrvmi in ugotovil, da  Slika 3. Najboljga oblika zob zobatih
je mmogo manj hrupen kot gibanje koles  koles.
in vreten. Na nekaterih risbah je vrvi
zamenjal z jermeni in nakazal moZnost za nekaj novih naprav. Med
njimi je bil tudi blazilec sunkov, ki naj bi zavrl éloveka pri padcu z
visine. Prepleteni klini naj bi s trenjem zmanjsali hitrost, na dnu pa
naj bi bala volne dokonéno ublazila padec. Raziskovanje trenja je da
Vincija prepricalo, da ni mogo¢ perpetuum mobile in vzkliknil: “O, tisti,
ki razmisljate o vetnem gibanju, koliko utvar ste zaman ustvarili v tem
prizadevanju?”

V optiki je da Vinci omenil steklo, s katerim je opazoval povecano
Luno. Zapisal je, da je potrebno za opazovanje narave planetov odpreti
streho in speljati sliko planeta na konkavno zrcalo. Slika planeta, ki se
odbije na zrcalu, pokaze zelo povecano povrije planeta. Upostevajte,
da je prvi nebo opazoval z daljnogledom Galileo Galilei leta 1609, prvi
daljnogled z ukrivljenim zrcalom pa je okoli leta 1671 izdelal Isaac Newton.
Da Vinei je tudi pojasnil nastanek slike v cameri obscuri in je raziskoval
delovanje ¢loveskega ocesa.

Da Vincija je zanimala tudi hidravlika, izumil je merilnik visine gla-
dine in narisal Stevilne nacrte za kanale. Razmisljal je o vplivi Lune na
plimo. Mislil je, da so pojavi kot zvok, svetloba, toplota, magnetizem, vonj
osnovani na “nihajocem gibanju”. Dotaknil se je dolgotrajnih sprememb
na povrsju Zemlje, npr. nastanka kontinentov. Domneval je, da okamenele
skoljke dale¢ od morja pricajo o premikanju zemeljskih skladov.
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Leonardo da Vinci je nastopal proti praznoverju in se zavzemal za
poskuse: “Poskus je bil ucitelj tistih, ki so dobro pisali, v vsakem primeru
je moj unéitelj.” Poskusu je namenil temeljno vlogo, saj je imel modrost
za héi poskusa. Razmisljal je o poti od poskusa do znanstvene posplositve
in se zavedal moznosti, da nas éuti lahko prevarajo. Zato je treba poskus
ponoviti v spremenjenih okolis¢inah: “Preden izpelje§ iz posameznega
primera splosni zakon, ponovi poskus dvakrat ali trikrat, [da ugotovis], ali
povzroéijo eni in isti poskusi ene in iste uéinke.” Zagotovil je, da je poskus
veliko boljsi kot razmisljanje in u¢enje iz knjig, a hkrati opozoril: “To
imenujemo praksa, toda upostevaj, da naj bo pred tem teorija.” Vseeno
v Leonardovi zapuscini ni najti teorij.

Omeniti moramo $e druge da Vincijevih dejavnosti. Imel je zelo
natanéno oko in osupljive risarske spretnosti. Boljse slike valov na vodni
gladini in zraénih mehurckov v vodi, kot jih je narisal, so dobili sele s
hitrimi filmskimi kamerami. Na vprasanja, ki si jih je postavil, je pogosto
odgovarjal z risbami. Pri tem so ga pritegnila nova vprasanja, na katera
je naletel. Posvetil se jim je, preden je prejsnja do kraja resil. Na eni
strani je tako $iril krog zanimanja, a mu je na drugi zmanjkovalo ¢asa.

Slika 4. Prenos s polzem.
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Za danasnje pojme je bil Leonardo da Vinci presentljivo vsestranski.
Ukvarjal se je tudi z umetnostjo in tehniko, ki ji gre v njegovem delu
pomembno mesto. Zanimalo ga je delovanje strojev. Med prvimi, ce
ne prvi, je spoznal, da stroje sestavljajo preprosti deli. Narisal je veliko
naprav in strojev, povezanih z naravoslovnimi spoznanji. Njegovi naérti
pa so bili dokaj odmaknjeni od tedanjega zanimanja in moznosti. Poleg
tega je nacrte skrival. Bil je levicar in je pisal v zrcalni pisavi, ki jo je tezko
brati. Danes poznamo ve¢ tiso¢ Leonardovih tehniskih in naravoslovnih
risb, le nekaj desetin umetniskih slik in nekaj sto umetniskih risb.

V da Vincijevem ¢asu med matematiko, naravoslovjem, tehniko in
umetnostjo Se ni bilo tako izrazitih meja kot danes. Vendar se je lo¢evanje
ze zacelo in ni jih bilo veliko, ki bi obvladali ve¢ dejavnosti hkrati. Da
Vinci je bil gotovo eden slednjih.

Pomena beznih ali nejasnih predlogov ni lahko oceniti. Zato se sodbe
o pomenu da Vincijevih tehniskih risb precej razlikujejo. Eni zagotavljajo,
da njegovi naravoslovni rokopisi niso bili znani do konca 18. stoletja. Vrhu
odkril skoraj vse sodobne naprave od oklepnega vozila do strojnice, od le-
tala do helikopterja, od vodne turbine do parnega stroja in od daljnogleda
do racunalnika. Najbrz je pravi odgovor med obema skrajnostma.

Vecina danasnjih naravoslovcev in precej tehnikov sprejema stalisca,
da gre pretezni del zasluge tistemu, ki zamisel izpelje ali nalogo dokonéno
resi, in le manjsi del tistemu, ki reSitev nakaze. Da Vincijeva risba, ki
je na glasu kot zasnova helikopterja, se od pravega helikopterja bistveno
razlikuje, in to velja tudi za veéino drugih risb. Kljub takim pomislekom
pa izstopa da Vincijeva vsestranskost in zbujata obéudovanje stevilo in
raznovrstnost njegovih predlogov. Posebno imenitna je ugotovitev “to so
naredili stoletje ali dve pozneje”, ki smo jo tudi mi velikokrat ponovili.
Zaradi vsega tega Leonarda da Vincija upraviéeno Stejemo za enega od
ljudi, ki so odlo¢ilno sooblikovali iztekajoce se tisocletje.

Janez Strnad

TRIKOTNIKA

Dana sta dva trikotnika. Stranice prvega merijo 10, 13 in 13 enot, stranice
drugega pa 24, 13 in 13 enot.

Premisli, kateri od trikotnikov ima veé¢jo ploséino, ne da bi plodéini
tudi izracunal.

Dragoljub M. Milogevié
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SATOVIJE

Ce se sprehajamo po (neskonéni) kvadratni mrezi v ravnini, ni tezko
ugotoviti, kdaj nas dva sprehoda pripeljeta do istega polja mreze. Ce
z S (sever) oznacimo premik navzgor, z J (jug) premik navzdol, z V
(vzhod) premik v desno in z Z (zahod) premik v levo, lahko vsak sprehod
predstavimo kot zaporedje érk 8, J, V in Z. Sprehoda s skupnim zacetkom
nas pripeljeta do istega polja mreze natanko tedaj, ko je razlika med
stevilom S-ov in J-jev v prvem zaporedju enaka tej razliki v drugem
zaporedju (enak premik v navpiéni smeri), hkrati pa je tudi razlika med
stevilom V-jev in Z-jev v obeh zaporedjih enaka (enak premik v vodoravni
smeri).

Se zanimivejsi so sprehodi po Sestkotni ravninski mrezi (gleJ sliko).
7 vsakega polja take mreze gremo lahko v Sest smeri: S (sever), J (jug),
SV (severovzhod), SZ (severozahod), JV (jugovzhod) in JZ (Jugo&ahod)
Sprehod lahko zopet opiSemo z zaporedjem ¢érk S, J, V in Z (pri ¢eme
mora pred vsakim V-jem in Z-jem stati ¢rka S ali J )

Vasa naloga je, da v enem od priljubljenih programskih jezikov na-
pisete funkeijo, ki bo ugotovila, ali nas dva sprehoda po sestkotni mrezi,
ki se zaéneta na istem polju mreze, podana pa sta z zaporedjem ¢rk S, J,
V in Z, pripeljeta na isto polje mreze. Sprehoda SVSVSZJZ in S nas npr.
pripeljeta do istega polja, sprehoda SVJIVS in SSV pa ne (glej sliko).

Martin Juvan
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Zanimivosti — Razvedrilo
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STEVILSKI UGANKI

V prazna okenca posamezne sheme vpisi po eno desetisko stevko tako, da

bo za nastala stevila veljalo:

1. Nobeno veémestno stevilo se ne zacenja s stevko 0.

2. Pravilni morajo biti vsi rac¢uni, nakazani v vodoravnih vrsticah; ope-
racije izvajamo vedno od leve proti desni.

3.  Stevila pod vodoravno érto so vsote stevil v stolpcu nad njimi.

a)

+ L] = [I3]e]

b)

Il
i

Marija Vencelj

IZLUSCI IN DOKAZI PRAVILO — Resitev s str. 145

Ce izracunamo vrednosti izrazov v posameznih vrsticah, dobimo zapored
vsote 1, 2, 3 in 4.

Rezultati porode domnevo, da splosneje velja

2n—1
> (=) k@n— k) =n.
k=1
Trditev je pravilna, kar potrdimo s popolno indukcijo:
1. Za nekaj zacetnih vrednosti n smo pravilnost trditve uvideli ob po-
stavljanju domneve.
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2. Naj trditev velja za naravno Stevilo n. Ob tej predpostavki izracu-
najmo vrednost leve strani zgornje enacbe, kjer namesto n vstavimo
n+ 1:

2n41
> () k@En+2—k) =
=l
2n-1 2n+1
=Y (-)*k@n+2-k)+ Y (1) k(@n+2-k) =
k=1 k=2n
2n-1 2n-1
= Z k(20 — k) +2 ) (—1)F e+
k=1
‘211—‘,—].
+ Y (-)**k@n+2-k)=A+B+C.
k=2n

Z A, B, C smo zapored oznacili posamezne delne vsote med zadnjima

enacajema.

Po indukcijski predpostavki je A = n. Nadalje je B =2(1 —-2+3 —

—44...x(2n-1))=2(1+(n—-1))=2nin C=—-2n(2n+2—

—2n)+ (2n+1)2n+2—-2n—1) = —2n+ 1.

Zato je A+ B+ C = n+ 1, kar potrjuje pravilnost nase domneve.
Marija Vencelj

DOPOLNI RACUN - Resitev s str. 131

Srednji od delnih produktov se konc¢uje z 12, zato je zadnja Stevka prvega
faktorja enaka 6 in druga 0 ali 5. Ker je druga Stevka prvega delnega
produkta enaka 3. sledi, da je prva stevka drugega faktorja enaka 3 in
druga stevka prvega faktorja 5. Nadaljevanje je preprosto in resitev ena
sama:

456 x328
1368
g1 2
3 6 48
1495 68

Marija Vencelj
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NALOGE O ELIPSAH IZ JAPONSKIH
TEMPLJEV — Resitve s str. 146

1. Z afino transformacijo s koe-
ficientom a/b in nosilko velike
polosi elipse kot premico ne- ‘
gibnih tock, prevedemo podani
problem na problem o rombu,
ocrtanem kroznici. Njegove di-

menzije so oznacene na sliki na
desni.

Ce dvakratno ploséino naj-
veCjega narisanega pravokotne-
ga trikotnika izrazimo na dva
nacina, dobimo

a tV2 V2 o tv3\° |, (tv3\
2 2 Wil 2 ) T :

Od tod sledi naslednja zveza med a, b in #:
2 = 2(a® + b?).

Naloga zahteva iskanje celostevilskih resitev te enacbe. Enacbo torej
obravnavamo kot diofantsko ena¢bo. Posredno so torej sangaku problemi
povezani tudi z drugimi podro¢ji matematike, v tem primeru s teorijo
stevil. '

Zgornjo diofantsko enacbo resimo takole: opazimo, da mora biti ¢
sodo &tevilo, in ga lahko izrazimo kot ¢ = 2w, kjer je w celo stevilo.
Dobimo ena¢bo a? + b = 2w?, ki jo prevedemo z zamenjavo a = u — v,

= u+ v v enacbo u? + v? = w?. Stevila u, v, w torej sestavljajo pitago-
rejsko trojico.

Zgornjo zamenjavo smemo uporabiti, saj je ekvivalentna trditvi, da
sta u = %b, = b_T“ celi Stevili, ¢e sta a, b celosteviléni resitvi enache
a? + b? = 2w?. To pa je res, saj sta v tem primeru obe stevili a, b bodisi

sodi bodisi lihi.



Resitve nalog

229

2. Sprva kaze, da je ta naloga zah-
tevnejsa, in da je ne bo mo¢ resiti
na ze omenjeni naéin, saj z afino
transformacijo ne moremo obeh
elips hkrati pretvoriti v kroznici
— ko ena postane kroznica, druga
postane se bolj ekscentricna elipsa.
Vendar vtis vara. Za reSitev naloge
sploh ne potrebujemo obeh elips.
To spoznamo takoj, ko narisemo
diagonalo kvadrata, ki poteka med
elipsama (in se obeh dotika):

VN

C

Ocitno zadosca, ¢e transformiramo samo zgornjo polovico kvadrata.
Spodnjo dobimo z zrcaljenjem glede na diagonalo. Uporabimo transfor-
macijo s koeficientom a /b in nosilko velike polosi zgornje elipse kot premico

negibnih tock.

B

A

-
\

Q

P

Cr

Na sliki smo dodali trikotnik RWT, saj bo zelo koristen.
Vpeljimo oznaki RS =z, ST =y. VeljaTV =a+y =1, PR =

13

=a+x = §m, torej je x = ym — a, y = | — a. Sedaj lahko trikotniku
RWT izracunamo stranice: RW = a—x = 2a—§m, WTI' = a—y = 2a—I,
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RT = x +y = §m + 1 — 2a. Pitagorov izrek nam da
2 -
(%m+! - 2.‘1) 5= (211— %m) + (2a =12

Ko ta izraz uredimo, dobimo ab = %ml, in od tod

abm = %ﬁml i

To dokazuje zacetno trditev, saj je abr ploicina elipse.

3. Tokrat smo dani pravokotnik in elipso ter romb in kroznico, ki ju
dobimo iz njiju z afino preslikavo s koeficientom a/b, ki ohranja veliko
polos elipse, narisali na isto sliko.

BJ’

D’

Ce zapisemo AF - ED = FD - CE v obliki AF: FD = CE : ED,
vidimo, da zadoséa dokazati vzporednost premic AC in EF. Ker trans-
formacija, ki smo jo uporabili, ohranja incidentnost in vzporednost, je
zadosti dokazati, da je A'C" vzporedno E'F’. Ta trditev pa o€itno drzi,
saj velja A'F' = C'E’ in F'D’' = E'D':
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Bi’

o

Karmela Milutinovié

DVA FAKTORJA BREZ NICEL — Resitev s str. 159

Pot do resitve je presenetljivo preprosta. Iz prastevilskega razcepa danega
Stevila

1000 000 000 = 109 = 29 . 59

sledi, da je poljubni delitelj tega Stevila oblike 2'57, kjer sta 7 in j bodisi
0 bodisi naravni stevili od 1 do 9. Kakor hitro je 1 # 0 in j # 0, je delitelj
deljiv z 10 in ima v svojem desetiSkem zapisu vsaj eno ni¢lo. Edina
moznost za iskani razcep je torej 10° = a - b, kjer je a = 2% in b = 5°. Ker
nobeno od stevil 27 = 512 in 57 = 1953 125 v svojem desetiskem zapisu
nima niéle, ta razcep tudi resi naso nalogo:

1000000000 = 512-1953125.
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Opomba. Posebej zanimiva je splosnejsa naloga: Katere potence stevila
10 lahko zapisemo kot produkt dveh takih naravnih stevil, ki se po de-
setisko zapiseta brez nicel?

Pot do odgovora lahko uberemo takole: Najprej poiscemo take ekspo-
nente n, da potence 2" v desetiskem zapisu nimajo stevke 0, nato pa med
pripadajo¢imi potencami 5" poiséemo tiste, ki se tudi zapisejo brez nicel.
Med eksponenti, manjsimi od 100, ustrezajo pogojem naloge le nekateri,
in sicer:

n=1,23,45,6,7 9, 18in 33.

Po podatkih, ki so mi bili pri pisanju tegale sestavka na voljo, doslej se
niso nasli takega eksponenta n > 86, da bi bil desetiski zapis potence 2"
brez stevke 0. Ce ima kdo od bralcev (ratunalnikarji!) bolj svez podatek
z drugaénim rezultatom, prosimo, da nam ga posreduje. Seveda pa je
verjetnost, da bi tudi pripadajoca potenca stevila 5 ne imela nicle v zapisu,
izredno majhna.

Marija Vencelj

PORAVNANI KAZALCI - Resitev s str. 131

Polozaj kazalca na uri je doloéen s kotom (recimo, da ga merimo v radia-
nih, éeprav to pri nadaljnjih racunih ne bo bistveno), ki ga kazalec oklepa
z navpic¢nim poltrakom iz sredis¢a ure: ob enih je ta kot &, ob dveh % itn.

Izracunajmo, pri katerih kotih se urni in minutni kazalec ujameta.
Upostevati moramo, da se minutni kazalec premika dvanajstkrat hitreje
od urnega: urni se premakne za kot %, minutni pa medtem naredi polni
krog, torej se zasuce za kot 2w. Naj bo k stevilo polnih krogov, ki jih
pred poravnanjem naredi minutni kazalec, in ¢ € [0, 27) kot, ob katerem
se kazalca ujameta. Potem je

12p=k-2n+ .

Torej
k
p = ﬁ <27,
Razliéne kote dobimo za vrednosti &k = 0,1,...,10. Pri k = 11 imamo

@ = 2m, torej urni kazalec naredi cel krog, minutni pa enajst krogov in

Se enega, tako da sta oba kazalca ponovno poravnana v navpiéni legi (kot
pri k = 0).
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Ker je sekundni kazalec Sestdesetkrat hitrejsi od minutnega, na enak
nacin izraéunamo, da sta sekundni in minutni kazalec poravnana za kote

E [
29 27, £=0,1,...,58.

Sedaj lahko hitro odgovorimo na vprasanje (a). Ker sta stevili 11 in
59 tuji, so vsi trije kazalci poravnani le za k = £ = 0, torej le ob polnoé¢i
(in Se opoldne).

Odgovor na vprasanje (b) zahteva nekaj racunanja. Za kote %’-‘f’»
k= 0,1,...,10, moramo izracunati, katere case predstavljajo. Najprej
kot pretvorimo v sekunde. Polovici dneva ustreza kot 27, hkrati pa ima
to obdobje 12 - 60 - 60 = 43200 sekund. Izrazeni v sekundah nas torej
zanimajo ¢asi %. Pretvoriti jih moramo v ure, minute in sekunde,
ostanek pa zaokroziti na najblizjo stotinko. Tule je program v C-ju, ki
opravi opisane izra¢une:

#include <stdio.h>
#include <math.h>

int main(void)

1{
double cas; /* celotni tas v sekundah */
int ure, minute; /* ure in minute */
double sekunde; /* sekunde s stotinkami */
int k;

for (k = 0; k < 11; k++) {
cas = 43200.0 * k / 11; /% Zas, ki pripada kotu 2k pi/11 */
ure = cas / 3600.0; /* pri prirejanju odreZemo decimalke */
cas = fmod(cas, 3600.0); /* celotni Zas z odStetimi urami */
minute = cas / 60.0;
seltunde = fmod(cas, 60.0);
printf(

"%2d. ujemanje: %2d:%02d:%05.2f\n",

k + 1, ure, minute, sekunde

);

}

return 0;

¥

Pri ra¢unanju smo si pomagali s funkeijo fmod iz knjiznice math.h. Funk-
cija vzame dve realni stevili in vrne ostanek pri deljenju prvega stevila z
drugim (kvocient izra¢una v celih tevil, in sicer tako, da ima ostanek enak
predznak kot prvo stevilo). Program naredi naslednji izpis, ki predstavlja
odgovor na vprasanje (b):



cla.

, pat pa ni
Martin Juvan

Resitve nalog

0:00:00.00
1:05:27.27
2:10:54.55
3:16:21.82
4:21:49.09
5:27:16.36
6:32:43.64
7:38:10.91
8:43:38.18
9:49:05.45

10:54:32.73

KRIZANKA “ODKRITJA TISOCLETJA” —

Upam, da ste opazili, da sem se pri izpisu ¢asov malce potrudil.
Resitev s str. 160

Ce ima ¢as manj kot deset minut, sta za izpis minut vseeno porabljeni

dve mesti, pri éemer na prvem mestu ni izpisan presledek
Torej 1:06:27.27 inne 1:5:27.27 ali 1: 5:27.27. Podobno je pri izpisu

sekund.

1. ujemanje:
2. ujemanje:

3. ujemanje:
4. ujemanje:
5. ujemanje:
6. ujemanje:
7. ujemanje:
8. ujemanje:
9. ujemanje:
10. ujemanje:
11. ujemanje:
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35. DRZAVNO TEKMOVANJE ZA ZLATO
VEGOVO PRIZNANJE

V soboto, 15. maja 1999, se je 207 sedmosolcev in 330 osmoSolcev, ki so se
na podroénem tekmovanju najbolje odrezali, zbralo v Ljubljani, Mariboru,
Celju, Kopru, Novi Gorici in Novem mestu na drzavnem tekmovanju
slovenskih osnovnosolcev v znanju matematike.

Zlato Vegovo priznanje je osvojilo 69 sedmosolcev in 111 osmosolcev,
prejeli pa so ga sedmosolei, ki so osvojili vsaj 16 od 25 moznih tock, in
osmosolci, ki so osvojili najmanj 19 od 25 moznih tock.

Drzavna tekmovalna komisija, ki jo je vodila prof. Terezija Uran, je
pripravila naloge, pregledala re§itve in dolo¢ila kriterij za podelitev zlatih
Vegovih priznanj. Tekmovalci so reSevali naslednje naloge:

7. razred
1.  Vrednost izraza
(0 Uy, (Y

je 12,5 % nekega Stevila. Katerega?

2.  Mojca je nakupovala v stirih razliénih trgovinah. V vsaki trgovini
je zapravila 1000 tolarjev ve¢ kot polovico zneska, ki ga je imela pri
sebi, ko je vstopila vanjo.

Koliko denarja je imela na zacetku, ¢e je za nakupe porabila ves
denar?

3. Ulomek % zapisi kot vsoto dveh ulomkov, katerih imenovalca bosta
5 in 22, Stevca pa naravni stevili.

4, Nasliki je prikazan cestni ovinek.
Koliko kvadratnih metrov asfalt-
ne prevleke je na ovinku, ce je
cesta Siroka 10 m (AC = BD =
=55 m)?

5. Enakokrakemu trapezu s plos¢ino 12 em? vértamo krog s premerom
3 cm.
Izracunaj obseg tega trapeza.
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8. razred

1. Graf linearne funkcije y = %1: — 4 seka abscisno os v tocki M, graf
funkeije y = —%:r + 6 pa ordinatno os v tocki N. Grafa se sekata v
tocki P.

a) Narisi grafa funkeij in doloéi koordinate tock A, N in P.

b) Izracunaj ploscino stirikotnika OMPN (O je koordinatno iz
hodisée).

¢) lzracunaj dolzino daljice M P.

2. Koliksna je vsota vseh lihih stevil med 56 in 3647

3. Miha je sodeloval na matematiénem tekmovanju. Resiti je moral 20
nalog, ki so bile razdeljene v dve skupini. V prvi skupini je bilo
10 nalog, za vsak pravilni odgovor je dobil 4 tocke, za nepravilnega
je izgubil 2 tocki. V drugi skupini je vsak pravilni odgovor prinesel
6 tock, za nepravilnega pa je izgubil 3 toéke. Miha je reSeval vseh
20 nalog. Iz prve skupine je pravilno resil dvakrat toliko nalog kot iz
druge in skupaj dosegel 34 tock.
Koliko nalog je Miha pravilno resil?

4. Skica prikazuje vhod v predor. V predoru
je 128,52 miligramov zveplovega dioksida,
v vsakem kubiénem metru zraka ga je
0,04 miligrama.
Izracunaj dolzino predora.

=]

5. Plos¢ino in obseg osencenega lika izrazi z
a. Dobljena izraza poenostavi.

ol
R

a
Aleksander Potocnik
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19. DRZAVI\TO TEKMOVANJE IZ FIZIKE ZA
OSNOVNOSOLCE'

Teoretiéne naloge za 7. razred

1. Supertanker z imenom Globtic London tehta 220 tiso¢ ton, kadar je
prazen, in lahko prepelje 440 tiso¢ ton nafte, kadar je poln. Pred-
postavi, da je njegova oblika kvader z dolzino 380 m, Sirino 60 m in
vigino 40 m (slika 1).

a) Kako globoko pod morsko gladino ’j—"‘““’
je dno tankerja (gostota morske
vode je 1,02 kg/dm?), kadar je tan-
ker prazen?

b) Kako globoko pod morsko gladino
je dno tankerja , kadar je le-ta poln?

¢) Za koliko se spusti ali dvigne dno :
polnega tankerja, ko le-ta zapluje v sika 1. Shematska slika tan-
reko? kerja Globtic London.

——

2.V toplotno izolirano posodo, v kateri se nahaja mesanica ledu in vode,
potopimo grelec z mocjo 1000 W. Grelec vkljucimo ob ¢asu t = 0 (glej
diagram). Vodo v posodi ves ¢as pocasi mesamo, da je temperatura
povsod enaka. Vsako minuto odéitamo temperaturo v posodi in jo
vinesemo v diagram.

a) Koliko je bilo v posodi ledu, preden smo vklopili grelec?
b) Izracunaj maso vode v posodi ob koncu opazovanja?

TEC]

[ R e

r . . —» t[min]
1 2 3 4 5
Slika 2. Odvisnost temperature vode v posodi od casa.

! Naloge in resitve lahko najdete tudi na internetu
http://pef.pef.uni-1j.si/bojang/
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3.

Gladko kroglo postavimo v vogal, kot kaze slika. Pravokotno na njeno
povrsino pritisnemo s silo F, ki oklepa z vodoravnico kot 45°.

a) Sila, s katero pritisnemo kroglo, F
je enako velika kot teza krogle.
Koliksno je razmerje med silo na 45"

steno in silo na tla?
b) Kolikéno je to razmerje, ¢e je sila

na steno enaka tezi krogle?
Kadar je povrsina gladka, so sile, ki se
pojavljajo ob stikih z drugimi ravnimi
povrsinami, vedno pravokotne nanje.
Nalogo lahko resis z naértovanjem. Ce
raje racunas, si lahko pomagas z zve-  Gjika 3. Na kroglo v vogalu pri-
zami, ki veljajo v kvadratu. tiska sila F.

Eksperimentalni nalogi

4.

Eksperimentalno ugotovi in grafiéno predstavi, kako na gibanje ploce-
vinke v kartonasti dolini vpliva koli¢ina riza v plocevinki. Odvisnost
razlozi z energijskim zakonom.

Potrebscine: kartonasta dolina z merilom, plo¢evinka z zamaskom,
posoda z rizem, papirnati lijak, plasticna zlica.

Navodilo

tako, da nastane kartonasta dolina. Na kartonski trak je prilepljeno
merilo. Plo¢evinko polozi na pobocje doline na zacetek merila in jo
izpusti. Kotali se iz enega na drugo pobocje, dokler se ne ustavi na
dnu doline.

Vsuj v ploéevinko merico riza in poskus ponovi. Poskus poteka
drugace kot s prazno plocevinko.

a) Narisi graf: na abscisno os nanaSaj koli¢ino riza, merjeno v
zlicah; na ordinatno os nanasaj oddaljenost od sredine doline,
na kateri se ploéevinka po prvem spustu ustavi (preden se zaéne
vracati v dolino). Zacni s prazno plocevinko. V ploéevinko
dodaj vsakic po dve zlici riZza in si pri tem pomagaj s papirnatim
lijakom. Zadnjo meritev izvedi s polno ploéevinko.
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b) Ugotovi, pri kolikéni koli¢ini riza (merjeno v zlicah) se plocevinka
kotali najbolje in pri koliksni najslabse.

¢) Razlozi energijske spremembe od trenutka, ko spustimo plo¢evin-
ko z rizem iz najvi§je lege, do trenutka, ko se po prvem spustu
ustavi (preden se zaéne vracati v dolino). Razlozi izmerjeno
odvisnost.

5.  Umeri teko€inski termometer. Ugotovi, kolikdno temperaturo pred-
stavlja rdeca oznaka na cevki.

Potrebséine: grelna plosca, erlenmajerica s cevko, §toparica, alkoholni
flomaster, merilo.

Navodilo
Najprej na list, ki ga bos oddal, vpi§i oznako termometra (érke A-K).

Ko se tekocina segreva, se razpenja. Povetanje prostornine lahko
izkoristimo za merjenje temperature. Erlenmajerico, z vstavljeno
stekleno cevko in napolnjeno s tekoéino, uporabimo kot tekocinski
termometer.

Tekocinski termometer postavi na segreto ploséo grelnika in spremljaj
dvigovanje visine gladine 10 minut. Termometer dobi od grelnika
vsako sekundo 100 J toplote. Izgube so Ze upostevane. Specifiéna
toplota termometra je 3500 J/kgK, njegova masa pa je izpisana na
termometru. Termometra ne odpiraj! Delaj pazljivo, da se ne opeces
ali poparis!

a) Narisi graf, kako se s ¢asom spreminja visina gladine v cevki.

b) Narisi graf, kako se s ¢asom spreminja temperatura tekoéine v
erlenmajerici, ¢e je bila na zacetku temperatura tekoéine enaka
22°C.

¢) Ugotovi, kolikéno temperaturo predstavlja rde¢a oznaka na skali
termometra.

Teoretiéne naloge za 8. razred

1. Na zaslon posvetimo z rde¢im in rumenim reflektorjem. Na zaslonu
vidimo sliko la. Nato postavimo pred reflektorja neprozorno kroglo.
Ce je prizgan samo rdeéi reflektor, vidimo na zaslonu sliko 1b. Ce je
prizgan samo rumeni reflektor, vidimo na zaslonu sliko 1lc.



240

Tekmovanja

Na sliko 1d na prilozenem listu s priloZenimi barvicami (rdeco, ru-
meno, oranzno in érno) narisi, kaksen je videti zaslon, ¢e sta prizgana
oba reflektorja. List oddaj skupaj z ostalimi nalogami.

Slika 1. Zaslon, na katerega svetita a) rumeni in rdeci reflektor, b) sveti samo za-
sencen rdeéi, ¢) sveti samo zasencen rumeni in d) svetita oba zasencena reflektorja
z oznacenimi polji.

Vezje, ki je sestavljeno iz treh enakih upornikov po 100 2 in enega
upornika za 200 €1, priklju¢imo na baterijo za 21 V (slika 2a). Upori
zic so zanemarljivi, prav tako notranji upor baterije.

4
o
i"
! ! 100 02 - 100 ©
o o
21V
a) b)

Slika 2. Vegji stirih upornikov in baterije.
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a) Koliksna je napetost med to¢kama 1 in 2 oziroma 1 in 37
b) Koliksen je tok I;7
Nato vezje nekoliko spremenimo (slika 2b).
c) Koliksna je napetost med tockama 1 in 4 oziroma 1 in 57
d) Koliksen je tok I5?
3. Avto, ki tehta 1000 kg, pelje po gorski cesti. Na prvem diagramu
je prikazana hitrost avtomobila, v odvisnosti od ¢éasa. Na drugem

diagramu je prikazana nadmorska visina avtomobila, v odvisnosti od
Casa.

a) Izracunaj, koliksno delo bi moral opraviti motor tega avtomobila
vsako minuto, ¢e ne bi bilo drugih izgub. Izpolni spodnjo tabelo.

b) Koliko bencina bi na tej poti porabil motor, ¢e za opravljeno
delo 1 MJ, porabi priblizno 0,5 | bencina?

\'[k I‘l'lf’hj h [ I'I‘I]
A
1900 -

1850 1

» {[min] 1800 {[min]

L

a) b)

Slika 3. a) Odvisnost hitrosti avtomobila od ¢asa. b) Odvisnost nadmorske vidine
avtomobila od ¢casa.

obdobje  [delo |delo [kJ]

v 1. minuti Ay

v 2. minuti | A,

v 3. minuti | Aj

v 4. minuti | Ay
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Eksperimentalni nalogi

4.

Na papirnem traku, ki ga je vozicek vlekel skozi

brna¢ pri gibanju po klancu navzdol, so odtisi
ob zacetku gibanja vozicka in nato vsakih 0,1
sekunde taki, da so pike v ¢asovnih presledkih po
0,1 sekunde. Rezultate ngotovitev vnesi v tabelo.

a)

h =

Na traku (v okviru) najprej oznaéi polozaj
vozicka v ¢asu t; = 0,5 s in v éasu ty = 0.7 s.
Okrog izbranih ¢asov ¢asih ¢ in ¢y oznaéi dva
casovna presledka At; = Aty = 0,2 s (At
traja od 0,4 s do 0,6 s in A¢s pa od 0,6 s do
0,8 s).

Izmeri ¢asovnima presledkoma ustrezna inter-
vala poti Asy in Asy in ju vpisi v trak. Iz
tako dobljenih podatkov izracunaj povprecni
hitrosti vy in v9 v obeh ¢asovnih presledkih.

Vnesi izracunani hitrosti v graf, s ¢imer
prikazes odvisnost hitrosti vozitka od casa.
Kaj dobljeni graf pove?

Izracunaj pospesek gibajocega vozicka v tre-
nutku ¢ = 0,6 s (oznaéi ta trenutek na traku)
na dva naéina, iz znane spremembe hitrosti
in iz izmerjene opravljene poti v ¢asu 0,6 s.
Vpisi potrebne podatke za izra¢un pospegka.
Izracunaj hitrost vozicka v trenutku, ko se je
ta zaletel v oviro in obstal, brna¢ pa se je
hkrati izkljucil. Vpisi potrebne podatke za
izracun te hitrosti.

Aty = . A==
Atz = ASQ

"M== vz =

Ab=_ = = Ayw=__ a=

Graf pove:
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Na bakrovo (+) in aluminijevo (—) elektrodo, ki sta potopljeni v mo-
dri galici, prikljuéi enosmerno napetost tako, da je bakrova elektroda
na pozitivnem, aluminijeva elektroda pa na negativnem prikljucku
istosmernega napetostnega vira. Tok v elektricnem krogu meri z
ampermetrom, napetost med elektrodama pa z voltmetrom. Obseg
voltmetra je 3 V, obseg ampermetra pa 600 mA in ju med meritvijo
ne spreminjaj.

a)

Najprej narisi celotno elektriéno shemo, po kateri bo§ sestavil
vezje. Ce unici§ varovalko ampermetra zaradi napaéne vezave,
naloge ne mores nadaljevati. Elektrodi potisni kar se da glo-
boko v elektrolit, vijak na vertikalnem stojalu ustrezno pritrdi.
Elektrod ne snemaj s stojall!

Spreminjaj napetost po 0,5 V od 0,5 V do 3 V in odéitavaj
tok. Meritve vnesi v tabelo in izracunaj upor za vse navedene
vrednosti napetosti. Napravi graf odvisnosti toka od napetosti.
Kaj lahko ugotovis na podlagi dobljenega grafa in izracunanih
vrednosti upora elektrolita? Kako se upor elektrolita spreminja
z napetostjo? Odgovor zapisi.

Obe elektrodi dvigni tako, da sta v elektrolit potopljeni le do
polovice. Z meritvijo ugotovi, kako se je pri tem spremenil upor
elektrolita? Ugotovi torej, kako je upor elektrolita odvisen od
velikosti v elektrolit potopljenih elektrod. Odgovor zapisi.

U I R
% A )
0,5
1,0
1,5
2,0
2,5
3,0

Mojca Cepié
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43. MATEMATIC‘NO TEKMOVANJE
SREDNJESOLCEV SLOVENIJE

Porocilo s tekmovanja smo objavili v prvi letosnji stevilki Preseka, sedaj
objavljamo e naloge:

Prvi letnik

1.  Dani sta trimestni stevili. Stotice prvega so enake enicam drugega,
stotice drugega pa enicam prvega. Razlika teh dveh stevil je 297,
vsota Stevk manjSega stevila pa 23. Kateri stevili sta to?

2. Poisci vsa cela Stevila z in y, za katera je 2o+ 3y = 185 in zy > z+y.

3. Pravokotnemu trikotniku ABC vértana kroznica se dotika hipotenuze
AB v tocki D. Pokazi, da je ploséina pravokotnika s stranicama dolzin
|AD| in |DB| enaka ploséini trikotnika ABC.

4. 'Trije pastirji na planini izmenoma strizejo isto ¢redo ove, in sicer prvi
dan strize ¢redo prvi pastir, drugi dan drugi pastir, tretji dan tretji
pastir, cetrti dan zopet prvi pastir in tako ciklicno dalje. Pastirji so
se dogovorili, da bodo strigli ovee na naslednji nacin:

a) Vsako ovco lahko v enem dnevu ostrizejo samo po eni strani.

b) Vsak dan je treba stri¢i vsaj eno ovco.

¢) Nobena dva dneva ne smejo stri¢i iste skupine ove.
Tisti pastir, ki bo prvi prekrsil dogovor, bo moral jeseni gnati ¢redo
v dolino. Ali lahko kateri od pastirjev strize ovce tako, da mu v
nobenem primeru ne bo treba gnati ove v dolino?

Drugi letnik

1. Dokazi, da produkt nobenih treh zaporednih naravnih stevil ni po-
polni kvadrat.

2.V ravnini lezijo vektorji @, b in &z dolzino 1. Dokazi, da lahko v vsoti
F=txda+bt@

izberemo predznake tako, da bo dolzina vektorja  najve¢ /2.

3. Dana je polkroznica s premerom AB. Kroznici Ky in Ky, razliénih
polmerov, ki se od znotraj dotikata polkroznice zaporedoma v tockah
C in D, se dotikata tudi premera AB in se medsebojno ne sekata.
Naj bo { skupna tangenta na obe kroznici, ki ne gre skozi A in
B, in razdeli ravnino na polravnini tako, da lezita kroznici na isti
polravnini. Premica f naj se dotika kroznic K; in Ky zaporedoma
v tockah E in F. Dokazi, da se premici CFE in DF sekata na
polkroznici.
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Na tabli so zapisana tri cela Stevila. Na vsakem koraku zbrisemo
eno izmed njih in na njegovo mesto zapiSemo za 1 zmanjSano vsoto
drugih dveh stevil. Po nekaj korakih so na tabli zapisana stevila 17,
75 in 91. Ali so lahko bile na zacetku na tabli napisane

a) tri dvojke,

b) tri trojke?

Tretji letnik

1.

Koliksna je najmanjsa vrednost, ki jo lahko doseze izraz
[12™ = 57| ,

kjer sta m in n naravni Stevili? Odgovor utemelji.

Dan je polinom
p(m) - xlggg op 9 1:1998 q4 311997 Aol 2000 .

Poiséi katerega od nenicelnih polinomov, katerega nicle so enake obra-
tnim vrednostim nicel polinoma p.

Naj bo O sredisce trikotniku ABC oértane kroznice. Oznaé¢imo raz-
polovidéi daljic AO in BC zaporedoma s P in . Izracunaj kot
L0PQ, ¢e ves, da je «CBA = 440PQ in <ACB = 6<0PQ.

Naj bo n > 1 naravno stevilo. Na tabelo velikosti n x n polozimo na
poljubnih 2n polj po en zeton. Dokazi, da lahko izberemo stiri izmed
zasedenih polj tako, da njihova srediséa tvorijo oglista paralelograma.

Cetrti letnik

1

Naj bo m naravno stevilo, 71,79, ..., 7, pa taka pozitivna racionalna
stevila, da je ry + 12 + - - + 75, = 1. Definirajmo funkcijo f:IN — Z
s predpisom

f(n)=n—[rin] —[ron] — -+ — [rmn].

Doloéi minimum in maksimum funkcije f.
(Z [z] oznacimo najvecje celo stevilo, ki ne presega danega realnega
stevila z, npr. [3.7] = 3 in [-3.7] = —4.)
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2. Na tabli imamo na zacetku zapisana Stevila

i, 2 1 _1_
» 3y By » 1098° 1999
Na vsakem koraku izberemo poljubni dve izmed njih (ozna¢imo ju z
a in b) in namesto njiju na tablo zapisemo stevilo a+b+ab. Postopek
ponavljamo, dokler nam na tabli ne ostane le Se eno stevilo. Ali je
lahko to stevilo 20007 Odgovor utemelji.

3. Dan je tak kvader, katerega presek z neko
ravnino je pravilni Sestkotnik. Dokazi, da je

ta kvader kocka.

(Ravnina lahko seka kvader na ve¢ razliénih
nacinov, vendar so vsi podobni tistemu, ki
ga prikazuje slika na desni. Tega ni treba
dokazovati.)

4. Mnozica X ima Sest elementov. Naj bodo Ay, As, ..., Ag njene pod-
mnozice s po tremi elementi. Dokazi, da lahko pobarvamo elemente
mnozice X z dvema barvama tako, da nobena od podmnozic Ay, As,
..., Ag ne bo imela vseh elementov enake barve.

Matjaz Zeljko

NALOGE Z DRZAVNEGA FIZIKALNEGA
TEKMOVANJA SREDNJESOLCEV SLOVENIJE
V SOLSKEM LETU 1998/99

Naloge je 8. maja 1999 v Tehniskem Solskem centru Nova Gorica resevalo
125 tekmovalcev, ki so se na tekmovanje uvrstili z regijskih predtekmovanj.
Eksperimentalno nalogo so resevali tekmovalci v skupini D.

Opozorilo: Zapisano Stevilo mest pri podatkih ne doloca natancnosti
rezultata. Smiselno stevilo mest, s katerim bos zapisal(a) rezultat, oceni
po lastnem preudarku.
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Skupina A

1. 'V prazno steklenico s tezo 5 N, debelino sten 8 mm
in zunanjim polmerom 4.8 cm nalijemo 1 1 mesanice E i
etanola, s specifiecno tezo 7,9 kN/m?, in vode, s

specifieno tezo 10 kN/m? (glej sliko). Etanola
je 60 volumskih odstotkov. Steklenico postavimo
navpiéno v bazen z vodo. Koliko em® mesanice
moramo odliti, da bo gladina mesanice v steklenici

na enaki visini kot gladina vode v bazenu?

Koeficient lepenja k; med dvema lesenima povr§jema je odvisen od
pravokotne komponente sile, s katero deluje eno povrsje na drugo.
Odvisnost podamo z enacbo k; = kg — kF, kjer sta kg = 0,70 in k
znani konstanti ter F' pravokotna komponenta sile. (Zveza ne velja
pri velikih silah, ko bi bil koeficient negativen.)
Na klanec z leseno podlago in naklonskim kotom 30° polozimo le-
seno klado s tezo 54 N in dimenzijami 30 cm x 30 ecm x 8,6 cm,
tako da se povrsja klanca dotika najvecja ploskev klade. Na klado
polozimo enako klado tako, da se spodnja ploskev te klade, ki je
hkrati njena najvecja ploskev, popolnoma prekrije z vrhnjo ploskvijo
spodnje klade. Postopek nadaljujemo z novimi kladami. Koliksno je
najvecje stevilo klad, ki jih lahko na opisani nacin zlozimo drugo vrh
druge, ¢e je

i) k=1,0-10"3 N1,

ii) k=3,0-10"* N~1?

Avdio kaseta je narejena iz dveh
kolutov. Trak se odvija s pr-
vega koluta in navija na dru-
gega. Prazna koluta imata pol-
mer 1 em. V nekem trenutku
je polmer prvega koluta 20 mm,
drugega pa 25 mm. Izratunaj
debelino traku, ée je kaseta na
eni strani “dolga” 45 min in
je hitrost traku pri predvajanju
4,75 em/s. Pri izratunu zane-
mari del traku, ki ni na kolutih.
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4.a) Sest zidakov s tezo po 20 N

zlozimo, kot kaze slika. Stranske
ploskve se pri tem ravno Se ne
dotikajo. S kolikéno silo pritiska
na tla srednji zidak in s kolikéno
stranska zidaka v spodnji vrsti?

b) Eskimi postavljajo zid iz ledenih zidakov z visino 5 c¢m, ploséino

osnovne ploskve 200 cm? in s tezo 9,0 N. Zidake postavljajo drugega
poleg drugega v vodoravne vrste. V vsaki naslednji vrsti je en zidak
manj kot v spodnji vrsti in sredisée vsake naslednje vrste je natanéno
nad srediséem spodnje vrste, tako kot pri vprasanju a). Zid zakljuéijo
z enim zidakom na vrhu. Ali je zid lahko visji od Keopsove piramide
v Egiptu, ki je visoka 150 m? Odgovor utemelji z ra¢unom!

Najvecji tlak, ki ga prenese led, predno se zdrobi, je pri temperaturah
malo pod 0°C enak 1,0 - 105 N/m?.

Skupina B

1.,

Vodoravni zleb s polkroznim profi-
lom z notranjim polmerom 50 cm
je obrnjen tako, da je odprti del
zgoraj. Drobna kroglica se zapo-
redoma prozno odbija od tock T
in 75 na notranjem obodu zleba.
Tocki sta pod kotom 30° proti
navpicnici, ki gre skozi os zleba
(glej sliko). Koliko ¢asa mine med zaporednima odbojema kroglice?
(9 =9,8 m/s?)

Na vodoravno ledeno povr§ino postavimo ravno vrsto enakih igralnih
kock za igro Clovek, ne jezi se. Kocke postavimo v vrsto tako, kot
prikazuje tloris na sliki. Razdalja med srediséi sosednjih kock je
10 em. Prvo kocko v vrsti frenemo z zacetno hitrostjo 1,5 m/s v
smeri proti drugi kocki. Kocki prozno tréita in druga kocka se giblje
naprej proti tretji itd.

_.._.’.._.._. _________ = SEEpI—  TeETESEEE | EEeeE——.
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a) Najprej razmisli, kako se gibljeta kocki, ¢e kocka s hitrostjo v
prozno tréi v mirujoco kocko enake mase. Orientaciji kock sta
taki kot pri opisani postavitvi.

b) Koliko kock se premakne v zgornjem poskusu?

Stranica igralne kocke meri 1,5 cm, koeficient trenja med kocko in
ledom je 0,050, g = 9,8 m/s2.

Jekleno kroglico z maso 1 g spustimo z visine 10 cm, da odskakuje s
povrija piezoelektriénega mikrofona. Zabelezimo 0.2 ms dolg signal,
ki ustreza prvemu odboju, in po 0,21 s Se drugega. Oceni povpre¢no
silo, s katero kroglica deluje na podlago med prvim odskokom.

Koeficient trenja ni povsem neodvisen od hitrosti. Za drsenje ne-
kega telesa po klancu velja odvisnost, ki je grafiécno podana na sliki.
Naklon klanca je 5,0°, g = 9,8 m/s?.

0.18

0.16

/ e
0.14 ~

0.12 \

ktr 0.10 \
0.08 B
)

S
0.06 |
-\“"-.___ S
0.04
0.02
0 2 B! 6 8 10

v [m/s]



l 250 Tekmovanja

a) S koliksno hitrostjo moramo pognati telo navzdol po klancu, da
se bo gibalo enakomerno?

b) Taksno gibanje ni stabilno, saj ze majhna sprememba hitrosti
povzroéi, da zagne hitrost bodisi narascati bodisi pojemati. V
koliksnem ¢asu se hitrost spremeni za 10 odstotkov, ¢e je bila na
zacetku za prav toliko odstotkov veéja od ravnovesne hitrosti,
izraéunane pri a)?

¢) V koliksnem ¢asu pa se hitrost spremeni za 1 promil (tiso¢inko),
¢e je bila na zacetku le za 1 promil ve¢ja od ravnovesne?

Skupina C

1

Zaprta posoda, v obliki vodoravno lezecega valja, je predeljena na
enaka dela z lahkim izolatorskim batom, ki se lahko prosto premika
vzdolz posode. V vsakem delu posode je na zacetku po 1 kg zraka pri
temperaturi 290 K. Plas¢ posode je toplotno izoliran, desna osnovna
ploskev pa je v stiku s toplotnim rezervoarjem s temperaturo 290 K,
ki poskrbi, da je temperatura zraka v desnem delu posode ves cas
konstantna. Zrak v levem delu posode segrevamo, tako da se bat zelo
pocasi pomika proti desni. Toploto nehamo dovajati, ko bat doseze
takdno lego, da je prostornina levega dela posode trikrat veéja od
prostornine desnega dela. Koliksni sta spremembi notranje energije
zraka v obeh delih posode pri opisani spremembi?

Kilomolska masa zraka je 29 kg, razmerje specifiénih toplot 1,4, splos-
na plinska konstanta znaga 8300 J /kmolK, specificna toplota plina pri
konstantnem volumnu je ¢, = I,Tf—_l}

Izracunaj mo¢, ki se trosi na
zarnici z uporom 100 Q. Vsi
uporniki v vezju so enaki in
imajo upor R = 100 €2, gal-
vanski ¢len z gonilno napeto-
stjo 10 V pa ima notranji upor
12,5 Q.
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Na dnu steklene posode s kvadratnim presekom 400 cm? je kovinska
ploséa z debelino 2 mm, maso 296 g in enako ploicino, kot je presek
posode. V posodo nalijemo 1,60 litra destilirane vode. Drugo ploséo,
ki je enaka prvi, obesimo na vzmet s konstanto 95 N/m tako, da
se ravno dotika vodnega povrsja. Ploséina druge plosce je praktiéno
enaka preseku posode, vendar je med robom plosce in steno dovolj
velika reza, da se skoznjo lahko pretaka voda. Med ploséi za kratek
cas priklju¢imo napetost, tako da se na ploséah nabereta naboja po
11 pAs. Zgornja ploiéa se pri tem potopi v vodo. Ravnovesna
razdalja med plos¢ama je 2,6 cm. (Gostota vode je 1000 kg/m?,
g0 = 8,86 -1071% As/Vm, g = 9,8 m/s?.)

a) lzracunaj elektriéno silo med ploséama v ravnovesju.

b) Izraéunaj dielektriénost vode.

Pri nalogi predpostavimo, da destilirana voda ne prevaja elektriénega
toka.

Izraz za magnetno polje tuljave B = poN1/l dovolj dobro velja le
za tocko v srediscu tuljave; ko gremo proti krajiséu pa polje pada in
v srediSéu osnovne ploskve pade na (praktiéno) polovico vrednosti v
srediséu.

V osi znotraj manjse tuljave zelimo ustvariti magnetno polje, ki bi se
z razdaljo ¢im manj spreminjalo. Zato postavimo manjso tuljavo na
sredo med dve vecji tuljavi, tako da imajo tuljave skupno os. Bliznji
dolga 10 cm in ima 100 ovojev, ve€ji imata po 2000 ovojev in premer
6 cm.

Zunaj tuljave na vecji oddaljenosti od njenega krajiéa pojema polje
na osi kot B(z) = ugNIR?/22®. Pri tem je R polmer tuljave in z
razdalja od krajiséa, pg = 47 - 1077 Vs/Am.

Koliksni tokovi morajo teci po tuljavah, da bo v osi manjse tuljave
polje 0,1 mT? Ker pogoja ne moremo izpolniti za vsako tocko na
osi, zahtevamo le, da je polje enako predpisani vrednosti v sredi§cu
tuljave in na obeh krajiscih.

Skupina D

1l

Na segreto plosco elektricnega stedilnika kanemo kapljico vode z maso
30 mg. Na stiku kapljice in plogce se tako] ustvari tanka enakomerna
plast vodne pare, ki deluje kot izolator in upoc¢asni nadaljnje izpare-
vanje vode iz kapljice. Oceni

a) debelino plasti vodne pare in

b) ¢as, v katerem izpari celotna kapljica.
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Ker gre za oceno, lahko predpostavis ¢imbolj enostavno obliko ka-
pljice, npr. obliko diska z visino enako polmeru.

Ploééa stedilnika ima obliko kroga s polmerom 5,0 cm in je enako-
merno segreta na temperaturo 250°C, tako da oddaja toplotni tok
5,0 kW, ki je enakomerno razporejen po povrdini plosée. Gostota
vode je 1000 kg/m?®, specificna izparilna toplota vode 2,26 MJ/kg,
toplotna prevodnost vodne pare pa 2,0 -1072 W/mK.

Svetilnost tockastega svetila merimo s primerjalnim fotometrom na
mastno liso. Na optiéni klopi imamo v medsebojni razdalji 1 m
dve tockasti svetili: svetilo 1 z znano svetilnostjo I; in svetilo 2 z
neznano svetilnostjo 3. Med njima se nahaja list belega papirja, ki
je pravokoten na zveznico med svetiloma. Papir ima na sredini (skozi
katero poteka zveznica) majhno mastno liso. Mastna lisa prepusca
veé svetlobnega toka kot nemasten del papirja in odbija manj kot
nemasten del papirja.

Pri meritvi opazujemo list papirja s strani svetila 1. Ko premikamo
list po opticni klopi, opazimo, da pri razdalji 30 cm od svetila 1 ne
vidimo veé mastne lise. Ko na podoben naéin gledamo list papirja s
strani svetila 2, ugotovimo, da v tem primeru ne vidimo veé lise pri
razdalji papirja 45 cm od svetila 2. KolikSen je I, ¢e vemo, da je
I = 20 ed?

Osvetljenost je sorazmerna s svetilnostjo svetila in pojema s kvadra-
tom razdalje od svetila.

Vesoljska postaja ima obliko votlega valja, z notranjim radijem 300 m,
in se nahaja v vesolju, dale¢ pro¢ od drugih nebesnih teles. Postaja
se vrti okoli geometrijske osi s stalno kotno hitrostjo.

a) Koliksna naj bo ta kotna hitrost, da bo tezni pospesek na “tleh”,
to je na notranji strani plaséa valja, enak zemeljskemu teznemu
pospesku 9,8 m/s2?

b) Telo spustimo z 10 m visokega navpi¢nega stolpa, ki je pritrjen
na tla postaje. Kako opise gibanje telesa opazovalec, ki se vrti
skupaj s postajo, in kako mirujoci opazovalec?

c¢) Doloéi ¢as padanja telesa pri b) in lego tocke, kjer se dotakne
tal.

d) V kateri smeri in s kolikéno hitrostjo moramo zaluéati telo s tal,
da se po 2,5 s znova vrne v zacetno tocko?
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Eksperimentalna naloga

Ce dva kosa grafita stiskamo, opazimo, da se elektriéni upor spoja zmanj-
Suje z narascajoco silo. Na tej ideji je zasnovano tipalo sile, ki je pred
teboj. V sendviéu med dvema pobakrenima plos¢icama sta dva para,
med seboj pravokotnih grafitnih min. Na spodnji pobakreni plosci je
prispajkan Se upornik (470 Q), ki zagotavlja konstanten tok skozi tipalo.
Tipalo in upornik sta vezana zaporedno. Prikljuci ju na izvir konstantne
enosmerne napetosti 12 V z zicami iste barve (izvir naj bo pri tem iz-
kljuéen). Preostali dve zici sta prispajkani na tipalo in sluzita za merjenje
padca napetosti na tipalu. Padec napetosti je velikostnega reda nekaj
mV. Meri ga s prilozenim voltmetrom.

Naloga

1. Privzemimo, da je upor obremenjenega tipala povezan s silo z zvezo
R=AF?,

kjer je R upor tipala, F' sila na tipalo ter A in p konstanti. Silo
spreminjas tako, da polagas na tipalo prilozene umerjene utezi. Iz
meritev dolo¢i neznano potenco p in oceni napako.

2. Doloéi se proznostni koeficient vzmeti v prilozenem kemiénem sviné-
niku. Pri tem si pomagaj s tipalom. Oceni tudi napako.

Opozorilo!

Preden vkljuéis izvir napetosti, polozi na tipalo eno utez. Ta
utez naj bo vselej na tipalu - ne poskusaj izmeriti odziva pri

neobremenjenem tipalu (lahko uni¢is voltmeter).

e Tipalo je obéutljivo na udarce (grafitne mine so krhke). Kot bos
-opazil, je tipalo tudi malce muhasto. Utezi polagaj na tipalo tako,
da je obremenitev dotikali5¢ med grafitnimi minami ¢im bolj enako-
merna. Vsaki¢, ko spremenis obremenitev, pocakaj nekaj ¢asa, da se
vrednost na voltmetru ustali. Poskrbi, da se med meritvijo zgornja
ploséa, na katero polagas utezi, ne premika. Meri odziv tipala pri
obremenjevanju in pri razbremenjevanju.

e Ko doloc¢as koeficient vzmeti, premisli, kako uporabiti tipalo, da bo
odéitek najbolj natanéen. (Nasvet: najprej razstavi kemiéni svinénik
in si oglej, kako je vzmet vlozena.)

e Natancno opisi potek meritev. Pojasni, kako si dolocil napako rezul-
tata. Opisi, kako si izlo¢il morebitne motece vplive pri meritvi.
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-

Potrebscine

e tipalo s Stirimi prikljuénimi zicami

e devet umerjenih utezi (mase so podane v gramih)

e kemicni svin¢nik z vzmetnim prozilom

e univerzalni merilnik

® izvir enosmerne napetosti

e ravnilo z milimetrskim merilom

e milimetrski papir
Na razpolago imas samo eno eksperimentalno napravo, zato
ravnaj z njo premisljeno in pazljivo!

Ciril Dominko

40. MEDNARODNA MATEMATICNA
OLIMPIADA — Resitve izbranih nalog s str. 158

1. naloga. Ocitno je lahko mnozica S mnozica oglis¢ poljubnega pravil-
nega veckotnika. Dokazati je torej potrebno, da ni drugih moznosti.

1. nacin. Za poljubni tocki A, B € S ozna¢imo z o4 p zrcaljenje ez
simetralo daljice AB. Naj bo T tezice mnozice S. Potem je o 45(S) = S
za vsaki dve tocki A, B € § in zato cag(T) = T'. Vse tocke mnozice S so
tako enako oddaljene od T. Ce bi ne bile, bi simetrala daljice med dvema,
od tocke T razlicno oddaljenima totkama ne vsebovala tocke T

Oznac¢imo s K tisto kroznico s srediséem v T', ki vsebuje vse tocke
mnozice S = {57, S52,...,5.}. (Tocke mnozice S smo zapisali v kroznem
vrstnem redu.) Premica S,S3 razdeli ravnino na dve polravnini. Na
eni izmed njiju lezi tocka S5 in je edina izmed tock mnozice S, ki lezi
na tej polravnini. Torej je og,5,(52) = S2. Ker je 0g5,5,(51) = S3 in
05,5,(53) = S1, od tod sledi |S;S;| = |S253|. Podobno sklepamo se za
ostale tocke mnozice S. Tocke mnozice S so torej res oglisca pravilnega
mnogokotnika.

2. naéin [Irena Majcen]. Opazujmo mnozico S vseh simetral daljic,
katerih oglisci lezita v S. O¢itno je mnozica S simetriéna na vsako
simetralo o € &. Nobeni dve simetrali iz § si nista vzporedni, saj bi
v vsaki mnozici paroma vzporednih simetral najbolj zunanja med njimi
ne bila ve¢ os simetrije mnozice S.
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Dokazimo, da se vse simetrale sekajo v eni tocki. Ce bi temu ne bilo
tako, bi obstajale tri simetrale (npr. o1, 02 in o3), katerih preseé¢isca bi bila
ogliséa nekega trikotnika. Na ravnino lahko postavimo tak koordinatni
sistem, katerega obscisna os ni vzporedna nobeni simetrali iz §. Simetrale
o1, 0y in o3 naj bodo izbrane tako, da ima tocka o) N g2 najmanjso
ordinato med vsemi toc¢kami, ki so prese¢iséa dveh simetral iz S. Ker je
o1(03),09(03) € S, ima vsaj eno izmed preseciSc oy (o3)Nog in oa(o3) Ny
manjso ordinato. Slednje pa ni mozno. Torej se vse simetrale sekajo v
eni tocki, ki jo oznac¢imo z O. Vse tocke mnozice S tako lezijo na nekaj
koncentriénih kroznicah s srediséem v Q. Kroznica je tu pravzaprav ena
O, ne vsebuje tocke 0. Dokaz lahko sedaj sklenemo podobno kot pri
prvem naginu.

2. naloga. Pri n = 1 ustreza pogojem vsako prastevilo p. Ce je p = 2, je
edina resitev n = 2. Torej smemo v nadaljevanju privzeti, da je p > 3 in
n=2.

Ker je stevilo (p — 1)™ + 1 liho, mora biti tudi stevilo n liho. To
pomeni, da je n < 2p. Oznaéimo s g najmanjsi prastevilski delitelj stevila
n. Stevili n in ¢ — 1 sta si tako tuji (Ce ¢ ni najmanjsi prastevilski delitel;
Stevila n, si stevili n in ¢ — 1 nista nujno tuji, npr. n = 6, ¢ = 3) in zato
obstajata taki (celi) stevili a in b, da je an+b(g—1) = 1. (Stevilo a mora
biti liho, eno izmed stevil a ali b pa je negativno.) Ker q | (p — 1)™ + 1,
je (p—1)" = -1 (mod q) in od tod (g,p — 1) = 1. Po Eulerjevem izreku
je tako (p— 1)1 =1 (mod q). Cejea <0, je b(g—1) =1—an in
lahko zapisemo (p—1)*4=1) = (p—1)-(p—1)~", od koder sledi 1 = (p—
—1)(=1)"“ (mod ¢) 0z. p— 1= —1 (mod ¢q). Ce pa je b < 0, zapiSemo
an =1 — b(g — 1) in podobno kot zgoraj sklepamo p—1 = —1 (mod gq).
(Zaradi an + b(q — 1) = 1 bi lahko enostavno zapisali

p=1=(-1" (-1 =(-1)"-1"= -1 (mod g),

kar pa ni pravilno, saj je eden izmed eksponentov negativen.) Iz p — 1 =
= —1 (mod q) sledi q | p 0z. ¢ = p, saj je p pradtevilo. Zaradi ocene
n < 2p je tako n = p.

V nadaljevanju moramo torej analizirati le Se primer, ko je stevilo

(p— 1) 4+ 1 deljivo s stevilom p?~!. Po binomski formuli je

(p—1P+1=p* (P2 = (D) + -+ (Pe)p— (,%) +1) -
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Izraz v oklepaju ni deljiv s p, zato je stevilo (p — 1)P + 1 deljivo s p? in ni
deljivo s p*. Torej je p—1 < 2 oz. p < 3 in ima enacba Se resitev p = 3,
n=gd

Naloga o logotipu. Potegnimo
vzporednico daljici AOj3 skozi tocko
B in vzporednico daljici BO3 skozi
totko A. Presecisce teh dveh premic
oznaéimo z 0. Po konstrukciji je
AQ3BO paralelogram, velja pa tudi
|AOJ‘ = IBO3| Tore_i _](‘ AO&BO
romb in zato |A0| = |BO|. Vzpo-
rednica daljici AOs skozi C naj seka
premico AO v tocki O’ in podobno
kot zgoraj sklepamo, da je AO'CO4
romb. Sledi |AO'| = |AOs| =
= |AO3| = |AO|, zato tocki O in O’
sovpadata. Tocka O je torej res sredisce trikotniku ABC o¢rtane kroznice.

Opomba. S podobnim razmislekom lahko dokazemo, da je tocka T
pravzaprav viSinska tocka trikotnika ABC.

Matjaz Zeljko
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