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Ekipa Slovenije na 30. mednarodni fizikalni olimpiadi v Padovi. Z leve proti desni: Ciril Dominko (vodja),
Gregor Jerse, Miran Biirmen, Matej Kandug, Urban Simonéi¢, Mihael Kadune, PrimoZ Ziherl (vodja).

Ekipa Slovenije na MMO v Romuniji. Od leve proti desni: Mojea Miklavec, Matjaz Zeljko (vodja ekipe),
Jure Kalisnik, Matjaz Urlep (bronasta medalja), Ajda Skarlovnik. DuSan Jan, Irena Majcen (bronasta medalja)
in Darjo Felda (¢lan mednarodne tekmovalne komisije).
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2000

Za vsako stevko z € {1,2,...,8,9} lahko s stikanjem Stevk in s Stirimi
osnovnimi raé¢unskimi operacijami (seStevanje, odstevanje, mnozenje in
deljenje) zapidemo Stevilo 2000 kot

2000 = (zzzz — zzz) - (2 + 2) /(2 - T)

Za. gornji zapis potrebujemo 11 enakih stevk. Véasih lahko Stevilo upora-
bljenih stevk zmanjsamo. Na primer:

2000 = (1111 —111) - (1 +1) (9 enic)

2000 = 2222 — 222 (7 dvojk)
Z nekaj spretnosti lahko poiscemo Se krajSe zapise:

2000 =44-44+4-4-4 (7 stiric)

2000 = (5 — 5/5) - (555 — 55) (8 petic)

2000 =999-(9+9)/9+(9+9)/9 (9 devetic)

Sprasujem vas, koliko enic, koliko dvojk, koliko trojk,.. ., koliko de-
vetic potrebujemo pri najkrajsih zapisih stevila 2000 s samimi enakimi
Stevkami. Naj ponovim: Pri sestavljanju zapisov so dovoljene le Stiri
osnovne raéunske operacije in stikanje stevk. Odgovore lahko posljete na
urednistvo Preseka. Najkrajse, pa tudi najbolj zvite resitve bomo
objavili. Seveda pa nas zanimajo tudi spretni dokazi, da zapisi, krajsi
od tistih, ki jih boste nasli, ne obstajajo.

Martin Juvan

BRITJE

Opazujem znanca pri britju v kampu. Brije se klasi¢no, s peno in britvico.
Vem, da doma uporablja elektriéni brivnik, in vprasam ga, ¢emu spre-
memba, saj je v kampu tudi elektrika. Slutim, da je v naglici pozabil vzeti
s seboj elektriéni brivnik. Odgovor je kratek: “Ker tako porabim manj
energije.” Takoj podvomim, saj se je bril kakih 10 minut in ves ¢as je med
tem tekla iz pipe voda, curek bi v kaki minuti napolnil litrsko posodo. Ali
je imel znanec prav? Pobrskajte po podatkih o moéi elektriénih brivnikov
in tlakih v vodovodnih napeljavah, ¢asih britja z elektricnimi brivniki in
preverite izjavo.

Andrej Likar
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ENAKOSTRANICNA TRIKOTNIKA

Enakostrani¢ni trikotnik vértamo v veéji enakostraniéni trikotnik tako, da
so stranice manjSega trikotnika pravokotne na stranice vecjega.

Koliksen del ploséine veéjega trikotnika predstavlja ploséina malega
trikotnika?

Marija Vencelj

DOPOLNI RACUN

Namesto zvezdic napisi take Stevke, da bo dobljeni ra¢un mnozenja pra-
vilen.

**x*2*

*3**

Marija Vencelj

PORAVNANI KAZALCI

Veckrat sem Ze naletel na naloge, povezane s polozajem urnih kazalcev.

Med klasiéne naloge te vrste sodi tudi naslednja. Vsi vemo, da so ob

polnoéi urni, minutni in sekundni kazalec na obi¢ajni stenski uri porav-

nani.

(a) SpraSujem vas, ali obstaja Se kak drug trenutek, ob katerem so vsi
trije kazalci poravnani?

(b) Do stotinke sekunde natancno izracunajte vse Case, ob katerih sta
urni in minutni kazalec poravnana. Takih ¢asov je v prvi polovici
dneva enajst: ob polnoci, malo ¢ez eno, nekaj éez drugo, dobrih ¢etrt
¢ez tretjo in tako naprej do malo pred enajsto.

Pri iskanju odgovorov (predvsem pri drugem vprasanju) si seveda lahko
pomagate z ra¢unalom ali pa z rac¢unalnikom.

Martin Juvan
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BRV IN MOST

Za premostitev ozkega potoka ali jarka uporabimo brv. To je deska ali
bruno, ki je na konceh oprto na bregova potoka. Iz izkuSenj vemo, da se
dolga in tanka brv precej upogne, ko hodimo po njej, pri ve¢ji obremenitvi
pa se rada prelomi. Oglejmo si, kaj pravi izrek o ravnovesju navorov v
primeru, ko na sredi brvi stoji moz.

Brv se pod tezo moza sicer nekoliko upogne, a bomo na upogib za
hip pozabili. Sile na celotno brv hitro ugotovimo. Najprej je tu skupna
teza brvi in moza, na konceh pa delujeta na brv bregova potoka navpi¢no
navzgor. Sili bregov sta enaki. Ker je vsota vseh sil na brv enaka nic,
je sila enega brega na brv enaka polovicéni skupni tezi. Sedaj si oglejmo
navore na brv. Opazujmo le levo polovico brvi, tezo brvi pa zanemarimo.
Osisce si izberemo v tocki, kjer stoji moz (glej sliko 1). Navor njegove
teze je tako enak ni¢. Prav tako je enak ni¢ navor navpicne komponente
sile desne polovice brvi na levo.

\""H-\_ —
. WO i T e g

Slika 1. Navor na levo polovico brvi glede na os v njenem tezis¢u prispevata le sila
levega brega ter dvojica sil F: in Fj.

Navor sile levega brega fg—I skuSa zavrteti brv v smeri urinega kazalca.
7 Fy smo oznatili tezo moZa, z | pa dolzino celotne brvi. Temu navoru
se mora upreti navor vodoravnih komponent sil, s katerimi deluje desna
polovica deske na levo. Da bo ratunanje preprosteje, privzemimo, da
deluje desna polovica deske na levo s silama, ki lezita v zgornji in spodnji
ploskvi deske (glej skico). Zgornja sila F. kaze proti levemu bregu, sila v
spodnji ploskvi F; pa v nasprotni smeri. Ti sili se pojavita prav zaradi
upogiba brvi in sta po velikosti enaki |F,| = |Fs| = Fy. Sili tvorita
dvojico, katere navor je Fyh, kjer je h debelina brvi. Ta navor bi zavrtel
brv v smeri, ki je nasprotna smeri gibanja urinih kazalcev. Ker brv miruje,

- il ; 5
morata biti navora enaka: Fyh = 4 inzato Fy = Fgﬁ. 1z zadnje enacbe

vidimo, da je sila F; lahko mnogo vecja od teze F, saj je razmerje 4—5,;
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mnogo ve¢je od ena. Pri debelini brvi 5 cm in njeni dolzini 4 m je razmerje
20. Sila Fy ne sme bili prevelika, saj se pri preveliki sili brv lahko zlomi.

Pri nacrtovanju mostov sledi iz zahteve po ravnovesju navorov po-
membno spoznanje: mostu preko Siroke reke ne moremo zgraditi tako, da
brv poljubno podaljsamo. Razmerje ﬁ bo pri siroki reki veliko in zato
sila F; tolikéna, da se brv podre, tudi e je jeklena. Ce Zelimo zgraditi
most, moramo npr. odebeliti brv, da ostane razmerje ﬁ ustrezno majhno.
Pri kratkih mostovih to dosezejo s sestavljanjem jeklenih palic, da ni most
pretezak. Véasih postavijo brv v obliki strehe (zgornja slika na III. strani
ovitka). V tem primeru pomaga navor vodoravne komponente sile leve
polovice brvi na desno. Osiséa pri tem ne premaknemo, sedaj paé¢ lezi na

Slika 2. Pri mostu na otok Pag so podpore naslonjene na lok, ki se pne med bregovoma.

Najpogosteje pa navor dvojice F., F; nadomestijo z navorom sil
podpor (spodnja slika na III. strani ovitka). Ce je gradnja podpornih ste-
brov zaradi globine vode predraga, zgradijo lok, preko katerega napeljejo
brv, podpore pa na spodnjem koncu oprejo na lok (slika 2). Namesto
podpor pogosto uporabijo jeklene vrvi — zatege, ki jih pripnejo na eni
strani na brv, na drugi pa na posebej zato zgrajeno oporo. Slednja je
pogosto v obliki oboka, ki se pne nad brvjo. Spet drugje pripnejo vrvi
na visoke stebre ali na verigo, ki jo napnejo med stebri. Arhitekti mostov
se trudijo zatege postaviti ¢im bolj slikovito. Nekateri mostovi so postali
prave znamenitosti. Zanimiv je tudi most preko Ljubljanice na vzhodni
ljubljanski obvoznici (slika na naslovnici) ali most v Sevilli preko reke
Guadalquivir (slika na zadnji strani ovitka).

Andrej Likar
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LEONARDO DA VINCI KOT MATEMATIK

Narodni muzej v Ljubljani gosti od 3. novembra do 5. marca svetovno
znano razstavo z naslovom Leonardo da Vinci — znanstvenik, izumitelj,
umetnik. O sami razstavi, ki naredi na obiskovalca izjemen vtis, Ceprav ne
predstavlja da Vincija kot umetnika, ampak poudarja predvsem tehnisko
stran njegovega dela, pripravljamo daljii zapis za naslednjo Stevilko Pre-
seka.

Za cas evropske renesanse je znaéilna velika vsestranost tedanjih
umetnikov. Stevilni med njimi so bili hkrati slikarji, kiparji, stavbeniki,
pesniki, pa tudi tehniki in naravoslovci. Najbolj izrazito vsestranski pa
je bil gotovo Leonardo da Vinci (1452-1519), ki se je proti koncu svo-
jega zivljenja veliko ukvarjal tudi z matematiko. Zal ni ni¢esar ‘objavil’.
Njegovo zapuséino predstavlja veliko Stevilo skic, namenjenih njegovemu
lastnemu razumevanju problemov. Le redke med njimi so opremljene s
skopimi raztrganimi opombami v zrcalni pisavi. Sprva so tudi raznesli
da Vincijevo zapu§€ino na vse vetrove sveta in 3ele v zadnjem stoletju so
jo poskusili spet zbrati, da bi bila dostopna raziskovalcem. Zato je tezko
govoriti o konkretnih matematiénih dosezkih Leonarda da Vincija. Ostaja
vtis, da je prodrl v bistvo Stevilnih matematiénih problemov, imel veliko
idej, da pa necesa, kar bi lahko imenovali ‘Leonardov izrek’, ni ustvaril.

Za ilustracijo da Vincijevega odnosa do matematike si oglejmo nje-
govo reSitev problema konstrukcije tezisca trapeza.

Dolocanje tezis¢ ravninskih likov pa tudi teles je Leonarda da Vincija
Se posebej zanimalo. Na osnovi enega od Arhimedovih zapisov je ugo-
tovil, da lahko konstruiramo tezisée poljubnega premoértno omejenega

ravninskega lika v principu z uporabo naslednjih dveh pravil:

1. Tezisce trikotnika je prese¢isée daljic, ki povezujejo ogliséa trikotnika
z razpoloviséi nasprotnih stranic.

2. Lika L; in Ly brez skupnih tock s teziséema T} in T3 ter ploséinama
p1 in pz naj lezita v isti ravnini. Potem lezi tezisée T' skupnega lika
na daljici 7175 in sicer tako, da velja p; - TTy = po - T'Ts.

Z uporabo obeh pravil dobimo preprosto konstrukcijo teziséa poljub-
nega trapeza ABCD, ki jo prikazuje slika 1.

Za dokaz razdelimo trapez na dva trikotnika ABD in DCB (slika 2)
z osnovnicama a oziroma b, skupno visino v in s teziséema T} oziroma T
(ki ju konstruiramo po prvem pravilu).
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Dy a D b (4 a i

A b A

Po drugem pravilu lezi te-
zisée T trapeza na daljici T} 75,
tako da velja T, :TTh =b:a.
Ce izrazimo oddaljenost teziséa
T od osnovnice AB v obliki
(14 z) - %, je oddaljenost tezis-
¢a T od CD enaka (2 —z) - %,

kijer jez : (1 —x) =b: a. Sledi Slika 2.
1+$:a+2b . 2_9:=2(1+b,
a+b a+b

torej sta oddaljenosti tezisca T' od osnovnic trapeza v razmerju
(a+2b): (b+ 2a).

To pa ze pomeni, da sta oddaljenosti na sliki 1 konstruirane tocke T
od osnovnic AB in C'D pravi (to sta visini v podobnih trikotnikih A4; B;T
in C1D1T). Po drugi strani pa lezi tezisée na daljici, ki veze razpoloviséi
obeh osnovnic trapeza. Ker ta daljica povezuje tudi razpoloviséi daljic
A1By in CyDy, lezi (zaradi A1 BT ~ CyD:T) na njej tudi na sliki 1
konstruirana tocka T'.

Opisanega dokaza ne moremo Steti za da Vincijevo ‘odkritje’. Prav-
zaprav ga je le izvédel, kakor tudi Stevilne druge, na osnovi znanih trditev.

Opazimo pa dvoje. Po eni strani je imel izrazit smisel za uporabnost.
Princip, vsebovan v pravilih 1 in 2, je v konkretnem primeru uporabil za
izpeljavo uporabne in enostavne konstrukcije, ki si jo je moé¢ tudi zlahka
zapomniti. Po drugi strani je izbrana pot do reSitve zelo lepa. Tudi
matematika je bila za Leonarda da Vincija po svoje umetnost.

Marija Vencelj
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PREMIKANJE LUNE GLEDE NA ZVEZDE

Veliko ljudi ne razume, zakaj se Luna premika glede na zvezde. Pri
pogledu nanje se navidezno premika v levo, oziroma od zahoda proti
vzhodu, ¢e smo obrnjeni proti jugu. Naj to pojasnim. Zaénimo od zacetka.

Opazili ste ze, da Luna vzhaja na vzhodnem delu obzorja, se nato
dviga na nebo, je najvisje nad obzorjem na jugu, potem se spusca in
zahaja na zahodni strani obzorja. To je navidezno dnevno gibanje Lune.
Ima ga zaradi vrtenja Zemlje in poteka (kakor pri Soncu) od vzhoda proti
zahodu, torej v desno.

Ce natanéneje opazujemo Luno, ze v kratkem Gasu zasledimo, da se
pocasi premika glede na zvezde. Premikanje opazimo s prostim o¢esom, z
daljnogledom pa seveda Se bolje. Kmalu ugotovimo, da se Luna navidezno
odmika od zvezd, vidnih na njeni desni (zahodni) strani, in se navidezno
bliza k zvezdam, vidnim na njeni levi (vzhodni) strani. To gibanje Lune na
nebu proti vzhodu imenujemo navidezno meseéno gibanje Lune. Nastane
zaradi krozenja Lune okrog Zemlje v napredni, pozitivni smeri (od zahoda
proti vzhodu).

Recimo, da nas zanima,
koliko se Luna premakne gle-
de na zvezde v enem dnevu,
to je v 24 urah. To izracuna-
mo takole:

Ker Luna obkrozi Zem-
ljo v 27,3 dneva, pretece dnev-
no ﬁ svoje poti okrog Zem-
lje, in sicer tako, da se dnevno

na nebu premakne za 2,} 3

polnega kota, torej 5 - 360°

hm_!ja.
na dan & 13° na dan (vre- & shema
dnost niha med 11,8° in 14,7°  Slika 1. Dnevni premik Lune na tiru okrog Zemlje
na dan) proti vzhodu. in na nebu. Zaradi krozenja se v 24 urah Luna

: vt & -
Ce se kakess dne ob do: navidezno premakne priblizno za 13° (malo manj

& kot ped iztegnjene roke) proti vzhodu. Zato Luna
iz dneva v dan pozneje vzhaja (zahaja).

lo€eni uri postavimo obrnjeni
z obrazom proti jugu, pogle-
damo Luno in si zapomnimo njeno lego glede na kaksno drevo, bomo z is-
tega opazovalis¢a naslednjega vecera ob enakem ¢asu videli Luno priblizno
13° bolj levo (vzhodneje).

O tem se lahko prepricate. Luno opazujte, kot je opisano. Moram pa
vas opozoriti, da je Luna zelo nepredvidljiva, véasih nesramno muhasta
in se ne pokorava vedno pravilu, ki smo ga pravkar povedali. Toda brez
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Slika 2. Premik Lune na nebu v 24 ur

ah — fotografija.

.ﬁ ” - .'_-. N .
57 .y ..
P ;
- X .
= : o 5 . + e ™ .
.' " 5 e - " . . ‘pl(‘lnde 1
=l . . b 5. ¥ ;
5l A . . ~ o a¥ o
utr, - ) = 3 . y
. : . . - - 4 N . .
P o ® 15 B ~ o Hijade -
- Aldebaran .o _=®4
A R iRl
‘-I .y s L " e -
A L .
- Yy LY ..
= A g - s, a " '
. ’ 4y 5 " . fe « g
g . . v Bk .
- ® »ORION ®: : .
) . ox » -

Slika 3. Glede na sliko 2 v zvezdni karti vrisan ustrezni premik Lune — skica.

bojazni. Kljub muhavosti boste z lahkoto opazili njeno premikanje glede

na zvezde. Le nekoliko potruditi se bo treba.

Luna zaradi omenjenega navideznega premikanja vsak dan vzhaja (in

seveda tudi zahaja) nekoliko pozneje, in sicer

za toliko, kolikor potrebuje

Zemlja, da se zavrti za z?l_d svojega obrata okrog svoje vrtilne osi, to je

za 515 - 24 ur ~ 53 minut.

Od prvega do drugega Luninega vzida (zaida) torej pretece priblizno
24 ur 50 min. No, to pokaze ra¢un. Kaj pa Luna?

Marijan Prosén
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REKONSTRUKCIJA DREVES, 2. DEL

V prejénji stevilki Preseka smo v prvem delu prispevka spoznali tri pre-
glede dvojiskih dreves: vmesni in premi pregled ter pregled po nivojih.
Za osvezitev spomina si lahko na spodnji sliki ogledate dvojisko drevo in
pripadajoée preglede.

vmesni pregled KMHEZCLA
premi pregled CHEMZAL
pregled po nivojih CHAKZLM

Spoznali smo tudi, kako lahko iz vimesnega in premega pregleda rekon-
struiramo drevo. Tokrat si bomo ogledali, kako je z rekonstrukceijo drevesa,
¢e poznamo pregled po nivojih in enega od preostalih dveh pregledov,
vmesnega ali premega.

Programsko kodo bomo pisali v jeziku C, zato si najprej oglejmo,
kako v tem jeziku opisemo dvojisko drevo. Deklaracije so podobne kot
v pascalu. Vozlisée predstavimo s strukturo (besedica struct) — to je
C-jevsko poimenovanje sestavljenih tipov, drevo pa zopet s kazalcem na
koren:

typedef struct vozlisce *Drevo;
typedef struct vozlisce {

char x;

Drevo levo, desno;
} Vozlisce;

Nekaj osnovnih funkeij za delo z drevesi (in kodo v C-ju) najdete v
zbirki nalog M. Juvan, M. Zaversnik: C naj bo (zadnji del 7. poglavija).

Vmesni pregled in pregled po nivojih. Tudi kadar poznamo pregled
po nivojih namesto premega pregleda, se lahko rekonstrukeije drevesa lo-
timo na enak nacin. Dodatne tezave nam povzro¢a dejstvo, da v pregledu
po nivojih vozliscéa levega in vozliséa desnega poddrevesa ne tvorijo veé
strnjenih podnizov (to dejstvo smo s pridom izkoristili pri rekonstrukeiji
iz premega pregleda).
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Zato bo treba prilagoditi parametre rekurzivne funkcije in dopolniti
iskanje korena. Funkcija bo imela tri parametre: kazalca zacV in konV tipa
char *, ki bosta oznacevala prvi oziroma zadnji znak vmesnega pregleda,
in niz nivoji, ki bo vseboval pregled po nivojih, med znake pregleda pa
bodo lahko vrinjeni e drugi znaki. Koren poddrevesa, ki ga gradimo na
rekurzivnem koraku, bo potem prvi znak iz nivoji, ki se pojavi tudi v
vmesnem pregledu.

Na kratko poglejmo e korake opisanega postopka na primeru z zacet-
. ka prispevka. Zatnemo z vmesnim pregledom KM HZCLA in pregledom
po nivojih CHAKZLM. Vzamemo prvi znak iz pregleda po nivojih, to
je C, in pogledameo, ali se pojavi v vimesnem pregledu. Tam ga najdemo
in tako dolocimo vmesna pregleda za levo in desno poddrevo. Sledi
rekurzivni klic za levo poddrevo: vmesni pregled je KM HZ (del zaéetnega
pregleda do znaka C'), pregled po nivojih pa je vsebovan v nizu HAK ZLM
(“odveéna” znaka sta A in L). Ponovno poiséemo koren. Poskusanje
zaénemo z znakom H in takoj uspemo. Sledi nov rekurzivni klic: vmesni
pregled levega poddrevesa je KM, pregled po nivojih pa je vsebovan v nizu
AKZLM (tokrat so “odveéni” znaki A, Z in L). Tokrat prvi kandidat
za koren, znak A, ni pravi (ne pojavi se v vmesnem pregledu). Zato
poskusimo z naslednjim znakom K. Ta nastopi v vinesnem pregledu in je
torej koren poddrevesa na nivoju 2. Zopet sledita rekurzivna klica. Prvi
klic za levo poddrevo se takoj konéa, saj gre za prazno poddrevo. Sledi
drugi rekurzivni klic, ki zgradi drevo z vozliséem M. S tem je poddrevo,
katerega koren je K, v celoti zgrajeno. Vrnemo se nivo nazaj. Tam sledi
rekurzivni klic za desno poddrevo v drevesu, katerega koren je H. Ta
zgradi drevo z vozliséem Z. Sledi vracanje do zacetnega nivoja in klic, ki
rekurzivno zgradi Se desno poddrevo iskanega drevesa.

/* Zgradi dvojisko drevo iz vmesnega pregleda in pregleda
po nivojih. Ne preverja pravilnosti vhodnih podatkov. */
Drevo zgradi(char #*zacV, char *konV, char #nivoji)
{
char *pomV; /# mesto korena v vmesnem pregledu */
Drevo kaz; /* pomoZni kazalec za novo vozliZZe */

if (zacV > konV) return NULL; /# prazno drevo */
/* ISCemo koren: prvi zmnak iz nivoji, ki je v vmesnem pregledu. */
while (#nivoji != ’\0’) {

pomV = zacV;

while (*pomV != *nivoji && pomV <= konV) pomV++;

if (*pomV == #nivoji++) break;

}
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/* Ce so podatki pravilni, smo koren gotovo na3li. */
kaz = malloc(sizeof (Vozlisce)); /* Naredimo novo vozliZZe. */
kaz->x = *pomV;
/* Rekurzivna klica - zgradimo levo in desno poddrevo. */
kaz->levo = zgradi(zacV, pomV - 1, nivoji);
kaz->desno = zgradi(pomV + 1, konV, nivoji);
return kaz;
} /#zgradi*/

Ce je sta pregleda drevesa shranjena v nizih opis1 in opis2 ter je d
spremenljivka tipa Drevo, potem funkcijo poklicemo z

d = zgradi(opisl, opisl + strlen(opisl) - 1, opis2);

Tu je strlen funkcija iz knjiznice <string.h>, ki vrne dolzino niza.

Poglejmo Se, kako je s éasovno in prostorsko zahtevnostjo funkcije. O
prostorski zahtevnosti ne moremo povedati ni¢ novega. Glede uporabe
pomnilnika se funkcija obnasa praktiéno enako kot funkecija za rekon-
strukcijo dreves iz vimesnih in premih pregledov iz prvega dela prispevka.
Pri ¢asovni zahtevnosti pa se funkciji na prvi pogled razlikujeta. Tokrat
smo namre¢ uporabili Se dodatno zanko za iskanje korena (poleg zanke, v
kateri pois¢emo mesto korena v vmesnem pregledu, ki jo imamo v obeh
funkcijah). Vendar pa natanénej$a analiza pokaze, da je Stevilo operacij Se
vedno omejeno s kvadratno funkcijo stevila vozlisé drevesa (je pa vodilni
koeficient te funkcije nekoliko veéji kot pri prejinjem primeru). Kljuéna
je ugotovitev, da nobenega znaka iz vmesnega pregleda ne primerjamo
dvakrat z istim znakom iz pregleda po nivojih (natanéna utemeljitev
te ugotovitve zahteva nekoliko daljsi razmislek, ki presega okvir tega
prispevka).

Premi pregled in pregled po nivojih. Premi pregled in pregled po
nivojih sta si precej podobna, zato ni presenetljivo, da drevesa z njima
niso enoliéno dolo¢ena. Premi pregled ABC in pregled po nivojih ABC
ima npr. naslednjih pet dreves:

AICYY
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Enoliéna rekonstrukcija drevesa iz premega pregleda in pregleda po
nivojih tako v sploSnem ni mogoca. To ugotovitev lahko Se nekoliko
poostrimo. Za konec vas bom poskuSal prepricati, da velja naslednja
trditev: Za vsako dvojisko drevo D z vsaj dvema vozliséema obstaja
vsaj Se eno dvojisko drevo D' # D, ki ima enak premi pregled in enak
pregled po nivojih kot drevo D. Takole razmisljajmo. Naj bo z najbolj
desno vozlidée na zadnjem nivoju (pri drevesu iz zgleda je to vozlisce M).
Mimogrede opazimo, da je z zadnje obiskano vozlis¢e pri premem pregledu
in pri pregledu po nivojih. Ker ima drevo D po predpostavki vsaj dve
vozliséi, = ni koren drevesa. Naj bo y njegov oce (v zgledu je to vozlisce
K). Lo¢imo dve moznosti. Ce je z edini sin vozlisca y (tako je v zgledu),
potem je x lahko levi ali pa desni sin. Ce je levi, ga lahko prestavimo na
desno, ¢e je desni, pa na levo, v obeh primerih pa ima novo drevo enak
premi pregled in enak pregled po nivojih kot drevo D. Kadar pa ima y
dva sinova, lahko poddrevo s tremi vozlisci, katerega koren je, zamenjamo
s katerimkoli od petih dreves z zadnje slike, pa Se vedno dobimo drevo z
enakima pregledoma.

Martin Juvan

KAKO STA SKLEPALA NINA IN ZIGA? —
Resitev s str. 98

Napaéno sta sklepala na osnovi slike. Privzeta lega srednjice na sliki v
zastavljeni nalogi ni mogo¢a. S pravilne slike lahko razberemo:

a D ¢ C
H| = -
H| =2,
¢
EG|= -
5G| =5,
|[EH| = |EG|+ |GH| in zato
a ¢
- = = H.

Torej je |GH| = (a —c¢)/2.

A a B
Tokrat nam da preizkus znani rezultat

a4—3C {43 a+t+c
5 T35 3

Silva Kmetié

s = |EG| +|GH| + |HF| = g +
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KAKO HITRO SO SE GIBALI DINOZAVRI?

V filmu Jurski park, ki je pred leti zbudil precej pozornosti, je bilo mogoée
videti razne vrste plazilcev v gibanju, ¢eprav so ze zdavnaj izumrli. Pa-
leontologi so izkopali njihove kosti in jih sestavili v okostja ter skupaj z
zoologi rekonstruirali Zivali vse do zunanje podobe. Kako hitro so se zivali
gibale, pa so jim pomagali ugotoviti fiziki.

Zacnimo s kar se da preprostim zgledom, z nihalom, pri katerem je
na zelo lahek drog z dolzino [, obesena drobna utez. Drog je vrtljiv okoli
vodoravne osi skozi krajisée. Nihalo sinusno zaniha, ko ga za majhen kot
o1 izmaknemo iz ravnovesne lege in spustimo. Drugo nihalo z dolzino
l2, ki naj bo enako sestavljeno, izmaknimo za kot @2 iz ravnovesne lege
in spustimo. Ali lahko dosezemo, da se nihali gibljeta podobno? Ali
lahko v vsakem trenutku po odklonu prvega nihala sklepamo na od-
klon drugega? Najprej je jasno, da moramo ¢as prvega nihala t; in
¢as drugega nihala t; zaceti meriti v ustreznih trenutkih, npr., ko prvo
in drugo nihalo spustimo iz zacetne lege. Poleg tega morata biti oba
zacetna odklona enaka: g = @og. Casa ty in t; sta v razmerju nihajnih
tasov to/t1 = (g1la/g2l1)"/%. Pri tem smo upostevali moznost, da prvo
nihalo niha na Zemlji s pospeskom prostega pada g; in drugo na Luni s
pospeskom prostega pada go. Hitrosti obeh utezi sta v razmerju najvecjih
hitrosti v /v, = (9232/9111)1/2. Iz zveze razberemo, da je pri primerja-
nju pomembna koli¢ina v?/gl. Koli¢ino z enoto 1 imenujejo Froudovo
Stevilo. Gibanji nihal sta v navedenem smislu podobni, ¢ée sta njuni
Froudovi Stevili enaki. Iz zveze v2/gala = v?/gily sledi za nihali na
Zemlji v3/v} = ly/l;. Za enako dolgi nihali na Luni in Zemlji pa velja

2.8
va/vi = g2/41-

Poskusimo na hitro z ena¢bami izpolniti vrzeli v prejSnjem raz-
misljanju. Nihanje nihala opisemo z enatho ¢ = g cos (g/l)'/?t, ce
zacnemo meriti ¢as v trenutku, ko nihalo doseze najvecji odklon. Raz-
merje odklonov dveh nihal je

©2 _ pozcos (g2/12)'/*ts
@1 o1cos (g1/l1)}/?

Iz enatbe razberemo, da velja s = ¢, ce velja (go/ly)/%ty =
= (g1/ l;)}f % in o2 = woi. Hitrost krajiséa nihala dobimo tako, da
hitrost spreminjanja kota pomnozimo z dolzino nihala, npr. v, =
= —(gal2)"/ %oz sin (g2/12)/?t5.
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Ne pozabimo, da smo se omejili na nihanje z majhnim odklonom,
pri katerem nihajni ¢as ni odvisen od najvecjega odklona. Tu moramo
odnehati, ¢e ne zelimo zadeve prevet zaplesti.

Tako smo razkrili zaéetek zanimivega dela mehanike, dinamiéno po-
dobnost, ki jo imamo lahko za razsiritev geometrijske podobnosti. Lika sta
geometrijsko podobna, ¢e enega prevedemo v drugega, ko dolzino vsake od
vsebovanih daljic pomnozimo z dolo¢enim stevilom. Med seboj podobna
lika imata paroma enake ustrezne kote. Gibanji dveh geometrijsko po-
dobnih sistemov sta dinamiéno podobni, ce lahko eno prevedemo v drugo
tako, da pomnozimo razseznosti enega sistema z dolocenim Stevilom, case
z drugim Stevilom in sile s tretjim §tevilom. Silo smo prerac¢unali na maso,
kar je dalo pospesek, in se omejili na tezo.

Dinamiéna podobnost je pomembna v primeru, da delamo naért za
kako napravo, pa smo negotovi o tem, kako bo delovala. Tedaj izdelamo
veliko cenejsi pomanjsani model naprave in ga preskusimo. Razmere, v
katerih bi delovala velika naprava, morajo ustrezati razmeram, v katerih
deluje model. Tu pride na pomoé¢ diami¢na podobnost. Zagotovimo, npr.,
da je Froudovo Stevilo za model enako Froudovemu stevilu za napravo, in
primerjamo ¢ase, hitrosti, sile, kakor smo nakazali.

Dinamiéno podobnost je vpeljal angleski
inzenir William Froude (izgovori frud), ki
je zivel v letih od 1810 do 1879. Zanimal @

se je za gibanje ladij in izumil ve¢ merilnih
naprav. Stevilo, ki so ga pozneje imenovali
po njem, je enako razmerju med dvojno
kinetiéno energijo in spremembo potencialne
energije 2 - mv?/mgl ter je povezano z T v
razmerjem med silo zaradi pospeSevanja in -~ !;
tezo. R K

V naslednjem koraku skrajno poenosta- P b
vljeno obdelamo hojo ¢loveka. (Podrobneje I r*
jo je obravnaval P. Gosar v ¢lanku Meha- s 12
nika hoje in teka, Presek 13 (1985/86) 81.) 3 1 K
Tezisce ¢loveka z dolzino nog I se spusti po _-_ O

7I77TTTTTTTT7 7777777777777

krogu s polmerom [ s srediséem v stopalu
f;l% Heh, ko dosetis naJV;?.OItE)CkO (Shkf"kl)' Slika 1. Skrajno poenostavljen

21i;r051; Jje povezana z radialnim pospeSkom 4| hoje. Teziste T posta-
v*/l, ki je znacilen za gibanje po Krogu. vimo v vrh nog, O je os v sto-
Pospesek ne more preseéi teznega pospeska g, palu na tleh.
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¢e stopalo miruje na tleh. Tedaj velja

. 2
—%gF @i S5l

l lg

Tudi za hojo je pomembno Froudovo stevilo.

Po zapisani neenacbi élovek ne more hoditi s hitrostjo, ve¢jo od
(gl)*/2. Pri dolzini nog | = 0,9 m je to 3 m/s. Vegjo hitrost doseze v
teku. Tu na kratko omenimo merjenja porabe kisika pri hoji in pri teku.
Clovek dobiva energijo, potrebno za dvigovanje teziséa pri hoji in teku s
kemijskimi reakcijami v miSicah. Pri tem se razgrajujejo ogljikovi hidrati,
beljakovine in mascobe, za kar je potreben kisik. Poraba kisika na ¢asovno
enoto zato doloca mo¢ cloveka. (Nekaj povesta o tem ¢lanka A. Likar, Tek
in mo¢, Presek 25 (1997/98) 226 in J. Strnad, Cloveska mo¢, Presek 26
(1998/99) 2.) Merjenja so pokazala, da je poraba kisika pri hitrosti do
2 m/s pri hoji manjsa kot pri teku, pri veéji hitrosti pa manjsa pri teku
kot pri hoji. Pod hitrostjo 2 m/s je potemtakem energijsko ugodnejsa
hoja, nad njo pa tek.

V svojem razglabljanju smo se omejili na gibanje tezis¢a po krogu s
srediScem v stopalu na tleh. Tekmovalci v hitri hoji dvigajo in spuséajo
boke ter dosezejo pri hoji vecjo hitrost, npr. 4,4 m/s pri svetovnem rekordu
v hoji na 10 km.

Mejna hitrost je pri otrocih s krajsimi nogami manj$a, na primer
2 m/s pri dolzini nog 0,4 m. Zato lahko otrok hodi le ob odraslem, ki
namenoma upocasni korak. Na Luni je tezni pospesek 1,6 m/s? in je
mejna hitrost samo 1,2 m/s. Vesoljci so zato na Luni poskakovali.

Vretencarji natanéno vzeto drug drugemu niso geometrijsko podobni.
Konj, npr., ni poveéan pes. Vendar njihovo gibanje kaze dovolj skupnih
znacilnosti, da vse vretencarje poskusimo obravnavati kot priblizno geo-
metrijsko podobne in njihova gibanja kot priblizno dinamiéno podobna.
Opazovanja to priblizno podpirajo. Pri Froudovem stevilu okoli % pri
vseh vretencarjih hoja preide v tek. To velja za vretencarje z enim ali z
dvema paroma nog. Pri hoji in teku se drugi par nog giblje podobno kot
prvi z dologeno zakasnitvijo. Gibanje obeh parov preneha biti podobno
ob prehodu v galop pri Froudovem stevilu okoli 2,5.

Pri enakem Froudovem Stevilu vzamemo gibanje vretencarjev za di-

namiéno podobno. Konj, ki ima Stirikrat daljSe noge kot pes, ima pri
enakem Froudovem Stevilu stirikrat daljsi korak kot pes. To naj bi veljalo
za vse vretencarje, tako da bi bilo razmerje med dolzino koraka in dolZino
nog za vse vretencarje, z enim ali z dvema paroma nog, enako odvisno od
Froudovega stevila. Merjenja to priblizno potrjujejo, natanéne odvisnosti
pa ne moremo pricakovati.
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Po merjenjih je razmerje med dolzino koraka in dolzino nog priblizno
linearno odvisno od kvadratnega korena iz Froudovega stevila (slika 2).
S to zvezo je mogoce oceniti hitrost dinozavrov. Po okamenilih sledovih
stopinj so ugotovili dolzino koraka, po velikosti sledi ocenili maso in veli-
kost Zivali ter s tem dolzino nog. 1z teh podatkov so izracunali razmerje
med dolzino koraka in dolzino nog, ki mu v linearni zvezi ustreza dolo¢en
koren iz Froudovega Stevila. Iz tega je bilo mogoce z dolzino nog dobiti
hitrost. Po tej poti so za brontozavre z maso 30 ton dobili hitrost 1 m/s,
za mesojedce, podobne tiranozavrom, z maso 5 ton hitrost 2 m/s in za
dvonoge zavre z maso 3 tone hitrost 12 m/s. Zavri z veliko maso so hodili
zelo pocasi, zavri z majhno maso pa so tekli hitreje kot ¢lovek z maso 70
kg, ki je pri svetovnem rekordu na sto metrov dosegel hitrost 11 m/s, a
pocasneje kot dirkalni konj z maso okoli 400 kg, ki doseze hitrost 16 m/s.

Slika 2. Izmerjeno razmerje med & i [
dolzino koraka in dolzino nog v dolzina koraka// 00 /5
odvisnosti od kvadratnega ko- | -

rena iz Froudovega &tevila za
nekaj vrst vretencarjev. Slika
je iz élanka R. McNeill Alexan- 4

der, Walking and running, The ;\!:::\_:“ul\m ;
Mathematical Gazette 80 (1996) kamela =
262. Isti pisec je leta 1989 2 pes 0
pri zalozbi Columbia University nosorog A
Press v New Yorku objavil knjigo )
Dynamics of dinosaurs and other ol . ! &= .

extinct giants. 0 ' L 3 3 *';'![H”lﬂ

Raéunov, enako kot rekonstruirane podobe dinozavrov, ni mogoce
preskusiti z neposrednim opazovanjem. Upamo pa, da so podobo in
hitrost dobro zadeli.

Janez Strnad

IZLUSCI IN DOKAZI PRAVILO

Naslednje vsote namigujejo na neko splosno pravilo. Poisci ga, ga zapisi
s formulo in dokazi.

1-1
2 PR i e e |
1:§ — 2Zvd o Fa3r — Tedit e
Lo =m0t g — e s e 3 s WG ]

Marija Vencelj
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NALOGE O ELIPSAH IZ JAPONSKIH TEMPLJEV

Sangaku je izjemno zanimiv pojav v zgodovini matematike. Pomeni
ploscice, ki prikazujejo matematicne probleme in so jih na Japonskem
v obdobju Edo (1603-1867) izobesali v Sintoisticnih templjih. V tem
obdobju je bila Japonska prakticno popolnoma izolirana od zahodnih
vplivov, tako da se je tam razvijala povsem samosvoja matematika. Tako
so japonski matematiki na razliénih podroéjih dobili mnogo originalnih re-
zultatov oziroma originalnih dokazov rezultatov, ki so jih med tem odkrili
tudi na zahodu. Na sangaku plos¢icah najdemo predvsem geometrijske
rezultate pogosto brez dokazov, saj so bile ploséice posveéene bogovom.
Ker so se avtorji pri tem trudili napraviti tudi estetski izdelek, je bil
rezultat zanimiva zmes matematike, umetnosti in religije.

Sangaku problemi so na zahodu znani ze dalj ¢asa. Tako R. Hons-
berger v knjigi Mathematical Gems III (1985) podrobno prikazuje eno
od sangaku nalog in njeno resitev ter navaja, da jo povzema po knjigi
R. Johnsona Advanced Euclidean Geometry, ki je prvié izsla leta 1929.
Vendar so ele po izidu knjige Fukagawe in Pedoa Japanese Temple Ge-
ometry Problems sangaku problemi postali zares znani. V revijah, kot
so Crux Mathematicorum ali Quantum/Kvant, so jih zaceli objavljati
praktiéno v vsaki stevilki.

Ohranjenih je priblizno 900 sangaku plo&cic, mnoge druge, ki so bile
unicene, pa najdemo v starih japonskih knjigah. Fukagawa je v svoji
knjigi predstavil 250 nalog, ki jih je naSel na originalnih ploséicah in v
knjigah. Podrobne resitve so podane samo za manjse Stevilo nalog, vendar
so vecinoma sodobne. Originalne reSitve so znane samo za manjse Stevilo
nalog (in Se te so iz starih knjig in ne s ploséic).

Vecina nalog v Fukagawovi knjigi se nanaSa na “dotikajoce se figure”.
To so naloge o dotikajoéih se kroznicah, vértanih v druge kroznice, trikot-
nike, kvadrate, pravokotnike, naloge o elipsah, ki se dotikajo med sabo ali
s kroznicami, ter naloge o dotikajo¢ih se sferah (in tudi elipsoidih).

Kaze, da so celo naloge o elipsah originalno resevali s sredstvi prostor-
ske geometrije (elipsa je presek valja z ravnino, kroZnice pa preseki sfer z
ravnino). Na ta naéin so japonski matematiki lahko naloge o elipsah in
kroznicah obravnavali kot naloge o valjih in sferah.

Na tem mestu se bomo omejili le na nekaj nalog o elipsah. Pri tem
bomo izbrali take, ki jih lahko resimo z uporabo transformacije ravnine, ki
elipso preslika v kroznico (preslikave, ki bi jo v ustreznem koordinatnem
sistemu zapisali kot (z,y) — (z, \y) za neki fiksni A).
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To preslikavo Fukagawa in Pedoe imenujeta preprosto “afina trans-
formacija”.

Za nas bo pomembno, da preslika elipso v kroznico (¢e sta ustrezno
izbrana premica negibnih tock in koeficient A), da preslika premice v
premice in da pri tem ohranja incidentnost, tangente in vzporednost.
V eni nalogi bo potrebno uporabiti tudi informacijo o tem, da plos¢ino
transformiranega lika iz plos¢ine originala izratunamo z mnozenjem z |A|.

1. naloga. Na elipsi O(a, b) so iz- A
brane tri tocke A, B in C tako, da
so plodéine Py, P,, P3; oznacenih
odsekov elipse enake.

Pokazi, da je ploicina trikot-
nika ABC enaka

% 3ab .

Resitev. Za premico negibih tock
afine transformacije izberemo no-
silko velike osi elipse, za koeficient
raztega v smeri, pravokotni na
to premico, pa a/b. Transforma-
cija preslika elipso in trikotnik v
kroznico in njej vértani trikotnik.

Ploséine tako dobljenih kroz-
nih odsekov P, Pj, Pj so med
seboj enake, saj so dobljene z
mnozenjem z a/b iz enakih plos¢in
odsekov elipsa Pl, Pg, P3. Od tod
sledi, da je trikotnik A'B’C’ ena-
kostranicen, saj razlicnim tetivam
otitno ustrezajo razliéne ploséine kroznih odsekov.

Ker je polmer kroznice enak a, meri stranica tega trikotnika avy/3.
Zato je njegova plostina enaka i“%, izracunamo pa jo iz ploséine triko-
tnika ABC' z mnozenjem s koeficientom a/b. Zato je plodcina trikotnika
ABC enaka

3aby/3
7
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2. naloga. Trikotnik ABC' ima pravi

kot v ogliséu C. Elipsa O(a,b) je
vértana v ta trikotnik tako, da je
njena velika os vzporedna z BC. Iz-
razite veliko polos a z AC, BC in b.
O/
Resitev. Elipso na enak nacin kot A
)!
s

B G

v reSitvi prejsnje naloge transformi-
ramo v kroznico s polmerom a. Slika
trikotnika ABC' je pravokotni triko-
tnik A’B'C’, s pravim kotom pri
C’, oértan tej kroznmici. Dvakratno
ploscino tega trikotnika izrazimo na
dva nacina:
B'C'-A'C' =a(B'C'+A'C'+A'B").

Upostevamo, da je B'C’' = BC'in ¢
A'C" = $AC ter uporabimo Pitago-
rov izrek:

a2
A'B' = y/BC? + b_‘ZA02 .

B’

Tako dobimo

a a a?
BC - 3AC =y (BC+ EAC+ \/302 - b—2AC2 |

Od tod sledi

BC-AC —b-BC —a-AC = \/a? - AC? + b2 - BC?.
Po kvadriranju in preureditvi tega izraza dobimo

_ BC(AC — 2b)
T 2(AC-b)
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3. naloga. Skladni elipsi,O(a, b)
in O'(a,b), se dotikata druga dru-
ge tako, da potekata mali osi obeh
skozi dotikalisce. Z ¢ je oznacena
ena od skupnih zunanjih tangent
(vzporedna malima osema). Trije
skladni kvadrati Ty, Ty, T3, s
stranico t, so postavljeni tako, da
imata dva skupno stranico, po eno
stranico na ¢ in po eno oglisce
na elipsah. Tretji ima po eno
oglisce na vsaki elipsi in stranico,
ki lezi na dveh stranicah prvih
dveh kvadratov (glej sliko).

Pokazi, da je

a

a=2h. t=5

Resitev. Za premico negibnih to¢k afine transformacije izberemo £, za
koeficient raztega v smeri, pravokotni na to premico, pa b/a. Tako dobimo
kroznici, tri pravokotnike in premico v naslednjem medsebojnem polozaju:

Oznaéimo krajso stranico pravokotnika z s (daljSa je Ze oznacena s t;
pri tem je seveda s = %t) in upostevamo, da je polmer kroznic enak b.



150 Matematika

U=

Dvakrat uporabimo Pitagorov izrek (za trikotnika OAB in OCD) in
dobimo

(b— )% + (b—s)? = b2, (b~%)2+(b—2s)2=b?
Enaécba

(b—t)2+(b—s)2:(b—%)2+(b—2s)2

4b—3t
5 -

Ce v enacbo (b—t)%+(b—s)? = b? vstavimo s = £, dobimo kvadratno
enacbo 5t2 — 12bt + 4b® = 0, ki ima dve resitvi, ¢ = %b (ta da povezavo
med a, bin t: iz £ = ¢ in s = £ sledi @ = 2b in potem iz t = Z dobimo e
t = £)in t = 2b, ki odpade zaradi pogoja t < b, ki mora veljati, ¢e zelimo,
da so kvadrati vértani v lik, omejen z elipsama in premico na opisani
nacin (sicer tudi ta resitev da geometrijsko smiselni odgovor, vendar se
tako dobljeni kvadrati prekrivajo z elipsama).

Ce v enacho (b —t)? + (b— s)? = b* vstavimo s = 122, dobimo
kvadratno enaébo 45t2 — 60bt + 4b% = 0. Resitev t = 2(5':2‘/5), s= 5_125‘/5
odpade iz enakega razloga kot prej, resitev t = 2(5_12‘/5), 8 = 5+125‘/5
pa odpade, ker je v tem primeru b > a. Ta reSitev nam sicer da kva-

nam da s = £ ali s =

polosi.
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Sami se spoprimite Se z naslednjimi nalogami. Njihove reditve bomo
objavili v naslednji stevilki Preseka.
1. Elipsa O(a,b) je veértana v kva- N
drat s stranico ¢. Doloéi £, ¢e ves, da
so vsa Stevila a, b, t cela.

-

2. V kvadrat ABCD sta vcrtana
kvadrata L (s stranico l) in M (s B A
stranico m) tako, da se nahajata v
nasprotnih vogalih kvadrata ABC D
in da po dve njuni stranici lezita na
stranicah kvadrata ABCD. 5

Dve skladni elipsi, O(b,a) in e
O'(a,b), se dotikata druga druge in
kvadratov L in M. Poleg tega se

elipsi dotikata vsaka dveh stranic
kvadrata ABCD (glej sliko). 4 \
Pokazi, da je ploi¢ina posamez- [ <0
ne elipse enaka M K /
e Im D
Sl 7
2 G
3. Elipsa O(a,b) je vértana v pra- B 4
vokotnik ABCD in se dotika stranice \
CD v tocki FE ter stranice AD v tocki F
F.
Pokazi, da je
aD
AF-ED=FD-CE. .
c B D

Karmela Milutinovié
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POSLUSAJMO PRASTEVILA

Clovesko uho ima ¢udovite sposobnosti. Te so tako velike, da kot dano
jemljemo dejstva, da znamo razlo¢evati glasove, slisati posamezno besedo
sredi vsesplosnega govorjenja na zabavi, razlociti zvok flavte sredi igranja
ostalega orkestra. Pravzaprav bi lahko rekli, da ima naSe uho velike
sposobnosti prepoznavanja vzorcev. Zato bi svoje slusne sposobnosti
lahko uporabili tudi zato, da bi npr. zaslisali dolo¢ene vzorce v ogromnih
koli¢inah podatkov, predstavljenih z zvoki.

Amerigki matematik Caldwell je uporabil posebno shemo za poslusa-
nje zaporedij prastevil, da bi s pomocjo zvoka ugotovil, kaksne lastnosti
imajo. Konéno, saj pogosto uporabljamo uho, da ugotovimo, kaj bi
utegnilo biti narobe v delovanju motorja, oziroma stresemo Skatlo, da
bi po zvoku ugotovili njeno vsebino.

Za predstavitev zvokov v raéunalni$tvu pogosto uporabljamo specifi-
kacijo MIDI (Musical Instrument Digital Interface). Z njo posameznemu
tonu priredimo stevilko. Tako je npr. C predstavljen kot 60, Cis kot 61, D
je 62 in tako naprej za skupno 128 tonov. Tako predstavitev je Caldwell
uporabil za poslusanje prastevil. Ker je prastevil neskonéno, na voljo pa le
128 tonov, je uporabil le ostanke pri deljenju, tako imenovano modularno
aritmetiko. Ce je kot delitelj uporabil npr. 7, bi za zaporedje prastevil
2,3,5,7,11,13,17,19,23, ... zaigrali 2, 3,5,0,4,6,3,5,2, ... Ker pa imajo
ti toni v skali MIDI prenizko frekvenco, da bi jih dobro slisali, je Caldwell
dodal se konstanto 55 in se tako postavil na sredino lestvice. Tako je prvo
prastevilo, 2, zaigrano kot ton A (57 po standardu MIDI ). Ker je pri
deljenju s 7 moznih le 7 ostankov, imamo seveda na voljo le 7 tonov. Na
sliki vidimo skladbi Prastevila po modulu 7 in Prastevila po modulu 6.

The primes module seven  (Cheis Caldhwell, 1997)

‘.:, = —— = Si= |
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‘The primes modulo sty (Chiis Coldwel 1997)
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Dosedaj smo dolocali le vi§ino tona. Trajanje tonov je bilo enako. Z
razmikom med prastevili pa lahko predstavimo tudi dolZzino tona. Med
prvima dvema prasteviloma 2 in 3 ni razmika, razmik 1 je med 3 in 5 ter 5
in 7, razmik 3 pa med 7 in 11. Velja, da je povpreéna dolZina razmika med
prastevili, manjsimi ali enakimi n, enaka naravnemu logaritmu iz n. Osta-
jajo pa odprta vprasanja, kako so ti razmiki porazdeljeni, kako veliki so
in podobno. Ne glede na to razmik lahko uporabimo za dolo¢itev dolzine
tona. Caldwell se je odloéil, da naj ton traja sorazmerno dolzini razmika
do naslednjega prastevila v zaporedju, deljeno z naravnim logaritmom iz
tega prastevila. Na ta nacin je nastalo nekaj skladb, katerih notne zapise
vidimo na slikah.

The primves medule 41 with prime gap tempo (Chwis Caldwell. 1997)

{Starting with fhe prime |,000,003)
The primes moduda 41 with prime gap fempo (Chns Calehwell. 1997)
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Veé o poslusanju prastevil in drugih stevil lahko preberemo na Inter-
netu na straneh

http://www.sciencenews.org/sn arc98/6_20_98/mathland.htm
in
http://www.utm.edu/research/primes/programs/music/listen/.

Mimogrede bomo lahko prebrali e marsikatero zanimivost o prastevilih.
Na strani

http://wuw.utm.edu/ caldwell/midi/primes.cgi

pa je Caldwell pripravil program, s katerim si sami zaigramo skladbo,
nastalo po zgoraj opisanem vzorcu.
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Primal Sounds

[ fasmioe Sruike | rnec’ Breve Pae | Lanacest Fipoten Erimes D MITA | Aultver )

msdule wnat base?  [B LisTew To THEse pRmes |
How many primes 7 |)0 Starting at (oc after)? |I
Which inaccupent?  [104 FX 8 (sei-fi) |

™ Allow halt-netes?
I se the prime gaps to determins the note lengeha?
| 7 ¢

This program takes the requence of pimes {2.3.57,11,12,17,1%, ) and forms the the sequence of remamders modalo the small base (no-dube) you give. For
exnmple, modudo 4 thir yequence w (2,3,1,3.3,1,1.3.). I then plays ths sequence as if the nusibers were notes (near meddie C) on the "mutnament” of your chows

Notes

1. The mamber of terms st be ot mest 500 (1o protect our sereer)

2 The moduuz (base) must be lees than 127 (75 with no hall netes, 54 for percussion oely). Smaller runbers will sound better

3 Rather than start with the frst prime 2, you may specifiy a starting wabae (at most 10000000, The sequence will bagen with the Srat preme greater than or squal
5 the number you spacty

4. The quality of the mstramerss vanes dramagicaly with the quality of your sound card. Some sound cards do nat implement all of the instruments. Others do
ot imgilement a8 the notes for eack meerunent.

5. The eambers belore the mutrument nunes are thew code inthe ool od) andy | (see the sfarmation on the MIDT format)

Mojca in Matija Lokar

STALIMO SNEG! — Resitev s str. 66

V prejsnji stevilki Preseka smo predlagali udoben naéin odstranjevanja
snega, in sicer tako, da zapadli sneg stali kar elektrika. SpraSevali smo
se po moéi grelne naprave, ki bi v desetih urah stalila pol metra debelo
snezno oddejo svezega snega na dvoriséu z dolzino 10 m in §irino 4 m. Ce
raéunamo, da ima sveze zapadli sneg gostoto 100 kg/m®, pade na dvorisce
s povrsino 40 m? 2000 kg snega. Ker moramo kilogramu snega dovesti
334 kJ toplote, da ga stalimo, potrebujemo 668 MJ ali 186 kWh elektri¢ne
energije. Potrebujemo torej grelec z mocjo najmanj 18,6 kW, saj moramo
greti trdna tla. To je za gospodinjstvo zelo velika mo¢, saj premorejo
gospodinjski stroji le nekaj kilovatov.

Stroska za elektriko za vso zimo pri takem gretju ni tezko izrac¢unati,
¢e vemo, da stane 1 kWh 10 tolarjev in pade na dvorisée 8000 kg snega

(v Sloveniji pade na kvadratni meter nekaj ve¢ kot 1000 litrov vode,
v zimskem ¢asu torej priblizno 200 kg). Za taljenje porabimo torej
8000 kg- 334 kJ/kg = 2672 MJ = 742 kWh, kar stane okrog 7420 tolarjev.
Racun bo nekaj vecji, saj za taljenje porabimo nekaj vec energije, pa tudi
cena kWh je preko dneva skoraj dvakrat visja od privzete.

Andrej Likar
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ABBCCC — Resitev s str. 67

V programskem jeziku pascal bomo sestavili logiéno funkcijo, ki bo ugoto-
vila, ali je dani niz dobljen kot stik enega ali ve¢ nizov oblike a'b/c*, kjer
je 1 <4 < j < k. Telo funkcije bo sestavljeno iz zanke, v vsaki ponovitvi
zanke pa bomo preverili po en niz oblike a'b’cF, 1 < i < j < k. Ker
naloga zahteva vsaj en tak niz, bomo uporabili zanko repeat. V zanki
najprej prestejemo, koliko a-jev je na zacetku (stevec i). Ce ni nobenega,
niz ni prave oblike. Nato pogledamo, koliko b-jev jim sledi (Stevec j).
Veljati mora j > i, sicer niz zopet ni prave oblike. Nazadnje prestejemo
Se c-je. Teh mora biti vsaj j. Zanko ponavljamo, dokler so izpolnjeni
gornji pogoji za Stevila a-jev, b-jev in c-jev oziroma dokler ne pridemo do
konca vhodnega niza.

function Prepoznaj(var s: string): boolean;
{ Ali je niz s oblike (a~ib~jc"k) "+, kjer je 1<=i<=j<=k. }
var
t: integer;
i,j: integer;
b: boolean;

function Zacetek(znak: char): integer;

{ Uporablja niz s in spreminja indeks t iz Prepoznaj. }
var i: integer;

begin
i:=1;
while (t<=length(s)) and (s[tl=znak) do t := t+1;
Zacetek := t-i;

end; {Zacetek}

begin
t = 1;
repeat
b := false;
i := Zacetek(’a’);
if i>0 then begin
j := Zacetek(’b’);
if j>=i then b := Zacetek(’c’)>=j;
end;
until (not b) or (t>length(s));
Prepoznaj := b;
end; {Prepoznaj}
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Stetje a-jev, b-jev in c-jev smo opravili s pomozno celostevilsko funk-
cijo Zacetek. Ta kot parameter dobi znak in presteje, koliko teh znakov
je na zacetku podniza niza s, ki se zacne pri t-tem znaku. Poucna je
tudi uporaba pomozne logicne spremenljivke b, s katero si pomagamo pri
preverjanju odnosov med stevili a-jev, b-jev in c-jev.

Na podoben naéin lahko razpoznamo tudi stike nizov a’b’c*, kjer
odnose med 7, j in k nekoliko spremenimo, na primer i < j < k ali
pa i < j+ k itd. Poleg znakov a, b in ¢ bi v nizih lahko dovolili
8e kaksne druge znake. Tako bi lahko funkcijo Prepoznaj razsirili z
dodatnim parametrom: nizom, ki bi vseboval tiste znake, ki so dovoljeni
pri sestavljanju nizov. Za naSo nalogo bi bil to niz ’abc’. Nalog za vajo
torej ne manjka.

Martin Juvan

KOLIKO MANJSIH? — Resitev s str. 89

V Preseku smo pred ¢asom ze pisali o resitvi podobne naloge (glej pris-
pevek Iséemo besedo, Presek 26, 1998/1999, st. 6, str. 355 in 365-367).
Za dano stevilo k je bilo treba poiskati tisto iz dane skupine razliénih érk
sestavljeno besedo, ki je med vsemi besedami, ki jih lahko sestavimo iz
danih érk, po abecedi na k-tem mestu. Tokrat re§ujemo nasprotno nalogo
(pa e namesto érk imamo Stevila), ideje, ki jih bomo uporabili, pa bodo
zelo podobne.

Poglejmo primer. Vzemimo permutacijo ;ii‘:g) mnozice IN5.
Premislimo, katere permutacije so pri leksikografski ureditvi pred njo.
Najprej so to permutacije, ki stevilo 1 preslikajo v 1 ali 2; teh je 2-4! =
= 48. Potem pa so tu Se permutacije, ki stevilo 1 preslikajo enako kot
v 3, prvo stevilo, v katerem se locijo od 7, pa preslikajo v manjse stevilo.
Ce se lo¢ijo od 7 pri Stevilu 2, morajo 2 preslikati v 1, 2 ali 3. Moznost
3 odpade, saj se ze Stevilo 1 preslika v 3. Ostaneta le 1 in 2. Takih
permutacij je potem 2 - 3! = 12. Pri Stevilu 3 se permutacija ne more
razlikovati od 7, saj je 7(3) = 1 najmanjSa mozna vrednost. MozZnosti
pri Stevilu 4 so 1, 2, 3 in 4. Stevila 1, 3 in 4 so ze uporabljena, tako da
ostane le Stevilo 2; torej 11! = 1 manjSa permutacija. Permutacije, ki se
s m ujemajo na Stevilih 1, 2, 3 in 4, se morajo ujemati tudi v sliki stevila
5, saj je spodnja vrstica pri vseh permutacijah mnozice IN5 sestavljena
natanko iz tevil 1, 2, 3, 4, 5. Ce sestejemo, dobimo 48 + 12 + 1 = 61
permutacij. Permutacija 7 je torej pri leksikografski ureditvi permutacij
mnozice IN; na 62. mestu.
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Povzemimo, kaj smo se naucili. Dana naj bo permutacija m mno-
zice IN,,. Ugotovili smo, da je permutacij, ki se s 7 ujemajo v stevilih
1,2,...,1— 1, stevilo i pa preslikajo v stevilo, ki je manjse od (i), ravno
k; - (n — 9)!, kjer je k; mo¢ mnozice {1,...,n(i) — 1}\{=(1),...,w(i — 1)}
(toliko je stevil, ki so manjsa od w(i), a jih permutacija 7 Se ni “porabila”
na Stevilih od 1 do i — 1). Mesto permutacije 7 pri leksikografski ureditvi
je enako

n—1
1+ 3 ki(n—i)! =1+ (= (k- (n= 1)+ ka) - (0 =2+ ...+ knt) - 1.
i=1

Zapisimo zgornji razmislek kot funkcijo v programskem jeziku pascal:

const
maxN = 12;
type
permutacija = array [1..maxN] of integer;

function Prestej(perm: permutacija; n: integer): longint;
{ Presteje, katera po vrsti je permutacija n Ztevil perm. }
var
i,j: integer;
stevec: longint; { Ztevec leksikografsko manjSih permutacij }
manjsih: integer;
begin
stevec := 0;
for i:=1 to n-1 do begin { Zanka po elementih permutacije. }
manjsih := 1; { DoloZimo, koliko prej&njih je manj&ih. }
for j:=1 to i-1 do
if perm[j]l<perm[i] then manjsih := manjsih+1;
stevec := (stevec+(perm[i]-manjsih))*(n-1i);
end; {for i}
Prestej := stevec+l;
end; {Prestejl}

Funkcija je tipa longint, najveéja vrednost, ki jo lahko v turbo pas-
calu shranimo v spremenljivko tega tipa, pa je 231 — 1 = 2147 483 647.
Vrednost konstante maxN smo izbrali tako, da je

maxN! < 23! — 1 < (maxN + 1)!.

Ce bi izbrali veéjo vrednost, bi pri racunanju za nekatere permutacije
prislo do prekoracitve (13! ~ 6.23 - 10%).

Martin Juvan
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40. MEDNARODNA MATEMATICNA OLIMPIADA

Gostiteljica jubilejne 40. matemati¢ne olimpiade je bila Romunija — dr-
zava, ki je organizirala prvo matematiéno olimpiado leta 1959 in gostila
mlade olimpijce tudi v letih 1960, 1969 in 1978. V slovenski ekipi so
bili tekmovalci: Dusan Jan iz Gimnazije Tolmin, Jure Kalisnik in Matjaz
Urlep iz Solskega centra Celje — Splosne in strokovne gimnazije Lava, Irena
Majcen in Ajda Skarlovnik iz Gimnazije Bezigrad ter Mojca Miklavec
iz Skofijske klasi¢ne gimnazije Ljubljana, ¢lan mednarodne tekmovalne
komisije Darjo Felda s Fakultete za elektrotehniko ter vodja ekipe Matjaz
Zeljko s Fakultete za matematiko in fiziko.

Ekipa je prispela v Bukaresto nekaj dni pred tekmovanjem, zato smo
se lahko posvetili tudi spoznavanju kraljestva zivali (5¢urki). Najbolj
pestro je bilo 16. in 17. julija, ko so se tekmovalci spoprijeli z nalogami,
med katerimi sta bili tudi naslednji dve:

1. Doloci vse konéne ravninske mnozice S z vsaj tremi tockami, ki
zadoséajo pogoju:

za poljubni tocki A in B iz mnozice S je simetrala daljice AB
hkrati tudi os simetrije mnozice S.

2. Doloci vse take pare (n,p) pozitivnih celih Stevil, da je p prastevilo,
n < 2p in tevilo (p — 1)™ + 1 deljivo s stevilom nP~1.

Po napornih tekmovalnih dnevih so si tekmovalci ogledali Se nekaj lokal-
nih znamenitosti in se z avtobusi podali na celodnevni izlet na obrobje
Transilvanije, kjer v mestu Bran stoji grad grofa Drakule. Na poti so se
ustavili Se v mestu Sinai, ki je gostilo matemati¢no olimpiado leta 1960.

Logotip matemati¢ne olimpiade je obicajo povezan z
matematiko oziroma drzavo gostiteljico. Letos se v logotipu
skrivajo §tiri kroznice, ki jih sreGamo v zanimivi in precej
stari nalogi romunskega izvora.

V ravnini lezijo tri kroznice enakih polmerov, ki se sekajo v eni tocki.
Dokazi, da ostala tri presecisca po dveh kroznic tvorijo trikotnik, ka-
terega polmer oc¢rtane kroznice je enak polmerom danih treh kroznic.

Ekipa Slovenije je tudi tokrat na olimpiadi uspesno sodelovala, saj sta
Irena Majcen in Matjaz Urlep osvojila bronasti medalji. Poudariti velja,
da je Irena Majcen prva dijakinja iz Slovenije, ki je na MMO prejela
kaksno medaljo.
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Zahvala za uspehe nasih olimpijcev in tekmovalcev na drugih tek-
movanjih gre predvsem uciteljem—mentorjem, ki mladim nadebudnezem
pomagajo pri spoznavanju matematike. Nastop na olimpiadi so v veliki
meri omogo¢ili Ministrstvo za Solstvo in Sport, Ministrstvo za znanost in
tehnologijo ter sponzorji Hermes SoftLab iz Ljubljane ter Mura in Modna
kravata Gjergjek iz Murske Sobote.

Matjaz Zeljko
30. MEDNARODNA FIZIKALNA OLIMPIADA

Olimpiada je potekala med 18. in 27. julijem 1999 v zgodovinskem uni-
verzitetnem italijanskem mestu Padovi, kjer sta v svojem pomembnem
znanstvenem zivljenskem obdobju delovala tudi Kopernik in Galilei.

Na olimpiadi je sodelovalo 291 tekmovalcev iz 62 drzav, tri drzave pa
so bile prisotne na olimpiadi kot opazovalke.

Udelezenci iz Slovenije so bili: Miran Biirmen iz Gimnazije Murska
Sobota, Urban Simon¢ic iz Solskega centra Novo mesto, Matej Kandué
iz Srednje vzgojiteljske Sole in gimnazije Ljubljana, Gregor Jerse iz
Gimnazije Kranj in Mihael Kadunc iz Skofijske klasi¢ne gimnazije Ljublja-
na. Spremljevalca in ¢lana mednarodne komisije sva bila Primoz Ziherl,
Institut Jozef Stefan, in Ciril Dominko, DMFA Slovenije. Udelezbo na
olimpiadi nam je v pretezni meri finanéno omogoéilo Ministrstvo za Solstvo
in §port, potne stroske pa je pokril Kemijski institut.

V nasi ekipi je bil najuspesnejsi Urban Simongéic, ki je osvojil bronasto
medaljo. Pohvali sta prejela Matej Kandué in Mihael Kadunc. Sicer pa
je bilo potrebno letos doseéi za zlato medaljo najmanj 43 tock od 50
moznih, za srebrno 37 tock, za bronasto 31 tock in za pohvalo 24 tock.
Najvec uspeha so imeli ruski in iranski tekmovalci. Prvi zato, ker so imeli
absolutnega zmagovalca olimpiade in e drugouvrséenega, drugi pa zato,
ker je vseh pet tekmovalcev osvojilo zlato medaljo.

Naslednja, 31. mednarodna fizikalna olimpiada, bo od 8. do 16. julija
2000 v mestu Leicester v Veliki Britaniji.

Ciril Dominko

DVA FAKTORJA BREZ NICEL

Ali lahko stevilo 1 000 000 000, ki ima devet nicel, zapisemo kot produkt
dveh takih naravnih stevil, ki v svojih desetiskih zapisih nimata nicel?
Na koliko bistveno razliénih naginov lahko nalogo resimo, ce je
esljiva?
sy Matiia Veneeli
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30. FIZIKALNA OLIMPIADA:
P KOT PADOVA ALI KOT PASJI DNEVI

NaSe popotovanje v Padovo se je zacelo 18. julija 1999 v Ljubljani, pred
Kompasovo poslovalnico. Voznik kombija, s katerim smo potovali, je
prispel z vespo s polurno zamudo in tehtnim razlogom zanjo (ustavili so
ga policisti). Kmalu se je izkazalo, da ima kombi prazen akumulator, zato
smo ga skusali spraviti v pogon s potiskanjem, vendar zaman. Nazadnje
nam ga je uspelo zagnati s pomo¢jo kablov in akumulatorja drugega avta.
Konéno je prisel ¢as odhoda, zato smo se poslovili od starSev in se vkreali
v kombi. Potovanje je minilo zelo hitro, saj je za razliko od prejsnjih let
olimpiada potekala skoraj doma.

V Padovi smo ob zelezniski postaji ¢akali organizatorje in opazovali
tamkajsnji divji cestni promet, po dolgem ¢asu pa nas je prisla iskat
prijateljica naSega vodi¢a Luisa. Sporazumeli smo se v angleskem jeziku
in naivno upali, da bo na§ pravi vodic¢ govoril slovensko. Z mestnim avto-
busom smo se peljali do §tudentskega doma, v katerega so nas nastanili,
spremljevalca pa sta se odpeljala naprej, saj so ju nastanili loéeno od
nas, kot zahtevajo pravila. Nas dom je bil dobro opremljen in zivljenje
v njem jJe bilo prijetno, v pasjih dneh pa bi se zelo prilegla klimatska
naprava. Hranili smo se v sosednji restavraciji ali pa v §tudentski menzi.
Prehranjevalnih navad nam ni bilo potrebno spreminjati, saj organizator
ni varéeval s hrano, Se manj pa s pijaco (brezalkoholno), ki je bila vedno
na voljo in je vsaj delno nadomestila klimatsko napravo. V Padovi je bilo
vseh devet dni zelo vroée podnevi in ponoéi.

Prvo jutro v naem novem stanovanju smo se odpravili na slovesno
odprtje 30. mednarodne fizikalne olimpiade. Tam nas je prevzel nas vodic
Francesco, ki pa na nase zacudenje ni znal slovensko, pa tudi z angleskim
jezikom je ob¢asno imel tezave. Po uradnem odprtju smo kosili, si na
kratko ogledali Padovo, potem pa smo odsli v kletne prostore doma, kjer
smo skupaj z ostalimi ekipami igrali namizni tenis in namizni nogomet
ali pa se pogovarjali z ostalimi udelezenci. Spat smo §li vedno v poznih
nocnih urah, ko se je vsaj malo ohladilo.

Naslednji dan nas je ¢akal praktiéni del tekmovanja, ki je vseboval
eno nalogo, kar je v navadi ze nekaj let. Raziskovali smo suéno nihanje
togega telesa s spremenljivim vztrajnostnim momentom, pritrjenega na
napeto Zico, ki se je pri nihanju suéno deformirala. Sledil je dan poéitka
po napornem prakticnem delu. Ta dan smo se udelezili krajsega izleta,
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na katerem smo slu¢ajno spoznali Sestega slovenskega tekmovalca, ki pa
je bil ¢lan argentinske ekipe. Dan potem nas je ¢akal Se teoreti¢éni del
tekmovanja, ki ravno tako traja pet ur, sestavljen pa je iz treh daljsih
nalog. Prva naloga je obravnavala absorpcijo svetlobe v plinu, druga
magnetno polje okrog zanke v obliki ¢érke V., tretja pa gibanje sonde v
Jupitrovem gravitacijskem polju. Jupiter v tretji nalogi verjetno ni bil
izbran nakljuéno, saj njegova sonda nosi ime znanega italijanskega fizika
Galilea. Nanj so Italijani tako ponosni, da so skupinam, v katere smo
bili tekmovalci razdeljeni, dali imena Jupitrovih lun, ki jih je ta ucenjak
poimenoval. Po tekmovanju smo si ogledali razstavo eksperimentov, ki so
jo pripravile italijanske Sole.

V naslednjih dneh, ko so se mucili ocenjevalci, smo se udelezili nekaj
izletov, na katerih smo se vsi pocutili bolj sproséeno kot pred tekmova-
njem. Najprej smo obiskali nacionalne laboratorije, kjer so nam predsta-
vili svoje raziskovalno delo in pokazali nekatere naprave, s katerimi razpo-
lagajo. Ogledali smo si e znano smuéarsko sredisée Cortino d’Ampezzo,
z nedeljskim izletom v Benetke pa so se nasa popotovanja zakljuéila.

Predzadnji dan je bila organizirana zakljuéna prireditev z govori
organizatorjev in podelitvijo medalj in pohval. Podeljeval jih je tudi
italijanski fizik, nobelovec Carlo Rubbia. Z zlatimi medaljami tokrat
niso skoparili, saj so jih poleg najboljsih tekmovalcev prejeli tudi vsi
organizatorji, kljub dejstvu, da se pregovorno slabi italijanski organizaciji
niso izneverili. Zvecer je bil organiziran e banket, ki pa se ni zavlekel v
no¢ne ure. Naslednji dan nas je prisel iskat kombi in po nekaj urah smo
srecno prispeli v Ljubljano, kjer so nas ze ¢akali starsi.

Urban Simoncié

PREMOZENJE — Resitev s str. 82

Privzamemo, da se delezi izrazajo s celimi ari.

Naj bo a delez najmlajSega otroka. Potem so delezi ostalih otrok po
narascajoc€i starosti enaki ab, abe, abed itd., kjer so a, b, ¢, ... naravna
Stevila. Iz

a + ab + abe + abed + abede + abede f + abede fg = 2879
sledi
a(l + b+ be + bed + bede + bede f + bedefg) = 2879 .
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Stevilo 2879 je prastevilo, zato je a = 1 in

b(1+c+ cd + cde + cdef + cdefg) = 2878 = 2 - 1439.

Ker je tudi 1439 prastevilo, je b = 2. Nadaljujmo:

c(l+d+de+def +defg)=1438 =2.719.

719 je spet prastevilo, zato je ¢ = 2.

Podobno se izkaze, da je d = 2, e = 2 in f = 2. Konéno dobimo
f(1+g) =178 in od tod g = 88.

Delezi posameznih otrok so torej 1, 2, 4, 8, 16, 32 in 2816 arov.
Posestvo se bo ohranilo. O nujnem dednem delezu pa nic!

Marija Vencelj

KRIZANKA “POPOLNI SONCEV MRK” —
Resitev s str. 96
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LAZNIVI KLJUKEC — Odgovor na vprasanje iz
zadnje lanske Stevilke Preseka

V zgodbi, ki jo je pripovedoval laznivi Kljukec prijateljem, je precej napac-
nih trditev. Pojdimo po vrsti. Oriona poleti ni mogoée videti, Sirius pa
tudi skozi najmocnejsi teleskop ni videti kot majhna Luna, saj je zvezda.
Skozi zelo mocan teleskop so na njem opazili pege, podobne pegam na
Soncu. Venera skozi mocan daljnogled res izgleda kot majhna Luna,
nikakor pa je ne moremo videti opolnodi, saj se giblje blizu Sonca in
zaide nekaj ur za njim. Merkur je e blizje Soncu in vzide ali zaide skupaj
s Soncem, tako da ga ni lahko opazovati. Ceprav se giblje okrog Sonca
hitreje kot Zemlja, pa nikakor ne moramo zaznati tega gibanja v eni sami
noci. Planeti se glede na zvezde res gibljejo, a prepocasi, da bi lahko to
v tako kratkem ¢asu opazili. Za opazovalca se planeti gibljejo skupaj z
zvezdami in nikoli ne mirujejo na nebu. Polna Luna vzide vedno takoj po
Soncevem zahodu, opazovanje podrobnosti na njej, ki so velike kak meter
ali e manj, pa je povsem nemogoce. Tudi vetra na Luni ni, saj nima
zraka. Severnica seveda nikoli ne zaide, je edina zvezda, ki je na nebu
skoraj negibna. Danica in Ve€ernica sta imeni za Venero, pac glede na
to, ali sije zjutraj ali zvecer. Pluton je planet, ki ga lahko opazimo le z
najvecjimi teleskopi. Umetni sateliti ne morejo obkroziti Zemlje v desetih
minutah, za to potrebujejo ve¢ kot eno uro. Vzhajajoée Sonce ni nikoli
modro.

Andrej Likar

KOLIKO IGER? — Resitev (po dvojisko) s str. 67

Nalogo lahko spretno resimo, ¢e uporabimo dvojiski zapis stevil.

Za uvod si oglejmo primer obratne naloge. Denimo, da je Matic
izgubil 1., 2., 3., 7. in 10. igro. Vsota zneskov, ki jih je moral placati za
izgubljene igre, je enaka

m=14+2+4+64+512,
kar lahko zapisemo tudi takole:
m=1-2241-2241-2240-240-2440-2°41-2540-274-0-284-1-2.

To pa je razclenitev Stevila m po potencah stevila 2, od koder sledi zapis
Stevila m v dvojiskem sistemu

m = 1001000111 ) .
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Ker je v tem primeru Brane izgubil 4., 5., 6., 8. in 9. igro, je vsota njegovih
vplacil enaka

b= 110111000(2) :

Vsakemu celemu §tevilu pripada natanko en dvojiski zapis, zato lahko
iz dvojiskega zapisa vsote vplacanih zneskov tudi razberemo, katere igre
po vrsti je igralec dobil (oziroma izgubil). Ce stoji na k—tem mestu,
gledano z desne, stevka 0, je igralec k—to igro dobil, stevka 1 pomeni, da
je to igro izgubil.

Povrnimo se k zastavljeni nalogi. Oznaéimo z M vsoto zneskov, ki
jih je moral za izgubljene igre placati Matic, in z B vsoto zneskov, ki jih
je vplacal Brane. Po dogovoru nista igrala veé kakor 10 iger. Ker pa je

142+...+22=511< 731,

Matic po devetih igrah Se ni mogel bankrotirati, torej sta igrala natanko
10 iger.

V desetih igrah sta skupaj placala 1 + 2 + ... 4 2% = 1023 tolarjev,
Matic 731 tolarjev ve¢ kakor Brane. Zato je

M+ B =1023,
M- B="131.

Sledi M = 877 in B = 146.
Zapis stevila M v dvojiskem sistemu

M = 11011011015

pove, da je Matic izgubil 1., 3., 4., 6., 7., 9. in 10. igro.
Marija Vencelj

ENOBARVNA KOCKA — Resitev s str. 67

Sest kvadratov v enem samem nizu ne pomeni mreze kocke, zato 18 cm
dolg trak papirja (to je 6 zaporednih kvadratov s stranico 3 cm) ne bo
zadostoval niti za resitev prve niti druge naloge. Da bomo s trakom pokrili
vso kocko, ga bo treba enkrat ali veckrat obrniti, sodo mnogokrat (torej
vsaj dvakrat), ¢e naj bodo vse mejne ploskve kocke modre. Vsak smiselni
obrat traku pa pomeni dodatni porabljeni kvadrat.
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Za resitev prve naloge, to je, za enobarvno kocko, potrebujemo osem
kvadratov oziroma 24 cm dolg trak papirja, ki ima razliéno obarvani strani.
Kako trak zlozimo, kaze naslednja slika.

Ce so mejne ploskve lahko razliéno obarvane, potrebujemo trak, dolg
sedem kvadratov. Spet si resitev oglejmo kar na sliki.

Pri tretji nalogi smemo trak prerezati, zato zadoséa dolzina Sestih
kvadratov. Trak razdelimo na dva kosa, dolga po tri kvadrate, in ju
takole zlozimo:

N

Marija Vencelj
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Tekmovanja

URNIK TEKMOVANJ V LETU 2000

podrodje Sola tekmovanje |datum
matematika osnovna Solsko 16. marec
podroéno 15. april
drzavno 20. maj
srednja Solsko 16. marec
izbirno 8. april
drzavno 13. in 14. maj
olimpiada 13. do 25. julij
fizika osnovna Solsko do 15. marca
podroéno 1. april
drzavno 6. maj
srednja podrotno 25. marec
drzavno 15. april
izbirno 5. maj
olimpiada 8. do 16. julij
logika osnovna Solsko 30. september
izbirno 21. oktober
drzavno 11. november
srednja izbirno 21. oktober
drzavno 11. november
studentje drzavno 11. november
matematika osnovna in drzavno 7. oktober
za razvedrilo |srednja
racunalnistvo |osnovna Solsko 15. februar
podrocno 14. marec
drzavno 31. marec in 1. april |
srednja drzavno 31. marec in 1. april

Nekaj informacij o tekmovanjih

Matematika — osnovna Sola

Tekmovanja bodo potekala v skladu s Pravilnikom o tekmovanju ucencev
osnovne Sole v znanju matematike za Vegova priznanja. Podatke naj-
dete na Internetu (http://www.dmfa.si/). Pojasnila lahko dobite pri
g. Aleksandru Potoéniku na OS Bozidarja Jakca, Nusdorferjeva 10,
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Ljubljana, telefon (041)-420-618 oziroma na elektronskem naslovu
“aleksander.potocnik@guest.arnes.si”.

Matematika — srednja Sola

Tekmovanja bodo potekala v skladu s Pravilnikom o tekmovanju sre-
dnjesolcev v znanju matematike.

Naj Se posebej poudarimo, da tudi v Solskem letu 1999/2000 ze
potekajo celoletne priprave na mednarodno matemati¢no olimpiado, ki bo
julija v Juzni Koreji. Teh se udelezujejo dijaki, ki so jih predlagali bodisi
clani Komisije za popularizacijo matematike v srednji Soli bodisi uéitelji-
mentorji ali pa so se prijavili sami. Olimpijska ekipa bo izbrana na podlagi
rezultatov dveh izbirnih testov in drzavnega tekmovanja. Prvi izbirni
test bo 21. januarja, drugi pa 21. aprila 2000. Podrobnejse informacije
dajeta g. Darjo Felda, Fakulteta za elektrotehniko, Trzaska 25, Ljubljana,
tel. (061)-17-68-233 ali (061)-17-68-234 in g. Matjaz Zeljko, Fakulteta
za matematiko in fiziko, Jadranska 19, Ljubljana, tel. (061)-17-66-500,
dobite pa jih tudi po elektronski posti na naslovu “math.comp@fmf .uni-
1j.si”. Koledar aktivnosti najdete na spletni strani DMFA Slovenije
(http://www.dmfa.si/).

Fizika — osnovna 3Sola

Tekmovanja bodo potekala v skladu s Pravilnikom o tekmovanju uéencev
osnovne Sole v znanju fizike za Stefanova priznanja. Dodatne informa-
cije dobite na spletni strani DMFA Slovenije (http://www.dmfa.si/)
in pri ge. Jelki Sakelsek, OS Ketteja in Murna, Kosirjeva 2, Ljubljana,
tel. (061)-444-401.

Fizika — srednja Sola

Razpis za tekmovanja v znanju fizike je objavljen na spletni strani DMFA
Slovenije (http://www.dmfa.si/). Informacije dobite pri g. Cirilu

Dominku na Gimnaziji Bezigrad, Periceva 4, Ljubljana, telefon
(061)-3000-400.

Matematika za razvedrilo

Vse informacije dobite v reviji Logika & Razvedrilna matematika.
Logika

Na drzavnem tekmovanju tekmujejo ucenci, ki bodo v ¢asu tekmovanj
na predmetni stopnji osnovne Sole, dijaki srednjih Sol in studentje. Sole,
ki bodo organizirale izbirno tekmovanje, se morajo prijaviti na razpis na

ZOTKS, Komisija za logiko, Lepi pot 6, Ljubljana. Druge informacije
daje ga. Mija Kordez na ZOTKS, tel. (061)-213-727, faks (061)-222-487.
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Raéunalnistvo — osnovna Sola

Razpis tekmovanja je bil skupaj z obvestilom in prijavnico Ze poslan na Sole.
Informacije najdete na Internetu (http://www2.arnes.si/ 1jzotks2),
dobite jih tudi pri ge. Miji Kordez, ZOTKS — Svet za politehni¢no in
delovno vzgojo ter izobrazevanje, Lepi pot 6, Ljubljana, tel. (061)-213-727,
faks (061)-222-487, elektronska posta “mija.kordez@guest.arnes.si”.
Racunalnistvo — srednja Sola

I. Raziskovalne naloge

Strokovna komisija bo pregledala naloge, ki bodo do 10. aprila prispele
na naslov Gibanje znanost mladini, Lepi pot 6, Ljubljana. Na osnovi
dobljenih ocen bo doloéila tiste uéence, ki bodo svoje naloge ustno zago-
varjali. Podrobnejsa pojasnila daje g. Brane Sotosek na istem naslovu.
II. Tekmovanje iz znanja racunalnistva

Mentorji naj posljejo prijavo Sole s poimenskim seznamom tekmovalcev
(ne vet kot po 5 dijakov za vsako od treh tekmovalnih skupin) do 10. ap-
rila na Gibanje znanost mladini. Pri tem naj upostevajo pravila, ki ze
vrsto let veljajo za to tekmovanje.

Potrditev prijav in natanéni razpored tekmovanja bodo Sole dobile
teden dni pred tekmovanjem. Solam priporocamo, da izvedejo predtek-
movanja in tako izberejo najboljse predstavnike. Informacije dobite pri
ZOTKS - Komisija za racunalnidtvo, Lepi pot 6, Ljubljana,
tel. (061)-213-727, faks (061)-222-487.

Darjo Felda

34. PODROCNO TEKMOVANJE ZA SREBRNO
VEGOVO PRIZNANJE — Resitve s str. 109

6. razred
Sklop A
naloga Al|A2|A3|A4|A5|AG|AT| A8
pravilni odgovor | C [ D|C|B|C|A|C|D
Sklop B

B1 Vrednost izraza je 1.

B2 Zaradi 363 =3-11-11in 231 =3-7-11 je D(363,231) = 3-11 = 33.
Stranica kvadrata bo dolga 33 cm. Pravokotno ploico bomo razrezali
na 77 skladnih kvadratov.
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B3 NariSemo stranico a in kot
v, nato pa premico p, ki je
pravokotna na nosilko stra-
nice b. Sedaj nariSemo pre-
mico p;, ki je pravokotna na
p in od nosilke stranice b
oddaljena 2 cm, in simetralo
stranice a. Presetiice pre-
mice p; in simetrale oznagimo
z S. Narisemo krozZnico s
srediséem S in polmerom SC.
Presecisce kroznice in nosilke
stranice b je oglisce A.

7. razred

Sklop A

naloga A1|A2|A3|A4|A5| A6 | AT|AS8
pravilni odgovor | C [ B | C |C|[A|C |B|D

Sklop B

B1 Vrednost izraza je 5.

B2 a) Ploséina osenéenega lika je 20 m2. Plos¢ina kvadrata meri 8 m?.
2 =40 %. Plos¢ina kvadrata je 40 % plos¢ine osencenega lika.

b) Razlika obsegov je 4 -2 m= 8 m.

B3 88 % od 2 kg= 1,76 kg. Skupna masa se je zmanjsala za 0,24 kg. V
posodi je bilo 5 - 0,24 kg vode, kar je 1,2 kg. Prazna posoda tehta
0,8 kg.

8. razred

Sklop A

naloga A1|A2|A3|A4|A5| A6 | AT | A8
pravilni odgovor | C |C |D | B|C|C|A|D
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Sklop B
B1 a) Povriina telesa na sliki je 30a?, prostornina pa 7a3.
b) Dodati moramo 20 kock z robom a.
c) Povrsina kocke z robom 3a je 54a%. 30a%: 54a%2 =5:9.

% . . e - ” 5r42zr __ 8 o
B2 Naj bo a = 5z in b = 2z. Dobimo enacbo 25 = 2+ =2 ki ima

resitev x = 8. Iskani stevili sta 40 in 16.
s 4(30), (1 + 41.1), (41,2 +1), (0.9
Aleksander Potocnik

19. PODROv(”JNO TEKMOVANIJE 1Z FIZIKE ZA
OSNOVNOSOLCE — Resitve s str. 1141

7. razred

1. Teza telesa na zraku F) zna8a 20 N. Teza istega telesa, zmanjsana
za vzgon Fy, znasa 5 N. Ker je vzgon enak tezi izpodrinjene vode,
Fy = F3+F,.,, je vzgon enak 15 N, kolikor tehta liter in pol oziroma
1,5 dm® vode. To je hkrati prostornina V; potopljenega telesa. Teza
telesa iz enakega materiala, vendar s prostornino Vo = 2,5 dm?, je
sorazmerna razmerju obeh prostornin

Vo 25 dm®
"W 15dm?

2. Prevesna gugalnica je navaden, na sredini podprt vzvod. Matej je
sedel na zunanji sedez in je bil od podpornika gugalnice oddaljen
ra = 1,5 m. Peter je sedel na notranji sedez in je bil od podpornika
oddaljen le rp = 0,5 m. Ker sta bila kraka vzvoda v ravnovesju, je
veljalo

Fs .20 N=333N.

rmMFy =rpFp,

pri ¢emer sta Fjy in Fp tezi Mateja in Petra. Razmerje njunih tez je
torej

B

Fp _ru _ L5

FM rp 0,5 m
Peter je 3-krat tezji od Mateja.

=3.

 Naloge in resitve lahko najdete tudi na internetu http://pef .pef .uni-1j.si/bojang/
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3.

Ko polozimo kocko na vzmet, se le-ta pod vplivom teze kocke skréi
sorazmerno z razteznostnim (oz. skréitvenim) koeficientom vzmeti

Fy =kAz ,

kjer je F; teza kocke 1 N, Az; pa skrcek vzmeti 2 cm. Ce s silo
1 N stisnemo vzmet za 2 cm, potrebujemo za skréek 1 cm le 0,5 N.
Koeficient je enak 0,5 N/cm.
Dodatna utez Se dodatno stisne vzmet. Ker je skréek sorazmeren s
silo, ki vzmet stiska, velja:

A be =

RSE R PR cboc SN S

Az 2 cm
K sili, ki stiska utez, ze prispeva teza kocke (1 N), zato mora biti teza
utezi 1,5 N.
Na prvih dveh metrih poti je sila ' = 10 N in je ves ¢as vzporedna s
podlago. Opravi torej delo A; = F's =10 N-2 m = 20 J. Naslednja
2 metra poti (od oddaljenosti 2 m do oddaljenosti 4 m od izhodis¢a),
oklepa smer sile s smerjo premika kot 45°. Delo opravlja le kompo-
nenta sile, ki je vzporedna s smerjo premikanja, torej F| = 7155' . Delo
je Ay =Fys=1/v2-F-3=1/y/2-20 N-2 m = 28 J. Naslednja 2 m
je sila pravokotna na premik in ne opravlja dela, A3 = 0. Z rezultati
gornjih rac¢unov izpolnimo preglednico.

podrocje opravljeno delo v tem podrocju
od0mdo2m A1 =201J
od2mdodm A =281
od4mdo6m A3 =01
Al
A
40-
@ Z (b)
204
F, ’ - > s[m]
2 4 6

Slika 1. Delo v odvisnosti od oddaljenosti od izhodiséa.
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Komponento sile, ki je vzporedna s premikom, lahko izracunamo, in
sicer predstavlja sila F' diagonalo kvadrata s stranico F| (slika la).
Torej

F=FV2 oziroma Fj=F/V2.

Lahko pa dolo¢imo silo tudi z nacrtovanjem.

Na vsakem od odsekov je delo sorazmerno s premikom, opravljenim
na tem odseku. Delo, ki ga je ze prejelo telo na nekem mestu, je
enako vsoti opravljenega dela do tega mesta - diagram (slika 1b). Iz
diagrama (slika 1b) lahko razberemo, da je v celoti telo prejelo 48 J
dela.

Na sliki 2a vidimo diagram sil, ki delujejo na vozicek. Vsota vseh sil
mora biti enaka 0, saj vozi¢ek miruje. Sila podlage uravnovesi kom-
ponento sile teze, ki je pravokotna na podlago. Sila vrvice uravnotezi
komponento sile teze, ki je s podlago vzporedna. Iz nacrtanega lahko
odmerimo, da je sila vrvice enaka 10 N, kar je enako te7i utezi. Sila,
pravokotno na podlago, je 17 N.

-F,

(a)

4 g
|, trikomik, kot
30" ! pomoc pri izracunu

trikotnik, kot
- F pomaoc pri

izracunu e

~~\ 30&1
! L
® N\ T F
W F Nt
\\"Jr

Slika 2. (a) Vozicek zadrzuje na klancu utez, (b) vozitek zadrzuje na klancu
vodoravna vrvica.
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To silo lahko tudi izracunamo. Ker je naklon klanca enak 30°, lahko
iz teze in njene komponente, vzporedne s podlago, sestavimo enako-
stranicni trikotnik, katerega stranica je dolga F, (slika 2a). Vidimo,
da je dolzina vzporedne komponente enaka F,/2. Dolzina kompo-
nente, pravokotne na podlago, predstavlja visino enakostraniénega
trikotnika in je torej F, = v/3/2 F, =17 N.

Za vozicek, ki ga zadrzuje vrvica, velja enak razmislek. Vsota vseh
komponent sil, ki so s podlago vzporedne, mora biti enaka 0, saj
se vozicek ne premika. Na diagramu sil (slika 2b) vidimo, da sedaj
silo 10 N, ki zadrzuje vozicek, prispeva napeta vrvica. Komponenta
te sile, ki je vzporedna s podlago, mora biti enaka F. Pravokotna
komponenta poveéa pritisk vozicka ob tla. Ponovno si lahko poma-
gamo s konstrukceijo enakostranicnega trikotnika, kjer predstavlja eno
stranico sila vrvice F),, visino trikotnika pa sila vzporedna s podlago
F) | =10 N:

3
Fy=—F, oziroma F,=

ION=11,5N.
2 ’5

2
V3
Hkrati vrvica dodatno pritisne ob podlago tudi vozicéek. Sila, ki
pritiska pravokotno na podlago, se zato poveca. Iz slike izmerimo
ali iz zvez, ki veljajo v enakostraniénih trikotnikih, razberemo

3 1
By 4 By %Fg +5F =23N.
8. razred
1. Na vrhu tobogana smrti ima vozi¢ek potencialno energijo. Na vrhu

vzpona ima potencialno in kinetiéno energijo, njuna vsota pa je zaradi
upora zraka in energijskih izgub pri trenju le 70% zagetne energije:

1
0,7mgh, = 3 mv? + mghs ,

kjer je h, zacetna visina vagoncka, v hitrost vagoncéka v najvisji tocki

_ 0,7mghy — jmv®  0,7-9.81m/s’-10 m — (5 m/s)?
; mg 9,81 m/s’ -
=57m.

ha
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Telo se odsekoma giblje enako-
merno pospeseno, enakomerno
ali enakomerno pojemajoce. V
prvih dveh sekundah se mu ‘

vim/s]

hitrost enakomerno poveca iz

b |

0 na 2 m/s. V naslednjih “‘
dveh sekundah je hitrost ves

¢as enaka. Med 4. in 6. se- -]
kundo je smer pospeska nas- '

protna smeri pospeéka iz pl‘Vih Slika 1. Diagram hitrosti v odvisnosti od

Casa.

dveh sekund. Zato se hitrost

v dveh sekundah spremeni za —4 m/s, in sicer z 2 m/s na —2 m/s. V
zadnjih dveh sekundah se hitrost ponovno spremeni za 2 m/s, tako,

da na koncu telo miruje.

Iz diagrama (slika 1) od¢itamo vrednosti:

cas [s] | hitrost [m/s]

2

0

-(IU‘OJI—‘%

=]

Iz diagrama hitrosti lahko izraéunamo tudi opravljeno pot v posa-
meznih ¢asovnih obdobjih. V vsakem ¢asovnem intervalu odé¢itamo
povpreéno hitrost, ki je v tem primeru kar enaka hitrostim iz pregle-
dnice 1. Povprecno hitrost na posameznem intervalu pomnozimo z
dolzino éasovnega intervala in dobimo v tem ¢asovnem intervalu opra-
vljeno pot. Celoten odmik sestavljajo odmiki v posameznih ¢asovnih

obdobjih.
¢asovni premik v ¢as [s] odmik od
interval intervalu [m] izhodiséa [m]
od0sdo2s 2 2 2
od2sdo4ds e 4 6
od4sdo6s 0 6 6
od 6sdo8s -2 8 4
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Slika 2 predstavlja laserski za-

rek in njegovo pot skozi raz-

licna sredstva.

Svetloba vpada na vodno gla-

dino pod vpadnim kotom c«,

se lomi pod lomnim kotom

A, ki je manjsi od vpadnega

kota, ker je voda opti¢no go-  sicklo
stejsa od zraka. Na zrcalu se
odbije pod enakim kotom /[
(do 4 tocke), vpadni kot na
povrsino stekla v pa je za-
radi drugaéne vpadne pravo-
kotnice enak 7/2 —y =4 (do
4 tocke). Pri prehodu v steklo
se svetloba lomi pod kotom 7,
ki je manjsi od & (do 4 toéke) ' Slika 2. Pot zarka skozi vodo, steklo in zrak.
ker je steklo optiéno gostejse

od vode. Na nasprotni strani steklene stene izstopa zarek iz stekla
pod kotom p, ki je veéji od od vpadnega kot n(do 4 tocke) in tudi
od vpadnega kota & (do 4 toéke). Pri popolni sliki naj bodo oznacene
vpadne pravokotnice.

zid

Zarnici 1 in 2 v gornji veji sta vezani na baterijo zaporedno, zato
svetita sibkeje. Zarnica 3 na spodnji veji je vezana na baterijo sa-
mostojno in sveti polno (slika 3). Zarnici 4 in 5 sta sicer vezani
zaporedno, vendar sta vezani na dve zaporedno vezani bateriji, zato
obe svetita polno. Enako velja za zarnici 6 in 7. Ker so zarnice enake,
med tockama A in B ni napetosti. Zato zarnica 8 ne sveti.

&

@AQ

i
|

Slika 3. Zarenje Zarnic in vezja z dodanimi zarnicami.

V prvo vezje vezemo zarnico vzporedno s celotnim vezjem. V drugo
vezje vezemo dve zaporedno vezani Zarnic vzporedno s celotnim vez-
jem.
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o

Zvezda, okoli katere se “vrti” nebo, je Severnica. V resnici se seveda
vrti Zemlja. Na fotografiji “bi se celotno nebo zavrtelo” za polni kot
v 24 urah. V casu, ko je bila odprta zaslonka, se je nebo “zavrtelo”
za 5°. Kot zasuka izmerimo s kotomerom tako, da potegnemo érte od
Severnice do obeh koncev “zmazkov” ene izbrane zvezde, pri kateri
je meritev najlazja. Na sliki noénega neba je oznaéeno, kako to
naredimo. Raéun:

50

~ 360°

Velikega medveda ali Veliki voz sestavlja 7 svetlih zvezd, ki so nekoliko
razmazane (slika 4).

t

.24 h= % h = 20 min.

Slika 4. Fotografija notnega neba z oznaceno Severnico, Velikim medvedom in
kotom zasuka neba.

Mojca Cepic

IZBIRNO TEKMOVANJE IZ MATEMATIKE ZA
SREDNJESOLCE — Resitve s str. 119

I/1. Naj bo n = 154k + 9 = p + q, kjer sta p in ¢ pradtevili, Ker

je 154k + 9 liho stevilo, je eno izmed prastevil liho, drugo pa sodo, torej
enako 2. Naj bo npr. ¢ = 2. Tedaj je p = 154k + 7 = 7(22k + 1). To je

mozno le, ko je k = 0, torej je p =T in zato n = 9.
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Naj bo 154k 4+ 9 = p — q. Podobno kot zgoraj sklepamo, da je eno
izmed prastevil liho, drugo sodo, torej je ¢ = 2. Tedaj je p = 154k + 11 =
= 11(14k + 1). Tudi to je mozno le za k = 0, torej je p = 11 in enako kot
prej n=9.

I/2. Taki Stevili ne obstajata. Iz x +y = 1 sledi 22 + 2zy + ¢® =
oziroma zy = —1. Zato je 1 = (z +y)® = 2% + * + 3ay(z + y) = 3, kar
pa ni mozno.

I/3. Denimo, da je premica skozi C odda- P G ¢
ljena 5 enot od njej vzporedne premice skozi .
D in 7 enot od premice skozi B. Naj bo
E nozisée pravokotnice iz ogliséa D na pre- %
mico skozi C, F' pa nozisée pravokotnice iz E o
oglis¢ca C' na premico skozi B. Trikotnika / F
CDE in CBF sta skladna, saj sta oba pravo-
kotna z enako dolgima hipotenuzama, poleg B
tega pa sta kota <« DCE in «BCF skladna
(pravokotni kraki). Zato je |CF| = |CE| = 7 in |DE| = |BF| = 5.
Ploséina kvadrata je |BC|? = |BF|? + |CF|? = 25 + 49 = 74.

I/4. Naj bo f stevilo fantov in d §tevilo deklet. Ker so 4 pice premalo,
je 6f + 2d > 48. Ker pa je 5 pic preveé, je 7f + 3d < 60. Iz neenaéb
6f+2d>49in 7f + 3d < 59 dobimo f+d < 10. Torej je d < 10 — f in
zato 49 <6f +2d <6f +2(10 — f) =4f +20. Sledi f > 8.

Ce je f > 9, imamo 7f 4 3d > 63, kar je preveé. Za f = 8 pa
preverimo, da je d = 1 edina reSitev. (Pri d = 0 namreé¢ §tiri pice
zadoséajo, prid > 2 pa je Tf + 3d > 62.)

I1/1. Ce sta k in [ naravni §tevili, potem mora biti £ < 1000 in
1 < 100, ¢e naj bo k% +13 < 1000000. Taksnih parov (k,1) pa je kvetjemu
100 000. Torej je vet stevil, ki jih ne moremo zapisati kot vsoto popolnega
kvadrata in popolnega kuba.

11/2. 1. naéin. Enaébo preoblikujemo: ,ﬁ-((ﬁ—fﬁ"ﬁ) = (0 oziroma
AX - BX = 0. Po Talesovem izreku dobimo kroznico s premerom AB in
po istem izreku sklepamo, da vse tocke kroznici ustrezajo.

2. nacin. Nalogo lahko reSimo tudi analitiéno. Ce imajo toéke A,
B, C in X krajevne vektorje @ = (a1,az), b = (b1, by), &= (c1,¢2) in F =
= (1, z2), nam pogoj naloge da (x1 — a1, z2 — az) - (&1 — by, xe — by) = 0.
Enakost e preoblikujemo: (zy — 2£01)2 4 (2, — 924b2)2 — (uzh)? 4+
+ (225%2)2, Iskana mnozica tock je torej kroznica s sredistem v razpo-
loviséu daljice AB in polmerom 1|AB|.
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II/3. Potegnimo tangento na tri-
kotniku ABC' oé¢rtano kroznico ICp v
tocki C' in na njej izberimo poljubno
tocko D. Premica DC je tako tan-
premic AC in BC s kroznico K ozna-
¢imo s @ in P, kot kaze skica. |

Kot med tetivo AC' in tangento A R B
CD je enak neprileznemu kotu nad to tangento, zato je <«ACD = < ABC
in podobno §e <QCD = «QPC. (Premici QP in AB sta tako vzporedni.)
Po istem izreku je tudi <« BRP = < RCP.

Zaradi tetivnosti RPCQ je <«QCR = €«QPR in €<RQP = <RCP.
Ker sta premici P() in AB vzporedni, je < BRP = < RPQ, od koder sledi
LRCP = <QCR.

II/4. Naj bodo ny,ns,...,njo naravna stevila, ki jih je Janezek
napisal na listke, in naj bo S = n; + ng + - - - 4+ nyp njihova vsota. Ker je
devet razliénih vsot, sta dve izmed stevil ny, ns, . .., nyo med seboj enaki in
sta seveda tudi dve izmed vsot po devetih stevil S—ny, S—no, ..., 5 — nyp
med seboj enaki. Recimo, da se ponovi vsota z. Tedaj je (S —ny)+ (S —
—ng)+-++(S—n1p) =82+83+84+85+87+89+90+91+92+2 =
=783+ 2. Od tod je 10- S — (n1 + ng + --- + nyp) = 783 + x oziroma
9.8 = 783+ x, torej lahko izrazimo = = 9(S — 87), zato mora biti = deljiv
z 9 in je enak 90. Racunamo do S = 97 in po vrsti odstevamo po eno od
devetih vsot (vsoto 90 upostevamo dvakrat), da dobimo Se stevila, ki so
napisana na listkih: 5, 6, 7, 7, 8, 10, 12, 13, 14, 15.

III/1. Izraz damo na skupni imenovalec in dobimo

3+a+B+7—(af+ay+By) —3apy
l+a+B+y+af+ay+pBy+afy

Ker pa je po Vietovih formulah a4+ 84+ v =0, a8 +ay+fy=—-1in
affy = 1, je izraz enak 1.

IIT/2. Naj bo « kot pri oglisén B,
A in naj bo 8 = *3*. Potem je po
BC1 _ sina IBDI .

AB| — sin23* [AB| —
= :ii:';‘ﬁ in lli_gll = ;i'r’l‘ﬁg. Iscemo torej
refitev enacbe sin(m — 48)sin38 =
= (sin(m — 48) 4+ sinf)sin2p.
Sledi cosf — cos78 = cos28 —
—cos68 + cosf — cos3f oziroma A

sinusnem izreku

B
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cos 33 — cos 73 = cos 23 — cos63. Torej je sin2Fsin 54 = sin23sin4f3 in
zato sin53 = sind43. Ta enacba ima le resitev: 58 = m — 43, moznost
58 = 43 namre¢ odpade. Torej je f# =% in v = 5.

II1/3. Naj bo a = €A, f# = <B in v = «C. Trikotnik ABC je
ostrokoten natanko tedaj, ko velja cosa > 0, cos 3 > 0 in cosy > 0. Po
kosinusnem izreku je cosa > 0 < b2 4+ ¢ —a? > 0. Sledi b2 + ¢ —a? =
= vw+vu—v?+wut+wy—w? — (w+uw—u?) = (u+v—w)(u—v+w) > 0,
kjer smo na koncu upostevali trikotnisko neenakost za stranice trikotnika
UVW. Torej je o ostri kot. Analogno pokazemo, da sta ostra tudi kota
B in .

IIT/4. 1. na€in. Naj ima rdeéi kvadratek vrednost 1, modri pa 0.
Ker je Stevilo rdecih (in seveda tudi modrih) kvadratkov na obeh listih
enako, mora biti vsota vrednosti obeh listov soda. Ko lista staknemo,
bodo imeli pobarvani kvadratki naslednje vrednosti: modri 0, rdeéi 2 in
vijoliéni 1. Ker je skupna vsota soda, mora biti vijolicnih kvadratkov sodo
mnogo.

2. nacin. Na vsakem listu naj bo m modrih polj in r rdecih (m +r =
= n?). Ko lista staknemo, naj k modrih polj prvega lista postane vi-
joli¢astih (s pomoéjo ustreznih k rdeéih polj drugega lista). Torej ostane
m — k polj modrih, kar pomeni, da je moralo tudi k modrih polj drugega
lista postati vijolicastih (s pomoéjo k rdecih polj prvega lista). Skupaj
smo torej dobili 2k vijolicastih polj.

IV /1. V funkcijsko enaébo vstavimo m = 1 in imamo f(n + 1) >
> f(n)+f(1)—1 > f(n), saj je f(1) > 1. Torej je funkcija strogo rastoca.
Z indukcijo lahko sedaj pokazemo f(n) > n+ 1. Zan = 1 je to ocitno.
Pa denimo, da za neki n € IN velja f(n) > n+1. Sledi f(n+1) > f(n) >
>n+1= f(n+1) > n+2, torej je res f(n) > n+ 1 za vsak n € IN.
Ce sedaj obstaja tak n < 3001, da je f(n) > n+ 1, mora za vsak m € IN,
n < m < 3001 veljati f(m) > m + 1, kar pokazemo z indukcijo. Naj za
neki n < 3001 to velja. Ce je n+ 1 < 3001, dobimo f(n +1) > f(n) >
>n+1= f(n+1) >n+2. Ce torej za neki n < 3001 velja f(n) >n+1,
velja to tudi za n = 3000 (f(3000) > 3001). To pa je v protislovju s
predpostavko naloge f(3000) < 3002. Zato ne obstaja n < 3001, da bi
bilo f(n) >n+1= f(n)=n+12a0<n <3001 in f(1999) = 2000.

k Sestic k enic
—_—— ——
IV/2. Racunajmo: 666...6 =6-111...1=6-3F 110! = 6. 1=,
Sledi 3206 - 10°=1 — §(10. 1052=1 _ 1999) — & (10200 — 18001).
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IV /3. Oznag¢imo dolzino stranice trikotnika ABC za in ¢ = <M AC.
Po sinusnem izreku je

AM| o |[BM| _ |CM|
sin(f +¢) sin(f) sin(Z—¢) sing’

Upostevamo, da je sin(§ + ¢) = %‘5 cosp £ %sincp in vstavimo v vsoto
getrtih potenc. Dobimo, da je ta vsota enaka 2a*, torej neodvisna od .

=~

_ IV/4. Locimo dva primera. T
Ce je n sodo stevilo, razdelimo 1] - [ 111

Sahovnico na 5‘23 domin velikosti
1 x 2. V igri zmaga drugi igralec, : : : :
in sicer tako, da na vsako po-

tezo prvega odgovori s premikom I - W [ «+ [T1]
zetona na drugo, do tedaj Se ne-
obiskano polje te 1 x 2 domine v
razdelitvi, ki je na sliki za primer sodega stevila n.

Ce je n je liho &tevilo, razdelimo $ahovnico na "22'1 domin velikosti
1 x 2 in kvadratek 1 x 1. Tokrat zmaga prvi igralec, in sicer tako, da
najprej postavi zeton na “osamljeni” kvadratek, nato pa ravna kot drugi

igralec v prejsnjem primeru.

n sodo stevilo n liho stevilo

Matjaz Zeljko

RESITVE NALOG S PREDTEKMOVANJA
SREDNJESOLCEV IZ FIZIKE V
SOLSKEM LETU 1998/99 — s str. 121

Objavljamo resitve nalog s predtekmovanja srednjesolcev iz fizike, ki je
bilo 17. aprila 1999. Besedila nalog smo objavili v letosnji drugi stevilki
Preseka.

Skupina A

1. Podatki: Al =10 cm, @ = 45°,
Trikotnik, ki ga tvorijo obesisce vzmeti, sredisce globusa in dotikalisce
telesa, je enakokrak; ker je eden od skladnih kotov 45°, sta druga dva
kota 45° in 90°. (Trikotnik je torej polovica kvadrata.) Trikotnik
je podoben trikotniku sil, ki ga tvorijo podlaga, teza telesa F, in

sila na vzmet F,, zato lahko zapisemo F, = ngg. Ker je raztezek
sorazmeren sili, velja Az/Al = F,/F, = ¥2. Dobimo Az = Al =
=T eém.
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Podatki: o, = 9,80 N/dm3, F; = 432 N, F; = 15,10 N, F3 =
=16,08 N, Fy = 22,42 N, g, = 23,8 N/dm?.

Gostoto peska lahko izmerimo, ¢e stehtamo prazno posodo, posodo s
peskom, posodo, napolnjeno z vodo in posodo, napolnjeno s peskom
in vodo. Iz prvih dveh meritev doloc¢imo tezo peska, iz preostalih
meritev pa tezo izpodrinjene vode in od tod volumen peska. Pri prvi
meritvi je soSolka ocitno tehtala prazno posodo, pri zadnji pa pesek in
vodo. Pri drugi in tretji je tehtala posodo z vodo in posodo s peskom,
ni pa jasno, kateri izmerek ustreza tehtanju peska in kateri tehtanju
vode. Preveriti moramo obe moznosti.

i. Ce je pri drugi tehtala pesek, je volumen peska V, = (Fp —
—F) /o, = 0,453 dm®, volumen posode pa Vy = (F3 — Fy) /o, =
= 1,20 dm®. Od tod lahko ugotovimo, da dobimo pri tehtanju
posode s peskom in vodo Ff = F1+V,op,+(Vo—Vp)o, = 22,42 N,
kar je v skladu z izmerjeno vrednostjo.

ii. Ce bi pri drugi meritvi tehtala vodo in pri tretji pesek, bi dobila
Vp = 0,494 dm®in Vy = 1,10 dm?, kar bi za tezo posode s peskom
in vodo dalo 22,02 N. Ker je to v nasprotju s cetrtim izmerkom, je
pravilni vrstni red tehtanj: prazna posoda (F}), posoda s peskom
(Fy), posoda z vodo (F3) ter posoda s peskom in vodo (Fy).

Podatki: [ =15 mm, h = 7 mm.

V trenutku tik pred zdrsom deluje na iglico sila mravljinca z vo-
doravno komponento F % in navpi¢no komponento F%, teza T,
vodoravna komponenta podlage (lepenje) Fj in njena navpiéna kom-
ponenta F,. V tem trenutku so v ravnovesju navpic¢ne in vodoravne
komponente sil ter navori (os izberemo v dotikaliséu iglice s tlemi):

F,,+F§—T=0; F;—F?:O, thi:T%-?.

Iz zadnje enaébe izrazimo F' in vstavimo v prvo in drugo. Koeficient
lepenja mora biti vsaj

Ft_ TL, V2 B !\/i .
Fp T-TL.¥2 8h-Iy2
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3.b Podatki: I =30 m, Av =3 m/s, vo = 10 m/s, a’ = 0,1 m/s?.

i. Ce opravi kavboj pot s = wgt, opravi v enakem éasu vlak pot
l+ s = vpt + jat?, torej velja | = at®. Vlak mora v tem casu
povecati hitrost za Av = at. 1zloéimo ¢ in dobimo

a=(Av)?/20 = 0,15 m/s* .

ii. Ce z v, oznatimo hitrost kavboja v drugo, velja s = vit, [ + 5 =
= vot + 3at?, torej | = (vg — v1)t + Fat>. Vlak mora v tem éasu
povecati hitrost za Av = vy — vy + at. Izloéimo ¢ in dobimo
(vo — 11)? = (Av)? — 24/l oziroma

vy =99 — v/ (Av)2 — 22/l =83 m/s.

Skupina B

1

Podatki: v1 =2 m/s, v =3 m/s, h=2m, hg =4 m, sp =3 m.

V vodoravni smeri mora Bond v ¢asu ¢ preleteti razdaljo sp = vgt.
V tem c¢asu v navpiéni smeri pade za vt + %gtg. Druga plosca se
medtem spusti za h+ ho — v2t. Ce naj jo Bond ravno $e ujame, mora
veljati vyt + % gt? = h + hg — vot. Za ¢as torej dobimo kvadratno
enacbo 3gt* + (vy + va)t — (h + ho) = 0 s smiselno resitvijo

(v1 +v2) + /(v1 +v2)% + 2g(h + ho)
g

t = —

=0,71s.

Potem je vy = 8o/t = 4,2 m/s. (Ce takoj izlocimo ¢as t, dobimo za
vo kvadratno enacbo (h+ ho)vg — (v1 +v2)sovo — 3955 = 0 z resitvijo

(v1 +v2)s0 + v/ (v1 + v2)2s3 + 2g9(h + ho)s§
- =42 2
v 20h T ho) ,2 m/s.)

Podatki: v =30 m/s, vo = 5m/s, k = 0,05, p = 1,3 kg/m3, | = 5 cm,
m =300 g, to =8s. (g =298 m/s?).

Ce na kocko ne pihamo, se kocka giblje enakomerno pojemajoce s
pojemkom ag = kg = 0,5 m/s?. Pri pihanju je sila curka ves ¢as
pravokotna na smer gibanja, zato se poveéa le pravokotna sila podlage
F, = mg + ®,,v = mg + pl*v®. Pojemek je potem enak

ap +

F 522
a=&= k,O'U =1‘0m/32_
m m
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Kocka se najprej do ¢asa ¢ ustavlja s pojemkom a, ko susilec iz-
kljué¢imo, pa se giblje s pojemkom ag, dokler ob ¢asu tp njena hitrost
ne pade na 0: vy — at — ag(tog — t) = 0. Od tod dobimo

t = (vo — agtp)/(a —ag) =2,0s.

3. Prigibanju tockastega telesa se ohranja vsota kineti¢ne in potencialne
energije, saj je sila vrvice pravokotna na tir in ne opravlja dela. Ce
potencialno energijo Stejemo od zgornje lege, velja

0= Imv* —mglcosp.

Od tod izrazimo v? = 2lg cos .

Navpicna komponenta hitrosti najprej naras¢a, nato pa se priéne
zmanjSevati in doseze 0 v mirovni legi. V trenutku, ko doseze najveéjo
vrednost, spremeni navpiéna komponenta pospeska predznak, torej je
v tistem hipu enaka 0. Tedaj je vsota navpiénih komponent sil, ki
delujejo na telo, enaka 0:

—mg+ Fycosp =0,
ce je ¢ kot med navpicénico in vrvico. Iz Newtonovega zakona za
krozenje
2

mv_ = F, —mgcosyp

l

izrazimo silo vrvice
2

b3 :mv—z— + mgcosp = 3mgcos g .

Vstavimo jo v pogoj za ravnovesje navpi¢nih komponent sil in dobimo

. 1
mg = 3mgcos® ¢, torej (p = arccos — = 55°.

V3
Skupina C

1. Podatki: U, =150V, R, =2,50Q, R=1,009.

Tok, ki tece v vezju, je enak I = Uy/(R, + R'), ¢e z R’ oznagimo
nadomestni upor vezja, ki ga sestavljajo zunanji uporniki. Mo¢, ki se
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trosi na vezju, je potem enaka
2
U R ‘
(R, + R')?

Najvecjo moé poiscemo tako, da pregledamo vse mozne kombinacije
polozajev stikal in za vsako izraéunamo nadomestni upor in moé:

P=PR =

stikalo S; stikalo S, stikalo S3 |R' [Q?] | P [W]
sklenjeno nesklenjeno - 1,00 0,184
sklenjeno sklenjeno nesklenjeno | 0,75 0,160
sklenjeno sklenjeno sklenjeno 0,71 0,156
nesklenjeno sklenjeno nesklenjeno 3,00 0,223
nesklenjeno sklenjeno sklenjeno 2,50 0,225

Najvetja mo¢ je torej pri zadnjem polozaju stikal. (Da dobimo pra-
vilni polozaj stikal, najve¢je moéi pravzaprav niti ni potrebno racu-
nati.)
Podatki:
I'=4%1.
Privzamemo, da je v rezi med vodnikoma homogeno magnetno po-
lje. K magnetnemu polju med vodnikoma prispevata oba vodnika,
B = 2ugI/27r. Sila, ki deluje na izstrelek, je F = I'lB = IIB/10 =
~ ppI?1/107nr. Pospesek je potem ¢ = F/m in hitrost na koncu

T Z
v=1V2as ~ \/2“0”13 ~ \/“OI Es'r-t:2,5 km/s .

TTrm Hrrm

s=20m,2r=05m,l=1cm,m=10g, I =1 MA,

Podatki: r=5ecm,d=01mm, D=2cm,m=1¢g, U =20V,
¢(=1-10"30m, A = 2 W/mK, Tp = 20°C, pp = 10° N/m?, M =
= 29 kg/kmol, R = 8300 J/kmolK.

a) Zaetno visino bata izra¢unamo iz splosne plinske enacbe pgVpy =
= mRTy/M, Vo = wr*hg. Dobimo hy = mRTy/Mpynr? =
= 10,6 cm. Tok tece skozi vodnik z dolzino hp in preénim
presekom S = 2nrd: I = U/R = 2wrdU/Chy = 5,9 A.

b) Zaradi segrevanja plasca se segreva plin. Temperatura narasca
toliko ¢asa, dokler ni elektriéna mo¢ enaka toplotnemu toku, ki
se prevaja skozi zgornjo in spodnjo ploskev

T-T, U?

2 ol 2
2mr= s R 2rrdU*/Ch,
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¢e je h nova ravnovesna lega in velja V/T = V /Ty, V = nr2h,
T = hTy/hg. lzraz za T vstavimo v zgornjo enacbo in dobimo
kvadratno enacbo za ravnovesno visino h:

s smiselno resitvijo h = 13 cm.

Skupina D

) il

Podatki: m = 75 kg, F = 600 kN, S = 200 cm?, hy = 7,5 cm,
k=14, po = 10° N/m?.

Pri adiabatnem stiskanju velja pV" = poV, ¢e je p konéni tlak,
V' konéna prostornina amortizerja in Vg = Shg. Konéni tlak je
povezan z najve¢jo dopustno silo: p = F/S. Pri doskoku se po-
tencialna energija Bonda spremeni v notranjo energijo plina mgh =
= AW, =2m'c,(T — Tp) = 2m/[R/M (& — 1)|(T — Tp), pri ¢emer je
m’ masa zraka v enem amortizerju, 7" konéna in 7y zacetna tem-
peratura zraka v amortizerju; 2 gre na racun dveh amortizerjev.
Temperaturi izrazimo iz splosne plinske enacbe in dobimo mgh =
= 2(pV — poVb) /(k— 1) = 2poSho ((p/po)(V/Ve) — 1) /(5 —1). Raz-
merje prostornin nadomestimo z razmerjem tlakov iz enacbe za adi-
abato, vstavimo p = F/S in dobimo

r—1

F r

Podatki: a =12 m, m =20 kg, t =6s, m' = 0,3 kg, [ = 70 cm,
p=m,9=2°
a) Navor teZe na vrata izracunamo iz Newtonovega zakona za vrte-
nje: M = Ja. Kotni pospesek dobimo iz ¢asa, potrebnega, da se
vrata zasuéejo za kot ¢: a = 2p/t?, vztrajnostni moment vrat
pa je tolikSen kot pri vrtenju palice okoli krajiséa J = %maz.
Navor, s katerim utez deluje na vrata, uravnovesi navor teze
kym’gl = M = 2ma®y/3t?, torej mora biti najmanjsi koeficient
lepenja enak

_ Qp(}Shg
~ mg(k—1)

2ma’p
T 3miglt? Gl
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b) Teziste vrat se giblje po kroznici z radijem a/2, ki lezi v ravnini,
ki je za kot ¥ nagnjena glede na vodoravno ravnino. Ko se
vrata zasucejo za kot ¢ iz mirovne lege, se teziice dvigne za
Ah = a(l — cosp)sind '. Potencialna energija se pri tem
poveta za W, = mgAh & tmgap?sind, ée je ¢ dovolj majhen?.
Kinetiéno energijo v trenutku, ko gre nihalo skozi ravnovesno
lego, zapiSemo kot %sz, ¢e je w kotna hitrost v tem trenutku.
Kotno hitrost izrazimo s krozno frekvenco nihanja wy kot w =
= wpl. Pri sinusnem nihanju velja, da je najvecja potenci-
alna energija enaka najvecji kinetiéni energiji: 3mgap?®sind =
= %Jwg(pz. Vstavimo izraz za vztrajnostni moment vrat in za
nihajni éas konéno dobimo

27 2a
fh= =, — =964,
0 wo T 3gsin? 96

3. Podatki: vg = 6 m/s, v = 52,1 kHz, ¢, = 340 m/s, ¢, = 1450 m/s,
G=12%
Zvok, ki ga oddaja delfin, se pri prehodu iz vode v zrak lomi in
velja sin 8/sina = c¢./c,, ¢e je a kot med smerjo zvoka v vodi in
pravokotnico na morsko gladino. Frekvenca zvoka (14), ki ga oddaja
delfin, se zaradi Dopplerjevega pojava poveca v = vg/(1 — v'/e,),
kjer je v' projekcija hitrosti delfina na smer oddajanja zvoka v’ =
= vgcos?. Tu je ¥ kot proti vodoravnici in zato komplementaren
kotu e. Dobimo

= p (1 B ‘UQCOS(TT—O.’)) . (1 B vgsina) 0
Cy Cy

:u(l—w) — 51,9 kHz.

Z

Bojan Golli

1 To najlazje vidimo, e nariSemo kroZnico v tlorisu in stranskem risu. Potegnemo
zveznico iz ravnovesne lege do srediica kroga. Na stranskem risu v ravnini, ki jo
tvorita os vrtenja in zveznica, se teziste giblje po daljici, ki je za kot ¥ nagnjena proti
vodoravnici. Iz tlorisa vidimo, da je projekcija odmika iz ravnovesne lege na zveznico
enaka d = %a(l — cos ), iz stranskega risa pa ugotovimo, da se pri tem tocka dvigne
za dsin .

2 Velja namret 1 — cos ¢ = 2sin(ip)? =~ 2(p)?.
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20. MEDNARODNO MATEMATICNO
TEKMOVANJE MEST — pomladanski krog —
Resitve s str. 125

Prva skupina

1. Oznagimo o€etovo hitrost z u in sinovo z v (u > v). Ko drsata v isti
smeri, je relativna ocetova hitrost glede na sina enaka u — v, torej je
interval med dvema zaporednima srecanjema ﬁ Ko pa drsata v
nasprotm smeri, Je relatlvna hitrost u + 1; in dolzina tega intervala

u+v Iz enakosti u+u = 5= dobimo ¥ = 3.

2. Simetrala notranjega kota pri C naj seka daljico DE v tocki F, daljici
CF in AB pa naj se sekata v tocki G. Torej je J% J|§C‘|L =

. Ozna¢imo sredisce kvadrata ABDE z O. Stirikotnik AOBC je
tetivni, saj je ACB = «BOA = 7. Ker simetrala notranjega kota
pri C trikotnika ABC' seka njegovo oértano kroznico v razpoloviséu
tistega loka AB, ki ne vsebuje tocke C, in je |AO| = |BO)|, lezi tocka
O na notranji simetrali kota < ACB. Zaradi simetrije v kvadratu

: DF AG
ABDEF nazadnje sklepamo II_EF_II = Ilﬁ% 1

3. 'V i-ti stolpec nariSemo a; pik. Tako 1ma.m0 v prvi vrstici by pik,
v drugi by,... Ce zavrtimo diagram za 90°, dobimo diagram, ki
pripada étevﬂom bo, b1, . ... Ce zavrtimo novi dlagram za 90°, dobimo
diagram, ki pripada étevllom €p; €1, - - - in je ekvivalenten prvotnemu
diagramu. Torej so §tevila na prvi in tretji tabli enaka.

4. Ker je povrsina sira 600cm?, se folije nikjer ne smejo prekrivati. Ker
folije niso enako velike, je vsaj ena veéja od 100cm?. Te folije ne
moremo postaviti na sir, ne da bi se dela folije prekrivala. Torej
lahko z gotovostjo trdimo, da sira ne moremo pokriti s folijami.

5. Naj bo ena od stranic kvadrata razdeljena na daljice dolzin a;,...a;g
in druga na daljice dolzin by,...,b;g. Predpostavimo, da nobena
dva med 9-imi kvadrati nista skladna. Torej so stranice teh 9-ih
kvadratov 9 razliénih Stevil izmed aq,...a1p in prav tako 9 razliénih
stevil izmed by, ...,b1p. Torej mora biti tisti del ene stranice, ki ne
pripada nobenemu kvadratku, enak tistemu delu druge stranice, ki
ne pripada nobenemu kvadratku. Slednje pa ni mozno, saj bi tako
imeli v mrezi tako vsaj 10 kvadratkov.

Druga skupina

1. Oznaéimo i-to 8tevilo z a;. 1z enakosti as = a; + az in ag = as + ay
sledi a; + a4 = 0. Podobno dobimo enakost a4 + a7 = 0, torej je
a; = ary. Sledi 1999 = Q1993 = *+* = a; = 1.

2. Glej resitev 2. naloge za prvo skupino.
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3.
4.

Glej resitev 3. naloge za prvo skupino.
Devet trikotnikov lahko polozimo, kot kaze spodnja slika.

Tabelo pokrijemo s 40 dominami
(eno polje ostane nepokrito), kot
kaze slika. Prvi igralec najprej vrise
znak na nepokrito polje. V nada-
lijevanju pa za vsako nasprotnikovo
potezo dopolni domino. S tem bo
prvi igralec imel vec svojih znakov v
prvem stolpcu in natanko v enem od
vsakega nadaljnjega para stolpcev,
prav tako kot v prvi vrstici in na-
tanko v eni od vsakega nadaljnjega
para vrstic. Tako si zagotovi, da je
vrednost B vsaj 2.

Drugi igralec igra tako, da vsaki¢ dopolni zateto domino prvega
igralca. Ce to ni mozno, igra na celo domino. S tem si zagotovi,
da ima na vsaki domini natanko en znak, torej, da vrednost B ne
presega 2. Tako smo pokazali, da je vrednost B enaka 2.

Resitve drugega dela pomladanskega kroga.
Prva skupina

1

Ko naredi prvi igralec (1000 + ¢)-to potezo, si drugi igralec ogleda
(1000 + 4)-to ter (1000 — i)-to stevko. Ce sta enaki, ju zamenja.
Ce ne, zamenja 1000-0 Stevko z eno izmed zgoraj omenjenih, ki se
razlikuje od nje. S tem zagotovi, da sta (1000 + i)-ta in (1000 — i)-ta
stevka enaki. Tako bo po zadnji potezi stevilo na papirju simetri¢no.
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Ce je ABC enakokraki trikotnik z vrhom B, toéki Q in R sovpadata,
zato je tudi ' = R = @. V nadaljevanju bomo dokazali trditev
naloge, ¢e je |BC| > |AB|. Primer |BC| < |AB| dokazemo podobno
in ga prepustimo bralcu v ra.7m1slek
Racunajmo |QR| = |AR|-|AQ| = w M.
Trikotnik APQ je enakokrak z vrhom A, zato Je 4QPA = {AQP =
= <RQT. Ker pa je RS || AB, je tudi <QTR = <QPA. Torej
je ITR| = |QR| in
TS| = |TR| + |RS| =
_ |301;|A5 2 J_42§1 _
= 1BCl — |BS|. Triko-
tnik BST je torej enako-
krak s kotom ;<T'SC =
= %{ABC ob osnovnici
BT, kar pomeni, da je BT
res simetrala kota < ABC.

c

Druga skupina

1.

Ker sta stevili 3 4+ y ter y® 4+ = deljivi s stevilom x? + y2, sta si
stevili = in y tuji, zato sta si tuji tudi stevili % + y? in zy. Stevilo
z(z® +y) +y(y® +z) = 2 + y* + 2zy je deljivo z 2% + y?, zato je tudi
stevilo (22 + y2)? — 2t — y! — 22y = 2zy(xy — 1) deljivo z =% + y2.
Torej je 2(zy — 1) deljivo z 22 + y2.

Naj bo zy > 0. Ker stevilo 22 + 32 deli 2(zy — 1), sledi 2(zy — 1) >
> 2% + 92 ali pa 2y — 1 = 0. Iz neenakosti 2(zy — 1) > 22 + 32 sledi
0 > (z—y)?+2, kar ni mozno. Zato je zy = 1, kar nam da dve resitvi
r=y=linz=y=-1.

Naj bo zy < 0. Sedaj velja —2(zy — 1) > 2% + 42, torej (z+y)* < 2.
Zatojex +yenako 0,1l ali 1. Cejez+y=0,jexz=1iny=—1
alipaz = —1liny = 1. Ceje z+y = 1, je Stevilo 2(zy — 1) =
= 222 -2z + 2 deljivo z 2° + y?> = 222 — 2z + 1. To velja le v
primeru, ko je 222 — 2z 4+ 2 = +1. Od tod sledi, dajez=0aliz=
= 1. To ni mozno, saj smo predpostavili zy < 0. Ce pa je z+y = —1,
je stevilo 2(zy — 1) = 22% + 2z + 2 deljivo z 22 + 3% = 222 + 2z + 1,
kar podobno kot v prejsnem primeru pripelje do protislovja.
Najbozy=0. Tedajjez=0iny =241 alipay=0inz = £1.
Vse resitve so torej (+1,+1), (0,41), (£1,0).
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2.a) Ce sta zadnji dve Stevki binarnega zapisa stevila i enaki 01, je M (i) =
= M(i+ 1). Torej obstaja vsaj [192] = 250 &tevil, za katera je
M(i) = M(i+ 1). Podobno velja za stevila, ki imajo v binarnem
zapisu zadnje Stiri Stevke 0111. Takih Stevil je [] = 62 in so
razliéna od zgoraj omenjenih. Podobno najdemo Se [1000] = 15 stevil
z zahtevano lastnostjo, katerih binarni zapis se konéa z 011111. Torej
je v zaporedju obstaja vsaj 250 + 62 4 15 = 327 ¢lenov, ki so enaki
svojemu nasledniku.

b) Ce so zadnje stiri stevke binarnega zapisa stevila i enake 0001, 0011,
0100, 0101 ali 0111, je M(i) = M(i+7). Ce je zadnjih pet stevk
binarnega zapisa Stevila 7 enakih 01010 ali 01110, je M (¢) = M (i + 7).
Ce je zadnjih Sest stevk 011001, 011011, 011100, 011101 ali 011111 ali
pa zadnjih sedem 0111010 ali 0111110, je M (i) = M (i + 7). Podobno
nadaljujemo in dobimo za zadnjih 8 Stevk pet moznosti, za zadnjih

devet dve,... Torej obstaja vsaj
108 106 10ﬁ 106 106
8551+ Agg] +Blgg] + 2gsgl + +5{218]+2[219]—499976

clenov, za katere je M (i) = M(i+ 7).
Ales Vavpetié
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