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Za vsakogar nekaj I

OZVEZDJA NEKOLIKO DRUGAČE

Z malo domišljij e lahko svetlejše zve zde povežemo v različne p odob e ali
sk upine , ki ji m rečemo oz vezdja . Ozvezdja gleda človek že t isočletj a.

Često so nastala kot spomi n na mi tološka bitja, znamenite ljudi , razne
živali in predm et e . O zvezdj a so skoraj vedno prve stvari, s ka terim i se
začetnik sp oznava na nebu .

V želji , d a bi ozvez dja čim b olj približal mladim , se je Georg R eed,
profesor astro nomije iz Pens ilvanije (ZD A) pred leti odločil , da na svoj evr­
sten način prikaže ozvez dja. Narisal je "nebesno ri sanko" , ki jo ob javljamo
n a no tranjih strane h ov it ka . K ako mu je uspela , pa presodite sam i.

Tolmač za zimsko in spomladansko n ebo (II. stran ovitka)

Drsa Mayor - Veliki med ved; Cass iopeia - Kas iopeja; Auriga - Voznik; Perseus
- Perzej ; Leo minor - Mali lev; Leo - Lev; Cancer - Rak; Gem ini - Dvoj čka ;

Ta urus - Bik; Ar ies - Oven; Sextans - Sekstant ; Triangulum - Trikotnik; Hydra
- Vodna kača ; Monoceros - Sam orog; Canis Minor - Ma li pes; Canis Major ­
Veliki pes; Lepus - Zaj ec; Erid anus - Eridan; P isces - Ribi ; Cet us - Kit ; Crater
- Čaša; Antila - Zračna črpalka; Pyxis - Kom pas ; P up pis - Krma; Columba ­
Golob ; Fornax - Peč ; Sculpto r - Kipar.

Tolmač za poletno in j esensko n ebo (III. stran ovitka)

Lacerta - Kuščarica; Cepheus - Kefej ; Draco - Zmaj ; Drsa Major - Veliki
medved; Cyg nus - Labod ; Lyra - Lira ; Hercu les - Herkul ; Corona Borealis
- Severna kro na ; Canes Venati ci - Lovski psi; Pegasus - Pegaz; Delphinus ­
Delfin; Vulpecula - Lisička ; Coma Berenices - Berenikini kodri; Boo tes - Volar;
Equuleus - Žrebiček ; Sagitta - Puščica; Serpens Cauda - Kačji rep; Serpens Ca­
put - Kačja glava ; Ophiuchus - Kačenosec ; Virgo - Devica; Aquariu s - Vodnar;
Aquila - Orel; Scut um - Ščit ; Libra - Tehtnica ; Corv us - Krokar; Capr icornus ­
Kozorog; P iscis Austrinus - Južna rib a; Microscopium - Mikroskop ; Sagittarius
- Strelec; Scorpius - Škorpijon; Hydra - Vodna kača ; Coro na Australis - Južna
krona.

Marijan Prosen

STALIMO SNEG!

Zn aneu v Ljublj ani je začelo presedati kid anje snega p red hi šo. Domislil
se je sijajne ideje: čemu bi kidal , naj elekt rika stali sneg. Napeljal je gre ln i
kabel v t la in res so mu sosedje zavidali , saj j e im el vedno suho in čisto pot ,
t udi če j e vso noč snežilo . P oskusit e izračunati moč t ake grelne naprave ,
če želim o staliti v 10 urah 0.5 m debelo snežno ode jo, ki vsebuje 50 1
vode na kvadrat ni meter. U poštevaj te , d a je dolžin a 4 m široke dovozne
poti 10 m. K oliko znaša račun za električno energijo vso zimo za t alj enj e
snega, če zapade p ozimi v obliki snega 20 % vseh letnih padavin?

Andrej Likar



I Za vsakogar nekaj

KOLIKO IGER?

Mat ic in Brane rada igrata damo. Da je bo lj nap eto, včasih pred igro
vložita vsak majhen znese k; vloženo po igr i pripad e zmagovalcu .

Ob pogledu na šahovnico je zadnj ič pri šla Br an et u na misel legenda
o izumitelju ša ha (in zahtevan i žit ni nagrad i) , pa je pr edlagal Maticu:
"Kaj , ko bi dan es igrala drugače? Tist i, ki izgubi pr vo igro , da zmagovalcu
1 to lar , kd or izgubi drugo igro, plača 2 to larja, zmagovalec t retje igre dob i
4 to larj e it d . P ri vsak i naslednji igri se plačilo za izgub ljeno igro podvoji ."

"P rav" , je pristal Mat ic. "Vidim, da imaš t i kar nekaj denarja, sam pa
premorem le 731 to larjev, to rej utegnem bankrot irat i pred tabo . Vendar
v nobenem pr imeru ne bom igral več kakor deset iger. "

Začela sta igrat i, igrala igro za igro, si plačevala, kot sta se domenila ,
in čez čas je Mat ic res bankrot iral. Po zadnji igri je moral Branetu plačati

do to larja nat anko to liko, kolikor je imel den arj a .
Koliko iger sta igrala in katere igre je Matic dobil, če sploh je kakšno?

Marija Vencelj

ABBCCC

Razpoznavanje nizov izbrani h oblik je programerska na loga, ki jo v taki
ali drugačni pr eob leki pogosto srečamo. Tokrat si bomo za va jo ogledali
pr eprost šolski primer takega problem a .

Vaša naloga je, da napi šet e podprogram za pr epo znavanje nizov, ki j ih
dobimo kot stik enega ali več nizov ob like aib j Ck , kjer je 1 :::; i :::; j :::; k.
P ri tem x n pom eni n zaporednih znakov x (x E {a , b , e}) . Nizi, ki jih
želimo razp oznat i, so torej sestav ljeni le iz znakov a , b in c . Podnizi, ki
jih st ikamo skup aj , pa so zgrajeni iz enega ali več a-jev , ki j im sledi vsaj
to liko b-jev, tem pa vsaj toliko e-jev. Na primer , nizi abe, abbeee in
abeeabbee so pravilne oblike, niza abebc in aabbc pa ne.

Martin Juv an

ENOBARVNA KOCKA

Koliko najmanj mora biti dolg 3 cm širok t rak papirja, ki je na eni st rani
bel in na drugi mod er , da bo mo lahko sa mo s pr ep ogib anjem iz njega
oblikovali kocko z rob om 3 cm , ki bo imela vse mejne ploskve mo dre?

S koliko najmanj dolgim t rakom lah ko rešimo nalogo, če so mejn e
ploskve lahko različnih barv ?

Na jmanj kolikokrat moramo trak pr erezati, da bo za enobarvno kocko
zadoščala dolžina šestih robov kocke?

Ma rija Vencelj
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KATERA PRAŠTEVILA SO VSOTE DVEH
KVADRATOV NARAVNIH ŠTEVIL?

Odgovor na to vp rašanje je že dolgo znan. Glasi se takole:

Liho prašt evilo p delim o s 4. Če dobimo pri tej delitvi ost anek 1, j e
p vsot a dveh kvadratov, če dobim o ostanek 3, p ni vsota dveh kvadratov.

Edino sodo število 2 je vsota dveh k vadratov: 2 = 12 + 12 .

Za zgled vzemimo praštevila 13, 23, 29 in 73. Ker je

13 = 4 . 3 + 1, 23 = 4 . 5 + 3, 29 = 4 . 7 + 1 in 73 = 4 . 18 + 1,

dajo šte vila 13, 29 in 73 pri delit vi s 4 ostanek 1, število 23 pa ostanek 3.
Zato 23 ni vso ta dveh kvad ratov , 13, 29 in 73 pa so :

Dokaz navedene t rd itve najde bralec v vsaki knjigi , ki obravnava
teorijo šte vil, v našem jeziku v knjigi Teorija šte vil, ki jo je napisal
prof. J ože Grasselli.

P red nekaj let i pa je Don Zagier ob javil nov za nimiv do kaz, ki ne
zahte va nobenega znanja iz teorije šte vil, zadostuje srednješolska mate­
mat ika . Name n tega članka je prikazat i njegov dokaz.

Naj bo liho prašt evilo p vsot a dveh kvadratov, torej

IJ = a2 + b2
.

Tu sta a in b naravn i števili. Ker je p lih , je eno izmed nJIJ u liho,
drugo sodo. Deni mo, da je a liho in b sodo šte vilo. Potem lahko pišemo
a = 2k + 1 in b = 2[, kjer st a k in L nar avn i šte vili. Enakost

pove, da dob imo ostanek 1, če delimo p s 4. Zato p ni vsota dveh
kvad ratov, kadar je ta ost anek enak 3.

Na ravno število, ki da ostanek 1, če ga delimo s 4, lahko zapišemo v
obliki 4n + 1, kjer je ti spe t naravno št evilo (n je kvocient pri delitvi s 4) .

Naj bo zdaj prašt evilo p oblike IJ = 4n + 1. Dokaza t i mor amo, da je
vsota dveh kvadratov. V ta namen si oglejmo enačbo

x 2 + 4y z = p . (1)



I Matematika

Zanimajo nas njene rešitve v naravnih številih x , y, z . Ali obstajajo?
Obstajajo . Ena je kar x = 1, y = 17" Z = 1. V splošnem premore enačba

(1) več rešit ev , t oda vselej samo končno mnogo. Naravna števila x, y , z ,
ki ji zadoščaj o, so namreč očitno vsa manjša od p .

Zaznamujmo z M množico vseh trojk (x , y , z) naravnih št evil, ki
ustrezajo enačbi (1). Množica NI je, kakor rečeno, končna . Pri p = 17 so
na primer v njej t ele trojke

p = 17: M = {(1, 1,4) , (1,2,2), (1,4,1) , (3, 1, 2), (3,2 , 1)}.

Pripomba. Hkrat i s trojko (x, y , z ) je t udi trojka (x , z , y) v množici
M, saj je p = x2 + 4yz = ;)';2 + 4zy . Če y -1- z, štej emo trojko (.T, y, z) in
(x , z,y) za različni reš it vi enačbe (1), t orej različna elementa množice ]\11.

Še to le omenimo: Denimo, da cela št evila x , y , z ustrezajo enačbi (1) .
Nobeno izm ed nj ih ni en ako nič . Re s. Če bi bil x = O, bi bilo p = 4yz ;
prašt evilo p pa ni deljivo s 4. Če pa bi bilo y = Oali z = O, bi bil p = x 2

,

t od a prašt evilo p ni kvadrat.
Denimo, da sm o na neki način ugotovili, da je število trojk v množici

NI liho. Povežimo trojke iz M v pare takole: Trojki (x, y, z) priredimo
trojko (x , z , y), se pravi t rojko, v kateri smo zamenjali zadnji št evili. Torej

(X,y, Z) I, 'I(x,y,z).

Ke r im a množic a M liho število t ro jk, morata biti vsaj venem od teh
parov t ro jki med seboj enaki. Toda trojki (x, y , z) in (x, z, y) st a enaki
samo te daj, kadar je z = y. Zato je v lvI vsaj ena trojka oblike (x, y, y).
Ker t rojke zadoščaj o enačbi (1), imamo

Vidimo, da je p vsota dveh kvadratov (namreč vsota kvadratov naravnih
števil x in 2y), če ima množica l III liho št evilo elementov.

Kako bi ugotovili , da je št evilo t rojk v množici M vsel ej lih o? Don
Zagi er je imel t ole zamisel : P ovežimo t rojke iz M v pare na kak drug
način, in sicer t ako, da bosta trojki v enem in samo en em paru enaki. Če

sm o tako povezavo našli, je v M liho šte vilo trojk.
Zapišimo enačbo (1) v eni izmed naslednjih oblik

p = x2 + 4yz = (x + 2Z)2 + 4z(y - x - z) ,

p = x 2 + 4yz = (.T - 2y)2 + 4(.T + Z - y)y ,

p = x2 + 4yz = (2y - x)2 + 4y(x + z - y) .

(2a)

(2b)

(2c)



Matematika I

Enačba (2a) pove, da je hkrati s t ro jko (x , y , z) tudi trojka celih
št evil (x + 2z , z , y - x - z ) rešit ev enačbe (1) . V trojkah množice M so
samo naravn a števila, t ret je šte vilo y - x - z nove t ro jke pa je negat ivn o,
če je y < x + z (kakor vemo, ne mor e biti enako nič). Zato je t ro jka
(x + 2z , z, y - x - z ) v množici M le t ed aj , kadar je y > x + z .

Enačbi (2b) in (2c) pa dast a trojki celih št evil (x - 2y , x + z - y ,y)
in (2y - x , y, x + z - y ), ki sta rešit vi enačbe (1). Da bosta t i t ro jki v M ,
mora biti y < x + z . V prvi t rojki mor a biti t udi x > 2y , v drugi x < 2y .

Razdelimo zdaj M na t ri podmnožice takole

M l = {( x , y , z) E M,

M 2 = { (x , y , z ) E M ,

lvh = {(x , y , z ) E M,

x +z < y },

x + z > y in x > 2y} ,

x + z > y in x < 2y} .

Očitno je vsaka trojka mn ožice lvI v eni in le eni izm ed naved enih množic.
To se pravi , da je M unij a treh disjunktnih množic Ml , M 2 , M 3 , torej
M = M l u lvh U M3 .

Če je trojka (x, y , z ) V Ml , je t ro jka (x+ 2z , z, y - x - z ) v množici M ,
ker je y - x - z> O. Kateri izm ed množic Ml , lvI2 , M 3 pripad a? Pišimo

x + 2z = x ' , z = y' , y - x - z = z' .

Prep rost račun pokaže, da je

x ' - 2y' = X > O, x ' + z' - y' = y > O lil y' = Z > O. (*)

Od to d dobimo x' > 2y' in y' < x ' + Z I . Zato je t ro jka (x' , y' , Z I ) V M 2 .

S podobnim računom ugot ovimo, da je t rojka (x - 2y , x + z - y, y ) v
lvh , če je t rojka (x,y , z) V M 2 .

Videli smo, da je trojka x' = x + 2z , y' = z, Z I = Y - x - z v
lvh, kadar je (x , y , z) v M«. Zato je trojki (x ' , y' , Z I ) pripadajoča t ro jka
(x' - 2y' , x ' + Z I - y' , y' ) v M« . Enačbe (*) povedo, da je t a t ro jka enaka
začetni trojki (x, y , z). Podobno se prepričamo , da pridemo nazaj na
prvotno t rojko, če poljubni trojki (x , y , z) iz množice lvI2 priredimo najprej
t rojko (z - 2y , x + z - y , y ) v Mi ; nsto pa le-t ej poiščemo ustrezno t ro jko
v lvh .

Naj bo zdaj t rojka (x , y , z) v množici M 3 . Potem je trojka
(2y - x, y , x + z - y ) v množ ici M. P rep rost račun po kaže, da je t a t ro jka
spet v lvh . P išimo x ' = 2y -x, y' = y , Z I = x+z - y . Takoj ugotovimo, da
je t rojki (x ' , y' , Z I ) pripadajoča t ro jka (2y' - x ' , y' , x ' + Z I - y' ) kar enaka
prvotni t ro jki (x, y, z).
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P ovežimo zdaj t rojke iz množice M v pare t akole:

trojki (x, y, z) E M l priredimo t ro jko (x + 2z , z, y - x - z) V M 2 ,

trojki (x , y, z) E M 2 priredimo trojko (x - 2y, x + z - y, y) V Ml ,

trojki (x , y, z) E M3 priredimo trojko (2y - x , y, x + z - y) V M3 .

Iz zgor aj povedanega izhaja tole: Če smo priredili trojki (x, y , z)
trojko (x' ,y' , z') , pripada vselej trojki (x',y' , z') prvotna trojka (x ,y, z ).
S tem predpisom so torej trojke množice M res povezane v par e.

Ali st a lahko v kakšnem paru t rojki en aki ? Tr ojke iz Ml so povezane
s t rojkami iz M 2 , t roj ke iz M 2 pa s t rojkami iz Ml. Ke r Ml in M 2 nimata
skupnih trojk, sta tu v vsakem paru povezani t ro jki različni . Naj bo zd aj
t ro jka (x, y , z) V M 3 . Če se ujema s pripadajočo trojko (2y - x, y , x+z - y),
ki je tudi v M 3 , mora biti 2y - x = x, y = y in x + z - y = z. Te enačbe

so izp olnj ene natanko t edaj , kadar je y = x, t o je pri t rojki (x , x, z ). Ke r
je t roj ka (x ,x, z) rešitev enačbe (1) , velj a

x(x + 4z) = p. (3)

Toda p je praštevilo , x in z pa sta naravni šte vili in je zato x + 4z > x .
Edina možnost , da ustrežem o enačbi (3), je ta, da post avimo x = 1 in
x + 4z = p. Od tod im amo z = (p - 1) /4. Ker je poblike 4n + 1, je
kvocient (p - 1)/ 4 enak n , se pravi naravno število. Tako smo ugotovili :
Edino t rojka (1,1 , y) E M se ujema s pripadajočo t rojko v paru , v vseh
drugih parih st a trojki različni . To pa pomeni, da je v množici M liho
število trojk. Ker je bilo p poljubno prašt evilo oblike 4n+ 1, smo dokazali :

Vsako prašt evilo oblike 4n + 1 j e vsota dveh kvadratov.

Na koliko načinov je praštevilo p = 4n + 1 izrazljivo z vsoto dveh
kvadratov? Če je p = a2 + b2 , kjer sta a in b naravni šte vili, je tudi
p = b2 + a2 . V teh dveh zapisih st a samo sum anda zamenj ana. Velja t ole:

Če se ne oziramo na vrstni red sumandov, se da praštevilo p =
= 4n + 1 zapisati kot vsota dveh kvadratov samo na en način.

Naravno število je namreč sestavlj eno (ni praštevilo), če je na dva
različna načina izrazljivo z vsoto dveh kvadratov . Dokaz tega dejstva
najde bralec v članku Kako ugotovimo, da j e naravno število sest avljeno,
preden ga razstavimo? Članek je izšel v Preseku, letnik 25 (1997/ 98) ,
st r. 130- 136.

Ivan Vidav



Fizika I
ELEKTRONI IN V R ZELI V POLPREVODNIKU
BREZ P RIMESI

V prvi šte vilki tega letnika smo pojasn ili pozitivni Hallov koeficient ne­
kat er ih kovin. V ta namen smo se mor ali precej potruditi in vključiti v
razpravo spoznanje, da gibanja elekt ronov ne more mo opisa t i, kot op išemo
gibanje žog in drugih t eles, vidnih s prostim očesom . V okviru kvan­
t ne meh anike smo elekt ronu v krista lu pri redili enoelektrons ko st anje
z določeno energijo. Tako stanje je po P aulijevi prepovedi nezaseden o
ali ga zasede kvečjemu en elekt ron . E noelekt ronska st anj a sestavljajo
energijske pasove. Med energijskimi pasovi so pr epoved ani pasovi , na
katerih ni enoelekt ronskih st anj . Privzeti sme mo, da se v energ ijs kem
pasu energ ija elektrona spreminja v poljubno majhnih kor akih , ker so
tam enoelekt ronska stanja gost a . Elek t ron v kr ist alu ima lahko, podobno
kot elekt ron v katodni cevi, poljubno ene rgijo, če le ni nižja kot dno p asli
in ne višja kot vrh pasli. V kri stalu pa moramo upošt evat i, da je na
voljo le do ločeno število enoelekt ro nskih stanj . V energijskem pasu , v
katerem so vsa enoelekt ronska stanja zasedena , elektroni nimaj o nobene
svobo de . Ni namreč nezased enih enoelekt ro nskih stanj , ki bi jih lahko
dosegli z majhno spreme mbo energije. Vsa enoelekt ronska st anja v nižjih
pasovih so zasedena, za preh od v nezased en a eno elekt ronska stanja v
višjem ene rgijskem pasu pa elekt ron nima od kod dobiti potrebne energije .
V kri stalu z zasedenimi energijskimi pasovi ni nosilcev naboja , ki bi lahko
potovali in prenašali naboj . Četudi priklj učimo na kri st al elekt rodi pod
napetostj o, po kr ist alu ni toka.

Opis zadeva kr istal izoleiorj«: Naj višji energijski pas, v kat erem so
zasede na enoelekt ro nska st anja , valenčni pas, je do vrha zaseden. Ime
je pas dobil po valen č nih elekt ronih , ki so v atomu naj šibkeje veza ni in
ki sode lujejo pri kemijskih reakcijah. V naslednjem višjem energijskem
pasu , p re vo tlnem p as u, pa so vsa enoelekt ronska stanja nezaseden a . Med
prevodnim in valenčnim pasom je pr ep oved an i pas, ki mu v tem primeru
pravimo energijska špranja. Izolator , na primer diamant , ne pr evaj a
elektrike, ker je njegova energijska špranja široka več kot 8 . 10- 19 joula
ali 5 elektronvoltov.1 Elektron v valen č nern pasu v kri st alu nima od
kod dobi ti energije, da bi prešel špranjo. Energijo atomov, ki v kr istalu
nihajo okoli ravnovesne lege, cenimo pri sobni temperaturi v povprečj u na

1 E lek t ro nv o lt, eV, je enota za m erj enj e energ ije v svet u atomov in delce v . Delc u z
osnovni m na boj em eo se v p raznem prostoru ki net ična energ ij a spre m en i za en . 1 V =
= 1,6 .10- 19 As - 1 V = 1,G · 10 - 19 joula , ko p relet i napetost 1 V .
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4 . 10- 21 joul a ali 0,03 elektronvolta. Dno prevodnega pasu je pr i 170-krat
večji energiji (slika la) .2

Polprevodnik se od izolat orj a razlikuje po širini energijs ke špranje.
Silicij ima špranjo s širino približno 1 elektronvo lt, germanij pa ~ elek­
tronvolta. Pri zelo nizki temperaturi po lprevodnik, na katerega priklju­
čimo električno napetost, enako kot izolator ne prevaja (slika lb).

------- - -------
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Slika 1. Za izolator je značilna š iroka energ ijska špranja (EŠ) med d nom (DP) pre­
vodnega pasu (PP) in vrhom (V V) valenčnega pasu (VP) . Na navpično os je nanesena
energija ele ktrona. V valenčnem pasu so vsa enoelektronska stanja zasedena (ZS), v
prevodnem pasu pa so vsa enoelektronska stanja nezasedena (NS) . Izol a t or ne prevaja
elektrike ne glede na t emperaturo. Le pri zelo v iso ki napetosti lahko v izolatorj u pride
do preboja, podobno kot , na primer, v zraku, ko preskoči iskra (a). Za polprevodnik
je značilna precej ožja energij ska špranja. P ri zelo nizk i temperaturi je tako ko t pri
izol a t orj u prevodni pas n ezaseden in valenčni pas do vrha zaseden . V tem p rimeru
polp revodnik ne p revaja (bl)' Pri so bni temperaturi majhno število elektronov z vrha
valenčnega pasu p re ide v prevodni pas in zasede enoelektronska stanja ob nj egovem
d nu. Pod vrh om sicer zasedenega valenčnega pasu preostanejo nezasedena enoelek­
tronska stanja, ki jih op išemo kot vrzeli. Kar je d no prevodnega pasu za prevodniške
elek trone, je v rh valenčnega pasu za vrzeli . P r i last n em prevajanju je v polprevodnik u
pri sobni t em p era t uri prav toliko vrze li ko t prevodniših elektronov (bz). V kovini , ki
je dober prevodnik, se prevodni pas pokr iva z valenčnim pasom : pas je delno zaseden ,
na prim er do p olovice , tako da je v neposredni b liž ini zasedenih enoelekt ro nsk ih stanj
dovolj n ezaseden ih enoelektronskih stanj (c) .

z E lektrone z vrha valenčnega pasu lah ko sprav im o do dna prevodnega pasu in v
višja enoelek t ro ns ka stanja čez 5 elek t ro nvo lt ov široko energijsko špranjo , če kr istal
obsevamo z ultravij ol ično svetlobo z valovno dolž ino , manjšo od 240 na nom et ro v.
Izolator , n a katerega je priklj učena n ap et ost , začne ne glede n a t emperaturo šibko
p reva j a ti , če ga obsevamo z dovolj kratkovalovno svet lob o .
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Pri sobni temperatur i pa šibko prevaja. P ri siliciju je širina špranje sicer
33-krat in pri germaniju 22-krat večja kot ene rgija , ki smo jo prired ili
tenničnemu gibanju atomov . A to je povprečna energija in nihajoči atomi
ob redkih pri ložnosti h lahko oddajo večjo energijo. Na njen račun zelo
redki elekt roni z vrha valenčnega pasu preidejo v prevodni pas. Tam
lahko kot prevodniški elekt roni potujejo po kristalu in pr isp evajo k toku .
Ob dnu prevo dnega pasu je namreč veliko nezasedenih enoelekt ronskih
st anj , v katera elekt ron iz stanja na dnu pr evodnega pasu lahko preid e
zaradi električne sile, če je na kri st al priključena napetost.

Za elekt roni, ki preid ejo v prevodni pas, na vrhu valenčnega pasu
ost anejo nezasedna eno elekt ro nska st anja. Posamična nezasedena st anja ,
v sicer do vr ha zasedene m energijskem pasu , smo opi sali z vrzelmi. Vrzel
smo uvedli kot namišljeni delec v nezasedenem valenčnem pasu in mu
priredili pozit ivni naboj. Vsak elekt ron, ki preid e v pr evodni pas , za pusti
v valenčnem pasu vrzel. Zato je št evilo vrzeli enako šte vilu prevodniških
elektronov. Vsel ej nastan eta skupaj prevodnišk i elekt ron in vrzel, in to
imenuj em o nastanek p ara (slika 2a) . P ar pr eneh a obst ajati, ko elekt ron iz
eno elektronskega st anja prevodnega pasu zasede nezasedeno enoelekt ron­
sko st anje pod vrhom valenčnega pasu , pri čemer se sprost i energija , ki
jo je prej t erjal nas t anek para. Ta pojav imenujem o rekombinacija (slika
2b ). V toplotnem ravnovesju v polprevodniku nastane v določenem času

to liko parov, kolikor se jih v tem času rekombinira.
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-- --- - ------- ---- --------
- --- --
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(aj

začetek -jo konec

(bl

Slika 2. Vrzel nastan e sk upaj s prevod niškim elekt ro no m ob nast anku para (a) . Vrzel
pren eha ob st aj ati skupa j s prevodniškim elekt ro nom ob rekombinaciji (b).

Vrzeli enako kot prevcdniški elekt roni prisp evaj o k toku. V kristalu ,
na katerega priklj učimo napetost , prenašajo poziti vni naboj v nasprot­
ni smeri kot prevodnišk i elekt roni pren ašajo negativnega . Podobno v
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kap ljevini nab oj prenasajo poziti vni in negativn i ioni. Za po lprevodnik
up orabimo malo predelano enačbo, ki smo jo srečali pri toku v kaplj evini .
Prevodnost 1/ ( ses t avimo iz prisp evka prevodniških elektronov in vr zeli :

Elektron nosi naboj - eo in vr zel naboj eo. Gibljivost negati vn ih ionov sm o
nadomestili z giblj ivost jo prevodniških elektronov (3 , giblj ivost po zit ivnih
ionov z gibljivostjo vrzeli (3v t er upoštevali , da se gostota vrze li ujem a z
gostoto prevodniških elektronov N / V.

(a) (b)

Slika 3. Atom silicija a li germanija ima št ir i valenčne elekt ro ne . At om je v kri stalu
polprevod nika vezan na vsakega od št ir ih sosednj ih at omov , ki so oko li njega razvrščeni

kot oglišča t etraedra oko li središča. Zato je risba v ravin i lahko le shematična . K
vezi prispevata d va valenčna elekt ro na , la hko si mi slimo, da od vsakega atoma po
ede n , ki se gib ljeta pretežno v bli žin i zvezn ice a tomov. Krožec zazna m uje silicijev
a li germanijev ion s štir im i poziti vnimi osnovnimi naboji , črtica elekt ron v valenčnem

pas u in točka prevodniški elektro n (a ) . Ta prostorska ponazoritev ustreza ponazor it vi
z enoelekt ro nskimi stanji (bl ) na sliki 1. - Pri so bni temperaturi se pri malošt eviln ih
atomi h ede n od valenčnih elektronov sprost i iz vez i in za pus ti v nj ej vrzel. Prej smo
rekli, da preide iz valenčnega pasu v prevodni pas . P ostane p revodniški elektron, ki
potuje po krist alu proti poziti vni elekt ro d i. Vrzel potuje proti nega t ivn i elektro d i
tako , dajo po vrsti izpolnj ujej o elekt ro n i iz drugih vez i (b) . Ta prostor ska ponazorit ev
ustreza ponazori t vi z enoelekt ro ns kim i st a nj i (b2) na sliki 1.

Gostota nos ilcev naboja , to je gostota prevodniških elekt ronov ali
gostot a vrze li N /V , je v germaniju pri sobni temperaturi kakih lOlO-krat
manjša od gost ot e prevodniških elekt ronov v bakru, skupna gibljivost
nosilcev naboja v germaniju (3v + (3 pa kaki h stokrat večja kot gib ljivos t
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prevodniških elekt ronov v bakru . Zato je prevodnost germanija pri sobni
te mperat uri 0,5 (f2m) - 1 prib ližno stomi lijonkrat manj ša kot prevodnost
bakra 5, 9.107 (f2m) - I . Z naraščajočo t emperat uro elekt roni vse uspešneje
prehaj ajo preko energijske špranje, zato v polprevodniku z naraščaj očo

temperaturo izrazit o naraščata gostota nosilcev naboja in prevodnost.
Tudi po tem se polprevodnik razlikuje od kovine, v kat eri z naraščaj očo

te mperat uro prevodnost pojem a.
Dodajmo še nekaj pripomb. Prva zadeva vprašanje očistoči polpre­

vodnika . Ne pri kovinah ne pri plinih in ne pri kapljevinah to vprašanje ni
bilo t ako pomembno . Pri polprevodnikih pa so nečistoče zelo pomembne.
S posebnim prijemom so sicer usp eli dobiti zelo čist germanij , .vseeno
je bila v njem gostot a t uj ih atomov 1018 m - 3 , ob tem ko je velikost na
stopnja gosto t e atomov germanija 1028 m - 3 . V naj čistej šem germaniju
pride te daj t uj atom na približno 1010 atomov germanija. V takem
kr ist alu v določeni sme ri v povprečju na poti (1010 )1/3 ~ 2000 razdalj
med sosednjima atomo ma germanija naleti mo na t uj atom . Razmislek
nam vza me voljo , da bi govorili o "čistem" polprevodniku. Raj e govorimo
o lastnem ali notranjem prevajanju. S tem mislimo na prevaj anje, ki
ga določaj o samo lastnosti polprevodnika in ni odvisno od t uj ih atomov.
Zapisana enačba zade va samo lastno prevajanje polprevodnika . P odatek
za lastno prevodnost smo navedli le za germanij . Silicija za zdaj ni mogoče

do bit i t ako čistega , da bi lahko pri njem pri sobni t emperatur i opazovali
las tno prevajanje.

Ust avimo se t udi ob t rd itvi, da je vrzel namišljen delec. Na elekt ro n v
katodni cevi deluj eta elekt rodi s silo, ki povzroči posp ešek. Električno silo
poveže s posp eškom masa elekt rona 9, 1 .10 - 31 kilograma . Na elekt ron, ki
se giblje po krist alu , deluj e poleg električne sile zaradi napetosti v prostoru
med elekt rodama še električna sila po kristalu periodično razp orejenih
atomov. Slednj i se v kristalu ni mogoče izogniti. Zato elektrona v kristalu
ne moremo opisati t ak o, kot opi šem o elekt ron v katodni cevi. Vseeno
električno silo zaradi napetosti povežemo s pospeškom elektro na , ne da
bi se ozirali na periodično silo atomov. Potezo moramo plačati s te m ,
da elekt ro nu priredimo efek tivna maso, ki se razlikuje od mase prost ega
elekt rona v katodni cevi in ki up ošteva periodično silo at omav. V tem
primeru ni vseeno, v kateri sme ri se elekt ron giblje po kri st alu , zato je
efekt ivna masa elekt rona v kr ist alu odv isna od smeri. Efektivna masa
prevodniškega elekt ro na v siliciju je petkrat manjša od mase prostega
elekt rona in v germaniju desetkrat manj ša, če se zadovolj imo z okv irno
oceno. P oleg tega je za prevodniški elekt ron treb a uporabit i drugačno

ena č bo za gibalno količino in za kinetično ene rgijo kot za prost elekt ron .
Do enakega sklepa pridem o t udi pri vrze li. Vrzeli pri redimo efektivno
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maso, za katero navadno privzamemo , da se približno ujem a z efekt ivno
maso prevodniškega elektrona v istem krist alu. Zaradi vsega tega na
kratko rečemo, da sta elektron in vrzel kvazi de1ca.

Efektivno maso elekt rona v kristalu po nazorimo s kroglico, ki jo
poti skamo po vodi. Kroglica deluj e na vodo in del vode vleče za seboj .
Zato moramo kroglici priredi ti "efekt ivno" maso, če bi njeno gibanje v
vodi rad i opisa li pod obno kot gibanje proste kroglice. "Efekt ivna" masa
se raz likuj e od mase proste kroglice in za jame t udi maso gibajočega se
dela vode. Nekater i nam esto kroglice v vodi pomi slijo na krta, ki rije po
zemlji in jo odriva . Prisp od ob a je manj posrečena, saj elektron v kr istalu
nič ne "dela" .

Na začetku (v 5. številki 25. letnika Prese ka) se pri to ku po kovini še
nismo ozirali na zgradbo snovi ter smo kovin o opisali z negativno tekočino

in poziti vno trdnino. Ali je mogoče v t em duhu opisati lastno pr evaj anj e
v polpr evodniku? Vzemimo, da t udi polp revodnik sest avlj a poziti vn a
trdnina. Prot i pozitivni elektrodi se giblje negativna tekočina, katere
naboj v vsakem delu polprevodnika izravna naboj trdnine. A kaj potuje
proti negativni elektrodi? Poziti vni nab oji ne morejo pot ovati . Ugotovili
smo t udi, da vrzeli ne morem o imeti za pr imanjkljaj elektronov in da jih
ne gre primerjati z mehurčki. Po tem sklepamo , da lastnega preva janja
v po lprevodn iku ne moremo dosledn o opisati s starimi predstavami, ki so
se spočetka ob nesle pri to ku po kovini .

Po lprevodn iki niso post ali nenadomestlj ivi za radi lastnega pr evaja­
nja. Veliko pomembnejše je prim esna prevajanje , to je prevaj anje po lpr e­
vodnika, ki mu do damo želeni delež želene primesi. O t em pa drugič.

polprevodnik

silicij

ger manij

(3

0,19 m2 / Vs

0,38 m2 / Vs

0,05 m2 / Vs

0,18 m 2 / Vs

0,24 m2 / Vs

0,56 m 2 / Vs

Giblj ivost elekt ro nov {3, giblji vost vrzeli {3v in sk upna gibljivost {3 + {3v v silicij u in
ger maniju.

Janez Strnad



Računalništvo I

REKONSTRUKCIJA D REVES , 1. DEL

Dvojiška drevesa (ang l. binary trees) so ena od podatkovnih strukt ur, s
katero se pri programiranju zelo pogost o srečamo . Najlažje ji h opišemo
rekurzivno: dvoj iško drevo je bodisi prazno ali pa je sest avlje no iz od li­
kovanega vozlišča (pravimo mu koren) in dveh poddreves (levo in desno
poddrevo) , ki sta zope t dvo j iški drevesi . S sliko to običajno prikažemo
takole:

koren
K drevesa

levo
poddrevo L

desno
D poddrevo

Smi sel up orabe dvo ji ških dr eves je, da v vozliščih hranimo podatke.
Ti so lahko šte vila , znaki, nizi znakov, kazalci it n. Poleg podatkov po­
t re buje mo še infor macijo o tem, kako so vozlišča med sebo j povezana v
dvoj iško drevo (običaj no sta to kazalca na kor ena obeh poddreves).

Poglejmo, kakšna je običajna predstavitev dvoj iških dreves s kazalci
v programskem jeziku pascal. P od atek, ki ga bom o hr anili v posameznem
vozlišču , bo en znak (pri resnih up or abah so podat ki v vozliščih seveda
bo lj obsež ni in zapleteni) . V pascalu vozlišče predst avimo s sestavlje nim
t ip om - zapisom (besedica record) , drevo pa s kazalc em na njegov kor en :

t ype
Dr evo = - Voz l isce;
Vozlisce = r ecord

x : char;
l evo ,desno: Dre vo ;

end ;

E no od pogostih op ravil z d vo j iški m i drevesi (pa t u di z drugimi
podatkovnimi strukturami) je spreho d skozi vsa vozlišča drevesa . Smisel
spreho da je, da pri t em pogledamo (obiščemo) pod atke v vseh vozliščih in
v vsakem vozlišču primerno ukr epamo (izpišemo pod atek, ga spreme nimo,
morda i zračunamo vsoto ali kako drugo statistično inform acijo o podat kih
v vozliščih , včasih pa pr i pregledu tudi sprem enimo samo "obliko" dre­
vesa ). Vozlišča drevesa lahko pr egled amo v različnih vrstnih red ih. Zelo
pogost o srečamo nasled nje tri pregled e (vrs t ne rede obiska vozlišč):



Računalništvo

Vmesni pregled. Pri njem naj prej obiščemo levo poddrevo, nato koren
drevesa, nazadnje pa še des no poddr evo . Seveda ob e poddrevesi spet
pregledamo v vmesnem vrstnem red u. Za to vrsto pregleda večkrat

uporab ljamo kratico LKD.

- Premi pregled. Pri njem najprej obiščemo koren dr evesa , nato pa levo
in nazadnj e še desno poddrevo. Obe poddrevesi seveda pr egledamo
v premem vrstnem redu. Za to vrsto pr egleda uporabljamo kratico
KLD.

- Pregled po nivojih. Vozlišča v drevesu lahko raz delimo glede na
oddaljenost od korena. Za vozlišča dr evesa , ki so enako oddaljena
od korena, pravimo, da sest avljajo nivo drevesa. Tako je nivo O
sestavljen le iz korena dr evesa , nivo 1 iz sinov korena itn. Pri pr egledu
po nivo jih najprej pr egledamo nivo O(torej koren), nato nivo 1 (sinove
korena) , potem nivo 2 (sinove sinov korena) it n. Vozlišča, ki so
na istem nivoju, pregledamo "od leve proti desni" , to rej v enakem
vrstnem redu , kot jih srečamo t udi pri vm esnem in premem preg ledu.

P rimere pregledov si lah ko ogledate na spodnji sliki:

c

H A vmesni pregled

premi pregled

KMHZC LA

CHKMZAL

K

M

z L pregled po nivojih CHA K Z L M

Več o delu z drevesi (in kodo v pascalu) si lahko pr eberete v poglavj u
o dinamiČl~ih podatkovnih strukturah v knjigi N. Wirth : Računalniško
programiranje, 1. del.

V nadalj evan ju prispevka nas bo zanimalo, kako iz gornjih pregledov
rekonstruirati (torej ponovno zgra dit i) drevo . Kot pr egled dr evesa razu­
memo zaporedje podatkov iz vozlišč drevesa v t akem vrstnem redu, kot do
njih pride izbrani pregled dr evesa. V našem primeru bo mo torej poznali
zaporedj a znakov, iz njih pa bomo poskušali zgraditi drevo, katerega
pregledi bod o ravno začetna zaporedja znakov.

Seveda, če poznamo le en pr egled , drevo z njim (razen če je pr azno
oziroma ima le eno vozlišče) ni enolično določeno . Pri pr emem pregled u
in pr egledu po nivoj ih sicer lahko določimo koren (to je kar prvo obiskano
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vozlišče), ali je drugo ob iskano vozlišče koren levega ali desnega poddre­
vesa , pa se ne moremo več odloči ti . Iz vmes neg a pregleda pa ne moremo
razbrati niti korena; katerokoli vozlišče iz pregleda bi lahko bilo koren .

Zato bomo privzeli, da po znamo dva od gorn jih treh pregledov dre­
vesa . Pri rekonstrukciji naletimo še na eno težavo. Zgodi se lahko,
da se podatki v vozliščih ponavljajo (v skrajnem primeru je lahko v
vseh vozliščih isti znak) . V takem primeru za po javitve znakov v prvem
pregled u ne moremo enolično določiti pripadajočih poj avitev v drugem
pregledu. Na primer , če vsa vozlišča drevesa vsebujejo neki znak x , potem
vsi pregledi takega drevesa vrnejo zaporedje x-ov , in sicer ne glede na to,
kakšn o je v resni ci drevo (važno je le, koliko vozlišč ima) . Ker bomo po­
skušali rekonstruirati le dr evesa , ki so s pregl edi enolično določena , bomo
predpostavili , da vsak znak nast opi kvečjemu v enem vozlišču (vozlišča

vsebuj ejo različne znake).

Vmesni in premi pregled: Prvi znak v premem pr egledu pripada
korenu drevesa. Poiščemo ga v vm esn em pregledu. Znaki , ki v vm esnem
pregledu nas topaj o pred njim, pripadajo vozliščem levega poddrevesa,
znaki, ki so za njim, pa vozliščem desnega poddrevesa. Hkrat i še izvemo,
koliko vozlišč ima levo in koliko desno poddrevo . Ker tudi pri premem
pregledu pregledamo levo poddrevo v celot i pred desnim poddrevesom ,
lahko premi pregled (brez prvega znaka - kor ena) razdelimo na del, ki
pripada levemu poddrevesu , in del, ki pripad a desnemu poddrevesu :

vmesni pregled premi pr egled

K M H Z
'---vo---'
levo poddrevo

C
'-v-"
koren

LA
'-v-"

desno poddrevo

C
'-v-"
koren

HK M Z
'---vo---'
levo poddrevo

AL
'-v-"

desno poddrevo

Obe pod drevesi zgradimo rekurzivno na enak način .

function Zgrad i (vmes n i ,prem i : s t r i ng; var nap ak a : boolean) : Drevo;
{ Iz vmesnega i n premega pregleda r ekonstruira dvoj i š ko dr evo. }

f unction Zgradi _R(zacV,zacP ,vel : intege r ) : Drevo ;
{ Vmesni pregled se začne pri zacV, premi pa pri zacP. Dr evo ima }
{ ve l vozlišč . Funkc i j a uporablja spremenl j ivke vmesni, premi i n }
{ nap aka iz funkci j e Zgradi. }

va r
kor: i nteger; { i ndeks korena v vmesnem pregledu}
kaz: Dr evo ; { pomožni kazalec za novo vozl i š č e }
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begin
Zgradi_R ;= ni l ;
it vel >O then begin { Drevo ni prazno . }

kor ;= zacV ; { Poi~čemo kor en v vmesnem pregledu. }
whi l e (vmesni [kor ]<> pr emi [zacP]) and (kor<za cV+vel ) do

kor := kor+l;
it kor>=zacV+vel then

napaka ;= true { Napačni vhodn i podatki. }
el s e begin

ne w(kaz ) ;
kaz- .x ;= premi [zacP] ;
kaz - . levo ;= Zgradi_R(zacV,zacP+l,kor-zacV);
kaz - .desno := Zgradi _R(kor+l,zacP+kor-zacV+l,zacV+vel -kor- l);
Zgradi_R . = kaz;

end ;
end;

end; {Zgradi_Rl

begin {Zgradi}
napaka ;= length (vmesni ) <>length (premi) ;
it napaka then

Zgradi nil
else

Zgradi . - Zgradi _R( l,l, length(vmesni));
end; {Zgradi}

Funkciji Zgradi smo poleg ob eh pr egledov dodali še en parameter:
logično spreme nlj ivko napaka. Prek nje klicat elju funkcije sporočimo, ali
je bila rekonstrukcija drevesa uspešn a. Pri gr ad nji drevesa zaz namo dv e
vr sti napak . Že t akoj na začetku st a pregleda lahko različne dolžin e. Tedaj
drev~sa sploh ne poskušamo zgrad it i, sa j je s pregledo ma očitno nekaj
narobe. Če sta niza z opisoma pregledov enako dolga , pri rekurzivnih
klicih funkcije Zgradi-R posk rb imo , da ost an et a enako dolga t udi pri
nadaljnjih rekurzivnih klicih. Drugo mesto, kjer t udi lahko odkrij em o
napako , pa je pri iskanju položaja koren a v vmesnem pr egledu. Lahko se
zgodi, da korena ne naj demo. Tedaj p ost avimo indikat or napaka na t rue
in vrnemo prazno drevo (vrednos t nil) kot rezultat tekočega klica fun kcije
Zgradi-R. Za celotno funkcijo Zgradi to pomeni , da klj ub napačnim

podatkom vseeno zgradi del drevesa , za katerega domneva , da je z danima
pregledoma opisan pravilno. Kor ist ilo vam bo, če fun kcijo preskusite še z
nekaj napačnimi pod atki in si pozorn o ogledate zgrajcna dr evesa , Če se
klic funkcije Zgradi konča brez napake, potem sta vmesni in premi pr egled
zgraje nega dr evesa vedno enaka vhodnima pregledom a, ni pa nujno, da
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je t o edino drevo s to last nostjo. Funkcija namreč ne preverj a enoličnosti

rešit ve (vedno vzame, da prva pojavitev znaka v pr em em pregledu ust reza
njegovi prvi pojavit vi v vmes nem pr egledu; pri pr edpost avki o razli čnih

znakih v posameznih vozliščih je to povsem smiselno obnašanje).
P okom entirajmo še časovno in prostor sko zahte vnost funkcije Zgradi .

Naj im a iskano drevo n vozlišč . Št evi lo klicev funkcije Zgradi--R je enako
2n + 1 (n klicev , v katerih nared imo vozlišča , in n + 1 klicev na praznih
poddrevesih ); če pride do nap ake, je klicev lah ko t ud i manj . Pri vsakem
vozlišču poiščemo koren , torej pregledamo začetni del pripadajočega vme­
snega pregled a . Št evilo znakov, ki jih pogledamo, je omejeno z ti . (Lahko
se zgodi, da je koren vedno ravno zadnji pr egledani znak; premi slite,
kakšno je potem drevo.) Ce lot no število operacij je torej omejeno s
kvadrat no funkcijo št evila vozlišč, za nekat era drevesa pa je lahko t udi
bistven o manj še. Ocen imo še količino pom nilnika , ki ga pot rebuje funk­
cija . Zgrajen o drevo je sest avlje no iz n zapisov t ipa Vozlisce , pri gr ad nj i
pa upor abljamo še po možne spreme nlj ivke. To so parametri in lokalne
spremenlj ivke v funkciji Zgr ad.i R , nekaj pomniln ika pa zasedejo t udi
nam "ne vidne" spremenlj ivke, ki jih vpelje prevaj alnik za "knj igovodstvo"
o rekurzivnih klicih , Ker se po koncu klica fun kcije pomnilnik , ki ga
zasedajo parametri , lokalne spreme nlj ivke in "spreme nlj ivke za knj igovod ­
stvo" , sprosti, je največj a hkrat i zase dena količina pomnilnika sorazme rna
z globino rekurzije. Naj večja globina rekurzije pa je odvisna od globine
(števila nep razn ih nivoj ev) drevesa , ki ga gradimo. Če je dr evo "izro je no"
(vsako vozlišče ima le enega sina), je globina največj a (enaka je n ), naj­
manjša pa je pri "izravnanem" dr evesu (vsi nivoji , razen morda zadnjega,
so v celot i zapolnjeni). Ted aj je enaka llog2 nJ + 1 (zadnja trditev zahteva
kr aj ši razmi slek in skico ali dve) .

Pri koncu prvega dela prispevka smo. V naslednji številki P reseka si
bom o ogledali, kaj lahko povem o o dvojiškem drevesu , če poleg vmesnega
ali pr em ega pregled a poznamo t udi njegov pr egled po nivojih.

Mart in Juvan

PREMOŽENJE

Umirajoči oče je svojim sedmim raz lično starim otrokom zapust il 2879
arov zamlje . Najs tarejšemu sinu je naročil , naj zemljo med dediče raz­
deli po naslednjem klj uču : Razm erj e med velikostjo deleža posameznega
dediča in velikostjo deleža vsakega od njega mlaj šega dediča naj bo celo
št evilo.

Koliko zemlje je pod edoval po samezni otrok?

Marija Vencelj
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USPEHI NAŠIH DIJAKOV NA OLIMPIADAH
SE NADALJUJEJO

Vsa leta sa mostojnega nastopanj a Slovenije na mednarodnih matema­
tičnih in fizikalnih oimpiadah dosegajo naši tekmovalci lepe uspehe.

Tako je bilo tudi let os. Na 30. mednarodni fizikalni olimpiadi v
italijanski Padovi je Urban Simončič iz Šolskega cent ra Novo mesto
prejel bronasto medaljo, fiziki so se vrn ili s tekmovanja tudi z dvema
pohvalama.

Na 40. mednarodni matematični olimpiadi v Romuniji pa sta Irena
Maj cen z Gimnazije Bežigrad iz Ljublj ane in Matjaž Urlep iz Šolskega
cent ra Celje - Gimnazija Lava dob ila bronasti odličji . Ob a sta šele v
te m šolskem letu dij aka četrtega letnika, zato je njun uspeh toliko večj i .

Več o obeh tekmovanjih boste lahko prebrali v naslednji številki
Preseka .

ČESTITAMO !

Iz uredništva

TRI ZANIMIVE - Rešitev s str. 3

P rodukt dvojk

Produkt i dvojk se končujejo po vrsti s števkami 2, 4, 8, 6, 2 itd. Ker se
pr vi in za njim vsak četrti produkt konča s števko 2 ter je ostan ek pri
deljenju št evila 999 s 4 enak 3, se naš produkt končuj e s števko 8.

Tekma

Marija in Tanja ne bi pri tekli v cilj istočasno . Ko bi Marij a pretekla
60 metrov, bi jih Tanj a pretekla 54 in bi bili v t ist em trenutku enako
oddaljen i od cilja. Zadnjih 6 metrov bi pr etekla hit reje Mar ija in tako
spet zmagala.

Zde nki n i otroci

Zdenkina sinova dvojčka st a st ara dve leti , hčerka pa 12 let . Navodi lo:
Število 48 razst avi na fak torj e.

Dragoljub M . Miio šeoi č, prev. B arbara Jap elj
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OZVEZDJA

Zanimanje č loveka za zvezde sega tisočletja nazaj. Danes, v času potovanj
veso ljskih ladij na druge planete in pr esenetljivih odkrit ij na nebu, se to
zanimanje še šir i.

Za neu ke ljudi davnine so bile zvezde neizčrpen vir številnih zgodb ,
ki so postale legende. Ko so st rmeli v jasno nočno neb o, so t am vid eli
ne le zvezde in skupine zvezd - ozvezdj a , a mpak kar podobe, v katerih
so se jim prikazovali njihovi čaščeni bogovi in boginje, junaki in čudežna

bi tj a . Ozračj e takrat še ni bilo onesnaženo in umetne luči niso motile
opazovalcev, zato so s prostim očesom vid eli mars ikatero zvezdo, ki jo
danes opazimo le z daljnog ledo m.

Najstarejš i opis ozvezdij najdem o v poučnem epu N ebesni p ojavi
(<paWOj1EVa - izg. fainornen a , tj. fenom eni ), ki ga je napisal gršk i pesnik
Arat (okoli 270 pr. n. š.). V pesni t vi je zbral pr edhodne rezultate opa­
zovanj zvezdnega neb a in j ih poživil z zanimivimi zgodbami iz grškega
baj eslovja (mitologije) . Večinoma se naslanj a na delo matematika in
ast ro noma Evdoksa iz Knid a (410 do 365 pr . I l. š.).

Za ozvezdja , ki jih je opi sal Arat v 1154 heksametrih , pravi , da so jih
"nared ili" opazovalci neba že davn o pred njim. Ustvar ili so jih astronomi,
ki so živeli na rodovit ni zem lj i med rekama Ev frat in T igr is v Mezopo­
tamij i, kje r je mn ogo stolet ij cvetela stara civilizacija . Ar atu in grškim
as t ro nomo m te danjega časa se imamo za hva lit i za imen a in oblike večine

nam znanih ozvezdij , tako kot tudi za večino zgodb o nji h. Brez dvoma
je bilo za grško ml adino Aratovega časa zvezdno neb o edina slikanica .
Ozvezdj a so se učili preprosto spoz navati s poslušanj em mitoloških zgodb .
Lahko rečem , da se na po doben način lege ozvezdij učimo in zapomnimo
t udi danes.

Kaj je pravzaprav ozvezdje? To je del (kos) neba s pripadajočo

skupino zvezd . Prvi so sistematično opisali ozvezdja stari Grki pred
dva tisoč let i. P oznali so 48 ozvezdij , povezanih z imeni junakov (Orion,
P erzej , Andromed a , Kefej , Kle č alec - pozneje Herkul) , z ime ni živali
(Veliki medve d , Lev, Labod , Pegaz, Zmaj ) in z drugim i stvarmi in
rečmi (Kro na, Lir a , Teht nica) iz njihovega bujnega bajeslovj a. Danes
poznamo 88 ozvezd ij , katerih imen a in natančne meje je spreje la in
dokončno utrdila Mednarodna as t ronomska zveza let a 1922.

Opomba: Zvezde so različno oddaljene od nas . Mi jih pro jiciramo
na neb o, kot npr . proj iciramo pred seboj dvignjen prst na neko ozadje
- ste no sobe. Lege zvezd v ozvezdjih so zato navidezne.
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Slika 1. Ozvezdj e Herkul (E ng onas i
- Klečalec) , prikazano v zvezd nem
atlasu Ur a no metrija (1603) nemškega
astronoma J oh anna Bayerj a. To je
bil prvi resnično upora ben zvezd ni
at las z 51 zvezdnim i kar tami . V
njem je Bayer zvezde v ozvezdjih
prvič označil z grškim i črkam i glede
na jak ost nj ihovega sija (m agnit udo) .
Način je b il do ber in je zdržal do da­
nes. Zares svetle zvezde pa im ajo po ­
leg označbe z grškimi črkami še las t na
imena (večinoma grška in arabska), ki
so se skupa j z imeni ozvezd ij ohrani la ""
do danes.

To, da imaj o zvezde navidezno dn evn o vrtenj e in da se vsako let o ob
enakem času vračajo na isto mesto neba , je bilo najbrž najpomembnejše
spoznanje davnih ljudi , ko so zapust ili jame in nomadsko življenj e ter
začeli v skupnostih obdelovati zemljo in skrbeti za čredo . Iz opazovanj
so ugot ovili, da v pos ameznem letnem času prihajajo določene skupine
zvezd na nebo pr ed vzido m Sonca. Tako so lahko sledili spreme mbam
let nih časov . Vedeli so , kdaj pride poml ad in so začeli sejati. Čez nekej
mesecev je nastopil a jesen in mo rali so pospravit i pri delek . Tako je nast al
koledar , ki je t udi opozarjal na deževna in nevihtna obdobja, ko je bilo
nevarno plut i na od prto mo rje s slabo izdelanimi ladjami t istega časa.

Ko so ljudje že uporabljali zvezde za koledar , se je izkazalo, da se je
kar težko naučiti in zapomniti posamezne zvezde te r jih sp remljati skozi
vse leto. Zat o so jih ur edili v prepoznavne zvezd ne skupine, vozove, križe
in ovale, v geometrijske like (t rikot nike ali večkotnike), razne slike (figur e) ,
ki naj bi z malo domišljij e predst avlj ale znane domače živali ali pa t ist e,
proti kat erim so morali zavarovati svoje črede ali se z njimi bor iti , in t udi
v po do be bo žanstev in junakov , katerih velika dejanj a so slav ili v pesmih
in mit ih .

V davni ni so ljudje hodili zgodaj spat in so zgodaj vstajali. Ni bilo
elektrike. Niso imeli te levizije, da bi si kr aj šali včasih dolge večere . Ko
je padla te ma, so šli spat. Čim je bilo dovolj svetlo za gibanje in delo , so
zjutraj vstali . Vstaj ali so, preden je Sonce zbrisa lo zvezde z neba. Tako
so lahko opazili, kd aj se prvič v letu poj avi kak šna svetla zvezda ali pa
zanimiva skupina zvezd (ozvezdje) nizko nad vzhodno stranjo obzorja t ik
pred Sončevim vzido m.



Od 4000 do 2000 pr . n . Š.

je pr vo zgodnje jut ranj e prika­
zovanje slavne zvezdne skupi­
nice z imenom P lejade v ozvez­
dju Bik napovedovalo začetek

pomladi . Poletj e se je pričelo

s prikazovanjem ozvezdja Lev .
J esen so pričakovali s pri ho­
dom zvezd Škorpijona na ju­
t ranje m vzhodnem delu neb a .
Zimski mraz z nevih t ami pa se
je začel km alu po jutranjem
vzidu Vodnarj a , ki iz ogro­
mnega vedra zliva neskončen

slap vode samega dežja v t em
let nem času .

Imena ozvezdij so grškega
izvor a , uporabljaj o pa se v la­
tinščini . Tako je ozvezdje Ve­
liki med ved lat insko Drsa Ma­
ior , Lev je Leo, Vodnar pa
Aqu arius itn. Najbolje se je
sicer tega držat i, vendar pri
poljudnem pisanju za ozvez­
dj a raje uporabljamo kar lepa
domača imena.

Ozvezdij se učimo iz zvezd­
nih kart (pri našem društvu sta
izšli Presekova zvezdna karta
in Kart a severnega in južnega
neb a) . Te so navadno zbrane
v zvezdnih atlas ih. V zvezd­
nih kar t ah so zvezde ozvezdja
označene s črkami grške abe­
cede. V ozvezdju so namreč

različno svetle zvezde. Naj­
svet lejša zvezda v ozvezdju je
označena s črko Alfa (et), druga
s črko Bet a (f3) , t retja s črko

Gam a (, ) , četrta z Delt a (o)
itn . Tako Siri j , naj svetle jša
zvezda v ozvezdju Veliki pes,
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Slika 2. Slika ozvez dja Veliki pes iz J an He­
velijevega a t lasa zvez d nega neb a Uranografija
(1690) . Znači l no za t a zvezd ni atlas je , da
ima izredno lepe (ume t niš ko izdelan e) slike ,
ki pa so narisan e zrcalna simetrično glede na
resnično podobo zvezd nega neb a (desno je na
levi ) . Zvezd a Sirij leži v gobcu psa .

Slika 3. Ozvezdj e Kasiopeja v F lamsteedov em
at las u zvezd nega neba (1725 ) .
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Slika 4. Ozvezdja Lev, Rak itn ., prikazana v moderni zvez d ni karti (iz naše astro no ms ke
revij e Spika) .

postane Alfa Velikega psa, zvezda Regul je Alfa Leva, zvezd a Vega je Alfa
Lire itn . V nekat erih redkih primerih to pravilo sicer ne drži (npr. v ozvez­
dju Ori on , kjer je zvezda Beta - Rigel svet lejš a od zvezde Alfa - Betelgeza),
vendar ga zaradi praktičnosti astronomi še kar naprej uporablj ajo.

ajbo lje pa se ozvezdij in seveda t udi zvezd naučimo s pomočjo

vrtljive zvezdne karte. Z vrt lj iva zvezdno karto hit ro in preprosto najdem o
lego ozvez dja in svetl ejš ih zvezd glede na naše opazovališče (obzorje) za
izbrani čas dneva med letom (za vsak datum in uro). Z njo si lahko
pojasnimo navidezno gibanj e (vrtenje) neba , ugot avlj amo čas in smer
vzahajanj a in zahajanja vesoljskih teles , čas njihovega pr ehoda čez jug
(meridian) it n. Pri nas je bila dolgo časa naj bolj znana (ed ina) Kun avrova
vrtljiva zvezdna kar t a . Zdaj je t eh kart na t rgu že kar nekaj (npr. Sp ikina,
Poudarkova) . Za osnovno spoznavan je z zvezdnim nebom so vse dobre.
Le uporabit e jih.

Včasih pa se ozvezdi j in zvezd učimo s pomočjo računalnika ali pa
kar z doma na roko nar ejeno zvezdno skico. Sa m t ake skice razmeroma
pogost o up or ab ljam, celo pri poučevanju . Neverjetno pripravne so.
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LEGEND

STARS
Lirr.i t : 6 . o

• - 2 t o 0 . 4
• 0 .5 t o 1.4
• 1 .5 t o 2 . 4
• 2 .5 t o 3 .4
• 3 .5 to 4 . 4

4 .5 t o 5 . 4
5 .5 to 6 .4

DEEP SKY
Limit : 20 . O

o Galaxy
Ell Globul a r Cl
:::: Ope n Cl
O Brigh t Neb
-9- Pla ne tary
x Ot he r

NOTES

Slika 5 . Del zvezd ne karte iz računalniškega programa ASTRO.

E ok: fS. It- . 06 .2.:1. '" s
Slika 6. Moja ze lo shemat ična "zvezdna kart a" - zvezdna skica. Za učenj e zve zd je
zelo pripravn a . P r i opazovanj u se obrnemo pro t i j ugu. Skico d amo nad glavo tako, da
se sme r i neb a na skic i in na zem lj išču uj emajo. S p resli kavo poskušamo najti na skici
narisan e zvezde t udi na nebu .
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Na kon cu predlagam t ri vaje:
• Iz Spikine zvezdne karte (slika 4) si na primer izberi ozvezdj e Lev

in ugotovi , katera zvezda je v nj em naj svetlejša , kat era je druga
najsvetlej ša , kat era je t re tja itn . P ojdi ven . P otrudi se in posku si
to ozvezdj e najti na nebu .

• Vrtljivo zvezdno karto nast avi za no coj ob 22. uri. Karto z roko primi
za "jug" in jo daj nad glavo t ako , da se st rani neb a na karti uj em aj o
s stranmi neb a na zemlj išču . Tako si kar to ori entiral. S karte razberi,
katera ozvezdja no coj ob tej uri vzhajajo , katera zahajajo in katera
so najvišje nad ob zorj em (v južni sme ri). Pojdi ven . Poišči jih na
nebu in opazuj .

• Posku si kak šno ozvezdj e narisati po svo je, duhovito .
Marijan Prosen

KOLIKO MANJŠIH?

Matematično je pe rmutacija množice lNn = { l, 2, .. . , n } bijekt ivna pre­
slikava iz lNn v lNn . Eden od načinov za op is permutacije je, da podamo
predpis, ki določa , kam se pr eslikaj o posamezn i elementi iz lNn . Na
primer:

7l" (i ) =n + l- i .

Ker je permutacija preslikava med končnima množicama, jo lahko opišemo
tudi s tabelo. Na prime r :

(
l

7l"-
n

2

n - l
n - l

2

Kadar vemo , da bomo obravnavali le permutacije množice lNn , pri zapisu
s tab elo običajno izpustimo zgornjo vrstico, saj le-ta vsebuje informacijo,
ki jo že po znamo. Zapis sa mo spo dnje vrstice t abele je tudi običaj en način

predstavitve permutac ije v računalniških programih .
Sedaj pa k nalogi. Množica lN" dopušča n ! = l . 2 . .. .. (n - 1) . n

permutacij . Te permutacije lahko uredimo na veliko načinov. Zelo pogosto
srečamo leksikografsko ureditev . To je uredi t ev , ki jo up orabljamo t udi
pri razvrščanju gesel v leksikonih (od tod t udi nj eno ime) . Naj bost a
7l"1 in 7l"2 različni permutacij i in i E lN" najmanjše šte vilo , za kat ero je
7l"1(i) =1- 7l"2(i) . Potem je permutacija 7l"1 pr i leksiko grafski ureditvi pr ed
permutacijo 7l"2 nat anko ted aj , ko je 7l"1(i) < 7l"2(i) . Vaša naloga je, da
napišete računalniški pr ogr am, ki bo za dano permutaci jo množice lNn

ugotovil, katera po vr sti je pri leksikogr afski ur editvi vseh n! permut acij .
Na primer , permutacija 34 l 5 2 množice IN5 je pr i leksikografski uredi t vi
na 62. mestu.

Mar tin Juvan



Fizika I

PREPOVEDANI PAS

Pri gibanj u elekt ro nov in vr zeli v polp revodnikih ne mo remo mimo pojmov
valenčnega, prevodnega in prepovedanega pasu. Nenavadno je, da se
elekt ro ni z energijo , ki leži v prepovedanem pasu, v kristalu ne morejo
gibat i. Na omejitve sicer naletimo t udi pri gibanj u velik ih teles. P ri
gibanju planetov okrog Sonca, na primer , planet ne sme imeti pr evelike
ene rgije, da ga ne odnese iz Osončj a. Tudi krogla mora imeti dovolj
veliko kinetično energijo , da prebije tarčo . P od obne omejitve veljajo
t udi v mikrosvetu - eleme ntaru i delec mora imeti dovolj veliko kinetično

ene rgijo, da vzbudi ato msko jedro. Samo gibanje pa seveda ni nikoli
pr epoved ano, ne gled e na kineti č no energijo delca , Danes se zavedamo, da
za gibanje elektronov v kri st alu ne veljajo vsakdanje predst ave. To gibanje
obravnavamo podobno kot valovanje. Frekvenca valovanja je povezana s
kinet ično energijo elekt rona.

Pojavi, povezani z valovanj em , so v fiziki raznovr stni in zanimivi. V
šoli sp oznamo širj enj e mehaničnih valov po napeti vrv i, elastičnih t elesih
in zraku ter tudi širjenje elekt romagnet nih valov po praznem prostoru al i
v prozornih snoveh . P ri nob enem od te h pa ne zas led imo prep oved anih
frekvenčnih pasov . Valovn a dolžina A in frekven ca v sta povezani z znano
enačbo AV = c, iz kat ere sledi, da sta frekvenca valovanj a in valovn a
dolžin a obra t no sorazmerni . Valovanje se širi po sredst vu ali v praznem
prostoru ne glede na frekven co vzbujanja.

P ri širjenju zvoka v kristalih pa opazimo povsem nove poj ave, ko
je valovna dolžin a zvoka primerlj iva z razda ljami med sosednj imi atomi
v kristalu. Ker so t e frekvence izred no visoke , so tov rstni poskusi za h­
tevni . Zato si bom o v sestavku ogledali širjenje valovanja v verig i te žnih
nihal, kje r tudi naleti mo na prepovedane frekvenčne pasove. Valovanje s
frekvenco v prep ovedan em pasu se po verigi ne more širit i.

Oglejmo si pobli že širje nje valovanja v taki verigi v up anju , da nam
bo po razpravi poj em prepovedanega pasu za elektro ne v polprevodniku
bolj domač . Veri go nihal sestavlja niz t ežnih nihal , ki so v mi rovni legi
enakomerno vsaksebi (slika 1). Težno nih alo sestavlja ut ež z maso m na
kon cu zelo lahke, a toge palice z do lžino l . Na drugem koncu je nihalo
vr tljivo pritrjeno na st rop t ako, da se utež lahko giblje le v levo ali v desno.
V ravnovesni legi st a težišči sosednj ih uteži oddaljen i za b. Sosednje uteži
so med seboj povezan e z lahko vzmetjo s koeficientom k . V mirovni legi
so vzm eti oh lapne in ne deluj ejo na uteži. Verige ni t ežko izdelati (primer
kaže slika 2).
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b b

n =l

Slika 1. Ve riga težnih nihal , ki so povezana z lahki mi vijačnimi vz metmi. Ve r iga se
začne s prvim ni h a lom (n = 1) in se nadaljuje brez konca.

Slika 2. Izdelana veriga iz povezanih n ihal.

Nihala v verigi bo mo sedaj vzbujali tako, da bomo začeli nihati
prvo nihalo na začetku verige sinusno z izbrano frekvenco, in opazovali,
kako nihajo druga nihala v verigi. Ke r je izdelava take verige zamu­
dna, saj za nazorno sp remljanje dogajanja po trebujemo nekaj deset nihal,
bomo širj enj e valovanja sp remljali na računalniškem zaslonu s sprotnim
izračunavanjem leg nihal v ver igi. V ta name n si oglejmo nihalo, ki je
n-to po vrsti, če štejemo od začetka ver ige , in njegova soseda, torej nihali
z oznakama (n - 1) in (n + 1) (slika 3) . Gibanju n-tega nihala lahko sle­
dimo, če poznamo vsoto vseh sil, ki de lujejo na nj egovo utež . Obravnavali
bomo majhne odmike od ravnovesne lege, zato gibanje po krožnem loku
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Xn- l = o :r " = o X ,, + l = o

:r n+ l

Fizika I

mi rovne lege

n - l IJ ,, + 1

Slika 3. n - to nihalo in njegova sose da - k izp eljavi sil na nihalo v vodoravn i sme ri.

obravnavamo kot gibanje v vodoravni sme ri. Sila pal ice na utež Fd je
ted aj kar sorazme rna z odmikom X n : Fp = m g '7: , sila desne vzm et i je
Fd = kXn+l - kx" , leve pa Fi = kXn - kXn+l . P o Newtonovem zakonu ,
ki povezuje vsoto teh sil s posp eškom uteži v vodoravni smeri, zapišemo

Iz znanega pospe ška v času t bomo izračunali hitrost nihala v času

t + !:l t iz enačbe vn(t + !:lt) = vn(t ) + an!:lt . Odmik bomo izračunali iz
enačbe xn( t + !:lt) = xn (t) + vn(t) !:l t + ~an (t) ( !:l t ) 2 . Obe enačbi veljata
le pri enakome rno po sp ešenem gibanju. Če pa je časovni korak !:lt dovolj
majhen , je natančnost računanja kljub te mu , da se pospešek sprem inja,
zaneslj iva . Računanje bomo seveda prepustil i računalniku (vklj učimo čim

več nihal v verigi), mi pa bom o opazovali od mike v zap orednih časih . Ker
so računalniki izredno hi t ri , naj laže opazujemo rezult a te t ako, da za vsak
časovni korak izrišemo lege posameznih nihal v verigi na zaslon.

Sedaj se lotimo posku sov. P rvo nihalo naj niha sinusno z izb rano
frekvenco in opazujmo gibanje ostalih nihal v verigi. S preskušanjem , še
lažje pa z računom , ugotovimo, da valovanje v ver igo ne prod re, če je
njegova frekvenca nižja od mejne kro žne frekven ce Wo = Vr Niha le
nekaj nih al blizu prvega , ost ala nihala pa se po daljšem času povsem
um irij o, kljub nenehn emu vzbujanju . Na sliki 4 smo odmike nihal v
izbranem t renutku risa li pr avokotno na verigo, da je slika preg lednejša.
P rav tako se nih al a globlje v verigi ne zmenijo za vzbuj anje, ki im a krožno

frekvenco večj o od Wl = t + ;,~ . Tudi tu niha le nekaj začetnih nihal

(slika 5). Krožni frekven ci Wo in W l sta meji dovoljenega pasu. Valovanje
s kro žno frek venco, ki je med tema mejama, se šir i po veri gi. Širjenje pa
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je nekoliko nenavadno, če ga primerj amo s širjenjem valovanj a p o napeti
vrvi (slika 6). P as frekven c nad W l je zgornj i prep oved ani pas, pas pod
Wo pa sp odnj i prepoved ani pas.

Slika 4. Trenutna lega nihal , ko ve rigo d lje
časa vzbujamo s frekvenco v spod nje m
prep oved anem pasu . Za radi preglednosti
smo od m ik nihal risali pravok otno na
verigo , ko t da b i bi lo va lova nje t ra nsver ­
za lno . V resnici je lon gi tudinalno.
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Slika 5 . Trenutna lega n ihal, ko verigo
d lje časa vzbujamo s frekvenco v zgo rnjem
prepovedanem pasu . Slika je risana po
predlog i slike 4 .

n

Slika 6. Trenutna lega nihal , ko vzbuja­
mo prvo n ih alo s frek venco v dovo ljenem
pasu . Širje nje t ega va lova nje nekoliko
sp ominja na širjenje t ežnih va lov na vodni
glad ini.

Pojav prep oved anih in dovolj enih pasov PrI širj enju valovanj a po
verigi težnih nihal nekoliko osve tl i poj av prep ovedanih in dovoljenih ener­
gijskih pasov pri gibanju elekt ronov v kri st alih . Razen teh pasov pa pojava
nimata kake globlje stične točke , saj mehanično valovanje le v zelo grobih
potezah spominja na valova nje, s kat er im pon azorimo gibanje elek tronov
v kri st alih. Včasih pa t udi oddaljene podobnosti kakega pojava z me­
haničnim modelom pom agaj o, da nen avadna dejstva iz fizike mikrosveta
laže sprejme mo.

A ndrej Likar



Rešitve nalog I

ŠTIRI TOČKE - DVE RAZDALJI - Rešitev s str. 2

Naloge se lahko lot imo s posk ušanjem , lahko pa tudi bo lj ur ejeno, tako
da se spotoma prepričamo, da je res natanko šest bistveno razl ičn ih leg
št ir ih točk , ki premo rejo le dve različni medsebojni razdalj i.

Poti je več :

Iz pogoj ev naloge sledi, da so poljubne t ri , od iskan ih št irih točk ,

oglišča bodisi enakostraničnega bodisi enakokrakega trikot nika . Poiščemo

vse prim erne zlepke parov takih t r ikot nikov vzdolž enako dolgih st ranic.
P rimerni so t aki pari, da je t ud i razdalja , ki se pri te m po javi na novo
(med ogliščema, ki ne ležit a na 'zlepljenih ' st ranicah) enaka eni od st ranic
zlepljenih t r ikotnikov .

Dru ga pot je npr. iskanj e vseh štir ikot nikov , kat erih stranice in
diagonale imajo le dve različni dolžini . Pri t em se seved a ne smemo omejit i
le na konveksne št irikot nike. Za ur ejeno delo lahko po skrb imo tako, da
manj šamo število enakih št ir ikotnikovih stranic.

Gotovo st e kakšno drugačno pot našli t udi sami.
Oglejmo si rešitve:

~
fi 13 f3 fi 13

(a) (b) (c)

lJ

D D

ts
(d) (e) (f)

V prvi vrsti so narisani (a ) kvad rat , (b) romb, ki ima eno diagonalo
enako st ranici in je torej zlepe k dveh enakostrani č nih trikot nikov ter (c)
enakokraki t rapez , ki ima eno osnovnico enako kr aku in drugo diagonali.
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Liki v dru gi vrsti so deltoidi :
(d) je konveksen , (e) in (f) pa
sta konkavna . V t em smislu smo
točkam po abecednem redu t udi
izbrali oznake.

Opozorimo še na posebno za­
nimivost primera (c). Narisani
enakokraki t rapez je del pr avil­
nega petkotnika, kot lahko raz­
beremo z naslednje slike (pravilni
petkotnik ima enako dolge diago-
nale!).

Mar ija Vence(j

DEKLINACIJA SONCA - Odgovor na vprašanja
s str. 22

Potek funkcije 8 = 80 . sin((284 + t ) . 3GO° / 3G5) prikazuje slika 1.

Slika 1. Spremi njanje deklinacije Sonca med letom .

Odgovori:

Vse vpr ašana ste se učili pri geografij i v G. raz red u osnovne šole.

1. 8 = O okoli 21. 3. in okoli 23.9.
2. 8 > O za okoli 21. 3. < t < okoli 23. 9.
3. 8 < O za okoli 23. 9. < t < okoli 21. 3.

4. 8 raste za okoli 21. 12. < t < okoli 21. G.
5. To pa znaš.

Marijan Prosen



Zanimivosti - Razvedrilo I
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Naloge I
KAKO STA SKLEPALA N INA IN ŽIGA?

B( 1rl.

Zanimalo ju je, koliko meri odsek na srednjici t rapeza med diagonalama
trapeza, za katerega poznam o dolžini osnovnic a in c, a > c. Narisa la sta
naslednjo sliko, poimenovala pomembne točke , sklepala in računala.

Ker je dalj ica E F srednjica trap eza , sta G in H razpolovišči diagonal
B D in AG. Daljica EG je srednjica v t rikotniku ABD, daljica H F je
srednj ica v t rikot niku ABG in daljica D c C

GH j: srednjica v trikotniku GDS. l~ V/\..
Zato Je:

G lJ

lEGI = ~ IABI = ~ EcV~--~~s' fi'

IH FI = ~ IAB I = ~

IGHI = ~IGD I = ~

Iskani odsek je dolg c/ 2. Nista verjela , zato sta naredila pr eizkus . Preizkus
je pokazal naslednj i rezult at : IEFI = s = lEGI + IGH I+ IHFI = a + c/2 .
To pa ni enako znanemu rezultat u s = 1/ 2(a + c).

Kje sta naredila nap ako?

Ugotovila sta, da daljica GH ni srednjica v t rikotniku GDS. Posku­
sila sta znova. Tokrat sta opazovala t rikot nika DAG in AB D . V prvem
je srednjica daljica E H , v drugem pa dalji ca EG. Zat o je

lE H I = ~ ,

lEGI= ~ ,

lE H I = lEGI+ IGHI in zato
c a
- = - + IGHI·
2 2

Torej IGH I = (c - a)/ 2.
To pa spet ne bo pravilno , saj je st ranica a daljša od st ra nice c. Kje

je skr ita še ena napaka?

Silva Kmetič
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KVADRAT NE R O ŽE - R ešit ev s str. 3

Ukvarjali se bomo z risanjem (kvadratnih) rož. Na levem delu zgo rnje
slike je prikazana taka roža red a 8. Sestavljena je iz osm ih (zato je reda
8) koncentričnih kvadratov , p ri čemer je vsak nas lednji kvadrat "včrtan"

v prejšnjega .

Kaj so podatki , ki nam opi šejo kvadratna ro ža ? Gotovo red rože in
velikost zunanjega kvadrat a , po leg t ega pa še mesto na zaslonu , kje r je
ro ža narisana , in smer , v kater o je ob rnjena. Ukaz, ki ga bomo ses tavili , bo
im el dva parametra: red ro že n in velikost zunanjega kvadrata a. Roža
bomo začeli risati na m estu, kjer se bo ob klicu ukaza nahajala želva,
narisana pa bo naprej in v desno glede na sme r, v katero je obrnjena
želva . Če je želva obrnjena navzgor , to pomeni , da rož a začnemo risati v
levem spodnjem vogalu .

Premislimo še, kak o bomo zastavili rekurzijo . Roža reda n je sesta­
vlje na iz zunanjega kvadrata in primerno pornanj šane rože reda n - 1,
post av ljen e na pravo m esto in zasuka ne za 45° . Velikost manjše rože je
ravno polovica di agon ale zunanjega kvadrata , t orej bo drugi parameter pri
rekurzivnem klicu enak alv2 (za izračun kor ena upor abimo logov ukaz
SORT), Pred klicem se moramo iz vogala pomakniti naprej za polovico
stranice in se za 45° zasukati v desno. Med premikanjem bomo dvignili
pero , da preprečimo mor eb itne "dvojne" črte zaradi nenatančnega risanja.

TO kv adr at na_r oza :n :a
Nar i š e kvadratno rožo reda n z zunanjo stranico dolžine a.
I F :n<l [STOP]
REPEAT 4 [FD : a RT 90]
PU FD :a/ 2 PD RT 45
kvadr at na _r oza :n-l : a / SQRT 2

END
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Omenimo še nekaj programerskih malenkost i. Pogoj v ukazu If' , s
kater im končamo rekur zijo , je postavljen "varn o": :n<1. Če bi napisali
:n=O, bi se hi t ro našel radovedni risar , ki bi p oskušal narisat i kvadratno
rožo negati vnega red a . In že bi bili v "neskončni" zanki. Tako pa pri
negat ivnem redu ne narišemo ničesar. Zavedati se t ud i mor amo, da se po
konc u risanj a rože želva nahaja drugje, kot je bil a na začetku . Na začetku

je v vogalu rože, na koncu pa nekje pri središču (čim večj i je red , t em
bližje središču je na koncu ) . Če želimo, da bo želva na koncu na istem
me st u (in enako zasukana) kot na začetku , pred ukaz END vrinemo vrsti co:

LT 45 PU BK :a/ 2 PD

Poglejmo še, kako bi rož o narisali brez rekurzije, v zanki. Da bo slika
bolj za nimiva, bo mo namesto št irih daljic, zloženih v kvadrat , naris ali štiri
navzven obrn jene polovične kro žnice. Tako dob imo okroglo ro ža ; t aka
roža reda 6 je prikazana na desnem delu uvodne slike. Še to, v MS\iVLogu
krožne loke rišemo z ukazoma ARC in ARC2. Mi bom o up or abili drugi
ukaz. P odamo mu dva paramet ra, kot in polmer . Ukaz nariše krožni
lok , ki je del kr ožnice izbranega polmera in ust reza podanemu kotu , pri
čemer središče krožn ice leži v desno glede na usmerit ev želve. Risanje
se prične na mestu, kjer se nahaj a želva, in v smeri , v katero le-t a gleda.
Ukaz želvo prem akne. P o ukazu se želva nahaj a na koncu narisanega loka .
E nako kot pri ukazih za premike in zasuke lahko t ud i ukazu ARC2 za kot
podamo negati vn o vrednost. Ri sanj e t edaj poteka v smeri , ki je nasprotna
usm er itvi želve.

TO okrogla_roza :n : a
Nar i š e okroglo r ožo r ed a n s premerom zunanje polkrožni ce a .
rF :n<l [STOP]
REPEAT : n [

REPEAT 4 [ARC2 -180 :a/2 RT 90]
PU FD :a/2 PD RT 45
MAKE "a :a/ SQRT 2

]

END

Mimo grede, morda ste opazili, da smo v ukazu kvadr at naJoza st ra­
nice kvadratov risali v smeri urnega kazalca , pri ukazu okr ogla-.roz a pa
krožne loke rišemo v nasprot ni sme ri. S samih slik te razlike seveda ne
moremo razbrati .
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Kako pa bi pr i ner ekurzivnem ukazu ohranili začetni položa j in usme­
ritev želve? Vp eljali bi p om ožni lokalni spremenIj ivki (ukaz LO CAL) , pr ed
začetkov risanj a v nj iju shranili trenutni položaj in usm eri tev želve (t renu­
t ni položaj želve izvem o z ukazom POS, usmerit ev pa z ukazom HEADING) ,
po koncu risanja pa bi želvo vrn ili na začetni položaj in j i določili začetno

usmeri t ev (uporabimo ukaza SETPOS in SETHEADING , za paramet ra pa
vzame mo vrednosti pom ožn ih spreme nlj ivk).

Končajmo z nekaj izzivi za nad aljnje delo .

Vse gorn je like lahko narišemo z ukazi, ki se le malo razlikujejo oel pred­
stavljenih ukazov za risanje rož. Poskusit e j ih sestavit i!

Mart in Juvan

LAHEK KRIPTARITEM - Rešitev s str. 43

1. * = 2, \7 = 1, ? = 3, EB = O in velja enakost

2. Osnova št evilskega sist em a je lahko kat erokoli naravno število a, ki
je večj e ali enako 4. Tedaj je

* = a - 2, V'=1 , ?=3 , EB = O.

Za a = 10 je naš račun vid eti takle:

8130 + 3181 = 11311.

Res je pravilen .

M arija Vencelj
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N ALOGA S P ROBLEM OM - Rešitev s str. 24

Če izberemo oznake

s = razdalja od Matevževega doma do gorskega cilja

x = do lžina poti v hrib (a li z njega )

tI = čas vožnje (v urah) po ravnini v eno sm er

t2 = čas vožnje v hrib

t 3 = čas vožnje s hriba

velja

s - x
t1 = - -

24
X

t 2 = ­
18
X

t3 =­
36

2t 1 + t2 + t3 = 2 .

• Dobili smo štiri enačbe za p et neznank, iz česar bi lahko na hitro
sklepali, da je v nalogi podatkov premalo.

• Z vstavlj an jem pr vih t reh zvez v četrto dobimo enačbo

s - x x x
2 ·--+ - +- =2

24 18 36

in iz nje s = 24.
V zgornj i enačbi je namreč koeficient pri x enak O; enačba je linearna
z eno samo neznanko s.

• Razlog za to, da je koeficient pri x enak nič in s t em naloga reš ljiva,
je v tem, da je Matevž za vožnjo v hrib in s hriba skupaj porabil
to liko časa , kot bi ga potreboval za enako do lgo pot po ravnini : ~~
= t8 + ;'6· Zvezo med hitrostmi lahko zapišemo tudi t akole:

2
24 = 1 l '

18 + 36

kar pove, da je bila Matevževa hitrost po ravnini harmonična sredina
njegovih hit rosti v hrib in z njega. Pri vsakem takem medsebojnem
odnosu izbranih hi t rost i je naloga rešljiva .
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• Pri nalogah, ki govo re o veslanju po mirni vodi in po reki s tokom
ter pro ti toku , navadno vzamemo, da se pri veslanju s to kom lastni
hi trosti V v veslača (v mirni vodi) pri št eje hitrost reke VI" pri veslanju
proti toku pa se lastna hit rost veslača zmanjša za hi trost toka reke.
To rej je hit rost veslača v mirn i vodi enaka

kar je aritmetična sredina hi trosti veslanja s tokom in proti njemu.
Nalogo s kolesarjem bi torej lahko preoblikovali v veslaško le v pri­
meru, ko je ari tmetična sred ina povečane in pom anj šane hitrosti
enaka njuni harrnoni čni sred ini. Aritmetična sredina dveh po zitivnih
števil pa je enaka njuni harrnonični sred ini le v primeru, kadar sta
št evili enaki. Od tod bi sled ilo

V v + V I' = V v - Vr

oziroma , da je hitrost reke Vr = O. Torej bi v nalogi reke sploh ne
bilo!

lVIarija Vencelj

KRIŽANKA "MERJENJE ČASA" - Rešitev s str. 32
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PREPISOVANJE KNJIG - Rešitev s str. 25

Ugotovit i moramo, koliko časa potrebuje P pisarjev, da prepi še J{ knjig.
Vp eljimo nekaj oznak. S S i bomo označili število strani, ki jih ima knj iga
i , s T p,k pa čas , ki ga za prepis prvih k knjig potrebuje p pisarjev . Ker je
čas , ki ga pisar porabi za pr ep is knj ige, sorazmeren s številom st rani, ki
jih ima knjiga , lahko čas merimo kar s št evilom st rani. Tako je

k

r., = L S i

i= l

III

saj mora ed ini pisar sam pr episati vse knj ige , vsako knjigo pa mora v
celot i prepisati en sam pisar.

Premi slimo, kako poteka dodeljevanje knj ig posameznim pisarjem.
Zadnji pisar lahko ne prepiše nobene kn jige , lahko prepiše samo zadnjo
knjigo , samo zadnji dve knjigi ,. .. , zadnj ih i knjig ali pa kar vse knjige (no,
če im amo vsaj dva pisarja, zadnj a možnost gotovo ni najboljša) . Knjige,
ki jih ne vzame zadnj i pisar , prep išejo drugi pisarji. Recim o, da zadnji
pisar prepis uje zadnjih J{ - i knjig. Čas, ki ga porabi za prepi sovanje ,
je enak L~~i+l Sj ' Čas , ki ga porabi pr eostalih P - 1 pisarj ev za prepi s
prvih i knjig, pa je enak Tp-l ,i . Tako smo izpeljali naslednjo rekurzivno
zvezo:

k

T p k = min m ax] ""' sJ' ,T,p-l;} za p ~ 2 .
' O< i < k Z:: ,

j=i+l

Izračun zapišimo kot rekurzivno funkcijo v jeziku C:

1* Kol iko časa potrebu je p>O pisarj ev za prepis k>O knjig.
Kn jiga i i ma s[i - 1] s t r ani . Slab a r ekurzivna variant a . *1

long casl Cint p , int k , int s [])
{

long t , tl, S = OL;
int i ;

if Ck == 1) return s [O]; 1* s amo ena knjiga *1
for Ci = O; i < k ; i++) S += s [i ] ; 1* skupno š tev i lo s trani *1
if Cp == 1) return S ; 1* samo en pisar *1
1* Uporabili bomo rekurzivno zvezo . *1
t = S; 1* zgornja meja za čas prepisovanja *1
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= 1; i <= k ; i ++) {
s[i - 1] ; 1* Pripravimo prvo vs ot o za max. *1
ca s l (p - 1 , i, s); 1* Pr i pr avimo drugi člen za max. *1

(8 > t l ) tl = 8; 1* max *1
(t l < t ) t = tl; 1* Računanje mi nimuma . *1

for ( i

8 -=
t l
it
it

}

return t;
} l*casl*1

Najprej par programerskih opomb: Ne sme mo pozabiti , da se tabele v C­
ju vedno začno z indeksom O. Za t ip funkc ije cas 1 in za nekatere pomožne
spremen lj ivke smo uporabili ti p long. Pri nekaj deset debelih knj iga h bi
se sicer lahko zgodilo, da bi pri seštevanju strani prišlo do prekoračitve

obsega.
Zdi se, da fun kcija deluje zadovoljivo. A le na pr vi pogled . Domača

knj ižni ca mora imeti vsaj nekaj deset knjig (no , ne bodimo skromni; nekaj
deset knjig je knjižn a po lica, za domačo kn jižnico jih rabimo nekaj sto).
St e poskusili funkcijo za 10 pisar jev in 50 knjig? Niste? (Vest e, saj vam
ni t reba vt ipkati št evila strani vseh knjig. Lahko jih določite kar s progra­
mom .) Sam sem posku sil, a nisem dočakal odgovora. Funkcija je namreč

zastavljena nekoliko nerodno , še pos eb ej pa je občut lj iva na povečevanje

šte vila pisarjev . Če malce prem islimo , kako računa , ugotovimo, da v
bistvu preizkusi vse dopustne razdelitve knj ig med pisarj e. Za P pisarjev
in J( knjig pa je t eh možnost i kar (J(;~;1) . Naprimer , pri P = 10 in J( =
= 50 dobimo Ci) = 12565 671261, odločno preveč , da bi vse te možnosti
lahko pr egledali z računaln ikom .

Vend ar pa nam še ni t reb a obupati. V rekurzivni zvez i nastop a le
p . J( različnih vrednost i Tp,k, t orej funkc ija nekatere računa po večkrat.

Seveda , če na primer zadnji pisar vzame eno knj igo, pr ed zadnj i pa dve, ali
pa zadnji dve knjigi, pr ed zadnji pa eno, v obeh primerih v nad alj evanju
z reku rzijo izračunamo vrednost T p - 2,J( - 3 . Predvsem s povečevanjem

števila pisarjev se šte vilo pon ovljenih računov hit ro povečuje.

Sed aj , ko smo odkr ili problem , je rešit ev pr eprosta: že i zračunane

vrednosti si je treb a zapomnit i. Odločimo se za globalno clvorazsežno
tabelo (matriko ):

l ong T[MAXP] [MAXK] = {{O}} ;

Pri t em sta MAXP in MAXK simbolični konst anti, ki določata največj e šte vilo
pisarj ev oziroma knjig (na primer 25 pisar jev in 500 knj ig) . P oskrbeli smo
t udi, da so začetne vred nos t i v mat riki nas t avljene na O. Ta vrednost po­
meni , da element še ni bil izračunan . Prilagodit i mo ramo še te lo funkcije .
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Na začetek dodamo pogojni stavek , v katerem pogledamo, ali je iskana
vrednost že izračunana v m atriki T:

if (T lp - 1] [k - 1] ! = O) return T[p - 1] [k -1];

Seveda ne sme mo spreg ledat i, da gresta oba ind eksa od O naprej. Do­
dati mor amo še shranjevanje novo izračunanih vrednost i v matriko T. To
storimo t ako, da dopolnimo vse t ri vr stice s st avki return:

ii (k == 1) return T[p - 1] [k - 1]
ii (p == 1) return T[p - 1] [k - 1]
return T lp - 1] [k - 1] t ;

s[O] ; /* samo ena knjiga */
S; /* samo en pisar */

Če smo fun kciji tudi spremenili ime, moramo pazi ti, da pri rekurzivn em
klicu pokličemo novo funkcijo .

Do po lnjena funkcij a je bist veno hitrejša in dovolj hitra , da z njo lahko
izračunamo, koliko časa po t rebuje nekaj deset pisarjev za prepi s nekaj
sto knjig. Še vedno pa jo je mogoče še nekoliko izpopolni ti . Naredili
bomo t ri spreme mbe . Naj prej bomo spreme nili način računanj a in se
odpoved ali rekurziji . Vrednosti iz matrike T bomo računali od pr ve proti
zadnj i vr stici. Vred nosti v prvi vrstici in v prvem stolpc u poz namo , druge
pa bomo naračunali s pomočjo rekurzivne zveze . Opazimo tudi, da je
t reba velikokrat sešt evat i vr ednosti iz tabele s. Temu se bom o izognili
t ako, da bomo S sprem eni li v t abelo in vanj o vnaprej naračunali delne
vsote eleme nto v iz s: Si = 2:~=1 Sj ' Tako nekoliko pos pešimo delovanj e
funkcije. Zadnj a spreme mba bo prihranila prece j pomnilnika . Opazit i
moramo, da pri računanju elementa matrike T p ot rebujem o le elemente
iz prejšnj e vrst ice . Zato med računanjem ne po trebujem o cele matrike,
ampak le tabelo , v kateri hr animo del prejšnj e ( začetni del) in del trenutne
vr sti ce (končni del). Pri t em elemente v trenutni vr stici računamo od
konca proti začetku.

/* Koliko časa potrebuje p>O pisarjev za prepis k>O knjig .
Knjiga i ima s[i - 1] strani. Nerekurzivna varianta . */

long cas3(int p, int k, int se])
{

long S [MAXK] ; /* delne vsote za število strani v prvih knjigah */
l ong T[MAXK] ; /* prejšnja/tekočavrstica matrike */
int i, j, x;
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T[OJ = S [OJ = s [OJ; /* Izra~un de lnih vsot in prve vrstice. */
for (L = 1; i < k ; i++ ) T[iJ = S[i] S[i - 1] + s j i }:
/ * Zanka po vr s t i cah matrike . */
f or ( i = 1; i < p ; i++ ) {

/ * Zanka po knjigah od kon ca proti za~etku vr s t i ce. */
/ * V T[OJ, . . . ,T[j J so vr ednos t i iz prejšnje vr s t i ce . */
for ( j = k - 1; j > O; j - - ) { / * Opomba: T[OJ os t a j a enak . */

/ * Zanka za mi nimum. Za~etni kandidat je kar T[j J . */
for (x = j - 1; x >= O; x- -) {

long t = S[jJ - S [xJ ;
if (T[xJ > t ) t = T[ xJ; /* max */
if (t < T[j J ) T[ jJ = t ; /* min */

}
}

} /*for po vr s t i cah =pi s ar j i h* /
return T[ k - lJ;

} / *cas3*/

Tako, pri kon cu prispevka smo, čeprav še nismo izkoristili pr av vseh
mo žnos ti za izboljšave. Tako nismo nikj er upošt evali , da prv i izraz znotraj
maksimuma v rekurzivni formuli z rastočim indeksom i pada, drugi izraz
pa raste. Tako bi lahko i , pr i kat erem je večj i od ob eh izrazov najmanj ši ,
poi skali z varianto bisekcije. A to je že druga zgodba. P a t ud i o tem ,
kako zares razdelimo delo med pisarje , nismo nič napisal i. Naj samo
om enim , da lahko optima lno razde litev z nekaj dodatnega dela razbe remo
iz matrike vrednosti Tp,k, še lažje pa jo na "požrešni način" določimo iz
rezul t a t a TP,K.

Martin Juvan

[TI R E N D
D [Q] K A Z
N I [eJ L A
K O C [KJ A
V S O T [AJ

® O R M A
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R A D I eJ)

ZLOŽENKI - Rešitev s str. 45

2.1.

Dragoljub M. Milo ševi č
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KRALJICE NAPADAJO - Rešitev s str. 21

1. Iskan i postavitvi kraljic st a prikazani na spodnji sliki.

~

~

~

~

~

\wi=

~

\YU
~

~2 2

8 8

7 7

6 6

5 5

4 4

3 3

1 1

1 2 3 4 5 6 7 8 1 2 3 4 5 6 7 8

2. Post avit ev z osmimi trdnjavam i ni dobra (8 t rdnjav ne napada vseh
polj šahov nice) natanko tedaj , ko obstajata vrst ica, v kat er i sta vsaj
dve t rdnj avi, in st olpec, v kat erem sta vsaj dve t rdnjavi. Za šahovnico
velikosti n x n pot rebujemo n t rdnjav, za postavitve, ki niso rešitve,
pa lah ko rečemo isto kot v pr imeru 8 x 8.

3. Sp lošna formula za najmanj še št evilo kraljev , ki napadajo vsa po-
?

lja šahovnice velikost i n x n , je ln!2 J-. Za šahovnico 8 x 8 to rej
potrebujemo 9 kraljev.

Bo štj an Bre šar

DA SE TI ZMEŠA - Rešitev s str. 2

starejši 72 80 85

mlaj ši 48 53 57

naj mlaj ši 24 26 29

Starost i t reh ro dov sovaščanov prikazuj e nasledn ja t abela :

~ Anton I Blaž Cene

lVIarija Ven celj



I Tekmovanja

34. PODROČNO TEKMOVANJE ZA SREBRNO
V EGOVO PRIZN ANJE

Pot em ko je 19. marca 1999 približno 40 000 učencev od 2. do 8. razre­
da na šolskem te kmovanju za bronasto Vegovo priznanj e reševa lo naloge
Ev ropskega matemat ičnega kenguruja , se je 17. aprila 1653 šestošolcev,
1582 sedmošolcev in 1598 osmošolcev na področnem tekmovanju potego­
valo za sre brno Vegovo priznanje. Osvoj ilo ga je 563 učencev 6. razreda ,
471 učencev 7. razreda in 498 učencev 8. raz reda. Tudi let os so učenci

reševali naloge v dveh sklopih . Prvih osem nalog je bilo izbirnega tipa
z obkrožanj em ustreznega od govora , nato pa še tri "klasične" naloge.
P redstavljamo vam naloge, ki j ih je pod predse dstvom prof. Terezije Uran
izbral a državn a tekmovalna kom isija .

6 . razre d

Al Katero izmed naštetih št evil je 15-krat večje kot 2
15?

(A) 0,04 (B) 0,12 (C) 0,15 (Č) 0,6 (D) ~

A 2 Kolikšen del največjega t rikotnika je osenčen?

(A) t retj ina (B) četrt ina (C) osmina

(Č ) devetina (D) dvanaj st ina

A 3 Peter je imel 105 kock. Nekaj j ih je vzel zase, druge je razdelil
pet im prijat eljem . P rvem u je dal eno kocko več kot sebi, vsakemu
naslednjemu pa eno kocko več kot predho dnernu .
Koliko kock je vzel Peter?

(A) 13 (B) 14 (C) 15 ( Č) 16 (D) 21

A 4 Število ima oblik o 312312 . . . 312.
Koliko mest ima naj manjše število take oblike, ki je deljivo z 9?

(A) 12 (B) 9 (C) 6 (Č) 4 (D) 3

A5 Na ravni cesti je 9 avtobusnih post aj . Razporejene so v enakih
medseboj nih razdaljah . Razdalj a med pr vo in t retjo je 600 lll .

Kolikšna je razdalja med prvo in zadnjo postaj o?

(A) 600 m (B) 1600 III (C) 1800 III (Č) 2400 m (D) 2700 III
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A 6 Koliko meri kot cl: (p II r )?

(A) 64° (B) 60° (C) 45°

(Č) 44° (D) 36°

Tekmovanja I

A7 V piceriji Matka ponujajo tri vr st e testa za pice in osem različnih

vrst oblog. Gost lahko izbira med štirimi velikost rni pic.
Koliko raz ličnih pic lahko izbere?

(A) 15 (B) 24 (c) 96 (Č) 114 (D) 120

AB Trikotnik 6 A BG ima stra nice a = 7 cm , b = 11 cm in c.
Dolžina stranice e je :

(A) c > 18 cm (B) 1 cm < c < 4 cm (C ) c < 4 cm

(Č) 18 cm < c < 20 cm (D) 4 cm < c < 18 cm

Bl Izračunaj vrednost izraza:

B2 Pravokotno ploščo dolžine 363 cm in širine 231 cm želimo razrezati
na čim večje enake dele kvad ratne oblike. (Mersko število dolžine
stra nice kvadrata je naravno število.)

a) Kako dolga bo stranica kvadrata?
b) Na koliko skladnih kvadratov bomo razre zali pravokotno ploščo?

B3 Načrtaj in označi t rikotnik 6 A B G: B G = a = 5 cm, velikost
kot a <[AGB je I = 60°, raz dalja med stran ico b(AC ) in središčem

trikot niku očrtane krožnice je 2 cm . (Kot 60° načrtaj s šestilom in
ravnilom .)

7. r azred

A l Ko delimo 323 s 5, dobimo ostanek:

(A) O (B) 1 (C) 2 (Č) 3 (D) 4
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A2 Trije učenci skupaj op ravijo delo v 15 urah.
V kolikšnem času opravi enako delo pet učencev? (Vs i u čenci so
enako pri zad evni. )

(A) v 5 urah (B) v 9 urah (C) v 15 ur ah

(Č) v 25 urah (D) v 45 urah

A3 Količnik št ev il a in b (a i= O, b i= O) pomnožim o s produktom te h
dveh št evil. Dobimo:

(A) 1 (B) a (C) a2 (Č) t (D)-b

A4 V pr avoko t niku A BCD je stranica a =
= AB dvakrat dalj ša od st ranice b = B C .
Trikotnik L.A B E je enakostraničen. Toč­

ka Al je središče (razpolovi š če) stranice
BE. Kot <r..CM B meri : Di-- -+ \-_ --1C

(A) 300 (B) 600 (C) 750

(Č) 900 (D) 1500

B

A5 Vrednost izraza 1 + 2 - 3 - 4 + 5 + 6 - 7 - 8 + ... - 60 je:

(A) -60 (B) - 30 (C) O (Č) 36 (D) 60

A6 Im am pet zajčkov. Njihova povprečna starost je 28 tednov. Najmlajši
šteje 19 te dnov , naslednji trije 23, 28 in 41 tednov . Peti zaj ček im a:

(A) 39 tednov (B) 37 tednov (C ) 31 tednov

(Č) 29 ted nov (D) 18 tednov

A 7 Ploščina t rapeza meri 96 cm", višin a pa 6 cm. Osnovnici se razliku­
jet a za 4 cm in meri ta:

(A) 16 cm in 20 cm (B) 14 cm in 18 cm (C) 12 cm in 16 cm

(Č) 10 cm in 14 cm (D) 8 cm in 12 cm

AS Vrednost izraza J 172 - 152 - (JI72 - V152) je:

(A) O (B) J2 (C) 2 (Č) 4 (D) 6
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Bl Izračunaj vr ednost izraza:

B2 a) Koliko od sto tkov ploščine
osenčenega lika je ploš čina

kvadrata?

b ) Za koliko je obseg osemkot­
nika večj i od obsega kva­
drata?

2m

B3 P osod a , napolnjen a z vodo, teh t a 2 kg. Če odlije mo 20 % vode , se
skupna masa posode in vode zmanjša na 88 % prvotne.

Koliko t ehta prazna posoda?

8. razred

Al Če je VX+ 5 = 8, potem je x:

(A) 3 (B) 9 (C) 11 (Č) 59 (D) 69

A2 Vrednost katere potence je največja :

(A) 1200 (B) 2300 (C) 3200 ( Č) 410 0 (D) 510 0

A3 V marmeladi je 37, 5 % sladkorja, ost alo je sadje. Sadje in sladkor st a
v razmerju:

(A) 8 : 3 (B) 8 : 25 (C) 25 : 8 (Č) 3 : 5 (D) 5: 3
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A4 Pravilni petkotnik ABCD E in kvadrat
AB FG na sliki imata enako dolgi stranici.
Velikost kot a <r. FCD je:

(A) 18° (B) 27° (C) 30°

(Č) 33° (D) 81°

A5 Če je a . a = a, potem je a + a:

E G

D

F c

(A) O ali 3 (B) O ali 1 (C) O ali 2 (Č ) 1 ali 2 (D) - 1 ali 1

A6 Polmer kro gle in diagon ala kocke, ki je krogli včrtana, sta v razmerju:

(A) 1 :,;2 (B) 1 : ifff (C) 1 : v3 (Č) 1 : 2 (D) drugo

A 7 Vsota obrat nih vrednosti pozitivnih deliteljev šte vila 12 je:

(A) ~ (B) 2 (C) ~ (Č) ~ (D) 2
1
8

A8 V pravokotniku ABCD meri krajša
stranica 5 cm , dalj ša strani ca in dia­
gonala pa oklepata kot 30°.
Diagonala pr avokotnika je dolga:

D,,--~~~~~~~C

b

BaA

a
B2 Dve šte vili sta v razmerju 5 : 2. Če delim o vsoto teh dveh štev il z

njuno razliko, dobimo količnik 2 in ostanek 8.
Kater i št evili st a to ?

(A) 5,;2 cm (B) 5V3 cm

(C) 7,;2 cm (Č) 8 cm (D) 10 cm

Bl a) Izračunaj površino in pr ostor­
nin o telesa na sliki.

b) Koliko kock z rob om a moraš
dod ati dan emu te lesu , da dobiš
kocko z robom 3a?

c) V kolikšnem razmerju sta povr­
š ina t el esa n a s lik i in p ovršina
kocke z robom 3a?



Tekmovanja I

B3 V koordinatni rav nini je narisan kvad- Y
rat ABC D s st ranico a.
Koordinate oglišč A , B, C, D zapiši z
a.

B

a

o
60'

A x

Aleksander Potočnik

19. PODROČNO TEKMOVANJE IZ FIZIKE
ZA OSNOVNOŠOLCEl

Tekmovalne naloge za 7. r azred

Splošna navodila za reševanje nalog

Vsako nalogo rešuj na svoj list! Jasno označi odgovore na posam ezn a
vprašanj a iz nalog! Pri vsaki nalogi m ora biti razvidno, kako si prišel do
rešit ve! Piši či il iivo in urejeno!

1. P redmet iz neznanega mater iala ste htamo z vzmetno tehtnico . Teža
predmeta znaša 20 N. Potem predmet potop imo v voelo in ga steh­
t amo v vodi. Vzmetna tehtnica pokaže le 5 N.

a) Kolik šn a je prostornina t ega pr edme ta?

b) Kolikšn a je teža predmeta iz enakega materia la , ki im a prostor­
nino 2,5 dm3?

2. P et er je peljal mlajšega br at ca Mateja v park na igrišče . Matej se
je hotel gugat i na prevesn i gugalnici. Gugalnica je imela na vsaki
st rani t r i sedeže (slika 1). Peter je sedel na notranj i sedež , Mateja pa
je posadil na zunanj i sedež . Kolikokrat je Pe te r t ežji od Mateja, če

st a brat a guga lnico lahko ob držala v ravnovesju?

a loge in reš it ve lahko na jdete t udi na internetu http : / /pef .pef .uni- l j. si/bo j ang /
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0,5 ID 0,5 ID 0,5

Slika 1. G ugalnica.

sedež

1151

3. Vijačno vzmet postavimo na mizo (slika 2a ). Nanjo položim o kocko
s težo 1 N. Vzmet se skrči za 2 cm (slika 2b).

a) Kolik šen je koeficient vzmeti?
Na kocko položim o še utež (slika 2c) .

b) Kolikšn a mora biti utež, da bo vzmet stisnje na za 5 cm?

5em

(a l (b) (cl

Slika 2. (a ) n eo bremenjena vzmet, (b) o bremenjena vz rne t , (c) dod atno o breme­
njena vz met .

4 . Spo dnj i diagram prikazuje velikost sile, s katero vlečemo klado po
pod lagi, v odvisnosti od oddalj eno st i od izhodišča . P od diagramom
je označena smer sile v po sameznem področju (slika 3) . Tako je
np r. prva dva metra sila vzp oredna s podlago, med četrtim in šes ti m
metro m pa je usm erjen a navpično navzgor.

F[I' I

20 -

10- - -

sjru]

področje
opra vljeno delo
v tem področju

od Odo 2 111

od 2 do 4 111

od 4 do 6111

S lika 3 . Velikost in smer s ile , k i de luj e na klado .
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a) Kolik šno delo je prejelo telo na posameznih odsekih poti , kjer
sta bili velikost in smer sile stalni? Preglednica prepi ši na list in
vanj o vpiši rezultat e!

b) Nariši diagram dela, ki ga je prejelo te lo, v odv isnos t i od odda­
ljen osti od izhodišča!

c) Ko likšno delo je t elo prejelo v celoti?

Pri nalogi si lahko p om agaš z načrtovanjem, kj er j e mogoče. Če raje
računaš, si lahko pomagaš z zvezami, ki veljajo v kvadratu.

5. Na klancu z naklonom 30° miruje voziček s težo 20 N (slika 4a) . V
mirovanju ga zadržuje viseča ut ež.

a) S kolikšno silo pritiska voziček ob podlag o?

b) Kolik šn a je teža uteži?

Utež zame njamo z vr vico, prit rj eno na klanec v vodoravni sme ri (sli­
ka 4b ).

c) S kolik šno silo je nap et a vrvica?

d) S kolik šno silo pritiska voziček na podlago?

(a) (b)

Slika 4. (a) Voziček za d rž uje na klan cu utež . (b) Voziček zadržu je na klancu
vo do ravna vrvica.

Pomoč k c) in d): Tudi silo vrvice razstavi na kom p onento, ki je
pra vokotna na klanec, in na komponento, ki je vzp oredn a s kl ancem.

Sile lahko najdeš z računom ali načrtovanjem! Če raje računaš, si
lahko p om agaš z zvezam i, ki veljajo v enakostraničnem trikotniku.
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Tekmovalne n aloge za 8. razr ed

Splošna navodila za reševanje nalog

Vsako nalogo rešuj na svoj list ! Jasno označi odgovore na posam ezna
vprašanja iz nalog! Pri vsaki nalogi mora biti razvidno, kako si prišel do
rešitve! Piši čitljivo in urejeno!

1. Po tob oganu smrti se spu­
st i vagonček z višine 10 m .
Kako visok je lahko vzp on , če
zaradi trenja in upora zraka
izgubi 30% začetne energ ije?
Na vrhu vzp on a mora imet i
hitrost še vsaj 5 mi s.

Slika 1. Tob ogan smrt i.

trs]'s642

Diagr am na desni predst avlja
afm/s']

posp ešek nekega te lesa v od-
visnosti od časa . Prep iši obe
preglednici na poseben list .

a) Nariši diagram hit rosti v
odvisnosti od časa ! Telo o­
na začetku miruje.

b) Vpreglednico 1 vpiši, ko- -1­

likšna je hit rost telesa po
1 s, 3 s, 5 s oziroma 7 s?

c) Vpreglednico 2 vpiši pre- -2­

mik telesa v označenih Slika 2. Odvisno st po speška t elesa od časa .

časovnih obdo bjih!
d ) V preglednico 2 vpiši, kje se nahaja t elo po 2 s, 4 s, 6 s oziroma

8 s?

2.

čas hitrost
[s] [m i s]

1

3

5

7

časovni pr em ik v čas od m ik od
in t erva l int erval u [m l [s] i zhod išča [ml

od O s do 2 s 2

od 2 s do 4 s 4

od 4 s do 6 s 6

od 6 s do 8 s 8

Preglednica 1. Pregled nica 2.



Slika 3. Ža rek in posod a z vodo .
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3. Z laserskim kazalnikom posvetimo
na vodo v posodi, kot kaže slika 3.
Na dnu posode je ogled alo. Nariši
pot žarka do navpične stene! Voda
je optično gost ejša kot zrak in
optično redkejš a kot ste klo. Pri
vsakem lomu ali odboju nariši vpa­
dno pravokotnico in označi kot .
Enake kote označi z enakim i črka­

mi . Na posebnem listu je povečana

slika po sode, kamor nariši rešit ev.

steklo
c-

Tekmovanja I

~ zrak

voda : \

Opomba: Pri prehodu iz optično redkejšega sredstva v optično go­
stejše, j e lomni kot manjši od vpadnega . Pri prehodu iz optično

gost ejšega v optično redkejše p a j e obratno.

4. Če priklj učiš na eno baterijo eno baterijsko žarn ico , le-ta svet i polno.
Žarnico, ki sveti polno , označi s črko P (slika 4) . Iz enakih bat erij skih
žarnic in enakih bater ij sestavimo vezji 1 in 2.

a) Označi , kako svet ijo posamezne žarnice! T iste, ki svetijo polno ,
označi s črko P, brleče s črko B. Žarnice, ki ne svetijo , označi s
črko N.

( 1)

II
(2)

Slika 4. Ena ža rn ica vezana na eno baterijo sveti polno. Vezj e z baterijo in
t remi ža rn icam i (1) in vezje z dvema baterijama in petimi ža rn ica m i (2).

b) V vezje 1 zveži še eno enako žarnice, v vezje 2 pa dve enaki
žarnici. P oveži j ih tako , da bodo dod an e žarnice svetile polno.
Obe vezji nariši.

5. Na spodnji sliki je fotografski posnet ek nočnega neb a. Na dod atnem
listu je fotogr afija tudi povečana. Rešitve vri ši na dodat ni list .
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a) Na sliki označi Severnico!
b) Kako dolgo je bila odprta zas lonka foto aparata? Pomagaj si s

kot omerom ! Razloži, kako si i zračunal čas!

c) Na sliki obkroži zvezde, ki pr ipadajo ozvezdju Velikega medveda
(Veliki voz) !

/ -, "... \ <,

\ \

' -" .
".

h /.-
I

// /

.........
/

Mojca Čepič

IZBIRNO TEKMOVANJE IZ MATEMATIKE
ZA SREDNJEŠOLCE

Izb irn o tekmovanje iz matematike je poteka lo v soboto, 10. aprila 1999.
Tekmovalci so se spoprijeli z nasl ednj im i nal ogami:

Prvi letnik

1. Poišči vsa naravn a števila, ki dajo pri deljenj u s 154 ostanek 9 in jih
je moč zapisat i kot vsoto ali razliko dveh praštevil.

2. Ali obs tajata realni šte vili x in y , za kateri velja x+ y = 1, x 2+ y2 = 2
in x 3 + y 3 = 3?

3 . D an j e kvadrat ABCD. Skoz i vsako izmed oglišč B , C in D p osta­

vimo po eno premico tako, da so vse t ri prem ice med seboj vzporedne.
Premi ca , ki leži med drugim a dvema, je od ene oddaljena 5 enot, od
druge pa 7 enot . Ko likšna je ploščina kvad rata?

4. Vesela druščina je zavila v picerijo , kjer strežejo samo velike pice ,
razrezane na 12 kosov. Vsak fant bi poj edel 6 ali 7 kosov pice, vsako
dekle pa 2 ali 3 kose. Izkaže se, da bi bile 4 pice premalo, 5 pic pa
preveč . Koliko je v druščini fantov in koliko deklet?
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Drugi le t nik

1. Ali je med naravnimi števili od 1 do 1 000000 več takšnih , ki jih je
moč zapisati kot vsoto popolnega kvadrata in popolnega kuba, ali
takšnih, ki jih ni moč zapisat i v tej obliki?

2. Naj bodo A, B in C različne toč~ r~ini.J2..0loči množico takih
točk X v rav nini, za katere velja AX . CX = CB· AX.

3. Dan je tak trikot nik ABC in točka R na stranici AB, da obstaja
krožnica , ki se dotika stranice AB v točki R, trikotniku ABC očrtane

kro žnice pa v točki C . Dokaži, da leži točka R na simetra li kota
<rBCA .

4. J an ezek je na vsakega od desetih listkov napisal po eno nar avno
št evilo (ni nujno, da je zapisal deset različnih števil). Ko je na vse
možne načine jemal po devet izmed desetih listkov in št evila s teh
listkov seštel, je dobil nas lednje med seboj raz lične vsote: 82, 83, 84,
85,87,89,90,91,92. Katera št evila so bila napisana na listkih?

Tret j i letnik

1. Naj bodo a, (3 in I rešitve enačbe x3 - x - 1 = O. Izračunaj vrednost
. 1-0 + 1- {3 + .!..=.:rIzraza 1+ 0 1+ {3 l + y '

2. Notranj a simetrala kot a <r ABC enakokrakega trikotnika ABC z vr­
hom A seka stranico AC v točki D . Koliko meri kot <r B AC, če je
IBCI = IBDI + lADI?

3. Med dolžinami st ra nic a, b in c trikotnika ABC ter dolžinami stranic
u , v in w trikotnika UVW veljajo zveze: a2 = u( v + w - u ), b2 =

= v (w + u - v) in c2 = w( u + v - w) . Dokaži, da je trikotnik ABC
ostrokoten.

4. Imamo dva karirasta list a velikosti n x n , kjer je ti naravno število.
Na obeh pobarvamo enako število enotskih kvadratkov modro, ostale
pa pobarvamo rdeče . Dokler je barva še sveža, lista staknemo s
pobarvanima stran ema skupaj tako, da se prekrijeta in se barve
pomešajo. Dokaži, da je število nast alih vij oličnih kvadratkov sodo.
(Vijolične kvadratk e dob imo , ko se pomešata rdeča in modra barva. )

Četrt i letnik

1. Dan aje funkcija f: lN -+ lN, za katero velja f(m+n) ::::: f (m)+ f (n) ­
- 1 pr i poljubn em paru m , ti E lN in f (l ) > 1 ter f (3000) < 3002.
Določi vrednost f(1999) .

1999 šestic
,.-"--...

2. Izračunaj vsoto 6 + 66 + 666 + ... + 666 . . . 66.
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3. Izberimo po lju bno točko 111 na enakostraničnemu trikotniku ABO
o č rtan i kro žnici. Dokaži, da je vrednost izraza IMAI4 + IMB [4 +
+ IMOl4 neod visn a od izbire točke M .

4. Oglejmo si naslednjo igro za dva igralca. Na začetku prvi igralec
postavi žet on na poljubno po lje šahovnice velikosti ti x n . Igr alec,
ki je na pot ezi, v nadaljevanj u premakn e žeton na poljubno sosednje
polje, če t o polje do tedaj še ni bilo ob iskano. (Polj i st a sosednj i, če

imata skupe n rob ali skupno oglišče. ) Igralec, ki ne more napravi ti
poteze, izgubi.
Kateri igralec zmag a, če ob a igrat a preud arno?

Ma tja ž Željko

N ALOGE S FIZIKALNEGA PREDTEKMOVANJA
SREDNJEŠOLCEV SLOVENIJE
V ŠOLSKEM LETU 1998/99

Naloge je 17. aprila 1999 reševalo več kot 1000 dijakov iz 56 srednj ih šol.
V skupini A sta bili dve verzij i nalog, ki pa sta se razlikova li samo v t re tj i
nalogi. Tekmovalec je t ako reševal samo eno izm ed nalog 3a in 3b .

Skupina A

1. Ko na lahko vzmet, prip eto na stropu ,
obesimo točkasto t elo, se vzm et raztegne
za 10 cm. Pod ob ešeno t elo damo globus
z gladkim povr šjem tako , da je središče

globusa pod obesi š č ern vzm et i (glej sliko) . •
Opazim o, da se t elo v ravnovesju dotika
globusa na geografski šir ini 45° in da je
dolžin a vzmet i enaka polmeru globusa .
Za koliko je sedaj razt egnj ena vzm et ?

2. So šolka je pri vajah meri la specifično težo peska. Poskus je delala
z določeno količino peska , stekleno čašo, teht nico in vodo (z znano
specifi čno t ežo 9,80 N/ dnr" ). Izvedla je št iri t eht anja in od č itala

4,32 N, 15,10 N, 16,08 N in 22,4 2 N ter izra čunala speci fično težo
peska 23,8 N/ d rn " . Ali lahko od to d sklepaš, kaj je sošo lka imela v
posodi pri posamezn ih te htanjih? Kolikšn a je prostornina čaše? (Če

je v čašo nato čila vodo, je voda vedno sega la do roba posod e.)
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3.a Mravljinec poskuša post aviti pokonci smrekovo iglico, dol žine 15 mm.
Iglico prime s pr ednjimi nožicami za eno krajišče in ga dvigne nad
svojo glavo, dru go krajišče pa je na tleh . Pot em se mravljinec začne

pomikati proti krajišču iglice, ki miruje na tleh . Pri t em iglico pr e­
prij ema , tako da se sa m ves čas dr ži navpično pokonci , z navzgor
izt egnj enimi pr ednjimi nožic ami , v katerih dr ži iglico tako, da deluj e
nanj o s silo, pr avokotno na iglico. Ko dvigne krajišče iglico za to liko,
da oklepa s tlemi kot 45° , krajišče iglice, ki se dotika tal, zdrsne.
Kolikšen je koeficient lepenj a med iglico in t lemi? Z iztegnj enimi
pr ednjimi nožicami meri mravljinec v višino 7,0 mm.

3.b i. Kavb oj , ki hoče oropat i vlak, zajaha konj a in čaka ob pr ogi. Vlak
se približuj e s hit rostjo 10 mi s. Ko se vlak približa na raz daljo
30 m, kavb oj požene konj a v smeri gibanja vlaka, vzporedno s
pr ogo. V zanemarlj ivo kr atkem času pospeši konj do hit rosti
10 mi s, s katero potem enakomern o teče.

Strojevodja vlaka ve, da kavboj ne more preskočiti s konj a na
vlak, če se hit rosti konj a in vlaka razlikuj eta za več kot 3,0 mi s.
Zato začne v t renutku, ko kavboj požene konja, enakomerno po­
speševat i. Najmanj kolikšen mora biti pospešek , da strojevodja
onemogoči rop?

ii. Nas lednjega dne kavb oj ponovi nap ad na enak način , vendar z
drugim konj em . St ro jevodja spet užene kavb oja , tako da začne

posp eševati s konstantnim pos peškom 0,10 m/ s2 , in mu ravno še
uid e. Kolikšna je največj a hit rost drugega konj a , če le-ta ne more
biti večja od začetne hitrosti vlaka? Ostali podatki so enaki kot
v nalogi 3.b i.

Skupina B

1. Tajni agent J am es Bond mora skočiti z ene plošče , ki se enakomerno
spušča s hit rostj o 2,0 mi s, na dru go ploščo , ki se enakomern o dv iga
s hit rostjo 3,0 mi s. S kolikšno hit rostj o mora steči po prvi plošči in
odskočit i , da se z rokami ravno še ujame za drugo ploščo?

V trenutku odskoka je prva plošča 4,0 m nad drugo ploščo. Vodoravna
razdalj a med ploščama je 3,0 m, Bond pa ima v iztegnj enem položaju
pr st e roke 2,0 m nad st opali.

2. Kocko s st ranico 5,0 cm in maso 300 g postavimo na vodoravno
ploskev. Koeficient trenja med kocko in ploskvijo je 0,05. V iste m
t renutku , ko sunemo kocko v vodoravni smeri s hitrostj o 5,0 mi s,
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začnemo pihati nanjo s sušilcem za lase v navpicm sme ri navzdol.
Med gibanjem sledimo kocki s sušilcem , tako da zade va zračni curek
navpično navzdo l ravno celotno zgornjo ploskev in se ob njej pop ol­
noma ust avi. Hit rost zraka v curku je 30 mi s, gostot a zraka pa
1,3 kg/m3 . Po določenem času od začetka gibanja sušilec izklopimo.
Ko liko časa moramo pihat i na kocko, da se ustavi 8,0 s potem , ko
smo jo sunili?

3. Točkasto t elo z m aso m obesimo na
lahko neraztegljivo vrv ico z do lžin o 1
in z drugim koncem vr vice pritrdimo
na strop. Telo primerno , ga odklonimo
(pri čemer je vr vica ves čas napet a ) ,
tako da je vr vica vodoravna (glej sliko)
in spustimo. Kolikšen kot z navpičnico

tvori vrvica v trenutku, ko je navpična

kompon ent a hitrosti t elesa največj a?

Pomagalo t i bo, če razmi sliš , kaj se do­
gaja z navpično kom ponento po speška
t elesa.

Skupina C

o

1. V vezju na sliki ima bat erij a go­
nilno napet ost 1,50 V in notranj i
upor 2,50 D, zunanj i uporniki pa
imajo up or po 1,00 D. V vezju so
t r i stikala : SI , S2 in S3. Katera
stikala moraj o bit i sklenjena , da
bo moč , ki se troši na zunanj ih
upornikih , največja?

2. Elektrotop je orožje prihodnosti. Mo del je prikazan na sliki. Dve 20 m
do lgi kovinski žici z debelino 0,5 m sta povezani s to kovnim izvirom
in na drugem kon cu kratko sklenje ni. Med žicama je 1 cm široka reža ,
v začetek t e reže vstavimo kovinski izst relek z maso 10 g. Oceni, s
kolikšn o hit rostjo izleti izst relek iz naprave. Med pospeševanjem teče

v žicah konstant en električn i tok 1 MA (za to skrbi to kovni izvir ) ,
skozi izst relek pa teče 10% tega toka .
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Izstrelek se dotika obeh žic, t renje je zanemarljivo majhno. Žici ves
čas obravnavaj kot dolgi. Indukcijska konstan t a je 47f . 10- 7 V si Am.

3. Dolg, pokončen valj je na dnu zaprt, vmes, med dnom in vrhom ,
pa se lah ko br ez t renja giblje lah ek bat , ki zapira 1,0 g zraka pri
te mperatur i okolice 20°C in pri zunanje m zračnem t laku 100 kPa.
Plašč valja je na notranji strani prevlečen z 0,10 mm debelo plastjo
snovi s specifičn im upororn 1,0- 3 Dm. Dno valja in bat sta izdelana
iz 20 mm deb ele snovi, s top lot no pr evodnostjo 2,0 W Im K. Na dnu
valj a in na batu sta električna priklj učka, ki imata st ik sprevodno
plastjo v notranj osti valj a . Notranji polmer valja je 50 nnn. Plašč

valj a je idealno toplot no izolira n .
Med priklj učka na batu in dnu valja priključimo nap et ost 20 V.

a) Kolikšen električni to k steče skozi napetostni izvir v trenutku ,
ko vklj učimo nap eto st ?

b) Kolikšna je razdalja med najbližjima ploskvama dna in bat a , ko
je bat v ravnovesju?

Kilomolska masa zraka je 29 kg, splošna plinska konstant a pa
8300 J I Kkmol.

Skupina D

1. Tajni agent J am es Bond ima na nogah posebne plinske amort izcrje
za seskoke z večj ih višin. Amort izer je posod a , nap olnj ena z zra kom
('" = 1,4), in nepr odu šno zaprta s tankim batoin , ki lah ko brez trenja
drsi in je pripet na podplat čevlja. Ko po skoku agent prist an e na
t leh , bat hitro st isne plin in amort izer ublaži udarec. S kolikšne
največj e višine lah ko skoči 75 kg tež ak agent , če pristane sonožno in
je največj a sila , ki j i je za kratek čas lahko izpostavljena posamezna
noga , 600 kN?
Prečni pr esek bata je 200 cm 2 , oddaljenost bata od dna pr i nestisnjc ­
nem amort izerju pa 7,5 cm. Ploščina podplata je enaka ploščini bata.

Speci fična toplot a za pline je pri konstantnem volumnu Cv = (R )
AJ ",- 1
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2. Vrata, široka 1,2 m in težka 20 kg, so vpet a v tečaje nekoliko postrani
(visijo ). Če j ih pustimo odprt a v po ložaju pravokot no na steno, se
zaprejo v 6 sekundah . S posku šanjem ugot ovimo, da mor amo utež z
maso 300 g pri st avit i k vrato m najmanj 70 cm od vpetega roba vrat ,
da stoj ijo odprt a .

a) Kolikšen je koeficient lepenj a med utežjo in t lemi? P rivzem i, da
deluj e na vrata v vseh legah konstanten navo r in zanemari t renje
v tečajih .

b) V resnici je privzet ek o konstantnem navoru na vrata neupravi ­
čen . Če bi se vrata la hko zavrte la za polni kr og okrog tečajev, bi
videli, da imaj o nekje ravnovesno lego , v kater i je navor enak nič .

Izračunaj nihaj ni čas pri nihanju vrat za majhne zas uke okrog
te lege, če veš, da je tako nihanje sinusno. Zveznica ob eh tečajev

tvori z navpičnico kot 2,0° . Za majhne kot e je cos ep ~ 1 _ ~ ep2.

3. Delfin plava v kost antni globini s hitrostj o 6 ru / s prot i op azovalc u na
kopnem in pri t em od daja zvok s stalno frekven co. Opazovalec zazna
zvok s frekvenco 52,1 kH z pod kotom 12° , glede na pravokotnico na
morsko gladino. Določi frekvenco zvoka, ki jo oddaja delfin ! Hitrost
zvoka v zraku je 340 m i s, v vod i pa 1450 m i s.

Ciril Dominko

20. MEDNARODNO MATEMATIČNO

TEKMOVANJE MEST - pomladanski krog

V šolskem letu 1998/ 99 se je na vabilo k sode lovanj u na med narodnem
matematičnem te kmovanju mest odzvalo 23 d ijakov in dij ak inj. Posebno
diplom o, ki jo pod eljujeta Ruska akademij a znanosti in revija K vant , so
prejeli Mojca Miklavec (Škofijs ka klasična gimnaz ija, Ljublj ana ), Iren a
Maj cen in Ajda Skarlov nik (Gimnaz ija Bežigr ad , Ljublj ana ), Katj a P rn a­
ver (II . gimnaz ija Maribor) t er Jure Kališnik in Matjaž Urlep (ŠC Celje,
Sp lošn a in strokovna gimnaz ija Lava ).

V ap rilu je potekal pomladanski krog 20. t ekmovanja mest . Dijaki
prvih in drugih let nikov so t ekmovali v prv i sk upini, ostali pa v drugi.
Izdelek vsakega tekmovalc a je bil oce njen z največj o možno vsoto točk iz
treh nalog. V prvem delu so imeli d ijaki na izb iro naslednje naloge:
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P rva skupina

1. Oče in sin drsat a po krožnem drsališču . Na vsake toliko časa oče

prehiti sina. Ko začne sin drsati v nasprotni smer i, pa se srečujeta

petkrat bo lj pogosto kot prej , ko sta drsala v isto sme r . Koliko je oče

hitrejši od sina? (3 točke)

2. Nad hip otenuzo AB pravokotnega trikotnika A BC je z zunanje strani
narisan kvad rat A B DE. Naj bo AC = 1 cm in B C = 3 cm . V
kakšn em razm erju simetrala kota pri oglišču C razdeli dalji co DE ?

(4 točke)

3. Na tabli je zapisano nekaj naravnih števil aa, al , . . . , an' Na drugo
tablo po vrsti za pišemo število bo, ki pove, koliko je števil na prvi
tabli, število bl , ki pove, koliko števil na prvi tabli je večj ih od
1, število b2 , ki pove, koliko šte vil na prvi tabli je večjih od 2,...
To nadaljujemo dokler so števila bi poz it ivn a (ničle ne napišemo na
t ab lo) . Na podob en način zapišemo šte vila Co, Cl , . . . na t retjo tablo,
le da sedaj op azuj emo števila bo, bl , . . . na drugi t abli . Pokaži, da so
števila na t re tj i tabli enaka številom na prvi. (4 točke)

4. Košček sir a im a ob liko kocke s strani co 10 cm . Šest kvadratnih
aluminjast ih folij ima skupno površino 600 cm 2 in niso vse med seboj
enake. Ali lahko z gotovostjo t rdimo , da se koščka sira ne da pokriti
s temi šes t imi folijami? (Folij ne sme mo pretrgati in pokriti mor amo
celo povr šino sira.) (4 točke)

5. Z devetimi navpičnimi in devetimi vodoravn im i črtami razdelimo
kvadrat na 100 pr avokotnikov . To stori mo na tak način , daje nat anko
9 izm ed njih kvadratov. P okaži, da med te mi devetimi kvadrati
obstajata dva enaka . (5 točk)

Druga skupina

1. Eno za drugim zapišemo 1999 štev il. Prvo število je 1. Vsa števila
razen prvega in zadnjega so vsota sosednj ih dveh števil. Kat ero je
zadnje število? (3 točke)

2. Nad hipotenuzo AB pravokotnega trikotnika ABC je z zun anje st rani
narisan kvadrat ABDE. Naj bo AC = 1 cm in B C = 3 cm. V
kakšnem razme rju simet rala kot a pri oglišču C razdeli daljico DE?

(3 točke)
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3. Na tabli je zapisano nekaj naravnih števil ao, al , .. . , an . Na drugo
tablo po vrsti za pišemo število bo, ki pove, koliko je števil na prvi
tabli, število bl , ki pove, koliko števil na prvi tabli je večj ih od
1, število b2 , ki pove, koliko števil na prvi tabli je večj ih od 2,. ..
To nadalj ujem o dokler so števila bi poziti vn a ( ničle ne napišem o na
tablo) . Na pod oben način zapišemo števila Co, Cl , .. . na tretjo tablo,
le da sedaj opazuje mo števila bo, bl , . .. na drugi tabli. P okaži, da so
števila na t retji tabli enaka številom na prvi. (3 točke)

4. V ravnini leži črn enakostraničen t r ikotnik. V ravnino je potrebno
položiti 9 tlakovcev enakih velikost i in oblik kot je črn t r ikotnik, ki
se paroma ne prekrivaj o in da vsak pokrije vsaj eno točko znotraj
črnega t r ikot nika . Kako lahko to naredimo? (5 točk)

5. Dva igralca v tabelo 9 x 9 izmenoma vrisuj et a znakce. Prvi vrisuje
kr ižce, drugi pa kro žce. Ko je vseh 81 polj zapolnjenih , prešt ejemo
vse vrstice in stolp ce, v kater ih je več kri žcev kot kr ožcev , in šte vilo
označimo s K . Št evilo H pa nam pove, v koliko vrs t icah in stolpc ih
je več kr ožcev kot kri žcev (vse h vrstic in st olpcevje 18). Razlika
B = K - H je vr ednost zmage prvega t ekmovalca . Poišči vrednost
B za kat ero velja:
(a) prvi lahko zagotovi zmago z vr ednostjo vsaj B, ne glede na t o

kako bo igral drugi te kmovalec; .
(b) drugi tekmovalec lahko igr a tako, da vrednost zmage prvega ne

bo večja B , ne glede na igro prvega .
(5 točk)

V drugem delu poml adanskega kr oga so te kmovalci reševali šest na­
log. Obj avljamo po dve za vsako skupino :

Prva sk u p in a

1. P rvi igr alec zapiše na papir števko Oali 1. Nadalj uje s pisanje m bodisi
števke O ali 1 desn o od nas t alega niza na papirju dok ler ne nast ane
1999 mestno število. Po vsakem za pisu števke prvega igr alca (razen,
ko napiše prvo števko) drugi igralec izbere poljubni dve števki v nizu
in ju zame nja. Ali lahko drugi t ekmovalec doseže, da je po nj egovi
zadnj i potezi nast alo število simetrično? (4 točke)

2. Trikot niku ABC včrtana krožnica se v točki P dot ika st ranice A B in
v točki Q stranice AC . Točki R in S sta razpolovišči st ranic AC in
B C , točka T pa je presečišče daljic P Q in R S . P okaži, da točka T
leži na razpolovnici kot a trikotnika pri oglišču B . (6 točk)
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Druga skupina

1. Poišči vse pare celih števil (x ,V), za katere velja, da sta obe št evili
x 3 + y t er x + y3 deljivi s številom x 2 + y 2. (5 točk)

2. Nenegat ivno šte vilo i za pisemo v binarnem sist emu. Če se v za­
pisu pojavi sodo mnogo enic, naj bo M(i ) = O, drugače pa lH (i ) =
= 1. (P rvih nekaj členov zaporedja M(i) , i = 0,1 ,2 , . . . je to rej
0,1 ,1 , 0,1 , O, 0,1 , . . .).

(a) Pokaži, da v zapo redju M (O ), .M (l ), . .. , M( l 000), obstaja vsaj
320 členov, ki so enaki svojemu nasledniku; M( i) = M(i + 1).

(2 točki)

(b) Pokaži, da v zaporedju M(0),M(1), . .. , M( 1000 000), obstaja
vsaj 450.000 členov , za katere velja M (i ) = M (i + 7). (5 točk)

Aleš Vavpetič
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