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MEANDRI

Reke in potoki, ki teéejo po skoraj vodoravnih tleh, radi prav neverjetno
vijugajo (slike na ovitku). Vijugam pravimo okljuki ali meandri. Sled-
nja beseda izvira iz starodavnega imena reke Mendere, ki tece iz sedanje
Turéije v Sredozemsko morje. Grki so jo imenovali Meandros, njen tok je
zelo vijugast. Tudi v Sloveniji najdemo vode, ki izrazito vijugajo. Zna-
menit je potok Bloséica (slika na naslovnici), ki se vije po Blogki planoti,
pa tudi le nekaj kilometrov dolga reka, ki bi jo iz zraka videli kot krivuljo
na sliki 1. Bralei naj sami poskusajo ugotoviti, za katero reko gre.

Ko si vodni tok is¢e pot po sko-
raj ravnih tleh, ga zmoti vsaka naj-
manjsa vzpetinica ali kotanja. Zato
pricakujemo, da bo tu vijuganje vecje
kot v zgornjem toku, kjer je korito
strmo in voda zato hitrejsa. Kljub
temu je izrazitost vijug povsem neso-
razmerna valovitosti tal, saj se pone-
kod tok po dolgi poti po okljuku v
obliki ¢rke S vrne in tece tik pod ne-
kaj vigjim koritom. Zgodi se celo, da
voda najde bliznjico in nastane mrtev
okljuk, kakrsnih je vse polno na reki
Muri. Izrazite okljuke pojasnimo s
spodjedanjem bregov na eni strani in
nanasanjem proda ali peska na drugi Slika 1. Tudi reke vijugajo, ko se znajdejo
Stism korba, (Spodjedanie lepo vi- na skf)ra_] ravnem polju. Katera slovenska

4 2wt 3 . reka ima takle tok?

dimo na spodnji sliki na II. strani

ovitka, ki kaze presuseno korito hudournega potoka z okljuki.) Ker voda v
okljuku spreminja smer, pritiska na zunanji, daljsi breg, ga pocasi odnasa,
s peskom in prodom, ki ga reka nosi s seboj, pa zasipava notranji breg.
Tako se recéno korito pocasi premika in okljuki postajajo vse izrazitejsi.
Nekatere reke zato regulirajo. Bregove utrdijo, korito poglobijo in tako
preprecijo njegovo premikanje.

Zanimivo je, da se tudi povsem ravno korito pogosto spontano sprevr-
ze v vijugasto. Pri takih rekah na zatetku majhne razlike v globini korita
na enem in drugem bregu povzrocajo vecje odnaSanje usedlin v blizini
enega brega in nanaSanje le-teh na drugem bregu. Pri dolo¢enih pogojih
se reka znajde v zacaranem krogu: razlika v globini tako spremeni tok, da
se ta razlika Se poveca. Na enem bregu nastane globok tolmun, na drugem
pa obsezna plitvina. Med pogoji, ki pripeljejo do zataranega kroga, ima
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najpomembnejSo vlogo razmerje med globino reke in njeno sirino. Ozko
in globoko korito ne za¢ne spontano vijugati. Razmere pa niso preproste
in jih je mogoée podrobneje analizirati le z zapletenimi racuni.

Razvoj meandrov bomo poskusili opisati tudi ra¢unsko. Predpostavili
bomo, da je hitrost vodnega toka glede na korito povsod enaka. Zaradi
spodjedanja bregov in nanasanja peska se korito premika. Premikanje
bomo doloéili po naslednjem premisleku. V ovinku mora na vodo delovati
sila, ki je preéna na breg, zato tudi voda pritiska na breg in ga spodjeda.
Cle bi se voda gibala po kroznici, bi bila sila brega na del vode z maso m
kar F' = m%, kjer je v hitrost vode, r pa polmer kroznice. Pri gibanju po
zakrivljeni strugi najprej poiséemo kroznico, ki se strugi najbolj prilega,
dolo¢imo njen polmer r in nato izracunamo silo prav tako kot pri kroznem
koritu. Privzeli bomo, da je hitrost spodjedanja kar sorazmerna sili F,
torej sorazmerna z é, saj sta m in v ves cas enaka. Korito se v ¢asu At
premakne za Az = a% pravokotno na smer toka.

Racunanje moéno poenostavimo, ¢e si re¢no korito ponazorimo s
tockami. Opazujmo le tri sosednje tocke, A, B in C (slika 2a). Naj-
prej moramo poiskati polmer kroznice, ki se tockam najbolje prilega. Ker
lahko nariSemo skozi tri tocke le eno kroznico, je naloga vedno resljiva.

kroznica

Slika 2a. Korito predstavimo s toékami. Narisane so tri zaporedne tocke A, B in C in
razdalje, ki jih potrebujemo pri ra¢unanju krivinskega polmera 7.
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V naSem primeru lahko nalogo
poenostavimo.  Privzeli bomo,
da je razdalja [ med sosednjima
totkama enaka in da je polmer
r precej vecji kot [. Takrat iz 4
slike razberemo, da priblizno ve-
lja: ¢ = % in p = %, zato tudi
1 = §. Tusmo z ¢ oznagili raz-
daljo med tocko C' in premico, ki
gre skozi tocki A in B. Racunali 4
bomo, da se re¢no korito prema-
kne v tocki C za Az pravokotno
na premico, ki jo dolocata tocki

Bin C, in to v smeri, da se korito
med totkami A. B in € zravna Slika 2b. Premik tocke C pri spodjedanju bre-

(ke 20). Promik Az maj bo 5o e aken, do e o 4= po
majhen v primeri z razdaljo .

Da bo racunanje udobno, ga opravimo z racunalnikom, program pa
priredimo tako, da ponavljamo ra¢un za prvo trojico tock, nato za drugo
trojico, kjer sta zadnji tocki prejsnje trojice tudi prvi dve tocki nove. Ko
izra¢unamo premik korita Se za za zadnjo trojico, se vrnemo na zacetek.
Racunanje ponavljamo in opazujemo spreminjanje korita tako, da tocke
nariSemo in skoznje povlecemo krivuljo, ki se jim najtesneje prilega. Ne-
kaj risb, kjer smo zaéeli z enakomerno valovitim koritom, je prikazanih
na slikah 3a do 3e na naslednjih straneh. Vidimo, da s tem preprostim
racunom kar dobro opisemo tvorbo meandrov.

Presenetljivo je, da se korito vedno bolj zapleta, ¢eprav tocko C pre-
mikamo tako, da se korito na odseku A — C izravna. O¢itno izravnavanje
na kratkih razdaljah vodi na velikih razdaljah v vedno veéje zapletanje.
Pravimo, da se lokalna teznja ne odraza tudi globalno. Taksno obnasanje
je znano tudi na drugih podro¢jih. Primera sta hitro pri roki. Indija je
prenaseljena. GostejSa poselitev pomeni manj zemlje na posameznika in
zato manj hrane, manj €iste vode, energije, zdravil... Mislili bi, da bo
tako tudi v druzinah — manj ko bo v druzini otrok, laze bo zivela. Pa ni
tako: druzinam z vec otroki gre v Indiji bolje. Tudi tu je lokalna teznja
v nasprotju z globalno. Drug primer zadeva tehnoloski razvoj ¢lovestva.
Pogosto slisimo, da bi kazalo razvoj upocasniti, saj bi tako imeli dlje casa
surovine in energijo. Prav o¢itno je, da bi Se posebno kazalo ustaviti razvoj
v oborozevanju, denar pa nameniti za kaj bolj koristnega. Pa premislimo!
Skupnost, ki bi zac¢ela tudi izvajati te za vse koristne ukrepe, bi se kmalu
izpostavila nevarnostim, ki jih prinasa nerazvitost — izgubi samostojnosti




Na naslednjih slikah je nekaj izracunanih okljukov. Na levi je prvotni tok, na desni pa

potem, ko smo ga lokalno izravnali.
a.

Slika 3b.

Slika 3
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Slika 3c.

Slika 3d.
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in biti na milost in nemilost prepuséen volji drugih. V ameriskem filmu
“Out of Africa” vidimo prizor, ko plemenski poglavar sprasuje priseljeno
Evropejko: “Kaj vam je prinesel ta vas napredek? Ali ste zato kaj bolj
sreéni?” Odgovora ni dobil, a je bil na dlani: “Ne, nismo bolj sre¢ni, ste
pa zaradi nas nesrec¢ni vi.” Priseljenci so se namre¢ namenili izseliti celo
pleme na neko neprijazno poboéje, ker so zeleli ozemlje, na katerem je
pleme zivelo dolga leta, spremeniti v nasad kave.

Slika 3e.

Andrej Likar

MILNI MEHURCEK

Okoli Zemlje napnemo milni mehuréek. Mehuréku dodamo dovolj milnice,
da se mu povriina zveéa za 1 m?. Pod zraénim pritiskom mehuréek spet
zavzame sfericno obliko. Za koliko se mehurcku zveca prostornina? Za
koliko naraste njegov polmer? (Predpostavis lahko, da je Zemlja krogla s
polmerom 7000 km.)

Tomaz Slivnik, ml.
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O FROBENIUSOVEM STEVILU

1

V daljnji dezeli placujejo le s kovanci po 7 in 10 denarnih enot. Katere
zneske lahko poravnajo?

Zastavljeno vprasanje zahteva dopolnitev. Sprasujemo seveda le po
zneskih, ki se povedo v naravnih &tevilih (saj zneska, ki je necelo Stevilo,
ni mogoce poravnati). Upostevati pa je potrebno $e nekaj. Recimo, da
ho¢emo v Sloveniji v kovancih izplagati 18 SIT. Odstejemo npr. tri kovance
po 5 SIT in tri po 1 SIT; lahko pa damo npr. §tiri kovance po 5 SIT in
dobimo nazaj kovanec 2 SIT. Znesek 18 SIT je bil prvi¢ poravnan brez
vracila, drugi¢ z vracilom.

Katere zneske je mogoce v daljnji dezeli izplacati z vracilom?

Ker je

7-3+10-(-2) =1, (1)

je moZno izplacati znesek 1. (Plagnik da tri kovance po 7 enot in vrnejo
mu dva kovanca po 10 enot.) Po mnozenju z naravnim stevilom n iz (1)
dobimo

7(3n) +10(—2n) =n (2)

in vidimo, da je mogoée poravnati znesek n. (Za 3n kovancev po 7 enot
vrnejo 2n kovancev po 10 enot.) Oznac¢imo z x Stevilo kovancev po T enot,
z y Stevilo kovancev po 10 enot in vsebino enakosti (2) povejmo takole:

A. Vsako naravno stevilo n izrazimo lahko v obliki Tz + 10y s celima
Steviloma x in y.
Ali:
Pri vsakem naravnem Stevilu n je enacba
Te+10y=n
resljiva v celih stevilih x, y.
Kako je v daljnji dezeli s placevanjem zneskov brez vracila?

Ker ni vracanja, nobeno od celih Stevil z, ¥ ne sme biti negativno.
Gre torej za natan¢no tiste zneske, ki jih lahko izrazimo v obliki

Tz + 10y, (3)

ko se x, y spreminjata po nenegativnih celih Stevilih

0, 1, 2.8, s (4)
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Moremo izplacati npr. vsote 7T = 7-1+4+10-0, 10 = 7-0+ 10- 1,
17=7-1+10-1; ne pa npr. 1, 8, 23.

Pokazimo, da je naravno stevilo n, vetje od 53, izrazljivo v obliki (3)
pri z, y iz (4) in da 53 take izrazitve nima.

Iz ugotovitve A vemo, da obstajata celi stevili zq, yo, ko je

Tro+ 10y =n. (5)

Delitev yp s 7 daje koliénik k in nenegativen ostanek r; stevili k, r sta celi
in
Yo=Tk+T, N=pL; (6)
Z najdenim k in znanim z naredimo celo stevilo 7y = zg + 10k; od tod
sledi
Igp=T1— 10k . (7)

Ko zapisa (6), (7) za yp in 2o vnesemo v (5), dobimo
ry+10r =n. (8)
Po privzetku je n > 53, zaradi (6) pa 0 < r < T; zato iz (8) izhaja ocena
Tr1=n—10r > 53 —60=—7.

Torej je Try > —T7 in tako 7y > —1; to pove, da je celo stevilo r; iz mnozice
(4); ker velja to tudi za r, imamo v (8) zeleno izrazitev za n.
Ali je lahko

7z + 10y = 53 (9)

pri z, y iz (4)? Ker je 10-6 > 53 in z ni negativen, more y v (9) biti le
0, 1, 2, 3, 4, 5. Ko te vrednosti za y postavimo v (9), dobimo za 7z po
vrsti 53, 43, 33, 23, 13, 3; nobeno teh §tevil ni deljivo s 7 in tako z v (9)
ni celo stevilo.

Dognali smo: Brez vracila morejo v daljnji dezeli poravnati vsak
znesek 54,55, 56, . . .; zneska 53 brez vracila ne morejo izplacati; od zneskov
1,2,...,52 lahko brez povracila placajo le nekatere.

Povejmo to ugotovitev Se drugace.



330 Matematika

B. Vsako naravno Stevilo n > 53 lahko zapiSemo v obliki Tz + 10y z
nenegativnima celima Steviloma z, y; za Stevilo 53 to ni mogoce.
Ali:

Za vsako naravno Stevilo n > 53 ima enacba
Tr+ 10y =n

resitev v nenegativnih celih Stevilih z, y; pri n = 53 enacba take
resitve nima.

Lahko se zgodi, da pri placevanju brez vracila placnik enega od obeh
kovancev za 7 ali 10 enot ne uporabi; ker ni vratanja, more npr. znesek
56 enot poravnati le tako, da nasteje osem kovancev po 7 enot.

Pa vzemimo, da v daljnji dezeli poostrijo pogoje izplacevanja. Dovo-
ljeno je le Se placevanje brez vracila in pri vsakem placilu je potrebno upo-
rabiti oboje kovance. Katere zneske je sedaj mogoée poravnati? Ravno ti-
ste, ki jih opise izraz Tz+ 10y, ko teceta x, y po naravnih stevilih 1,2, 3, .. ..
Natanénejsi odgovor vsebuje trditev

C. Vsako naravno stevilo n > 70 lahko izrazimo v obliki Tz + 10y pri
naravnih z, y; za n = 70 to ne velja.
Ali:
Za vsako naravno Stevilo n veéje od 70 ima enacba

Te+10y=n
resitev v naravnih stevilih x, y; pri n = 70 enacba take resitve
nima.
Enakosti
7-34+10-5=T71 7-8410-2=176
7-64+10:-3=72 7-1410-7=77
7-94+10-1=173 7-4410-5="178 (10)
7-24+10-6 =174 7-7T+10-3=79

7-54+10-4=175 7-104+10-1=280

kazejo, da za naravna Stevila od 71 do 80 drzi, kar pravi trditev C. Naj bo
sedaj naravno Stevilo n > 81 in Stevka njegovih enic j. Med stevili (10)
je ravno eno, ki ima enico j; zaznamujmo ga a; (npr. az = 72, ap = 80).
Ker je n > 81 in 71 > a; > 80, je razlika n — a; naravno Stevilo; ker
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se 1 in a; koncujeta z enako Stevko, je n — a; veckratnik od 10; torej je
n — a;j = 10k pri naravnem k. Iz (10) je a; = 7Tz + 10y z naravnima z, y
in n =Tz + 10(k + y) je Zelena izrazitev.

Ce bi bilo

Tz + 10y = 70 (11)

pri naravnih z, y, bi 7 delil 10y in potem 7 delil y; torej bi bilo y = Ts
pri naravnem s. Prav tako bi po (11) bil z deljiv z 10 in z = 10f pri
naravnem t. Najdena z, y, postavljena v (11), pripeljeta do 70(s + t) =
= 70 in po krajSsanju do s +t = 1. Za naravni Stevili s, £ to ne more
veljati (vsota dveh naravnih Stevil je 2 ali ve¢). Z naravnima z, y se torej
enacba (11) ne da izpolniti.

Trditev C je dognana.

Povzemimo: Ko morajo v daljnji dezeli pri placevanju brez vracanja

uporabiti oboje kovance, lahko placajo vsak znesek 71,72,73,...; zneska
70 ne morejo poravnati; od zneskov 1,2, 3,...,69 nekatere da, druge ne.
2

Zapustimo daljnjo dezelo in se pomudimo pri nekaterih posplositvah ugo-
tovitev iz razdelka 1. Namesto 7 in 10 vzamemo tuji naravni stevili a in
b, veéji od 1.

C. Ce sta a, b tuji naravni stevili, je vsako naravno stevilo izrazljivo
v obliki az + by s celostevilskima x, y.
Ali:

Naj bosta a, b tuji naravni stevili; pri naravnem stevilu n je ena¢éba
ar+by=n
resljiva v celih stevilih , y.
Trditve C ne bomo dokazovali. Povejmo samo, da npr. z Evklidovim
algoritmom na a, b pridemo do celih stevil z;, y;, takih, da velja
ary +by =1.

Pri celih stevilih zg = nx;, yo = ny; je potem

azo+ by =n.
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D. Naj bosta a, b tuji naravni stevili, vecji od 1, in
g(a,b) =ab—a—b. (12)
Vsako naravno Stevilo n > g(a,b) je izrazljivo v obliki az + by z
nenegativnima celoStevilskima x, y; za n = g(a, b) to ne drzi.

Ali:
Pri tujih naravnih stevilih a, b, veéjih od 1, ima enaéba

az+by=n (13)

za vsako naravno Stevilo n > g(a,b) resitev v nenegativnih celih
stevilih z, y; za n = g(a,b) take resitve nima.

Trditev D dozenemo podobno kot B. Po C obstajata celi stevili zq, %o,
ko je

azp+by=n. (14)
Ko delimo yg z a, dobimo koli¢nik k in ostanek r ter imamo
yo=ka+r, 0<r<a (15)

pri celostevilskih k, r. Znani zg, b, k dolo¢ajo celo stevilo ry = xg + kb in
od tod je

zo=11—kb. (16)
Postavimo (16) in (15) v (14) pa smo pri enacbi
ar1+br=n. (17)
Zaradi (15) je r najvet a — 1; zato iz (17) izhaja ocena
ari +bla—1)>n.
Upostevamo privzetek n > ab — a — b in dobimo
ari >ab—a—-b—bla—1) ali ar >a.

Torej je celo stevilo r; > —1 in tako ry > 0; po (15) je tudi r > 0 in (17)
predstavlja resitev enacbe (13) v nenegativnih celih stevilih z =, y = r.
Ali je lahko

ar+by=ab—a—> (18)
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pri nenegativnih celogtevilskih z, y? Potem je
alz+1)=bla—1—-1y)
in b deli a(z + 1); ker je b tuj a, mora b deliti  + 1 in je zato

z=—1+sb. (19)

Tu je s naravno Stevilo, saj je  nenegativno celo stevilo in b naravno
stevilo. Iz (18) sledi tudi

by+1)=alb-1-2).
Od tod vidimo, da a deli y + 1 in je potem

y=—-14+ta (20)

pri naravnem Stevilu ¢. Zapisa (19), (20) sledita iz predpostavke, da
x, y ustrezata enacbi (18). Ko ju vanjo vnesemo, po skréenju dobimo
(s+t)ab = ab. Ker je ab # 0, je s+t = 1. V naravnih stevilih pa to ne
gre.

Trditev D je dognana.

Naravni Stevili a, b sta po privzetku vecji od 1 in tuji, zato razlicni.
Kadar sta najmanjsi, je eno 2, drugo 3; torej je

ab—a—-b=(a—-1)b—-1)—-1>2-1=1.

7 (12) podano celo stevilo g(a,b) je tako pozitivno in liho, saj sta a, b
tuja. Imenuje se Frobeniusovo stevilo za a, b. ,

Zaznamujmo s h(a,b) stevilo naravnih stevil, ki jih ne moremo iz-
raziti v obliki az + by, kjer sta x, y celi nenegativni stevili. Najvecje
naravno stevilo te vrste je po trditvi D Frobeniusovo stevilo g(a,b). Zato
je h{a,b) > 1. Do boljse ocene privede kratek razmislek.

Ce sta naravni stevili ny, ng izrazljivi, obstajajo nenegativni celoste-
vilski 1, Y1, T2, Y2, da je

azy + by =ny, azz +bys = ns .
Po sestetju dobimo
a(zy +x2) + b(y1 +y2) =n1 + no

in vidimo, da je obenem z n;, ns tudi vsota n; 4 ny izrazljiva (saj sta
21 + To, Y1 + Yo nenegativni celi Stevili).
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Vse moznosti, kako zapisati g(a,b) z vsoto dveh nenegativnih celih
stevil, so

0+ g(a,b) = g(a,b)

1 4 (g(a, b) — 1) = 9(“! b)

2+ (9(a,b) - 2) = g(a, b) (21)

(g(a! b) -1)+1= g(a's b)
gla,b)+0 = gla,b)

V vsaki od teh enacb vsaj eden od obeh sumandov na levi strani ni iz-
razljiv; ¢e sta namre¢ oba sumanda izrazljiva, je po prejsnjem odstavku
tudi njuna vsota g(a, b) izrazljiva; vemo pa, da g(a, b) ni izrazljiv. Ker je
gla,b) lih, sta v vsaki od enatb sumanda razliéna, isti sumand nastopa
ravno v dveh ena¢bah (npr. 1 v drugi in predzadnji enaébi). Neizrazljivih
sumandov je tako vsaj toliko, kot je poloviéno stevilo enacb (21). Zato
drzi

h(a,b) > (5 (g(a,b) +1) (22)

Zgled. V skladu z (12) smo ze v B nasli g(7,10) = 53; po (22) je
h(7,10) > 27.
Izpeljimo 3e trditev:

E. Pri tujih naravnih stevilih a, b, vecjih od 1, vsako naravno Stevilo
n > ab lahko izrazimo v obliki ax + by z naravnima x, y; zan = ab
take izrazitve ni.

Al
Pri tujih naravnih Stevilih a, b, ki sta nad 1, je za vsako naravno
stevilo n > ab enacbha

ar +by=n
resljiva v naravnih Stevilih z, y; za n = ab take resitve ni.
Vsako naravno stevilo n > ab lahko zapiSemo n = ab + j, kjer je j

naravno stevilo. Po ugotovitvi D obstajata nenegativni celi stevili zq, yo,
ko je

arg+by=ab—a—-b+7.
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Seveda velja

a-1+b-1=a+b.

1z vsote teh enach

a(zo +1) +b(yo +1) = ab+j

ze sledi zahtevana izrazitev za n > ab; od celih stevil zy, yg namreé nobeno
ni negativno, zato sta xg + 1, yp + 1 naravni stevili.
Ce bi pri naravnih stevilih z, y imeli

ax + by = ab, (23)

bi iz tujosti a, b izhajalo, da je * = sb, y = ta pri naravnih s, #; to bi v
(23) pripeljalo do nemogoce enacbe s+t = 1.
Trditev E je dognana.

3

V razdelku 2 smo si ogledali, katera naravna Stevila zavzame izraz ax + by,
¢e sta a, b tuji naravni Stevili nad 1 in se z, y spreminjata po celih,
nenegativnih celih ali le po pozitivnih celih Stevilih. Povejmo Se nekaj
besed o tem v splosnem primeru.

Naj bodo ¢, ¢2,...,c tuja naravna Stevila, ustrezajoca pogoju

Ly Sies &8 By
int > 3.
Vsako naravno stevilo n lahko izrazimo v obliki
C1T1 +CaT2 + -+ CiTy =N,

kjer so 1, T2, ..., cela Stevila.
Najvecje naravno Stevilo, ki ga ne moremo zapisati v obliki ¢jzq +
+ a9 + - -+ + ¢pry z nenegativnimi celimi zq, x3, ..., x¢, se imenuje Fro-

beniusovo stevilo za ¢y, ¢, ..., ¢ in ga oznaéujemo g(ey,cz,...,¢). Zanj
velja

c1—1<g(c1,62,...,6) < creat+eicg+---+eicg—ci1—cg—--—cp . (24)
V razdelku 2 smo nasli g(cy,¢2) = c1e0 — ¢1 — c2. Za g(c1,ca,...,¢4)
pri t > 3 tak obrazec ni poznan. Je pa mogoce véasih g(ci,ca,...,¢)
doloéiti, ée imajo ¢1, ¢a, - . ., ¢; poleg zgornjih e kakdne dodatne lastnosti.

Navedimo dva takSna primera.
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Ce sta od &tevil ¢, ca, c3 vsaki dve tuji, je
g(cica, cac3, c3¢1) = 2¢102€3 — €162 — €2C3 — €3Cy

Za zaporedna naravna Stevila ¢,c+ 1,¢+ 2,...,c+ ¢ — 1 in ¢ vedji
od 1 je

c+t2-3 t2—t—2 (2c+t—1)t

glc,e+1,e42,...,c+t 1)—[ o } 5 + 5 .
(25)

Oglati oklepaj v (25) pomeni, da je treba vzeti najveéje celo dtevilo, ki ne
presega Stevila (c+t> —3)/(t—1). Npr. za ¢ = 100, t = 3 iz (25) najdemo

9(100,101,102) = 53 - 100 + 2 — 101 - 3 = 4999 .
Naj pomeni h(cy,es,...,c;) Stevilo naravnih $tevil, ki jih ni mogoce

izraziti v obliki ¢yz; 4+ eoxs + + -+ + cpzy pri nenegativnih celodtevilskih
T1,Z2,...,74. Podobno kot v (23) ugotovimo

hlei,ea,...,6) > =(g(e1 a0 00y0e) +1).

B3| =

Najvecje naravno Stevilo, ki ga ne moremo izraziti kot vsoto cyzq +
+ecaxg+- - ~+epxy pri naravnih x4, o, . . ., 1y, zaznamujemo f(ey, ca, ..., ¢1);
s Frobeniusovim Stevilom je takole povezano

flen,ea,..00e) = glar, ey yet) +er+ e+ + ¢ (26)
Iz g(100, 101, 102) = 4999 sledi po (26)
f(lUU, 101, 102) = 4999 + 303 = 5302.

Za vsako naravno &tevilo n > 5302 obstajajo naravna Stevila xzy, x9, T3,
da je 100z 4+ 101z2 + 10223 = n. Ni pa mogoce v tej obliki zapisati 5302
(in nekaterih manjsih naravnih stevil).

Pripis. Ferdinand Georg Frobenius se je rodil leta 1849 v Berlinu in
tam umrl leta 1917. Po konéanem studiju v rojstnem mestu je bil profesor
najprej na politehniki v Ziirichu, nato na univerzi v Berlinu. Deloval je
na raznih podroéjih matematike, zlasti pomembni so njegovi prispevki v
algebri.
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Naloge.

1. Trditvi D, E drzita tudi tedaj, ¢e izpustimo zahtevo, da sta a, b nad 1;
ni pa g(a,b) vet naravno stevilo. Prepri¢aj se o tem.

2. Katera naravna Stevila lahko izrazimo v obliki az + by z nenegativ-
nima celostevilskima z, y, ¢e naravni stevili a, b nista tuji?

3. Preveri, da je h(7,10) = 27, h(7,11) = 33.

4. Stevilo 140 lahko le na en nacin izrazimo v obliki 7z + 10y, e naj
bosta z, y naravni Stevili (namre¢ z = 10, y = 7). Toda 141 je mogoce

5. Vse celostevilske resitve enacbe

100z; + 101z9 4+ 10223 = 5302

so zajete z obrazcema
Ty =581+z3+101lv, x9=2-—2z3— 1000,

ko z3, v teceta po celih stevilih. Od tod takoj vidimo, da enacbe
ni mogoée izpolniti v naravnih stevilih. (Da bo x5 naravno stevilo,
mora biti z3 =0, v =0.)

6. Postne pristojbine so 40, 41, 42, 43,... denarnih enot, poravnati jih
je mogoce le z leplenjem znamk. Uprava se odloéi, da bo izdala
znamke le dveh razlicnih vrednosti, ne bo pa med njima znamke z
vrednostjo 1. Ugotovi, da sta samo dve izbiri: znamki za 2 in 41 ali
pa za 5 in 11 denarnih enot.

Joze Grasselli

KOLIKO BESED

Izragunajte, koliko razliénih besed lahko sestavimo iz znakov, ki sesta-
vljajo besedo MATEMATIKA. Za besedo Stejemo vsako (neprazno) zaporedje
znakov, pri cemer ne zahtevamo, da to zaporedje pomeni smiselno besedo
slovenskega jezika. V besedah, ki jih Zelimo presteti, lahko posamezno
érko uporabimo kvegjemu tolikokrat, kolikorkrat nastopa v besedi MATE-
MATIKA. Crko A lahko torej uporabimo najveé trikrat, érka E pa lahko
nastopa enkrat ali pa sploh ne. Da boste lazje preverili pravilnost vasega
razmisleka, vam povem, da lahko iz znakov besede PRESEK sestavimo 1010
razlicnih besed.

Martin Juvan
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REP

V jasnih poletnih noc¢eh, posebno tistih brez mesecine, lahko visoko na
jugu in okoli nadglaviséa opazujemo tri zelo svetle zvezde. To so Vega,
Atair in Deneb (slika 1). Tokrat posvetimo vso pozornost zvezdi Deneb,
glavni zvezdi v ozvezdju Labod. Mimogrede, beseda deneb je arabska in
pomeni rep, v naSem primeru rep laboda (slika 2 in 3). Ime zvezde torej
natancéno pove, kje v ozvezdju lezi zvezda.

Slika 1. Svetle zvezde: Vega v ozvezdju Lira, Atair v Orlu in Deneb v ozvezdju Labod
sestavljajo znacilni nebesni trikotnik, ki ga lahko opazujemo v jasnih noéeh veé mesecev
vse od poletja do zime,
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Ceprav je zvezda Deneb po
siju Sele na dvajsetem mestu, jo
brez tezav izsledimo. Deneb pri-
pada zvezdam, ki vzhajajo in za-
hajajo. Znacilno zanjo je tudi,
da pride v nasih krajih pri svo-
jem navideznem gibanju nad ob-
zorjem natanéno v nadglavisée ali
zenit. To mjeno znaéilnost bomo
uporabili za zanimiva opazovanja.
Tako lahko ugotavljamo, kje (stran
neba) in kdaj Deneb vzide, kdaj
pride v nadglavisée, kje in kdaj za-
ide. Zapisemo, kaj smo opazili.

Slika 2. Let nebesnega Laboda proti jugu -
v repu te ptice lezi zvezda Deneb (a Orla),
od nas dobrih 800 svetlobnih let oddaljena
orjakinja, ki je okoli 45-krat vecja od Sonca
in seva s svetlobno mocjo kar 25 000 Sonc.

Slika 3. Ozvezdje Labod, prikazano v stari zvezdni karti.

Ocenimo lahko ¢éasovni presledek med vzidom in zaidom zvezde (toli-
ko ¢asa je namre¢ Deneb nad obzorjem, e je ves €as vidna, pa je ze drugo
vpraSanje), ¢as od vzida do prihoda zvezde v nadglavisce ali cas od prihoda
zvezde v nadglavisée do njenega zaida. Case primerjamo med seboj.
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Opazujemo s prostim ocesom in iz istega opazovaliSéa. Opazovanja
lahko prikazemo v tabelariéni obliki, npr. takole:

Cas, smer vzida in zaida zvezde Deneb in ¢as njenega prihoda v zenit

Zyezda
datum vzid stran neba| zenit stran neba zaid tas nad
ura min ura min ura min |obzorjem
1. 9.
15. 9.
1.10.

Ugotovitve zapisite.!

Ugotavljamo lahko tudi, kako zvezda sveti, ali je njena svetloba ves
¢as stalna ali ne in ali zvezda migota (scintilira), kadar jo opazujemo
nizko in visoko na vzhodnem delu neba, ob zenitu ter visoko in nizko
na zahodnem delu neba. Migotanje zvezde opiSemo z besedami: moécno,
gibko (malo), nié, npr. v taki preglednici:

Migotanje zvezde Deneb

Kaksno je migotarlje-mde'Deneb :
datum | vzhodna stran neba zenit zahodna stran neba | opombe
15° do 20° |30° do 40° 90° 30° do 40° |15° do 20°

1. 9.
156. 9.
1.10.

Ugotovitve zapisite.!

Opazovanje, prikazano v prvi tabeli, lahko sicer opravimo tudi z vr-
tljivo zvezdno karto ali na rac¢unalniku, vendar raje opazujte na prostem,
kjer dozivite vso velicastnost zvezdnega neba.

Morda se zdijo predlagana opazovanja lahka. Poskusite se jih lotiti.
Kmalu boste ugotovili, da zahtevajo celega ¢loveka.

Marijan Prosén

1 Totko obzorja, kjer vzide in zaide zvezda, to je vzhajalisce in zahajalisée zvezde;
ali se spreminjata vzhajalisce in zahajalis¢e zvezde; kako in zakaj se s spreminjanjem
visinskega kota spreminja migotanje zvezde itn.
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LAZNIVI KLJUKEC

Laznivi Kljukec se je zacel zanimati za astronomijo in opazoval je zvez-
dnato nebo. “Kako zanimivo!”, je porocal prijateljem. “Nebo sem opa-
zoval julija, na Jadranu, da me ponoéi ni preve¢ zeblo. Velicastni Orion
je sijal sredi neba, poleg njega, malo bolj na levo in navzdol pa je sijal
Sirius. Ko sem ga pogledal skozi mocan daljnogled, sem opazil, da sveti
kot majhna Luna v prvem krajeu. Tudi Venera je izgledala tako, svetila
je Se pozno v no¢, najlepse sem jo lahko opazoval okrog polnoci. Prav
takrat je zacel vzhajati Merkur, ki pa ga je zaradi zelo majhne velikosti
tezko izslediti. Ker imam sam veliko izkuSenj z opazovanjem, mi ga ni bilo
tezko prepoznati po hitrem gibanju okrog Sonca. Prav ocitno je bilo, da
se ni gibal z enako kotno hitrostjo kot zvezde v ozadju. Prav lahko je bilo
opaziti rdeckasti planet Mars. Tudi ta se na nebu ni premikal skupaj z
zvezdami, bil je povsem negiben, kot lu¢ na visokem tovarniskem dimniku.
V knjizici “NaSe nebo” sem pozneje prebral, da je bil takrat v zastojni
tocki. Kmalu po polnoéi je vzsla Luna in ker je bila polna, sem usmeril
daljnogled nanjo. Pri najvecji povecavi sem brez tezav videl sledi astro-
navtov na njej, posebej Se zastavo, odtisi ¢evljev pa so bili slabo vidni,
ker jih je ze spihal veter. Pogled proti Severnici ni bil ni¢ posebnega, ujel
pa sem jo tik preden je zasSla skupaj z Malim vozom za severno obzorje.
Proti jutru sem ¢akal zvezdo Danico. S tem imenom ozna¢imo planet, ki
je na jutranjem nebu najsvetlejii. To pot je bil to planet Pluton, ki je
svetil Se potem, ko se je sij drugih zvezd izgubljal v jutranji zarji. Potem
sem opazoval umetne satelite. Podobno kot planeti, sateliti ne sevajo, le
odbijajo svetlobo s Sonca. Zato jih vidimo le zvecer in zgodaj zjutraj,
ko je Sonce le malo za obzorjem. Izbral sem si takega, ki obkrozi Zemljo
v desetih minutah, in sem zato kar sestkrat videl njegov velicastni prelet
preko neba. Ker se je noé¢ pocasi prevesala v jutro, nisem hotel zamuditi
sonénega vzhoda. In res se je pokazala velikanska krogla na obzorju, to
pot je bila modra, kar je napovedovalo poslabsanje vremena in dezevne
dni.”

Prijatelji so strmeli in sramovali so se svoje nevednosti, saj sami nikoli
niso tako podrobno opazovali neba. Obéudovali so Kljukéevo iznajdljivost
in se ¢éudili, da je ta zaspane zdrzal vso noc¢ pri daljnogledu. Le Petru ni
slo v ra¢un, da je Kljukec tako ndobno opazoval ozvezdje Oriona, saj sta
z otetom pri tem vedno prezebala. A Kljukcu so vsi verjeli, saj je celo
uéitelje spravljal v zadrego s svojim obseznim znanjem. Morda bi kdo
od bralcev le naSel kaksno nenavadnost v Kljukéevem porocilu. Izzrebani
bralci, ki bodo nasli in utemeljili ¢éimve¢ Kljukéevih lazi, bodo dobili vr-
tljivo zvezdno karto.

Andrej Likar
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TEZAVE POSTAJNEGA NACELNIKA

V mestu PopPush je znamenita zelezniska postaja, zgrajena Se v prejsnjem
stoletju. Zal so bila sredstva za gradnjo takrat zelo omejena. Zato je
postaja na slepem tiru, do katerega vodi tir iz smeri A, iz njega pa izhaja
tir v smeri B (glej sliko).

B A

(2) |od

W

POSTAJA

30 92

Lokalna tradicija je, da vsak vlak, ki pride iz smeri A, nadaljuje
pot v smeri B z na doloéen naécin preurejenim vrstnim redom vagonov.
Predpostavi, da ima vlak, ki prihaja iz smeri A, N < 1000 vagonov,

osteviléenih naras¢ajoce: 1,2,..., N. Postajni nacelnik mora vedeti, ali
je vagone, ki prihajajo iz smeri A, mozno preurediti tako, da bo njihov
vrstni red v smeri B enak a;,as,...,ay. Enega ali ve¢ vagonov lahko z

vlaka odpnejo in zapeljejo na postajo, od tam pa na izhodni tir v smeri
B. V vsakem trenutku je na postaji lahko poljubno mnogo vagonov. Ko
vagon pride na postajo, se ne more ve¢ vrniti na tir v smeri A. Prav tako
se vagon ne more vrniti nazaj na postajo, ko jo enkrat zapusti v smeri B.

Pomagaj postajnemu nacelniku in sestavi program, ki doloci, ali je
mozno dobiti Zeleni razpored vagonov. Na primer, za podatke 1 34 5 2
bo odgovor pritrdilen (Da), za podatke 1 3 5 2 4 pa nikalen (Ne).

Matija Lokar
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JURIJ VEGA - Govor v Zagorici marca 1999

Po tradiciji se v okviru obéinskega praznika obéin Moravée in Dolsko po-
klonimo tudi spominu na rojaka barona Jurija Vego, ki je bil rojen leta
1754 prav tu, kjer sedaj praznujemo. Naj na kratko osvetlim njegovo de-
lovanje na mnogih podrocjih. Delo in pomen nasega rojaka je podrobno
osvetljeno ze v mnogih knjigah. Nedavno je ga. Gerlinde Faustmann na-
pisala doktorat, ki tudi obravnava Vegovo delo. Prav dosti novega ni
odkrila, z novo najdenimi dokumenti pa je ga. Faustmann znanstveno
utrdila mnoga ze prej znana dejstva.

Vega je kot profesor na topniski akademiji na Dunaju napisal stiri
ucbenike visje matematike, mehanike in balistike. Vet spisov je sestavil s
podrocja fizike in v podporo metricnemu sistemu, ki so ga tedaj po vzoru iz
Francije uvajali tudi v Avstriji. Najpomembnejse delo pa so njegove stiri
knjige logaritmov, ki so bile v uporabi vse do prihoda ra¢unskih mehanskih
strojev in pozneje racunalnikov. Posebno Logaritmicno-trigonometriéni
prirocnik iz leta 1793 je dozivel izdaje v veé kot desetih jezikih. Leta 1971
npr. je izéla zadnja, 102. nemska izdaja tega prirocnika.

Pomembno podroéje Vegovega delovanja je tudi balistika. Ni se omejil
le na teorijo, saj so po njegovih navodilih tedaj izdelovali moZnarje, ki so
streljali mnogo dlje kot drugi sodobni. Konéno ne smemo pozabiti na
njegovo vojasko delovanje. Kot poveljnik topnicarjev se je kot avstrijski
drzavljan udelezil mnogih bitk; omenim naj tudi Vegovo odloéilno vlogo
pri osvoboditvi Beograda izpod Turkov.

Za vojaske in znanstvene zasluge je bil Vega poviSan v plemigki stan.
Po smrti je bil poimenovan po njem krater na Luni. Njegovo ime nosi tudi
vojasnica v dunajskem 14. okrozju, v Ljubljani pa ima ulico. Poleg kipa
v Morav¢ah stoji Vegov kip pred Fakulteto za elektrotehniko v Ljubljani,
mavéni odlitek tega kipa pa je v osnovni Soli na Dolskem.

Konéno naj se Se vprasamo, ali je kljub zaposlenosti in ¢astem baron
Jurij Vega ostal zvest domovini. V njegovem ¢asu morda ni mogoce go-
voriti o narodnostni, slovenski zavednosti; moremo pa z gotovostjo trditi,
da je bil Vega zaveden Kranjec, ki svojega izvora ni tajil. Kot dokaz na-
vajam, da je proti koncu svojega zivljenja, ki se je prekmalu in tragi¢no
koncalo leta 1802, potem, ko je Ze izgubil vecino svoje druzine, poslal
zbirko svojih znanstvenih del kranjskim dezelnim stanovom s pismom, ki
izraza hvaleznost za izobrazbo, prejeto v Ljubljani na jezuitski soli. Prav
letos mineva 200 let od tega baronovega plemenitega dejanja.

Vam, obéanom Dolskega in Moravé, ¢estitam k vasemu obcinskemu
prazniku in k dejstvu, da imate za rojaka svetovno znanega u€enjaka,
vojskovodjo in zvestega sina domovine — barona Jurija Vego.

Anton Suhadole
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O HELIKOPTERJIH

Clanek Mojce Cepié o podmornici na vzmet v Preseku me je spomnil na
poskus, pri katerem je vodoravna mizica vrtiljiva okoli navpicne osi in je
preko polzaste vzmeti povezana z ohi§jem. Eno krajisce vzmeti je privito
na ohisje, drugo na os mizice, tako da mizica lahko su¢no niha. Na mizico
je pritrjen majhnen elektromotor, vrtljiv okoli navpiéne osi, ki lezi v osi
mizice (slika 1). Elektromotor prikljuéimo na izvir napetosti z lahkima
ohlapnima zicama. Ko se zacne elektromotor vrteti, se mizica odkloni iz
zatetne lege. Cez ¢as se motor vrti s konstanto kotno hitrostjo in mizica
ni ve¢ odklonjena. Ko motor izkljutimo in se zacne zaustavljati, se mizica
odkloni na nasprotno stran. Cez ¢as motor obmiruje in mizica je zopet v
zacetni legi.
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Slika 1. Okvirna risba motorja, mizice in ohi§ja v prvem delu poskusa: O os, L lezaj,
R wvrtljivi in S mirujo¢i del motorja, M mizica, K kazalec, pritrjen na mizico, SK
skala, pritrjena na ohisje, P polzasta vzmet, N ohisje. Pri poskusu se pri pogledu od
zgoraj vrtljivi del vrti v smeri urnega kazalca. Tako vrtenje zaznamujemo s puséico
navpiéno navzdol; v to smer bi lezel desni sveder, ée bi ga vrteli, kakor se vrti opazovano
telo. Pred poskusom in dolgo ¢asa po njem mizica ni odklonjena (zgoraj desno), pri
pospesevanju, ko motor prikljucimo, se odkloni na eno stran (v sredini) in pri zaviranju,
ko motor izkljuéimo, na drugo (spodaj).
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Vrtljivi del motorja na mirujoci del deluje z navorom, ki je enako velik
kot navor mirujocega dela na vrtljivi del, a ima nasprotno smer. Tako
pravi tretji Newtonov zakon ali zakon o vzajemnem uéinku za navore.
Mislimo na vrtljivi del motorja. Ko elektromotor prikljuéimo, magneti v
mirujocem delu zaénejo z navorom delovati na vrtljivi del, ki se zaradi tega
pospeseno vrti. Vrtljivi del deluje z nasprotnim navorom na “mirujoéi”
del, ki se zaradi tega skupaj z mizico odkloni v nasprotno smer, dokler
ohisje preko polzaste vzmeti ne uravnovesi tega navora. Cez ¢as se vrtljivi
del enakomerno vrti in mirujo¢i del nanj ne deluje veé z navorom. Tedaj
tudi vrtljivi del ne deluje z navorom na mirujoci del in mizica ni ve¢
odklonjena iz zacetne lege. Na navor trenja v lezajih se nismo ozirali.

Potem ko motor izkljuéimo, zacne navor trenja v lezajih zavirati vr-
tljivi del. Vrtljivi del deluje na mirujoéi del z nasprotno enakim navorom
in mizica se odkloni v smer, v katero se vrti vrtljivi del. Cez cas se vr-
tljivi del zaustavi, nanj ne deluje ve¢ navor lezajev in zato ni nasprotnega
navora. Mizica zopet ni ve¢ odklonjena od zacetne lege. Poskus je opisan
v prvem delu srednjesolskega uébenika Fizika I. Kuséerja in A. Moljka.

Poskus lahko nadaljujemo. Na os vrtecega se dela pritrdimo majhen
vijak (propeler). Izid poskusa je zdaj drugacen. Mizica je odklonjena
tudi, ko se vrtljivi del vrti s konstantno kotno hitrostjo (slika 2). Mislimo
na motor kot celoto, h kateri sodi tudi vijak, ne samo na vrtljivi del.
Del motorja miruje in del se vrti s konstantno kotno hitrostjo, zato je
vsota vseh navorov, ki delujejo na motor, enaka ni¢. Navor ohisja preko
polzaste vzmeti je nasprotno enak navoru zraka na vijak. Kaj se primeri,
¢e polzasto vzmet odvijemo od osi, da mizica z motorjem ni veé¢ povezana
z ohigjem in se prosto vrti? “Mirujoc¢i” del, to je motor z mizico, se zacne
vrteti v nasprotno smer kot vijak. A poskus moramo kmalu prekiniti, ker
bi se zapletle dovodne zice. _

Bralec je ze sam ugotovil, da poskusi z motorjem na mizici ustrezajo
poskusom s podmornico. Poskus na prosto vrtljivi mizici ustreza poskusu
s podmornico v vesoljski ladji, poskus z mizico s pritrjeno polzasto vzme-
tjo pa poskusu s podmornico v vodi. Navor teze in vzgona na zra¢ni
mehur ustreza navoru polzaste vzmeti in nagib podmornice, o katerem
pri¢a nagib periskopa, odklonu mizice.

Na poskuse navezemo razmisljanje o helikopterjih, ki navpi¢no vzle-
tijo in pristanejo. Vrtljivi del motorja z vijakom ustreza vijaku helikop-
terja z vrtljivim delom, mirujoéi del motorja pa ohi§ju motorja s trupom
helikopterja. Helikopter je bilo veliko teze izdelati kot letalo. Resiti so
morali ve¢ tehniénih problemov, od katerih imajo nekateri zanimivo fizi-
kalno ozadje. Med drugim so morali izdelati motor z dovolj veliko mocjo in
dovolj majhno tezo. Krila vijaka poskrbijo za dinamiéni vzgon ali preéno
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silo, ki uravnovesi tezo. Za razliko od obicajnih letalskih kril, ki so togo
povezana s trupom letala, se krila helikoptrskega vijaka gibljejo glede na
zrak, cetudi helikopter miruje. Helikopter ustreza motorju na mizici, ki
je polzasta vzmet ne povezuje s ohi§jem. Kako preprecijo, da se trup
helikopterja ne vrti okoli navpicéne osi v nasprotno smer kot vijak?

Slika 2. Okvirna risba za drugi del po- M= F/f

skusa, pri katerem na os motorja pri- / j \ \
trdimo vijak. Krila vijaka so zasukana v
tako, da zrak potiskajo navzdol. He- 3 ) o L

likoptrski vijaki imajo od dve do pet
kril z dolzino od 5 do 12 metrov in vec.
Vijaki evropskih helikopterjev se vrtijo
vecinoma v smeri urnega kazalca, ¢e
Jjih gledamo navzdol, amerigki pa v na-
sprotni smeri. Tu smo se odloécili za
evropsko smer. : - i

Pouéno je pojav podrobneje raz- | ] ¢
¢leniti. Sunek sile kril na zrak je po iz- i M3y
reku o gibalni koli¢ini enak spremembi 2 ] | s
gibalne koli¢ine zraka: Ft = G —Gp =
= @G, ¢e je G konéna komponenta gi- : =1 =
balne kolic¢ine zraka v smeri navpiéno s
navzdol. Sila zraka na krila Fy, je po |
zakonu o vzajemnem ucinku nasprotno
enaka sili kril na zrak F in enaka ne- ]
gativnemu toku gibalne koli¢ine zraka
Fy = —F = —G/t. Tok spremenimo z
nagibom kril proti vodoravni ravnini in
tako uravnavamo gibanje helikopterja
v navpicni smeri.

Sunek navora kril je po izreku o vrtilni koli¢ini glede na nepremiéno os enak
spremembi vrtilne koli¢ine zraka Mt = I'—I'g = I, ¢e je I konéna vrtilna koli¢ina zraka.
Navor zraka na vijak (vrtljivi del) M je po zakonu o vzajemnem uéinku nasprotno enak
navoru vijaka (vrtljivega dela) M na zrak in enak negativnemu toku vrtilne koli¢ine
zraka My = —M = —T'/t. Vrtljivi del se vrti s konstantno kotno hitrostjo, zato je po
izreku o ravnovesju vsota navorov enaka ni¢ in je navor zraka na vijak (vrtljivi del) M,
nasprotno enak navoru mirujoéega dela na vrtljivi del M>. Po zakonu o vzajemnem
uéinku je navor vrtljivega dela na mirujoéi del M3 nasprotno enak navoru mirujoéega
dela na vrtljivi del M2. Po izreku o ravnovesju je navor ohiSja (polzaste vzmeti) na
mirujoci del My nasprotno enak navoru vrtljivega del na mirujoéi del M3. Zakon o
vzajemnem ucinku povezuje navor prvega telesa na drugo telo z navorom drugega telesa
na prvo telo, izrek o ravnovesju pa zagotavlja, da je enaka ni¢ vsota navora drugega
in navora tretjega telesa na prvo telo, ki miruje ali se enakomerno vrti. Na motor
kot celoto delujeta kot edina zunanja navora navor zraka My in navor ohisja (polzaste
vzmeti) My. Izrek o ravnovesju se za motor glasi My + My = 0. To sledi tudi iz zveze
My + My + M3 + My = 0, ker sta notranja navora M in M3 po zakonu o vzajemnem
uéinku nasprotno enaka in ne vplivata na gibanje motorja.

J"u'l]

M
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Iz 14. stoletja je znana kitajska vrtavka v obliki trikrilnega vijaka,
ki ga zavrtimo in se dvigne v zrak. V tem primeru navor zraka samo za-
vira vrtenje vijaka, sestavljenega iz enega kosa. Leonardo da Vinci je leta
1483 narisal naért za letalno napravo, ki jo imajo nekateri za prvo zamisel
helikopterja (slika 3). V tem primeru bi se trup vrtel v nasprotno smer
kot “vijak”. Leta 1907 so poskusi s francosko napravo s §tirimi vijaki, ki
sta se po dva in dva vrtela v nasprotnih smereh, zbudili upanje, da bo
mogoce izdelati helikopter. Leta 1923 je Spanski konstruktor naredil velik
korak z letalom z obi¢ajnim vijakom, a brez krila, ki bi bilo togo pove-
zano 8 trupom. Namesto tega je imelo stirikrilni vijak, ki se je vrtel okoli
navpiéne osi prosto, ne da bi ga poganjal motor. Letalo je varno pristalo,
ko so v veliki visini izkljuéili motor. Vrteéi se vijak z navpicno osjo je
poskrbel, da ni padalo prehitro. Podobno padajo tudi vrteca se semena
javora ali érnega bora, ki pa so iz enega kosa. Leta 1936 je nemski kon-
struktor izdelal helikopter z dvema vijakoma, ki sta se vrtela v nasprotnih
smereh. Nekateri mislijo, da je bil to prvi pravi helikopter. Po podobnih
nacrtih drugega nemskega konstruktorja iz leta 1940 so izdelali Ze tiso¢
helikopterjev.

DT ER A RO R S S

Slika 3. Ena od najznamenitejsih risb Leonarda da Vincija kaze naért za letalni stroj, v
katerem je mogoce videti prvo zamisel helikopterja. Na kovinsko ogrodje z radijem 4,8
metra je napeto platno v obliki vijaéne ploskve. Vijak naj bi preko vzvodov poganjali
ljudje, ki bi hodili po ogrodju, ali z vrvjo, navito na os. Ob risbi je besedilo: “Mislim, da
se bo vijaéna naprava v zraku [...] dvignila, ¢e bo dobro narejena, to je iz poSkrobljenega
platna (da bodo zaprte vse pore), in se bo hitro vrtela.”
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Slika 4. V Zestdesetih letih so uporabljali ruski tovorni helikopter MI-10 z enim glavnim
vijakom in z manjsim vijakom z vodoravno osjo na repu po zamisli 1. Sikorskega (zgoraj)
in helikopter Boeing Vartol 107 za prevoz potnikov z dvema glavnima vijakoma, ki se
vrtita v nasprotnih smereh (spodaj).

Dotlej so imeli vsi helikopterji dva vijaka na eni osi ali dveh vzpo-
rednih oseh, ki sta se vrtela v nasprotnih smereh, tako da je bil skupni
navor zraka na vijaka glede na tezice helikopterja enak ni¢ in se zaradi
tega trup ni vrtel. Leta 1941 pa se je Rus Igor Sikorsky v ZDA prvié dvi-
gnil s svojim helikopterjem z enim glavnim vijakom z navpi¢no osjo. Na
repu je imel helikopter manjsi vijak z vodoravno osjo. Preéna sila zraka
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na manjsi vijak povzroci navor glede na tezisce helikopterja, ki uravno-
vesi navor zraka na vecji vijak. Z nagibom kril manjsega vijaka glede na
navpiéno ravnino uravnavajo precno silo in dosezejo, da trup helikopterja
miruje ali se okoli navpiéne osi vrti v eno ali drugo stran. Sikorsky je
prve poskuse delal s tremi manjsimi vijaki na repu, ker je mislil, da je
treba uravnovesiti navore okoli treh osi. Potem je uvidel, da zadostuje en
sam manjsi vijak in da je tak helikopter celo stabilnejsi. Vecina danasnjih
helikopterjev sledi zamisli Sikorskega, samo manjsi del helikopterjev ima
dva glavna vijaka (slika 4). Helikopterji so pomembni za transport ljudi in
tovora, posebno na tezko dostopne kraje, in pri reSevanju ljudi ob raznih
nesrecah. Uporabljajo jih — zal — tudi v vojaske namene.

Janez Strnad

O MOJSTRU IN ORODJU

Za devetimi gorami in devetimi vodami je Zivel mizar Janez. Ker so bili
njegovi izdelki res lepi in dobro narejeni, je slovel dale¢ naokoli. Tudi iz
daljnjih dezel so prihajali k njemu narocat omare, skrinje, mize in druge
najrazlicnejse izdelke. Ni je bilo stvari, ki je ne bi znal narediti. V isti
vasi pa je zZivel Se en mizar, Polde po imenu. Ker mu je Sel posel slabo, je
bil ljubosumen na Janezovo slavo in uspeh. Kar naprej je tuhtal, v ¢em
neki je Janez boljsi od njega. Tako se je nekega vecera pritihotapil pod
okno mizarske delavnice in prisluskoval. Zaslisal je Janeza, ki je govoril:
“No, moj ¢udezni obli¢, se tole desko zgladiva, pa bo dovolj za danes. Kaj
bi brez tebe, ti moje ¢udezno orodje!” “Aha, tu je Janezova skrivnost!
Saj sem vedel, da ni ni¢ boljsi mizar kot jaz, le ¢udezni obli¢ ima!” si je
mislil Polde. Sredi noci se je ponovno priplazil do Janezove delavnice in
mu ukradel oblié. Toda ni¢ ni pomagalo. Janezovi izdelki so bili Se vedno
lepi, Poldetovi pa skrpucala. . .

Na to zgodbico sem se spomnil pred kratkim, ko sem v roke dobil novo
ra¢unalo podjetja Texas Instruments TI-89. Pripomocek, ki po velikosti ni
vecji od obicajnega racunala, “obvlada” zelo veliko matematike, skratka je
nekaksno ¢udezno orodje. A svojo pravo veljavo pokaze le v rokah pravega
mojstra. Se vedno je potrebno vedeti, kdaj in kako uporabiti dolocen
postopek, ki je v racunalo vgrajen. Razmisljati namesto nas verjetno na
sreco (ali smolo) noben pripomoéek ne bo nikoli znal.

Racunala, priprave, ki omogoc¢ajo, da brez zapletenih postopkov, br-
skanja po tablicah ali zamudnega racunanja “pes”, ugotovimo, koliko je
1132234, 64 /578, sin(34.89). .. so ze tako prisotni v vsakdanjem zivljenju,
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da si matematike (predvsem njene
uporabe) brez njih praktiéno ne zna-
mo ve¢ predstavljati. TI-89 pa je
racunalo, ki obvlada tudi tako ime-
novano simbolno ra¢unanje. Sim-
bolno racunanje je, kot namiguje
7e ime samo, racunanje s simboli.
Tako kot z racunalom zmnozimo dve
stevili, s simbolnim ra¢unalom zmno-
zimo dva izraza (npr. (a+b?%)-(2ab—
—¢%)), izraéunamo razcep Stevila na
prafaktorje, dolo¢imo odvod funkcije
sin(cog(In(x))), nariSemo graf funk-
cije, resimo enacho, poiséemo nedo-
loceni integral funkcije. ..

Kot smo ze omenili, zmoznosti
tega racunala in podobnih pripo-
mockov 8e ne pomenijo, da lahko
pozabimo na uéenje matematike. Kot nas uci tudi zgodbica, bo e tako
zmogljivo orodje v rokah nekoga, ki ga ne bo znal uporabljati, povsem
neuporabno. Ze pri veliko manj zmogljivemu pripomoécku, obicajnem
racunalu, je tako. Ce bi morali za vsak raéun, denimo 2 - 3, posegati
po racunalu, bi hitro ugotovili, da ne pridemo nikamor. Racunalo nam
tudi ni¢ ne pomaga, dokler ne vemo, kaj z njim sploh poéeti. Poglejmo
zelo enostaven primer. Kupili bi radi 15 kg jabolk. Ta stanejo 78.5 to-
larjev za kilogram. Koliko denarja potrebujemo? Pri reSevanju naloge si
bomo pomagali z ra¢unalom, a Se vedno bomo potrebovali matemati¢no
znanje. Tako bomo morali kar sami ugotoviti, da do resitve pridemo tako,
da zmnozimo 15 in 78.5. Pri “golem” ra¢unanju res uporabimo rac¢unalo
in ugotovimo, da je to 1177.5. Kaj pa ¢e smo se “zatipkali” in pri ceni
namesto 7 vtipkali 17 Rac¢unalo bo slepo izpolnilo ukaz in izracunalo
262.5. Spet potrebujemo doloceno znanje, da vemo, da je tukaj nekaj
narobe. In ker so programi za simbolno racunanje Se precej bolj zmo-
gljivi pripomocki, je potrebno za njihovo uspesno uporabo tudi ustrezno
znanje matematike. Skratka — razlieni pripomocki so sicer koristna stvar,
vendar jih moramo znati uporabljati. To znanje ne pomeni le poznavanja
gole tehnike pritiskanja na gumbe oz. izbiranja ukazov, ampak vedenje o
tem, na kaksen nacin lahko pripomocek uporabljamo, kako mu pripraviti
podatke, kaj narediti z rezultati. . .

Pa si malo podrobneje oglejmo to nase orodje. Na prvi pogled je
videti kot obiajno racunalo, le nekaj nenavadnih tipk je Se na njem.
Prizgimo ga. Na zaslonu vidimo drugacen prizor, kot bi ga od racunala
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pricakovali. Vse skupaj je podobno, kot ¢e bi sedeli za nekim starejsim
programom na rac¢unalniku. S tipkami F1, F2... odpiramo menuje, s
pomogjo modro obarvanih tipk s pus€icami se po teh menujih spreha-
jamo, s tipko oznaceno z ESC podobno kot pri programih na rac¢unalnikih
menuje zapiramo. .. Glede na to, da je to le racunalo, poskusimo z njim
nekaj izracunati. Natipkajmo 5 X 3 in pritisnimo na tipko Enter. Na
zaslonu zagledamo tako nas racun kot tudi rezultat. Poskusimo vnesti Se
5 x 12 - 3 / /7. Ker smo se pri tipkanju zmotili in dvakrat pritisnili
na znak za deljenje, se izraz ni vnesel in smo ga morali popraviti. To-
rej lahko pri TI-89 izraze med vnosom popravimo, na zaslonu pa vidimo
poleg rezultata tudi vneseni izraz. Ko vnesemo zadnji izraz, namesto re-
zultata oblike 59.5714 ali kaj podobnega, dobimo ulomek 417/7. TI-89
torej racuna tocno in ne poc¢ne “neumnosti” kot obi¢ajna racunala, ki 1/3
proglasijo za 0.333333. Ce se §e malo igramo z “vecnadstropnimi ulomki”,
vidimo, da jih TI-89 lepo uredi v enonivojske ter jih e okrajsa. Kaj bi
dal za tako orodje takrat, ko sem moral resevati dolge stolpce racunov, ki
so zahtevali prav to!

Se ena tipka pritegne naso pozornost. Na njej pise CATALOG. Priti-
snimo jo. Odpre se okence, v katerem so zbrani vsi ukazi, ki jih pozna TI-
89. Za malo morje jih je! Z njimi lahko razstavljamo polinome, ra¢unamo
razcep Stevila na prastevila, riSemo funkcije, reSujemo enacbe, racunamo
s kompleksnimi Stevili, tabeliramo vrednosti funkcij ter poénemo Se tisoé
in eno stvar, za katere morda prej sploh nismo vedeli, da obstajajo. To-
rej bo potrebno kar nekaj casa, preden bomo vsaj priblizno spoznali vse
moznosti, ki jih rac¢unalo nudi.

Raéunalo TI-89 nam omogo¢a, da z njegovo pomocjo gradimo res
lepe matematiéne izdelke, ki nam bodo v ponos in v veselje. Seveda pa bo
to mozno le, ¢e bomo dovolj “pravi” mojstri in ne bomo, tako kot Polde,
pri¢akovali, da bo ze orodje samo iz nas naredilo mojstra.

Matija Lokar

PRELAGANJE ZETONOV — Resitev s str. 266

Nihée. Igre ni mo¢ dobiti. Po vsaki potezi ostane stevilo Zzetonov na dveh
kupih nespremenjeno, na tretjem kupu pa se spremeni za sodo stevilo
(ker je vsota dveh lihih stevil sodo stevilo). Na posameznem kupu je torej
vedno liho mnogo zetonov in praznega kupa ni mo¢ doseéi.

Dragoljub M. Milosevié, prir. Marija Vencelj
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ZAPLETENA SONCNA URA

Menil sem, da je sonéna ura
zelo preprosta naprava. Na-
redimo jo tako, da posta-
vimo palico v navpicno rav-
nino, ki seka vodoravno rav-
nino v smeri sever—jug, in
jo nagnemo proti severu za
kot 46 stopinj. Tako je pa-
lica vzporedna osi, okoli ka-
tere se vrti Zemlja. Na pa-
lico nataknemo obro¢ s ste-
vilénico (slika 1), obro¢ na-
ravnamo, da kaze ura prav,
in potem kaze prav v vsa-
kem ¢asu, poleti in pozimi,
¢e je le son¢éno vreme. Kot
kaze slika 2, pa ni vse tako preprosto. Na prikazani uri so zarisane zaplete-
ne crte, ki povezujejo mesto sence ob istih urah v razliénih obdobjih leta.

obroé

zenit

vzhod

Slika 1.
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Slika 2.

Kako to? Ali gre za uro in koledar hkrati? Ali se Zemlja ne vrti ena-
komerno okrog svoje osi? Morda pa bo kdo od bralcev znal pojasniti to
zapletenost?

Andrej Likar
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KOCKE IZ ZLATA

Faraon je dal predse privesti svojega zlatarja in mu naroé¢il: “Do jutra
mi bos iz tega velikega kupa lesketajocih se zlatih zrn naredil stiri kocke
za dar bogovom. Toda pazi! O daru sem se posvetoval s sveceniki. Ti
zahtevajo, da so kocke razliécno velike in da je rob vsake kocke, merjen z
debelino mojega palca, celo stevilo, manjse od 12. Vsota robov najmanjse
in najvecje kocke mora biti enaka 13 debelin palca, enako naj velja za vsoto
robov ostalih dveh kock. Da potolazimo jezo bogov, moras porabiti zlato
do zadnjega zrna. Ce naroéila ne bos natanéno izpolnil, bos umrl.”

Trepetajoci zlatar se je vrociéno spravil k delu, tehtal in talil je zlato
ter racunal in racunal. Koncno je nasel stiri dolzine za robove kock, ki
so ustrezale vsem faraonovim zahtevam, razen eni: rob najvecje kocke je
meril 12 faraonovih palcev. Obupan se je zlatar odlocil tvegati faraonovo
jezo in tik pred zoro je dokoncal delo.

Ob zori je bil usmrcen.

Navedi dimenzije kock, ki bi jih zlatar moral narediti, in
kaksne so bile dimenzije kock, ki jih je naredil?

Marija Vencelj

ISCEMO BESEDO

Ce imamo na razpolago n razliénih érk, lahko iz njih sestavimo n! razliénih
besed, v katerih vsaka érka nastopa natanko enkrat. Pri tem pojem beseda
oznacuje poljubno (konéno) zaporedje znakov. Seveda pa tako zaporedje
le redkokdaj doloéa besedo slovenskega jezika. Iz érk a, h in m lahko tako
sestavimo naslednje besede:

ahm, amh, ham, hma, mah, mha.

Vasa naloga je, da v enem od svojih priljubljenih programskih je-
zikov sestavite program, ki kot vhod vzame skupino n razliénih érk in
naravno stevilo k& ter med n! razlicnimi besedami, ki jih lahko dobimo
z razmeScanjem danih érk, poisce tisto, ki je pri ureditvi po abecedi na
k-tem mestu. Pri ¢rkah a, h, min Stevilu & = 3 je to beseda ham. Poskusite
Se, kaksen odgovor dobite pri érkah a, b, o, r, v in Stevilu k£ = 38.

Martin Juvan
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POPOLNI SONCEV MRK DNE 11.8.1999
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Slika 1.

viden popolni Sonéev mrk.

Takole bo Lunina senca oplazila skrajno severni del Slovenije, od koder bo

Iz drugih krajev v nasi drzavi pa bo viden delni mrk.

Ostale podatke preberete s skice, ki smo jo posneli z Interneta.
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Slika 2. Ob popolnem mrku bomo v jasnem vremenu visoko na nebu okoli od Lune
zatemnjenega Sonca lahko opazovali svetle zvezde Prokijon, Regul, Kastor in Poluks,
od planetov pa Venero in Merkur.

Marijan Prosén
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RACUNALO ZA SESTEVANJE V PETISKEM
SESTAVU — Resitev s str. 279

Za zacetek ne spreglejmo dveh osnovnih resnic:

e Priizbranih slikah stevil 0 in 1 se v dano tocko Stevilske premice upo-
dobi natanko doloceno stevilo, ne glede na to, v kaksnem Stevilskem
sestavu smo ga zapisali. Npr.: Sest enot v pozitivni smeri od Stevila
ni¢ lezi slika stevila Sest, ki ga lahko zapisemo kot 6 v desetiSskem
sistemu, 11 v petiskem, 110 v dvojiskem itd.

e Vsota stevil je odvisna le od vrednosti sestevancev in prav ni¢ od
tega, kako smo seStevance in vsoto zapisali.

Iz obojega sledi, da moramo preveriti le naslednjo trditev: Tocka, ki
lezi ob ravnilu na srednji stevilski premici, je slika vsote Stevil, katerih
sliki sta tocki ob ravnilu na zunanjih premicah.

Naj bodo stevilske premice v taki medsebojni legi, kot je bilo opisano
v nalogi, le enote naj bodo na vseh treh za zacetni premislek enako velike.

0 ] a
0 1 T
=y
T—a bh—ua
0 1 b

Ce sta a in b sestevanca, upodobljena ob ravnilu na zunanjih pre-
micah, je na srednji premici ob ravnilu upodobljena njuna aritmeti¢na
sredina “TH’ (v narisanem primeru, za katerega je a < b, sledi to iz enaébe
z —a = b— z; podobno premislimo, ¢e je a > b).

Naj bo sedaj enota na srednji premici enaka polovici enote na zuna-
njih premicah. V vsako tocko na tako umerjeni srednji premici se upo-
dobi dvakrat toliksno Stevilo kot v narisanem primeru. Za naSo nalogo
to pomeni, da se v tocko ob ravnilu na srednji premici upodobi stevilo
B 5‘—‘2&' = a+ b. Racunalo torej vedno pravilno sesteva.

Kako lahko ra¢unalo uporabimo za odstevanje, ste gotovo ze sami
ugotovili.

Tudi na vprasanje, kako napraviti podobna ra¢unala za seStevanje
v drugih Stevilskih sestavih, smo spotoma ze odgovorili. Le tocke na
Stevilskih premicah moramo oznaciti v Zeljenem Stevilskem sestavu.

Marija Vencelj
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KOCKE IZ ZLATA - Resitev s str. 355

Predpostavimo seveda, da so bili sveéeniki nezmotljivi in da je torej na-
loga, zastavljena zlatarju, resljiva.

Pare kock, z vsoto robov enako 13, predstavljajo naslednji pari celih
stevil: (1,12); (2,11); (3,10); (4,9); (5,8) in (6,7).

Ker je nesrecéni zlatar v svojem usodnem poskusu porabil vse zlato,
moramo iz teh parov izbrati dvakrat po dva para tako, da bo vsota prostor-
nin §tirih kock prvega izbora enaka vsoti prostornin stirih kock drugega
izbora. Edina moZna reSitev te naloge je

P11 482 1100 =1° 120 4 5% +- 8 =9366.

Zlatar je izdelal kocke z robovi 1, 5, 8 in 12 faraonovih palcev, morale pa
bi meriti 2, 3, 10 in 11 palcev.

Marija Vencelj

KRIZANKA “PLANETI NASEGA SONCA” —
Resitev s str. 288
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MILNI MEHURCEK - Resitev s str. 327

Prostornina krogle s polmerom r je V(r) = 4mr®/3, povrsina sfere, ki
tvori njen rob, pa S(r) = 47r?. Ce se polmer krogle zveéa za Ar, se njena
prostornina in povrsina njenega roba povecata za priblizno

AV = V'(r) - Ar = 47r®Ar (1)
AS = S'(r) - Ar = 8rrAr. (2)

Od tod iz enacbe (2) dobimo
Ar ~ AS/(8nr). (3)

In iz (1) in (3) potem Se
AV ~TAS/2. (4)

V nadem primeru je r = 7x 108 m in AS = 1 m?. Od tod nam formuli (3)
in (4) dasta

Ar ~1/(567) x 107% m = 56 nm
in
AV ~7x10%/2 m® ~ 3.5 x 106 m3.

Polmer se torej poveca za priblizno 56 nanometrov, zajeta prostornina pa
za priblizno 3,5 milijone kubiénih metrov.

Vprasanje: Problem lahko resimo tudi bolj eksaktno, brez uporabe
priblizkov, ki nam jih da diferencialni ra¢un. Poskusi to narediti. Koliko
najmanj decimalnih mest mora imeti tvoj Zepni racunalnik, da ti lahko
da smiselen rezultat? Ali je tako reSevanje smiselno?

Tomaz Slivnik, mi.

KOLIKO BESED — Resitev s str. 337

Pri nalogah, ki zahtevajo ugotavljanje Stevila doloéenih objektov, v nasem
primeru besed, moramo biti temeljiti, da upoStevamo res vse objekte,
in previdni, da nobenega objekta ne upostevamo veckrat. Velikokrat
prestevamo tako, da vpeljemo pomozne kolic¢ine, ki Stejejo objekte s po-
sebnimi lastnostmi, poiscemo zveze med temi kolicinami in nato s pomoéjo
teh zvez izraéunamo iskane vrednosti.

Poglejmo, kako opisani pristop uporabimo pri stetju razliénih besed,
sestavljenih iz dane skupine znakov. Za vpeljavo pomoznih koli¢in bomo
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izbrali dve lastnosti: skupino znakov, ki jih lahko uporabimo za sesta-
vljanje besed, in dolzino sestavljene besede. Tako ne bomo steli le, koliko
besed lahko sestavimo iz danih znakov, ampak bomo vedno vedeli tudi,
koliko besed je posamezne dolzine. Skupino znakov, iz katerih sestavljamo
besede, bomo postopno povecevali, dokler ne bo obsegala vseh znakov be-
sede MATEMATIKA.

Poiskati moramo e zveze med pomoznimi koli¢inami. Vzemimo sku-
pino znakov, oznac¢imo jo z B, in recimo, da ze vemo, koliko besed posa-
mezne dolzine lahko sestavimo iz znakov iz B. Oznaéimo te vrednosti z
By, Ba,... Za B = {AA,A} imamo npr. By = B, = B3 =1in B; =0
za i > 4. Dodajmo v B se k kopij znaka, ki v B Se ne nastopa, oznagimo
novo, ve¢jo skupino znakov z B’ in naj bo B, 1 = 1,2, ..., 8tevilo razliénih
besed dolzine i, ki jih lahko sestavimo iz znakov iz B'. Potem velja

k.
B{=) (;) Bi—j. (%)
i=0
Pri tem moramo vzeti By =11in B; =0 za 7 < 0. Simbol (;) = ﬁ je
binomski simbol, ki pove, koliko razliénih podmnozic moéi j ima mnozica
z i elementi. Tudi tu je (;) =0zai<yd.

Pojasnimo, kako pridemo do formule (x). Vzemimo besedo dolzine i,
sestavljeno iz znakov iz B’. Ta lahko vsebuje 0,1,...,k—1 ali k pojavitev
novega znaka (tistega, ki ga ni v B). Koliko je teh pojavitev, oznacuje
indeks j. Beseda je torej sestavljena iz i znakov, od katerih je j kopij
novega znaka. Tako imamo (j) moznosti za izbiro mest, na katera po-
stavimo kopije novega znaka (kopij novega znaka med seboj seveda ne
lo¢imo), preostalih # — j mest pa “zapolnimo” z besedo dolzine ¢ — j, se-
stavljeno le iz znakov iz B. Za razlicne podmnozice in razlicne besede
dolzine ¢ — j seveda dobimo razliéne besede dolzine i.

Za ogrevanje prestejmo, koliko razlicnih besed lahko sestavimo iz zna-
kov besede PRESEK. Stetje bomo opravili v petih korakih, ker v besedi PRE-
SEK nastopa pet razlicnih ¢rk. Racunanje je manj zapleteno, e najprej
dodajamo tiste érke, ki nastopijo veckrat, kasneje pa tiste, ki nastopijo
manjkrat. Tako imamo

znaki | B B, By By Bs Bs
EE |1 1 0 0 0 0

Dodamo (eno kopijo) znaka K. Formula (x) pravi, da je
B,::Bj+?:'Bi_]_.
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Tako dobimo (namesto B! zopet pisemo B;)

znaki | By B, By By Bs B
EEK | 2 3 3 0 0 0

Po vrsti dodamo Se znake P, R in S ter izracunamo

znaki | B, B, Bs By Bs Bg
EEKP 3 7 12 12 0 0
EEKPR | 4 13 33 60 60 O
EEKPRS | 5 21 72 192 360 360

Vsota stevil v zadnji vrstici je 1010, toliko, kolikor je bilo omenjeno v
besedilu naloge.

Sedaj pa k nalogi. Stetje besed, sestavljenih iz znakov besede MA-
TEMATIKA, poteka enako kot pri besedi PRESEK, le racunsko je nekoliko
zahtevnejse. Ker v besedi MATEMATIKA nastopa 6 razliénih érk, bomo
izracun opravili v Sestih korakih. V besedi najveckrat nastopa crka A,
zato bomo zaéeli z njo. Crki M in T nastopata po dvakrat, torej bomo
formulo (*) morali uporabiti tudi za k = 2. Tedaj se le-ta glasi

_
B;=B,;+z'-Bi_1+‘(“—2~)-B.;_2.

Prvi trije koraki so torej

znaki B] .82 B3 _84 B5 Bﬁ B7 Bs Bg Bm
AAA 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0
AAAMM 2 4 7 10 10 0 0 0 0 O
AAAMMTT | 3 9 25 62 130 210 210 O O O

Ko dodajamo posamezne znake, je zveza za ¢len krajsa

B;:B,-—O—T:-Bg_l‘

Tako dobimo
znaki Bl Bg B3 B.; B5 BE .87 Bs Bg BID
AAAMMTTE 4 15 52 162 440 990 1680 1680 0 0

AAAMMTTEI | 5 23 97 370 1250 3630 8610 15120 15120 0
AAAMMTTEIK| 6 33 166 758 3100 11130 34020 84000 151200 151200
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Pri koncu smo. Stevilo besed, ki jih lahko sestavimo iz znakov besede
MATEMATIKA, je enako vsoti Stevil iz zadnje vrstice razpredelnice

6+33+166+7584-3100+11130+34020+-84000+151200+151200 = 435613 .

Ce ste pri volji za racunanje, lahko prestejete e, koliko razliénih besed
lahko naredimo iz znakov besed FIZIKA, ASTRONOMIJA in RACUNALNISTVO.
Ce se rajsi ukvarjate z racunalniki, lahko poskusite napisati racunalniski
program, ki bo stetje opravil namesto vas. Ce pa ste bolj “razmisljujoce”
narave, lahko poskusite poiskati se kaksno dodatno zvezo oz. lastnost,
ki bo olajsala racunanje, ali pa si celo izmislite svoj postopek za Stetje
razliénih besed. Na primer, gotovo ste opazili, da sta v vseh vrsticah
razpredelnic zadnji (nenicelni) Stevili enaki.

Martin Juvan

KRIZANKA O TRIKOTNIKU — Resitev s str. 352

R P Y P e 1 |EEE e | & | ]
E(rlomlo[e] 24 E]sle[r[E[v]o]p]| /A

“~ MlalT[e[TIal =S Wi 8 [ns]k][A|—
w0 R| VA T] 1 [@lel==]T| I m[e|s|z|k|o|k|ZSE
mlsk|i|rElvialp|i|T[1[=lo[c|e[n[a[Elo[r|a[R]A
ﬁTiPﬁLAZ%ROGAé%TONIKwREP
# o|L|O|V|OE{O|M|S | KeeU|K|O|RE2K|s| = 2iD|A
B~ o7 |[rlaln]ul1 k|o[T[Ea[r[al[r[a[TE P |e|N]N
S| M| E|TIR|OE K|A|M|EI[NEA|L|T|® =[K|R|A|J|A
% B|E[N3s|A|Z|B|E|=(E|L|I|P|S|A[ZP|A|N|ORII|2
EZlE|T|U|I|=HA|N|D|R|O|G|I|NZ|L|E|P|O|T|I|C|A
#N|E|Zz/M|E|R|N|E|[Z[m|V|E|L|I|K|A|N[E|R|O/M|A{E
2 Z|R|A|S|T|E|K|E[=|B|O|R|=|K|O|N|K|U|R|Z|msm=x=
AN DT E|[Z|1|§|C|E % =c|A|TZEo|H|I|O
A | R|(A|N|C|A|R . PE|U|L|E|R|J|E|V]|A
me=e pA|1[D|A|: pk[rlolz[n[1[c[alE




Racunalnistvo - Resitve nalog 363

TEZAVE POSTAJNEGA NACELNIKA —
Resitev s str. 342

Ideja resitve je, da simuliramo sestavljanje preurejenega vrstnega reda va-
gonov. Denimo, da na izhodnem tiru (smer B) potrebujemo vagon stevilka
k. Na postaji so cakajo¢i vagoni vedno urejeni padajoce. Ker moramo s
postaje najprej premakniti prvi ¢akajoéi vagon, pogledamo samo tega. Ce
to ni vagon Stevilka k, je mozno, da je iskani vagon Se vedno sestavni del
vlaka na vhodnem tiru (smer A). Ce vagona tam ni, zelene razporeditve ni
mo¢ dobiti. Ker so vagoni na tiru A urejeni po vrstl tudi tam pogledamo
le prvega. Ce ima stevilko manjso ali enako k, prepeljemo vse vagone do
k-tega na postajo.

Poglejmo primer. Denimo, da bi radi dosegli razporeditev 1 3 4 5 2.
Najprej prepeljemo vagon stevilka 1 na izhodni tir. Na naslednjem koraku
potrebujemo vagon Stevilka 3. Zato vagona 2 in 3 zapeljemo na postajo
in dobimo polozaj, ki je prikazan na spodnji sliki.

B A

@O | ol Bl

®)

—— POSTAJA

@

Vagon stevilka 3 odpeljemo na izhodni tir, nato pa nanj prepeljemo Se
vagona Stevilka 4 in 5, prav nazadnje pa s postaje odpeljemo Se vagon
stevilka 2. Ce pa bi bila zelena razporeditev 1 3 5 2 4, pa¢ ne bi slo.
Zaceti bi morali tako kot prej. Ko bi na tir B prepeljali vagon stevilka 5,
bi bili vagoni razporejeni tako, kot kaze spodnja slika.

B A

oo/

; POSTAJA
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1z tega polozaja pa vagona Stevilka 2 ni mogoce dobiti pred stevilko 4.

#include <stdio.h>

/* Ugotovi, ali je s pomoZjo slepega tira vagone mogoZe
preurediti v Zeleni vrstni red. */

#define MAXN 1000 /* najveZja dolzina vlaka */

int main(void)

{
int N; /* dejanska dolZina vlaka - Stevilo vagonov */
int vagon[MAXN]; /* Zelena razporeditev vagonov na tiru B */
int postaja[MAXN]; /* vagoni, ki Zakajo na postaji */

int na_tiru_A; /* Btevilka prvega vagona na tiru A */
int na_postajij; /* Btevilo vagonov na postaji */
int i, j;

printf("\nVnesi dolzino vlaka: "); scanf("%d", &N);
printf("Vnesi zeleno razporeditev vagonov na izhodnem tiru:\n");
for (i = 0; i < N; i++) {
printf(" st. %d. vagona: ", i + 1);
scanf ("%d", &vagon[i]);
¥
na_tiru_A = 1;
/* Na zafetku so vsi vagoni na tiru A, */
na_postaji = 0; /* postaja pa je prazna. */
for (i = 0; i < N; i++) { /% Na tir B moramo dati vagon[il. #*/
if (na_tiru_A <= vagon[i]) {
/* Vagoni do vagon[i] morajo iti na postajo. */
for (j = nma_tiru_A; j < vagon[il; j++) {
postaja[na_postaji] = j;
na_postaji++;
};
/* vagon[i] "prepeljemo", prvi na tiru A je vagon[i] + 1. */
na_tiru_A = vagon[i] + 1;

}
else if (vagon[i] == postajal[na_postaji - 1])
na_postaji--; /* Vagon gre s postaje na tir B. */
else break; /* Zelene razporeditve ni mogoce dobiti! */
} /* for x/

if (i == N) printf("\nGre!\n"); else printf("\nNe gre!\n");
return 0;

}

Pri pisanju programa smo privzeli, da bodo vhodni podatki vneSeni
pravilno in da bodo res predstavljali neko permutacijo stevil od 1 do N.
Dopolnite program tako, da bo pri napaénem vnosu “protestiral”.

Matija Lokar
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ISCEMO BESEDO — Resitev s str. 355

Ljudje stevila obic¢ajno zapisujemo v desetiSkem sestavu. V racunalnistvu
veckrat srecamo tudi osnove dva, osem in Sestnajst. Seveda pa obstajajo
tudi bolj nenavadni zapisi. Videli bomo, da je resitev naloge povezana z
enim od takih zapisov.

Stevila lahko zapiSemo tudi v “faktorielnem” zapisu. Vsako naravno
tevilo k od 0 do n! — 1 lahko enoli¢no zapisemo kot

k=co1-(n—D+ena-n—2)1+...+e3-21+¢ -1,

kjer za Stevke ¢;, i =1,...,n—1, velja ¢; € {0,1,...,i—1,i}. O obstoju
in enolicnosti zapisa se lahko prepricamo z matematiéno indukcijo.

In kako poiséemo faktorielni zapis stevila? Podobno, kot poiséemo
zapise v bolj obi¢ajnih sestavih. Dvojiski zapis Stevila poiséemo npr. tako,
da stevilo zaporedoma celostevilsko delimo z 2 in belezimo ostanke. Delje-
nje kon¢amo, ko stevilo postane enako 0. Ostanki, prebrani od zadnjega
proti prvemu, dajo dvojiski zapis izbranega Stevila. Npr.:

3T = 18 2 + 1

B = 9 2 + 0

g = 4 2 + 1

4 = @ 2 + 0

2 = i 2 + 0

1 = U 2.+ 1
Torej je 37 = 100101 (5y. Posamezna mesta v dvojiskem zapisu so utezena s
potencami Stevila 2: 1, 2,4, 8,... V faktorielnem zapisu pa so posamezna
mesta utezena s fakultetami stevil: 1!, 2!, 3! 4l ... Pri iskanju zapisa zato

na prvem koraku Stevilo delimo z 2, na drugem s 3, na tretjem s 4 itn.
Tako dobimo

37 = 18 R | k= ke 2 + a
18 = 6 3 + 0 ka = k3 3 + o
6 = 1 4 + 2 :

L = 0 B + 1 knoi = kn - n 4+ ca

Ce je stevilo k manjse od n!, potem je zadnji kvocient k, enak 0. Fakto-
rielni zapis Stevila 37 je torej 37 = 1201).
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In kaksno zvezo ima faktorielni zapis z iskanjem besed? Recimo, da
imamo na voljo ¢rke a, b, o, r in v. Iz njih lahko sestavimo 5! = 120
razlicnih besed. IScemo po abecedi 38. besedo. Ker je 4! = 24, se besede
od 1. do 24. zacno z a, od 25. do 48. se zacno z b, od 49. do 72. z
o, od 73. do 96. z r, zadnjih 24 besed pa se zacne z v. Iskana beseda
se torej zacne z b. Vseh 24 besed, ki se zactno s érko a, bo po abecedi
pred njo. Zato moramo le Se doloéiti po abecedi 14. besedo (38 — 24 =
= 14), sestavljeno iz érk a, o, r in v. Ponovimo zgornji razmislek. Besed
je 24, prve crke pa jih razdelijo v skupine po 6. Iskana beseda je tako v
3. skupini, zato se zacne s po abecedi tretjo ¢érko, érko r. Na enak naéin
dolo¢imo tudi nadaljnje érke in najdemo iskano besedo: bravo.

Ce ste pozorno spremljali gornji razmislek, ste gotovo opazili, da smo
pravzaprav opisali Se en nacin za iskanje faktorielnega zapisa. Ker smo
besede osteviléili od 1 do n!, s faktorielnim zapisom pa opiSemo Stevila
od 0 do n! — 1, moramo pogledati zapis stevila 37: 37 = 1201y). Stevke
stejemo od 0 dalje, skupine (oz. zacetne ¢rke) pa smo steli od 1 naprej,
zato vsako Stevko Se povetamo za 1. Dobimo zaporedje 2, 3, 1, 2. Tzmed
¢rk a, b, o, r, v izberemo 2., jo odstranimo, med preostalimi vzamemo
3., jo zopet odstranimo, nato 1., pa 2., na koncu pa dodamo Se edino
preostalo érko. Seveda dobimo besedo bravo.

Ponovimo, kako poiséemo k-to besedo. Najprej poiscemo faktorielni
zapis Stevila k — 1. (Ce imamo n érk, bo zapis imel n — 1 tevk; ne smemo
pozabiti na vodilne nicle, ée so potrebne, da zagotovimo pravo dolzino.)
Vsako stevko povecamo za 1, nato pa iz zaporedja érk izbiramo ¢rke, kot
narekujejo stevke. Vsako izbrano érko sproti odstranimo iz zaporedja.
Crko, ki ostane, dodamo na konec besede. Opisanega postopka ni tezko
sprogramirati. V nadaljevanju je zapisan v turbo pascalu kot funkcija
PoisciBesedo.

function PoisciBesedo(crke: string; k: longint): string;
{ Poisée po abecedi k-to besedo, sestavljeno natanko iz érk iz crke. }
{ Crke v nizu crke morajo biti urejene po abecedi. }
var
n: integer;
stevka: array [1..255] of byte; { faktorielni zapis }
beseda: string; { iskana beseda }
i: integer;
begin
n := length(crke); { Stevilo razpolozljivih érk. }
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{ Poiscemo zapis Stevila k - 1 v ‘faktorielnem’ zapisu. }

ks=k-1

for i:=1 to n - 1 do begin { Zapis ima n - 1 Stevk. }
stevka[n - i] := k mod (i + 1); {Najprej dobimo zadnjo stevko.}
k =k div (i + 1);

end;

if k > 0 then begin { Stevilo k je preveliko. }
writeln(*Toliko razlicnih besed ne obstaja.’);
PoisciBesedo := "
exit;

end;

{ Zgradimo iskano besedo. }

beseda = ";

for i:=1 to n - 1 do begin
{ Pazimo, da stevke poveéamo za ena. }
beseda := beseda + crke[stevkali] + 1J;
delete(crke, stevkali] + 1, 1);

end;
beseda := beseda + crke; { Dodamo Se preostalo é¢rko. }
PoisciBesedo := beseda;

end; {PoisciBesedo}

Crke, ki jih imamo na voljo za gradnjo besed, smo predstavili z ni-
zom znakov (tip string). Taka izbira nam olajsa brisanje ze porabljenih
érk. Uporabimo lahko kar v turbo pascal vgrajeni podprogram delete (ta
ima tri parametre: niz, iz katerega briSemo znake, indeks prvega zbrisa-
nega znaka in stevilo zbrisanih znakov). Funkcija PoisciBesedo zahteva,
da so c¢rke v parametru crke urejene po abecedi, sicer ne deluje pra-
vilno. Poklicemo jo lahko kar s konstantnim nizom in Stevilom, saj za
oba paramefra uporabljamo prenos po vrednosti. Tako na primer klic
PoisciBesedo(’aborv’, 38) vrne niz bravo.

Martin Juvan

KRIZANKA Z GESLOM - Resitev s str. 267

EKSPONENTNA ENACBA.
Darjan Trupi
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IZBIRNI TESTI ZA MEDNARODNO
MATEMATICNO OLIMPIADO -
Resitve nalog s str. 319

1/1. V funkcijsko enaébo vstavimo & = y, od koder sledi
f(0) = (f(z) —x)? zavsakz € R. (1)

Pri z = 0 je zato f(0) = f2(0). Torej f(0) = 0 ali f(0) = 1. Ce je

f(0) =0, je f(z) = x za vsak z € IR in ta funkcija ustreza pogoju naloge.

Cepaje f(0) =1, iz (1) sledi f(z) —z =1 ali f(z) —x = —1. Torej

je za vsak z € IR bodisi f(z) =z + 1 ali pa f(z) = 2 — 1. Dokazimo, da

druga moznost odpade. V funkecijsko enacbo vstavimo y = 0, od koder
sledi

f(@?) = f2(x) — 2z f(0) za vsak z € IR. (2)

V funkcijsko enacbo vstavimo x = 0. Torej je
f(®) = f(0)* +¢* zavsaky € R. (3)
Ce torej za neki z velja f(z) = = — 1, z upostevanjem (3) in (2) sledi
142 = fg¥) =(z=1)P ~2s=2 -4z} 1,

Potem je z = 0 in zato f(0) = —1. Torej je f(z) # = — 1 za vsak z € IR.
Nazadnje preverimo, da funkcija f, f(z) = z + 1 za vsak = € IR, ustreza
pogoju naloge.
Opomba. Zlahka preverimo, da funkcija f, f(z) =z — 1 za vsak z € R,
ne zado§ta pogoju naloge, vendar to ne ovrze moznosti, da je f(x) = z—1
za neki x in f(y) =y + 1 za neki y # .

I/2. Ozna¢imo <« BAD = « in <ABC = . Premici AD in BC se
sekata in njuno presecis¢e ozna¢imo z E. Tocka L je potem visinska tocka
trikotnika ABE. Sledi

LALB=<«CLD=a+8. (4)

Po Miquelovem izreku so tocke CEDK koncikliéne, zato je
ACKD =7 —<4DEC =a+f. (5)

Ker sta AOD in COB enakokraka trikotnika z vrhom O, je
4AKB = «AKO + <OKB = «ADO +<«OCB=a+ /. (6)
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A O e M

Iz enaéb (4), (5) in (6) sledi, da sta ABLK in C DKL tetivna §tirikot-
nika. Ker se potencne premice kroznic skozi ABCD, ABLK in CDKL
sekajo v eni tocki (tj. tocki M), so tocke K, L in M kolinearne. Nazadnje
izracunamo

LOKM = 4AKL—4AKO = (r—<LBO)—a = (r—(5-a))—a =

(T8

I/3, 1. naéin. (a) Alenka lahko potegne dve kroglici na 36 razliénih
nacinov, zato je stevilo p,, enako koeficientu pri ™ polinoma

p(z) = 3(z! + 22 + 2% + 24 + 25 + 25).
(@242t 2+ 28 =
= 35(2? + 22° + 3z* + 42° + 525+
+ 62" + 528 + 42° + 320 4+ 22! 4 21%).
Sledipg:pu:s—lﬁ,p:;:pn: %‘p‘i:pw:%,psngzﬁ,
PﬁZPSZ%aPTZ% in p, = 0 za druge n € IN.
(b) Ce so kroglice pri Barbari v eni zari oznacene s stevilkami a;,

as,...,ag in v drugi zari s Stevilkami by, bs, .. ., bg, je verjetnost p, enaka
koeficientu pri z™ polinoma

q(z) = z5(@® + 2% + .- - + %) (2" + zb2 ... 4 zP0).
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Polinoma 36 g(z) in 36 p(z) = 2?(z + 1)%(z? + = + 1)?(z® — z 4+ 1)? sta
zato enaka. Ker so vsa Stevila a; in b; pozitivna, je

g 2%+ 2% =z(z+1)*@? +z+1)P(@? -z +1)"
4t 4ot =+ 1) (22 2+ 1) PP -+ 1),

kjer je a, 3,7 € {0,1,2}. Ce vstavimo z = 1 v prvo enacbo, dobimo
6 = 2239 zato je @ = 3 = 1. Lo¢imo tri moznosti:

e Ce je v =0, so zaradi
z(1+z)(1+z+2%) =2+ 222 + 223 + 2*
in
z(l+z)l+z+22)(1 -2+ 222 =z + 2+ 2* + 2° 4+ 2% 4+ 28

kroglice v prvi zari oznacene s stevilkami 1, 2, 2, 3, 3 in 4, v drugi pa
z1,3,4,5 6in 8.

e Ce je v = 1, ima Barbara enako oznacene kroglice kot Alenka.

e Primer ¢ = 2 pa je simetricen primeru v = 0. V prvi zari so kroglice
1,3,4,5,6,8, v drugi pa 1,2,2,3.3. 4.

1/8, 2. naéin. Tocko (a) lahko re§imo povsem elementarno. Zapise-
mo vse mozne vsote 141, 142, ..., 6+6 in od tod neposredno razberemo
verjetnosti.

(b) Ker se vsota 2 pojavi le kot 1+ 1, mora biti v vsaki zari natanko
ena kroglica oznacena z 1. Ker se vsota 3 pojavi dvakrat, je to lahko 241,
241ali2+41,1+42alipal+2, 1+2. V prvem primeru sta v prvi zari dve
kroglici oznaceni z 2, v drugem primeru je v vsaki zari po ena kroglica
oznacena z 2, v tretjem pa sta dve kroglici iz druge zare oznaceni z 2.
Poglemo sedaj vsoto 4 =1+ 3 =2+ 2 =3+ 1. Ta se pojavi trikrat. Za
analizo vsakega od prejsnjih primerov ugotovimo, da so edine moznosti
le 1, 2, 2, 3, 3 v prvi zari in 1, 3 v drugi zari, 1, 2, 3 v obeh zarah ali
1,3 v prvi zari in 1, 2, 2, 3, 3 v drugi zari. Podobno razmigljamo tudi v
nadaljevanju in s podrobno analizo vseh primerov ugotovimo, da so edine
moznosti le tiste tri, ki so navedene v prvem naéinu.
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IT/1. Oznaéimo x = ¢z in y = bz, kjer sta b in ¢ tuji si naravni stevili.
Ena¢bo potem preoblikujemo v ¢ + b%z + 22 = be 22, od koder sledi, da
je ¢ = az za neko naravno Stevilo a. Enacbo Se enkrat poenostavimo
b2tz
bt

Cejez=1,jea= %z—j’% = b+ 1+ ;2. Stevilo ;%5 je celo le za
b€ {—1,0,2,3}. Ker je b naravno stevilo, je lahko le b=2alib=3. V
prvem primeru dobimo resitev (z,y) = (5,2), v drugem pa (z,y) = (5, 3).

Cejez=2,jea= ﬁ'—l Da bi lahko polinom b2 + 2 (celostevilsko)
delili s polinomom 4b — 1, ga pomnozimo s 16. Dobimo

a+b* + z = ab z? in iz nje izrazimo a =

16 b* + 32 33
o=t — S e igea—
= MR T
Ker je b > 1, pridejo med pozitivnimi delitelji stevila 33 v postev le 3, 11
in 33, zato sta b = 1 in b = 3 edini moznosti. V prvem primeru dobimo
resitev (z,y) = (4,2), v drugem pa (z,y) = (4,6).

: . B 2.2,.8 3
Uporabimo gornjo metodo v splosnem: 2% a = £+ = b+ Z3=.

z

Ker je - b"'z naravno Stevilo, je -";—"— > 1, zato je
3 2
2241 z¢—z+41 1
b < = = = 1
—22-1 z—1 & _1<z+

za z > 3. Torej je b < z in lahko ocenimo

b2 4 1
- + 2 _z +z=1+
2p—1 " 22-1 z—1

< 2.
Sledi @ = 1 in zato je b celostevilska resitev enacbe

¥ —-b22+(2+1)=0. (7)

Diskriminanta te kvadratne enacbe je 2* —4(z+1). Ker je (22—1)? < 2% —
—4(z+1) < (22)? za z > 3, stevilo z* — 4(z + 1) ni popolni kvadrat. Ker
enacba (7) nima celoStevilskih resitev za b, so edine resitve zastavljene
enacbe trojice

(z,9,2) € {(5,2,1), (5,3,1), (4,2,2), (4,6,2)}.
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II/2. (a) Oznagimo pre-
secisce premic OX in ABz F.
Potem je XFY P tetivni &ti-
rikotnik. Po izreku o po-
tenci tocke na kroznico je
|OF| - |0X| = |0Y] - |OP).
Po Evklidovem izreku v pra-
vokotnem trikotniku AOX je
|OF| - |O0X| = |OA|%. Sledi
|OoY| = 1]%%; in je lega tocke
Y res neodvisna od izbire
tocke X.

(b) Ker je AO 1L AX,
0B 1. BX m PO .\ PX,
je AOBPX tetivni petkotnik. Oznac¢imo z F pravokotno projekcijo tocke
P na premico AB. Po Simsonovem izreku so tocke C', D in F kolinearne.
Ker je EP | EB, DP 1| DB, je PDBE tetivni stirikotnik. Sledi

APEZ =4PED = <PBD = 4PBX = 4POX = 4«ZPE,

kjer velja zadnja v verigi enakosti zaradi XO || PE. Ker je PY E pravo-
kotni trikotnik, gornja enakost pomeni, da je Z sredisce temu trikotniku

otrtane kroznice. Torej je Z res razpolovisce daljice PY'.

2
a

II/3. Zaporedje (a,) je padajoce, saj je an — @ny1 = @n — =25 =

tn+1
zlhaf,‘l—+T>Ozavsa.knElI\Ig. Sledi

an=a9+ (a1 —ag)+(az—ay))+---+(an —an1) =

=1998+ (5 - D+ (G - D+ +GLtm -1 =

= 1 1 1
=198 —n+ g+ g+ oy > 1998 —n.

Zane€ {0,1,2,...,1000} pa lahko ocenimo

=1

1

1 1 1 n 1000 1000
ap+1 + st +eet P & G | A @099 +1 ~ 10089991

saj jeap > @1 > ... > ap—1 > aggy > 1998 — 999 = 999. Torej je
@, — (1998 — n) < 1 0z. a, < 1999 — n. Enakost [a,] = 1998 — n je tako
dokazana.

Matjaz Zeljko
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20. MEDNARODNO MATEMATICNO
TEKMOVANJE MEST

Na lanskoletnem 19. mednarodnem tekmovanju mest so nasi tekmovalci
prejeli 6 pohval: Matjaz Urlep, Jure Kalisnik (oba SC Celje — gimna-
zija Lava), Matija Mazi (gimnazija Bezigrad), Martin Knapi¢ (gimnazija
Sentvid), Dusan Jan (gimnazija Tolmin), in Mojca Miklavec (Skofijska
klasiéna gimnazija Ljubljana).

Z novim Solskim letom se je zacel tudi nov cikel tekmovanja mest.
Na jesenskem krogu letosnjega tekmovanja so tekmovalci resevali naloge
dva dni. V lazjem sklopu nalog so resevali naslednje naloge:

Prva skupina

1. Kocko z dolzino stranice 20 razdelimo na 8000 disjunktnih enotskih
kockic in v vsako kockico napisemo Stevilo. V vsakem stolpcu 20-ih
kockic, vzporednem stranici kocke, je vsota stevil v kockicah enaka 1
(to velja za vse stolpce v vseh treh smereh). Ena od enotskih kockic
vsebuje Stevilo 10. Skozi to kocko potekajo tri rezine 1 x 20 x 20,
vzporedne stranicam kocke. Poiséi vsoto vseh Stevil v kockicah zunaj

teh treh rezin. (3 tocke)
2. Kvadrat naravnega Stevila je oblike . ..09. Zadnji dve stevki sta 0 in
9, dokazi, da je pred-predzadnja Stevka soda. (3 tocke)

3. V trikotniku ABC lezijo tocka A’ znotraj stranice BC, B’ znotraj
CAin C' znotraj AB. Pri tem velja <AC'B' = <B'A'C, <«CB'A’ =
= < A'C'B in «BA'C' = «C'B'A. Pokaizi, da so totke A’, B’ in ¢’
razpolovisca stranic trikotnika ABC. (4 tocke)

4. Dvanajst kandidatov za Zupana sodeluje v televizijskem pogovoru. V
nekem trenutku eden od kandidatov rece: “Pred tem je bila izrecena
laz.” Drugi nato rece: “Zdaj pa sta bili izreéeni ze dve lazi.” Nato
tretji: “Zdaj ze tri.” In tako dalje do dvanajstega kandindata, ki
izjavi: “Zdaj je bilo izreenih dvanajst lazi.” V tem trenutku mo-
derator prekine razpravo. Izkaze se, da je vsaj eden od kandidatov
povedal toéno Stevilo lazi, izreéenih pred njegovo izjavo. Koliko lazi
je bilo torej izre¢enih? (4 tocke)

5. Naj bo (n,m)-krokodil sahovska figura, katere premik na neskonéni
Sahovnici se zatne s skokom za n polj v eno smer (vodoravno ali
navpiéno) in konéa s skokom za m polj v smer, pravokotno na pr-
votno. Za dani naravni Stevili n in m pokazi, da lahko neskoné¢no
gahovnico pobarvamo érno in belo tako, da se (n, m)-krokodil vedno
premakne iz ¢rnega na belo polje in obratno. (5 tock)
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Druga skupina

1. Danih je 19 utezi z masami 1g, 2g, 3g,...,19g. Devet jih je Zeleznih,
devet bronastih, ena pa je iz Cistega zlata. Vemo, da je skupna masa
zeleznih utezi za 90g vecja od skupne mase bronastih. Pois¢i maso
zlate utezi. (3 tocke)

2. Na ravnini lezi n papirnatih krogov polmera 1 tako, da se vsi njihovi
robovi sekajo v tocki, ki lezi znotraj obmocja, pokritega s krogi. To
obmodéje je “veckotnik z ukrivljenimi robovi”. Poiséi njegov obseg.
(3 tocke)

3. Sahovnica 8 x 8 ima 17 oznacenih polj. Pokazi, da lahko vedno iz-
beremo dve taki oznaceni polji, da bo konj od enega do drugega
izbranega polja potreboval najmanj tri premike. (4 tocke)

4.  Oglejmo si vse take mnozice realnih Stevil {z1,xs,..., 720}, da velja
T1T2---Tog = (1 —x1)(1 —x2) -+~ (1 — x99), pri cemer &tevila z; izbi-
ramo z odprtega intervala (0,1). Med temi mnozicami poiséi tisto z
najve¢jim produktom x1zs - -+ Tog. (4 tocke)

5. Skupina psihologov je sestavila inteligencni test, ki vsaki testirani
osebi priredi kvocient @) (visji kot je @, bolj inteligentna je oseba).
Inteligenéni kvocient (IQ) v drzavi je definiran kot povpreéje (arit-
metiéna sredina) vrednosti @ za celotno prebivalstvo drzave.

(a) Skupina ljudi je emigrirala iz drzave A v drzavo B. Pokazi,
da je mozna posledica te emigracije porast IQ) v obeh drzavah.
(1 tocka)

(b) Skupina ljudi iz drzave B (lahko so v njej tudi bivsi emigranti
iz A) je nato emigrirala v A. Ali lahko IQ v obeh drzavah spet
naraste? (3 tocke)

(c) Skupina ljudi je emigrirala iz A v B, skupina ljudi iz B pa je
odsla v drzavo C. Znano je, da je rezultat migracij porast I1Q v
vseh treh drzavah. Smer migracij se kasneje spremeni: del pre-
bivalstva iz C se preseli v B in del iz B v A. IzkaZe se, da je IQ
v vseh treh drzavah spet visji (v primerjavi z IQ-jem po prvi in
pred drugo migracijo). Tako vsaj trdijo tiskovne agencije v vseh
treh drzavah. Je to mogoce (¢e je, kako, ¢e ni, zakaj)? (Pred-
postavljamo, da se v tem ¢asu ohranja opazovana populacija in
kvocient () posameznikov.) (2 tocki)



Tekmovanja 375

V tezjem sklopu nalog jesenskega kroga so tekmovalci resevali Sest

nalog. Objavljamo po dve za vsako skupino:

Prva skupina

1;

Dokazi, da za vsaki dve naravni stevili a, b iz enakosti v(a,a + 5) =
= v(b,b + 5) lahko sklepamo a = b. (Oznaka v pomeni najmanjsi
skupni veckratnik.) (3 tocke)

Roparska banda je bogatemu trgoveu ukradla vreéo kovancev. Vre-
dnost vsakega kovanca je celo tevilo penijev. Ce iz vrece odstranimo
katerikoli kovanec, si lahko roparji kovance posteno razdelijo (vsak
dobi enako vrednost v penijih). PokaZi, da je po odstranitvi enega
kovanca stevilo kovancev deljivo s stevilom roparjev. (7 tock)

Druga skupina

1:

Pri okrogli mizi so pripravili 12 prostorov za ¢lane porote in jih opre-
mili z imeni porotnikov. Raztreseni profesor K. je kot prvi namesto
na svoj prostor sedel takoj na naslednjega, gledano v smeri urinih ka-
zalcev. Vsak naslednji ¢lan porote je nato zasedel bodisi svoj prostor
bodisi prvi prost sedez od svojega v smeri urinih kazalcev, ce je bil
njegov zZe zaseden. Konéni sedezni red je odvisen od vrstnega reda
prihodov porotnikov k mizi. Koliko razliénih sedeznih redov obstaja?
(6 tock)

Definirajmo velikost kvadra kot vsoto njegove dolzine, Sirine in visine.
Ali lahko kateri od kvadrov vsebuje veéji kvader? (7 tock)

Ales Vavpetic

20. MEDNARODNO MATEMATICNO
TEKMOVANJE MEST — Resitve nalog s str. 372

Resitve nalog prvega dela
Prva skupina

1.

Celotna kocka se sestoji iz 400 stolpcev, tako da je vsota 8000-ih stevil
400. Vsota stevil v vsaki rezini je 20. Vsoto Stevil na treh rezinah
dobimo tako, da od 3 - 20 odstejemo vsoto Stevil na treh stolpcih, ki
lezijo v preseku dveh rezin. Vsota teh Stevil pa je 3 - 1 minus stevilo,
ki lezi na kockici, ki je v preseku vseh treh stolpcev. Torej je iskana
vsota 400 —3-20+3-1— 10 = 333.
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2. Oznatimo stevilo z n. Tedaj je n liho stevilo, torej oblike n = 2k + 1.
Ko delimo stevilo n? = 4k(k + 1) + 1 z 8, dobimo ostanek 1, zato
je n? — 1 deljivo z 8. Stevilo n? — 1 je deljivo z 8 natanko tedaj, ko
je trimestno Stevilo, sestavljeno iz zadnjih treh Stevk Stevila n? — 1,
deljivo z 8. Ker sta zadnji dve stevki 0 in 8, je pred-predzadnja stevka
soda.

3. Naj bo «CB'A’ = «A'C'B = a, <AC'B' = «B'A'C = B in
4BA'C' = 4C'B'A = v. Tedaj je 200 + 28 + 2y + «C'A'B’ +
+ <A'B'C' + «aB'C'A" = 540°. Ker je <C'A'B" + «A'B'C' +
+ «B'C'A" = 180° je a + B+ = 180°. Torej je «C'A'B’ =
= 4CAB = a, <A'B'C' = 4ABC = 3 in <B'C'A’ = «BCA = ~.
Torej sta stirikotnika A’BC'B’ in A'/CB'C’ paralelograma. Ker je
|[BA'| = |C'"B'| = |A'C|, je totka A’ razpolovisce daljice BC. Po-
dobno sklepamo, da je B’ razpolovisée stranice C A in C' razpolovisée
stranice AB.

4. Predpostavimo, da je i-ti Zupan prvi povedal resnico. Tedaj so vse
izjave za njim lazne. Torej je bilo izregenih 7 lazi pred i-tim Zupanom
ter 12 — i lazi za njim, torej 12 lazi. (Od tod sledi, da je i = 1.)

5. Ce sta stevili n in m razliéne parnosti, pobarvamo Sahovnico na
obi¢ajni na¢in. Ko se premaknemo v eno smer za sodo stevilo polj,
ne spremenimo barve polja, ko pa se premaknemo za liho stevilo polj,
spremenimo barvo polja.

Ce sta obe stevili n in m lihi, pobarvamo cele stolpce izmenoma
érno in belo. Ce se najprej premaknemo v vodoravni smeri, spreme-
nimo barvo polja (premaknemo se za liho stevilo polj), potem pa, ko
se premaknemo v navpi¢ni smeri, ostanemo na isti barvi. Podobno
sklepamo, ¢e se najprej premaknemo v navpi¢ni smeri.

Nazadnje si ogledamo $e primer, ko sta m in n sodi Stevili. Naj
bo t najveéje naravno stevilo, da Stevilo 2 deli n in m. Tedaj je
n =2k in m = 2!, kjer je vsaj eno izmed Stevil k in [ liho. Ne-
skonéno Sahovnico razdelimo na veéja polja dimenzije 2¢ x 2! in vsa
polja v ve¢jem polju pobarvamo enako. Tako smo prevedli primer
(n, m)-krokodila na primer (k,I)-krokodila. Vecja polja pobarvamo
tako, kot smo zapisali zgoraj, glede na parnost stevil k in [.

Druga skupina

1. Skupna masa devetih najtezjih utezi je 11g+ --- + 199 = 135¢g, masa
najlazjih devetih utezi pa je 1g + --- + 9g = 45g. Razlika je ravno
90g. Torej je zlata utez tezka 10g.
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2. Za vsak i = 1,...,n naj bo ¥; kot, pod katerim vidimo del loka
i-tega kroga, ki pripada robu “ukrivljenega veckotnika”, iz tocke,
kjer se sekajo robovi krogov. Ker je ta tocka znotraj veckotnika, je
W14+, = 2x. Kot, pod katerim vidimo del loka i-tega kroga, ki
pripada robu “ukrivljenega veckotnika”, iz sredisca i-tega kroga, je
213;. Od tod sledi, da je obseg vetkotnika enak 29, + - - - + 299, = 4.

3. 'V polja sahovnice vpiSsemo érke A, ..., P, kot kaze spodnja leva slika.
Ni se tezko prepricati, da konj potrebuje najmanj tri skoke, da pride
od enega polja do drugega z vpisano isto érko. Ker je do A do P 16
¢rk, po Dirichletovem principu obstajata dve oznaceni polji, ki imata
isto vpisano érko. Spodnja desna slika pokaze, da trditev naloge velja
ze za 11 oznacenih polj.

DI H| L| P| B| F| J|. N BI|Cl|A|I|I|B|D|A
DI H| L| P| B| F| JI N G|F|J|E|\E|J|FIH
C|G|K|[O| Al E| I|M H| I|B|C|DIAlI|G
C|G|K|[O| Al E| I'|M J|E|G|C|D|H|E|J
B|F|J|N|D|H|L| P JIF|G|A|B|H|F|J
B|F|J|N|D HlL|lP H| I|DIA|B|C|I|G
AlE|I|M|C|G|K|O G\E|\J|F|\F|J|E|H
Al E| I|M| C|G| K| O DIAICII|I|DIB|C

4. Ker velja 123+ @90 = (1 — 21)(1 — 22) -+ - (1 — x2), bo produkt
T1Tg - - - Tog najvedji, ko bo najvecji produkt

T1Ta - Top(l—x1)(1 —32) -+ - (1 — z99) =
= Il(l = E]_).'L‘g(]. = .'L‘z) CL ..\”32(](1 - :13‘20) =

Torej je dovolj poiskati stevilo z; iz intervala (0,1), da bo produkt
x;(1 — z;) najvedji. Iz neenakosti med aritmetiéno in geometrijsko
sredino dobimo z;(1 — ;) < (M]2 = % in enakost velja pri
ri=1—mz;= % Torej bo produkt zjz3 - - - 20 najvetji, ko bo z; =
= .-+ =g = %
5.(a)Drzava A naj ima dva drzavljana, eden ima ) 50, drugi pa 30. V

drzavi B pa naj prebiva le ena oseba in ta ima @ enak 10. Ce oseba,

ki ima @ 30, iz drzave A emigrira v drzavo B, se drzavi A kvocient

IQ dvigne iz 40 na 50, drzavi B pa iz 10 na 20.
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(b) To se ne more zgoditi. Naj bo prvotni IQ v drzavi A enak ag in

v B enak by. Naj ima pri prvi selitvi skupina emigrantov iz A v
B povprecje inteligenénih kvocientov enako e; in naj bo nov IQ v
drzavi A enak a; in v B enak by. Ker se je pri tem I(Q v obeh
drzavah povecal, velja a; > ap in zato ag > ¢; ter by > by in zato
¢1 > b;. Od tod sledi, da je a; > b;. Naj ima pri selitvi skupina
emigrantov iz B v A povprecje inteligenénih kvocientov enako ¢y in
novi I@Q v drzavah ag ter by. Podobno kot prej iz as > aq in by > by
sledi by > by > ¢ > as > a;. To pa je v protislovju z neenakostjo
a; > by.

(c) Drzava A naj ima dva prebivalca z inteligenénim kvocientom 30 in

10. Drzava B ima pet drzavljanov, ki imajo () enak 630, 60, 60, 50
in 50. Drzava C' ima le enega prebivalea, ki ima @) enak 20. Tore]j je
IQ drzav enak 20, 170 ter 20. Pri prvi selitvi se drzavljan iz A, ki
ima @ enak 10, preseli v drzavo B ter oba drzavljana iz B, ki imata
Q enak 50, emigrirata v C. Novi IQ drzav so tako 30, 190 ter 40. Pri
drugi selitvi se prebivalec drzave C, ki ima () enak 20, preseli v B,
iz drzave B pa odideta oba drzavljana, ki imata @ enak 60, v drzavo
A. Novi IQ drzav so 50, 220 in 50.

Resitve nalog drugega dela
Prva skupina

1.

Ker je (a+5) — 5 =5, je D(a,a+ 5) enako 5 ali 1. Podobno dobimo,
da je D(b,b+ 5) enako 5 ali 1. Vemo, da je v(a,a + 5) = WA8).

D{a,a+5)
v(b,b+5) = ﬁ%t;% Torej velja a(a + 5) = b(b + 5), ba(a + 5) =

= b(b+5) ali a(a + 5) = 5b(b + 5).

Ce je a(a+5) = b(b+5), je (a—b)(a+b+5) = 0. Torej je a = b, saj
sta Stevili @ in b pozitivni.

Ce je 5a(a+5) = b(b+5), je b deljiv s 5 in D(a,a + 5) = 1. Torej je
b(b+ 5) deljivo s 25, kar pomeni, da je stevilo a deljivo s 5. Od tod
pa sledi D(a,a + 5) > 1, kar ni mozno.

Enakost a(a + 5) = 5b(b+ 5) podobno kot prejinja ni mozna.

Naj bo k stevilo kovancev in n tevilo roparjev. Naj bodo ay,...,ax
vrednosti kovancev v penijih. Tedaj velja

as+az+ - +ax =nbp;
ay; +ag+ - -+ ap =nby;

a1 +as+- -+ ag—1 =nby,
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kjer je b; vrednost v penijih, ki bi jo dobil vsak od roparjev, ¢e bi
odstranili ¢-ti kovanec. Ce sestejemo zgornje enacbe dobimo

(k—1)(a1+as+ - +ax) =n(by +ba+ -+ bg).

Naj bo d najvecji skupni delitelj stevil a; + - - -+ ax in n. Ker je az +
+az+---+ar = nby, je stevilo a; deljivo z d. Podobno iz i-te enacbe
dobimo, da je stevilo a; deljivo z d. Ker je b; vsota vrednosti nekaj
kovancev in je vsaka vrednost deljiva z d, je tudi vrednost b; deljiva z
d. Torej lahko stevila a; in b; delimo z d. Zato lahko predpostavimo,
da je d = 1. Tedaj iz zgornje enacbe sledi, da k& — 1 deli n.

Druga skupina

1.

Recimo, da bi bilo okoli mize n sedezev in je a, Stevilo moznih
sedeznih redov. Ce se je profesor K. usedel na mesto i-tega poro-
tnika (to je oseba, ki se je kot i-ta usedla za mizo), tedaj so se drugi,
tretji,. . ., (i — 1)-vi porotnik pravilno usedli, ostali pa so se razvrstili
na an,_;+1 nacinov. Od tod sledi, da je a,, = a,_1+a,_2+---+as+1.
Ker je ag = 1, je a, = 2" 2. Torej je a12 = 212 = 1024.

Naj bodo a, b in ¢ dolzine stranic kvadra in naj bo v njem kvader z
dolzinami stranic z, y in z. Ker je povrSina zunanjega kvadra veéja
od povrsine notranjega kvadra, velja

2zy + 212z + 2yz < 2ab + 2ac + 2bc.

Tudi diagonala notranjega kvadra je krajSa od diagonale zunanjega
kvadra, zato je

+yf+2 < +P+3.
0Od tod sledi
(z+y+2)2 =2+ +22 4+ 2zy + 222+ 2 <
< a?+ b + ¢* + 2ab + 2ac + 2bc =
=(a+b+ec)?,

kar pomeni, dajex+y+z2<a+b+c
Ales Vavpetié
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TI-89 je izredno zmogljiv CAS (Computer Algebra TI-36XS je primeren za reSevanje tezjih
System) kalkulator za srednjesolski in fakultetni problemov algebre, trigonometrije, raéunalnistva,
nivo s 640 kB pomnilnika, elektronsko nadgradnjo kemije in statistike.

in programsko opremo za vi§jo matematiko.
! zaslon z 10-mestnim zapisom Stevilk in 2-mestnim
CAS (Computer Algebra System) za algebro, racunanje sksponentom za prikaz rezultatov s plavajoto vejico

izrazov in matri€no algebro « trije spomini
« Flash tehnologija omogota elektronsko nadgradijivost in « eno- in dvodimenzionalna statistika (linearna regresija,
nadgradnjo obstojecih programov srednja vrednost, vsota, vsota kvadratov, standardna
« 640 kB pomnilnika (256 kB RAM, 384 kB za podatke) deviacija, analiza trendov)
« analitiéno in numeriéno redevanje diferencialnih enach « 10 pretvorb anglosaskih/metriénih mer
« tridimenzionalni izris grafov z rotacijo «» B fizikalnih konstant
« konstante in pretvarjanje enot « MOZ8n vnos in ratunanje z binarnimi, osmidkimi,
« statisticne regresije decimalnimi in SestnajstiSkimi Stevili
» lastne vrednosti in lastni vektorji, matriéne funkcije « pretvarjanje polarnih koordinat v pravokotne
» visokokontrastni, lahko berljivi zaslon s 100 x 160 tockami « pretvarjanje kotnih stopinj, minut in sekund v decimalni
= priloZen vmesnik za povezavo z drugim kalkulatorjem TI-89 zapis, ratunanije z ulomki
« opcija: povezava s PC-jem ali MAC-om « nNapajanje z energijo preko sonnih celic
« 2 leti garancije « 2 |eti garancije
Madel Rednacena | CemazabralcePreseka |=  Poleg navedenih modelov si lahko v naSem
TI-36XS 3.864; 3.284 2 podjetju ogledate in preizkusite tudi ostale
Ti-80 12075 10.264- 2 kalkulatorje Texas Instruments.
T-83 73.215.- 19.733- z % i
2 = e £ Modele s popustom lahko naroite tudi po tel.:
— - S 06118969 20 - navedite, da ste bralec revije Presek

¥ MEDIS, Braficeva 1, Ljubljana Kalkulator vam bomo poslali po posti - plagilo
mls Tel.: 061 189 69 10, faks: 061 189 69 90 Ob prewemu
¢ e-mail: pc.biro@medis.si -







