


Zgoraj:

Skupna grobnica zadnjih Bourbonov
v fran¢iskanskem samostanu na Kosta-
njevici v Novi Gorici.

Desno:

Zadnji bourbonski vladar Francije
Karel X. Po begu iz Francije je nasel
zatoCiSCe v Gorici. Na njegovo povabi-
lo je nekaj ¢asa Zivel v naSih krajih in
v Mocnikovi bliZini veliki francoski
matematik Augustin Cauchy.
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DR. FRANC MOCNIK IN CAUCHYJEVA METODA

Na zacetku 17. stoletja so na Kostanjevici pri Gorici zgradili majhno cer-
kev, ki so ji kasneje pridruzili e samostan za karmelicane. Avstrijski cesar
Jozef 11, sin cesarice Marije Terezije, je proti koncu 18. stoletja dal samo-
stan zapreti, tako kot se mnogo drugih. Leta 1811 so na Kostanjevico prisli
franciskani, ki v samostanu zivijo e dandanes (slika na naslovnici). Usta-
nova premore mnogo zanimivih slik in knjiznico z nekaterimi zelo starimi
knjigami. Pod samo cerkvijo pa je grobnica z marmornatimi sarkofagi, v
katerih poé¢ivajo nekateri élani zadnje francoske kraljeve druzine (dinastija
Burbonov). Skica prikazuje razpored sarkofagov (glej tudi fotografijo na
drugi strani ovitka).

Luiza Marija Terezija Ludvik XIX (1775-1844)
(1819-1864) vojvoda Angulemski
vojvodinja Parmska grof Marnski

Henrik V (1820-1883)

vnuk Karla X Karel X Filip (1757-1836)
grol Chambordski francoski kralj od 1824

vojvoda Bordojski

Marija Terezija Charlotte

Marija Terezija Beatrice Gaetana (1778-1851)
(1817—1886) vojvodinja Angulemska
soproga Henrika V soproga Karla X
nadvojvodinja Avstrija-Este héi Ludvika XV1 in

Marije Antoinette

Louis Jean Casimir (1771-1839)
dvorni minister, Due de Blacas
marquis d’Aulps
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Po bitki pri Waterlooju, kjer je dozivel Napoleon dokonéen poraz, je
leta 1824, po smrti kralja Ludvika XVIII, zasedel francoski prestol kralj
Karel X Filip (slika na drugi strani ovitka). Toda leta 1830 je prislo v
Franciji do revolucije in Karel X ter njegov sin Ludvik XIX sta se morala
odpovedati prestolu v korist Henrika V, ki pa nikoli ni vladal. Kralj
Karel X s spremstvom je moral zbezati iz Francije. Neka] ¢asa se je mudil
na Skotskem in Ceskem, nato pa je dobil zatocisée pri grofu Coronini v
Gorici, kjer je kmalu po prihodu zbolel za kolero in umrl.

Marija Terezija Beatrice Gaetana ima najvec¢ zaslug zato, da zadnji
Burboni poéivajo v skupni grobnici v franciskanskem samostanu na Ko-
stanjevici, kar je bila poslednja zelja Henrika V. Med prvo svetovno vojno
so bili sarkofagi zaradi soske fronte prepeljani na varen kraj blizu Dunaja,
leta 1932 pa nazaj na Kostanjevico.

Kaj imajo zadnji Burboni prav-
zaprav opraviti z matematiko? Te-
daj ziveci znani francoski matematik
Augustin Louis Cauchy (1789-1857)
je bil gore¢ privrzenec francoskih
kraljev. Kot matematik, podvrzen
strogemu nacinu razmisljanja, je me-
nil, da samo kralj s trdo roko lahko
naredi zopet red v drzavi. Po re-
voluciji leta 1830 je zato odsel iz
Francije in se nekaj ¢asa zadrzeval
v tujini, dokler ga ni kralj Karel X
povabil k sebi v Gorico, da bi bil
vnuku Henriku V vzgojitelj in ucitelj.
Cauchyja je pot res zanesla v Go-
rico, kjer pa je tiste case (1832-1836)
studiral bogoslovije Franc Mocnik
(1814-1892). Mocnik ni postal du-
hovnik, ampak uéitelj na goriski nor-
malki (1836-1846), hkrati pa je Studiral na graski univerzi, kjer je leta
1840 doktoriral. Vsi ga najbolj poznamo po njegovih racunicah.

Kaze pa, da je Cauchy, kot eden glavnih matematikov prve polovice
19. stoletja. v Gorici naredil na Moénika izredno velik vtis. Morda se
je Moénik ravno zato odlocil za matematiko in 3olske zadeve. Ni sicer
popolnoma znano, kako dobro sta se pravzaprav moza osebno poznala.
Edino dejstvo, ki sploh govori v prid poznanstva, je izdajateljeva opomba
skoraj 100 strani dolge, v nemsé¢ini napisane razprave, ki jo je Moénik
objavil na Dunaju leta 1839 in ima naslov Theorie der numerischen Glei-
chungen mit einer Unbekannten, kar pomeni Teorija numericnih enach z

Augustin Lounis Cauchy



260 Matematika

eno neznanko. Naslovu sledi e daljsi
podnaslov Mit besonderer Riicksicht auf
die neueste von Cauchy erfundene all-
gemeine Auflosungsmethode, kar pomeni
S posebnim ozirom na najnovejso splosno
metodo resevanja, ki jo je iznasel Cau-
chy. S to edino znanstveno razpravo se
je Moénik, star 25 let, uveljavil v mate-
matiénem svetu kot avtoriteta, kar mu
je se kako koristilo kasneje. recimo pri
solskih reformah.

In izdajateljeva opomba? Pravi, da
je Moénik v svoji skromnosti zamoléal,
da je imel v Gorici veliko priloznost in
sreco delati v meposredni blizini Cau-
chyja, ki je tam vec let vzgajal in uéil
vojvodo Bordojskega. In da taka pove-
zanost obeh matematikov daje objavljeni
razpravi e posebno vrednost.

Franc Moénik

Zakaj v razpravi pravzaprav gre? Mocnik obravnava postopek za nu-
mericéni izra¢un pozitivnih nicel polinomov z realnimi koeficienti. Nemsko
govoredim bralcem je podal Cauchyjevo metodo v dostopnejsi in razumlji-
vejsi obliki. Cauchy je bil eden od prvih, v danasnjem smislu strogih in
doslednih matematikov, ki je trajneje vplival na Moénika in njegova dela.

Kaj lahko na kratko povemo o sami Cauchyjevi metodi? Metoda
v omenjeni razpravi je precej splosna, zato si oglejmo najenostavnejso,
linearno metodo.

Naj bo f(z) = faax™ + faoo12™ ' + ...+ fiz + fo, kjer je fr, # 0 in
n > 1, polinom z realnimi koeficienti. Odvod polinoma f(x) je polinom
fi(z) = nfpz™ '+ (n — 1) fn12™ 2 + ... + fi. Geometrijsko pomeni
f'(xo) naklon tangente na graf polinoma f(z) v tocki Tp(zo, f(xo)). Ce
ima f(x) pozitivne koeficiente, ima f’(z) tudi pozitivne koeficiente.

Polinom f(x) z realnimi koeficienti naj ima na intervalu (a,b), kjer
je 0 < a < b, natanko eno niélo xg. To pomeni, da je f(zg) = 0. To
niclo bi radi priblizno izracunali, ker natanéne ne znamo najti. Zapisimo
flz) = p(x) — q(x), kjer imata polinoma p(z), q(x) pozitivne koeficiente.
Potem pri pogoju a < x < b o€itno veljata relaciji p’(a) < p'(z) < p'(b) in
qd'(a) < ¢'(z) < ¢'(b). Zato velja na intervalu (a, b) relacija: p'(a) — ¢'(b) <
< f'(z) < p'(b) — ¢(a).
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Opazujmo graf polinoma f(z) na
intervalu [a, 8], kjer je & < . Kot "y
je znano, je smerni koeficient premice £(8)
skozi tocki A(ea, f(a)) in B(8, f(3)) -
enak (f(8) — f(a))/(8 — ). Tej pre-
mici je vzporedna vsaj ena tangenta
na graf polinoma f(x) na obravnava-
nem intervalu. To pomeni, da vsaj
za eno tocko £ med « in 3 velja: fle) 1= : ;
£1€) = (f(B)— f(@)/(B—a) oz. - —
F(B) = f(e) = f(E)(B—a). . g S
Uporabimo sedaj to trditev na intervalu [a, =], kjer je a < z < b. To-
rej lahko najdemo med a in z, tako tocko &;, za katero velja f(z) — f(a) =
= f'(&1)(z — a). Prav tako lahko najdemo med z in b tako tocko &, za
katero velja f(b) — f(z) = f'(&)(b — z). 1z zadnjih dveh relacij in iz mej
za odvod polinoma f(z) na intervalu (a,b) dobimo relaciji

fla) + (z —a)(p'(a) — ¢'(b)) < f(x) < f(a) + (z — a)(p'(b) — ¢'(a))
in
F) + (=)' (b) — ¢'(a)) < fz) < f(b) + (z —b)(P'(a) — (b)),

ki veljata na intervalu [a,b]. Tam torej velja h(z) < f(z) < H(z), kjer
sta H(z) in h(z) linearna polinoma

H(z) = f(a)+(z—a)(p'(b)—4¢'(a)), h(z)= f(b)+(z—b)(p'(b)—q(a)).

Ocitno je H(a) = f(a) in h(b) = f(b).
Vzemimo najprej, da je f(a) < 0in f(b) > 0. Nicli funkeij H(z) in
h(x) sta po vrsti

fla) f(b)

a4 =0—- ———"—, by=b————,
p'(b) —¢'(a) P'(b) — d'(a)
Stevilo a je spodnji, b pa zgornji zacetni priblizek za niélo zy polinoma
f(x), stevili @y in by pa sta boljsa priblizka za xq in zato velja: a < a; <
<zg<b <b
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Ker je 0 = H(a1) > f(a1) in 0 = h(by) < f(b1), lahko opisani
racun ponovimo na intervalu (ai,b;), dobimo nov interval (ag,by) itd.
Ce postopek dovolj dolgo nadaljujemo, dobimo niclo polinoma f(z) tako
natanéno, kot zelimo.

V primeru f(a) > 0, f(b) < 0 obravnavamo polinom — f(x), ki ima
iste nicle kot f(z), polinoma p(z) in ¢(x) pa zamenjata vlogi.

Primer: Polinom f(x) = a* —32® 4 52% — 62 — 1 ima pozitivno
ni¢lo na intervalu (2,3), saj je f(2) < 0 in f(3) > 0. Ker je f(z) =
= (2% + 52%) — (32° + 62 + 1), lahko uporabimo opisani postopek za
p(z) = 21 + 522, g(z) = 3z3 + 6z + 1, p'(z) = 423 + 10z, ¢'(z) = 922 + 6,
a=2,b6=3.

Priblizke a,, in b, za n > 1 v tabeli ra¢unamo po formulah:

flan) f(bn)
ly =0 — —F " 7T i bn =bn"'__"““‘"-_-
i P (b.) — ¢'(an) = P (bn) — q'(an)
Pri tem vzamemo: ag = 2,bp = 3.
[n] an | & |

2.000000 | 3.000000
2.010417 |2.729167
2.023925 |2.512316
2.040438 | 2.342643
2.058834 |2.217320
2.076058 |[2.136587
2.087190 |[2.099115
2.090406 | 2.090964
2.090593 | 2.090594
2.090593 | 2.090593

O o1 T E W= O
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Pozitivna ni¢la polinoma je torej xp = 2.090593. Polinom f(x) ima Se eno
realno niclo na intervalu (—1,0), saj je f(—1) > 0 in f(0) < 0. Najprej
zamenjamo x z —x, tako da is¢emo niélo polinoma f(z) = z*+32% +52% +
+ 6z — 1 na intervalu (0,1). Ker je f(0) < 0in f(1) > 0, lahko uberemo
zgornji postopek, z drugaénima polinomoma p(x) in g(z), in dobimo niclo
g = 0.146994, ki pa se za predznak razlikuje od niéle prvotnega polinoma.
Prvotni polinom ima dve realni ni¢li: 7 = —0.146994 in x5 = 2.090593.

Marko Razpet
RAZGIBANI NIZI — Resitev s str. 229

Poiskati zelimo po abecedi 1999. razgibani niz, ki bo sestavljen le iz znakov
A, B in C. Spomnimo se, da je niz znakov razgiban, ¢e ne vsebuje dveh
enakih zaporednih strnjenih podnizov.

Prvih pet razgibanih nizov je:

A, AB, ABA, ABAC, ABACA.

In kako poiStemo naslednji razgibani niz? Najprej na konec zadnjega niza
poskusamo dodati érko A. Ce je dobljeni niz razgiban, je to po abecedi
naslednji niz. Toda niz ABACAA ni razgiban. Zato namesto ¢rke A posku-
simo dodati po abecedi naslednjo ¢rko, ¢érko B. Tokrat dobimo razgibani
niz

ABACAB.
Ko is¢emo naslednji niz, zopet najprej poskusimo s ¢rko A. Dobljeni niz
ABACABA

je razgiban. Ko pa temu nizu dodamo A, B ali C, nikoli ne dobimo razgi-
banega niza. Razgibanega niza ABACABA se torej ne da podaljsati, treba
ga bo spremeniti. Ker moramo poskuSati po abecedi, zadnjo érko iz A
spremenimo v B. Dobljeni niz se kon¢a z dvema B-jema, torej ni razgiban.
Nato poskusimo zadnjo érko spremeniti v C. Tokrat dobimo razgibani niz

ABACABC.

(Ce tudi ta niz ne bi bil razgibani, bi zadnjo érko odvrgli — na tem mestu
smo poskusili Ze vse moznosti — in poskusili s “povecano” predzadnjo itn.
Ker je razgibanih nizov iz érk A, B in C neskonéno (ze v besedilu naloge smo
omenili, da dokaz tega dejstva ni prav preprost, morda ga bomo prikazali
v eni od prihodnjih stevilk Preseka), poskusanje prej ali slej uspe. Ce pa
bi uporabljali le ¢érki A in B, potem se po Sestem nizu zgodi, da odvrzemo
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vse znake, kar pomeni, da naslednjega razgibanega niza ni.) Na enak
nacin dobimo tudi deveti in deseti razgibani niz:

ABACABCA in ABACABCAC.

Napi§imo Se program za iskanje razgibanih nizov, ki bo uporabljal
opisani postopek. Zapisali ga bomo v programskem jeziku C. Nize bomo
gradili v tabeli znakov, imenovali jo bomo niz. Poglejmo “glavni pro-
gram”:

/* Iskanje razgibanih nizov po abecedi. */
#include <stdio.h>
#define MAX 1999

/#* Globalna spremenljivka, ki pove, kolike nizov Se manjka. */
int stevec;

void poisci(char [], int);
int lahkoDodam(char [], int, char);

int main(void)

{
char niz[MAX + 1]; /* Tabela, v kateri gradimo razgibane nize. */
int n; /* Kateri razgibani niz iZZemo? */
int 1;
do {

printf("Kateri razgibani niz naj poiscem: ");
scanf ("%d", &n);
} while (n < 1 || n > MAX);

for (i = 0; i <= MAX; i++) niz[i] = ’\0’;
stevec = n; /* Toliko razgibanih nizov moramo poiskati. */
poisci(niz, 0);
/#* Preverimo, ali smo res naZli n razgibanih nizov. #*/
if (stevec > 0)
printf("Ne obstaja Jid razgibanih nizov.\n", n);
else /* Niz smo naSli. IzpiZemo ga. */
printf("Po abecedi %d. razgibani niz je:\n%s\n", n, niz);

return 0;

V programu najprej v spremenljivko n preberemo, kateri razgibani niz
is¢emo (za resitev naloge vtipkamo 1999), nato inicializiramo tabelo niz
(to je pomembno zaradi izpisovanja razgibanega niza pri koncu programa)
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in spremenljivko stevec ter poklicemo funkcijo poisci. Ta opravi glav-
nino dela. Pri tem v globalni spremenljivki stevec steje, koliko razgibanih
nizov je treba Se poiskati, da bomo prisli do n-tega. Ce je po klicu funkcije
poisci vrednost spremenljivke stevec enaka 0, to pomeni, da smo n-ti
niz nasli. Ta zgrajen ¢aka v tabeli niz, zato ga lahko izpisemo. Ce pa je
vrednost ostala pozitivna, potem niza nismo nasli (ker teorija zagotavlja,
da niz obstaja, to pomeni, da se je v program prikradla napaka).

Funkcija poisci ima dva parametra: tabelo znakov niz in celo stevilo
dol. Pred klicem so v tabelo niz na mesta 0, ...,dol —1 Ze vpisani znaki,
ki sestavljajo razgibani niz dolzine dol. Na zacetku je niz prazen. zato je
pri klicu v glavnem programu drugi parameter enak 0.

/* Poskusimo podaljSati Ze zgrajeni niz: niz[0],...,niz[del - 1]. */
/* Funkcija spreminja globalno spremenljivko Ztevec. */
void poisci(char niz[]l, int dol)

i

char znak; /# Crka, s katero poskuZamo podaljSati niz. #/

for (znak = ’A’; znak <= 'C’; znak++)
if (lahkoDodam(niz, dol, znak)) {
/* PodaljSamo niz. Tudi ta je razgibani. */
niz[dol] = znak;
if (--stevec <= 0) return; /+* NaZli smo Ze dovolj nizov. */
poisci(niz, dol + 1);
if (stevec <= 0) return;
}
niz[del] = *\0’; /# Po&istimo za seboj. */
return;

}

Funkcija poisci je napisana rekurzivno. V njej dani niz najprej po-
skusamo podaljsati s ¢érko A, nato z B, nazadnje pa se s C. Ali bo podaljsani
niz razgiban, pove (logi¢na) funkcija 1ahkoDodam. Ce podaljsevanje uspe,
zmanjsamo stevec in preverimo, ali je bil to zadnji iskani niz (tedaj s kli-
cem return sko¢imo iz funkcije). Sicer pa z rekurzivnim klicem poiséemo
Se nadaljnje razgibane nize. Po klicu ne smemo pozabiti §e enkrat preve-
riti, ali smo Ze nasli vse nize ali ne, saj rekurzivni klic obicajno zmanjsa
vrednost spremenljivke stevec. Ce se zanka for iztece, ne da bi nasli
iskani razgibani niz, potem “potistimo” za seboj in kon¢amo (se vrnemo
na prej$nji nivo rekurzije). Na vsakem nivoju rekurzije velja, da ce je vre-
dnost spremenljivke stevec po klicu funkcije poisci pozitivna, potem je
vsebina tabele niz pred tem klicem enaka kot po njem, vrednost spre-
menljivke stevec pa je zmanjsana za toliko, kolikor je razgibanih nizov
dolZine vsaj dol + 1, katerih prvih dol znakov je enakih tistim, zapisanim
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v tabeli niz. Vrstici z return skrbita le za Stetje najdenih razgibanih
nizov in za pravocasen konec rekurzije.
Zapi&imo Se funkcijo lahkoDodam:

/* Ali lahko Ze zgrajeni niz (niz[0],...,niz[dol - 1])
podaljSamo z znakom znak? */
int lahkoDodam(char niz[], int dol, int char)
1{
int poed; /* dolZina podvojenega podniza */
int i;

for (pod = 1; pod <= (dol + 1) / 2; pod++)
if (niz[del - pod] == znak) { /* kandidat za podvojeni podniz */
/* 0d zadaj primerjamo podniza niz[dol - pod + 1,..,dol - 1]

in niz[dol - 2 * pod + 1,..,dol - pod - 1]. */
for (i = dol - 1; 1 > dol - pod &% niz[i] == niz[i - podl; i--) ;
if (i == dol - pod) return 0; /* PodaljSani niz ni razgiban. */
}
return 1; /* PodaljZani niz je razgiban. */

S predstavljenim programom zlahka poiséemo 1999. razgibani niz,
sestavljen le iz ¢rk A, B in C. Ta je kar dolg, saj ima 1823 znakov. Ogledate
si ga lahko na tretji strani ovitka.

Za vajo lahko poskusite program spremeniti tako. da bo sproti izpiso-
val zgrajene nize in da bo znal graditi razgibane nize tudi iz veé razliénih
znakov, ne le iz érk A, B in C. Seveda ne pozabite poskusiti, kaksne nize
dobite, ¢e dovolite le ¢rki A in B.

Martin Juvan

PRELAGANJE ZETONOV

Na mizi so trije kupi zetonov. Posameznemu kupu lahko v vsaki potezi
dodamo ali od njega odvzamemo toliko Zetonov, kolikor jih je na ostalih
dveh kupih skupaj, npr. (10,7,3) — (10,20, 3) ali (10,7,3) — (0,7, 3).

Igro igrata izmeni¢no vsak po eno potezo dva igralca. Zmaga tisti, ki
prvi doseze, da je en kup prazen.

Janez in Miha sta zacela igro s kupi, v katerih je bilo 1999, 199 in 19
zetonov. Kdo zmaga, ¢e oba igrata optimalno dobro in je Janez prvi na
potezi?

Dragoljub M. Milosevié, prir. Marija Vencelj
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KRIZANKA Z GESLOM
Uganko resi v skladu z naslednjimi navodili:

1. Resi stevilsko krizanko.

2. l]i)ob_lJene st:evke zamenjaj s érkami, 11213l4l5l6l7!819]0

ot je razvidno iz tabele.

3. Resitev uganke dobis, ce dobljeno EIT C K
besedilo preberes po vodoravnih
vrstah, zacensi v zgornjem levem
kotu.

Vodoravno:

1. /196. 1 2 3 1

3. 5°+3%42<2<31+3inzeN. .
Koliksen je x7? 5 6

5. Tanja je stara 36 let in je od Tineta . .
starejsa 11 let. Ko se je rodil Tadej,
je imel Tine 17 let. Koliko let ima i 8 . 9 10
Tadej?

6. Polz preleze v eni uri 360 mm. Ko- 11 12 13
liko mm preleze v eni sekundi, ¢e leze . .
enakomerno.

7. Mama je kupila 1 kg bonbonov in jih 4 . 15 ‘.
enakomerno razdelila med 5 otrok.

Koliko kg bonbonov je dobil vsak?

9. Zapisi stevilo % — % v decimalnem zapisu.

11. Koliksna je hipotenuza pravokotnega trikotnika s katetama 6 in 87
13. 6zy + 20y = 222 in y = 3. Poisci x.

4. =6 x=0

15, M08 =0 0 =7

Navpiéno:

1. Kolikéna je vsota notranjih kotov trikotnika?

2. Resitev enacbe 3z 4 5(x + 6) + = = 66.

3. Kot *£* v stopinjah.

4. Po velikosti ¢etrto liho Stevilo.

6. sin180°.

8. Volumen kvadra z robovi 12, 6 in 3 enote.

10. Petdeseto sodo stevilo zmanjsano za prvo liho tevilo.
12. cos90°.

14. Resitev enacbe 25 — 2% = 42,

16. 3.

Darjan Trupi in Marko Perc, dijaka SC Celje,

prir. ured.
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ZODIAK

Jasnega dne lahko opazujemo Sonce, kako se navidezno giblje prek neba.
Zjutraj vzide na vzhodnem delu obzorja, dopoldne se dviga, opoldne je
na juzni strani neba najvise nad obzorjem, popoldne se Sonce spusca; na
zahodnem delu obzorja pa zvecer zaide.

To je navidezna dnevna pot Sonca nad obzorjem; poteka od vzhoda
proti zahodu. V mislih si jo lahko dopolnimo z noéno potjo od zahoda do
ponovnega vzhoda, ko je Sonce pod obzorjem in ga ne vidimo. Navidezno
recemo zato, ker gibanje Sonca na nebu ni resniéno. Nam se tdako le zdi,
saj nastopi zaradi vrtenja Zemlje od zahoda proti vzhodu.

Za razumevanje, kaj je resni¢no in kaj navidezno, naredite tale
poskus: Pred seboj iztegnjeno roko premikajte tako, da jo projicirate
na nebo, torej vidite na nebu. Roka se giblje resniéno, na nebu glede
na kak oblak (znacilni predmet) pa lahko opazujete njeno navidezno
gibanje. Ptice, letala, oblaki se gibljejo v zraku nad vami, vi pa jih
vidite na nebu. To je njihovo navidezno gibanje.

V istem kraju se vzhajalis¢e in zahajalisée Sonca med letom spre-
minjata in s tem navidezna dnevna pot Sonca. Opoldne vsakega dne je
Sonce razliéno visoko. Vse to pomeni, da Sonce spreminja lego glede na
zvezde, ki ne spreminjajo medsebojnih leg na nebu.

Vecina zvezd vzhaja in zahaja kot Sonce. Dolocena zvezda pa ima
vedno isto vzhajalisce in prav tako isto zahajalisée. O tem se lahko pre-
pricamo, ¢e opazujemo, kje na obzorju vzide in kje zaide kaka svetlejsa,
dobro znana zvezda.

Razen dnevnega navideznega gibanja ima Sonce tudi navidezno letno
gibanje. Med letom se premika glede na zvezde. To gibanje poteka od
zahoda proti vzhodu, torej v nasprotni smeri od dnevnega. Sonce naredi
en navidezni obhod (360°) po nebesni krogli v 365 dneh, to je v enem
letu, ko Zemlja obkrozi Sonce. V enem dnevu se Sonce glede na zvezde
premakne za 360°/365, kar je nekaj manj od 1°. Navidezni letni poti
Sonca recemo ekliptika (slika 1).

Navidezna letna pot recemo zato, ker ta pot Sonca med zvezdami ni
resnicna. Ker krozi Zemlja okrog Sonca, se nam zdi, da se Sonce premika.
To je tako, kot se nam zdi, da se premikajo sicer mirujocée hise in drevesa
glede na ozadje, ce jih opazujemo iz drvecega vlaka ali avtomobila.

Ekliptiko lahko prikazemo kot kroZnico na nebesni krogli ali pa kot
valovito ¢érto — val, sestavljen iz hriba in doline (slika 2). Ekliptika precka
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t1 (npr. 15.3.), Z2 — lega Zemlje v po- LS B
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premaknitvi Zemlje iz Z1 v Za2, se Sonce i
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dni se Sonce navidezno premakne iz enega ‘E

v drugo ozvezdje zodiaka. V enem letu
navidezno precka vseh 12 ozvezdij. Tako
naredi Sonce ravno en navidezni obhod
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Slika 2. Ekliptika, prikazana kot krivu- ;
lja. Krozci s piko oznacujejo na krivu- " "‘ié _é
1ji navidezne lege Sonca vsakega prvega v - -

mesecu. Dne 1,9, je Sonce navidezno v
ozvezdju Lev blizu njegove glavne zvezde
(er) Regul. Na krivulji lahko ugotovimo,
kje (ozvezdje) in kdaj (datum) se navi-
dezno giblje Sonce med letom; najdaljsi
dan (22, 6.), “ko je Sonce najvisje na kri-
vulji’ (v ozvezdju Dvojéka oz. znamenju
Rak), najkrajsi dan (22. 12.), “ko je Sonce
najnizje na krivulji” (v ozvezdju Strelec
oz. znamenju Kozorog).
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dolocena ozvezdja, kar pomeni, da
med letom Sonce navidezno precka
ta ozvezdja. V razliénih dneh leta je
Sonce navidez v razliénih ozvezdjih.
Ker imajo ta ozvezdja ve¢inoma ime-
na po zivalih, se pas ozvezdij (+8°)
ob ekliptiki imenuje zZivalski pas ali
zodiak. Pesnisko mu recejo tudi zi-
valska cesta (slika 3).

V enem letu Sonce navidez preé-
ka naslednjih dvanajst ozvezdij zodi-
aka: Oven, Bik, Dvojcka, Rak, Lev,

Slika 3. Zodiak, Kadar je npr. Sonce na-
’ 5 L £ videzno v ozvezdju Skorpijon, tega oz-
Devica, Tehtnica, Skorpijon, Strelec, vezdja ne moremo videti, saj je na nebu
Kozorog, Vodnar, Ribi. podnevi, paé pa lahko opazujemo ponoéi

Na ekliptiki lezi tocka, ki ji re- njemu nasprotna zodiaska ozvezdja, ki

gemo pomladiste ali tocka Gama. St@ YV nasem primeru Dvojcka in Bik.

Oznaéujemo jo s simbolom (znamenjem) ozvezdja Oven — 7. Pomladisce
je tocka, v katero pride Sonce pri svojem navideznem letnem gibanju ob
spomladanskem enakonocju (okoli 21. 3.).

V wvesolju in tako tudi na nebu se vse giblje. Premika se tudi po-
mladisce.

Zemljo si lahko predstavljamo kot vrtavko s posevno vrtilno osjo.
Zaradi privlaéne sile Sonca in Lune Zemljina vrtilna os opleta — opisuje
plasé stozca v prostoru. To ima za posledico, da se pomladisée zelo pocasi,
vendar vztrajno, navidezno premika po ekliptiki od vzhoda proti zahodu.
Zaradi tega se spreminja navidezna podoba zvezdnega neba ali drugace
povedano, spreminjajo se lege zvezd glede na T, ki predstavlja izhodisce
koordinatnega sistema na nebu.

Pomladisée naredi en obhod (360°) po ekliptiki priblizno v 26 000 le-
tih. V enem letu se navidezno premakne za 360° /26 000 = 360-60’ /26 000,
kar je priblizno 1’ (ena kotna minuta).

V 2000 letih se pomladisée navidezno premakne za 2000, to je za
2000’ /60, kar je okoli 30°. V 2000 le- =
tih torej pomladisce navidezno pre- ~30
potuje iz enega v drugo zodiasko

ozvezdje. Ob zacetku naSega Stetja, I :

ko so “sestavljali” ozvezdja, je bilo =+- b_}{— »‘Y’+}( |-

pomladisée v ozvezdju Oven. Ta- : == =

krat so pomladisée oznacili s simbo-

lom T tega ozvezdja. Do danes se Slika 4. Premaknitev pomladisca; pred

je pomladisce premaknilo v ozvezdje E;L‘;lzlfll.m (23000 k:;l je pomiadiee ledtla ¥
¢ 2 5 d ju Ovna, do danes pa se je prema-

Rib, Ovnov simbol (znamenje) pa je knilo v ozvezdje Ribi.

ostal. '
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Razlikovati moramo med zodiaskimi ozvezdji in zodiadkimi oz. nebe-
snimi znamenji. Zodiaska znamenja so dobila ime po dvanajstih zodiaskih
ozvezdjih, ki so bila v teh legah pred 2000 leti. Zodiaska znamenja razde-
lijo ekliptiko na 12 povsem enakih delov, zodiaska ozvezdja pa ne. Vsako
znamenje obsega 360°/12 = 30° na ekliptiki.

Pred 2000 leti so se zodiaska znamenja ujemala z zodiaskimi ozvez-
dji. Zaradi premaknitve pomladiica za 30° so se z njo premaknila tudi
znamenja stran od ozvezdij, po katerih so dobila ime. Sedaj enako imeno-
vano znamenje in ozvezdje nimata vec iste lege, ki se steje prav od izbrane
tocke na nebu — pomladiséa. Zato izjava, da je Sonce danes v doloéenem
ozvezdju, ne pomeni, da je v istoimenskem znamenju. To kaze naslednja
preglednica:

Zodiasko Clas gibanja Sonca  Zodiasko Cas gibanja Sonca

ozvezdje v ozvezdju znamenje v znamenju
Ribi 12.3. — 184. Oven 21.3. — 204,
Oven 19.4. — 13.5. Bik 21.4. - 21.5.
Bik 14.5. - 20.6. Dvojcka 22.6. — 21.6.
Dvojcka 21.6. - 19.7. Rak 22.6. — 22.7.
Rak 20.7. - 9.8. Lev 23.7. — 23.8.
Lev 10.8. — 15.9. Devica 24.8. - 23.9.
Devica 16.9. - 30.10. Tehtnica 24.9. - 23.10.
Tehtnica 31.10. - 22.11. Skorpijon  24.10. - 22.11.
Skorpijon 23.11. - 29.11. Strelec 23.11. = 21.12.
(Kacenosec)  30.11. - 17.12.

Strelec 18.12.=18.1. Kozorog 22.12. - 20.1.
Kozorog 19.1. - 15.2. Vodnar 21.1. - 18.2.
Vodnar 16.2. = 11.3. Ribi 19.2. - 20.3.

Povezava med zodiaskim ozvezdjem in znamenjem. Zaradi navideznega pre-
mikanja pomladii¢a se znamenja premikajo v smeri proti zahodu glede na istoimenska
ozvezdja. Ce smo bili npr. rojeni v znamenju Ribi, je bilo Sonce ob naSem rojstvu v
ozvezdju Vodnar. )

Opomba: Pri svojem navideznem letnem gibanju precka Sonce med ozvezdjema Skor-
pijon in Strelec tudi del ozvezdja Kagenosec (Ofijuh). Tega ozvezdja pa ne moremo
jemati za zodiaskega, saj se ga velika vegina razteguje zelo dale¢ od ekliptike. Zodiaskim
ozvezdjem véasih recemo tudi ekliptiska ozvezdja, saj lezijo neposredno ob ekliptiki. V
vsakem od zodiaskih ozvezdij se Sonce navidezno zadrzuje nekaj casa, od enega tedna
do enega meseca, odvisno od tega, kako razsezno je ozvezdje. V zodiaSkem znamenju
pa se zadrzuje toéno en mesec.

V davnini so ljudje videli zodiak kot velik pas ozvezdij, ki krozijo po nebu. Za
njih je bila to sveta pot, po kateri potujejo Sonce, Luna in planeti. Za mnoge je v
preteklih éasih pomenil zodiak veliko nebesno uro. Sonce vzhaja vedno v enem od
omenjenih ozvezdij, prav tako tudi Luna in planeti.
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Daljna predhodnica astronomije je bila nekaksna naravna astrologija,
ki je temeljila na skrbnem opazovanju neba in shranjevanju opazovalnih
podatkov. Ukvarjala se je z merjenjem casa v zvezi s koledarjem, dolocala
je letne ¢ase, napovedovala mrke, Lunine mene, vidnost planetov in drugih
teles Osonéja itn.

Vzporedno z njo pa se je razvijala se druga vrsta astrologije, ki se e
danes ukvarja s horoskopi in prerokbami o ¢loveski prihodnosti, predvsem
glede pocutja, ljubezenskih in denarnih zadev, pomembnih dogodkov itn.
Stoletja in stoletja so ljudje opazovali nebo in tudi drug drugega. Skusali
so ugotoviti vpliv vesolja na ¢loveka. Ljudi so razvrstili po znacaju in
splosnih lastnostih v skupine glede na to, v katerem nebesnem znamenju so
rojeni. 1z leg zvezd, planetov in Lune ob ¢lovekovem rojstvu napovedujejo
usodo. Za vecino ljudi je to velika zabava in igra, za nekatere dolgocasje
in puhlost, nekaj pa jih v to celo verjame.

Marijan Prosén

Slika na IV. strani ovitka: Ozvezdja zodiaka na znamkah

Veéasih naletimo na znamko, ki prikazuje kak zanimiv dogodek, nena-
vaden pojav ali znamenito osebo iz astronomije. Zelo redko najdemo
znamko z motivom ozvezdja. Drzavica San Marino pa je namenila kar
celo serijo znamk ozvezdjem, in sicer kar vsem dvanajstim ozvezdjem
zodiaka. Kot biviemu filatelistu so mi jo prinesli domaéi z izleta po
Italiji. Serija mi je vie¢. Res je lepa, zato jo posredujem v obéudovanje
tudi vam.

TEKMUJMO ZA VEGOVA PRIZNANJA 2
Zbirka resenih nalog s podroc¢nih in drzavnih
tekmovanj od 1992 do 1998

V Presekovi knjiznici je izsla zbirka reSenih nalog za Vegova priznanja, ki
zajema podrocna in drzavna tekmovanja od leta 1992 dalje. Ker smo tik
pred novim ciklom tekmovanj, ki postaja vedno bolj mnoZiéno, bo knjizica
nepogresljiv priroénik tekmovalcem in njihovim mentorjem ter nasploh
poznali. V zadnjih Stirih letih namre¢ tekmovalci na podroénih tekmo-
vanjih poleg standardnih nalog, kjer morajo podati tudi potek resevanja,
resujejo se sklop nalog, pri katerih izmed ponujenih odgovorov izbirajo
pravega.

Sandi Klaviar
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GEOMETRIJSKI ASISTENT

Dandanes se racunalniki vse bolj se uveljavljajo tudi v izobrazevanju. V
ta namen nastajajo razliéni programi, ki nam pomagajo pri u¢enju. Eden
takih programov je tudi Geometrijski asistent.

Ko smo pri pouku matematike presli na geometrijo, sem spoznal pro-
grama za risanje geometrijskih konstrukeij Cabri in C.a.r. Na pobudo
profesorja matematike sem se odloéil narediti program, ki zdruzuje dobre
lastnosti in odpravlja nekatere pomanjkljivosti teh dveh programov. Tako
je nastal Geometrijski asistent — program za risanje dinamiénih geome-
trijskih konstrukeij.

Program omogoéa, da iz osnovnih konstrukeij (tocka, daljica, poltrak,
premica, kroznica, simetrala daljice in simetrala kota) zgradimo Zeljeno
konstrukcijo. Vse postorimo zgolj z uporabo miske. Glavna prednost
programa je, da konstrukcija ni samo staticna, temveé tudi dinamicna.
Kadarkoli si pri konstrukeiji izberemo neko toéko, jo lahko premikamo in
s tem ustrezno spreminjamo vse povezave z njo.

Geometrijski asistent ima preprost uporabniski vimesnik, ki omogoéa
hitro in enostavno delo, tako da tudi zacetniki z njim ne bodo imeli tezav.
Kljub preprostosti pa je Geometrijski asistent namenjen tudi konstruira-
nju zahtevnejsih geometrijskih konstrukeij. Vsebuje namre¢ moznost sle-
denja tocke. Izbrana tocka, vezana na konstrukeijo, more za sabo puscati
sled, kar je posebno uporabno pri obravnavanju raznih moznosti ali spre-
minjanju podatkov, od katerih je konstrukcija odvisna. Pri daljsih kon-
strukeijah se nam lahko zgodi, da pozabimo potek konstrukeije. Ni¢ hu-
dega. Geometrijski asistent je zmozen pokazati celoten potek (zgodovino)
konstrukcije, korak za korakom, kakor je nastajala.

Geometrijski asistent je napisan v Javi, mogoée pa ga je izvajati tudi
preko Interneta. Ce hotete program preskusiti, pokukajte na naslov:

http://library.advanced.org/17426/

Mogoée bo na voljo ze naslednja verzija, ki bo omogocala nekatere kon-
strukcije v prostoru'.

Opomba. Geometrijski asistent je nastal kot raziskovalna naloga in
je na 4. festivalu racunalnistva v skupini Vizualizacija osvojil prvo mesto.
Program sem prijavil tudi na mednarodno tekmovanje v izobrazevalnih

WWW straneh Think-Quest 98 ter se uvrstil v polfinale.
Matej Sekorangja, dijak SSER, Ljubljana

1 Avtor programa nam je poslal Se prikaz uporabe programa pri zanimivi konstruk-
cijski nalogi. Tudi tega si lahko ogledate na zgornjem naslovu na Internetu (op. ured.).
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KOCHOVA SNEZINKA

Zima se je poslovila in snezinke bodo kmalu le Se oddaljeni spomin. Da
ne bo prehod v poletno soparo prehiter, si z raéunalnikom pric¢arajmo Se
malo zimskega vzdusja in narisimo snezinko ali dve.

Nase snezinke bodo seveda nekoliko matematiéno obarvane. Za osno-
vo bomo vzeli t.i. Kochovo krivuljo. Ta spada med rekurzivne objekte. Ti
nastanejo tako, da z dolo¢enim postopkom preoblikujemo osnovni objekt
v vet enakih objektov. Osnovni objekt je lahko trikotnik, érta, kocka
ali kaj drugega. Dobljene objekte z enakim postopkom preoblikujemo
naprej. Tako poznamo Peanovo krivuljo, zmajnico, Hilbertovo krivuljo,
trikotnik Sierpinskega. Ve¢ o teh krivuljah si lahko preberete v ¢lanku
Cirila Pezdirja, Nenavadne krivulje, Presek 18 (1990/91), str. 56-64.

Kochova krivulja

Kochovo krivuljo dobimo tako, da ravno érto (Kochovo krivuljo ni¢tega
reda) razdelimo na tretjine. Srednji del izreZemo in ga nadomestimo z
dvema értama, ki bi skupaj z zbrisanim delom tvorili enakostraniéni tri-
kotnik. Dobimo Kochovo krivuljo prvega reda.

Ce postopek ponovimo na vseh stirih dobljenih értah, nastane Ko-
chova krivulja drugega reda. Od tod do Kochove snezinke ni veé dalec.
Vzamemo enakostrani¢éni trikotnik in mu namesto stranic nariSemo Ko-

chove krivulje ustreznega reda.
K1 K2

KO

K4 A¥ A

Za risanje rekurzivnih objektov je zelo primeren programski jezik
logo. Ce ste tega jezika vsaj malo veséi, bo snezinka kaj hitro pred vami.
Zanimiv ¢lanek o risanju Kochove snezinke najdete tudi na Internetu
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na naslovu http://www.eurologo.org/papers/logomov.html. A v logu
smo v Preseku ze veliko programirali. Zato si bomo tokrat ogledali, kako
bi snezinko narisali s pomoc¢jo programa DERIVE. Ta program je sicer
namenjen predvsem simbolnemu racunanju. Ker pa zna narisati tocke
in v njem lahko definiramo tudi rekurzivne funkcije, bo za naso nalogo
povsem primeren.

Risanje tock s programom DERIVE

Tocko v programu DERIVE podamo kot par koordinat v oglatih oklepajih,
pri cemer sta koordinati lo¢eni z vejico. Tako je koordinatno izhodisce
tocka [0,0], tocko s koordinato = 1 in koordinato y = 2 pa v programu
DERIVE predstavimo kot [1,2]. Ce tak izraz (npr. [1,2]) nariSemo,
dobimo narisano to¢ko (1,2).

Ce zelimo narisati veé tock, sestavimo vektor, katerega komponente
so spet dvodimenzionalni vektorji — torej matriko velikosti n x 2, kjer
je n stevilo tock. Kadar imamo veé tock, se lahko odlo¢imo, ali bomo
pri risanju tocke med sabo povezali ali ne. Ko smo v oknu za risanje
(ukaz Plot) z izbiro Options/State, nastavimo Mode v Connected ali pa
v Discrete.

ross x:1 y:1 Scale x:2 y:2 Derive 2D-plo

Prva nastavitev pomeni, da DERIVE takrat, ko rige ve¢ tock, te med
sabo poveze, druga nastavitev pa, da ért med zaporednimi tockami ne bo.

LLEN P

o i x5
ua:
Jcorwns - Mcnu:- Delete Welp Mow Optioss Flot Qiit Samge Scale Transfer | loowesm: JIEEE Cester Bebete Help Mowe Options Fisi Qeit Renge Scale Tramsler
akes Eoon Ubbens akes Zem
[Ewter opt lon Enter apt bom
Crmes w1 uil Scale x:2 2 B v ﬂ—sml feruss 11 gl Scale =12 yi2 Berive ZD-plot

Ce narisemo matriko velikosti 2 x 2, dobimo daljico. Zacetek daljice
doloca prva, konec pa druga vrstica matrike.
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Kochova krivulja s programom DERIVE

Izraéunajmo tri nove tocke, ki nastanejo po prvem koraku. Definirajmo tri
crto. Parametra vseh treh funkcij sta zacetna in konéna tocka. Vnesimo z
ukazom Author vse te tri funkeije. Izrazi z lihimi Stevilkami so komentarji,
ki jih lahko izpustimo.

1: "Tocka na tretjini med A in B."

b-a
Z: TT(a, b) :=a +

3

#3: "Tocka na dveh tretjinah med A in B."
#4: TDT(a, b) := TT(h, a)

#5: "Tocka na osti."

a+h LE]

6: TO(HF, b) := - . “ha ¥ =R
P 1 2 6 [aZ 2 1 1]

comMAND: TIEEMNY Build Calculus Declare Expand Factor Help Jump solve Manage
Options Plot Quit Remove Simplify Transfer Unremove molUe Window approX
Enter option

User Free:188x Ins Derive Algebra

Nekaj tezav imamo lahko pri vnosu indeksov. Ce zelimo dobiti koor-
dinato x prve tocke, moramo vzeti prvo komponento iz a. To storimo z
a SUB 1. Zadnjo funkcijo torej vnesemo kot

TO0(a,b) := (a+b)/2 + SQRT(3)/6 [(a SUB 2-b SUB 2),(b SUB 1-a SUB 1)]

Da bomo videli, ali delamo prav, narisimo tako dobljeno érto. Naj bo u
zacetna tocka (denimo [—1,1]) in v konéna tocka ([1,1]). Narisati mo-
ramo torej poligonsko érto [u, TT(u,v), TO(u,v), TDT(u,v), v]. Zal
DERIVE izraza ne zna narisati kar v taki obliki, ampak ga moramo prej
poenostaviti z ukazom Simplify. Ne pozabimo, da moramo pri Opti-
ons/State v risalnem oknu nastaviti povezovanje tock.

Za racunanje tock, ki dolo¢ajo krivuljo vi§jega reda, uporabimo rekur-
ligonske ¢rte, ki jo sestavljajo Kochove krivulje, eno nizje stopnje nad od-
seki: od udo TT(u,v), od TT(u,v) do TO(u,v), od TO(u,v) do TDT (u,v)
in od TDT(u,v) do v. Dobimo torej poligonsko érto, sestavljeno iz mnozice
daljic.
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: —3

#4: TDT(a, b) := TT(h, a)

#5: "Tocka na osti.”

= R |
a+h [aZ 2

#6: T0(a, b) := .
2 6

#7: u := [-1, -11
#8: v :=[1, 1]

#9: [u, TTCu, v), TO(u, v}, TDT(u, v),

. ’ 4

8.33 -8.33

-8.57 B.57

8.33. B

1

COMMAND : Center Delete Help Move Options Plot Quit Range Scale Transfer
Windou aXes Zoom
Enter option

Cross x:1 i1 Scale x:1 y:l Derive Z2D-plod]

Ves nas program za risanje Kochove krivulje je torej:

"Tocka na tretjini med A in B."

TT(a,b) :=a + (b -a) / 3

"Tocka na dveh tretjinah med A in B."

TDT(a,b) := TT(b,a)

"Tocka na osti."

TO(a,b) := (a+b)/2 + SQRT(3)/6 [(a SUB 2-b SUB 2),(b SUB 1-a SUB 1)]

"Kochova crta."

CRTA(a,b,n) := IF(n=0,[a,b], [CRTA(a,TT(a,b),n-1),
CRTA(TT(a,b),T0(a,b),n-1),
CRTA(TO(a,b),TDT(a,b) ,n-1),
CRTA(TDT(a,b),b,n-1)1)

Seveda zadnjo funkeijo vpisemo vso v eni vrsti. Sedaj lahko vnesemo izraz
CRTA([-2,0],[2,0],3)
in ga poenostavimo s Simplify. Dobimo dolg vektor tock. Ce jih nari-

Semo (Plot/Plot), dobimo Kochovo krivuljo tretjega reda med tockama
[-2,0] in [2,0].
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Ce narisemo sedaj Kochovo érto nad ogliéi trikotnika, dobimo sne-
zinko. Vegjo “nabrazdanost” (stopnjo krivulje) bomo uporabili, lepsa bo.

S

Za bolj zimsko vzdusje pa Se nekaj snezink, dobljenih tako, da smo
med sabo povezali nekaj Kochovih ért.

¢

Matija Lokar
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RACUNALO ZA SESTEVANJE V
PETISKEM SESTAVU

Skica prikazuje preprost pripomocek za seStevanje v petiskem Stevilskem
sestavu, ki ga lahko sami poljubno podaljsate.

-? -1 0 1 \% 3 4 10 i § 12 13 14, 20 21

-4 -3-2-101 2 3 -'.'I\! 11 12 13 14 20 21 22 23 24 30 31/32 33 34 40 41 42
-2 -1 0 1 2 \ 4 10 11 1/13 14 20 21

\ £

Sestavljajo ga tri vzporedne Stevilske premice; pri tem je srednja
premica enako oddaljena od zunanjih dveh. Vse tri slike stevila 0 leze
na isti pravokotnici na Stevilske premice. Enoti na zunanjih premicah
sta enaki in dvakrat toliksni kot enota na srednji premici. Na vseh treh
premicah so oznake celih §tevil zapisane v petiskem sestavu.

Ce bi radi sesteli dve tevili, poiSéemo na zgornji premici sliko enega
od seStevancev in na spodnji premici sliko drugega. Ob dobljeni tocki
prislonimo ravnilo in ob njem na srednji premici preberemo rezultat. Na
skici smo ravnilo prikazali s érno premico. Premica A prikazuje racun

2(5) + 3(5) = 10¢5),

premica B pa

145y + 12(5) = 31(s).
Res je
2-14+3:-1=1-540-1

(1-5+4-1)+(1-5+2-1)=3-5+1-1.

e Preskusite pravilno delovanje ra¢unala Se na nekaj primerih, ki si jih
izberite sami.

e Premislite, kako rac¢unalo deluje, in dokazite, da vedno praviluo se-
Steva.

e Ali lahko racunalo uporabimo tudi za odstevanje? Kako?

e Napravite podobna racunala za seStevanje v drugih stevilskih sesta-
vih. Kaj moramo pri tem spremeniti?

Marija Vencelj
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GALILEJEV TERMOMETER

Temperaturo merimo z razlicnimi termo-

metri. Najpogosteje uporabljamo zivo- :
srebrne in alkoholne, pogosti pa so tudi ZRAK
kovinski, ki vsebujejo bimetalni trak. Na
tem mestu ne bomo govorili ne o enih
ne o drugih, pa¢ pa o tistem prvem, ki
si ga je leta 1593 omislil Galileo Gali-
lei. Njegov termometer je za kazanje
spremembe temperature izkoriscal spre-
membo volumna zraka med segrevanjem
oziroma ohlajanjem. Bil je torej plinski
termometer. Enostavno ga lahko nare-
dimo tudi sami. Termometri, ki jih pro-
dajajo v trgovinah kot Galilejeve termo-
metre, se od svojega starega predhodnika
razlikujejo tako po obliki kot tudi po prin-
cipu delovanja.

Naredimo najprej stari Galilejev ter-
mometer. V posodo z obarvano vodo po-
stavimo pokonci cevko, ki vodi v drugo
posodo, v kateri je zaprt zrak (slika 1).
Vse skupaj vpnemo v stojalo.

Bucko z zrakom ohladimo. Zraku se Sitly 1. ki Galllajevens teeme
volumen manjsa in obarvana voda se v etra.
cevki dvigne. Ko pa bucko z zrakom se-
grejemo, se segreti zrak §iri po cevki in
izpodriva vodo. Cim visja je torej gladina vode v cevki, tem nizjo tempe-
raturo kaze termometer.

Tak termometer ni kaj prida natancen. Delovanje zunanjega zrac¢nega
tlaka na obarvano vodo v odprti posodi prav gotovo ni zanemarljivo.

Termometri, ki jih danes prodajajo kot Galilejeve termometre, so
veliko bolj liéni (slika 2). Toda princip njihovega delovanja je povsem
drugacen.

V zaprti posodi je kapljevina, v njej pa enako velike utezi, ki se med
seboj rahlo razlikujejo po tezi. Vse utezi so v celoti potopljene, lazje
so na vrhu, tezje pa spodaj. Pri izbrani temperaturi nekatere lebdijo v
kapljevini, druge pa lezijo na dnu posode.

|| PRIZEMA
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Za utez, ki lebdi, velja, da je
sila vzgona kapljevine, ki deluje na-
njo, nasprotno enaka njeni tezi. S
segrevanjem kapljevine se njena go-
stota zmanjsuje, sila vzgona postane
manjsa od teze utezi in utez zacne pa-
dati. Cim visja je temperatura, tem
veC utezi je na dnu posode. Z ohlaja-
njem kapljevine se njena gostota veca,
sila vzgona postane vecja in pri ne-
katerih utezeh preseze njihovo tezo,
zato se te utezi dvigajo. Spreminjanje
temperature torej povzroca dviganje
in padanje utezi.

Tudi utezem, ki so iz stekla, na
njih pa je obesena kovinska ploséica,
na kateri je oznacena temperatura, se
s segrevanjem nekoliko spremeni go-
stota. Toda sprememba gostote trdne
snovi je veliko manjsa kot sprememba
gostote kapljevine.

Princip delovanja termometra z
utezmi si lahko ogledamo kar v doma-
¢ kuhinji. V posodo z ohlajeno vodo
damo jajce. V vodi raztopimo toliko
soli, da jajce v njej lebdi. Pustimo,
da se slana voda segreva, in jajce se
zacne pocasi spuscati. Ko pa posodo
s slano vodo ponovno ohladimo, se Slika 2. Danasnji “Galilejev termome-
jajce spet dvigne. ter”.

V posodo potunkajmo Se eno
jajce, ki se od prvega, kljub temu, da
sta enako veliki, rahlo razlikuje po tezi. Tisto jajce, ki ima vecjo tezo, v
celoti lebdi v slani vodi, tisto z manjSo pa malo kuka iz nje. Ko zaénemo
vodo segrevati, najprej pade na dno posode tisto z veCjo tezo, tisto z
manjSo pa nekaj kasneje, ko se voda bolj segreje. Ko prestavimo posodo
z jajcema v hladilnik, je vrstni red dvigovanja obrnjen.

Galilejevi termometri, ki jih danes najdemo v trgovinah, so namenjeni
bolj okrasu kot pa merjenju temperature.

Vida Kariz Merhar
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KAKO SMO SPOZNAVALI PULZARJE

Veé razlogov mi narekuje, da govorim o pulzarjih. Med najpomembnejse
spada dejstvo, da je bila predlani Nobelova nagrada za fiziko pravzaprav
ze tretji¢ podeljena v zvezi s pulzarji. Torej spadajo te ¢udne zvezde go-
tovo med najzanimivejSa nebesna telesa. Obstaja pa tudi osebni razlog;
dolga leta sem si zelel “videti” pulzar in ta Zelja se mi je pred dobrima
dvema letoma prvi¢ uresnicila. Skupaj z Bojanom Dintinjano in Mirjam
Gali¢ié smo na Goloveu v Ljubljani opazovali mezikanje slavnega pulzarja
v meglici Rakovici. Predani jeseni in v marcu lani pa sva z Mirjam opa-
zovala taisti pulzar v Rakovici z velikim 1.82 metrskim teleskopom in z
nasim detektorjem v Asiagu v Italiji. (Od takrat, ko je bilo to zapisano,
smo opazovali pulzar Se veckrat na velikih teleskopih, vendar o tem kdaj
drugic. )

Ce pogledamo v leksikon, se poucimo, da so pulzarji vrtece se nev-
tronske zvezde, ki oddajajo radijske pulze, ko njihova magnetna polja vpli-
vajo na okoliske elektrone. Odkrili so jih leta 1967 v skupini prof. Hewisha
na univerzi v Cambridgeu v Angliji. Najprej seveda niso vedeli, da gre za
nevtronske zvezde. Preseneceni so bili, da so opazili radijske zvezde, ki iz-
redno hitro mezikajo — celo do ve¢ desetkrat na sekundo. To je bilo nekaj
zelo nenavadnega in povsem nepricakovanega. Kako je mogoce, da telo,
kot je zvezda, torej telo, ki ima maso Sonca, oziroma 300 000-krat ve&jo
maso od Zemlje, pomezikne nekajkrat v sekundi? Vsakdanja izkusnja nas
uéi, da se masivni predmeti premikajo oz. spreminjajo pocasi. Ce uda-
rimo po majhnem zvoncku, visoko zapoje, velik pa globoko zadoni. Za
ton zvenenja zvona sta odgovorna njegova velikost in hitrost, s katero se
zvok §iri po kovini. Poje s tako frekvenco, da se vrh vala ujame z vrhom,
ko potuje z zvokom naokrog po plaséu. Rekli boste, da to ne more biti
edini vzrok, zakaj naj velik zvonec doni globoko, majhen pa visoko, saj
lahko izberemo za velikega snov z veliko hitrostjo zvoka, za majhnega pa
tako, v kateri je zvocéna hitrost poc¢asna. Tedaj bo majhen zvonéek pel
globoko, velik pa visoko. Vendar se pokaze, da je hitrost zvoka v razlicnih
snoveh sicer lahko nekoliko razliéna, vendar kakénih posebno velikih razlik
med razliénimi materiali ne poznamo. Zato zelo velik zvonec vedno doni
globoko, zelo majhen pa cinglja visoko. Ta vsakdanja izkusnja nam torej
pove tudi to, da se je narava odloéila (vsaj na Zemlji) ustvariti snovi, v
katerih se zvok siri s hitrostjo nekaj tiso¢ metrov v sekundi. Lahko je le
nekoliko visja ali nekoliko nizja, veliko pa se od te vrednosti ne razlikuje.
Tudi zvezde sledijo svoji zakonitosti, ki jo razumemo na podoben naéin.
Njihova snov je v stanju zelo vroéega in razmeroma gostega plina, zato se
zvok v njih §iri s hitrostjo nekaj deset tiso¢ metrov v sekundi. Tudi zvezde
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so lahko zvonéki, ki zaradi svoje velikosti donijo zelo, zelo globoko — en-
krat zanihajo kvecjemu v nekaj urah, vcasih pa traja en nihaj tudi po vec¢
kot eno leto. Ce je amplituda takih nihanj pri nekaterih zvezdah velika,
jih spremlja tudi sprememba sija. Astronomi tovrstna nihanja opazujejo
pri nekaterih zvezdah ze veé kot sto let. Teoretiéna razlaga opazovanega
pojava z nihanjem kot pri zvoncu se zelo dobro ujema z opazovanji zvezd,
imenovanih kefeide. Danes poznamo na stotine takih zvezd. Pulzarji
pa so bili pravi sok — nekaj tako mogocnega, kot je zvezda, utripa ne
samo desetkrat ali stokrat, ampak do ve¢ milijonkrat hitreje od normalne
zvezde. Zvezda doni (?) skoraj tako visoko kot zvon slavne ure na london-
skem parlamentu. Ali res doni? Po dobrem mesecu opazovanj so nasli Se
nekaj nenavadnih lastnosti utripanja pulzarjev. Utripanje je nenavadno
enakomerno, njegova perioda pa zelo natancéno narasca s ¢asom. Vendar
utripanje ni podobno nihanju nihala, pulzar oddaja v zelo kratkih sun-
kih, ki trajajo le desetino periode ali pa Se manj. Mnogi pulzarji oddajo
celo dva neenaka pulza v vsaki periodi. Utripanje kefeid ima drugacne
znacilnosti: nihanje sija je podobno sinusnemu (kot pri nihanju nihala) in
je enakomerno, vendar ne povsem. Razlog za to danes dobro razumemo
in je podoben kot pri zvonu: e se temperatura zvona malo povisa, se ta
raztegne in doni za spoznanje nize kot prej, in obratno, frekvenca se rahlo
poveca, ¢e se zvon ohladi. V vrhnjih plasteh mnogih kefeid te¢ejo razni
konvektivni tokovi, ki odnasajo energijo z zvezde. Ker so taki vetrovi
slucajni pojavi, odnasajo energijo véasih za spoznanje hitreje, véasih pa
za spoznanje pocasneje, zato zvezda nima vedno natanko enakih pogojev
in za spoznanje spreminja ton, s katerim doni. Nasprotno pa pulzarji
brenéijo povsem enakomerno, bolje od najboljsih ur, le ¢edalje bolj (a
enakomerno) pocasi.

Na osnovi teh podatkov so astronomi prisli do sklepa, da je treba is-
kati razlago za utripanje pulzarjev drugje. Preprostejso razlago je obetala
hipoteza, da so pulzarji vrtece se zvezde, nekaksni vesoljski svetilniki, ki
oddajajo ozek snop (ponavadi radijske) svetlobe. Tega zaznamo, ko nas
ob vrtenju oplazi. Obetali so si, da bo mogoce v okviru take hipoteze po-
jasniti vsaj tri lastnosti utripanja, ki jih tako lo¢ijo od kefeid: utripanje v
kratkih pulzih, izredno stabilnost periode in njeno enakomerno in po¢asno
narascanje. Resiti pa je bilo treba Se problem, zakaj seva zvezda le v eno
ali dve smeri kot svetilnik, in predvsem, kako je mogoce, da bi se zvezda
zavrtela po nekajkrat v sekundi.

Problem zvona se je pri zadnjem vprasanju pokazal za kljucnega.
Pokazati se da namre¢ naslednje: Recimo, da imamo kovinsko vrtavko,
ki zacinglja s frekvenco 2 500 Hz, ¢e udarimo po njej. To vrtavko lahko
zavrtimo samo do 2500 obratov v sekundi, pri hitrejSem vrtenju pa bi
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se zaradi velikega centrifugalnega pospeska razletela.! Ce uporabimo ta

izrek pri pulzarjih, ugotovimo, da bi pulzarji, ¢e so res vrtece se zvezde,
zadoneli oz. zabrencali Se z visjo frekvenco, kot utripljejo, ¢e bi mogli s
kaksnim orjaskim kladivom udariti po njih. Visoka frekvenca pulzarjev
nam v skladu s tem izrekom pripoveduje, da mora val s hitrostjo zvoka
preckati pulzar v morda nekaj deset milisekundah. Res nenavadno! Ce
bi bil pulzar Zelezen, bi ne smel biti vecji kot kvecjemu nekaj metrov. To
pa je seveda prav neumen odgovor, saj nekajmetrske krogle ne opazimo
niti na razdalji nekaj kilometrov in nikakor ne more sevati toliko ali skora]
toliko kot manjsa zvezda. Iz zagate se lahko resimo le, ¢e obstaja snov, v
kateri je hitrost zvoka bistveno, bistveno vecja. Na Zemlji take snovi prav
gotovo ni. Fizika trdne snovi nam celo zagotavja, da je ne more biti, ker
doloca trdnost in gostoto snovi predvsem igra med kvantnomehanskimi
odbojnimi silami med elektroni in privlac¢na elektri¢na sila med pozitiv-
nimi jedri in negativnimi elektroni. Urejenost atomov je v razlicnih snoveh*
razliéna in to doloca razlike v trdnosti, trdoti in gostoti snovi. Vendar so
te razlike razmeroma majhne in dopuscajo razlike v hitrosti zvoka morda
za faktor 10, nikakor pa ne milijonskih faktorjev, ki bi jih potrebovali.
Pulzarje moramo vsekakor iskati med zvezdami, ki so bistveno drugaéne
od normalnih zvezd, sestavljati jih mora izjemno eksoticna snov.

Kakéna mora biti torej snov, da bomo lahko razumeli hitro utripanje
pulzarjev. Obrnimo zgoraj navedeni izrek! Pulzar je stabilen, ko se vrti,
torej ohranja zunanje plasti, iz ¢esar sklepamo, da je tudi na povrsini tezni
pospedek vecji od centrifugalnega pospeska. Ce je R polmer zvezde in M
masa zvezde, lahko to zahtevo zapiSemo z neenachbo takole:

M
Gﬁ > (27v)%R,
pri cemer je G(= 6.67 x 10711 Nm?/kg?) gravitacijska konstanta, v pa
frekvenca pulzarja. Ce gornjo enacho delimo z R in se spomnimo, da je
4 B3 prostornina krogle, ]_% pa povpreéna gostota (p) krogle, v kateri

Jje masa M, lahko gornje zapiSemo v obliki:

Gp > 3m2.

1 Dokaz za nekoliko poenostavljeno vrtavko, sestavljeno iz idealne vzmeti z dolzino
I, na konceh katere sta enaki masi m, je razmeroma preprost in si ga bo morda kdo od
bralcev sam poiskal.
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Ce upostevamo, da so odkrili pulzarje, katerih frekvenca je skoraj 500 Hz,
lahko izra¢unamo, da mora biti njihova gostota vec¢ja od

3.5 x 10 kg/m® .

To je fantasticna gostota, 35 trilijonkrat veéja od gostote vode! Ko so
v zvezi s pulzarji prvic izracunali to Stevilo, so mnogi astronomi menili,
da to ne more biti prava smer za iskanje odgovora. Nekateri, ki so bili
v zacetku v manjsini, pa so se spomnili belih pritlikavk in najbolj norih
sanj teoretikov v zvezi z njimi.

Prvo belo pritlikavko je odkril Bessel ze pred priblizno 150 leti, ko
je opazoval najsvetlejso zvezdo Sirij, da bi izmeril njeno oddaljenost. Z
zelo natanénimi meritvami je opazil, da Sirij pravzaprav vijuga po nebu.
Sklepal je, da mora pospesek pri zavijanju priskrbeti neka zvezda v blizini
Sirija, katere maso je lahko ocenil na priblizno enako Sonéevi. Pri tem pa
je ¢udno, da tudi Sirijeva masa ni kaj dosti vecja od mase Sonca, a je Sirij
za nas najsvetlejsa zvezda, njegove spremljevalke, z le nekoliko manjso
maso, pa kljub vsem naporom ni mogel zaznati. Torej sveti prav gotovo
kar nekaj tisockrat manj od Sirija. Sele mnogo let kasneje je ameriski
izdelovalec teleskopov Alvin Clark preizkusal takrat najboljsi teleskop in
opazil §ibko, Sibko spremljevalko Sirija. Ko so astronomi konéno uspeli
zaznati njeno barvo, je bilo to pravo presenecenje. Spremljevalka je Se
bolj bela od Sirija samega in je zato po tem, kar vemo o sevanju vrocih
teles (Stefanov, Wienov in Planckov zakon), Se bolj vroca od Sirija. Po
Stefanovem zakonu seva vsak kvadratni meter vrocega telesa (natancen
tehniéni izraz je érno telo) mo¢, ki je sorazmerna samo s ¢etrto potenco
temperature. Torej mora sevati vsak kvadratni meter spremljevalke Sirija
vec kot Sirij sam, celotna zvezda pa kljub temu seva vec¢ tisockrat manj
od Sirija. To je mogo¢e samo, ¢e je povriina Sirijeve spremljevalke vet
kot desettisockrat manjsa od Sirija. Ker je povrsina krogle sorazmerna
s kvadratom polmera (P = 47 R?), sklepamo, da je sibka zvezda stokrat
manjsa od Sirija. Naprej: ker je prostornina krogle sorazmerna s tretjo
potenco polmera, je prostornina Sirijeve spremljevalke milijonkrat manjsa
od Sirijeve. Pa vendar imata obe zvezdi priblizno enako maso. Torej je
Sirijeva spremljevalka priblizno milijonkrat gostejsa od Sirija, katerega
povpreéna gostota je nekako tolikéna kot povpreéna gostota Sonca, to je
zelo priblizno 1 000 kg/m®. Ko so zaéeli izdelovati vegje in vegje teleskope,
so lahko Se natanéneje pogledali med zvezde in odkrili e veliko belih
pritlikavk, ki so vse potrjevale sklepe o razmeroma visoki temperaturi in
predvsem o njihovi gostoti, ki je ve¢ milijonkrat vecja od gostote vode.

Jasno je, da je snov, ki sestavlje bele pritlikavke povsem drugacna kot
tista na Zemlji. Kaj se je zgodilo s snovjo v belih pritlikavkah? Prej smo
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ze povedali (brez dokaza), da je gostota snovi na Zemlji dolo¢ena z igro
med elektriénimi privlaénimi silami med negativno nabitimi elektroni in
pozitivnimi jedri ter kvantnomehanskimi odbojnimi silami, predvsem med
elektroni. Snov je organizirana tako, da se vecina elektronov, ki pripadajo
danemu jedru, porazdeli okrog njega kot nekaksna vatasta kroglica, katere
velikost dolocajo zakoni kvantne mehanike. Le majhen delez preostalih
elektronov ostane, da z elektri¢nimi privlaénimi silami povezujejo vataste
kroglice med seboj. Velikost “vatastih kroglic” doloca povpreéno razdaljo
med njimi in s tem gostoto snovi. Snov je mogoce zgostiti, ¢e “vataste
kroglice” stisnemo. Toda to na Zemlji ni mogoce, saj lahko stiskamo
“vato” ene snovi samo z “vato” druge snovi, ki pa je pribliZzno enako
mehka ali enako trda. Resno stiskanje je mozno le, ¢e nam pomaga sila,
ki je bistveno moc¢nejsa od kvantnomehanskih odbojnih sil, ki dolo¢ajo
velikost atomov na Zemlji. Sila teze je edina, ki lahko to stori, ker je
vedno privlaéna. Poglejmo si to trditev nekoliko podrobneje. Vzemimo,
da vataste kroglice z maso fi in s povpreéno gostoto pg zlagamo (nekje
v vesolju) na velik kup. Ko vsebuje kup N kroglic, ima maso M =
= Nji in prostornino V = M/py. Ce je kup kroglast, lahko izraéunamo iz

prostornine polmer
5
3Nk
R= ( “) ., (1)
4mpo

po Newtonovem gravitacijskem zakonu pa Se tezni pospesek na povrsini
kupa

2
M [ 4mpy |’ irdm N\
o= =ona( i) = e’ ().
Pomembno pri gornjem rezultatu je, da tezni pospesek na povrsini naraséa
s tretjim korenom iz Stevila kroglic. Pri dovolj velikem Stevilu kroglic
postane lahko teza kroglice vecja od sile, s katero se vata upira stiskanju,
pa ¢e je vata Se tako trda. In prav to se lahko zgodi, ée naredimo tako
velike kupe snovi, kot so zvezde. Dokler je zvezda v notranjosti e tako
vroca, kot je Sonce, in se Se ni prevet skréila, lahko tlak plina kljubuje tezi.
Ko pa po mnogih letih zvezda s sevanjem izgubi preve¢ energije, “vatasti
atomi” ne morejo nastati in zvezda se sesuje vase tako dale¢, da postane
pravzaprav en sam atom z zelo trdo “elektronsko vato”. Ra¢uni pokazejo,
da se izmerjena gostota belih pritlikavk ujema z navedenimi fizikalnimi
razlagami.
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Kaj pa pulzarji, ki bi morali biti se kakih milijardokrat gostejsi od
belih pritlikavk? Ko so v tridesetih letih tega stoletja delali teorijo be-
lih pritlikavk, so prigli do zanimivih rezultatov. Enacba (1) nas namreé
napeljuje do nenavadnega razmisljanja: z vecanjem Stevila delcev lahko
dosezemo poljubno veliko tezo na povrsini, torej lahko dosezemo poljubno
velike sile, ki stiskajo “vato”, v katero se skusajo delci organizirati. Ce je
“vata” prozna, se mora pod dologeno silo vdati, to pa poveca gostoto in s
tem tezni pospesek, oz. silo med delci. Ali lahko “vata” vzdrzi poljubno
narascanje teze? Chandrasekhar je pokazal (za to je dobil Nobelovo na-
grado), da lahko “vata”, ki jo sestavljajo elektroni, vzdrzi le, ¢e je na kupu
manj snovi kot za 1.44 mase Sonca. Ce je je ve¢, pa elektroni ne morejo
vzdrzati pritiska teze. Kaj se zgodi potem, sprva ni bilo jasno, vendar je
v tem grmu tic¢al zajec, ki je pokazal pot do razumevanja pulzarjev. Pri
vecjih pritiskih teze “elektronska vata” ne zdrzi vec in elektrone preprosto
potisne v protone v atomskih jedrih. Pri tem protone spremeni v nev-
trone. Pri nekaterih zvezdah se to v resnici zgodi v nekaj trenutkih, ko na
koncu svoje zivljenjske poti izgubijo vse ostale moznosti upiranja tezi. Od
tega trenutka dalje v zvezdi skoraj ni vec elektronov in nevtroni posta-
nejo tista “vata”, ki kup zadrzi pred nadaljnjim kréenjem. S tem postane
zvezda eno samo atomsko jedro. Zato ni ¢udno, da ima tudi podobno
.gostoto, kot bi jo dobili, ¢e bi delili maso nevtrona z njegovo prostornino.
Nekateri teoretiki, predvsem Volkoff, Oppenheimer in Snyder, so ze v tri-
desetih letih tega stoletja pokazali, da je to mogoce. Odkritje nevtronskih
zvezd in odkritje ozadja njihovega nastanka pa je pokazalo, kako dalec
lahko seze pogled dobrega teoretika.

Andrej Cadez

ZELITE ZAPOSLITEV PRI MICROSOFTU? —
Resitev s str. 212

Sluzbo pri Microsoftu vam “priskrbi” naslednje zaporedje prehodov:
e Bono, Edge: 2 minuti,
e vrune se Bono: 1 minuta,
e Adam, Larry: 10 minut,
e vrne se Edge: 2 minuti,
e Bono, Edge: 2 minuti.
Matija Lokar
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HALLOV POJAV

Amerigki fizik Edwin Hall je na univerzi Johns Hopkins v Baltimoru pred
stodvajsetimi leti pripravljal doktorsko delo. Tedaj je bila ameriska fizika
Se v povojih in njegov mentor Henry Rowland je bil sploh prvi profesor
fizike na tej univerzi. Hall se je namenil raziskati vprasanje, ki je zanimalo
ze Jamesa Clerka Maxwella, oceta teorije o elektricnem in magnetnem
polju. Ali prijemlje sila magnetnega polja v nosilcih naboja ali v vodniku?
Hall je domneval, da “se pojavi nekaksna mehani¢na napetost, [...] da
elektrika gre na eno stran,” ¢e deluje magnetno polje na gibajoce se nosilce
naboja. Leta 1879 je naredil poskus, ki je to domnevo potrdil.

Po tankem zlatem traku je v
vzdolzni smeri pognal tok in pravo-
kotno na tlak usmeril magnetno po-
lje. S totkama na nasprotnih stra-
neh traku je povezal prikljucka volt-
metra. Voltmeter je pokazal Hal-
lovo napetost Upy v pretni smeri.
Ce se elektroni gibljejo v smeri od
nas, je bil prikljucek voltmetra na
levem robu traku negativen, pri-
kljuéek na desnem robu pa poziti-
ven (slika 1). To je Hallov pojav,
ki ga stejejo med magnetogalvanske
pojave.

Negativnim elektronom, ki se Slika 1. Razporeditev naprav pri Hallovem
gibljejo od nas, ustreza tok pozitiv- pojavu. Baterija z napetostjo U pozene
nih nosilcev naboja v smeri proti PO ve4u tok I, ki v magnetnem polju z

? gostoto B povaroéi v preéni smeri Hallovo
nam. To je smer toka po dogovoru. Y
Sila magnetnega polja na vodnik je
pravokotna na magnetno polje in na tok. Znano je, da magnetno polje v
smeri navzgor na vodnik s tokom v smeri proti nam deluje s silo proti levi
(slika 2). To silo izkoriséajo elektromotorji.

Negativnim elektronom, ki se gibljejo od nas, ustreza tok pozitivnih
nosilcev naboja v smeri proti nam. To je smer toka po dogovoru. Sila
magnetnega polja na vodnik je pravokotna na magnetno polje in na tok.
Znano je, da magnetno polje v smeri navzgor na vodnik s tokom v smeri
proti nam deluje s silo proti levi (slika 2). To silo izkoriscajo elektromo-
torji.

Izzida Hallovega poskusa ni tezko pojasniti. Dogovorjenemu toku
proti nam ustreza tok elektronov od nas in magnetno polje jih sili proti
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levi. Tam jih zaustavi rob traku, na smer
njem se kopicijo in tako ta rob po- magnetnega
stane negativen. Na desnem robu polja
traku elektronov primanjkuje in zato smer
ta rob postane pozitiven. Elektricno  sile
polje zaradi presezka elektronov na =
levem robu in primanjkljaja na de-
snem naposled prepreci nadaljnje ko-
picenje. Tedaj sila tega elektricnega
polja izravna silo magnetnega polja.
Sila elektriénega polja na elekirone
je elUg /a. ée je e absolutna vrednost,
naboja prevodnigkih elektronov v od-
seku kovine in a preéni rob traku. B . G
Delo, ki ga opravi sila elektricnega 5.\ 2- Smer magnetne sile dolo¢imo 2
: : ; desno roko: palec kaze dogovorjeno smer
polja, ko se premaknejo el"aktrom % elektricnega toka (od pozitivnega pri-
enega robu na drugega, F'a, je namre¢ kljucka izvira k negativnemu), kazalec
enako produktu njihovega naboja in smer magnetnega polja in sredinec smer
napetosti elU/y. Magnetna sila na ele- sile. Pri dogovorjeni smeri toka k nam,
Throne v vadntin 11 ie poraATmerni & ko se negativni elektroni gibljejo od nas,
= J : deluje nanje magnetno polje proti levi.
tokom [, z dolzino odseka vodnika v
magnetnem polju [ in gostoto magnetnega polja B, ¢e je magnetno polje
gn & gnetneg J J &
pravokotno na vodnik. Sili izena¢imo

% _ nip
a
in vpeljemo Hallov koeficient
bUy
Kpgp=—.
®—18

Iz prve enacbe izra¢unamo Uy /IB = al/e in enac¢bo pomnozimo z visino
traku b, pa imamo Ky = abl/e = V/e. To je obratna vrednost gostote
nosilcev naboja e/V = eygN/V, & vpeljemo 5tevilo nosilcev naboja v
odseku vodnika N in naboj enega nosilca ey ter upostevamo, da je abl = V'
prostornina odseka vodnika. Izmerjena Hallova napetost, tok po traku in
gostota magnetnega polja ter visina traku dolocajo gostoto nosilcev, ki
sodelujejo pri prevajanju. Ne samo, da lahko preko Hallovega pojava
dolo¢imo gostoto nosilcev naboja v vodniku, ki sodelujejo pri prevajanju,
doloéimo lahko tudi znak njihovega naboja. Ce je levi rob negativen,
prenasajo naboj negativni nosilci, ¢e je levi rob pozitiven, pa pozitivni.
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Pogosto retemo, da je Hallov koeficient v prvem primeru negativen, v
drugem pa pozitiven.

Slika 3. Hallov merilnik gostote magnetnega polja, ki ga izdeluje Unilab. Ima tri
obmodéja, in sicer od 0 do 19,99 mT, od 0 do 199,9 mT in od 0 do 1999 mT, to je
priblizno 2 T'. S potenciometrom je mogoce naravnati niclo. Zemeljsko magnetno polje
zajamemo z najobéutljivejsim obmoégjem.

Kovina Ky Kovina Ky

baker —0,55-107° m*/As zelezo 0,25-1071% m3/As
zlato —0,72-10710 l‘ﬂ:‘/AS cink 0.:33:10™1 1113/:’&:5
srebro —0,84-1071° m®/As volfram |1,18-1071° m?/As
kalij —4,2 <107 m?/As bizmut |2,44-107'° m®/As

Hallov koeficient za nekatere kovine

Hallovemu koeficientu z absolutno vrednostjo 10~!° m®/As ustreza
gostota nosilcev naboja N/V = 1/eg|Kg| = 6,3 - 10%® m~3. Izmerjeni
Hallovi koeficienti za najboljse prevodnike, h katerim stejemo baker, zlato,
srebro, so po pricakovanju negativni. Preseneti pa nas, da imajo nekatere
kovine, npr. Zelezo, cink, volfram, bizmut, pozitivni Hallov koeficient. Vse
kaze, da prevajajo v drugem primeru elektriko pozitivni nosilei nabojal
To bo treba posebej pojasniti.

Mimogrede omenimo, da ta ¢as Hallov pojav zbuja pozornost v zvezi
z Nobelovo nagrado za fiziko leta 1998. Pri tem pa gre za pojav v posebnih
geometrijskih razmerah v zelo moénem magnetnem polju in pri zelo nizki
temperaturi, ki ga je mogoce opisati samo v kvantni mehaniki.
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Hallov merilnik. Menda v fiziki trdnin od vseh poskusov najpogosteje merijo
Hallovo napetost. Pri tem ne mislijo samo na Hallov poskus, s katerim iz-
merimo Hallov koeficient kakega prevodnika. Hallov pojav uporabljajo tudi
merilniki gostote magnetnega polja. Skozi kovinski ali polprevodniski trak
baterija pozene tok in z milivoltmetrom preéno na trak izmerijo Hallovo nape-
tost. Hallova napetost je sorazmerna z gostoto magnetnega polja, v katerem
je trak:

B =aly , a=——

Sorazmernostni koeficient je odvisen od toka, od gostote nosilcev naboja v iz-
branem prevodniku in od debeline traku. Merilnik navadno umerijo v tovarni,
tako da milivoltmeter kaze gostoto magnetnega polja v teslah, in izdelajo v
obliki sonde, s katero lahko sezemo, na primer, v notranjost tuljave. Sondo
obra¢amo, dokler milivoltmeter ne pokaze najvecje napetosti. Tedaj je ma-
gnetno polje pravokotno na smer toka in na premico, ki jo dolo¢ata priklju¢ka
milivoltmetra na traku. S taksnim Hallovim merilnikom je mogoce otipati
zemeljsko magnetno polje in magnetno polje tuljav in trajnih magnetov.

Janez Strnad

KRIZANKA “OB 250-LETNICI ROJSTVA” —
Resitev s str. 224

Elc|/rla[na|T][~[v]8]1[v[=]s|v|[a[rR| u[N]=
B= L 1 /mo/n EE|o/B v E|§ ¢|E|v]A/L[E C
MA TIEMA T I|KE 0 s EE JacloB|]
AlS|T/R|O/N|O/M[™ B/ RIO|N|S A[EZV E K|
I NFEHER s|A|V|A|N[AS Lo K= MPESIL
=P I|A/N|I|NO=E s omMA|[L I|JAZEMAIL IINA
= RlE|PE ke k| s[EE= L[a[ ke m ak[a[p/a|m
=/ o[R|L|E[E]R|A[N[F[LIE aA[D[aAE=IN]| 1[0[R|T[E M| A
m-;aaaTﬂcxﬁnozeAianaAucEw
Ek|ejlcla/L|s aAlm[a|nD|amSE=E[P|EE M AL H|A
= o|s|E|niE R[AIN|Gl= [P N|OD| 1 |E[RIZA|Z
=|(v|1|EE| P E|I|R|CE = A P O[LlO/NE=S A[N|I
= 1mlplolRlTE K| 1] T|=|u|RIE|T|E|RE 1[T[R]1]J
% N|O/R/M/A|ND|/I|J|ASEH I TIR[O/S T Z V| OK|A
FaN[TE H AN ZIA|== 0|ZIR E|NPxs| A/o[NAB
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ERDOS-MORDELLOVA NEENAKOST

Leta 1996 preminuli Paul Erdos je bil izjemno plodovit matematik, saj
je avtor okoli 1500 znanstvenih ¢lankov. Ob njegovi smrti je veé mate-
matiénih revij pisalo o njem in njegovem delu. V slovenskem jeziku je v
Obzorniku za matematiko in fiziko, letnik 44 (1997), stevilka 1, izsel krajsi
zapis prof. A. Suhadolea. Bolj podrobno je Erdos predstavljen v glasilu
Ameriskega matematiénega drustva Notices of the American Mathemati-
cal Society, letnik 45 (1998), stevilka 1.

V tem prispevku se bomo ukvarjali z neenakostjo v trikotniku, ki jo
je Erdos odkril leta 1932, vendar je ni dokazal. Spoznali bomo tudi nekaj
iz nje izpeljanih neenakosti.

1. Naj bo T poljubna to¢ka v trikotniku ABC ali na njegovem robu. Z
x, y in z zaporedoma oznacimo razdalje te tocke do oglise A, B in C, s
p, q in r pa razdalje do (nosilk) stranic a = BC, b= CA in ¢ = AB (glej
sliko 1). Paul Erdés je domneval, da za te razdalje velja neenakost

r+y+z>2(p+qg+r). (1)

To domnevo je preskusil na pre-
cejdnjem Stevilu trikotnikov, ven-
dar je ni uspel dokazati. Nadalje
je domneval, da v neenakosti ve-
lja enacaj le tedaj, ko je tocka T
sredisce enakostrani¢nega trikot-
nika ABC'. Prvi dokaz neenakosti
(1) je leta 1935 nasel L. J. Mor-
dell, zato se ta neenakost sedaj
imenuje Erdos-Mordellova neena- o
kost. Inckke

Povzemimo dokaz te neenakosti po ¢lanku z naslovom A short proof of
the Erdés-Mordell theorem, ki ga je v matematiénem meseéniku American
Mathematical Monthly 104 (1997), str. 57-60, v spomin na Paula Erdosa
napisal V. Komornik.

Dokazimo najprej, da velja neenakost

bg+cr < ax (2)

celo za poljubno tocko T, ki lezi znotraj kota < BAC' ali na njegovem robu.
Iz dokaza bo razvidno, da velja enacaj v (2) natanko takrat, ko tocka T
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lezi na nosilki visine na stranico a.

Ce tocka T' lezi na stranici a (glej

sliko 2), potem (2) sledi iz ocitne

ocene za ploséino trikotnika ABC
ax

Papc < —
ABC_2

in zveze

Papo = Parc+Papr = %+% .
Denimo sedaj, da je T poljubna
tocka znotraj kota <« BAC ali na
njegovem robu. Naj bo T” prese-
¢isée premice skozi tocki A in T's
stranico BC. Z z', ¢ in r’ zapore-
doma oznaéimo razdalje tocke T”
do oglisca A, stranice b in stranice
c (glej sliko 3). Potem za tocko T”
velja neenakost (2), torej imamo
bg' + er’ < ax’. Ker je zaradi po-
dobnih trikotnikov a2’ = kz, ¢ =
= kq in v’ = kr pri nekem k& > 0,
od tod sledi veljavnost neenakosti Slika 3.
(2) tudi za tocko T.

Pri dokazu Erdos-Mordellove neenakosti lahko predpostavimo, da je
kvetjemu eno od stevil p, ¢ in r enako 0. Ce je namre¢ T' eno izmed oglisé
trikotnika ABC, denimo T = C, potem veljata neenakostia > rin b = r.
Ker je vsaj ena izmed teh dveh neenakosti stroga, je a + b > 2r, torej v
tem primeru velja (1).

Vzemimo najprej, da je trikotnik ABC enakostranicen. Tedaj je
neenakost (1) enostavna posledica neenakosti (2). Res, zaradia =b = ¢
je z > q+r. Analogno veljata Se oceni y > r+pin z = p+gq, ki ju dobimo
s cikliéno permutacijo trojic z, y, z in p, g, . Ce te neenakosti sestejemo,
dobimo neenakost (1). Prav tako je iz dokaza razvidno, da v neenakosti
velja enagaj natanko tedaj, ko tocka® T' lezi na vseh visinah trikotnika,
torej le tedaj, ko je T sredisée enakostraniénega trikotnika ABC.

Denimo sedaj, da trikotnik ABC' ni enakostrani¢en. Prezrcalimo

tocko T' preko simetrale s, kota <BAC in dobljeno totko oznacimo s
7. Razdalje te tocke do ogliséa A, stranice b in stranice ¢ zaznamujmo
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zaporedoma z z1, ¢ in 1 (glej
sliko 4). O¢itno je zy =z, q1 = r
in r;y = q. Ker tocka T) lezi zno-
traj kota < BAC ali na njegovem
robu, lahko zanjo uporabimo ne-
enakost (2), ki nam da neenakost
ax > br + eq. Po analogiji veljata
Se neenakosti

by >ep+ar in cz>aq+bp.

1z vseh treh neenakosti dobimo oceno

— LT +(E+E)+E+Er
y S\e BT g T )Y b a)

Iz neenakosti (u — 1)2 > 0, ki velja za poljubno realno stevilo u, hitro
sledi, da za u > 0 velja neenakost u + 1/u > 2, v kateri velja enacaj le pri
u = 1. Torej so vsi trije izrazi v oklepajih vecji oziroma kvetjemu enaki 2.
Ker po predpostavki trikotnik ABC ni enakostrani¢en, sta vsaj dva izraza
v oklepajih strogo vecja od 2. Prav tako po predpostavki je kve¢jemu eno
od stevil p, ¢ in r enako 0. Zato velja stroga neenakost

z4+y+z>2p+2q+2r.
S tem je Erdos-Mordellova neenakost dokazana.

2. Ce neenakost (2) pomnozimo s £ dobimo neenakost

b &
> — —rp.
pT = —Pq + =
Analogno veljata neenakosti

a

bpq

¢
qy = SQT*‘

a b
rz > —Tp+ —qr.
c e
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Ce vse tri neenakosti sedtejemo, dobimo
etagtres (242 pg+ (245 r+ (427
i = 5T al™ ¢ p)? s e

Ker za poljubno pozitivno Stevilo u (tako kot prej) velja neenakost
u+1/u > 2, smo dokazali Se neenakost

pr+qy+rz > 2(pg+qr+rp). (3)

Z uporabo neenakosti med aritmeti¢no in geometrijsko sredino dobimo
iz (2) tudi oceno ax > 2./(bg)(cr). Podobno veljata neenakosti

by > 2+/(ecr)(ap) in cz > 24/(ap)(bg). Po mnozenju vseh treh neenakosti

dobimo
xyz > 8pgr . (4)

3. Naj bodo v,, vy in v, zaporedoma viSine na stranice a, binec¢. Z R
oznaé¢imo polmer trikotniku ABC o¢rtane kroznice, z p pa polmer vértane
kroznice.

Ker o¢itno veljajo ocene x4+ p > v, y+q > vp in 2 +1 > v,, je

T+y+z+p+qg+r = v, +v+ve.
Z uporabo neenakosti (1) od tod dobimo neenakost

c+yY+z _ Vgt U+
> 2
2 - 3 (5)

Ocenimo vsoto vseh visin navzdol! Po neenakosti med aritmeticno in
harmoniéno sredino je

Vo + Up + Ve 3
3 T 1/va+ 1 vp+1/v.
Ker velja
4 .3 1. & i c a+b+ec 1
Ve Up Ve QaUs buy cu. 2Papc p’

dobimo tako neenakost
Vg +vp+v: = 9p
in z uporabo (5) se

s+y+z=6p.
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V primeru, ko je tocka T sredisée trikotniku ABC' oértane kroznice, torej
velja

9
QpS’uq+v;,+vC§-2-R,

kjer smo Se enkrat uporabili (5). Od tod trivialno sledi znana neenakost
R > 2p.

4, Predpostavimo, da je T po-
ljubna toéka v notranjosti triko-
tnika ABC'. Preslikajmo poljubno
tocko S, ki ni enaka T, z inver-
zijo glede na kroznico s sredis¢em
v tocki T in polmerom 1. Presli-
kana tocka S’ lezi na poltraku, ki
ima izhodisce v tocki T' in gre skozi
tocko S, za razdaljo do tocke T pa
velja TS -T8 =1. Z o', ¥ in
2’ zaporedoma oznatimo razdalje
tocke T do oglisé A’, B' in C', s
p', ¢ in r' pa razdalje do stranic Slika 5.
B'C', C'A’ in A'B’ (glej sliko 5).

Po definiciji inverzije je

1 1 1
==, yy== in Z=-.

Ker zaradi zz’ = yy’ = 1 velja ¢'/2’ = x/y oz. B'T/A'T = AT/BT,
sta si trikotnika ABT in B’A’'T podobna. Potemtakem velja r/z = ' /y’
oz. r = r'zy. Po analogiji torej veljajo enakosti

/ P ' q . '

T
p—;—;, Q’—E mn T‘—EE.

To pomeni, da velja naslednja trditev:

Ce neka neenakost velja za razdalje x, y, z, p, q in r v poljubnem
trikotniku ABC, potem velja tudi po substituciji

el Nl
I:('.’B’y}z;p!Q}r)_‘}(— — —-E i T) :
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Ko substitucijo I uporabimo na Erdés-Mordellovi neenakosti, dobimo ne-

enakost
1 1 1
—+—+—z2(—‘l+i+i)
2y 2 Yz 2Zr TY

oziroma
zy+yz + 2z > 2(pz+qy +rz). (6)

Ce zdruzimo neenakosti (3) in (6), imamo Se
ry +yz + zx > 4(pg+ qr +rp) .

5. Tudi sedaj vzemimo, da toé-
ka T lezi v notranjosti trikotnika
ABC. Naj bodo A;, By in C)
zaporedoma pravokotne projekcije
tocke T na stranice a, bine. Z 21,
Y1, 21, P1, @1 in 71 oznacimo zapo-
vrstjo razdalje tocke T do oglisé
Ay, By in € ter stranic B (%,
Cy1Ay in Ay By (glej sliko 6). Po-
temjexry =p, yp =qin z; = T.
Naj bo Ay pravokotna projekcija
tocke T na stranico B;C;. Ker
je stirikotnik AC,T'B) tetiven, sta kota «<Bj AT in «<B,C,T enaka, saj
sta obodna kota nad isto tetivo B;T. Od tod sledi, da sta si pravokotna
trikotnika By AT in AsC,T podobna. Zato je py = gr/z in analogno Se
¢q1 = rp/y ter ry = pg/z. S tem smo dokazali naslednje:

Cenelmpeenakmt velja za razdalje z, y, z, p, ¢ in r v poljubnem
trikotniku ABC, potem velja tudi po substituciji oziroma transforma-
ciji

ar rp pg

Ve ; B :
_(-’G,%ngaq,r) = (p,qu$ _.'.I:-‘ y v z )

Ce uporabimo substitucijo V na Erdés-Mordellovi neenakosti, dobimo
novo neenakost

p+q+r22(f+g+ﬂ)
T Yy z
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oziroma

11 1
—+—+—22(—=F+—+—].
pqg qr Tp pr - qy 7z

Ce substitucijo V izvedemo v neenakosti (6), izpeljemo neenakost

pq+qr+rp22(ﬂ+@+&)
& Yy 2

oziroma
Tosi b, 3 j I M |
i 2 e e Sy [
p q T T Yy z
Ce na zadnji neenakosti naredimo substitucijo I, dobimo e neenakost

1 1 1
—+~—+——22(i+i+i).
; Ty Yz zm

Povzemimo! V poljubnem trikotniku ABC' za razdalje =, y, z, p, ¢ in r
veljajo naslednje neenakosti

c+y+z>2(p+qg+r)

hi T 1 1 1 1

—+—+—22(—+—+—)

p oq T T Yy 2
Ty +yz + zz > 2(pr + qy + rz)
1 1 1 1 1 1
iy e et = et o e
pr qy Tz Ty Yz =T
pr+qy+rz > 2(pg+ qr+rp)
1 1 ) ¥ 1 il
—+—+—=22—+—=+—

pg qr rtp pr qy Tz

Clanek konéajmo z naslednjo, nekoliko presenetljivo trditvijo:

 Ce iz trikotnika Ay B;C) dobimo trikotnik AsB>C, na enak nacin,

kot smo iz trikotnika ABC dobili trikotnik AyB;C,, in ¢e to pono-
vimo Se enkrat, potem je zadnji trikotnik A3 B;Cy podoben prvotnemu
trikotniku ABC.
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Za dokaz te trditve izraéunajmo, kaj dobimo, ¢e trikrat zapovrstjo
uporabimo transformacijo V. Ker je

qr TP pq _pgr pqr pgr
vz: Y, =P 4, sl W e e e e St 1
(I b, %509 r) (fE Yy z Yz 2T Iy)

je
2 2 2
pqr pqr pqgr p-qr pgr pqr
V3 : (.’L‘, Y,z 4, T') (_r Ry —)
yz  zx' xy’ zYz TYz TYZ
oziroma
V3 : (x! v,z ) q, '.'”) i (.K“T: Ky7 KZ;KP, KQ: KT) s
kjer je
K=,
TYz

Od tod sledi, da sta si trikotnika ABC' in A3B3C3 podobna s podobno-
stnim koeficientom K. Ker po (4) velja K < 1/8, so stranice trikotnika
Az B3C5 vsaj 8-krat manjse od stranic trikotnika ABC.

Roman Drnovsek

RAZREZI NA SKLADNE DELE — Resitev s str. 217
a) b)

Dragoljub M. Milosevié
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34. DRZAVNO TEKMOVANJE ZA ZLATO
VEGOVO PRIZNANJE — Resitve s str. 242

7. razred

1.

Stevilo 10™ + 8 ima v zapisu Stevko 1 in n nicel. Zato je vsota §tevk
stevila 10™ + 8 enaka 9, kar pomeni, da je stevilo 10™ + 8 deljivo z 9.
Za n > 2 so 008 zadnje tri Stevke stevila 10™ + 8, zato je to Stevilo
deljivo tudi z 8. Stevilo 10" + 8 je deljivo z 8 in 9, torej je deljivo
tudi z 72.

Trikotnik AACD je enakokrak, D C
zato je AD = CD in <CAD = a
>~ 4DCA = a;. Tudi triko- -
tnik AABC je enakokrak, pa
je AC = AB in «BCA =
JACB = o. Kota <BAC in
L ACD sta izmenicna, zato je 23]
a1 = ay = %. Iz enache @2 2
at+a+§ = 180° sledi @« = A B
= T2°.
Povrsina nastalega telesa je sestavljena iz 6 plo- 0
skev s ploséino 8 (skupaj 48) in 24 ploskev s
ploséino 1 (skupaj 24). Povriina nastalega te-
lesa je 72 (48 + 24 = 72). 3
Iz ploséine osencene ploskve 2 - m(4)? + (2a - a — § - ma®) = 968
izracunamo a = 22 cm. Obseg ploskve je 0 = 2 - 275 + -;- - 27wa =
= 667 cm.
Vrednost izraza je —aﬁg.

. razred
Stevilo 2520 razstavimo na prafaktorje 2520 =2-2-2:3-3-5-7 in
ugotovimo, da so najstniki stari 2-2-3 = 12 let, 2-7 = 14 let in
3.5 = 15 let. Nato sledi enacba (124 z) + (14 +z) + (15+z) = 110,
ki ima resitev x = 23. Cez 23 let.
Oznac¢imo temperaturo zraka (v °C) prejsnje jutro z z in dobimo

enacbo r+ £ — -1% ' E'.T’" = x —4. Resitev enacbe je z = 25, kar pomeni,

da je bila prejsnje jutro temperatura zraka 25°C.
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3. Trikotnika AASV in ABSV sta po-

dobna, zato je r : % =v: (v—a)
602
11

od koder dobimo a = =77 o,

2
Povrsina kocke pa je P =6+ (M) =

1
= 357 cm?.

4. Najprej ozna¢imo AD = z, zato DB = C
= 14 — 2. Vidimo CD~ = 132 — g2
in CD° = 15% — (14 — z)2, zato velja
132 — 2% = 152 — (14 — x)2. Sledi z =
=5 CD = 12 in DE = 2. Zato je

CE =12+2imCE=2/37. Pd- 7/ ™[\* X
mer kroznice je r = (72_5 = /37 cm,
njena ploséina pa p = 377 cm?.

. 1

A T D E c/2 B

5. lzraz a® + d*> — 2b(a + ¢ — b) + 2¢(c — d) preoblikujemo v vsoto

kvadratov (a? — 2ab + b%) + (b® — 2bc + %) + (¢ — 2cd + d?) =

=(a—b)?+ (b—¢)? + (c — d)*. Dani izraz ima najmanjso vrednost,
tejea=b=c=d.

Aleksander Potocnik

18. DRZAVI}TO TEKMOVANJE 1Z FIZIKE ZA
OSNOVNOSOLCE — Resitve nalog s str. 243

7. razred

1 a) Sile v vrveh A, B in C so enako velike. Ko sestejemo dve, med
seboj pravokotni in enako veliki sili soSolcev, ki recimo vleceta za
vrv A, dobimo R; = 100 N - v/2 = 140 N. Na vozel delujeta dve
pravokotni sili po 140 N (vrvi A in C), njuna delna rezultanta
je Ry = 140 N - /2 = 200 N. K tej sili pristejemo 8e silo v vrvi
B, ki je po velikosti enaka R;, in dobimo 340 N. Toliksna sila
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D.

d)

tudi vlece klado in s toliksno silo je napeta vrv D. Nalogo lahko
reSimo tudi z nacrtovanjem.

Sila v vrvi D je v drugem primeru 500 N/340 N = 1,47 krat vecja
kot v prvem. Zato se vse sile povecajo za enak faktor. Vsak od
sosolcev vlece s silo 147 N.

Zacetna prostornina je 1,000 m - 1,000 m - 2,000 m = 2,000 m?.

V uébeniku preberemo, da je raztezek metrske aluminijaste pa-
lice 0,023 mm pri temperaturni spremembi 1 K, pri 300 K to-
rej 300 - 0,023 mm = 6,9 mm. Raztezek jeklene palice je
2:0,012 mm pri temperaturni spremembi 1 K, pri 300 K to-
rej 300 - 0,024 mm = 7,2 mm. Prostornina po segrevanju je
1,007 m - 1,007 m - 2,007 m = 2,035 m®.

Sila vzgona je

Fypg = 10 N/dm® - 0,200 dm® = 2,0 N.

Po zakonu o vzajemnem ucinku je sila kro-

gle na vodo nasprotno enaka sili vzgona F

Fi = 2,0 N, smer pa je navpiéno navzdol. " Fo Fg Fi
Teza vode Fg, = 5,0 N, teza Cale Fgz = v ¢

= 1,0 N, sila krogle na vodo Fy, = 2,0 N,

sila tehtnice Fiep = Fgy+Fge+Fiy = 8,0N.

Tehtnica kaze 800 g.

Najprej pokrijemo dno manjse ¢ase s kroglicami, da ¢asa v vodi plava
navpicno. Izmerimo visino potopljenega dela ¢ase x;. Nato dodamo
N kroglic in meritev ponovimo. Izmerimo xs. CaSa se je zaradi N
novih kroglic dodatno potopila za 2 — x; in dodatna izpodrinjena
prostornina je S - (zz — 7). Dodatni vzgon uravnovesi tezo dodatnih
kroglic: p,-S:(ze —z1) g = Nmyg. Sledi my = p, - S - (zg—x1)/N.
Rezultat za 30 kroglic: o — 2y = 1,1 cm in my = 0,67 g. Zaradi
nenatanéne meritve razlike (x5 — 21) in zaradi neenakih kroglic je
napaka rezultata lahko +10%.

a)

o« [F@) | ]
0 0 8-
15 3.0 ”
30 5,2
45 7,0 4
60 8.5 5
0 T T T

0o 10 2 30 4 s e
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b)

c)

Pri premiku se sila spreminja od 0 do 5,2 N tako, da je povpreéna
sila okrog 2.6 N. Izmeriti moramo Se premik krajis¢a vrvice, na
katerega je pritrjen dinamometer, pri ¢emer dobimo s = 19 cm.
Delo je priblizno enako A = F's = 2,6 N-0,19 m = 0,49 J.

Pri premiku izmerimo, da se je utez dvignila za priblizno 5,3 cm,
tako da je sprememba potencialne energije utezi enaka AW, =
=10 N - 0,053 m = 0,53 J, kar je priblizno enako kot v primeru
b}, saj mora biti opravljeno delo enako spremembi potencialne
energije.

8. razred

1. a)

Med reakcijskim casom je avto prevozil razdaljo s; =
=278 m/s- 0,6 s = 16,7 m. Cas zaviranja je bil t = Av/a =
= (22,2 m/s)/(7 m/s®) = 3,2 5. V tem ¢asu je avto prevozil raz-
daljo s2 = vsr -t = ((27,8+4+5,6)/2) m/s- 3,2 s = 53 m. Voznik je
torej moral zagledati oviro na razdalji s = 53 m+16,7 m = 70 m.
i 18) ¢) Pojemek med zaviranjem je bil

: 7 m/s?, sila pasu na voznika pa
F, = 7T0kg-7m/s® = 490 N.
Med trkom je bil pojemek as =

30

25

20

15 i L = 56m/s/0,1s = 56 m/s°, si-
mi i la pasu na voznika pa Fy =
> ~ =70kg-56 m/s* = 3900 N.

\
0+ i — +
0 1 2 3 4 1(s)

Ko tekmovalec prevozi razdaljo s, se spusti za visino h = 5/v/2 =
= 3,5 m, saj je trikotnik med vodoravnico, navpi¢nico in str-
mino kar polovica kvadrata. Pri gibanju se je potencialna ener-
gija zmanjsala za mgh = 2750 J. Delo sile trenja je bilo 4; =
=F;-5=-0,05-800 N-5m = —200 J. Kineti¢na energija se je
povecala za 2550 J, tako da za hitrost dobimo v = ﬁAWk/m =
= /22550 J/80 kg = 8,0 m/s.
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b) Ce vezje prerisemo, ugotovimo, da so
vsi uporniki vzporedno povezani na na- @i—
petost 10,0 V. Tokovi skozi upornike so £
I, = 100 V/20kQ = 50 mA, I3 = l_ 1
= 100 V/40kQ2 = 25 mA in Iy =
= 10,0 V/5,0 kQ = 2,0 mA. Amperme-
ter A; meri tokova skozi Re in Ry, I} =

f J

= 7,0 mA, A, pa skozi Rz in Ry, I = u
= 4,5 mA.
4. Sestaviti moramo spodnji vezji in izmeriti naslednje koli¢ine:
—~ @ v, =60 o @5%:40\’
\Z2) L=04A \Z.V IL=03A
{5y P,=24W oY P,=12W
OF Lty

Py/P =12 W/24 W = 50 %, torej se je elektricna moé zarnice v
sprednji uéi zmanjsala za priblizno 50 %.

5. Iz izmerjene dolzine zaslona rz in izmerjenega casa prehoda svetle
pike preko zaslona tz izracunamo hitrost potovanja pike. Z enako
hitrostjo potuje pika po kroznici z dolzino 27r. Z izmerjenim obho-
dnim éasom £, izraéunamo oddaljenost do srediica iz enacbe zz /tz =
= 2nr/t,. Sledi r = (zz/tz) - (to/27). lzmerjene vrednosti: Tz =
=128m,tz=13s,1,=60,0sin r =95 m.

Mirko Cvahte, Zlatko Bradaé

42. MATEMATICNO TEKMOVANJE
SREDNJESOLCEYV SLOVENLIE —
Resitve nalog s str. 246

I/1. Enakost zy = 20 — 3z + y je izpolnjena natanko tedaj, ko velja
(2 —1)(y+3) = 17. Za celi tevili z in y je zadnja enacba izpolnjena na-
tanko v primerih, ko je {(z—1),(y+3)} = {1,17} ali {{z — 1), (y + 3)} =
= {—1,—17}, saj je stevilo 17 prastevilo. To pomeni, da so iskani pari
stevil (z,y) enaki (18, —2), (2,14), (—16,—4) ali (0, —20).
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I/2. Ker so stotice dvakratnik desetic, so lahko na zadnjih treh mestih
Stevila: 845, 634, 423, 212 ali 001. Ker je stevilo deljivo z 2, zadnja stevka
ni ne 5 ne 3 in ne 1. Ker je stevilo dvakratnik prastevila, zadnje tri Stevke
tudi niso 212, ker bi bilo v tem primeru stevilo deljivo s 4. Preostali
moznosti sta tako: 8634 in 9634. Ker pa je Stevilo 8634 deljivo s Sest, je
iskano stevilo 9634 = 2 - 4817.

1/3. Privzemimo oznake s slike. Po Pi- p r Bocog ©
tagorovem izreku v trikotnikih AED, ABFE !
in BCEjebl+z =9 z2+9y* =a’ in z
b2 + (a — z)? = 22 Iz prvih dveh enach b | ¥ b
sledi 22 = }(a® —b?), iz tretje pa z = %

Torej je A a B

@ +P\* 2P

( 2a ) =g
od tod pa a* — 4a?b?> — b* = 0. Zato je
a? = (24 /5)b? in iskano razmerje je 5=

= V2 + /5.

I/4. Odgovor je ne. Pobarvajmo sahov-
nico kot obi¢ajno z belo in érno. Pri vsaki
potezi se barva polja, na katerem stoji zeton,
ohranja. Na zacetku lezijo zetoni na natan-
ko 5 érnih poljih, zato zeljenega polozaja,
kjer lezijo zetoni le na Stirih érnih poljih, ne
moremo doseci.

II/1. Naj stevilo n zadoséa pogojem naloge. Z m oznacimo stevilo
stevk v n, vsoto §tevk Stevila n? pa oznaéimo s S(n?). Ker ima stevilo n?
kvecjemu 2m Stevk in te ne presegajo 9, velja S(n?) < 2m -9 = 18m. Po
drugi strani je n > 10™~', Ker zam > 3 velja ocena 18m < 10™~1, je tudi
S(n?*) < n. Torej mora biti m € {1,2}. Potem je n = S(n?) < 18-2 = 36.

Oglejmo si e ostanke pri deljenju z 9. Ker je ostanek stevila n? enak
ostanku stevila S(n?), je ostanek Stevila n(n — 1) = n? — n enak ostanku
S(n?) —n =0. Torej 9 | n(n — 1), od koder sledi, da je ostanek stevila n
pri deljenju z 9 enak 0 ali 1.

Torej je n € {1,9,10,18,19,27,28,36}. Z neposrednim racunom se
prepricamo, da sta edini resitvi 1 in 9.

11/2. Po Vietovih formulah velja za korena z; in x5 kvadratne enaéhe
z? + px + ¢ = 0 naslednje: —(21 + 22) + 2122 = p+ ¢ = 1998. Od tod
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sledi (21 —1)(xo —1) = 1999. Ker je stevilo 1999 prastevilo in sta z; in x5
po predpostavki celi stevili, mora biti {zy,z2} € {{2, 2000}, {0, —1998}}.
Od tod sledi, da je bodisi p = —2002 in ¢ = 4000 bodisi p = 1998 in ¢ = 0.

II/3. Oznagimo o = <BAD in § = «CBD. Potem je <ADB =
=f—a.

Obodni kot < DCB nad tetivo BD je enak kotu <ADB med tetivo
in tangento AD, zato je m/2 — 3 = 3 — a. Ker pa je «GFE = <GDE =
= 4ADB = f—a in EF L BC, sledi <CFG = /2 — (8 —a) = S.
Premici BD in F'G sta res vzporedni.

II/4. Pri preudarni igri vedno zmaga prvi igralec. Res, naj bo na
kupu n > 2 kamnov. Ce je n sodo, razdeli prvi igralec kup na dva enaka,
nato pa simetri¢no ponavlja poteze drugega. Ce je n liho stevilo, prvi
razdeli kup na tri kupe s po 1, (n — 1)/2 in (n — 1)/2 kamni, nato pa
simetriéno ponavlja poteze drugega.

II1/1. Izraz najprej preoblikujemo

a® a® Ta a(3a*+5a®+7)
5 3 15 15

Ce je stevilo a deljivo s 3 oz. s 5, je Stevec gornjega ulomka deljiv s 3 oz.
s5. Cejea=3k=x1,jeizraz 502+ 7 deljivs 3. Cejea=5k+1 ali
a=>5k=+2, pa jeizraz 3a* + 7 deljiv s 5.

II1/2. Vstavimo x = 1 v funkeijsko enagébo in dobimo p(2) = 0.
Vstavimo = = 2 v funkcijsko enaébo in z upostevanjem p(2) = 0 dobimo
p(4) = 0. Nazadnje vstavimo v funkeijsko enacbo se x = 4 in dobimo
p(8) = 0. Potem je p(z) = (z—2)(z —4)(z — 8) g(x). Ko slednje vstavimo
v funkeijsko enaébo, dobimo g(2z) = g(z) za vsak z.
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Ce ima polinom g kakéno (kompleksno) niclo zq # 0, so nicle tega
polinoma tudi 2z, 4xq, 8z, - . .. Polinom ¢ bi potemtakem imel neskonéno
nicel, kar je mozno le za ¢(z) = 0. Ce je x¢9 = 0 edina nicla polinoma g,
je q(x) = ax™ za neka a € R in n € IN. Z upostevanjem enache ¢(2x) =
= ¢(z) potem sledi n = 1 in a = 0. Ce pa polinom ¢ nima nobene
(kompleksne) nicle, je g(x) = ¢ € IR. Vse resitve so torej polinomi p(z) =
=c¢(x—2)(z—4)(r—8),ce R

II1/3. Oznacimo a = |AB| in b = |AD|. Ker je EBF enakokrak
trikotnik, lezi sredisée P njemu ocrtane kroznice na poltraku BC. Ozna-
¢imo polmer te kroznice z r. Po Pitagorovem izreku v trikotniku EBC
je |EC|? = a® — b®. Po Pitagorovem izreku v trikotniku ECP je r? =
= (r—b)%+|EC|? = (r — b)? + (a® — b?), od koder izraéunamo r = %

Po Pitagorovem izreku v trikotniku OHP je |OP|* = a®+ (r —b/2)2.
Ker pa je a® + (r —b/2)? = (r +b/2)?, je zato |OP| = r+b/2 in omenjeni
kroznici se res dotikata.

P
D C F
G i |v/2
O Fof-12go-----
p b/2
A a B

Za dokaz tocke (b) pa oznacimo ¢ = <GAD. Potem je <GOD =
= 4GPB =2¢. Kerpaje <ADG =7/2—pin <GBA=7m/2—<4<PBG =
=7/2— §(m — 2p) = ¢, so totke B, G in D res kolinearne.

IIT/4. Oznacimo z n Stevilo let, ki jih je imel Alf, ko je Sel v Solo, in
s ke {1,2,...,8} razred, ki ga je ponavljal. Oglejmo si najprej primer,
da je Alf ponavljal 1. razred. Tedaj je §tevilo mack enako

8
(n+2)+2(n+3)+3(n+4)+---+8(n+9) = 82;9n+Zz'(i+1) = 36n-+240.

i=1

Ce bi Alf ponavljal 2. razred, bi za opravljeni 1. razred dobil le n+1 mack,
za ostale razrede pa enako — skupaj torej eno manj, kot ¢e bi ponavljal 1.
razred. Ce bi ponavljal 3. razred, bi dobil eno manj za 1. razred in dva
manj za 2. razred.
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Ker pa je Alf ponavljal k-ti razred, je dobil 1+ .-+ (k — 1) mack
manj. Dobil je le 36n + 240 — 5—“’2;1—) mack. To stevilo je deljivo s 1998,
torej tudi s 6. Ker je Stevilo 36n+240 deljivo s 6, je deljivo s 6 tudi stevilo
ﬂ@. Edini moznosti sta k =1 ali k = 4.

Moznost k = 1 odpade, saj stevilo 36n + 240 ni deljivo z 9, kar bi
zaradi 1998 = 9 - 222 moralo biti. Preostane nam le Se primer k = 4, ki
pa je zares mozen. Stevilo 361+ 234 je deljivo s 1998, npr. za n = 49. Alf
je torej ponavljal 4. razred.

IV/1. Velja 1998 = zyz(,) =2 n*+yn+ 2 in z +y + 2 = 24. Torej
jex(n®—1)+y(n—1)=1998 — 24 = 1974. Ker je z > 1, mora biti

1974 =z (n® -1 +yn—-1)>n*-1

oz. n < 45. O¢itno pa je n > 10.

Stevilo n — 1 deli tevilo 1974. Ker je 1974 = 2 -3 - 7 - 47, mora biti
n—1€ {14,21,42} oz. n € {15,22,43}. Ker je

1998 =8-152+13-15+3=4-2224+2.22+18=1-43% + 3-43 420,
vidimo, da vse tri mozZnosti za n res ustrezajo.

IV /2. V funkcijsko enaébo vstavimo 1 — 2 namesto = in dobimo

fl—z)+(1—2) f(z) =22 —2z+2 zavsak z € R.

Ko to enacho pomnozimo z x in odstejemo od dane funkcijske enacbe,
dobimo

f(@)—z(1—2)f(z) = (22 —2+1)f(z) = —2°+32%—224+1 za vsak = € R.
Ker je 22 — x4 1 # 0 za vsak z € IR, lahko izrazimo

—23 4+ 322 —220+1

1) = gt—z+1

za vsak x € IR.

Nazadnje preverimo, da funkcija [ res zadosca pogoju naloge.



‘ Tekmovanja : Sm

IV /3. Kroznica s srediséem v (s

A in polmerom |AD| naj seka ka- F'
teti trikotnika v tockah E' in F', pIRN D
premica E'F' pa naj seka simetrali xR
kotov < BAD in <« DAC v tockah ! '
G in H. Trikotnik AE'F' je po ¥ A
konstrukeiji enakokrak, zato je i e
!’r - il G
LAE'F = g AF'E =1, =

4 A E'E B

Trikotnika AE'G in ADG sta skladna, zato je <ADG = 7. Tocka G je

tako sredisce trikotniku ABD vértane kroznice. Podobno je tudi tocka
H sredisée trikotniku ADC vértane kroznice. Naloga je reSena, saj je
E=FEinF=F,

IV /4. Opazimo, da na érnih poljih (glej sliko k nalogi 1/4) sahovnice
lezi 228 = 1 (mod 3) zrn, na belih pa 2= =2 (mod 3) zrn. Ker konj
skace z belega na érno polje in s érnega na belo, obisce na svoji poti enako
stevilo belih in érnih polj. Stevilo pojedenih zrn je tako res deljivo s 3.

Matjaz Zeljko

RESITVE NALOG Z DRZAVNEGA TEKMOVANJA
IZ FIZIKE V SOLSKEM LETU 1997/98 — s str. 249

Objavljamo regitve nalog z drzavnega tekmovanja srednjesolcev iz fizike,
ki je bilo 18. aprila 1998 v Skofji Loki. Besedila nalog smo objavili v
letosnji 4. stevilki Preseka. (Zaradi boljse kontrole podajamo pri nekaterih
nalogah numeriéne vrednosti rezultatov na eno mesto natacneje, kot bi
bilo sicer fizikalno smiselno. )

Skupina A

1. Podatki: Ahy = 3,0 em, Ahy = 1,0 em, S = 150 em?, o, =
=10 kN/m3.
i) Mozen razmislek: vsota teZe vode in teze ¢ase je enaka sili tlaka
o, (ho + Ahy) na dno velike posode, ée je hg visina gladine vode,
preden vanjo potopimo ¢aso, torej T+ o,Shg = 0,5 (ho -+ Ahy).
Sledi T' = ¢,SAh,;.
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ii) Prostornina stekla je enaka prostornini izpodrinjene vode V =
= SAhy. Za specifiéno tezo in tezo steklene posode dobimo

T Ah
0= = =0y

v L —30kN/m®, T=0V=0SAhy=45N.

Ahy

2. Podatki: ry = 0,6 m, v; = 1,0 m/s, v = 0,8 m, vo = 1,2 m/s,
a=0,2 m/s%.
Prvi avtomobiléek pospesi do vy v £; = v1/a = 5,00 s in napravi pot
vozi v ¢asu t) = s} /vy = 0,33s. Natov éasut,” = (va—vy)/a=1,00s
pospesi do hitrosti ve in pri tem napravi pot s1” = vit;" + %atl”?' =
= 1,1 m, preostanek s,"" = 27ry — 5, = 3,92 m pa v ¢asu t;"" =
= 81" /vy = 3,27 s. Na kriziséu v trenutku zavre do hitrosti v; in
napravi zadnjo etrtino poti v casu ;¥ = 7ry /2v; = 0,94 s. Skupni
cas do cilja je 10,5 s.
Za drugi avtomobiléek podobno dobimo: t; = va/a = 6,00 s, to' =
= (3mr1/2 — 1ata?)/va = 0,14 s, t" = 27ry /vy = 3,17 s, £ =
= (va —v1)/a = 1,005, t,'Y = (7re/2— (?,!1t2’”+%atg”'2)/v2 = 0,13 s;
skupaj 11,0 s, kar pomeni, da do cilja pride najprej prvi avtomobilcek.

3. Podatki: T = 0,050 N, a« = 60°.

a) Sila ene stojece karte na drugo ima lahko le vodoravno smer;
oznacimo jo z Fy. Na dotikaliscéu z lezeco karto deluje pravokotna
komponenta podlage Fg, ki uravnovesi tezo karte, Fy = T, in sila
lepenja Fj, ki uravnovesi Fy. Ravnovesje navorov za os na vrhu
zahteva

1B R -1+ iiT=0 ali I F=14FR.

V mejnem primeru dobimo

F, V3
= T =5 =0,29.
b) Za spodnje karte prav tako velja, da ima sila ene (stojece) karte

na drugo lahko le vodoravno smer; oznacimo jo z Fy; sila lezece

karte na spodnje karte pa ima lahko le smer navpi¢no navzdol,
saj je spodnja povrsina karte idealno gladka. Celotna sila je kar
enaka tezi zgornjih treh kart 37", na vsako spodnjo karto odpade
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%T. Ravnovesje sil za vsako od spodnjih kart zahteva Fy =

= 3T + T = IT, ravnovesje navorov za os na vrhu pa vodi do:

1B F+UiT-11FR =0,

B F

F: —: =
. Fo 21

ky

Sl

Skupina B

1. Podatki: vy = 100 m/s, s = 5,0 km, h = 1,0 km.

a) Ker pri poSevnem metu porabi granata za dviganje enak ¢as
kot za spus¢anje, je ¢as dviganja kar enak casu prostega pada z
visine h.

b) Za hitrost v navpicni smeri velja v,(t) = vgsina — gt = 0, torej
vo = gt/sina = /2gh/sina. V vodoravni smeri je vsota poti
rakete in objekta enaka s = vy cosa t+v1t = 2h/tg a+vi+/2h/g;
od tod

2h . Vv2gh

tga=——, a=29° in y= =290 m/s.

oy /% sin o

2. Podatki: 2R =200 m, s = 35 m, k; = 0,6, a = 30°.
Z Fy oznacimo pravokotno silo podlage in z Fj silo lepenja. Kompo-
nente sil v navpiéni smeri so v ravnovesju:

: m
—mg+ Fpcosa— Fisina=0, F;=FkFy, FD:—g‘1
cosa — kpsina

v vodoravni smeri pa enake produktu mase in centripetalnega po-
speska

) sina + k; cos o
mw?r = Fysina + Fjcosa = g o i
cosa — kysina

Obhodni ¢éas je potem

g(sina + kycosa)

_ 2 o \/-r(cos o — kysina)

Najmanjsi je pri » = R in enak t; = 15 s.
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3.

Podatki: | = 20 em, I’/l = 3/4 (I' je visina areometra, potopljenega
v vodo), h’ = 30 cm.

a)

b)

Masa areometra je enaka m = 2m’, ée z m’ oznaéimo maso vode,
4 ’

ki jo areometer izpodriva, ko je ves potopljen v vodo. Globino, do
katere se potopi, dobimo iz energijskega izreka: Sprememba po-
tencialne energije je enaka delu vzgona. Dokler je areometer ves
potopljen v vodi, je vzgon enak F' = m'g = % mg, ko areometer
leze iz vode, se vzgon linearno spreminja od najvecje vrednosti
do 0; pri racunu za delo tedaj lahko vzamemo kar povpreéno
vrednost F = 3 F = 2 mg. Velja

mghz%mg(h—f}ngmgl, h=2l=40cm.
Ce bi se areometer dvignil z globine 40 cm, bi se ravno ves dvignil
iz vode (glej a)). Ker pa se dviga z manjse globine, se ne dvigne
v celoti iz vode. Del areometra, ki ostane potopljen, oznacimo z
x. Ko sedaj areometer leze iz vode, se vzgon linearno spreminja
od najvecje vrednosti do vrednosti § m'g; povprecna vrednost
vzgona je F = %(m’g + £ m'g). Energijski izrek zapisemo

mg(h' —x) =m'g(h’ =)+ F(l —z) =
4 ; 1 &
_.gmg!:(h —E)+§(1+T)(E—m)j| .
Po preureditvi dobimo kvadratno enac¢bo 222 —3lz+212—1h' =0
z resitvijo
1
T2 = g'fi ‘:—1\/8”1" —TF.

Ker je %I ravno ravnovesna lega, je smiselna resitev tista z ne-
gativnim predznakom, saj se areometer dvigne nad ravnovesno
lego. (Areometer na koncu niha med legama, ki ustrezata ko-
renoma enacbe.) Areometer se dvigne iz vode za s = [ — z =

= i(l + 8h'l — 7{2) — ]_6_2 cim.

Skupina C

1.

Podatki: a = 30,0 cm, By = 5,0 - 10~4/K, , = 9-10~8/K, po =

= 1260 kg/m?, p; = 1180 kg/m?, AT = 80 K.
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Za ravnovesje vzgona in teze pred segrevanjem velja: ppa’zg = p1a’g.
Od tod dobimo za visino potopljenega dela x = pya/py. Visina dela
nad gladino je y =a —x = a(l — p1/po) = 1,90 cm.

Po segrevanju veljajo enake enacbe, le vsako koli¢ino je potrebno
nadomestiti z ustrezno novo: p} = m/V' = m/V(1 + /AT) =
= p1/(1+ BLAT), py = po/(1 + BoAT) in @’ = a(1 + Z-AT). Visina
dela nad gladino po segrevanju je potem

A pia (14 BoAT)(1+ BLAT)
f—all 4 P2Aam _ A2 3 = 0,80 cm.
et 1+ AAT) o
Sprememba v visini dela nad gladino je v’ —y = —1,10 em. Kocka je

torej v drugem primeru bolj potopljena.

Razmerje potopljenega dela in dela, ki gleda iz glicerina, je odvisno
le od razmerja gostot. Ce zelimo to razmerje ohraniti, se mora torej
ohraniti tudi razmerje gostot. To je mozno le v primeru, ko sta
koeficienta temperaturnega raztezka enaka.

2. Podatki: Ey = 10 V/m, a = 2,0 mm, m = 1,67 - 10727 kg, eg =
=+1,6-10"19 As.
a) K polju zunaj kondenzatorja prispevajo vse tri plosée z enakim
predznakom
€1 €2 €3
5205 | 2205 | 2208

10Ep =

za polje med prvo in drugo ploséo velja

€1 €3 €3

—6E, = = . .
07 2605 2605 2208

za polje med drugo in tretjo plosco pa

€1 €2 €3

4FEy = - .
0 2e0S * 2:08 2608

Ce vpeljemo ey = 2Ey£0S, hitro dobimo resitev zgornjih enacb:
e1 = 2ep, ez = Bey, e; = 3ep; torej je razmerje e; : eg : e3 =
=g i

b) Zadostuje, da premagamo potencialno razliko med prvo in drugo
plosco U = 6Eya:

1 Y
imuf = U , vo = 1/ &ﬁl@ = 4800 m/s.
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3. Podatki: a=20cm,l=1m, N=101,(=28-1080m p =
=2,7-10% kg/m?, B=0,02 T.

a)

Magnetna sila na precko uravnovesi tezo lestve: mg = IaB.
Maso letve izrazimo kot m = (21 + Na)Sp in dobimo
(2l 4+ Na)Sp

aB ‘

I=
Ce zanemarimo stranske vodnike in je Ry upor ene precke, velja

By oy 2

R=Ry+ 37— ~B=",

(23+N0)C,09
B

V precki, ki je v magnetnem polju, tece tok v desno (glej skico
pri besedilu naloge), v drugih preckah pa v levo.

Ce upostevamo prevajanje skozi lestev iz treh, petih, sedmih, .. .,
lahko ugotovimo, da se izraz za nadomestni upor priblizuje k
vrednosti, ki je priblizno 20 % vecja od Rp; za toliko je vecja
tudi napetost.

U:RI: :0,85\;»

Skupina D

1. Podatki: a = 30,0 em, b = 40,0 em, V = 70,0 1, fp = 5,0 - 1074/K,
B =9-10"8/K, pg = 1260 kg/m3, p; = 1180 kg/m®, AT =80 K.

a)

b)

Ko damo kocko v glicerin, za¢ne kocka plavati. Visina potoplje-
nega dela je enaka z = pya/pp = 28,1 em. Visina glicerina hg je
potem Vp + a*z = b*hg, ho = 0,596 m. Zgornji rob kocke sega
tako do visine h = hg +a — x = 61,45 cm nad dno posode.

Po segrevanju veljajo enake enacbe kot pri a), le vsako koli¢ino je
potrebno nadomestiti z ustrezno novo: pj = m/V' =
= m/V(1+BAT) = pi/(L+BAT), gy = po/(1+BoAT),
a’ =a(l+ 2 AT), a”? = a?(1+ 2LAT), V§ = Vo(1 + BoAT).
Visina potopljenega dela po segrevanju je

P (14 BoAT)(1 4+ 2 AT)
o (1+ B1AT)

vidina glicerina v posodi pa

= 29,2 cm ,

o= [Vu(1+ﬁnm+a2(1+ P4 ATy | = 0,619 m.
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Zgornja ploskev kocke je tako na visini h' = hy +a(l+ %AT} -
— 1’ = 62,74 ¢cm nad dnom posode. Zgornja ploskev kocke se
glede na gladino glicerina spusti (dvig gladine glicerina je visji
od dejanskega dviga kocke).

2. Podatki: 2R = 60 cm, d = 150 cm, h = 30 cm, a = 30°.

a)
b)

¢)
a)

Pospesuje s konstantnim pospeskom.

V teziscu prijemlje teza, v dotikaliséu zadnjega kolesa s tlemi pa
pravokotna komponenta podlage, ki je nasprotno enaka tezi, in
sila lepenja, ki kaze v smeri gibanja in je enaka produktu mase
sistema in pospeska.

Vsota navorov je enaka 0 le za os v teziscu.

Ce z I oznatimo razdaljo od osi zadnjega kolesa do tezisca [ =
=94 tgp= :f‘—d, lahko zapiSemo ravnovesje navorov za os v

2cosp?

teziscu kot
Fi(lsin(a + @) + R) = Folcos(a + @) .
Sila lepenja pospesuje motor, podlaga pa uravnovesi tezo
ma = Fy, Fo=mg.
Za pospesek dobimo

e leos(a+¢) idcosa — hsina — 5.3 m/s
_glsin(a+tp)+R_gédsina+hcosa+R“ ' '

Kritiéni kot je najmanjsi mozni; pri manjSem kotu bi bila po-
trebna vodoravna komponenta sile podlage vecja od najvecje
mozne sile lepenja, kymg, kolo zacéne spodrsavati in ne zagota-
vlja ve¢ potrebnega pospeska. Kriticni kot je torej odvisen od
koeficienta lepenja.

3. Podatki: N =101, =2,8-10"3 Qm p=2,7-10% kg/m?® B=1,0 T.

a)

V precki, ki pada skozi magnetno polje, se inducira napetost,
ki pozene tok po lestvi. Magnetna sila na precko, ki se pri tem
pojavi, zavira padanje lestve in narasca, vse dokler ne uravnovesi
teze lestve. Lestev po tem pada s konstantno hitrostjo. V precki,
ki je trenutno v magnetnem polju, tece tok v desno (glej skico
pri besedilu naloge), v drugih preckah pa v levo.
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b) Z Ry oznacimo upor enega odseka (precke). Ce bi bila lestev

sestavljena le iz dveh preck (kvadrata), bi za nadomestni upor
R, veljala zveza

SN WO

Rs Ry 2R +R;’
¢e iz treh

1 1 1

—_— =t —
R; Ry 2R+ R»
ce iz n + l-odsekov pa

1 1 1

— .
R‘.ﬂ.+1 R] 2R1+B”’1

Z uvedbo x, = R, /R zgornje zaporedje predelamo v podano
obliko; torej je pri dovolj velikem n nadomestni upor lestve kar
R, =zR; = (V3 —1)R,.

¢) Ko magnetna sila uravnovesi tezo in ¢e lestev pada s konstantno

hitrostjo v, velja
: Ui
mg=1IaB, m=(2(N—-1)+N)aSp, I= R’ Ui =vaB.

Nadomestno vezje, po katerem tece inducirani tok, sestavljajo
Ry (ki ustreza precki v polju) in dve vzporedno vezani veji iz
zaporedno vezanih dveh Ry in R, (glej sliko).

R, Rx
’; R; R R
“ RI { | Ri | ‘
- KI KI
Ry

Nadomestni upor je potem

R=R+ (2R, +R,) = (2+
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Konéno dobimo

_ Ui _RI_ (3+V3\ BN —-2)pg
% 2 B2

== = =53 em/s.

d) Povprecna zaviralna sila je F = mg — 31aB = img, @ = 1g,
t=wo/a=0,1s, s=jat* = 2,5 cm. (Tocen raéun pokaze, da v
tem ¢asu hitrost doseze 86 % konéne.)

Bojan Golli

IZBIRNI TESTI ZA MEDNARODNO
MATEMATICNO OLIMPIADO

Za uvrstitev v ekipo, ki je zastopala Slovenijo na Mednarodni matematiéni
olimpiadi, so se kandidati pomerili na dveh izbirnih tekmovanjih. Prvo je
bilo 23. januarja, drugo pa 24. aprila 1998.

Prvi izbirni test

1. Poiséi vse funkcije f: IR — IR, ki zadoséajo enacbi

fllz—9)*) = (f(2)* =22 f(y) +9°

za vsaka z,y € IR.

2. Dana je polkroznica s sredis¢em O in premerom AB. Na premici AB
je izbrana taksna totka M, da je |[AM| > |BM|. Tocka M lezi izven
daljice AB. Premica skozi M seka krozni lok AB v takih tockah C in
D, da je |[CM| < |DM|. O¢rtani kroznici trikotnikov AOD in OBC
se sekata v tockah O in K.

Dokazi, da se premici OK in KM sekata pravokotno.

3.a) Alenka ima dve zari in v vsaki od njiju je 6 kroglic, oznacenih s
Stevilkami od 1 do 6. Alenka nakljuéno izbere po eno kroglico iz
vsake zare. Ozna¢imo s p,, verjetnost, da je vsota tevil na izvle¢enih
kroglicah enaka n. Doloéi p,, za vsak n € IN.

b) Tudi Barbara ima dve zari in v vsaki od njiju je 6 kroglic, oznaéenih
z (neznanimi) naravnimi Stevili. Kroglice v eni zari so lahko drugaée
oznacene kot v drugi. Vec kroglic v isti zari ima lahko enako stevilko.
Ce Barbara nakljuéno izbere po eno kroglico iz vsake zare, je ver-
jetnost, da je vsota stevil na izvleéenih kroglicah enaka n, enaka p,,
(torej enaka kot pri Alenki).

Dolo¢i neznane oznake kroglic. (Poiséi vse resitve.)
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Drugi izbirni test

1

Poisci vsa naravna Stevila x in y, ki zadoscajo enachi
I+y2—|—z3:$yz,

kjer je z najvecji skupni delitelj stevil = in y.
V ravnini lezijo kroznica IC s srediscem O, premica p, ki s kroznico
nima skupne tocke, in taka tocka P na premici p, da je OP L p.
Izberimo poljubno, od P razliéno tocko X na premici p. Tangenti na
kroznico K iz tocke X se kroznice dotikata v tockah A in B. Ozna¢imo
s C' in D pravokotni projekeiji tocke PP na premici AX in BX.
a) Oznacimo presecisce premic AB in OP z Y. Dokazi, da je lega
totke Y neodvisna od izbire tocke X na premici p.
b) Oznaéimo prese¢isée premic C'D in OP z Z. Dokazi, da je Z
razpoloviice daljice PY .
Zaporedje (a,) naj bo podano z zacetnim ¢lenom ag = 1998 in re-

kurzivno zvezo a1 = _;”_1 za vsak n € INU {0}. Dokazi, da je
iy

[a,) = 1998 —n za n € {0,1,2,...,1000}.
Opomba. Z [x] oznacimo najvecje celo stevilo, ki ne presega realnega
Stevila .

Matjaz Zeljko

PRESEK
list za mlade matematike, fizike, astronome in raéunalnikarje
26. letnik, Solsko leto 1998/99, stevilka 5, strani 257 — 320
UREDNISKI ODBOR: Vladimir Batagelj, Tanja Began (jezikovni pregled), Miran
Cerne (glavni urednik), Vilko Domajnko, Roman Drnovek (novice), Darjo Felda
(tekmovanja), Bojan Golli, Marjan Hribar, Bodtjan Jakli¢ (tehniéni urednik), Mar-
tin Juvan (raéunalnistvo), Sandi Klavzar, Boris Lavri¢, Andrej Likar (fizika), Matija
Lokar, Franci Oblak, Peter Petek, Marijan Prosén (astronomija), Marija Vencelj
(matematika, odgovorna urednica).
Dopisi in naroénine: DMFA — zaloznistvo, Presek, Jadranska c. 19, 1001 Ljubljana,
p.p- 2964, tel. (061) 1232-460, st. ZR 50106-678-47233. Narocnina za Solsko leto
1998,/99 je za posamezne naroénike 1.800 SIT, za skupinska naroéila Sol 1.500 SIT,
posamezna Stevilka 360 SIT, za tujino 25 EUR, devizna nakazila SKB banka d.d.
Ljubljana, val-27621-42961/9, Ajdovscina 4, Ljubljana.
List sofinancirata MZT in MSS
Zalozilo DMFA — zalozniStvo
Ofset tisk DELO — Tiskarna, Ljubljana
Po mnenju MZT 5t. 415-52/92 z dne 5.2.1992 steje revija med proizvode iz 13. tocke
tarifne §t. 3 zakona o prometnem davku, za katere se placuje 5% davek od prometa
proizvodov.
(© 1999 Drustvo matematikov, fizikov in astronomov Slovenije — 1381
Postnina placana pri posti 1102 Ljubljana



Resitve nalog

RAZGIBANI NIZI - Nadaljevanje resitve s str. 263

Po abecedi 1999. razgibani niz, sestavljen le iz ¢rk A, B in C, je:

ABACA BCACB ABCAB ACABC ACBAC ABACB ABCAB ACABC ACBAB CABAC BABCA CBACA
BACBA BCABA CABCA CBABC BACAB ACBAB CABAC ABCAC BACAB ACBAB CABAC ABCBA
BCABA CBABC ACBAC ABACB ABCAB ACABC ACBAB CABAC BABCA CBACA BACBA BCABA
CABCB ABCAB ACBAB CACBA CABAC BABCA BACBC ABCBA BCABA CABCA CBABC ABACA
BCBAB CABAC BABCA CBACA BACBA BCABA CABCA CBABC ABACB ABCAC BACAB ACBAB
CABAC ABCBA BCABA CBABC ACBAC ABACB ABCAB ACBCA BCBAB CABAC BABCA CBACA
BACBA BCABA CABCA CBABC ABACB ABCAC BACAB ACBAB CABAC ABCBA BCABA CBABC
ACBAC ABACB ABCAC BCABA CABCA CBABC ABACA BCACB CABAC ABCBA BCABA CABCA
CBABC ABACA BCBAB CABAC BABCA CBACA BACBA BCABA CABCA CBABC ABACB ABCAC
BACAB ACBAB CABAC ABCBA BCABA CBABC ACBAC ABACB ABCAB ACBCA BCBAB CABAC
ABCAC BABCA BACAB CBABC ABACB ABCAC BACAB ACBAB CABAC ABCAC BABCA BACBA
BCACB ACABA CBABC ABACA BCBAB CABAC BABCA CBACA BACBA BCACB CABAC ABCAC
BABCA BACAB CACBC ABACA BCBAB CABAC ABCAC BABCA BACAB CBABC ABACB ABCAC
BACAB ACBAB CABAC ABCAC BABCA BACBA BCACB ACABA CBABC ABACA BCBAB CABAC
BABCA CBACA BACBA BCABA CBCAB CBABC ABACA BCACB ABCBA CABAC BABCA BACAB
CACBA BCABA CBABC ACBAC ABACB ABCAB ACABC ACBAB CABAC BABCB ACABA CBABC
ABACA BCACB ABCAB ACBCA BCBAB CABAC ABCAC BABCA BACAB CBABC ABACB ABCAC
BACAB ACBAB CABAC ABCAC BABCA BACBA BCACB ACABA CBABC ABACA BCBAB CABAC
BABCA CBACA BACBA BCABA CBCAB CBABC ABACA BCACB ABCAB ACABC BABCA BACBA
BCACB ACABA CBABC ABACA BCACB ABCAB ACBAB CACBA CABAC BABCA BACAB CBABC
ABACB ABCAC BCABA CABCA CBABC ABACA BCACB CABAC ABCBA BCABA CABCA CBABC
ABACA BCBAB CABAC BABCA CBACA BACBA BCABA CABCA CBABC ABACB ABCAC BACAB
ACBAB CABAC ABCBA BCABA CBABC ACBAC ABACB ABCAB ACBCA BCBAB CABAC ABCAC
BABCA BACAB CBABC ABACB ABCAC BACAB ACBAB CABAC ABCAC BABCA BACBA BCACB
ACABA CBABC ABACA BCBAB CABAC BABCA CBACA BACBA BCACB CABAC ABCAC BABCA
BACAB CACBC ABACA BCBAB CABAC ABCAC BABCA BACAB CBABC ABACB ABCAC BACAB
ACBAB CABAC ABCAC BABCA BACBA BCACB ACABA CBABC ABACA BCBAB CABAC BABCA
CBACA BACBA BCABA CBCAB CBABC ABACA BCACB ABCAB ACABC BABCA BACBA BCACB
ACABA CBABC ABACA BCACB ABCAB ACBAB CACBA CABAC BABCA BACAB CBABC ABACB
ABCAC BCABA CABCA CBABC ABACA BCACB CABAC ABCBA BCABA CABCA CBABC ABACA
BCBAB CABAC BABCA CBACA BAC

Seveda pa zgornji niz ni po abecedi 1999. razgibani niz. Ce bi uporabljali vse
crke, potem bi bil 1999, razgibani niz drugacen. Do razlik pride ze pri 8. nizu:
¢e uporabljamo le érke A, B in C, je to ABACABC, ¢e pa dovolimo Se érko €, lahko
naredimo tudi niz ABACABAC.

Martin Juvan
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