


Podmornica iz trgovine z igračami.

Ker so bili ob pripravi te številke Preseka ribniki zamrznjeni, smo podmornico splovili kar v kopaI­
ni kadi . Poskus je nekoliko motila kratka plovna pot.
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Fizika I

PODMORNICA N A VZMET - KAKO DELUJE
V V ES OLJU IN N A ZEMLJI

V moj em spominu igra pomembno vlogo pločevinas t a po dmornica , ki so
jo starejš i otroci spuščali po majhnem ribniku blizu otroškega igrišča v
mariborskem mestnem parku . Poganj al jo je, kakor večino plovil , majhen
vijak. Kaj je bilo v podmornici, je bila tedaj zame še skrivnost . Videla
sem le srečne las t nike, ki so vij aček nekaj časa vrteli v eno smer , nato pa
potopi li po dmornico v vodo. Podmornica je odbrzela po svoj i poti, mi ,
nevedni gledalci, pa smo stegovali svoje vratove, da bi jo bolje videli. V
naslednjem hipu sem se znašla v vodi. Zabave je bilo zame konec.

J anuarja 1993 je vesoljsko plovilo Endeavor vzletelo s F lor ide z boga­
t im tovorom potrebščin za komuni kacijske sat elit e in mnoge znanstvene
posku se. Na krovu pa so peljali t udi poln zabo j otroških igrač , name nje­
nih za pouk fizike iz vesolja l . Ena izm ed igrač je bila t udi podmornica ,
podob na t ist i iz mariborskega ribnika . Nekater i med varn i tako podmor­
nico poznate, morda se celo skr iva v vaš i škatl i z igračami . Posk usila
sem jo po iskati v ljublj anskih trgovinah, vend ar o njej še niso slišali. Na
prednovolet nem izlet u preko meje pa sem jo odkrila v trgovini z otroškimi
igračami . Na odmaknjeni polici je samevala košara polna podmornic, ki
so čakale na poletj e. P odmorni ca iz trgovina z igračami je zelo po do bna
t ist i vesoljsk i. Z njo sem nared ila nekaj poskusov, s katerimi bo lažje
razu meti , kaj se je dogajalo v veso lju.

Za t ist e, ki take igrače še niko li niso videli, jo op išimo. Podmornica
ima obliko pomanj šane podmornice (slika na II . st rani ovit ka), na vrhu ima
celo majhne periskope. Le razm erj e med njeno dolžino in širino ni najbolj
pravo. Sliki na III. st rani ovit ka prikazujeta not ranjost in sestavne dele
igrače . P odmornica je na spo dnji strani obtežena (a) , na zgornji strani ima
plastičen mehur , napolnjen z zrakom (b) . Na zadnji strani podmornice je
vijak (c) , ki je preko zobniškega sistema (d) povezan s spiralno vzmetjo
(e) . Spiralno vzmet navijem o z gumbom na spodnji strani podmorni ce.
Z roko med navijanjem preprečimo vrtenje vijaka. Podmornico potopirno
in počakamo, da se napolni z vodo. Nad vodo ostane samo vr hnj i del
po dmo rnice. Previdno spustimo vijak, ki se začne vrteti , odriva vodo in
podmorn ica se premika . Ko se vzmet od vije , se vijak ust avi , malo kasneje
pa se ust avi tudi podmornica .

V veso ljskem laboratorij u seveda niso potap ljali podmornice v vodo.
Navi li so spiralno vzm et in po dmo rn ico spustili po prostor u laborat orij a.
Vijak se je vr t el, odrival je zrak, podmornica se je počasi pr em ikala skozi

1 ht tp;/ /www.obser ve.i vv .n asa .gov / nas a/ex h ib its /toys_space/ toyfram e.ht m l
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zrak. Zgodilo pa se je še nekaj . Medtem ko se je gonilni vijak hitro vrtel v
eno smer , se je preostali t ru p podmornice počasi vr tel v nasprotno smer.
Česa takega na Zemlji pri po dmorn icah nikoli ne opazimo. Zakaj ne?

Medtem ko se je vzmet v t ru pu podmorni ce odvijala, je na enem
koncu delovala z navorom na vijak podmornice, na nasp rotni strani pa
z nasprotno enakim navorom na t rup plovila. Na celot no podmornico ni
bilo nob enega drugega (zunanjega) navora , če zanemarimo majhen navor
up ora zraka .

Kad ar se telesa lahko vrtijo okoli osi, okoli katere deluje navor , je
kotni pospešek premosorazmeren velikosti navora. Sorazmernostni koe­
ficient imenujemo vztrajnost ni mom ent telesa in je odv isen od mase ter
njene porazdelitve po telesu . Tako ima npr. votel valj , kjer je vsa njegova
masa zgoščena v plašču , dvakrat večj i vzt rajnostni mom ent kot poln valj
z enakimi dimenzijami in enako maso . Matematično zapišemo to zvezo v
obliki

M=J oo,

kjer je M navor , J vztrajnostni moment in oo kotni posp ešek , ki nam
pove, za koliko rad ian ov na sekundo se vsako sekundo poveča kotna hi­
trost vrtečega se te lesa. P ri podmorn ici sta si navora na vijak in t ru p
podmornice nasprotno enaka, vendar povzročata zaradi različnih vzt raj­
nostnih momentov vijaka in podmornice različne kotne pospeške ob eh :

J vij ak a v ij ak = - J t rup OOtrup ,

zato se t ud i po enakem času različno vrtit a v nasprotnih smereh . Tru p
pod mornice, ki je večj i in ima precej večjo maso kot vijak , se vrti mnogo
počasnej e kot lahek vij ak. Zelo površno lahko njune frekvence ocenimo.
Naj vijak te ht a približno 2 g in ima pr em er 2 cm . Če privzamemo, da
je njegova oblika podobna ploščatemu valju (Jvalj = 1/ 2 mr2

) , je nje­
gov vztrajnost ni moment enak približno 5 g ern" . Trup podmorni ce tehta
pri bližno 100 g, večina njegove mase pa se skriva v uteži na dnu podmor­
nice. Utež je od osi podmornice odmaknjena približno 2 cm . Vzt rajno­
stni moment t rupa bo pr ibližno 400 g cm2 in je osemdestkrat večj i od
vztrajnostnega momenta vijaka . Zato pričakuj emo SO-krat manjši kot ni
pospešek podmornice in t udi SO-krat manjšo kotno hit rost na koncu , ko
se vijak odv rti. Kolikšni naj bi bili frekvenci vr tenja vijaka in podmor­
nice? Pri običaj nem spuščanju po dmornice obrnemo gumb za napenjanj e
spiralne vzmeti 3-krat . Zobniški prenosi poskrbijo, da se zavrt i vij ak med
odv ijanjem vzmet i gO-krat. Ko je podmornica navita , sprostimo vijak in
pr ibližno izmerimo čas vrtenja vijaka na zraku. Ta je zelo kr atek - meri le
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eno sekundo . Povprečna frekvenca vijaka je 90 obratov na sekundo , t rup
podmornice pa bo za en obrat v nasprotni smeri potreboval približno eno
sekundo več. Na žalost je poskus na internetu predstavljen le z besed ami
in z zelo preprosto razlago. Resnejših pod atk ov o up orabljeni igrači pa ni
in zato ne moremo nar edi ti resn e primerj ave z našimi oce nami.

Zakaj t akega dogaj anj a iz izkušenj na Zemlji ne poznamo ? Na Ze­
mlji ima podmornica težo. V vod i čuti podmornica tudi vzgon predvsem
zaradi vode, ki jo izpodrine zračni mehur. Na Zemlj i deluj et a na pod­
mornico še dve sili, ki ju v vesolju ni bilo , in povzročata navor. Obe
sta po sledica zem eljske privlačnosti. Na sliki 1 st a označeni ob e sili in
njuni prijemališči . Dokler st a t eža in vzgon na isti premici (slika l a) , st oj i
podmornica navpično . Če jo nekoliko sunemo prečno na dolgo os , bo za­
nihala . Navor dvojice sil - t eže in vzgona - namreč vrača ladjo v njen o
običajno ravnovesno lego, ko je težišče podmornice natanko pod tež iščem

izpodrinjene vode. Vidimo torej, da je za podmornico vsota vseh zunanjih
navorov enaka nič le v ravnovesni legi, drugače pa ne2 . Ko se vijak začne

vrt et i, se trup podmornice začne vrteti v nasprotni smer i, podobno kot v
vesoljskem laboratorij u. Vendar bolj kot se zavrt i, večj i je navor teže in
vzgona, ki deluje v nasprotni smeri. Kmalu se vzpost avi ravnovesje, ko je
pri nagibu podmornice ep navor dovolj velik , da ustavi vr te nje podmornice.
P odmornica pluj e naprej , njen t rup pa je nekoliko nagnjen. Ko se vzme t
od vija , se navor zma njš uje in z njim t ud i nagib . Ali matematično :

lvlvzm et = mg d sin ep ,

kjer je lvi navor zvite vzmeti, m g tež a podmornice, d razdalj a med pri­
jemališčema t eže in vzgona ter ep kot , za katerega se podmornica nagne
(slika lb). Na spodnji sliki na II . st rani ovitka je fot ografirana podmor­
nica , ki pluj e z vrtečim se vijakom. Pe riskopi so nagnj en i za nekaj 10° .

P oskusimo še na Zem lji simulirati vesoljske razmere . Ob eh zunanjih
sil - t eže in vzgona - ne moremo odprav it i, lahko pa zmanjšamo njun
vp liv. Velikost navora dvojice sil je odvisna od njune medsebojne raz­
dalj e d. Če prem aknem o težišče podmornice proti težišču izpodrinjene
vode, se bo navor dvoji ce sil zmanjšal. Da bo dosežen i učinek res dovolj
velik , nar ed imo novo podmornico. Vijak si sposoclimo iz podmorn ice ali
pa ga naredimo iz plutovinastega zarna ška, v katerega zat aknemo alumi­
nij as t e lopat ice (npr. iz pločevinke). Pritrdimo ga na povkrovček škat lice
za šumeče t ablet e s koščkom t rše žice , ki naj ima na notranji strani zanko.

2 O bst aj a še ena lega , kjer je vsota zunanj ih navorov ena ka nič , in sicer , ko stoj i
pod mornica na glavi. Ta lega je la biIna in že na jma njša mot nja pod morn ico prevrne
v lego , kjer je tež išče pod m ornice pod tež iščem izpodrinjene vode.
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rinjene vode

obtežitev

teža

a) b)
Slika l.

Skozi škatl ico nap eljimo elast iko in jo na nasprotni st rani pr itrdimo s
pomočjo vžiga lice, da se ne bo odvijala . Naši novi podmornici navijemo
vijak , jo potopimo pod vodo in počakamo , da se z vodo napolni. Vijak
pridržimo, da se ne odvrti . P lastika, iz katere je narejena škat lice , je ne­
koliko lažja od vod e, zato škatlica , tudi če je napolnj ena z vodo, plava . Ko
vijak spustimo, se zavrt i, odriva vodo in škat lica se po vodi premika na­
pr ej . Pri tem se vrti v nasprotni smeri kot vijak, podobno kot podmornica
v vesolju. Zakaj tako drugače od igračke? Težišče izpodrinjene vod e je pri
igrački približno v središču zračnega mehurja , težišče podmornice pa v sre­
dini uteži na njenem dnu . Razdalja med obema znaša nekaj cent ime t rov .
Tudi vzt ra jnostni moment podmornice je mnogo večj i od vzt rajnost nega
momenta vijaka in t udi podmornica, v kateri bi ob e težišči sovpadali, bi
se vrtela počasi. Masa plastične škatlice je enakomern o porazdeljen a po
obodu, zato je njeno težišče nekje v sredini škat lice; ker je vsa narejena
iz enakega materi ala in je pr ibližno simetrična, je tudi težišče izpodri­
njene vode na istem mestu. Plast ična škatlica ima po leg t ega vztrajnostni
moment le nekajkrat večj i od vztrajnostnega momenta vijaka, zato je fre­
kvenca vrtenja škatlice le nekajkrat manjša od frekvence vr tenja vijaka .
Ker težišči podmornice in izpodrinjene vode sovpadata, tudi navora, ki bi
vrtenj e preprečil , ni. Ko se elastika odvije , vr tenje zamre . Navorov okolja
na škatlico namreč ne mor emo preprečiti. Vrteči se vijak odriva vodo (ali
v vesoljskem laboratorij u zrak), navor upora vode pa zavira vrtenje.

Za konec pa še naloga za vas: Naredit e podmornico iz škatlice za
šumeče tablet e. Postopoma jo na dveh različnih mestih obtežit e (npr. s
plas telinom ) in razbremenite (npr. s ko š čki stiropora) tako, da se navor
zope t pojavi. Ugot ovite, kdaj se škat lica ne suče več! Ugotovit e, kako se
sp reminja zas uk škatlice medtem , ko se vijak odvija! Pa še sami dodajte
kakšno ugo tovi tev.

Mojca Čepič
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NOŽIŠČNE KRIVULJE KROŽNICE

Slika 1. Nas tane k nožiščne krivulje .

T

K

Iz dane ravninske kri vu lje K lahko na različne načine naredimo nove krivu­
lje, np r. z razt egi in zrcaljenji. Obst aj aj o pa tudi bolj zaplete ni post opki
prid obivanj a krivulj. Ogledali si bomo nožiščne krivulje dan e kro žnice.

V splošnem pridemo do no ži š čne

krivulje Kp dan e ravninske krivulje
K tako, da najprej v ravnini te krivu­
lje izberemo točko P , nato pa jo pr a­
vokot no projiciramo na vse tangent e
krivulje K . Mno žica vseh nožišč N ,
t .j. presečišč pr avokotnic skozi P na
vse tange nte krivulj e K, je nožiščna

krivulja K p krivulje K glede na pol
P .

Premica ni zanimiva, saj je sama
sebi tangenta. Nožiščna "krivulja"
pr emi ce glede na katerokoli točko je
točka . Kaj pa no ži š čna krivulj a kro ž-

nice? V te m primeru so reči nekoliko
bolj zapletene, toda zanimivejše .

P roblem a se lot imo z analit ičnimi oro dji . Vzemimo v pr avokotnem
koordinatnem sist emu Oxy kro žnico K s poimerom R in s središčem v
točki S (R , O). Ni težko naj ti njene enačbe x2 + y 2 = 2Rx . Točko T na
K podajmo s središčnim kotom ep (slika 2) . Točka T ima očitno koordi ­
nati (R( l + cos o ), R sin ep). Spomnimo se, da ima tangenta na krožnico
x 2 + y 2 = 2Rx v točki T (xo,Yo ) enačbo xox + YoY = R (x + xo) . Če

vanj o vstavimo Xo = R (l + cos ep) in Yo = R sin ep , dobimo naslednji re­
zultat : t angenta t na K v točki T je pr emi ca z enačbo x cos ep + y sin ep =
= R (l + cos o).

Na j bo točka P (- a,O) pol , glede na katerega bomo iskali nožiščno

krivulj o ICp . Zar adi simet rije krožnice lahko brez škode za splošnost vza­
memo P čisto polju bn o, za lažji račun jo postavim o kar na abscisno os.
Skozi P narišemo pr avokotnico n na t angento t . Enačba pr emi ce nje y =
= (x + a) t an ep oz. (x + a) sin ep - y cos ep = O. Druga oblika je splošnejša,
ker dopušča tudi, da je ep = ± 7f/ 2, česar prva oblika ne pr enese. Vse
tangente na K dobimo, ko kot ep preteče interva l [O, 27f) .
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A
x

Slika 2. Nožiščna kri vulja kr ožni ce.

Nožišče N ima koordinati (x, y) , kjer sta x in y rešit vi sistema enačb:

x cos ep + y sin ep = R(1 + cos ep )

xsinep - y cos ep = - asin ep

Sistem rešimo brez posebnih težav in dobimo:

x = ((R + a) cos ep + R) cos tP - a

y = ((R + a) cosep+ R) sin ep

Gorn ji enačbi podaj at a iskano kri vulj o v parametrični ob liki. Kot ep igra
vlogo paramet ra. Ko ta teče po intervalu [0,27T), točka N( x , y) ravno
enkrat obhodi vso krivulj o. Točki 0(0, O) in A (2R ,O) , v katerih je tangenta
na krožnico IC navpična, sta na novi krivulji IC p . Ce je P zunaj krožnice
IC , pot em neka tangenta na IC poteka skozi P . Torej je v tem primeru
t udi P na IC p .

Oblika nožiščne krivulje kro žnice je odvisna od a. Na sliki 2 smo
izbrali a > O. Lepo lahko opazujemo kri vulj e IC p za različne pole P z
računalniškim pr ogramom Cabri-geometre . Tako j bi opazili, da niso vse
dobljene krivulj e zavozlane tako kot naša na sliki 2.

Premica n , ki je vzpo redna z daljico ST, oklepa z osjo x kot ep .
Označimo z Q razdaljo od P do N . Iz koordinat točke N takoj raz beremo

Q = (R + a) cos ep + R . (1)
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Da bi rezul t atu dali drugačen geomet r ijski pomen , načrtamo krožni co J( ,

skozi P in S , s središčem v točki S' , razpolovišču dalji ce P S . P remer
t e krožn ice je R + a. Premica n seka to krožnico v točki Al . Ni težko
ugotovit i, da je dalj ica M S vzp oredna z dalji co N T in da je štirikotnik
STN M pravokot nik.

Iz pravokotnega trikotnika PS}.,;1 razb eremo, da je razdalj a 7' od P
do M en aka (R + a) cos <po Pri danem kot u <p je t orej razd alj a g za R večja

od razd alje 7' .

Če vzamemo točko P za po l, za po larn o os pa poltrak s kr aj iščem v
P , usmerj en v pozitivni sme ri osi x , dobimo polarni koordinatni siste m ,
v kater em ima krožnica J( ' enačbo 7' = (R + a) cos <p, J(p pa enačbo (1).

Krivulja J( p je poseb en primer krivulje, ki ima v polarnih koordinatah
(g, <p ) enačbo

g = 2d cos <p + b , (2)

kjer sta d in b poziti vn i št evili. Taki kr ivulj i pravim o Pascalov polž. Pa­
scalov polž po točkah konstruiramo tako, da načrtamo najprej kr ožnico s
premerom 2d, imen ovan o osno vnica pol že , nato v enem kraj išču premera
pot egn emo polt rak. Iz presečišča poltraka s krožni co nanesemo razda­
ljo b po polt raku na ob e stran i in dob imo eno ali dv e točki P ascalovega
polža . Nat o opisano kon st rukcijo ponav ljamo za več polt rakov in dobljen e
točke povežemo. Tudi t a konstrukcija je primerna za računalniški progr am
Cabri-geornet re .

Torej je nožiščna krivulja kro žnice glede na katerokoli točko P ascalo v
polž, pri kater em je 2d = R + a in b = R .

- - - --
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Slika 3. Primer a Pasca lovih po lžev .
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V posebnem primeru a = O je enačba kri vulj e K p v polarnih koor­
din atah (! = R (1 + cos ep ), kar predst avlja srčnico ali kardioid o (slika 3
levo). Če je P znotra j K , Pascalov polž nim a značilne male zanke (slika 3
desno), kot jo ima t ist i na sliki 2.

Pascalov polž je zanimiv t udi kot t risektrisa , to je krivulja , ki pomaga
razdeliti kot na t ri enake dele. V ta namen je treba vzet i t ist i primer polža ,
ko je d = b. Tedaj ima polž pentljo, ki sega ravno do središča krožnice,
njegove osnovnice (slika 4).

y

P

x

Slika 4. Tretjinje nje kota .

Na sliki 4 je kot a = « PSQl. Dalj ico skozi Q l in S pod aljšamo t ako,
da seka polža v točki Q2. Premica skozi Q2 in P seka osnovnico pol ža v
točki P' . Zar adi posebne izbire le-t ega sta trikotnika P SP' in S P 'Q 2
enakokraka. Naj bo E = <r. P ' SQ2 = « P ' Q2S , Pot em je « P P' S =
= <r. S P P' = 2E, saj je v t rikotniku vselej zunanji kot enak vsoti notranjih ,
nepriležnih kot ov. Kot a je kot zunanji kot trikot nika P SQ2 enak vsoti
notranjih , nepriležnih kotov, torej a = 3E. Ugotovili smo to rej , da je
<r. S P ' Q2 = %.

Obliko Pascalovega pol ža imajo menda pri železnici ekscent ri za dv i­
ganje in spuščanje signalov, ki povedo st anje kr et nic. Oblika poskrbi ,
da se naprava najhitreje vrti na sredi vrtljaj a , na začetku in koncu pa
najpočasnej e , da ne pr ihaja do nepotrebnih sunkovitih gibanj .

Marko Razpet



Astronomija I

OPAZOVANJE VZHAJALIŠČA IN
ZAHAJALIŠČA SONCA

Slika 1. Navidezne dnevn e poti Sonca nad našim obzorjem v
začetku poletja, ob enakonočj ih in v začetku zime - p ogled
proti jugu (S) .

<- Slika 2. Zgled , kako la hko uresnič ite opazovanje Sončevega

vzhajališča . O pazujete ved no iz istega opazoval i š ča,

To, da pride Sonce pri svojem navideznem dnevn em
gibanju vsako opoldne naj višje nad južnim delom ob­
zorja, veste. Najbrž ste t udi opazili, da Sonce ne
vzhaj a vse let o v isti točki obzorja in pr av tako tudi
ne zahaja (slika 1). Točki na vzhodnem delu obzorja,
kjer Sonce vzhaj a , rečemo vzhajališče, točki na za­
hodnem delu ob zorja , kjer zahaja, pa zahajališče.

Zanimiva naloga , ki si jo lahko zadate, je opa­
zovanje vzhajališča in zahajališča Sonca med letom.
Ne vzam e vam veliko časa, čeprav je dolgoročna. Če

imate doma proti vzhodu obrnjeno okno , lahko spre­
mlj ate vzhaj anj e Sonca , če imate primerno, na zahod
obrnjeno okno, pa njegovo zah aj anj e.

Najpreprosteje je, da si na večji list narišete del
obzorj a, ki ga vidite skozi okno. Nato vse leto, kadar
se pač spomnite in je lepo vrem e, več dni zapored
ali enkrat na teden, vendar vsaj enkrat na mesec,
pričakate vzid Sonca in na pripravljeno skico dela
obzorja narišet e točko - vzhajališče, kjer je t istega
jutra vzšlo Sonce. Zraven zapišete še datum in čas

(ur o in minuto ) .

NVIwswsSEENE



A stronomija - Rešitve nalog

Presenečeni boste, kako hitro se premika vzhajališče po obzorju. Po­
sebej poskušajte zabeležit i vzhajališče ob enakonočj ih, tj . 21. 3. in 23. 9.,
sa j ob teh datumih Sonce vzhaja povsod na Zemlji (raz en na polih) na­
tančno na vzhodu (slika 2).

Na enak način lahko spremljate premikanj e zahajališča Sonca med
letom . Ob enakonočjih Sonce zahaja natančno na zahodu. (Vzid ali
zaid Sonca sicer lahko tudi fotografirate, vendar morate biti zelo pazljivi ,
najbolje pa je, da se o tem posvetujete s fotografskim st rokovnjakom.)

Ob teh opazovanj ih si je zanimivo ogledati t udi barve neba. Ni pa
nujno, da opaz ujete le jutranj e ali večerno nebo, saj se včasih pojavijo
čudovito lepe barve tudi podnevi , na prim er ob spremembi vremena.

OPOZORILO
Dne 11. 8. 1999 okoli poldneva ne poz abi te opaz ovati Sončevega mrka,
ki bo s skrajnega severnega dela Slovenij e viden skor aj kot popolni.
Podatke o njem najdete v društveni publikaciji Astronomske efemeride
NAŠE NEBO 1999 ali pa na Internetu.

Marijan Prosen

IZ PETIH KVADRATOV DVA - Rešitev s str. 159

Delno si pri reševanju naloge lahko poma­
ga mo z naslednjim premislekom:

Lik , ki ga želimo sestavit i, je danemu
kri žu ploščinsko ena k pr avokotnik , ki ima
stranici v razmerju 2 : 1. Če označimo z
a strani co posameznega od petih kvadra­
tov, ki sestavljajo križ, in z x dalj šo od
pravokotnikovih st ranic, sledi iz primer­
jave ploščin zveza

Enakovredna zveza

,,,,
,
,,,,,

,--

,
a ..,,

,,

x2 = (3a)2 + a2

pa je preko Pitagorovega izreka že dob er nami g za prvi prerez kri ža.
Ker poteka ta pr erez skozi središče križa , drugega , ob up oštevanju

simet rije , ni več t ežko poiskati.
Marija Vencelj



Računalništvo I

NENAVADNA FUNKCIJA Z RAČUNALNIKOM

V prejšnji št evilki Preseka (Nenavadna funkc ija, Presek 26 št . 3, st r. 166­
169) smo spoz nali nekatere zanimive lastnost i funk cije F , ki smo jo defi­
nirali rekurzivno z naslednjimi pr edpisi:

F(l ) = 1 in F (2n) = F (n), F (2n + 1) = F (n) + F(n + 1) za ti 2': 1 .

Tokr at si bomo ogledali nekaj računalniških pro gramov, s kater imi si lahko
pomagamo pri raziskovanju lastnosti t e funk cije. S programi bomo tudi
prever ili od govor e na nekatera vprašanj a , na katera smo s teoretičnim

razrnislekom odgovori li že v prejšnj i št evilki Preseka.
Začnimo s programom v logu , s katerim za dano nar avno število n

izračunamo vr ednost F (n):

TO F :n
IF :n < 2 [OUTPUT 1] jbaza rekurzije
TEST (REMAI NDER :n 2) = O ;Ali j e argument sod?
1FT [OUTPUT F :n/ 2] ;Da .
IFF [OUTPUT (F ( :n- l) /2) + (F ( :n+l) /2) ] ;Ne .

END

V gornjem pro gramu računamo vrednost funkcij e neposredno iz de­
finicije. P ri taki nep osredni uporabi rekurzivnih definicij moramo bit i
vedno pr evidni, saj se hit ro pr imeri , da večkrat pokličemo funk cijo z ist im
argumentom. To pa pomeni odvečno delo in včasih je tega dodatnega
dela to liko , da pro gram post ane praktično neuporaben. Ker je v našem
primeru baza rekurzije le F (l ) = 1, je pr i izračunu vrednosti F(n) funk­
cija F poklican a z argumentom n = 1 natanko F (n) -krat. Že pri izračunu

F (9) vrednos t F(l) računamo npr. 4-krat. Ker pa funk cija F pri majh­
nih šte vilih ne zavzame velikih vrednost i, je za majhna šte vila napisani
pr ogram še vedno dovolj učinkovit .

Z gornjim programom lahko tudi sestavimo tabelo vrednosti funk cije
F za števila od 1 do 16. Vrednosti zlagamo v seznam s, tega pa na koncu
izpišemo :

MAKE "s [] MAKE "i O
REPEAT 16 [MAKE "i :i+l MAKE "s LPUT F :i :s]
PRINT :s

Gornji ukazi tako izpišejo

11 2 1 323 1 4 3 5 2 5 34 1
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S program om lahko tudi ugotovimo, koliko je F(1 999). Ukaz

print F 1999

izpiše 49, toliko, kolikor smo naračunali t udi v že omenjenem pr ispevku
v pr ejšnji šte vilki Preseka .

V nadaljevanju si bomo ogledali , kako lahko vr ednosti funkcije F
računamo še pr ecej hitreje. Eden od možnih pr istopov je, da vrednosti ,
ki jih izračunamo , sproti shranjujemo , npr. v tabelo. Poglejmo, kako na
ta način s programo m v programske m jeziku pascal poiščemo največjo

vrednost , ki jo funkcija F zavzame na številih od 1 do 1999.

program NenavadnaFunkcija;
{ Poišče največjo vredn ost funkcije F na šte vi1i1J od 1 do meja. }

const
meja = 1999;

var
F : array [1..meja] of integer; { tab ela vrednosti funkcije F }
i: integer;
max : integer ;

b e gin
{ Izračunamo vrednosti funk cije F od 1 do meja . }
F [l ] := 1;
for i:=2 t o meja do

if odd(i) t hen
F[i] .- F[i div 2] + F [i div 2 + 1]

e lse
F [i] .- F[i div 2];

{ Med vrednostmi poiščemo največjo . }
max := F [I ];
fo r i:= 2 t o meja d o

if F [i]>max then max := F[i];
{ Izpišem o podatke o največji vrednosti . }
write ln('Najvecja vrednost funkcije od 1 do ',meja, ' je ',max ,' .' );
write('Ta vr ednost je dosezena pri nas lednjih st evilih :') ;
for i:=l t o meja d o

if F [i]=max t hen write(i:5) ;
wri t eln ;

end .

Ko pr ogram poženemo, ta izpiše

Na j vecja vr ednos t funkcije od 1 do 1999 je 144.
Ta vr edno s t je dosezena pri naslednj i h stevi lih: 1365 1707
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Seveda so odgovori enaki tist im, ki smo jih s kar precej dolgim in zaple­
tenim razmislekom naš li v prejšnji številki P reseka.

Računanje zaporednih vrednosti funkcije s sprotnim shranjevanjem
vrednosti v tabelo je učinkovit post opek, kad ar želimo izračunat i vredno­
st i funkcije pri pr vih nekaj številih . Da dobimo novo vrednost , moram o
le preverit i parn ost argumenta in morebiti sešteti dve že znani vredno­
st i. Slaba stran postopka pa je, da po t rebuje precej pomnilnika za tabelo
vred nosti, kar omejuje njegovo uporabnost. Po lovico tabele lah ko prihra­
nimo, če v njej hr animo le vrednost i funkcije pr i lihih argument ih . Vre­
dn ost pri sodem argument u po tem do bimo tako, da argument delimo z 2,
dokl er je sod , ko pa postan e lih , vrednost funk cije preb eremo iz t ab ele.
Na ta način nekoliko povečamo čas, ki ga pot rebujemo za izračun na­
slednje vrednost i, hkrati pa razpolovimo količino potrebnega pomnilnika.
Kodiranj e programa, ki up orab lja opisano spre membo, vam prepuščam za
vajo.

Kako pa bi izračunali vrednost funkcije F pri velikih ar gument ih, re­
cimo F (l 789569707) ali pa F (2 863 311531)? S shranjevanjem vrednosti
v tabelo si ne moremo pomagati , saj bi potreb ovali res ogromno tabelo,
pa t udi izračun manjših vrednost i bi nam vzel kar nekaj časa. P a sa j nas
pr ejšnj e vrednost i sploh ne zanimajo. Poskusimo lah ko s pro gram om v
logu , ki smo ga napisali na začetku prispevka , a po nekaj minu tah obu­
pamo, sa j ni videt i, da bi se računanje kaj kmalu končalo . No, res je, da
je logo pro gramski jezik , ki se tolmači. P rogrami v jezikih, ki se pr eva­
jajo, taka sta npr. pascal in C, so običajno bistveno hit rejši . Tako lahko
rekurzivno definicijo funk cije zapišemo kot pr ogram v pascalu ali C-ju.
Poskusite, got ovo vam bo uspelo. Če vas skrbi predolgotrajno računanje ,

lah ko uporabite še kakšen dodatni "t rik". V tabeli lah ko pr ipravite vre­
dn ost i funkcije za "majhne" argumente, recimo do 10000 , in te vnaprej
izračunane vrednosti uporabite kot (raz širjeno) bazo rekur zije. Poskusit e
lahko t udi s shranjevanjem vmesnih rezultatov. Vse vrednost i fun kcije F ,
ki jih izračunate (t udi t iste z vmesnih korakov), sk upaj s pripadajočim

argumentom shranjuje te v t ab elo. Ko vas zanima vr ednost F (n ), najp rej
pogledate po tabeli, ali st e to vrednost morda že izračunali . Tako zago­
tov it e, da za vsak argument vrednost fun kcije računate le enkrat (seveda
pa se lahko zgodi, da vam čez čas po veliko opravljenih računih v t ab eli
zmanjka prostora) .

Za konec prispevka pa si bomo ogledali t isto pr avo metodo za računa­

nje vrednosti funkcije F pri velikih argument ih . Posto pek bo malce zvit ,
a preprost , zelo hiter in ne bo zahteval nobenega dod atnega pr ostora . Re­
cimo, da bi rad i izračunali vrednost F(n). Iskano vred nost bomo zapisali
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kot celoštevilsko linearn o kombinacijo dveh zapo rednih vrednost i funkcije
F :

F (n) = a - F (m) + b - F (m + 1) .

Na začetku vzamemo kar m = n, a = 1 in b = O. Nato število m razpo­
lovimo in izračunamo nova koeficient a . P ri t em ločimo dve možnost i. Če
je št evilo m sodo, m = 2m', po tem velja F (m) = F (m' ) in F (m + 1) =
= F (m' ) + F (m' + 1). Tako dob imo

F (n) = a -F(m) + b· F(m + 1) = (a + b) . F (m' ) + b · F(m' + 1) .

Če pa je število m liho, m = 2m' + 1, potem imamo F(m)
= F (m' ) + F (m' + 1) in F(m + 1) = F(m' + 1). Tedaj velja

F (n) = a · F (m ) + b · F (m + 1) = a· F (m' ) + (a + b) . F (m' + 1) .

V obeh primerih lahko torej F (n) zapišemo kot kombinacijo vrednost i
F (m' ) in F (m' + 1) , pr i čemer nova koeficient a na zelo preprost način

izračunamo iz prejšnjih dveh.
Zapi šimo pr ogram v programskem jeziku C, ki za izračun vr ednosti

funkcije F uporablja zgoraj opisani postop ek.

#include <stdio .h>

1*
Hiter izračun vr ednos t i funkcije F .
Deluje hitro tudi za velike vrednosti argumenta .

*1

unsigned l ong F(unsigned long);

int ma i n (v oi d)
{

uns igned long n; 1* argument *1

do {
printf ( "Vpis i vr edno s t argumenta (O za konec) : II) ;

scanf("%lu", &n) ;
if (n != O) printf( "F (%lu) = %lu\n\n" , n , F(n) ) ;

} whi l e (n ! = O);
return O;

}
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/* Nerekurzivno in brez tabele izračuna vrednost F (m). */
unsign ed l ong F(uns i gned long m)
{

un signed l ong a = 1 , b = O;

/ * Invarianta zanke: i s kana vrednost = a*F(m)+b*F(m+ l). */
whi le (m > 1) {

ii (m %2 == O) a += b; el se b += a ;
m / = 2;

}

}

return a + b; /* F ( l ) F ( 2 )

S progr amom izračunamo vrednosti

F (l 789 569707) = 2 178309 in F(2 863 311 531) = 3524578.

Še na eno malenkost opozorimo. P rogramski jezik C pozna nepred­
značena dolga cela števila (t ip un s i gned l ong). Na osebnih računalnikih

spremenljivka takega t ipa običajno zase da 32 bi tov , t ako da je največj a

vrednost , ki jo lahko shranimo vanjo , enaka 232 - 1 = 4294967 295.
Turbo pascal t akega t ipa ne pozna. (Predznačena) dolga cela št evila
(t ip longi nt ) sicer zavzamejo 32 bitov, a največja vrednost , ki jo lahko
shranimo v spreme nljivko tega t ipa, je 231 - 1 = 2 147 483 647. Če bi gor­
nji progr am napisali v (t ur bo) pascalu, t ako z nj im ne bi mogli izračunat i

vrednosti F (2 863 311531) , saj je arg ume nt funkcije pr evelik in bi prišlo
do prekoračitve . Mor ali bi sprogramirati še računanje s "pravimi" dolgimi
števili ali pa prvo uporab o rekurzivn ega pravila opravit i s svinčnikom in
papirjem .

Martin Juvan

N ALOGA O SEN CI

Natančno sem opazoval senco , ki jo na vodoravna t la meče od Sonca
osvetljena navpična palica . Razlika med najdalj šo in najkrajšo dolžino
opoldanske sence je bila d = 215 cm.

Kje sem zabodel palico in kako dolga je bil a? Reši računsko in
grafično . Zeml jepi sn a širina kraj a opazovanja je tp = 46° .
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R ešit ev

Vedeti moramo, da je opo ldanski višinski kot Sonca ob enakonočju

90° - tp = 44°, dek linacija Sonca pa se spreminja v mejah od - 23,5°
do +23 ,5°. Opoldanski višinski kot Sonca ob po letnem Sončevem obratu
- kresu (ok. 21. 6.), ko je opoldanska senca najkraj ša , je cl: = 44° + 23,5° =
= 67,5°, opo ldanski višinski kot Sonca ob zimskem obratu - božiču

(ok. 21. 12.) , ko je opoldanska senca najdaljša, pa je (3 = 44° - 23,5°
= 20,5° .

:x

f-- sever

Sli ka 1. Grafična rešitev naloge. Narišemo topokotni trikotnik z znano os novnico d in
priležnima kotoma {3 in 180 ° - o ; x (v iš ino trikotnika) in y odčitamo s slike .

Naj bo x dolžina palice, y pa dolžina najkrajše opoldanske sence
oziroma razdalja podnožišča palice do vrha najkrajše opoldanske sence.
Iz skice izp eljemo

x = ytg cl: lil x = (y + d) tg (3 .

Iz enakosti y tg cl: = (y + d) t g (3 sled i

d tg (3
Y = = 39 cm

tg cl: - tg (3
in

d tg cl: tg (3
x = = 95 cm .

tg cl: - tg (3

Dolžina palice je bila res 95 cm , dolžina najkrajše sence pa 40 cm. Napaka
± 1 cm pa je pri takšnih meritvah povsem dopust na.

Marijan Prosen
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ELEKTRIČNI TOK PO PLINIH

V prejšnjih številkah Preseka smo že spregovorili o toku po kovin ah in
elekt rolit ih , pomudimo se to krat pri to ku po plinih. Čist zrak ne prevaj a
elekt rike. Molekule plina so električno nevt raln e, tako da v zraku ni nosil­
cev nab oja. Zrak prevaj a le, če vanj nosilce naboj a uvajamo ali jih v njem
naredimo . To lahko dosežemo s plam enom , s kratkovalovno svetlobo ali
pa z naelekt renimi delci. P ri te m se nevtralna molekul a sp remeni v ionski
par, kakor imenujemo negativni elektron in pozitivni ion . Pravimo, da plin
ioiiiziremo. V pro st oru med elekt rodama, na katerih je stalna električna

na pe tost , se pozit ivni ioni gibljejo pr oti negati vni elekt rodi, elektroni pa
prot i pozitivni elektrodi. Elektron se včasih obesi na molekulo in tedaj pri
prevajanju poleg pozitivn ih ionov in elekt ronov sodelujejo tudi negativni
ioni .

Med elekt rolitom in plinom je pomembna razlika. Elektrolit prevaj a ,
dokler z elekt rolizo ne porabimo vse raztoplj ene snovi. Da bi pr evajal plin,
pa ga moramo nenehno ionizirati . Ioni in elektroni se namreč združ ijo v
nevtraln e molekul e ali odtečejo iz pr ostora med elektro dama, tako da tok
pr eneha. Tok, ki preneha, če od zunaj na plin ne vplivamo, imenuj emo
nesamostojni tok. Nesamostojni to k opazimo v plinu pri razmeroma nizk i
napetosti. Pomemben je, ker lahko pr eko njega zaznavamo naelektrene
delce , ki se gib ljejo po plinu , ali kratkovalovno svetlobo , s katero obsevarno
plin.

Pri visoki napetosti in nizkem tl aku se poj avi ti . sam ostojni tok. V
njem elektron ali ion zaradi dela električne sile med zap orednima t rkoma
v povprečju pridobi dovolj veliko kinetično energijo, da ob trku molekulo
plina ioni zira. Čim nižji je tlak, tem večjo pot prepotuje elekt ron ali ion v
povprečju med zaporednima trkoma in tem več kinetične ene rgije pr idobi.
Tok v tem primeru vzdržuje samega sebe: v plinu, ki je navzven nevtralen
in na katerega ne vp livamo od zunaj, t rki nosilcev naboja z molekul ami
dobavlj aj o nove in nove elektrone ter ione. Takemu plinu pravimo plazma.
Molekul e v te m primeru tudi sevajo, izsevan a svetloba pa dod atno ionizira
plin. Pride še do drugih pojavov, zaradi katerih utegnejo biti razmere v
plazmi dokaj zaplet ene.

V lab oratoriju navadno dobimo plazmo z visoko napetostjo v plinu
pri nizkem tlaku. Mogoče pa jo je dobi ti t udi pr i zelo visoki temp eraturi.
Zar adi termičnega gibanja postanejo trki med molekul ami v te m pri meru
dovolj močni , da nast an ejo ionski pari. Večkrat slišimo, da je plazrna
"četrto agregatno stanje" , ki.celo pr evladuje v vesolju. Tako sredicezvezd
sestavlja plazma, ki zelo dobr o pr evaj a elektriko. V sred ici zvezd so v
plazmi pri zelo visoki te mperaturi t rki med atomsk imi jedr i tako močni , da
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pr ide do jedrske reakcije, pr i kateri se zlivajo lahka atomska jedra. Zlivanje
le-teh dobavlja zvezdam energijo, ki jo izsevajo. V laborat oriju želijo
posnemati razmere v zvezd ah tako, da plazmo močno segrejejo. Težava
pa je v te m, da se plazma razb eži, ker ni gravit acije, ki dr ži skupaj dele
zvezde. Poskušaj o si pom agati z magnetnim zadrževanjem redke plazme
ali pa s ponavljanj em majhnih eksplozij v gost i plazmi.

Pri pod robnejšem obravnavanju začnemo z nesam ostojnim tokom.
Za prevodnost plina velja podobna enačba kot za pr evodn ost elekt ro lita,
in sicer

1 _ + _ N
"( - eoU3 + (3 ) V '

eo je osnovni naboj , {3+ gibljivost poziti vnih ionov, {3- gibljivost elekt ro­
nov, N IV gostot a pozitivnih ionov, ki je enaka gostot i elekt ronov, ker je
plin navzven električno nevt ralen.

Enačba velja, če se elekt roni ne obeša jo na molekule in v plinu ni
negativnih ionov. Tako je v žlaht nih plinih, npr. heliju in ar gonu, ne
pa, npr. v kloru. Toda celo v žlahtnih plinih se lahko poj avijo zaplet i.
Za giblj ivost ionov He+ iz cevi s tokom pri znižanem tl aku v heliju so
dobili pr ecej več kot za delce o: iz radi oak ti vnega izvira , ki so t udi ioni
helija . Izid so pojasnili z ioni Het , ki poleg ionov He+ sodelujejo pr i
prevaj anju v heliju in ki imaj o večjo maso, a t udi večjo giblj ivost . Zato
ne pr eseneti , da vsebujejo različne pr eglednice pod atke za giblj ivosti, ki
se med seboj nekoliko razlikujejo . Helij ima pri sobni temperatur i in
navadnem tl aku prevodnost približno 13 (f2m) - 1, če je gostota elekt ronov
1021 m-3. Prisp evek ionov k pr evodnosti lahko zan em arimo.

Ion

H+ v vod iku

He+ v heliju

Ar+ v ar gon u

Nt v dušiku

f3+

12,4 · 10- 4 m 2 / Vs

5,1 . 10- 4 m2 / Vs

1,6. 10- 4 m 2 / Vs

2.10- 4 m2 / Vs

ion

Li+ v heliju

Na + v heliju

K+ v argonu

25,8.10- 4 m2 / Vs

22,8· 10- 4 m2 / Vs

2,8 . 10- 4 m 2 / Vs

G iblj ivost ionov v nekaterih p lin ih pri sobni t em peraturi in navadnem zračnem t laku.

v heliju 500 . 10-4 m 2 /Vs v argonu 800· 10-4 m 2 /Vs

G ib lj ivost elekt ronov v žla ht n ih plinih p ri sobn i temperaturi in navadnem
zračnem t laku .
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V plazmi, v kateri so ionizirane vse molekule, je prevodnost le malo
odvisn a od gostote ionov ali gostote elekt ronov in močno narašča z na­
raščajočo t emperaturo (sorazmerno s T 3 / 2 ) . V tem primeru gib ljivost
preneha biti konstantna in je ni smiselno navajati. P lazma je pri visok i
t emperaturi zelo dober prevodnik, npr. vodikova plazma pri t emperaturi
nad 20 mi lijo nov kelvinov bolje prevaja kot srebro (pri navadni t empera­
turi) . Prevodnost za elektrone je kak ih dvajsetkrat večja kot prevodnost
za ione, če oboje nosilce naboja obravnavamo ločeno . Vodikova plazma
ima npr. pri t emperaturi tisoč kelvinov prevodnost približno 100 (rlm)-l
pri gostoti elekt ronov 1021 m - 3 . Če se gostota elektronov milijonkrat
spremeni, se prevodnost spremeni za manj kot dvakrat , zato podatek o
gostoti elektronov ni pomemb en . Tudi v t em primeru lahko prispevek
ionov zanemarimo. P lazma iz težjih elementov ima manjšo pr evodnost .

Janez Strnad

ŽELITE ZAPOSLITEV PRI MICROSOFTU?

Na zadnjem občnem zboru Društva matematikov, fizikov in astronomov
( če slučajno ne veste - to je društvo , ki je "krivo" za Presek) mi je ko­
lega Marko Petkovšek povedal zanimivo nalogo . To nalogo naj bi menda
zastavljali tudi tistim, ki se želijo zap oslit i pri Microsoftu. In kakšna je
naloga?

Skupina U2 ima koncert, ki se začne čez 17 minut. Vsi štirje člani

skupine stojijo na začetku mosta, ki vodi do odra. Most je ozek, tako da
gresta lah ko hkrati čezenj največ dva. Trda tema je in vsi člani skupine
skupaj imajo le eno baterijsko svetilko. Kdorkoli gre preko mostu , bodisi
posameznik ali par , mora imeti s sabo svet ilko. To mora vedno nekdo
nositi in je ni moč metati ali kako drugače spraviti preko mostu. Vsak
član skupine hodi s svojo hitrostjo. Par hodi skupaj tako hitro, kot hodi
počasnejši med njima. Bono potrebuje 1 minuto, da pride čez most , Edge
2 minuti , Adam 5 minut, najpočasnejši pa je Lar ry, ki potrebuje za pr ehod
mostu 10 minut . Kako naj člani skupine U2 prečkajo most , da ne bodo
zamudili začetka konc erta? Če gresta npr . prva čez most Bono in Larry,
bost a na drugi strani čez 10 minut . Če se s svet ilko vrne Larry, bo pr et eklo
že 20 minut . ..

V nalogi ni nobenega trika, le pravilno zaporedje prehodov je treba
izbrati. P ri Micro softu naj bi od kandidata pričakovali rešitev v petih
minutah.

Matija Lokar
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PIERRE-SIMON LAPLACE (1749-1827)
ob 250-1etnici rojstva

Napredek in izpopolnjevanje mat ematike
sta tesno povezana z blagostanjem države.

Napoleon 1

Da ni bilo Leibniza , Eulerja in fran coskih
matem atikov , bi lahko osemnaj sto stole­
tje z vid ika zgodovine matematike ime­
novali dolgočasni odmor med dvem a veli­
kima dejanjima: sedemnajst im stoletjem,
stoletj em genijev, in zlato dobo matema­
tike devetnajstega stoletja. V sed em naj­
st em stolet ju so odkrili! analit ično geo­
metrijo in int egralni račun , devetnajsto je
prineslo porast matematične strogosti in
razcvet geometrije .

Osemnajsto stoletje ni dalo kakšnih veliki h in bistvenih novosti v ma­
t em atiki. So pa francoski matematiki v . času revo lucije znat no prispeva li
k razvoj u drugih ved in močno vpliva li na razvoj matemati ke v smer i, ki
je vodila v njen bujni razcvet v nas lednjem stoletju.

Med matematike francoske revo lucije štejemo d 'A lemberta , enega iz­
med glasnikov revo lucije, ki ni živel dovolj do lgo, da bi videl pad ec Basti­
lije, in šest drugih , ujetih v zme do revolucije: Mongea, Lagr an gea , Lapla­
cea, Legendra, Carnota in Condorce ta.

Zadnjih šest je bi lo približno enako starih. Najstarejši Lagrange je bil
roj en let a 1736 , najmlajši Carnot 1753. Razen Condorcet a , ki je napravi l
samo mor v zaporu, so vsi preživeli holokavs t revolucije in dočakali st aros t
pr eko sede mdeset let , Legendre celo več kot osemdeset.

Življenj e in delo vsakega od njih bi bilo vr edno zapisa v Preseku.
Ker letos mineva 250 let od Laplaceovega ro jstva, bomo tokrat pozornost
namen ili njemu.

P ierre-Simo n Laplace se je rodil 23. marca 1749 v kraju Beaumont­
en-Auge v francoski Normandiji . O njegovem otroštvu je malo znanega,
saj se je zelo sramoval svo j ih pr eprostih staršev in napravil vse, da bi skr il
svoj e kmečko poreklo. Bistremu dečku iz vaš ke šole so omogočili, da je

1 Človek že vse ve, le spomnit i se še mor a (P laton).
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od sedmega do šestnajstega let a kot zun anj i učenec obiskova l benediktin­
ski kolegij v Beaumont-en-Auge . Nato je za dve let i odšel na uni verzo
v Caenu, kjer je odkril svoj matematični talent. Namesto, da bi ustre­
gel st aršem in nad aljeval šolanje na teološki faku lteti, je 1768. leta za
vedno stresel s svoj ih čevljev be aumontski prah in odšel v Pariz osvojit
matematični svet.

Z d 'A lembertovo pomočjo je postal profesor matematike na voj aški
šoli v Parizu. Povprečno nadarjene kadete iz uglednih družin je poučeval

geomet rijo, trigonometrijo, eleme nt arn o analizo in statistiko, kar je bilo
daleč po d njegovimi ambicijami in sposobnostmi, vendar mu je plača

omogočila, da je lah ko ostal v P arizu.
Kot je bilo pričakovati , je Laplace vso svojo energijo in sposobnosti

usmeril v cilj , doseči matematični sloves. Po petih let ih Pariza je, komaj
št iriindvajsetlet en, postal dopisni član Akademije znanosti . Condorcet , ki
je nekaj pred tem postal stalni t ajnik akademije, je zapisal, da še nikoli do
tedaj akademija ni preje la od tako mladega kandidat a in v tako krat kem
času to liko pomembnih člankov s tako različnih in zahtevnih področij.

V poznih sedemdesetih let ih 18. stoletja se je Laplaceov sloves razširil
tudi izven maj hn ega kroga matematikov , ki so lahko razumeli njegovo
delo. Tako je let a 1785 , st ar 36 let , postal redni član Akad em ije znanost i
in bil od po znih osemdesetih let dalje ena vod ilnih osebnosti akademije.
V let u svoje izvolit ve za rednega člana akademije je Laplace, kot č lan

izpitne komisije za kraljevo art ilerijsko šolo, srečal tudi osebo, ki je kasneje
odločilno vplivala na njegovo javno delovanje. To je bil te daj šes t najs t let ni
kad et z imenom Napoleon Bonaparte.

Leta 1788 se je Laplace poročil z dvajset let mlaj šo Marie-C harlotte
de Co urty de Romanges. Imela sta dva otroka. Sin Charles-E mi le, ki
si je izbral vojaško kariero in postal gen eral, ni ime l otrok. Laplaceova
hči , Sop hie-Su zanne, markizinja de Portes , je umrla na porodu. Deklica ,
ki jo je rodila , je pr eživela. Njeni potomci, grofj e Colbert , so kot drugo
dru žinsko ime izbrali priimek Laplace.

Skozi revolucijo je Laplace takorekoč poj ezdil na konju in vide l mar­
sikaj , vendar relativno brez skrbi za življenje. Imel je nekaj pom embnih
po ložaj ev. Bil je član Komiteja za uteži in mere. Sodeloval je pri organiza­
ciji Ecole normal in Ecole po lytechn ique te r bil na ob eh visokih šolah tudi
profesor. Po revoluciji se je st ras t no posvetil po lit iki . Na tem področju

se je izkazal kot pravi genij , sa j se je dobr o znašel v nemi rnih polit ičnih

vodah in vedno znal pluti s tokom .
Zad nja let a življenja je prebil Lap lace na svojem lepem posestvu v

Arcueilu blizu Pariza . Umrl je po kratki bolezni , st ar 78 let .
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Opisat i Laplaceovo znanstveno delo bi bil zara di njegove obsežnosti
in zahte vnost i za Presek pr ehud zalogaj . Zato si ga oglejmo le v grobih
črtah.

Lapl ace je od vseh matem atikov osemnaj st ega sto let ja pri šel najbliže
temu, kar imenuj emo up orabna matem atika. Vend ar moramo celo v nje­
govem primeru vzet i poj em up orabna v zelo omejenem pom enu. Ukvar jal
se je predvsem s teorijo verjetnosti in neb esno mehaniko in vprašanje je,
za kako praktični lahko štejemo v njegovi dobi ti dve področji.

Lahko pa z gotovostjo trdimo, da je Laplace v prvi vrsti vid el v
. matem atiki orodj e, ki ga je geni alno priredil za vsak posebni problem, ki

se je pojavil. Bil je velik filozof, ki je želel spoznati naravo in je v ta
namen izkori stil višjo matematiko.

Vendar je t udi s st rogo teoretičnega vidika njegov prispevek mat em a­
tiki velik, pr edvsem v pot encialni teorij i in teorij i verj etnosti . Ni pretiran o
reči , da teorij a verj etnosti dolguje Laplaceu več kot ka teremukoli drugemu
matematiku.

Laplaceovo znanstveno življ enje bi lahko razdelili na štiri et ape, od
katerih st a se prvi dve odvijali pod starim monarhističnim režimom in
zadnji dve v času fran coske revolucije - Nap oleonovega režim a in rest a­
vr acije.

V prvem ob dobju od let a 1768 do 1778 je Laplace vzhaj al na znan­
stvenem obz orju, pisal članke o problemih integraln ega računa, mate­
matični astronomiji , o vesolju, t eoriji iger na srečo in aposteriorni ver­
jetnosti. V tem obdobju rasti je ustvaril svoj st il, sloves in filozofski
položaj . Oblikoval je določene matematične t ehnike in zas t avil program
raziskav na dveh področjih , verj etnosti in neb esni mehaniki , na katerih je
matematično deloval do kon ca življenja.

V drugem obdobju (1778 - 1789) je t i dve področji obogati l s po­
membnimi rezultati (po katerih je slaven), ki jih je kasneje vključil v svoji
veliki deli Neb esna mehan ika (Mecanique celeste) in Analitična t eorij a ver­
jetnost i (Theori e analytique des probabilit č s). Uporabljene matematične

postopk e je večinoma sam uvedel in ra zvil. Med najpomembnejše sodijo
rodovne funk cije, tran sformacij a , ki po njem nosi ime Laplaceova , formula
za razvoj determinante (ki se tudi imenuj e po Laplaceu ), variac ija kon­
st ant za iskanj e aproksimat ivnih rešit ev diferencialnih enačb v astronomiji
in posplošena gravitacijska funkcija . V tem času je Laplaceovo pozornost
pritegnil a tudi fizika . Delom a mu je prav sodelovanje z Lavoiserj em v
toplotni t eoriji na strežaj odprlo vr ata v vplivno znanstveno srenjo.

V tretjem obdobju (1789-1805) , času revolucij e in vlade dir ektorija ,
je Laplace dosegel svoj vrh. V zgodnjih devetdesetih letih 18. stolet ja
je napisal obsež no serijo člankov o plan et arni astronomiji in sodeloval
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pri pripravi metričnega merskega sistem a. V drugi pol ovici devetdesetih
let je bil najvplivn ejša osebnost oddelka za eksaktne znanosti na Institut
de Fran ce (ki je nad omestil bivšo Akad emijo znanost i); imel je močan

položaj v svetu Ecole po lytechnique, od kod er je izšla prva generacija
matematičnih fizikov. V let ih 1799 do 1805 so izšli prvi št irje deli Neb esne
mehani ke, v katerih je posplošil zakone mehanike za njihovo uporabo pri
obravnavi gibanja in števila neb esnih teles.

V Lap laceovem delu četrtega obdobja (1805-1827) opazimo elemente
vzp ona in pojemanja intelektualne moči . Zreli , morda že tudi starajoči

se Lap lace, je skupaj z Bertholletom ustanovil neformalno šolo Societe
d 'Arcueil. Toda ta se ni ukvarjala z astro nomijo . V središču njenega za­
nimanja je bila fizika: kapi larnost , t eorij a toplote, op tika delcev in hitrost
zvoka . Čeprav je Societe d'Arcueil ime la morda nekoliko preveč 'šolski'
značaj , ni dvoma o njenem velikem pri spevku k matem ati zaciji znanost i.

Po letu 1810 je Lapl aceovo zanimanje spet prit egnil a verjetnost . V
Analitični t eoriji verjetnosti , ki je izšla 1812. let a , je zbral in posplošil
rezult ate svojih zgodnjih raziskovalnih let in dodal pomembne novosti za
njihovo uporabo, npr. metod o najmanjših kvadratov . Kasnejšim izdaj am
je dod al analizo verodostojnosti prič , izbora nepristran e sodne porote in
volilni h teles t er napak pr i statistični ob delavi geodetskih in meteorološk ih
podatkov.

V let ih 1823-1825 je postop oma izšel peti del Neb esne mehan ike, ki je
dejansko samostojno delo. Medtem ko vsebujejo prvi štirje deli Laplaceove
rezultate, ki jih je objavil že pr i stari akademiji, je vsebi na petega dela
nov pomemben fizikalni mater ial, ki je nastal v tem obdobju .

Lapl ace je ob e svoj i veliki deli pospremil s preprosto razlago, name­
njeno inteligentni francoski (ne ozko stro kovni) publiki . Razlaga vesolja
(Exs posit ion du system du monde) je izšla let a 1796 pr ed izidom Nebe­
sne mehanike, Fi lozofska razprava o verjetnosti (Essai phi losophique sur
les probabilit es) pa leta 1814 kot uvod v drugo izdajo Analitične te orije
verjetnosti .

P rav je, da opišemo Laplacea t udi po drugi strani. Čeprav sodi med
matematike francoske revolucije, dejansko ni sode loval v revolucionarnih
aktivnostih . Kakor je imel zelo stroga mer ila glede znanstvenih resn ic,
kaže, da je bil v po litiki brez pomislekov . To ne pomeni, da se je plašno
umaknil v ozad je. Bre z strahu se je odkrito družil z znanst venimi kolegi, ki
so bili v kri znem obdobju politično sumljivi. Pravij o celo, da sta se skupaj
z Lagrangeom izogni la giljot ini samo zato, ker ju je Napoleon potreb oval
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za izračunavanje poti topovskih izstrelkov in pripravo zalog za pohod v
Egipt .

Laplace pa je bil tudi grob koristolovec. Po vsakem padc u vlade je
dobil boljši položaj. P rav nič t ežko mu ni bilo čez noč preleviti se iz div­
jega republikanca v st rast nega monarhista, ko se je Napoleon proglasil za
cesarja . Napoleonova odlikovanja vseh vr st so kr asila nestanovitna Lapla­
ceova pr sa, celo Veliki križ častne legij e in Orden prijateljs tva, Napoleon ga
je imenoval tudi za grofa cesarst va. Zased al je številne ugledne položaje,
za kr atek čas ga je Napoleon, ki je bil velik občudovalec znanstvenikov ,
celo postavil za no tranjega ministra." . Ko pa je Napoleon padel, je Laplace
brez oklevanja podpisal listino, s katero je obsodil svoj ega dobrotnika, in
nemudoma svojo vdanost prenesel na Ludvika XVIII . Poplačan je bil s
sedežem v Zgornjem domu, k čemur je sodil tudi plemiški naziv markiz
de Laplace, in bil imenovan za predsednika odbora za reorganizacijo Ecole
polytechnique.

Marija Ven celj

RAZREŽI NA SKLADNE DELE

Vs akega od danih dveh likov razre ži na št iri skladne dele tako, da bodo
črke A , B in C vsaka v svoj em delu .

a)
~

A B C

b)
~

A B C

Drag oljub M. Milo ševi č, prev. Marija Vencelj

2 Laplace ni pokazal nobene nadarjenosti za uradovanje in Napoleon se je bo jda
celo rog al na nj egov račun , "da je prinesel duh neskončno majhnega v upravljanje
državnih za dev" .
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o HARMONIČNIH ŠTEVILIH

Naj bod o dl = 1, d2 , . .. , dj = n vsi poziti vni delit elji naravn ega števila n .
Njihovo harmonično sredi no označujemo s H (n), t orej je

j
H (n) = 1 1 .- + .. .+­d , d j

(1)

Zgled. Po tenca pC
, kjer je p praš tevilo in c naravn o število, nima

drugih poz itivnih delit eljev kot 1, p, p2, ... , pC; vseh je c + 1 in po (1) je

H (c) _ c+ 1
- 1+ p-1 + . . . + p- c pC+ pc-1 + . . . + 1 . (2)

Naravno število n je harmonično ali Orejevo, kadar je število H (n )
celo (Oys tein are (1899- 1968), norveški matemat ik).

Zgl ed. Edini pozit ivni delit elj za 1 je 1, vsi pozitivni delit elj i za 10
so 1, 2, 5, 10. Zato je

1
H (l ) = 1" = 1

H (10) = 4 20
1- 1 + 2- 1 + 5- 1 + 10- 1 9

Torej je 1 harmonično šte vilo, 10 pa ne.
Še sta med nar avnimi števili n I, . . . , nt vsaki dve tuji , velja enakost

(3)

P ravimo, da je harmonična sredina H (n) mu lt iplikati vna . Vsako naravno
število ti > 1 ima izrazitev

(4)

kjer so PI , ••. , P S različna praš t evila , Cl, . .. , Cs nar avna števila . Zarad i
multiplikat ivn osti je

H(p~ ' . .. p~s) = H(p~' ) . . .H(p~s ) .

Faktorje na desni izračunajmo po obrazcu (2) .

Naved imo nekaj ugotovitev glede vrednosti za H (n ).

(5)
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A. Če j e p prašte vilo in c naravno šte vilo, šte vilo H (pC) ni celo. (Torej
praštevilska potenca ni harmonično število.)

Naj bo namreč H (pC) = v pri celem številu v . Ko up oštevam o (2),
dobimo

(6)

Ta enakost kaže , da pCdeli v(pC+ .. .+ p + 1) . Tod a števili p", pC+ ...+
+ p + 1 sta t uji, zato mora pCdeliti v in je v = tp" pri nar avnem številu t .
Vnesemo v = tpCv (6) in po krajšanju s pCnajdemo

c + 1 = t(pC+ ... + p + 1) .

Ker je p ~ 2 in c ~ 1, je dalje

c + 1 ~ pC+ ...+ p + 1 > pC~ 2c = (1 + Ir = 1 + c + ... (7)

Na koncu v (7) stoji 1 + c, če je c = 1; in več kot c + 1, če je c ~ 2.
Neenakost (7) tako v nobenem pri meru ni mogoča, trdit ev A torej dr ži.

Nar avno šte vilo n je popolno, če znaš a vsota njegovih (pozit ivnih)
delit eljev 2n. Dokazano je, da so med sodimi števili popolna natančno

t ista, ki se zapišejo v obliki

(8)

kjer je p praštevilo in 2P - 1 pr aštevilo. Ni znano , ali je sodih pop olnih
števil neskončno ; doslej so jih našli nekaj več kot 30, najmanj ša so 6, 28,
496, 7128.

B. Vsako sodo popolno šte vilo j e harmonično.

V (8) sta števili 2P - 1 , 2P - 1 t uji. Z indukcijo se prepričamo, da je

1 + 2 + 22 + ...+ 2n = 2n + 1
- 1

za vsak nar aven n. Vsota vseh poz it ivnih delit eljev za 2P - 1 je t ako

1 + 2 + ...+ 2P -
1 = 2P - 1

in zato

2P - 1

H (2P- 1 ) = --p .
2P - 1

(9)
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Št evi lo 2P - 1 v (8) je prašt evilo, edina poziti vn a delitelj a st a 1, 2P - 1;
zato je

H (2P -1 ) = (2
P-

1)2.
2P

Zar adi mult iplikativn osti je po množenj u (9) in (10)

(10)

Trdit ev B je tako dognana.

. Ali liha po po lna števila obstajajo, ne vemo. Če obstajajo, so t udi
ona harmonična.

Najmanjše harmonično šte vilo, ki ni popolno, je 140 = 22 ·5 · 7. Res
velja

2 22 . 3 5· 2 7 · 2
H(2 · 5· 7) = -7- . - 6- . -8- = 5 .

Do 27845je vsega 14 harmoničnih števil; navaj a jih preglednica (M. Gar ­
cia ):

n H (n) n H (n)
1 1 1638 = 2 . 32 . 7 . 13 9

6 = 2 ·3 2 2970 = 2 . 33 . 5 . Il 11

28 = 22 . 7 3 6200 = 23 . 52 . 31 10

140 = 22 . 5·7 5 8128 = 26 . 127 7
(11)

270 = 2 . 32 . 5 6 8190 = 2 . 32 · 5 · 7 · 13 15

496 = 24 · 31 5 18600 = 23 . 3 . 52 . 31 15

672 = 25 · 3 · 7 8 18620 = 22 . 5 . 72 . 19 14

Vseh harmoničnih števil do 107 je 46, največj e med njim i je 8872200 =

= 23.33 .52.31.53; našl i pa so še več kot 200 nad aljnjih harmoničnih števil.
Vsa doslej najdena harmonična šte vila so soda. Or e je postavil domnevo,
da lihih harmoničnih št evil ni. Ko bi se izkazalo, da ta domneva dr ži, bi
bilo obenem dognan o, da liha popolna števila ne obstajajo; vsako po po lno
šte vilo je namreč po že poved an em harmonično .

Kako poiščemo harmonična št evila?
Napravimo obsežnejši seznam vrednost i H (pC) za praštevila p =

2, 3, 5, 7, . .. in eksponente c = 1, 2, 3, 4, . . . t er opaz ujmo, kdaj je
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produkt (5) celo število. Tako npr. iz

H (33
) =~

2 ·5 '
H (7) = ~

izhaj a

26 33 5 7
H (30240) = H (25 . 33 . 5 .7) = - . - . - . - = 24 .

3·7 2 ·5 3 4

Tor ej je 30240 harmonično št evilo.
Kad ar gre za harmonična števila , ki ležijo pod dan o vrednostj o k , je

t reb a seznam vrednosti H (pC
) dovo lj dolgo nad aljevat i in računati pro­

du kte teh vrednost i. Pom agam o si lahko t udi tako, da gledamo, kat ere
potence števila 2 (ali kakšnega drugega praš tevila) morejo biti faktor v
harmoničnem šte vilu, ki ne pr esega k. Vzemimo , da je k = 3 . 107 . Ali
obstaj a harmonično št evilo ti < 3 . 107 , ki je delj ivo z 212 , ne pa z 213 7
Tedaj je seveda

n = 2l2pC 1 pcs
1 . . . s

pri različnih lihih pr ašt evilih PI , . . . , Ps in nar avnih številih Cl, .. . , Cs ' Po
(2) izračunamo

Imenovalec 8191 je praštevilo . Da bo

H (n) = 2
12

.13 . p~ ' (Cl + 1)
8191 p~ ' + ... + 1

P~S (cs + 1)
p'f: + ...+ 1

celo šte vilo, mora 8191 deliti vsaj enega od št evcev na desni , npr.
81911 p~ ' (Cl + 1). To pom eni, da je PI = 8191 ali pa nastopa PI v stopnji
8190 (in je potem Cl + 1 = 8191). Prvič dobimo za n oceno

n = 2l2p~' ... p~s 2: 212 . 8191 = 33550336 > 3 . 107 .

Drugič je PI 2: 3 in smo pri oceni

Torej ni harmoničnega števila , ki bi bilo manj še od 3. 107 in deljivo z 212,
ne pa z višjo potenco šte vila 2.
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Med št evili , ki so večja od 3 · 107 , pa se najdejo harmonična št evila ,
deljiva natančno z 212 . Saj je že

212 . 13 8191· 2
H(335 50336) = H(2 l 2

. 8191) = ~. 8192 = 13 .

Dodatno olaj šujejo iskanje harmoničnih št evil še nekatere njihove la­
stnosti, ki pa jih na tem mestu ne bomo opisovali.

Brez dokaza omenimo še

C. Naj bo r racionalno št evilo. Obstaja kvečjemu končno mnogo na­
ravn ih števil ti , da je H(n) = r .

Če je r naravno št evi lo , je zato kvečjemu končno mnogo nar avnih
št evil n , da velja H(n) = r. Iz preglednice (11) vidimo, da že pri začetnih

harmoničnih št evilih n zavz ame H (n) vsa naravna števila od 1 do 11,
razen 4. Da se pokazati , da je H(n) =1- 4 pri vsakem naravnem števi lu n .
Ali so poleg 4 še katera druga naravna št evila, ki jih H(n) izp usti?
N aloge.

1. Ali obstaja harmonično število , manjše od 1012 in de ljivo z 26 t er 36 ,

ne pa z višjima potencama od 2 in 3? ( Izračunaj H(2 6 ) , H(3 6 ) in
upoštevaj , da sta 127, 1093 praštevi li.)

2. Pokaži, da število 2pc , kjer je P liho praštevilo in C naravno število
večje od 1, ni harmonično.

3. Pokaži , da mora liho popolno št evi lo imeti obl iko

Tu je P praštevilo oblike 4t + 1, naravno število C tudi te ob like, v
naravno število. Ugotovi od tod, da je H(n) celo št evi lo. (Naj bo
namreč

n = p~' . . .p~8 ,

kjer so PI, . .. , Ps različna liha praštevila , in Cl , . . . , Cs naravna šte­
vila . Ker je n popolno št evilo, velja en akost

(1 + PI + .. .+ p~') . . . (1 + Ps + ...+ p~B) = 2p~' . . .p~8 , (12)

saj je leva stran vsota vseh pozitivnih delit eljev od n . Zaradi (12)
je na levi natanko eden od faktorjev deljiv z 2, ne pa z 22 . Lahko
vzamemo, da je to kar prvi faktor, tj . 1 + PI + ...+ p~'; ker je v t ej
vsoti Cl + 1 lihih sumandav, mora biti Cl lih ; vsi drugi faktorji so lihi ,
zato C2, ... , Cs sodi. Če PI, Cl ne bi bila ob like 4t + 1, bi imela obliko
4t - 1 in prvi faktor bi bil deljiv s 4; to hitro vidimo.)
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4. Na j bo P praštevilo, C naravno število. Za C = 1 je

H( ) =~
P l +p

in za C > 1

(13)

H ( C) = pC(c + l )(p - 1) > (c + l )(p - 1) > 3(p - 1) >~ .
P pc+l _ 1 p - p 1 + P

(14)
Zaradi p2 > 3 je namreč 3(pl! - 1) > 2p2. Nadalje je

2p 2 2 4- - = 2 - - - > 2 - - = - za p > 2 lil
l + p l + p 3 3
2·2 4
1 + 2 3 za p = 2.

(15)

Iz (13) , (14), (15) pr i na ravni h številih Cl , . . . , Cs in različnih prašte­
vilih PI , . . . , Ps dobimo zaradi multiplikativnosti

4
in H(p~ ' .. .p~s »(_)S za s~ 2 .

3
(16)

5. Pokaži, da je

lil

H(p~ ' . .. p~s ) > s za s = 1,2 , 3, 4, 5,6.

Po (16) potem velja

H ( Cl Cs) > .PI .. ·P s s , s = 1, 2, 3, . . . (17)

6. Če naj bo H(n) = 4, sme bit i n zaradi (17) deljiv z največ t remi
različnimi praštevili (ali njihovimi potencami ) . Od tod moreš ugot o­
vit i, da je H(n) i= 4 za vsak naraven n.

Jože Grasselli
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KRIŽANKA "OB 250-LETNICI ROJSTVA"

VŠiTEK

POSREDO
VALEC

PODATKOV
ISLAMSKI

POGLAVAR

MESTO V SZ VEČ O NJEI
MAKEDONIJI ~f~'*t~1E

VELIK
TROPSKI
SADEŽ

GRŠKA
UPRAVNA
ENOTA,
OKRAJ

SL REP~E-

~~~l~~š~:
TRENER
(MILAN)

AM.FILM.
REŽiSER
(MARTIN)

OZNANJE­
VALEC,

ZNANILEC

TROPSKA
KUNA Z TRAVNATA

DRAGOCENIM POKRAJINA
STAR IZRAZ KRZNOM PRITOK
ZAPLUTO VOLGE

DRžAvA V
POKONČN I VZHODNI

KLAVIR AFRIKI

KOSITER

PiŠKOT
P~~~~R~AIZRASTEK

~Wg~t
AM. FILM.

NAD ŽiVAL OGLJIKO- IGRALKA
ZADNJICO VODIK DRžAvA OBLOGA (VERONICA

C2 H6 ZANOGO

SL FILM. MESTO
HRIBOVSKA REžiSER OBTISI V

VAS PRI (RAJKO) VOJVODINI
LJUBLJANI

VA LONGY ZADAR

TRTNA

MLAJŠi BRAT LADJAR
MLADIKA

(LJUBKOV.) ONASSIS tj:!f~~1
NASlOV

KOROŠČEVA IME
VLOGA V PEVKEPRODANI LEAR
NEVESTI

KAKOVOST.
SVETLOBNA NESNAGA, KI STOPNJA

RAZLIČNAOKVARA SE NABERE
NAFILMU NAPOLICAH EVROPSKI SOGLASNIK

VULKAN

AM. FILOZ.
GRŠKI EPREGRI- (CHARLES)

RIMSKA NJALO PRITOK6 NA MIZI IRTIŠA V TELESN
OMSKU ZAZNAV!

NAJVEČJA

UVOZ ŽiVAL SEČEVOD
(LAT.)

DAVID NIVEN

NJEGOVA PODROČJE
RODNA NJEGOVE<>
DEžELA DELAV FIZII

PRIPADNIK KRANJSKO- RAZGIBANAVISOKAIZUMRLE GORSKI
VEJE GORSKI PLANOTA SVOD

SLOVANOV VODNIK SARAJEVA (1500 MI
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ANG. ŠiRNI JUNAK VZDEVEKKITAJSKA
STEFAN LITERARNI PROSTOR, IZ SILVA IZRASTEK IZ IME IGRALKE IGRALCA RIBISKA

NJEGOVO AVTOR
POSODA ZA ROMANA DR~~J'tiEGA NNttS~B5ffo MARKO

KUHANJE BANACH KRITIK KI GAJE POD
GUŠIN GARDNER

~B~
BERA BOKAl iČRICHARDS OBRAVNAVAL SVOBODNIM

SONCEM
-

VIJOLIČASTAHRVASKI
.- KNJIZEV. GOZDNA

{AUGUST} CVETICA

DRUZINA NEMSKI
~ MATEM.

PESE~ S (CARL)
TRAGICNIM ~KONCEM

ZMES LAKA ZGODOV.
IN KOVINE KRASILNA OBDOBJE

I N:::::Č
TEKSTILNA 1---
TEHNIKA PLATNARSKA

OBR[

DEL MARIJAN STANKO
KROZNICE PROSEN LORGERf---- 1--- -KRAJ PRI NOVOZEL

OPATIJI DOMORODEC IVODANEU

GRMZ
RDEČIM I

JAGODAMI
1---

RAHEL GIB

~~~~l

I
CEŠAAV

NJEGOVI
0081

- - - - - - 1---MESTOV MAJDA
IZAH. FRANC. ARH

FRANCOSKI -
OBLIKOVALEC GIOVANNI

PARKOV LEONE

NJEGOV
SODOBNIK,

NAJVEČJAMATEM.
(JOSEPH· CELINA

LUIS)

ANG. PREPROSTA
MESTO, KJER JUNASKA IGRAlKA POPOTNA

JE UMRL PRIPOVED IN PEVKA TORBA
V VERZIH {DIANA} '----

VEZNIK

FR
- - - - -

KNJIZN IČAR
ALOJZ

~
ZUPAN

I V UUBLJ~N I -
TENISAC MOJZESOV
KORDA BRAT

lOGSONCA SANKE-
I ORGANZA

ZORMANDVA
LITERARNA

\NJEZVOKA JUNAKINJA

ZELO REDKA
KOVINA(Y)

-
TRST

,
\

,,
(1 ,,

NAJVEčJ I c(9PRITOK RONE
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KRIŽCI IN KROŽCI OŽIVLJENI

3

x
O

6 <:>-- ---'l:f------o4

Slika l . Kri žci in krožci .

Gotovo se je vsak od nas vsa j enkrat že poskusil
v igri , ki jo poznamo pod imenom kri žci in kro žci.
Vseeno na hitro ponovimo pr avila. V 3 x 3 tabelo
dva igralca - nasprotnika - izmenično vrisujeta
eden kri žce, drugi krož ce. Če komu od igralcev
uspe zasest i eno od t reh vrsti c, t reh stolpcev ali
dveh diagonal, je zmagovalec.

Igro lahko predstavimo tudi drugače . Devet
polj 3 x 3 tabele zamenjamo z devetimi točkami v
ravn ini . Če smo točke razporedili, kot kaže slika 2,
lahko skoznje potegnemo osem ravnih črt, kat erih
vsaka povezuje t iste točke, ki so pr ej ležale bodisi v
skupnem stolpcu bodisi v skupni vrstici bodisi na
skupni diagonali. Igralca sedaj izmenično barvat a 3

točke , vsak s svojo barvo, zmaga pa tisti, ki s svojo Slika 2. Kri žci in kro žci

barvo prvi pobarva vse točke neke črte . - malo drugače .

Zdrava pamet nam pove, da je igralec, ki začne, v prednosti in da je
najpametneje pobarvati tisto točko, ki leži na največ črtah . S slike 2 je
raz vidno, da točka 5 leži na št irih črtah, točke 1,3,7 in 9 na treh črtah,

točke 2,4, 6 in 8 pa le na dveh črtah . Zato je za prvega igralca - recimo
mu napadalec - najbolje, da pobarva točko 5. Drugi igralec - branilec ­
mor a igrati pazljivo. Če zase de katero od točk , ki ležijo le na dveh črtah,

bo lahko napadalec s pr aviln o igro zmagal. Če pa branil ec v svoji prvi
potezi zasede eno od točk 1, 3,7 ali 9, bo uspel obdržat i ravnotežje in
pripeljati igro do neodločenega izida. S tem smo vse možnosti izčrpali .

Ostane nam dvoj e: igro lahko opustimo ali 7 9

pa jo izboljšamo. Poskusimo s slednjim. Spreme­
nimo igralno desko s slike 2. Pomaknimo točki 4
in 6 na pol poti proti točki 5. Točke lahko se­
daj povežemo , kot kaže slika 3. Dobi li smo novo
igralno desko , ki pa jo od prve loči pomembna raz­
lika. Napadalec sedaj nima očitne na jboljše prve
poteze, sa j vsaka točka leži na natanko t reh črtah. Slika 3. P ap usova razpo-

S l k k d reditev .t ega sta išča so vse toč e ena ovre ne .
Denimo, da napadalec spet prične s točko 5. Kako naj odgovori

brani lec? Napadalec je s svojo potezo ogroz il tri črte , ki gredo skozi točko

5. Branilec sklepa, da je najpamet neje zavarovati vsaj eno od te h črt,
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recimo ti sto, ki gre skozi točke 1,5,9, in odg ovori s točko 1. Hitro vidimo,
da se igra zanj ne bo dobro končala . Napadalec bo namreč zasedel točko 3
in po izsilj eni potezi branilca še točko 4. Branilca je postavil pr ed nerešljiv
problem, zaščit iti se pred dvem a grožnjama hkrati. Kako naj torej igra
branilec po začetni potezi napad alca? J e igra zanj izgubljena? Prepričan

sem , da boste odgovor našli sami.

Medtem pa poskusimo poiskati še kak šno zanimivo igralno desko, ki
jo odlikujejo podobne last nost i kot desko s slike 3. Postavljeni smo pred
naslednjo nalogo:

V ravnini razpostavi n točk in skoznje potegni ti ravnih črt tako, da
bo vsaka črta vsebovala tri točke in bo vsaka točka ležala na tr eh črtah.

Naloga je vse prej kot lahka. Tiste , ki bi ~
radi na takšen način razpostavili manj kot devet
točk , naj od brezupnih poskusov že na začetku

odvrnem in vam zaupam , da naloga pri ti < 9
ni rešljiva . Morda najbližje rešitvi pridemo, če

narišemo sliko 4. Tu smo sedem točk povezali s Slika 4. Fanova razp or e­

šest imi ravnimi črtami in eno krivo. Podobno se ditev .

nam godi tudi pri osmih točkah. Za ti = 9 eno
rešitev že poznamo, na sliki 5 pa je še ena. Triko­
tnik s slike 5 nam da idejo še za nove razporeditve
na sliki 6. Bralec je gotovo opazil vzorec , po ka­
t erem lahko sam poišče razporeditve za poljubno
mnogo točk. Več kot je točk , zanimivejša je igra in
t ežje je vprašanje , ali lahko napadalec ob pravilni
igri vedno zm aga. Slika 5. Trije trikotniki.

Posvetimo se še vprašanju, ali so na igralni deski, kjer vsaka točka leži
na treh črtah, res vse začetne poteze enakovredne. Ali se vseeno ne more
zgoditi , da ena začetna poteza branilcu dopušča zadovoljivo obrambo,
druga pa ne ? Ali mu jo vsaj nekoliko oteži? Odgovoriti na ta vprašanj a
ni lahko. V posebnem primeru pa lahko vseeno zatrdimo, da so res vse
začetne poteze enakovredne. Oglejmo si t a primer podrobneje.

Imejmo razporeditev n točk in te točke poimenujmo kar z narav­
nimi števili 1,2, . . . , n. Permutaciji 7l' t eh točk , ki ima last nost , da točke

7l'(i) ,7l'(j) in 7l'(k) ležijo na skupni črti natanko tedaj, ko na skupni črti

ležijo točke i, j in k , rečemo evtomoiiizem razporedit ve . Permutacija neke
množice je bij ektivna pr eslikava t e množice same nase. To pomeni, da
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lahko permutacijo 11" pr edstavimo kot niz prvih n naravnih števil, kjer
vsako šte vilo med 1 in n nast opi natanko enkrat . Točka 11"(i) bo v tem
nizu nast opala na i-te m mestu.

Slika 6. Še neka j razporedit ev .

Za zgled avtomorfizma si oglejmo še enkrat sliko 3. Permutacijo, ki
zamenja t ri točke zgornje vrst ice s t remi točkami spodnje vrstice, točke

na sredini pa pusti , kjer so, bi označil i z nizom (7, 8, 9, 4, 5, 6, 1, 2, 3) . Prav
hitro se prepričamo, da t a permut acija zadošča zahtevi avt omorfizma ­
črte res preslika v črte. Denimo točke 1, 5,9 so se preslikale v točke 7, 5,3.
Podobno se je črta, ki povezuje točke 1,2,3, preslikala v črto , ki povezuje
točke 7,8,9 .

Vrnimo se k našemu vprašanju , ali so vse začetne poteze enakovredne .
Denimo, da za dve točki i in jobstaja avtomorfizem razporeditve, ki
točko i preslika v točko j. Označimo ta avtomor fizem s 11" . Trdimo, da
sta tedaj začetni potezi i in j enakovredni v smislu , da napadalec lahko s
pravilno igro zmaga po potezi i natanko tedaj , ko lahko zmaga po potezi
j . V to se z lah koto prepričamo , če opazimo , da vsakemu zaporedju potez
i, i 2 , i3, . . . v primeru začetne poteze i ustreza v primeru začetne poteze j
zaporedje pot ez i ,11" (i2 ) , 11" (i3), . . .. Pri tem bo zaradi zaht evane las tnost i
avtomorfizma (da točke na skupni črt i pres lika na točke , ki spet ležijo na
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skupni črt i) prvo zaporedje zmagovalno za napadalca natanko tedaj, ko
bo zmagovalno t udi drugo zaporedje. Denimo, da ima naša razpored itev
to last nost , da za vsaki dve točki i in j obstaja neki avtomorfizem, ki
eno pr eslika v drugo. Tedaj res lahko t rdimo, da so vse začetne poteze
enakovredne . Br alec naj sam pr emisli, ali imaj o vse razmestitve, ki smo
jih navedli do sedaj, to lastnost.

Za t ist e, ki jih igranje križcev in kro žcev dolgočasi , razmišljanj e o
avtomorfizmih pa jim ne gre od rok , naslednje vprašanje: Ali lahko vse
ra zmesti tve s slik 5 in 6 konst ru iramo z ravnilom in šestilom? Za začetek se
lahko spopadete s primerom s slike 5. Opozorim naj , da so t rije trikotniki
na sliki enakostranični, oglišča po velikosti srednjega od njih pa ležijo
natanko na razpoloviščih stranic večjega. Kako v te m pr imeru s šestilom
in ravnilom konstruira ti oglišča notranjega t rikot nika , da bod o nosilke
njegovih stranic res vsebovale oglišča zunanjega trikotnika?

Primož Potočnik

RAZGIBANI NIZI

Rekli bomo, da je niz znakov razgiban , če ne vsebuje dveh enakih zapo­
rednih strnjenih po dnizov. To med drugim pom eni , da tak niz ne vsebuje
dveh enakih zaporednih zna kov. P rimeri razgibanih nizov so ABC, ABAC,
MARTIN; prim eri nizov, ki niso razgibani, pa ABBA, BABA in RABARBARA.

Iz črk Ain B lahko sestavimo šest razgiban ih nizov (naštet i so v abece­
dnem vrstnem redu): A, AB, ABA, B, BA, BAB. Če pa up orab imo še dodatno
črko C, lahko najdemo neskončno razgibanih nizov (do kaz , da je t akih
nizov res neskončno , ni pr av pr eprost , zato mi kar verjemite na besedo ) .

Vaša naloga je, da poiščete po abecedi 1999. razgiban i niz, ki je sesta­
vljen le iz črk A, B in C. Ker bo iskani niz kar dolg, vam svetujem up orabo
računalnika. Za lažje preverjanje pr avilnega delovanj a vaše rešit ve vam
povem , da je po abecedi deset i razgibani niz, sestavljen le iz črk A, B in C,
enak

ABACABCAC ,

petdeseti tak razgibani niz pa je

ABACABCACBABCABACABCACBACABACBABCABACABCACBABCAB.

Martin Juvan
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PADANJE DVEH POVEZANIH KROGEL

V Preseku je bilo že govora o gibanju teles z zračnim uporom. Prebrali
smo lahko tudi dokaz o protislovnosti trditve , da težja telesa vedno padajo
hitreje kot lažja. Če bi to res veljalo, bi lahko prišli do protislovja takole:
Če spustimo posebej lažjo in težjo kroglo, težja pada hitreje . Potem ju
zvežemo z dolgo vrvico in spustimo, tako da je lažja krogla višje . Zvezani
krogli imata skupaj večjo maso kot vsaka posebej in bi morali padati še
hitreje kot prej težja krogla . V resnici pa lažja krogla pri padanju zavira
težjo in padata počasneje kot prosta težja krogla .

Če spustimo samo eno kroglo, ta pada najprej pospešeno, potem pa
se njena hitrost pr ibliža mejni vrednosti . Ta je določena z ravnovesjem
dveh sil, in sicer teže ter zračnega upora. Upor Fu narašča skvadratom
hitrosti v krogle: Fu = ~CuSpv2. Pri tem je Cu koeficient upora, ki je
odvisen od oblike te lesa . Za kroglo je približno 0,4 . Največji čelni presek
krogle S glede na sme r gibanja je enak ploščini glavnega kroga S = 1rr2 .

Gostota zraka je p ~ 1,2 kg/m3
. Mejno hitrost izračunamo iz enačbe

Fg = Fu . Telo med padanjem spremeni zračni t lak in gostoto v svoji
bližini (npr. neposredno nad kroglo se t lak zmanjša).
N alo ga
Imejmo dve enako veliki krogli, narejeni iz snov i z raz-
l ičnima gostotama. Če ju spustimo posebej, pada lažja
krogla s hit rost jo VI, težja pa s hitrostjo V2 (potem, ko
praktično dosežeta mejno hitrost). Lahko pa ju spnemo
skupaj s tanko vrvico in ju spustimo. Kako izračunamo

hitrost njunega padanja, če poznamo le hit rost i VI in
V2? Vrvica mora bit i dovolj dolga, da med padanjem
ena krogla ne spremeni zračnega t laka in gostote okrog
druge.
R eši t ev
Najprej izrazimo ravnovesni hitrosti za obe krogli, ko
padata vsaka posebej:

1 2 2
mg = 2CuSpv = Kv .

Koefic ient K = ~CuSp je za obe krog li enak, sa j sta
enako veliki in enake oblike . Če ima lažja krogla maso
m l, težja pa maso m2, sta hitrosti VI = v7f- in V2 =
= V!!':2IlK'

Sedaj si oglejmo primer, ko sta krogli speti z vrvico
(slika 1) . Zgornjo (lažjo) kroglo označimo s KI, spodnjo

1I1·2g

Slika 1. Sile pri pa­
danj u spetih kro­
ge l.
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pa s JC2. Na vsako od njiju deluj ejo 3 sile: t eža mg, zračni upor Fu in sila
vrv ice Fv . Upor je za obe krogli enak, pr av tako sila vrv ice.
Napišimo enačbi za ravnovesje sil na ob e krogli:

mIg = Fu - Fv

m2g = F; + F« .

Enačbi seštejmo: (ml + m2)g = 2Fu = 2Kv2, od koder K V12 + K V22 =
= 2Kv2. Iz tega sled i za hitrost

v = JV
1
2

; V2
2

Hitrost pri skupnem padanju kro gel je med vrednostma VI in V2.

Milan Ambrožič

OKROGLO IN KVADRATASTO - Rešitev s st r. 159

Predno se lot imo okroglih in kvadratastih množic, se spomnimo, kako iz
raz cepa naravnega šte vila na prafaktorj e razberemo, ali je število popolni
kvadrat ali ne. Števi lo je popolni kvadrat natanko tedaj , ko v njego­
vem razcepu vsako pr aštevilo nastop a s sodim ekspo nentom . Tudi za
pr aštevila , ki v raz cepu ne nastopaj o, si lahko mislim o, da v njem nasto­
pajo s sodim eksponentom , in sicer z eksponento m O. Ker se pri množenju
eksponent i pr i posameznih pr aštevilih seštejejo, je produkt dveh štev il po­
polni kvadrat natanko tedaj , ko je za vsako praštevilo parnost ekspo nent a ,
s katerim nastopa v razcepu prvega števila, enaka parnosti, s katero na­
stopa v pr aštevilskem razcepu dr ugega št evila .

Lotimo se najprej kvadratastih množic. Naj bo A po moči največj a

kvadratasta podmnožica množice lN1999 = {l , 2, . .. , 1998, 1999}. Pro­
dukt poljubnih dveh šte vil iz množice A je torej popolni kvadrat . Recimo,
da obstaj ata tako pr aštevilo p in tako šte vilo a E A, da praštevilo p na­
stopa v razcepu števi la a z lihim ekspo nent om . Ker je množica A kvadra­
tasta, mora pr ašt evilo p nastopat i z lihimi eksponenti t udi v pr aš tevilskih
razcepih vseh drugih števil iz množice A . Praštevilo p to rej deli vsa števila
iz množice A. Potem pa je

zopet množica naravnih šte vil. Mno žica A' je podmnožica množice lN1999 ,

ima enako moč kot množica A, hkr at i pa je tudi kvadratasta, saj se v pro­
duktih par ov eksponent, s katerim nastopa pr aštevilo p, zmanj ša za 2,
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tako da se parnost ohrani. Množica A' je torej ena od tistih kvadrata­
stih množic, katerih moč želimo določiti. Z zamenjavo smo dosegli, da
v razcepih števil iz A' praštevilo p nastopa le s sodimi eksponenti . Ker
je praštevil, ki lahko nastopijo v razcepih, le končno mnogo (nobeno ni
večje od 1999), lahko z nekaj zamenjavami gornje oblike poiščemo tako po
moči največjo kvadratasto podmnožico množice lN1999 , označili jo bomo
z A, da v razcepu vsakega števila iz A vsako praštevilo nastopa s so­
dim eksponentom. Drugače povedano, vsa števila v množici A so popolni
kvadrati . Ker je A po moči največja kvadratasta podmnožica množice
lN1999 , množica vseh popolnih kvadratov, ki so manjši ali enaki 1999, pa
je kvadratasta, je A kar množica vseh teh kvadratov,

A = {1, 4, 9, 16, .. . , 1849, 1936} .

Moč mnozice A je torej 44, saj je 442 = 1936 :::; 1999 < 2025 = 452
.

Iz prevedbe množice A v množico A' tudi sledi, da je A v resnici edina
kvadratasta podmnožica množice lN1999, ki ima 44 elementov.

Sedaj pa se lot imo še okroglih podmnožic. V grobem je ideja po­
dobna: začnemo z eno od največjih okroglih podmnožic, jo prevedemo na
"enakovredno" množico, katere elementi so "lepe" oblike, in preštejemo,
koliko elementov ima t a množica.

Naj bo B po moči največja okrogla podmnožica množice lN1999 . Pro­
dukt nobenih dveh različnih števil iz množice B torej ni p op olni kvadrat .
Recimo, da obstajata tako praštevilo p in tako število b E B, da praštevilo
p nastopa v razcepu števila b z eksponentom, ki je večji ali enak 2. Potem
je tudi b' = --%- naravno število, ki pa ne pripada množici B (produkt

p

števil b in b' je namreč popolni kvadrat) . Ker je za vsako praštevilo par-
nost eksponentov, s katerima nastopa v razcepu števil b in b' , enaka, je
t udi množica

B' = (B \ {b}) U {b'}

ena od po moči največjih okroglih podmnožic množice lN1999 . Z zapored­
jem zamenjav gornje ob like lahko množico B prevedemo v tako m nož ico
B, da kvadrat nobenega praštevila ne deli nobenega števila iz B. Vsako
število iz B je torej produkt samih različnih praštevil. Ker je B ~ lN1999

po moči največja okrogla podm nož ica, množica vseh tistih števil iz lN1999,

ki so produkti samih različnih praštevil, pa je okrogla, je množica B kar
enaka množici vseh takih števil,

B = {1,2,3,5,6, 7,10,11,13, . . . ,1997,1999} .
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Določiti mo ramo še moč množice B, to pa bo bolj zapleteno, kot je
bilo določanj e moči množice A. Ker je št etje s svinčnikom in papirjem
zamudno, v logaritemskih tablicah pa so razc ep i le prvih tisoč števil, sem
se odločil , da napišem kr atek računalniški progr am , ki bo določil moč

množice B. P rogr am pregleda vsa št evila od 1 do 1999 in za vsako preveri ,
ali je deljivo s kvadratom kakega praštevil a.

program ProduktiRazlicnihP rast evil;
{ Preštej e, koliko števil od 1 do meja j e produkt samih različnih

praštevil . }
const

meja = 1999;
Pmeja = 14; { koliko praštevil je do korena iz m eje }
pra: ar ray[1..Pmeja] of integer { praštevila do korena iz meje }

= (2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43);

{ Pripravimo kvadrate praštevil. }

{ števec iskanilI šte vil }
{ k vadrati praštevil }

{ Pregled amo vsa št evila. }
{ indeks v tabeli kvadratov praštevil }
(i mod pra2 [j] <> O) do j := j + 1;
:= stevec + 1;

var
stevec: integer;
pra2: a rray[1..Pmeja] of integer;
i, j: integer;

b egin
for i:=1 to Pmeja do

pra2[i] := sqr(pra [i]);
stevec := O;
for i:=1 to meja do begin

j := 1;
while (j < = Pmeja) and
if j > Pmeja then stevec

end; {for}
writ eln('Nasel sem " stevec, ' produktov razlicnih

end.
prast evil.');

V programu pr everjamo deljivost le s praš t evili od 2 do 43; to so
namreč edina praštev ila , kater ih kvadrat lahko deli kako število iz B. S
programo m ugotovimo, da je moč množice B en aka 1215. Kot zanimivost
omenimo, da t eorija pravi , da je med števili od 1 do n pribli žno :2n takih ,
ki so produkt samih različnih praštevil (natančneje, lim it a , ko gre n proti
neskončno , kvocient a med ~n in dejanskim šte vilom šte vil od 1 do n,
ki so produkt samih različnih prašt evil , obstaja in ima vrednost 1). Za
n = 1999 tako dobimo napoved 1215.25, ki se zelo do bro ujema s pravo
vrednostjo.

Množica B ni edina okrogla podmnožica množice IN1999 , ki ima moč

1215. Kak šne so ostale take po dmnožice , nam kaže prevedba množice B
v množico B' . Ugotoviti , koliko je po moči največjih okro glih podmnož ic
množice IN1999 , pa vam prepuščam v razmislek.

Martin Juvan
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VERIŽNI P RIBLIŽKI

V matematičnih učbenikih kar mrgoli na log, kot je tale:

Poenostavi: 2 + 1
1+_1_

5 + 1
3

Brez posebnega truda ugotovimo, da je rezultat na loge ~~.

Ko opazujemo nalogo in rezultat, nam pr ide na misel vp rašanje, kako
je pisec nalogo sestavil. Pogost a zvijača pr i sestavljanju matematičnih na­
log je, da začnemo pri koncu in rezul tat preoblikujemo t ako dolgo, dok ler
se nam izraz ne zdi dovolj zapleten. Takega zastavimo kot nalogo za
učence .

Začnimo torej z ulomkom x = ~~. Kot vidimo, ga lah ko razdelimo
na celi in ulomljeni del

54 16
x = 19 = 2 + 19 .

Ulom ljeni del zdaj sp remenimo v dvojni ulomek

_ 1
x - 2 + 19 .

16

Po d glavno ulomkovo črto smo dobili ulomek ~~, ki ga spet lah ko raz­
delimo na celi in ulomljeni del ~ ~ = 1 + 1

36
' Prvotni ulomek je torej

enak
_ 1

x- 2 + - -
3
- ·

1 + 16

Postopek lahko nadaljujemo. Zadnji dobljeni ulomljeni del 1
3
6 sp et sp re­

menimo v dvo jni ulomek in dobimo

x = 2 + 1
1

1 + 16
3

Če še 1
3
6 delimo na celi in ulomljeni del 5 + ~, lahko x izrazimo kot

x = 2 + 1
1+_1_

5+ 1
3

To pa je izraz, zapi san na začetku .

(1)
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Sestavljalcu naloge se je zdel ta izraz očitno že dovo lj zap leten, mi
pa se vprašaj mo , ali bi lahko s postopkom nadaljevali . Kot vidimo, smo
~porabljali izmenično dva koraka:

A. ulomek (večj i od 1) smo razdelili na celi in ulomljeni del (ulomek med
O in 1) ,

B. dobljeni ulomljeni del smo spremenili v dvo jni ulomek oziroma po i­
skali smo njegovo recipročno vrednost . Ker je le-t a večj a od 1, smo
lahko spet uporab ili korak A .

Zadnji ulomljeni del, ki smo ga dob ili v našem primeru, je enak ~ in
njegova recipročna vrednost je 3, torej celo št evilo. Če poskusimo spe t
uporabiti korak A , dobimo neceli del enak O, kar pomeni , da postopka ne
moremo več nadaljevat i. Z uporabo enakosti 3 = 2 +t lahko izsilimo še
en korak , ki nas pripelje do pravilnega , a nič kaj lepega zapisa

x = 2 + 1
1 + 1

5 + _ 1_
2 + 1

1

(2)

Pravi mat ematik zdajle že premišljuje, kako bi se dalo nova spoznanja
posplošit i. Tudi nam po glav i roj ijo vprašan ja:

Ali lahko podob en postopek uporabimo tudi za druge ulomke?
Ali morda tudi za ost ala šte vila?
K ako bi lahko dobljeni rezult at uporabili v praks i?

Da potešimo radovednost, povejmo nekaj osnovnih ugotovitev , do
katerih so se prikopali veliki matematiki pred nami. Ugotovili so , da
lahko postopek izvajamo tudi na splošno. S ponavljanjem korakov A in
B lahko vsak ulomek u pr et vor imo v obliko

(3)
1

1
1u = bo+ - ----=--=:--- - ­

bl + - ----=-----=----­
b2 + b

3
+

+l
bn

Pravimo , da smo število u razvili v veri žni ulom ek . Zaradi načina
dela (korak B ) so vsi števci enaki 1 in vrednost ver ižnega ulomka določajo

števila bo, bl , . . . , bn , ki j im pravimo verižn i ko eficienti. Ker je zapis ve­
rižnega ulomka v običajni matemat ični obliki (3) precej nepregleden , ga
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na kratko zapišemo tako, da navedemo njegove verižne koeficien te: u =
= [bo , bl , " " bn ]. Torej bomo šte vilo, s kat erim smo začeli to zgodbo,
pisali kot r~ = [2, 1, 5, 3] (a li pa , če upošt evamo drugo, gršo možnost ,

r~ = [2,1 ,5 ,2,1 ]).

Velja izrek, ki ga navajamo br ez dokaza:

Izrek. Poljubno pozitivno racion alno šte vilo lahko razvijemo v ve­
rižni ulomek na natanko dva načina.

Oba načina smo že spoznali, to sta obliki (1) in (2). Običajno up o­
rabljamo "lepši" način - tisti, ki se ne konča z t.

Če je verižni ulomek preprost , ga lahko spremenimo nazaj v običaj ni

ulom ek že z nekaj preprostimi računskimi op eracijami - računati mo ramo
od spo daj navzgor. Težave nast opij o, če je verižni ulomek za pleten ejš i. Za
t a primer so matem atiki izdelali posebno shemo, ki nam omogoča hitrejše
računanje . Oglejmo si jo na našem zgledu: veri žni ulomek [2,1, 5, 3] bomo
po skusili pr eoblikovati v r~.

Najprej napišimo she mo

2 1 5 3

o 1

1 O

Števila 2, 1, 5, 3 v prvi vrstici so ver ižni koeficien t i našega šte vila , ničle

in enke na levi st rani pa so začetne vr ednosti , ki so potrebne za pravilno
delovanj e sheme (nj ihova razporeditev je enaka za vse ulomke) . Zdaj
mor am o napolniti desni del spodnjih dveh vrstic. Ravnali se bomo po
principu a+b· c. Če je v zgorn j i (prvi) vrst ici število c, v spo dnji (drugi ali
t retj i) pa st a v prejšnjih stolpcih št evili a in b, bom o v prazen prostorček

pod c vpisali vrednost a + b . c. E nak postop ek up orabljamo za drugo in
za t retjo vrstico, paziti je t reba le, da število c obakrat vzamemo iz prve
vrstice.

Tako bomo pod šte vilo 2 vpisali v drugo vrsti co 0+ 1 . 2 = 2, v t retjo
pa 1 + 0· 2 = 1

2 1 5 3

O 1 2

1 O 1
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Enako računamo do konca

2 1 5 3

o 1 2 3 17 54

1 O 1 1 6 19

V zadnje m stolpc u že vidimo števili 54 in 19, torej se rezultat skriva v
zadnjem stolpc u . Zapisan je že v ob liki ulomka , manjka le ulomkova črta .

Tud i ostale par e števil si lahko predst avlj amo kot ulomke - dodajmo še
ulomkove črte

2 1 5 3

O 1
1 O

2 3 17 54
- - - -

1 1 6 19

Poleg rezultata ~~ smo dobili še tri ulomke: Xo = f = 2, Xl = f = 3 in
X2 = lZ. Pomožnim ulomkom , ki jih dobimo z opis ano shemo, bomo rekli
verižni približki dan ega števila . Veri žne pribli žke dobimo pr avzaprav t ako ,
da zadnjih nekaj veri žnih koeficientov v razvoju [bo,bl , .. . , bn ] izpustimo.
V našem primeru je

2= [2], 3 =[2,1 ],
17
(3 = [2, 1, 5]'

54
19 = [2, 1,5,3] .

Ver ižni približki so za matematiko za nimivi, ker so zelo dobri pri­
bližki. Med ulomki, ki imajo imenovalec manjši ali enak 6, je ulomek lZ
najboljši približek za vr ednost ~~. To velja t ud i splošneje , z eno samo
majhno izjemo: prvi verižn i prib ližek je celi del danega števila in zato ni
nujno najbo ljši celoštevilski pri bližek. Tud i v našem primeru prvi približek
(xo = 2) ni najboljši celoštevilski približek ~ drugi približek (Xl = 3) je
bo ljš i.

Izrek. Vsak ver ižni približek danega števila , razen morda pr vega,
je bo ljši približek tega števila kot katerikoli drug ulomek z manj šim ali
enakim imenovalcem.

Vsak ulomek lahko zapišemo t udi v decimalni ob liki - tako t rdi t e­
or ija. V praksi pa se poj avijo t ežave . Decimaln i zapis im a skoraj vedno
neskončno mnogo decim alk in iz čisto praktičnih razlogov ga pon avadi
zao krož imo na nekaj mest.

Poglejmo si nas lednjo nalogo. Pri računanju z računalom se na za­
slončku izpiše šte vilo y = 2.358208955. To seveda ni pravi rezultat računa,

ki smo ga želeli izračunati , je le decimalni približek. Ali bi se dalo t a de­
cimalni pr ibli žek nekako nadomestiti z ulomkom?
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Pomagali si bomo s postopkom razvijanj a v verižni ulomek. Koraka
A in B namreč lah ko izvajam o t udi, če je število zapisa no v decimalni
obliki. Pa poglejmo:

1
y = 2.358208955 = 2 + 0.358208955 = 2 + 2.791666668

_ 1 _ 1
- 2 + 2 + 0.791666668 - 2 + 2 + 1

1.263157892

Vidimo , da moramo na računalu samo izmenično uporabljat i t ipki IFRAC I
(= ulomljeni del? in Il/xl(= recipročna vrednost). P ri tem ne pozab imo
zapisovat i dobljenih celih delov , to so namreč verižni koeficienti . Po nekaj
korak ih dobimo naslednji razvoj

y = [2, 2, 1, 3, 1, 4, 997446, 1, 1, 6, 3, . . J.

Iz koeficientov dobimo naslednje verižne približke

[2] = 2

[2, 2] = ~
7

[2, 2, 1] = "3
26

[2, 2, 1, 3] = il
33

[2, 2, 1, 3, 1] = 14

158
[2, 2, 1, 3, 1, 4] = 67

157596501
[2, 2,1 , 3,1 , 4, 997446] = 66828896

Žepn o računalo nam pokaže, da se že ulomek 165~ ujema s številom y na
vsa mesta, kar jih je na zaslončku . To velja t udi za zadnji ulomek , ki
pa ima nepr imerno večji št evec in imenovalec. Ulomek 16578 je torej precej
lepši približek za rezult at računa , ki smo ga želeli izračunati .

1 Na nekaterih računalih t e t ipke ni. Po magamo si tako, da celi del kar od št eje mo.
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Ker ostalih decimalk rezu lt at a ne poznamo , ne moremo vede t i, če se
ga sploh da pisati kot ulomek; zgornj i račun pa nam kaže, da lahko za
praktične potrebe privzamemo, da je rezultat skoraj enak 16

5l . Celo več :

ujemanje je tako lepo, da je možno, da je pravi rezult at enak 16578, naslednje
veriž ne koeficiente pa smo dobi li le zaradi napak pri zao krožanju. T isti , ki
se mu zdi, da je število 997446 preveliko za nap ako pri zao krožanju, naj se
spo mni, da smo ga do bili kot recipročno vrednost števila 0.00000100256 .
Poj av tako velikega verižnega koeficienta nas navadno opozarja , da smo
prišli do meje natančnost i , ki jo lahko dosežem o z računalom: naslednj i
koeficient i so praviloma napačni (zarad i napak pri zaokrožanju ).

Poskusimo podob no še s številom z = 1.414213562. Hitro dob imo
razvoj

z = [1,2, 2,2,2 ,2, 2, . ..J

in ust rezne verižne približke

1,
3
2 '

7 41 99
5 ' 29' 70 '

Števi lo z je desetmestni približek števila .;2. Števila .;2 ne moremo
zapisati z ulomkom - pravim o, da je iracionalno. Zato se verižni koefici­
enti nadaljujejo v neskončnost. Če bi bilo koeficientov končno mnogo, bi
bil zadnj i verižni približek neki ulom ek , enak številu .;2, kar ni mogoče .

Tudi na splošno velja:
Izrek. V verižni ulomek lahko razvijemo poljubno po zit ivno realno

število. Razvoj racionalnih št evil je končen , razvoj iracionalnih števil pa
neskončen .

Opom ba: Zgled .;2 = [1,2, 2,2,2 , . . .J pot reb uje še malo razlage .
Kd or je zadosti vztrajen, bo prišel po nekaj kor aki h računanj a z računalom

t udi do koeficientov, raz ličnih od 2. To je posled ica napak pri zaokrožanju ,
pri pravem razvoju se nadaljujejo v neskončnost same dvojke.

Bralca vabim , da poskusi nap isat i računalniški prog ram za (prib ližno)
pretvarjanje decimalnih šte vil v ulomke. Progr am naj izpiše vse verižne
približke, ki j ih je pri danem številu smiselno izpisati. To pomeni , da mora
u p oš t eva ti , na koliko m est natančni so podatki , in neh a ti z izpiso m , ko
pridejo na vrsto ver ižni koeficienti, pri kater ih se napake pri zao krožanju
preveč poznaj o.

Za konec si oglejmo še verižne približke za št evilo ?T. Če izhaj amo
iz pr ibližka ?T ~ 3.141592654 in računamo na deset mest (z računalom) ,

dob imo razvoj

?T = [3, 7, 15, 1, 292, 1,1 , 1, 2, 1, 1,4, . . .J .
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Temu razvoj u pr ipadajo veri žni približki

3,
22

7 '
333
106 '

355
113 '

104348

33215 '

Marijan Prosen

Nadaljnji verižni približki se raz likujejo od prave vrednosti šele na dese­
te m decimalnem mestu. Sklepamo, da naslednji ver ižni koeficienti zaradi
nap ak pr i zaokrožanju najbrž niso natančni . Dober računalniški program
bo torej izpisal samo navedene približke.

Ma rino Pavletič

ŠTEVILSKA IGR ICA ZA M LAD E RAČUNARJE ­
R eši t ev s str. 152

Skrivnost An inega hit rega od govora je v našem običajnem računanju v
desetiškem številskem siste mu in naslednjem preoblikovanju zastavljenega
računa:

(2x + 3) . 5 - 11 = 10x + 4 ,

kjer smo z x označili Mihovo skrivno začetno število. Iz desetiškega zapisa
rezultat a lOx + 4 dobimo namreč šte vilo x tako, da pr eprosto opust im o
(ne odštejemo!) zadnjo šte vko 4 na desni .

Zgled: Naj bo npr. izbran o začetno število 7. Potem so delni rezu ltati
zapo red 14, 17, 85 in 74. Če iz končnega rezultata 74 odstranimo števko
4, dobimo začetno število 7.

M arija Vencelj

ZANIMIVA NALOGA O PREDPSU ­
R eši t ev s str. 165

Označimo s P izsev Prokijona B , z r njegovo oddaljenost , z R pa polmer.
Velja j = P /47fr2~ P = j . 47fr 2 = 10- 12 W / m2

. 47f (11 . 1016 m? =
= 1,5.1023 W . Izsev Prokijona B v izsevih Sonc a je P /P0 = 4 . 10-4

,

torej Prokijon B seva za nekaj desettisočink izseva Son ca , glede na glavno
zvezdo pa še dosti manj .

Če sevata zvezdi pr i enaki površinski temp eraturi , je kvocient izse­
vov Prokijona A in B sora zmeren kvocientu njunih površin , torej
47fR2/47fR~ = 4 · 1O- 4P

0 /6P0 ~ R/R0 = 0,8 · 10- 2 ~ R =
= 0,8 · lO-S . 110Rz = 0,9R z . Prokijon B je torej približno t ako velik
kot naša Zemlja .

Gornja rezultata zgovorno pričata , zakaj je tako težko izslediti P ro­
kijonovo spremljevalko. .



I Rešitve na log

SLANA SRED I GRMA - R ešitev s str. 132

V pr ejšnji številki Preseka sta bili na nas lovnici in na II. strani ovit ka dve
fotografij i slan e, ki je bila omejena le na sredino okrasnega grma. Drugod
je ni bilo. Vprašali smo vas , kaj je povzročilo t ako nen avadno slano .

P ri tem smo bili malo hudomušn i, saj na sliki ni videt i vsega , kar
je bistveno za pravi od govor. Grm so namreč last niki zasadili tako, da
skriva kan alizacijski jašek, ki bi sicer kvari l videz lepo negovane zelenice.
Grm se je dodobra razra sel in sega vse naokrog jaška . Sredina grma je
nad odprt ino jaška, veje pa se razt ezaj o t udi nad okolišnjo t ravo.

Ob teh dod atnih znanih okoliščinah seveda ni težko razložiti , zakaj
je slana le sredi grma. Nastaja pač tam, kjer se skozi grm iz podzemne
kan alizacije dviga topel in vlažen zrak. Nad zemljo se ob mr azu t a zrak
ohladi , zato preseže vlažnost nasičeno vrednost in pr esežek vodne par e
neposredno krist alizira v ledene kri st ale slane .

To je na kratko vsa skrivnos t nenavadnega pojava na sliki.

Jože Rakovec

KRIŽANKA "ZIM SK I P OJAV I"
Rešitev s str. 160
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Tekmovanja I

34. DRŽAVNO TEKMOVANJE ZA ZLATO
VEGOVO PRIZNANJE

V soboto, 16. maja 1998, se je 198 sedmošolcev in 316 osmošolcev, ki so
se na področnem tekmovanju najbolje odrezali, zbralo v Lju blj ani , Mari­
boru, Celju , Kopru , Novi Gorici in Novem mestu na državnem tekmovanju
slovenskih osnovnošolcev v znanju matematike.

Zlato Vegovo priznanje je osvo jilo 25 sedmošolcev in 101 osmošolec,
prejeli pa so ga sedmošolci, ki so osvojili vsaj 13 od 25 možnih točk , in
osmošolci , ki so osvojili najmanj 13 od 25 možnih točk .

Dr žavn a tekmovalna komisija , ki jo je vodila predsednica prof. Te­
rezija Uran, je pripravila naloge, pr egledala rešitve in določi la kr iterij za
podelit ev zlatih Vegovih pr iznanj. Tekmovalci so reševali naslednj e na­
loge:

7 . razred

1. Dokaži: Če je n naravno število, večje od 2, potem je količnik 10;;-8
tudi naravno število.

2. Dan je enakokraki trapez ABCD, ki ga diagonala razdeli na dva
enakokraka trikotnika.
Izračunaj velikost ostrega kota v tem enakokrakem trapezu .

3. V kocko 3 krat 3 krat 3 so naredili tri luknje. Lu-
knje imajo kvadratni pr erez 1 krat 1 in poteka jo @
od središča ene ploskve kocke do središča nasprot- h J1
ne ploskve (glej skico) . '<::l [>i
Izračunaj površino nastalega telesa.

4. Ploščina obarvane ploskve na sliki
je 968 ern",
Kolikšen je obseg te ploskve?

2a
5. Izračunaj vrednost izraza

(a + C)2 - (-c - a)2 - (b+ c)2
(a+ b + c)2+ (a - b - c)2

če je a = J52, b = 1 + v48 in c = - 1.
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8. razred
1. Tr ije naj stniki so ugotovili, da je pr odukt šte­

vila njihovih let 2520.
Čez koliko let bodo skupaj imeli 110 let ?

2. Temperatura zraka je čez dan narasla za 20 %,
ponoči pa se je zniža la za 30 %. Naslednj e
jut ro je bila za 4°C nižja kot prejšnj e jutro.
Kolikšna je bila tem peratura zraka prejšnje ju­
tro?

3. Iz pokončnega stožca s polrnerom 10 cm in vi­
šino 12V2 cm izrežemo največjo možno kocko
(glej skico!).
Izračunaj površino te kocke.

4. Dan je trikot nik L,ABC (BC = 15 cm , AC = 13 cm, AB = 14 cm) .
Nastranici AB sta točki D in E, tako da je dalji ca C D višina, daljica
CE pa tež iščnica na stranico AB.
Izračunaj ploščino kroga , v katerem je daljica CE najdaljša tetiva .

5. Za katere vrednosti spreme nljivk a, b, c, d ima izraz

a2 + d2
- 2b(a + c - b) + 2c(c - d)

najmanjšo vred nost ?

Aleksand er Potočnik

18. DRŽAVNO TEKMOVANJE IZ FIZIKE
ZA OSNOVNOŠOLCE

D

A 45° 45"
B

7. razred
1. Šest sošolcev si za vleko klade pri­

pr av i vrvi, kot kaže slika . Vsak vleče

z enako veliko silo 100 N v nakazan ih
sme reh. Klada se ne pr em akne.

a) Kolikšne sile natezaj o vrvi A, B,
C in D?

b) Klad a se pr em akne, če nanjo de­
lujemo s silo 500 N. S kolikšno

45°silo naj vleče vsak od sošolcev , 45°
da se bo klada premaknila? Tu di 'f ~S' 45 '~
v tem primeru so sile sošolcev
enako velike. Smeri sil so enake kot v pr vem primeru.

Nalogo lah ko rešiš t udi z načrtovanjem .

c

45"
45"
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2. Mrežo (ogrodje) kvadra sestavimo iz osmih aluminij astih palic z dol­
žino 1,000 m in štirih jeklenih palic z dolžino 2,000 m.

a) Kolikšno pros to rn ino določa takšna mreža?
b) Kolikšn a pa je prostornina, če mr ežo segrejemo za 300°C?

Podatke za temperaturno raztezanj e aluminija in jekla poišči v učbe­

niku.
3. Na tehtnico postavimo čašo z maso 100 g, strop

v njej pa je 500 g vode. V vodi visi na
vrvici krogIa z maso 540 g in pr ostornino
200 ern".

a ) Izračunaj , kolikšna je sila vode na
kroglo (sila vzgona) !

b) Kolikšna je sila krogle na vodo? Za-
piši velikost in z besedami opiši t udi miza
smer te sile.

c) Na posebni skici nariši vse sile, ki delujejo na sist em
{ čaša + voda} , in i zračunaj , kolikšna je sila tehtnice na sistem .

d) Koliko gra mov kaže tehtnica?

Eksp erim ent alni nalogi

4. Določi maso ene svinčene kroglice. Manj ša čaša plava v navpični legi,
če so kroglice enakomern o razporejene po dnu čaše .

Pribor : večja čaša z vodo (Pv = 1,0 g/cm3
) , manjša čaša z merilom

in pr esekom 18,3 cm2 , svinčene kro glice.
5. En konec vrvice pr itr­

dimo na kavelj , druge­
ga pa speljemo pr eko
škripca in vlečemo z di­
namometrom, kot kaže
slika. Na vrv je obeše­
na ut ež z maso 1000 g.

a) Meri silo F v odvi­
snosti od kot a cl in
na milimetrski pa­
pir nariši diagram F = F (cx) za kot e od O° do 60° v korakih po
15° .

b) Izračunaj , pr ibližno koliko dela opravi sila dinam ometra , ko se
utež premakne iz začetne lege (cx = O°) v lego, ko je kot cx = 30° .
Izračun bo le prib ližen , saj sila ne narašča enakomerno.

c) Izmeri potrebn e podatke in izračunaj spreme mbo po tencialn e
energ ije uteži za pr emik iz začetne lege (cx = O°) do lege, ko je
kot cx = 30°.
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8 . r a zred

1. Voznik avt omobila je pri hitrosti 100 km /h zagledal na cesti veliko
skalo in začel ust avljat i. Pojemek med zaviranje m na suhi cesti je
7 m/ s2 , reakcijski čas voznika pa 0,60 s. Reakcijski čas je čas od
t renutka , ko voznik zag leda oviro , do trenutka , ko pritisne na zavoro .

a) Koliko metrov pred sabo je voznik zagledal oviro , če se je va­
nj o zalet el s hitrostjo 20 km /h? Tak trk pr ivezanim potnikom
pravilom a ne povzroči t elesnih poškodb.

b) Nariši diagram hit rosti v odvisn osti od časa od t renutka, ko je
voznik zag ledal oviro , do t akrat , ko se je vozilo ust avilo, če je od
začetka t rka do ust avit ve vozila preteklo 0,10 s.

c) Kolikšn a je bila sila varnostnega pasu na voznika med t rkom
in kolikšn a med zav iranjem, če predpostavimo, da so v obeh
primeri h vse ostale sile v vodor avni smeri zanemarlj ivo majhne
glede na silo varn ost nega pasu? V približku lahko upoštevamo,
da je bilo t udi med t rkom gibanje enakomern o poj em alno. Masa
vozn ika je 70 kg.

2. Tekmovalec z rolerj i se je spust il navzdol po strmini z nak lonskim
kotom 45° .
Z izrekom o kinetični in pot encia lni energij i izračunaj hitrost t ekmo­
valca, ko je prevozil razdaljo 5,0 met rov . Sila t renja je bila 5 od­
stot kov t eže tekmovalca , delo sile upora zraka pa je pri t ako majhnih
hitrosti h zanemarlj ivo maj hn o. Masa tekmovalca je bila 80 kg.

3. Štiri uporn ike (R l = 1,0 kO , R2 = 2,0 kO, R3 =
= 4,0 kO in R4 = 5,0 kO), bat erijo, z napet ostjo
10,0 V in zanemarlj ivim notranj im up orom , ter
dva idealna ampermetra povežemo, kot kaže slika.

a ) Prer iši sliko in vriši smer i tokov skozi up or­
nike in skozi amperme t ra.

b) Koliko pokažeta ampermetra?
Idealni ampe rmeter ima not ranji up or enak
nič in v vezju predst av lja kratek st ik.

+ -

Eksperimentalni nalogi

4. Roku je pregorela zadnja žarn ica na dvokolesu . Ko jo je odvil iz grla ,
je na njej preb ral pod atka 6V / 0,6W . Take žarn ice doma ni našel,
imel pa je rezervn o žarn ico za sprednjo luč s podatkoma 6V/ 2,4W .
To žarn ico je privil v zadnjo luč , vendar ni bil zadovo ljen , saj je potem
sprednja luč svet ila preslabo.



S posku som ugot ovi , za koliko odstotkov se zma njša električna moč

žarn ice v sprednji luči , če v zadnjo luč namest o žarn ice 6V/ 0,6W
privijemo žarn ico s podatkoma 6V/ 2,4W , torej enako žarn ico, kot je
v sprednji luči .

Nariši električni shemi vezij za prim er, ko sta žarn ici različni , in za
primer , ko uporabiš dve sprednji žarn ici. Za vsak primer nap iši vse
izmerj ene in izračunane vrednost i. Pazi, kako boš vezal merilnika.
Če t i pregori varovalka vampermet ru , pokliči demonst ratorj a, da jo
zamenja - pri tej nalogi pa boš izgubil 5 točk.

Pribor : dve žarn ici 6V/ 2,4W (večja žarn ica , na shemi označi ~ ) ,
ena žarn ica 6V/ 0,6W (manjša žarn ica, označi rž;) ),voltmeter , am­
permeter , vezne žice, nap etostni izvir (ima p~bne kar akteristike
kot din amo , ko vrtimo pedale z veliko hitrostj o, na skicah ga nari ši s

simbolom ---@- ).
5. Na sredini eksperimentalnega prostora se enakomerno vrti svet ilka,

tako da svet la lisa potuje po ste na h učilnice v vodoravni smeri. Določi

razdaljo od svojega zaslona do svetilke. Iz postopka mora biti razvi­
dno , kako si prišel do rezult ata.
Pribor: štoparica , merilni t rak in zaslon, preko katerega potuje svetla
lisa .

Mirko Cvahte, Zlatko Bradač

42. MATEMATIČNOTEKMOVANJE
SREDNJEŠOLCEV SLOVENIJE

Poročilo s te kmovanja smo objavili v prvi leto šnji št evilki Preseka , sedaj
objavljamo še naloge.

Prvi letnik

1. Za katera cela št evila x in y je x y = 20 - 3x + y? Poišči vse rešitve!
Vemo, da obstaja tako št irimest no št evilo, v katerem so enice za ena
večje od desetic, st oti ce so dvakratnik deseti c in tisočice niso manj še
od dvakratnika enic, šte vilo samo pa je dvakratnik nekega praštevila.
Določi to štirimestno št evilo.

2. V not ranjosti st ra nice CD pr avokotnika ABCD leži taka točka E , da
je trikotnik DBE enakokrak, t rikotnik ABE pa pravokoten . Določi

razmerje stranic pravokotnika.
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3. V levem spo dnjem kotu šahovske table
razsežno sti 8 x 8 sto j i 9 žetonov, ozna­
čenih z • . Vsak žeton lahko skoči čez

žeton na sose dnje m polju in prist ane na
polju za njim, če je le t o polje prosto.
(P olj i sta sose dnji, če imata skupe n rob
ali oglišče .)

Ali lahko le s takimi potezami vseh devet
žetonov prestavimo na polj a , označena z
o?

D rugi letnik

o o o

o o o

o o o

• • •
• • •
• • •

2471

1. Poiš či vsa naravna števila n , ki so enaka vsoti št evk števila n2 .

2. Poišči vse pare realn ih št evil (p, q), za kat ere velja p + q = 1998 in
ima enačba x 2 + px + q = O le celošte vilske rešitve.

3. Dana je kr ožnica fe s središčem v O in točka A izven nje. Premica
AO seka kr ožnico fe zaporedoma v točkah B in C , t angen t a iz točke

A pa se je dotika v točki D . Izb erimo poljubno tako točko E na
prem ici B D , da leži točka D med B in E . Trikotniku D CE očrtana

kro žni ca seka premico AO v točkah C in F , premico AD pa v točkah

D in G. Dokaži, da sta premici BD in F G vzpo redni.

4. Oglejmo si igro za dva igralca. Na začetku imata en kup z vsaj dvem a
kamnoma . Igr alec na potezi izb ere enega od kupov in ga razdeli na 2
ali 3 nove kupe s po vsaj enim kamnom . Izgubi t isti, ki ne more več

razdeliti nobenega kupa . Kdo zmaga, če ob a igrat a preudarno?

Tretji letnik

1. Pokaži, da je število

celo za vsako celo število a.

2. Po išči vse polinome p z realnimi koeficienti , za kat ere velja

(x - 8) p(2x ) = 8(x - 1) p(x ) za vsak x E IR.
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3. Dan je pravokotnik ABCD, lAB I > lAD I. Krožnica s središčem v B
in polmerom lABI seka pr emico D C v točkah E in F.

a) Dokaži, da se očrtana krožnica trikotnika EBF dotika kro žnice
s prem erom AD.

b) Označimo to dotikališče z G. Dokaži, da so točke D, G in B
kolinearn e.

4. Alf je na Melmacu ob iskoval osemlet no šolo. Na koncu vsakega šol­
skega leta je Alf pokazal očetu spričevalo . Če je razred usp ešno opra­
vil, je oče pomnožil Alfovo starost z ra zredom, ki ga je op ravil, in
Alfu podaril to liko mačkov , kot je pokazal račun . Med šolanjem je
Alf enega od razredov ponavljal. Ko je končal vseh osem razredov , je
ugotovil , da je število mačkov , ki jih je dobil od očeta, deljivo s 1998.
Kateri razred je ponavljal Alf?

Četrti letnik
1. Naj bo n nar avno število. Če zap išemo število 1998 v številskem

siste mu z osnovo n , dobimo t rim estno število z vsoto števk 24. Določi

vsa možna števila n.
2. Poišči vse funk cije f :JR --t JR, za katere velja

f (x ) + x f (l - x ) = x2 + 1 za vsak x E JR.

3. Na j bo D nožišče višine na hip ot enu zo BC pr avokotnega trikotnika
ABC. P remica skozi središči trikot nikoma AB D in ADC včrtanih

kro žnic seka kat eti t rikotnika v točkah E in F. Dokaži, da ima t ri­
kotniku D E F očrtana kro žnica središče v točki A.

4. Na vsako polje šahovske deske po­
ložimo to liko zrn žita, kot kaže sli­
ka . Šahovski konj prične svoje ska­
kanj e na nekem polju deske in se od­
pravi na pot (po pravilih skakanja
šahovskega konj a) po šahovnici. Na
vsakem po lju , kamor skoči , po je vse
zrn je , ki tam stoji (zrn s polj a , kjer
je pot začel , ne po je). Ko polje za­
pu sti , nanj položimo enako šte vilo
zrn , kot jih je stalo na polju, pr e­
den jih je konj pojedel. Po nekem
času se konj vrn e na polje , kjer je
pot pričel , in še zadnj ič po je zrnje s tega polja. Dokaži, da je število
zrn , ki jih je po jedel konj na svoji poti , deljivo s 3.

Matjaž Željko
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NALOGE Z DRŽAVNEGA FIZIKALNEGA
TEKMOVANJA SREDNJEŠOLCEV SLOV EN IJE
V ŠOLSKEM LETU 1997/98

Skupina A
1. Čaša valjaste oblike ima zanemarlj ivo tanko steno in masivn o dno.

S čašo opravimo dva med seb oj neod visn a poskusa v večj i valjasti
posod i s pr esekom dn a 150 cm 2 . V pos od i je voda s specifično težo
10 kN1m3 . Količina, ki jo merimo, je sprememba višine vod ne gladine
v večj i posod i.

i) Čašo položimo na gladino vode v večj i posod i t ako, da plava. Pri
te m se gladina vode v posodi dv igne za 3,0 cm .

ii) Čašo potopimo pod gladino vod e v posodi tako, da se cela po topi
in pristane na dnu. Gladina vode v posodi se dvi gne za 1,0 cm.

Kolikšna je specifična teža stekla , iz katerega je narejena čaša, in
kolikšn a je teža čaše?

2. Marsikdo pozna igro z dvema enakima avtomobilčkoma na električnih

tračnicah . P roga je v obliki osmice, tako kot je prikazano na sliki.
Polmer notranj ega kroga je 60 cm, polmer zunanjega pa 80 cm .
START (in hkrati t udi CILJ) je na pr vi četrtini levega kroga. Naj­
večja hitrost avtomobilčka je na zunanji progi 1,2 mi s, na notranj i
pa 1,0 mi s; največji posp ešek pri povečevanju hit rost i je 0,2 m/ s2 ,

pri upočasnj evanju pa lahko zmanjšata hi t rost v zanemarlj ivo kr at ­
kem času. Tračnice usm erjajo avtomobilček tako, da od STARTA do
CILJ A pr evozi en kro g po notranji progi in en krog po zunanj i progi
ali obratno .
Avtomobilčka postavimo na START: avtomobilček šte vilka 1 na no­
t ranjo progo in avtomobilček številka 2 na zunanjo. Kateri avtomo­
bilček prvi doseže CILJ , če oba prevozit a progo v najkraj šem možnem
času? Za koliko se razlikujet a časa voženj?

I
START I CILJ
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V trenutku, ko v višini h = 1,0 km
nad točko B (glej sliko) opazi jo ne­
zna ni leteči ob jekt , ki se giblje ves
čas v vodoravni sme ri s st alno hi- ~I~ ~ .~. ~ ~. ~
trostjo 100 mi s, izstrelijo iz točke A 13

A tempirano granato. Gr anata je tempirana tako, da eksplodira v
na jv išji točki svojega let a.

a) Dokaži, da je čas dviganja granate do eksplozije j"i!j !

b) Kolikšna mora biti začetna hit rost granate in pod katerim ko­
to m glede na vodoravnico jo moramo izst reliti , da v t renutku
eksplozije zadene neznani objekt?

Razdalja med točkama Ain B je 5,0 km , težni posp ešek 9 = 9,8 m/ s2
.

Avtomobili dirkaj o po krožni progi , ki je na gnjena navznoter za 30°
glede na vodoravnico. Premer krožnice, ki jo tvori not ra nji rob proge,
je 200 m, širina proge pa 35 m. Ko eficient lepenj a med pn evmatikami
in podl ago je 0,60. Po katerem delu proge naj vozi dirkač , da bo krog
prevozil v najkraj šem času? Koliko časa t edaj potrebuje za en krog?
Težni pospešek je 9 = 9,8 m/s2

.

Vsebnost etanola v vinu merimo z areomet rom, ki ima obliko zelo
ozkega , spodaj obteženega valja. Njegova višina je 20 cm. Ko je v
ravnovesju , je potoplj en tako, da je četrtina area met ra nad gladino

2.

3.

3. Iz sedmih to gih igralnih kart
sestavimo simetrično konst ru k­
cijo , prikazano na sliki. Šest
kar t , z višino po 10 cm in težo
po 0,050 N, je iz istega igralnega
kompleta . Kar te so postavljene
pod kotom cl' = 60°.

Sedma, vodoravno položena kar ta , je iz drugega igraln ega kom plet a .
Ta karta je večj a od ost alih , vendar je njena teža prav tako 0,050 N.
Zgornja ploskev te karte je hr ap ava, spodnja ploskev pa je idealn o
gladka.

a) Najmanj kolikšen mora biti koeficient lepenja med zgornjo kar to
in zgornjo ploskvijo vodoravne karte, da bo konstrukcija st a­
biln a?

b) Najmanj kolikšen mora bit i koeficient lepenja med t lemi in kar­
t ami , da bo konstrukcija st abilna?

Skupina B

1.
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vina. Areomet er spust imo iz lege, ko je njegov spo dnj i del t ik nad
gladino vina v sodu.

a) Kolikšno največjo globino doseže dno areometra , če je sod dovolj
globok?

b) Ker se že bliža t rgatev, je v sodu globina vina le še 30 cm. Ko
areometer zadene dn o soda, se zaradi usedlin ust avi , potem pa
se začne brez začetne hitrosti dvigati. Koliko največ se vrh are­
ometra dvigne nad gladino vina?

Upor vina pri gibanju areomet ra je zanemarljivo majhen . Težni po­
speše k je 9 = 9,8 m/ s2

.

Skupina C

1. V veliki posodi , napolnjeni z glicerinom, plava kocka iz pleksi stekla z
robom 30,0 cm tako, da je osnovna ploskev kocke vzporedna z gladino .
Izračunaj , za koliko se spre meni višin a tistega dela kocke, ki je nad
gladino glicerina, če glicerin in kocko segrejemo s temperature 20°C
na 100°C.
Temperaturn i koeficient prostorninskega raztezka za glicerin je
5,0 . 1O- 4 / K in za steklo 9.10- 6 /K. Gostota glicerina pri temperaturi
20°C je 1260 kg/m3 , pleksi stekla pa 1180 kg/rn" .
Kolikšen bi moral biti temperaturn i koeficient prostorninskega raz­
tezka stekla, da se pri segrevanju razmerj e med višino potoplj enega
dela kocke in višino dela , ki je nad gladino, ne bi spremenilo?

2. V medsebojni razdalji a so vzporedno post avljene t ri neskončno velike
plošče . Posamezna plošča je nabita z določeno poziti vno površinsko
gostoto naboj a. J akost električnega polj a med ploščami in okrog
plošč prikazuje spodnji diagram .

t:
I O/~,

()

-610;, f--- - - - - -

li '20

~ . p lošča 3. plo š č u
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a) V kakšnem razmerju so površinske gostote naboja na ploščah?

b) V vsako ploščo naredimo majhno luknjico tako, da so vse lu­
knjic e na pr emici , vzporedni z osjo x . Pri x = O spust imo skozi
luknjico prve plošče proton z maso 1,67 · 10- 27 kg in nab ojem
+1,6 . 10-19 As. Kolikšna mora bit i minimalna začetna hit rost
pr otona v poz it ivni smeri osi x , da dose že tret jo ploščo? Na
grafu je Eo = 10 VI m, a = 2,0 mm .

3. Iz aluminijas te žice s konstantnirn pr esekom
naredimo lestev z dolžino 1,0 m in širino 20 cm ,
ki ima 101 prečko (klin) . Lestev postavimo
navpično med pola magnet a , ki ust varj a vo- B0

doravno homogeno magnetno polje z gostoto \
0,02 T. Širina pas u magnet nega polja je večja L =:J
od 20 cm , višin a pa je 1 cm, tako da je v mag-
netnem polju le ena prečka. Magnetno polje
je pravokotno na prečko . Kolikšna mora bit i
napetost izvira v prečki, da bo lestev lebdela v
narisanem položaju? Kakšna mora biti po la-
rit et a priključkov? Izvir je zanemarlj ivo majhen in lahek , pr av
tako je zanemarljivo majhen notranji upor. Gostota aluminija je
2,7 . 103 kg/m3 in specifični upor 2,8 . 10- 8 Om . Težni posp ešek je
g = 10 m/s2

.

a) Nalogo najprej obravnavaj v pr ibližku , ko je up or navpičnih od­
sekov lestve zanemarlj ivo maj hen.

b) Približno oceni, kako se spremeni rezult at , če upoštevamo pr i
uporu t udi prisp evek navpičnih odsekov lestve.

Skupina D

1. V visoko posodo , katere osnovna ploskev je kvadrat s st ranico 40,0 cm,
natočimo 70,0 1glicerina. Vanj damo kocko iz pleks i stekla z robom
30,0 cm . Kocka plava tako, da je osnovna ploskev kocke vzporedna z
gladino.

a) Kako visoko nad notranjim dnom posode je zgornja ploskev koc­
ke?

b) Glicerin in kocko segrejemo s temperatur e 20°C na 100°C . Kako
visoko je v te m primeru zgorn ja ploskev kocke, če pr edpostaviš,
da se poso da, v kateri je glicer in, ne razteza? Ali se zgornja
ploskev kocke glede na gladino glicer ina dvigne ali spusti?
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Gostot a glicerina pri t emperaturi 20°C je 1260 kgjm3 , ste kla pa
1180 kgj m3 , te mperaturn i koeficient prostorninskega raztezka za gli­
cerin je 5,0 · 10- 4 j K in za steklo 9 · 10- 6 j K.

2. Na motociklistični dirki se zmagovalec po pr ehodu cilja na motor­
nem kolesu po gosto dvigne s prednjim kolesom visoko v zrak in vozi
dobršen del poti le na zadnjem kolesu. Zdi se , da t ak položaj kr ši
osnovne zakone st at ike.

a) Če motociklist miruje, tak
položaj gotovo ni možen . Ka­
ko se morata gibati voznik in
motocikel, da lahko vztrajat a
v takšnem položaju: vozit i,
denimo, z veliko konstantno
hit rostjo, pospeševati s kon­
st ant nim pospeškom ali pa
morebi ti zavirati s konst an­
tnim poj emkom?
Zračni upor pri t em ni po­
memben in ga pri obravnavi
ne upoštevaj.

b) Nariši in imenuj vse zunanje sile, ki delujejo na voznika in mo­
to cikel v tem primeru. Kako je z ravnovesjem sil?

c) Kako je z ravnovesjem navorov? Ali je vseeno , kam postavimo
os?

d) Poišči zvezo med količino , ki op isuje gibanje voznika in moto­
cikla v te m pol ožaju (podvprašanje a)) , te r naklonskim kotom
motocikl a (oo), t .j. kotom med vod oravnico in zveznico osi obeh
koles. Na piši račun za naslednje vred nost i: kot oo = 30° , premer
koles 2R = 60 cm, medosn a razdalja d = 150 cm, težišče voznika
in motocikla naj bo na simet rali koles , pravokotni na zveznico
osi koles, h = 30 cm oddaljeno od zveznice na strani voznikove
glave , 9 = 10 m/ s2 . (Geomet rijski namig: najprej izračunaj

k6t , ki ga tvori t a zveznica osi obe h koles t er zveznica med osjo
zadnjega kolesa in težiščem. )

e) Pri določenem kritičnem kotu oo voznik ne more več vzt rajat i v
t em pol ožaju. Gre za največji ali najmanj ši možni kot ? Poj a­
sni. Od katerega parametra - po leg moči in navora motorja - je
kritični kot lahko od visen?
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3. Iz aluminijaste žice s konstantnim presekom naredimo lestev s 101

prečko (klinom), tako da je razmik med prečkami ravno enak širini
prečke. Lest ev postavimo navpično in spustimo skozi vodoravno ho­
mogeno magnetno polje z gostoto 1 T , ki je pr avokotno na prečke.

Višin a pasu magnetnega polja je enaka ravno razmiku med prečkama,

širina pa večja od dolžine prečke , t ako da je v magnetnem polju ve­
dn o le ena prečka . Gostota aluminija je 2,7 .103 kg/m3 in specifi čni

up or 2,8 . 10- 8 nm.

a) Pojasni, zakaj se lestev po določenem času giblje
enakomern o. Skiciraj , kako tečejo tokovi po lestvi .
Pazi na smer!

b) Izračunaj nadomestni upor lestve, izražen z up o- B0
rom ene prečke , če priključimo nap et ost med kr a- I - I

ji š či prve prečke na lestvi. (Namig: zaporedje -l

X l = 1, X2, X 3 , . . . , X n , Xn + l z lastnostjo

1 1
--=1+-­
X n + l 2 + X n

se zelo hitro približuje (konvergi ra) k vrednosti X

(domača naloga) .)

errrrrrrrr

J3 - 1

c) Pokaži, da je končna hitrost pad anj a lestve v magnetnem polju
neo dv isna od dimenzij lestve in pr eseka žice. Izračunaj končno

hit rost. Pri t em lahko (smiselno) up orabi š rezult at, ki si ga dobil
pri pr ejšnjem podvpr ašanju , ali kako drugače . Težni pos pešek je
9 = 9,8 m/ s2

.

d) P ribli žno oceni, v kolikšnem času lest ev praktično doseže končno

hit rost in kolikšno pot nap ravi v tem času , če je na začetku

mirovala.

Ciril Dominko

39. MEDNARODNA MATEMATIČNAOLIMPIADA
- Rešitvi izbranih nalog s str. 153

1. Iz n sodnikov lahko nar edimo (~) parov sodnikov in ker se v vsakem
paru ocene ujem aj o pri največ k t ekmovalcih , je vseh ujem anj največ

kG)·
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Označimo z a ; oz. bi število sodnikov, ki so i-tega te kmovalca ocenili
z uspešen oz. neuspešen . (Seveda je a: + bi = n.) Računajmo

(;i) + (~) = ~(ar - c; + br- bi ) = ~(ar + br- n ) ;:::

;::: ~ (~ (a; + bi )2 - n) = j- ((n - 1)2 - 1) ,
(1)

kjer smo v oceni (1) upoštevali neenakost med kvad rat no in arit­
metično sredino . Ker je šte vilo n liho, število (; i) + (~) pa celo,
lah ko zapišemo st rožjo oceno

Število ujem anj ocen sodnikov je torej enako 2:::1 (;i) + (~) In Z
upoštevanjem gornjih ocen sledi

m

kG) ;::: L (;i) + ( b~n ;::: m · j- (n - 1)2 ,
i= l

od kod er zlahka izpe ljemo željeno oceno .

s

L
IRII 2 +ISII 2 - IRSI2 > O. (2)

Ker je B I .L M K in MK IIRS ,
je BI .L RS. S pomočj o Pi- fi .'---_.:.c.-...:.~~----~I

tagorovega izreka izpeljemo
IRII 2 + ISI I2 - IRSI2
= (IB R I2 + IB I I2 ) + (IBSI2 +
+ IB II2) - (IB R I + IBSI)2
= 2(1 B II 2 - IB RI · IB S!).

2. Po kosinusnem izreku v t rikot­
niku RIS je

cos <f.RI S _ IRII 2 + ls112 - IRSI2
- 21RI IISI I '

zato zadošča dokazat i, da je

Ker je trikotnik M BK enakokrak , je <f.B M K = <f.B K M = ~ - ~.

Zaradi M K II RS je zato t udi <f. M B R = <f. K B S = ~ - ~ . Pod ob no
je še <f. B M R = ~ - ~ in <f.B K S = ~ - ~ , od koder sledi <f.BRM =
= ~ - ~ in <f. B SK = ~ -~ . Triko tnika BRM in BKS sta si
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podobna, zato je

od koder sledi

IBRI
IBMI

IBKI
IBSI '

IBRI· IBSI= IBMI . IBKI = IBMI 2
.

Upoštevajmo slednje v izrazu (2) in dobimo

IR11 2 + 1511 2
- IRSI 2

= 2(IB112 - IBRI · IBSI) =

= 2(IB112 - IBMI 2
) = 211MI 2 > O,

kot je bilo potrebno dokazati .

Matjaž Željko
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