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RAZREZ KOCKE

Kvadrat lahko razrezemo na 21 manjsih kvadratov, ki so med sabo vsi

razliéni:

50

35

29

25

17

19
11

g | a

16

24

33

a7

42

Ta razrez je leta 1978 nasel A. J. W. Duijvestijn, slika pa je vzeta iz knjige
B. Bollobés, Graph Theory, An introductory course, Springer-Verlag, 1979
(stran 34, slika 1). Dokazemo tudi lahko, da kvadrata ni mogoée razrezati

Slika 1.

na manj kot 21 neskladnih kvadratov.
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V tem prispevku pa bomo pokazali, da se kocke ne da razrezati na
manjse kocke, ki bi bile med sabo vse razlicne.

Pa recimo, da bi bilo to mogoce. Predpostavimo, da je K kocka,
razrezana na n > 2 paroma neskladnih kock K,..., K.

Pokazali bomo, da nas razrez vsebuje vsaj n+ 1 kock. To protislovje
bo pokazalo, da tak razrez ne obstaja.

Naj bo L; najmanjsa med kockami Kj,...,K,, ki lezi na spodnji
ploskvi kocke K.

Opazimo, da L; ne more biti v kotu kocke K. Recimo, da je. Kocko K
zasuéimo tako, da L, lezi v njenem sprednjem levem kotu. Kocka, ki
lezi na spodnji ploskvi K poleg L na njeni desni strani (njena desna
“soseda” ), je vecja kot L, in zato utesnjuje njeno zadnjo sosedo v prostor,
v katerega ne moremo spraviti kocke, veéje od L. Toda tudi zadnja
soseda L; je ve¢ja kot Ly. To protislovje nas preprica, da L, res ne more
biti v kotu kocke K.

Prav tako vidimo, da se L, ne more dotikati robov kocke K. Pa
predpostavimo, da se dotika enega od robov. K zasuéimo tako, da se L,
dotika njenega sprednjega roba. Vemo, da L; ni v kotu in ima zato levo
in desno sosedo. Ti sosedi sta obe veiji od L, in zato utesnjujeta zadnjo
sosedo kocke L; v prostor, v katerega ne moremo spraviti kocke, vecje od
L;. Toda spet je zadnja soseda L, vecja kot L,. To protislovje pokaze,
da se L res ne more dotikati robov kocke K.

Torej mora spodnja ploskev kocke L; v celoti lezati v notranjosti
spodnje ploskve K. Ker so vse sosede L; ve¢je od nje, je L; ograjena s
kockami, ki so visje od nje (kot na sliki 2).

pogled od zgoraj pogled od spodaj
Slika 2. Ly je ograjena s kockami, ki so vegje od nje.
Torej obstaja vsaj ena kocka med Ky, ..., K,, ki lezi nad L;. Poleg

tega mora biti spodnja ploskev vsake kocke K, ki se dotika notranjosti
zgornje stranske ploskve L1, v celoti vsebovana v zgornji ploskvi L.
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Pa naj bo L, najmanjsa med kockami K,..., K,, ki lezi na zgornji
stranski ploskvi L;. Kot v primeru razmisleka za L, vidimo, da Ls ne lezi
ne v kotu ne na robu zgornje ploskve L,. Spodnja ploskev L, je torej v
celoti vsebovana v notranjosti zgornje ploskve L;. Ker je Lo najmanjsa
kocka, ki lezi na zgornji ploskvi Ly, je tudi Lo ograjena s kockami, ki lezijo
na zgornji ploskvi Ly in so vi§je od Ls.

Zdaj je jasno, kako nadaljujemo: na enak naécin, kot smo nasli L;
in Ly, poiséemo Se kocke Ls,...,Lpr1. Liyp najdemo kot najmanjso
kocko, ki lezi na zgornji ploskvi L;. Spet vidimo, da lezi spodnja plo-
skev L;;1 v celoti v notranjosti zgornje ploskve L; in da mora biti L; 4
ograjena s kockami, ki lezijo na zgornji ploskvi L; in ki so vigje od L;i;
(#=2. 80500,

Pokazali smo, da med nasimi n kockami K1,..., K,, lahko najdemo
n + 1 razliénih kock, ki lezijo ena vrh druge. To protislovje dokazuje, da
razrez kocke K na kocke Ky,..., K, sploh ne obstaja.

Torej se kocke res ne da razrezati na konéno mnogo manjsih kock, ki
so med sabo vse razlicne.

Za konec pa bralcem zastavljam Se tri vprasanja:

Vprasanje 1: V nasem dokazu smo predpostavili, da morajo biti stra-
nice kock v razrezu kocke na konéno mnogo manjsih kock vzporedne s
stranicami celotne kocke. Ali vidis, kje smo to predpostavili? Ali je nasa
predpostavka utemeljena?

Vprasanje 2: Ali zna$ kocko razrezati na neskonéno mnogo neskladnih
kock?

Vprasanje 3: Ali je mogoce enakostraniéni trikotnik razrezati na
konéno mnogo neskladnih enakostraniénih trikotnikov?

Tomaz Slivnik mi.

SLANA SREDI GRMA

Z naslovnico tokrat zastavljamo Presekovim bralcem naslednje vpra-
Sanje: “Zakaj je slana samo na sredi grma?”

Morda se boste laze dokopali do odgovora, ¢e si ogledate Se foto-
grafijo istega grma z nekaj veé okolice na II. strani ovitka.

Joze Rakovec
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MIKROTVEG

V vsakdanjem zivljenju je mnogo nakljuéij. Pri tem imamo v mislih do-
godke, ki jih nismo predvideli ali pa jih ne moremo predvideti. Nakljuéni
dogodek je na primer nedogovorjeno srecanje dveh znancev v tujem me-
stu; dogodek, da ujamemo mestni avtobus prav v trenutku, ko smo prisli
na postajo; da na loteriji zadenemo kak dobitek. Naklju¢éni pa so tudi
manj prijetni dogodki, kot so razne nevieénosti in nesrece. Prav slednjim
bi se prav radi izognili, a so v veliki meri nenapovedljive.

Kljub nenapovedljivosti pa lahko povemo kaj ve¢ o tveganju za do-
loéen dogodek. Pri skoku z okna v drugem nadstropju je sicer mogoce,
da bomo ostali neposkodovani, a ni pricakovati, da se bo to res zgodilo.
Pravimo, da je tak izid prav malo verjeten. Prav tako je malo verjetno, da
nas zadene meteor ali del razpadlega satelita. Ni pa tako malo verjetno, da
nas pri neprevidnem preckanju ceste zadene kako vozilo. Verjetnost lahko
opredelimo tudi s stevilom. Pri tem se spomnimo, kako delajo poskuse
fiziki, ki jih zanimajo lastnosti atomskih jeder. Na jedro usmerijo kak
delec in pogledajo, ce se je pri tem zgodila reakcija. Ta poskus ponavljajo.
Najveckrat reakcije ni, véasih pa z detektorji zaznajo delce, ki kazejo, da
se je zgodila. Ce se je pri 1000 poskusih reakcija zgodila petkrat, je
verjetnost zanjo kar razmerje 5/1000 = 0,005. Fiziki seveda ne pogiljajo
delcev posamezno, temve¢ v curku, da merjenje ne traja predolgo.

Verjetnost dolo¢amo torej z opazovanjem velikega stevila poskusov
pri podobnih okoli¢éinah. Pri tem stejemo Stevilo vseh poskusov in Stevilo
poskusov, pri katerih so se dani dogodki zgodili. Neprevidno preckanje
ceste je torej poskus, dogodek pa je, ¢e nas pri tem zadene avto. Prav
tako je poskus celodnevni sprehod v naravi, dogodek pa, denimo, da tedaj
vidimo medveda.

Pri oceni verjetnosti za kako nesreco seveda ne delamo eksperimentov.
Zanesemo se na porocila o nesrecah, ki so se Ze zgodile, in jih razvrscamo
v skupine s ¢im bolj enakimi okolis¢inami. To da stevilo dogodkov, Stevilo
poskusov pa ocenimo iz statisticnih podatkov.

Pri vsakdanjih opravilih je pogostost nesrec, pri katerih bi se nam
zgodilo kaj hudega, majhna. Verjetnosti so v obmo&ju 1075, se pravi v
povprecju 1 dogodek na milijon poskusov. Verjetnosti 107% bomo rekli
mikrotveg. Oglejmo si dejavnosti (torej poskuse), pri katerih je verjetnost,
da izgubimo zivljenje, enaka enemu mikrotvegu:!

e potovati z vlakom v 2500 km oddaljeni kraj,
e leteti s civilnim letalom na razdalji 2000 km,

1 Podatki so povzeti iz prispevka Georga Marxa “People and risks” na konferenci
Rio Followup v Egru na Madzarskem od 22.-27. avgusta leta 1994.
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potovati na razdalji 80 km z avtobusom,

voziti se z osebnim avtom na 65 km dolgi poti,

prekolesariti razdaljo 12 km,

voziti motor na razdalji 3 km (res je, le treh kilometrov!),

pokaditi eno cigareto,

ziveti 2 tedna s kadilcem v isti sobi,

popiti pol litra vina,

preziveti 10 dni v opecnati hisi in tvegati zivljenje zaradi radioaktiv-
nega sevanja naravnih radioaktivnih izotopov, predvsem radonovih
potomcev,

e tri dni dihati onesnazen zrak velemesta.

Tveganja v podro¢ju mikrotvega so za veéino ljudi sprejemljiva. Se-
veda bi se radi tudi tako majhnim tveganjem izognili. Najveckrat to ni
mogoce, saj tudi prizadevanje, da se dogodku izognemo, ni vedno brez
tveganja.

Razliéni poklici nosijo s seboj razliéna tveganja. Za delo v trgovini
tvegamo 10 mikrotvegov na leto, v tovarni pa 10 do 100 mikrotvegov. Pri
transportu je tveganje 400 mikrotvegov na leto, rudarjenje nosi 800 mikro-
tvegov, gradnja daljnovodov 1200 mikrotvegov letno. Pri érpanju nafte iz
morskega dna na velikih globinah tvegamo 1500 mikrotvegov, ribarjenje
na odprtem morju z globinskimi mrezami pa pomeni 1800 mikrotvegov
letno. Ocenili so, da tvega predsednik ZDA kar nekaj tiso¢ mikrotvegov
letno. Seveda so vsa ta tveganja prav majhna v primerjavi s tveganjem
kadilca. Povpreéni kadilec pokadi 8000 cigaret letno, kar prinese 8000 mi-
krotvegov. To je nekajkrat veé¢, kot so tveganja, ki so jim izpostavljeni
ljudje v nastetih poklicih. Svetovna tobaéna industrija naredi 5 - 10'? ci-
garet letno. Naj bralec sam presodi, koliko zrtev terjajo cigarete vsako
leto.

Zadnje ¢ase ljudi posebno skrbi tveganje zaradi radioaktivnosti. Vpra-
Sanje je zanimivo, saj smo temu sevanju izpostavljeni vsi. Z leti so z
mnogimi §tudijami dognali, da vsakdo letno tvega zaradi naravnega radi-
oaktivnega sevanja v povprecju 100 mikrotvegov. V nekaterih podrocjih
sveta je naravno sevanje e posebno izrazito in je lahko tudi 12-krat vecje
od navedenega. Posebno skrb vzbuja radioaktivni radon. ki ga je v neka-
terih delih sveta precej ve¢ kot drugje. Tam so podrocja, kjer je tveganje
zaradi vdihavanja radonovih potomcev toliksno kot pri kadilcih. Strogi
predpisi, ki se jim morajo pokoravati jedrske elektarne, zagotavljajo, da
je dodatno tveganje okoliskega prebivalstva zaradi normalnega obratova-
nja elektrarne manj kot za 1% povecano glede na tveganje zaradi naravnih
VIrov.
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Pri presoji nevarnosti kakega pocetja se le redki ozirajo na podatke o
tveganju, ki so na voljo. Nekdo se paniéno boji letenja z letalom, brez skrbi
pa se vozi z motorjem. Drugega zelo skrbi sevanje, pri tem pa pokadi tudi
12000 cigaret letno. Spet tretji gradi novo hiSo, ker se boji, da je v stari
preve¢ radona. Meritve sicer pokazejo, da je povisanje neznatno, tveganje,
da gre kaj hudo narobe pri gradnji, pa nekaj tisockrat vecje od tistega, ki
ga prinasa zivljenje v stari hisi. Kakrsnokoli prepri¢evanje pa ne zaleze.
Voda na mlin tovrstnemu presojanju so izkusnje. Podatek o verjetnosti za
kak dogodek je sicer dobrodosla podlaga zavarovalnicam, ki imajo opravka
z velikim Stevilom ljudi. Pri posameznikih pa gre véasih vse narobe:
ponesreci se voznik, ki je na cesti le nekajkrat letno, dobro pa jo odnese
trgovski potnik, ki v enem letu prevozi tudi do 100 000 km. Nevarno
zboli znanec, ki je vse zivljenje zZivel zgledno, se ukvarjal s Sportom, jedel
le zdravo hrano, nikoli pil alkoholnih pijaé ali kadil. Prav dobro pa se
pocuti sosed, ki kadi kot Turek, se base z mastno hrano in mesom in je
prav redko trezen. Prav take izkusnje si ljudje radi zapomnijo, ker so
presenetljive, ¢eprav niso v nasprotju z naceli verjetnostnega racuna. Le
pri zelo velikih tveganjih smo nekoliko bolj racionalni: ne zgodi se prav

Andrej Likar
29. MEDNARODNA FIZIKALNA OLIMPIADA

Olimpiada je bila od 2. do 10. julija 1998 v Reykjaviku, glavnem mestu
Islandije. Sodelovalo je 266 tekmovalcev iz 56 drzav, tri drzave pa so bile
prisotne na olimpiadi kot opazovalke.

V slovenski ekipi so bili: Martin Zadnik, Srednja Sola za elektroteh-
niko in racunalnistvo Ljubljana, Klemen Naversnik, Matija Mazi, Natan
Osterman, vsi iz Gimnazije Bezigrad Ljubljana, in Blaz Zupanci¢, Solski
center Brezice. Spremljevalca in élana mednarodne komisije sva bila Bo-
jan Golli, Pedagoska fakulteta v Ljubljani, in Ciril Dominko, DMFA Slo-
venije. Udelezbo na olimpiadi nam je finan¢no omogocilo Ministrstvo za
Solstvo in §port.

Letos je bilo potrebno doseci za zlato medaljo najmanj 42 tock od
50 moznih, za srebrno 36 tock, za bronasto 30 tock in za pohvalo 23
tock. Najve¢ uspeha so imeli kitajski tekmovalci; vseh pet je prejelo zlato
medaljo in tudi zmagovalec olimpiade je bil ¢lan kitajske ekipe.

Med nasimi tekmovalci sta Martin Zadnik in Matija Mazi prejela
pohvali, kar nas po uspehu uvrica na sredino vseh sodelujocih drzav.

Naslednja, 30. mednarodna fizikalna olimpiada, bo od 18. do 27. julija

1999 v Padovi v Italiji. Ciril Dominko
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29. FIZIKALNA OLIMPIADA:
SKORAJ NA VRHU SVETA

Zacelo se je drugega julija zjutraj na Brniku, zapletlo pa ze istega dne
popoldne v Frankfurtu. Na ze davno rezerviranem letalu za Islandijo
za slovensko sedmerico na lepem ni bilo prostora. Grozilo nam je, da
bomo prespali v Frankfurtu, a so nasli zvezo za Reykjavik, toda — preko
Pariza. Tako smo spoznali Se Air France in letalisée Charles de Gaulle,
kjer mrgoli zajcev. Tam so nas poskuSali poslati spet v Frankfurt, a
po vseh tezavah smo se le znasli na letalu druzbe Icelandair in priblizno
ob dveh pono¢i pristali na letaliséu Keflavik. Peljali so nas v Reykjavik
in namestili v hotel, spremljevalca v enega, ostalih pet pa v drugega —
vse po pravilih. Zjutraj smo §li na uradno otvoritev olimpiade, kjer je
na§ vodié¢ Aki, student glasbe, igral trobento, nato pa Se na sprejem k
zupanu Reykjavika. Do tedaj smo Ze spoznali zoprno islandsko vreme, to
je nenehen dez in pa veter, ki naredi deznike neuporabne.

Drugi dan naSega bivanja na Islandiji je bilo teoreti¢no tekmovanje.
Naloge smo resevali v §portni hali Laugardalsholl, kot vedno pet ur. Prva
naloga je obravnavala kotaljenje pravilne Seststrane prizme (svinénika) po
klancu, druga obnasanje vode pod ledeno kapo ob vulkanskem izbruhu,
tretja pa meritve sevanja radijskih valov sestavljenega izvira iz nase ga-
laksije. Po tekmovanju so nas peljali na ogled ¢rpaliséa pitne vode, na
katero so zaradi neonesnazenosti Islandci izredno ponosni. Zveéer smo
§li na vecerjo k islandskim druzinam, slovenska peterica ravno k druzini
znanstvenika, strokovnjaka za ledenike, tako da smo se lahko pogovorili o
drugi tekmovalni nalogi.

Na Islandiji v juliju sonce sicer zaide, a le za nekaj ur in tik pod
obzorje, tako da je vso no¢ svetlo. Na dan teoretiénega tekmovanja smo
ob polnoéi opazovali tak zahod in sploh se nam ni mudilo spat. Spali smo
vse dni bolj malo, saj se zvecer zaradi sonca ne zaves, koliko je ura, in je
mimogrede polnoé, zjutraj pa je treba vstati, da ne zamudis tekmovanja
ali drugih aktivnosti. Na dan oddiha med reSevanjem teoreti¢nih in eks-
perimentalnih nalog je bila taka aktivnost za nas vzpon na goro Esja, kjer
se da udobno lezati na debelem mahu.

Naslednjega dne je bilo na vrsti eksperimentalno tekmovanje. Ekspe-
rimentalno napravo je sestavljalo jedro transformatorja z dvema tuljavama
in Se manjSa merilna tuljava. Merili smo, kako debelina kovinskega listica,
skozi katerega potekajo magnetne silnice, vpliva na zmanjsanje gostote
magnetnega polja, nato Se induktivnosti tuljav in relativno permeabilnost
jedra. Po koncu reSevanja smo si §li ogledat obrat za pridobivanje alu-
minija. Tekmovalci smo s tem svoje opravili in ¢eprav so bili obéutki o
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uspesnosti morda nekoliko klavrni, smo vseeno laze zadihali. Zacela sta se
dva dneva aktivnosti, ocenjevalei pa so se tacas seveda “kopali” v kupih
papirja.

V torek je bil na vrsti ogled narodnega parka, kjer je prikazan potek
tektonske razpoke, ki poteka po dnu Atlantika. Naslednja postaja je bil
precej oddaljen ledenik, pot do tja pa poteka po pokrajini, podobni tisti na
Luni. Tam smo se v debelih oblekah na odprtem vozilu peljali po ledeniku,
kjer se je dezju pridruzil se mrzel veter. Na poti nazaj so nas opozorili
na rastlinjake ob cesti, kjer gojijo banane. Za ogrevanje izkoris¢ajo vrelce
vroce vode. Energije na Islandiji zares ne primanjkuje!

Za sredo smo si izmed dvanajstih ponujenih moznosti izbrali obisk
meteoroloskega urada in inStituta za zascito pred sevanjem. Na prvem
so nam rekli, da kljub vsem instrumentom za napovedovanje uporabljajo
tudi preverjeno metodo, da gredo na balkon in pogledajo v nebo. Na
slednjem pa smo dobili obéutek, da Slovenija le ni tako majhna drzava,
saj na omenjenem institutu dela le pet znanstvenikov in 1,5 (?) tajnice.

Se nekaj besed o hrani. Zaradi predhodnih informacij, ki smo jih
dobili o Islandiji, smo pricakovali le izmenjavanje rib in jagnjetine, a z
nicemer niso pretiravali. Zajtrk je bil tak kot pri nas. Za kosilo smo imeli
na voljo bone in seznam lokalov z raznoliko ponudbo: ponekod severnjaska
hrana, enkrat smo jedli celo grsko polnjeno pito, morali pa smo poskusiti
se McDonald’s, saj je njihov hamburger na Islandiji menda najdrazji na
svetu. Samopostrezna vecerja je bila v tekmovalni hali, in sicer ena ali
dve topli jedi in mnozica hladnih prilog in solat.

Predzadnji dan je bila zakljuéna prireditev z glasbenimi tockami, go-
vori zasluznih za organizacijo olimpiade in seveda podelitvijo pohval in
medalj. Nas izkupicek sta bili dve pohvali. Zvecer je bil organiziran Se
banket v hotelu bliznjega mesta, ki pa se ni zavlekel pozno v no¢, saj nas
je v petek zjutraj cakala pot domov. Od nje smo si po izkusnjah izpred
tedna dni obetali, da bomo videli vsaj London, ¢e ne ze Moskve. A “zal”
je §lo vse gladko in smo bili zvecer Zze doma.

Martin Zadnik

SESTAVLJANKA — Resitev s str. 95

MATEMATIKA.

Bostjan Maringek
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ELEKTRICNI TOK PO KAPLJEVINAH

V eni od prejsnjih stevilk je Presek obravnaval tok elektronov po kovini.
Vecina vodnikov je res iz kovine, navadno iz bakra, a elektriko prevajajo
tudi druge snovi. Najprej pomislimo na tok po kapljevinah.

Cista voda zelo slabo prevaja elektriko. Veliko bolje jo prevaja vodna
raztopina kisline, baze ali soli, tako imenovani elektrolit. Molekula plina
ali kapljevine se ob raztapljanju v vodi razdeli na dva dela, od katerih je
eden naelektren pozitivno in drugi negativno, na pozitivni in negativni
ion. Na take ione se ob raztapljanju v vodi razdeli tudi kristal. Pozitivni
in negativni ioni se v raztopini neurejeno prerivajo med molekulami vode
in blodijo sem ter tja.

Med elektrodama, na kateri priklju¢imo konstantno napetost, pa elek-
tricna sila vlece negativne ione proti pozitivni elektrodi in pozitivne ione
proti negativni. Zaradi tega se neurejenemu gibanju pridruzi potovanje:
negativni ioni potujejo proti pozitivni elektrodi, pozitivni pa proti nega-
tivni elektrodi. Oboji prispevajo k toku. Ta je v elektrolitu drugaéen, kot
v kovini, v kateri sodelujejo pri prevajanju samo negativni nosilei naboja.
Ko izvir napetosti po elektrolitu pozene tok, ioni potujejo, na elektrodah
se izlo¢ajo snovi. To je elektroliza.

Pri kovini smo ugotovili, da je prevodnost, to je obratna vrednost
specificnega upora, tem vecja, ¢im vecja je absolutna vrednost naboja
nosilca, ¢im vecja je gibljivost nosilcev in ¢im veéja je njihova gostota.
Enaébo razumemo, ¢etudi je ne izpeljemo. Ni je tezko preoblikovati tako,
da velja za elektrolit. Upostevamo, da sodelujejo pri prevajanju v njem
nosilci nabojev obeh znakov. Prevodnost elektrolita je tem veéja, ¢im veéji
sta absolutni vrednost naboja obojih nosilcev, ¢im vegji sta gibljivosti
obojih nosileev in ¢im veéja je njihova gostota. Iz enaébe za kovino 1/¢ =
= egIN/V, v kateri je ¢ specifiéni upor, 1/¢ prevodnost, ey osnovni naboj,
to je absolutna vrednost naboja elektrona, # gibljivost elektronov in N/V
gostota tevila elektronov, nastane tako enacba

1
£ =8t +8)y

Pri tem je naboj pozitivnega iona eg in naboj negativnega iona —eq. Go-
stota pozitivnih ionov je enaka gostoti negativnih ionov, ker je elektrolit
navzven elektri¢no nevtralen. 37 je gibljivost pozitivnih ionov in 4~ gi-
bljivost negativnih ionov. Hitrost negativnih ionov zaradi elektriéne sile
ima nasprotno smer kot hitrost pozitivnih ionov. Minus zaradi naspro-
tne smeri hitrosti in minus zaradi negativnega naboja dasta pri mnozenju
plus, zato imata oba ¢lena v ena¢bi za prevodnost enak znak.
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Smiselno je navesti gostoto ionov za kilomol raztopljene snovi v 1 m3.
V kilomolu je Avogadrovo stevilo delcev Ny = 6,0 - 10%%, tako da je v
tem primeru produkt osnovnega naboja in Stevila delcev egNy =
=9,65-107 As = er. To je Faradayev naboj, ki smo ga 7e sre¢ali. Prevo-
dnost elektrolita, v katerem je del M kilomola spojine raztopljen v 1 m?,
je

1 + B
o= ME* +87)F
Prostornina V = 1 m? v imenovalcu poskrbi za pravo enoto. Enak rezultat
dobimo, ¢e namesto s kilomolom na kubiéni meter ra¢unamo z molom na
liter: kot je mol tisockrat manjsi od kilomola, je 1 liter, 11 =1 dm?,
tisockrat manjsi od 1 m®. Prednost racunanja s kilomoli ali moli je v
tem, da veljajo zapisane enacbe za katerokoli snov. Ce zelimo pripraviti
raztopino, pa moramo povedati, katero snov imamo v mislih in koliksna
je masa njenega kilomola ali mola.

Naredimo rac¢un za kalijev klorid KCl. V preglednici preberemo, da
je vsota gibljivosti kalijevega in klorovega iona 1,55 - 10~7 m?/Vs. S
tem podatkom da enacba za prevodnost 0,0015 (Qm)~!, 0,15 (Qm)~1,
15 (Qm)~1, ée v 1 m® po vrsti raztopimo desettisoéino kilomola, stotino
kilomola in en kilomol — ali v 1 1 desettiso¢ino mola, stotino mola in en
mol. Relativna atomska masa kalija je 39,1 in klora 35,5, tako da ima
kilomol kalijevega klorida maso 74,6 kg. Desettisocina kilomola kalije-
vega klorida ima maso 7,46 g, stotina kilomola pa 746 g. Toliksno maso
raztopimo v 1 m? vode ali tisoéino te mase v 1 L.

Z merjenjem dobijo ustrezne prevodnosti 0,0015 (Qm)~', 0,147
(Q@m)~1, 11,2 (Qm)~!. Pri elektrolitu z majhno gostoto ionov je dal
raé¢un pravo prevodnost, pri elektrolitu z vecjo gostoto ionov pa je iz-
merjena prevodnost manjsa od izracunane, in to tem bolj, ¢im vecja je
gostota ionov. Pojasnilo je hitro pri roki. V elektrolitu z ve¢jo gostoto
ionov ioni zaradi svojih nabojev delujejo drug na drugega z elektricno silo
in se motijo. Elektriéna sila med ionoma deluje na vecji razdalji kot sila
med nenaelektrenima molekulama, ki deluje le, ¢e sta molekuli zelo blizu.

Izracunajmo $e prevodnost zveplene kisline, ¢e v 1 m® raztopimo
desettisoéino kilomola H3SOy4, ki ima maso 98,1 kg, torej 9,8 g. 1z pre-
gledenice dobimo 4,45 - 107 m?/Vs za vsoto gibljivosti iona H* in iona
SO; ~. Toda ¢len za pozitivne ione moramo pomnoziti z 2, ker odpadeta
na molekulo HySO,4 dva iona H™, élen za negativne ione pa zato, ker ima
ion SO; ~ dva negativna osnovna naboja. Tudi ta elektrolit je navzven
elektri¢no nevtralen. Tako dobimo za prevodnost 0,0086 (Qm)~'. Na
splodno velja enacba 1/ = zM(3" + 57 )er/V, e se molekula razdeli
na z ionov enega znaka in ima drugi ion z osnovnih nabojev.
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Nazadnje izracunajmo Se prevodnost ¢iste vode. Pomagamo si s po-
datkom, da je del M = 10~7 molekul vode razdeljen na iona Ht in OH™.
Z vsoto gibljivosti za ta iona 5,69 - 107 m?/Vs dobimo 1/{ = 5,5 10~°
(Qm)~!. To se ujema s podatkom za prevodnost vode pri temperaturi
22° C.

Nazadnje se ne moremo upreti skusnjavi, da bi poskusili oceniti giblji-
vost iona. To je eden od redkih primerov, ko je mogoca preprosta ocena.
V priblizku opis§imo upor pri gibanju iona z viskoznostjo n v zvezni snovi
in spreglejmo, da delujejo na ion posamezne molekule vode ob trkih. Z
linearnim zakonom upora dobimo 3 = eq/67ry, ce je r radij iona. Ra-
zumljivo se zdi, da je gibljivost iona tem veéja, ¢im manjsi je ion in éim
manj se kapljevina upira gibanju iona po njej. Z viskoznostjo 10~ kg/ms
in radijem iona kalija 1, 33-107!° m dobimo za gibljivost oceno 6,4 1078
m?/Vs. Pogled na preglednico pokaze, da to ni slabo.

Ton | gt ion | 8-

Ht 36,23 108 m?/Vs OH~ 20,64 - 1078 m?/Vs
Nat 5,19-1078 m2/Vs Cl- 7,91-107% m?/Vs
K+ 7,62-107% m?/Vs SO 8,29 -1078 m2/Vs

Gibljivost za nekatere ione v vodni raztopini pri temperaturi 25° C.

Janez Strnad

TOMBOLA — Resitev s str. 102

Poglejmo najprej, kako zagotovimo, da imamo pri tomboli vedno le enega
zmagovalca. Ce je vsaka Stevilka od 1 do 9 obkrozena le na eni (ali
pa na nobeni) od tablic, potem ne moremo dobiti dveh zmagovalcev.
Na tekocem koraku lahko namreé¢ zmaga le igralec, katerega obkrozena
stevilka je bila pravkar izvlecena, tak igralec pa je zaradi predpostavke
en sam. Ce pa obstaja Stevilka, ki je obkrozena na dveh ali ve¢ tablicah,
potem lahko dobimo veé zmagovalcev. Poglejmo, kako. Brez skode lahko
privzamemo, da je veckrat obkrozena Stevilka 1, saj je sklepanje za druge
stevilke povsem enako. Lahko se zgodi, da v prvih Sestih Zrebanjih iz-
vle¢emo stevilke 4, 5, 6, 7, 8 in 9. Tombola Se vedno nima zmagovalca,
saj ni izvle¢ena nobena Stevilka iz prve vrstice, vsaka tablica pa ima ob-
kroZeno po eno stevilko iz te vrstice. Ce na naslednjem koraku izvle¢emo
stevilko 1, potem tombolo dobijo ravno tisti igralei, ki imajo na tablici
obkrozeno to §tevilko. Teh igralcev pa je po predpostavki veé.
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Ugotovili smo torej, da ima tombola vedno le enega zmagovalca na-
tanko tedaj, kadar nobena stevilka ni obkrozena na dveh ali ve¢ tablicah.
Ker imamo na tablicah po devet stevilk, na vsaki tablici pa so obkrozene
natanko tri, lahko v tomboli, ki ima vedno le enega zmagovalca, sodelu-
jejo najveé trije igralci. Eden od moznih naborov tablic, ki zagotavljajo
le enega zmagovalca, je prikazan na spodnji sliki.

T = == T I = |
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(4)| 5| 6 4 (5| 6 4 | 5 |(6)

‘| @] 8|9 | 7|(®] 9 7|8 |09

Tudi ko Zelimo Stevilo zmagovalcev tombole omejiti na dva, je skle-
panje enako kot pri omejevanju na enega zmagovalca. Ce nobena stevilka
ni obkrozena ve¢ kot dvakrat, bosta zmagovalca kve¢jemu dva. Ce pa
imamo Stevilko, ki je obkrozena na treh ali ve¢ tablicah, se lahko primeri,
da imamo tri ali ve¢ zmagovalcev. Ker igramo z 9 stevilkami, pri éemer
je vsaka obkrozena kveéjemu dvakrat, na vsaki tablici pa so obkrozene po
tri stevilke, lahko Martin na zabavo povabi najvec 9 -2/3 = 6 prijateljev.
Tablice lahko pripravi na ve¢ naéinov. Vzame lahko po dve kopiji vsake
od tablic z gornje slike, ¢eprav taka izbira verjetno ni najboljsa, saj z njo
dobimo tri pare enakovrednih igralcev. Z malo veé truda lahko poiséemo
nabore samih razlienih tablic. Eden je prikazan tudi na spodnji sliki.
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O NAM NAJBLIZJI ZVEZDI — 2. del
MANJ ZNANO SONCE

Cas je, da konéno povemo e kaj o velikih vprasanjih glede Sonca: o
Sonéevih nevtrinih, visoki temperaturi korone, nastajanju Soncevega ve-
tra, o Sonéevem vrtenju in Sonéevem dinamu.

Za velik napredek na podro¢ju solarne astronomije v zadnjem ¢asu
se moramo zahvaliti stevilnim novim instrumentom. Posebej pomembni
so satelitski teleskopi, ki krozijo v orbitah nad nami in opazujejo Soncevo
svetlobo pri tistih valovnih dolzinah, ki jih Zemljina atmosfera absorbira
in je zato s povrija Zemlje ne moremo zaznati. Tako ultravijoliéni in
rentgenski teleskopi opazujejo zunanje plasti Sonc¢eve atmosfere. Najno-
vejsi in doslej najzmogljivejsi helioseizmografski observatorij SOHO smo
ze omenili v prej§njem prispevku. Observatoriji za preuéevanje najglobjih
plasti Sonca pa so, nasprotno, zgrajeni globoko pod Zemljino povrsino.

Nevtrini s Sonca

Pri jedrskih reakcijah, ki potekajo v Soné¢evi notranjosti, se sproscajo
nevtrini. To so delci, ki potujejo s svetlobno hitrostjo. Se vedno ni ja-
sno, ali so brezmasni ali pa vendarle imajo maso. Po zadnjih rezultatih v
eksperimentalni fiziki visokih energij naj bi bila masa nevtrina pod 0.2 ele-
ktronskega volta (eV). Za primerjavo: masa elektrona je 511000 eV.! Za
nevtrino je znaéilno, da prepotuje ogromne kolicine snovi, ne da bi se
mu karkoli zgodilo, ne da bi interagiral s snovjo. Predstavljamo si lahko,
da se zdi nevtrinu vse prozorno. Veéina nevtrinov, ki priletijo v smeri
Zemlje, tako le-to preckajo, kot da bi bila prazen prostor. Le véasih se
zgodi, da kateri reagira s kakim atomom. Na osnovi poznavanja takih
reakcij gradijo nevtrinske observatorije, ki so zakopani globoko pod ze-
mljo, tako globoko, da naj bi jih mogli doseéi le nevtrini. Ti observatoriji
so ponavadi ogromni sodi snovi, v kateri se véasih ustavi nevtrino tako,
da atomu te snovi izbije elektron. Ocenjujejo, da vsako sekundo vsak
kubiéni centimeter zemeljske snovi precka 60 milijard Sonéevih nevtrinov,
od teh jih le zelo malo sprozi reakcijo. Na osnovi Stevila izmerjenih re-
akcij ocenijo, koliko nevtrinov je §lo mimo neopazenih, oziroma koliksno
je bilo priblizno stevilo vseh. Rezultati prvih nevtrinskih observatorijev

1V jedrski fiziki je navada, da mase delcev podajajo v eV, kar je sicer enota za
energijo. Ustrezno maso v kilogramih dobimo tako, da maso v eV, ki jih %e pretvorimo
v joule (J), delimo s kvadratom svetlobne hitrosti. Ce to res storimo npr. za elektron,
vidimo, da je njegova masa v kilogramih nepredstavljivo majhna, tako da se nam zdi
uporaba enote eV tudi s tega staliséa smiselna.
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tako kazejo priblizno pravilno stevilo nevtrinov, ¢e naj bodo jedrske re-
akcije tisto, kar greje Sonce. Vendar so izmerili le tretjino do polovice
predvidenega Stevila Soncevih nevtrinov. Za to neujemanje se je kot naj-
bolj verjetna pojavila razlaga, da morda nevtrinov e ne razumemo dobro.
Vemo, da so nevtrini treh vrst, vsak pripada svojemu leptonu (lahkemu
delcu): elektronski nevtrino elektronu, muonski nevtrino delcu z imenom
muon in tauonski nevtrino delcu tau. Ker so nevtrini, ki so jih detek-
tirali v dosedanjih nevtrinskih observatorijih, elektronski in ker jih je le
priblizno tretjina pricakovanega stevila, predpostavljajo, da nevtrini zmo-
rejo prehajati ali oscilirati iz ene vrste v drugo. Tako naj bi na osem in
pol minutnem potovanju od Sonca do Zemlje dve tretjini nevtrinov zame-
njalo svojo elektronsko identiteto za muonsko ali tauonsko, zaradi cesar
jih potem nevtrinski detektorji prestejejo priblizno trikrat premalo. Za
odgovor glede pravilnosti te ideje bodo potrebne nove meritve. Trenutno
sta v izgradnji dva velika nevtrinska observatorija, eden v Kanadi, drugi
pa na Japonskem. Odgovori na vprasanje o nevtrinskih oscilacijah, ki
jih bosta morda pomagala najti, bodo kljuénega pomena ne le za fiziko
Sonca in astrofiziko, ampak tudi za jedrsko fiziko in na sploh za globlje
razumevanje narave v celoti.

Temperatura Sonéeve korone

Povedali smo Ze, da je korona najbolj zunanja plast Sonteve atmosfere.
Astronome pa, kot piSe Kenneth R. Lang v ameriski reviji Sky& Telescope,
ze precej dlje kot vprasanje Soncevih nevtrinov vznemirja vprasanje, kako
more biti korona segreta do temperatur nekaj milijonov stopinj Kelvina.
Fotosfera, ki je mnogo blizja Sonéevi peéi, je nekaj stokrat hladnejsa, in
pricakovali bi, da bo vse hladneje, ko gremo Se bolj stran od peéi. Zdi se,
da neki mehanizem prenasa energijo v korono in jo tam odlaga ter segreva
snov v koroni. Kljub pol stoletja raziskovanj pa narava tega mehanizma
ostaja neznana. Novih upov vlivajo opazovanja z novejSimi satelitskimi
teleskopi, ki opazujejo pri ultravijoliénih in rentgenskih valovnih dolzinah.
Na sreco so spektralne ¢rte, ki jih sevajo posamezni atomi ali njihovi ioni,
zelo obéutljive na temperaturo, pa tudi na gostoto in kemicno sestavo
snovi. Tako razliéne érte prihajajo z razli¢nih visin oziroma globin Sonceve
atmosfere. Astronomi se nadejajo, da bodo z natan¢nim opazovanjem
mnogih ért dobili tridimenzionalno sliko temperature, zgradbe snovi in
njenega gibanja v Sonéevi atmosferi, pa tudi podatke o magnetnih poljih
in razliénih valovih, ki v snovi prenasajo energijo. Morda bo ob tem koga
od raziskovalcev tudi presinila ideja, kateri od fizikalnih mehanizmov bi
lahko bil vzrok za izjemno visoke temperature v koroni.
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Sonéni veter

Korona se 8iri v medzvezdni prostor, vedno redkejsa je, nudi pa stalen
izvor ionizirane snovi, ki se pne v Osoncje. Tej snovi pravimo Soncev
veter. Na dologeni razdalji od Sonca postane namrec njegov gravitacijski
privlak presibek v primeri s tlakom vrocega plina in le-ta pobegne v obliki
Soncevega vetra. OdneSeno snov nadomesti nova in tako veter neprestano
piha. Meritve so pokazale, da ima hitrost odtekajoce snovi v Soncevem
vetru dve komponenti, po€asno in hitro. Poc¢asna hitrost je okrog 400 ki-
lometrov na sekundo, hitra je dvakrat toliksna. Pocasna komponenta je
povezana s temperaturo korone, ni pa jasno, kako pride do hitre. Meritve s
satelita Ulysses so pokazale, da snov s hitro komponento hitrosti odteka z
blizine Sonéevih polov. Sklepajo, da ima pri pospesevanju dolo¢eno vlogo
magnetno polje. Za natancénejSe odgovore pa bo treba pocakati na nova
opazovanja, veliki upi so spet usmerjeni v satelitski observatorij SOHO.

Vrtenje Sonca

Ze vet kot tri stoletja astronomi vedo, da se Sonceva fotosfera vrti hitreje
ob ekvatorju kot pri ve¢jih (heliografskih) Sirinah. To je v nasprotju z
izkusnjami, kakrsne imamo za vrienje togega telesa, na primer krogle: ce
leseno kroglo nataknemo na os, vpnemo in (enakomerno) zavrtimo, potem
pa narisemo pike pri razliénih kroglografskih Sirinah in merimo ¢asovne
razmike, v katerih pike pridejo naokrog, vidimo, da so vsi izmerjeni ¢asi
ali periode (do merske napake) enaki. Tudi na Zemlji je dan enako dolg od
pola preko ekvatorja do drugega pola. Pri Soncu pa je perioda rotacije ob
ekvatorju 25 dni, medtem ko se proti poloma daljsa, in je pri 40° Sirine ze
skoraj za tri dni daljsa. S pomoéjo novejsih helioseizmografskih meritev
so ugotovili, da se takSen vzorec vrtenja ohranja vse do dna konvekcijske
plasti, kar predstavlja skoraj trideset odstotkov polmera. Pri vecjih glo-
binah se hitrost vrtenja ob ekvatorju za¢ne upocasnjevati, proti poloma
pa pospesevati! Pri priblizno polovici premera se obe hitrosti zlagoma
poenotita in kaze, da se po premeru notranja polovica Sonca vrti enako-
merno, torej kot togo telo. Za tako nenavaden vzorec vrtenja doslej Se ni
dobre razlage.

Sonéev dinamo

Zadnje od vprasanj solarne astronomije, ob katerem se bomo na kratko
ustavili, se tice Soncevega magnetizma. Z magnetizmom v zunanjih pla-
steh je povezana Sonceva aktivnost. Sonéne pege smo ze omenili. Kako
pa nastane magnetno polje, ki ima svoja pola v paru peg? Soncev plin je
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dovolj vroé, da je ioniziran. Elektroni so izbiti iz atomov, tako da imamo
proste negativno nabite elektrone in pozitivno nabite ione. Takemu plinu
pravimo plazma. Plazma je elektriéno prevodna. Ce se elektriéni pre-
vodnik giblje preko magnetnega polja, se v njem inducira elektri¢éni tok.
Elektri¢éni tok ustvarja novo magnetno polje. To se doda prvotnemu. Po
drugi strani gibajoce se magnetno polje tezi k temu, da bi povleklo pre-
vodnik s seboj. Posledica vsega tega je, da so plini in magnetne silnice
med seboj povezani — tako je v vsaki plazmi in tudi na Soncu. Plini drsijo
vzdolz magnetnih silnic. Opis njihovega gibanja je zapleten, z njim je, kot
ze receno, povezana nenehna Sonceva aktivnost v obliki peg in izbruhov,
ki jih lahko opazujemo tudi z Zemlje. Mocni izbruhi sproséajo nakopic¢eno
magnetno energijo, ki je ekvivalentna energiji milijard jedrskih eksplozij
in ki dvigne temperaturo podroéij v velikosti Zemlje za desetine milijonov
stopinj. Pojavljanje taksnih izbruhov tece vzporedno s ciklom soncevih
peg.

Povréinski magnetni pojavi pa izvirajo iz nevidnega notranjega ge-
neratorja. V astronomskih uc¢benikih beremo o t.i. Sonc¢evem dinamu.
Nastajanje elektromagnetnih polj Sonca naj bi bilo podobno kot pridobi-
vanje elektrike v elektrarnah — z vrtenjem dinama. In kakSen naj bi bil
Soncev dinamo? “Dinamo” so vroci krozeéci plini globoko v notranjosti
Sonca, ki se gibljejo skozi Son¢evo magnetno polje, pri tem se generirajo
elektricéni tokovi, ki jih spremljajo nova magnetna polja. Ker pri magneto-
hidrodinamiki, ki natanéneje opisuje zgoraj omenjeno, ne gre brez dolgih
in tezkih enacb, bo bralec, ki bi ga to utegnilo podrobneje zanimati, morda
pomislil na studij fizike.

Danes pa se zdi, da model dinama ni ve¢ v skladu z novejsimi opazo-
vanji gibanj plinov znotraj Sonca. Nekateri tako govorijo o krizi v teoriji
Sonéevega dinama. Za zatasno resitev so teoretiki Sonéev dinamo zato
premaknili globje, v blizino sredisca, kjer se Sonce vrti enakomerno. Za-
gotovo vemo le, da je magnetizem, ki se dogaja globoko v notranjosti
Sonca, direktno povezan z magnetizmom v povrsinskih plasteh in tako s
Sonéevo aktivnostjo. Za podrobnejse razlage o tej povezavi pa ¢akamo na
nove opazovalne podatke, in ko bodo le-ti temeljito ovrednoteni, bodo te-
oretiki spet morali dopolniti stare modele. Upamo lahko, da bomo kmalu
izvedeli, kaj pravzaprav so sonceve pege, ki pa jih dotlej lahko — seveda
ob primernih varnostnih ukrepih za zaScito o¢i — opazujemo kar s Solskim
teleskopom.

Mirjam Galici¢



146 Raéunalnistvo

LOGO, SEZNAMI IN MNOZICE

Zelvja grafika je gotovo najbolj znan in najbolj priljubljen del program-
skega jezika logo. Uporaba grafike ni zapletena, poznati moramo le nekaj
ukazov, prav pa pridejo tudi pomozne spremenljivke in seveda odlocitveni
stavki ter zanke. Zelo zanimive risbe lahko narisemo tudi z uporabo re-
kurzije. Nekoliko manj znan in tudi nekoliko zahtevnejsi del loga pa so
seznami. Ti sodijo v tisti del loga, ki se moéno navezuje na programski
jezik lisp (list processing; list je angleSka beseda za seznam).

Seznami v logu nastopajo zelo pogosto in so poleg Stevil in nizov
znakov osnovni v logo vgrajeni podatkovni tip. Srecamo jih tudi kot
parametre pri vgrajenih ukazih. Tako ima ukaz REPEAT dva parametra:
prvi je Stevilska vrednost; ta pove, kolikokrat se ponovijo ukazi iz seznama,
ki je drugi parameter.

V nadaljevanju bomo spoznali osnovne ukaze za delo s seznami, za
vajo pa bomo v narecju MSWlogo! sprogramirali nekaj ukazov za delo z
mnozicami. Mnozice bomo predstavili s seznami, v katerih bodo nasteti
elementi mnozic. Na primer, mnozico {1,2} bomo predstavili s sezna-
mom [1 2], morda pa tudi s seznamom [2 1], saj vrstni red, v katerem
nastejemo elemente mnozice, ni pomemben.

Za zacetek napisimo ukaz, s katerim bomo za dano stevilo n zgradili
mnozico, ki vsebuje stevila od 1 do n. Program bomo zasnovali klasi¢no.
Uporabili bomo pomozno spremenljivko. To v logu uvedemo z ukazom
LOCAL. Njena zacetna vrednost bo prazen seznam []. Nato v zanki
REPEAT, ki jo ponovimo n-krat, na konec seznama, ki je shranjen v po-
mozni spremenljivki, z ukazom LPUT (“last put”) po vrsti dodamo &tevila
T By e

TO seznam :n
; Zgradi seznam Stevil od 1 do n. Varianta z zanko.

LOCAL "s
MAKE "s []
REPEAT :n [MAKE "s LPUT REPCOUNT :s]
OF: s
END

Ukaz REPCOUNT vrne Stevilo, ki pove, v kateri ponovitvi zanke REPEAT smo.
Ukaz LPUT svoj prvi argument, ta je v naSem primeru §tevilo, ki ga vrne
REPCOUNT, postavi na konec seznama, ki je drugi argument, in kot rezultat
vrne povecani seznam. S povedanim seznamom je treba v programu nekaj
storiti, sicer bo logov tolma¢ javil napako. Tako ga z ukazom MAKE zopet
shranimo v spremenljivko s.
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Kako se obnasa napisani ukaz, lahko poskusimo na primer s SHOW
seznam 7 ali pa s SHOW seznam 2 * 5.

Napisani ukaz seznam je precej omejen. Dopolnimo ga tako, da bo
tudi spodnja meja seznama, ki ga zelimo zgraditi, spremenljiva.

TO seznam :m :n

; Zgradi seznam Stevil od m do n. Rekurzivna izvedba.
IF :m > :n [OP []] ;Baza rekurzije.
0P FPUT :m (seznam :m + 1 :m)

END

Tokrat smo ukaz napisali rekurzivno. Rekurzija je programerski prijem,
ki nam velikokrat olajsa programiranje in poenostavi resitev, hkrati pa jo
naredi bolj pregledno. Pri rekurzivnem programiranju vedno potrebujemo
ustavitveni pogoj (osnovo rekurzije), to je primer, ko ukaz ne poklice
samega sebe, temvec vrne neko znano vrednost ali pa opravi neko dolo¢eno
opravilo. V naSem programu rekurzivni klic ni potreben tedaj, ko je
spodnja meja vecja od zgornje (to preverimo z ukazom IF). Ce pa spodnja
meja Se ni vecja od zgornje, seznam Stevil od m do n zgradimo tako,
da rekurzivno (z istim ukazom, le s spremenjenim prvim argumentom)
zgradimo seznam Stevil od m + 1 do n, v ta seznam pa nato na zacetek z
ukazom FPUT dodamo Se stevilo m. Pri vsakem rekurzivnem klicu se tako
razlika med drugim in prvim argumentom zmanjsa za ena, kar zagotavlja,
da se rekurzija res iztece. Ukaz FPUT (“first put”) deluje enako kot ukaz
LPUT, le da element doda na zacetek in ne na konec seznama.

Spomnimo se, da je mnozica podmnozica druge mnozice, ¢e je vsak
element prve mnozice tudi element druge mnozice. Sestavimo ukaz v logu,
ki bo ugotovil, ali je prva mnozica podmnozica druge.

TO podmnozica :a :b

; Ali je vsak element iz a tudi v b? Rekurzivma varianta.
IF EMPTYP :a [OP "TRUE] ;Prazna mnoZica je vedno podmnoZica.
IF NOT MEMBERP (FIRST :a) :b [OP "FALSE] ;Ni podmnoZica.
OP podmnozica (BF :a) :b

END

Tudi tokrat smo ukaz napisali rekurzivno. Za konec rekurzije imamo dve
moznosti. Prazna mnozica je podmnozica vsake mnozice. Ali je seznam
prazen, ugotovimo z ukazom EMPTYP. Kadar prva mnozica ni prazna, po-
gledamo, ali je njen prvi element vsebovan tudi v drugi mnozici. Do
prvega elementa seznama pridemo z ukazom FIRST. Ali ta element pri-
pada seznamu, ugotovimo z ukazom MEMBERP. Ukazi, ki se konéajo s érko
P, vracajo niz znakov, ki predstavlja logi¢no vrednost (TRUE — resni¢no ali
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FALSE - lazno). Z negacijo NOT, ki jo najpogosteje uporabljamo v logi¢nih
pogojih, spremenimo vrednost TRUE v FALSE in obratno. Do rekurziv-
nega klica pride, kadar je prvi element prve mnozice tudi element druge
mnozice. Tedaj moramo preveriti, ali je prva mnozica brez prvega ele-
menta podmnozica druge mnozice. To storimo z rekurzivnim klicem, pri
katerem za prvi argument uporabimo prvo mnozico brez prvega elementa
(seznam brez prvega elementa vrne ukaz BF — “but first”). Pri vsakem
rekurzivnem klicu se tako dolzina prvega argumenta zmanjsSa za ena, kar
zopet zagotavlja, da se rekurzija res konca.

Seznama [1 2] in [2 1] nista enaka (kot seznama), predstavljata
pa isto mnozico. Za ugotavljanje enakosti mnozic torej ne moremo upo-
rabiti v logo vgrajenega operatorja =, ampak moramo sprogramirati svoj
ukaz. To pa ni tezko, saj sta mnozici enaki natanko tedaj, kadar je prva
podmnozica druge in hkrati druga podmnozica prve.

TO enaki :a :b
; Ali imata seznama enake elemente?

OP AND podmnozica :a :b podmnozica :b :a
END

Preizkusimo ukaze, ki smo jih sprogramirali. Ce se nismo zmotili,
klic

enaki (seznam 10 20) (REVERSE seznam 10 20)

vrne vrednost resni¢no. Pri tem je REVERSE ukaz, ki vrne seznam z za-
menjanim vrstnim redom elementov. Na primer, klic REVERSE [a b c]
vrne seznam [c b al. Okrogli oklepaji okoli argumentov ukaza enaki
sicer niso nujno potrebni, povecajo po ¢itljivost izraza.

Sedaj pa je ze ¢as, da se lotimo (vsaj na prvi pogled) nekoliko zah-
tevnejse naloge. Sestavili bomo ukaz, ki izracuna presek dveh mmnozic.
Tudi tokrat je osnovna ideja resitve preprosta. Sprehodimo se po prvi
mnozici in na vsakem koraku za tekoci element pogledamo, ali je tudi v
drugi mnozici ali ne. Ce ni, ga le presko¢imo, sicer pa ga postavimo v
rezultat. Sprehod skozi prvo mnozico bomo zopet napisali rekurzivno.

TO presek :a :b
; Izrafuna presek mnoZic a in b. Rekurzivma varianta.
IF EMPTYP :a [OP :a] ;Baza rekurzije. Konec pregleda prve mmnoZice.
;Prvi element iz a ni v preseku.
IF NOT MEMBERP (FIRST :a) :b [0OP presek BF :a :b]
;Prvi element iz a je v preseku.
OP FPUT (FIRST :a) (presek BF :a :b)
END
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Naslednji problem, ki se ga bomo lotili, je izracun karteziénega pro-
dukta para mnozic. Ta je definiran kot mnozica vseh urejenih parov, pri
katerih je prva komponenta para iz prve, druga pa iz druge mnozice:

Ax B={(a,b)|a€ A,be B}.

Domenimo se, da bomo urejeni par (a,b) v logu predstavili kot navadno
mnozico z elementoma a in b, pazili bomo le, da bo a v paru naveden pred
b, torej [a b]. Napisati torej zelimo ukaz, ki bo deloval nekako takole:
klic

kartezicni [a b c] [1 2]

naj vroe
[[a 1] [a 2] [b 1] [b 2] [c 1] [c 2]].

Resitev bomo tokrat napisali klasiéno, z uporabo dveh vgnezdenih zank
REPEAT. S prvo se sprehodimo skozi prvo mnozico, pri izbranem elementu
T iz prve mnozice pa v drugi zanki zgradimo vse pare, ki kot prvo kom-
ponento vsebujejo element z.

TO kartezicni :a :b
; Izrafuna karteziZni produkt mnoZic a in b. Iterativna varianta.
LOCAL "s ;PomoZna spremenljivka za karteziZni produkt.
(LOCAL "x "y) ;Komponenti urejenega para.
MAKE "s []
REPEAT COUNT :a [
MAKE "x ITEM REPCOUNT :a
;Naredimo vse pare, ki imajo x za prvo komponento.
REPEAT COUNT :b [
MAKE "y ITEM REPCOUNT :b
MAKE "s LPUT (LIST :x :y) :s
]
]
OP :s
END

V resitvi smo uporabili nekaj ukazov, ki jih doslej $e nismo srecali. Tako
ukaz COUNT vrne Stevilo elementov seznama. Z ukazom ITEM dobimo iz-
brani element seznama; klic ITEM :i :s vrne i-ti element seznama s. Ce
7elimo sestaviti seznam, ki bo kot elementa vseboval vrednosti spremen-
ljivk x in y, ne smemo zapisati [:x :y]. Logov tolma¢ namre¢ izrazov
znotraj seznamov ne ovrednoti, tako da se :x in :y ne bosta nadomestila
z ustreznima vrednostma. Uporabiti moramo ukaz LIST, da se argumenti
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najprej ovrednotijo, nato pa ukaz iz njih sestavi seznam. Ukaz ima lahko
tudi samo enega ali ve¢ kot dva argumenta. Pri taki uporabi moramo
celoto obvezno obdati z okroglimi oklepaji.

Ce ste pozorno pregledali ukaz kartezicni, potem ste gotovo opazili,
da pomozne spremenljivke y pravzaprav ne potrebujemo. Za vajo lahko
tako poskusite napisati varianto ukaza, ki bo uporabljala le eno pomozno
spremenljivko. Naj vam namignem, da je treba gornjo razli¢ico spremeniti
le na treh mestih.

Nas zadnji program bo izracunal potenéno mnozico dane mnozice.
Spomnimo se, da je potenéna mnozica mnozice A sestavljena iz vseh pod-
mnozic mnozice A:

P(A)={B|BC A}.
Ukaz v logu naj bi torej deloval nekako takole: klic

potencna [a b c]

naj vroe

[0 [a] [b] [ab] [c] [ac] [bc]l [abcll.

_ Pri programiranju bomo spet uporabili rekurzijo. Ideja je takale.
Ce je vhodna mnozica A prazna, potem ima njena potenéna mnoZica en
element, prazno mnozico (to bo osnova rekurzije). Sicer pa vzamemo
a € A. Mnozice v P(A) so dveh vrst: tiste, ki vsebujejo a, in tiste, ki
elementa a ne vsebujejo. Ce poiséemo tiste, ki ne vsebujejo a (to so ravno
mnozice iz P(A \ {a}), te pa lahko dobimo z rekurzivnim klicem), nato
pa vsako od njih “podvojimo” (naredimo ge eno kopijo, ki ji dodamo a),
dobimo ravno potenéno mnozico mnozice A.

TO potencna :a
; DoloZi potenZno mnoZico mnoZice a. Rekurzivna varianta.
IF EMPTYP :a [0P [[]]] ;PotenZna mnoZica prazne mnoZice.
OP SE (potencna BL :a) (razsiri (LAST :a) (potencna BL :a))
END
TO razsiri :x :s
; Na konec vsakega elementa iz s doda x in vrne seznam raz3irjenih
; seznamov. Npr. razsiri 1 [[a] [b] [a b]] --> [[a 1] [b 1] [a b 1]].
IF EMPTYP :s [0OP :s]
OP FPUT (LPUT :x FIRST :s) (razsiri :x BF :s)
END

V programu je uporabljenih tudi nekaj novih ukazov. Ukaza LAST in BL
(“but last”) delujeta podobno kot ukaza FIRST in BF, le da ucinkujeta
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na koncu in ne na zacetku seznama. Delovanje ukaza SE (to je okrajsava
za ukaz SENTENCE) je nekoliko bolj zapleteno. Ce so argumenti seznami,
potem ukaz vrne seznam, ki ga dobi z zdruzitvijo argumentov. Argumente,
ki niso seznami, ukaz obravnava kot enoelementne sezname. Na primer,

ukazi

(SE [a] [b] [c1), SE12 in (sE [1 2] 3 [1 [[41D

vrnejo
[ab <], [12] in [1 2 3 [4]].

Ponovimo, katere ukaze za delo s seznami smo spoznali. Prvi element
seznama vrne ukaz FIRST, zadnji element seznama pa dobimo z ukazom
LAST. Seznam brez prvega elementa vrne ukaz BF, seznam brez zadnjega
elementa pa ukaz BL. Ce katerega od ukazov FIRST, LAST, BF, BL upo-
rabimo na praznem seznamu, pride do napake med izvajanjem. Ali je
seznam prazen, ugotovimo z ukazom EMPTYP. Sezname povecujemo z uka-
zoma FPUT in LPUT. Prvi doda element na zacetek, drugi pa na konec
seznama. Koliko elementov ima seznam, nam pove ukaz COUNT. Z uka-
zom MEMBERP ugotovimo, ali je izbrani objekt element seznama, z ukazom
REVERSE pa obrnemo vrstni red elementov v seznamu. Do elementa na
izbranem mestu pridemo z ukazom ITEM. Sezname gradimo z ukazoma
LIST in SENTENCE. Nasteti ukazi (razen ukaza REVERSE) so standardni in
jih poznajo praktiéno vsa narecja loga. Omenimo Se, da vecina zgoraj
nastetih ukazov smiselno deluje tudi na Stevilih in nizih znakov.

Za konec dodajmo Se nekaj nalog za nadaljnje delo:

1. Ce prvi ukaz seznam poklicemo z negativnim Stevilom, npr. seznam
-3, pride do napake med izvajanjem. Ukaz REPEAT namreé¢ kot prvi
parameter zahteva nenegativno Stevilo. Spremenite ukaz tako, da
bo takrat, ko bo argument negativen, vrnil seznam stevil od —1 do
vrednosti argumenta. Primer: klic seznam -3 naj vrne [-1 -2 -3].

2. Omenili smo ze, da isto mnozico lahko predstavimo z razliénimi se-
znami. Zamenjamo lahko vrstni red elementov, pa tudi nekateri ele-
menti se v seznamu lahko ponovijo. Na primer, vsi seznami [1 2], [2
1] in [1 2 2 1] predstavljajo isto mnozico (tudi ukaz enaki, ki smo
ga napisali, jih med seboj ne loé¢i). Sprogramirajte ukaz poenostavi,
ki vzame seznam in iz njega izloci veckratne pojavitve elementov;
npr. poenostavi [1 2 3 1 2] naj vrne [1 2 3].

3. S pomocjo ukaza poenostavi iz prejSnje naloge in ukaza COUNT se-
stavite ukaz moc, ki vrne mo¢ mnozice, ki jo predstavlja seznam. Na
primer, klicmoc [1 2 3 1 2] mora vrniti 3.
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4.

Uporabite ukaz poenostavi iz druge naloge ter ukaz SENTENCE in
sestavite ukaz unija, ki poisée unijo dveh mnozic. Pri tem naj bo
unija predstavljena s seznamom, v katerem ne bo veckratnih pojavi-
tev elementov.

V teoriji mnozic urejeni par (z,y) obi¢ajno definiramo kot mnozico
{{z},{z,y}}. Spremenite ukaz kartezicni tako, da bo elemente kar-
tezicnega produkta vrnil v taki obliki. Tako naj klic z argumentoma
[a b] in [1 2] vrne seznam

[[fal[a 111 [[al[a 211 [[bl1[b 111 [[b]l[b 2]111.

Ukaz potencna razvrsti elemente seznama, ki predstavlja potenéno
mnozico, tako, da so v prvi polovici tisti, ki ne vsebujejo zadnjega
elementa, v drugi polovici pa tisti, ki ga vsebujejo. Spremenite ukaz
tako, da bodo elementi potenéne mnozice razvriceni po moci, pri
enaki moci pa na enak nacin kot doslej. Na primer, klic z argumentom
[a b c] naj vrne

[[1 [al [b] [c] [ab]l [ac] [bec]l [abcll.

Celotno skupino ukazov za delo z mnozicami bi lahko zasnovali tudi
drugace. Vsako mnozico bi predstavili v “kanonski” obliki z urejenim
seznamom brez ponovitev elementov. Pri taki predstavitvi se neka-
tere operacije nad mnozicami poenostavijo oziroma jih lahko sprogra-
miramo bolj u¢inkovito. Na primer, enakost mnozic lahko preverimo
kar z vgrajenim operatorjem =. Poskusite sestaviti ukaze, ki bodo
delali s tako predstavljenimi mnozicami. Seveda morate paziti, da
bodo rezultati, ki jih vracajo ukazi, spet v “kanonski” obliki.
Martin Juvan

STEVILSKA IGRICA ZA MLADE RACUNARJE

Ana je Miha spet spravila v zadrego z racunsko igro. Dala mu je naslednja
navodila:

“Izmisli si poljubno stevilo in ga pomnozi z 2. Produktu pristej 3,

dobljeno vsoto pomnozi s 5 in od rezultata odstej 11. Ce mi poves, koliko
si dobil, ti takoj povem, katero stevilo si si na zacetku izmislil.”

Miha ne ¢udi, da zna Ana poiskati zacetno stevilo. Navsezadnje je

potrebno samo ves racun izpeljati v ‘obratni smeri’. Toda, kako ji to tako
hitro uspe?

Mu znate pojasniti?
Marija Vencelj
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39. MEDNARODNA MATEMATICNA OLIMPIADA

Da je bilo tekmovalcem na matematiéni olimpiadi vedno vroce vsaj dva
dni, je vsem jasno. Da pa je bilo na zadnji olimpiadi tekmovalcem vroce
kar dva tedna, postane vsem jasno, ko razkrijemo prizoriséce: Tajvan ali
Formoza, kot so ta tropski otok poetiéno poimenovali portugalski po-
morscaki.

Slovensko ekipo so sestavljali tekmovalei Dusan Jan iz Gimnazije Tol-
min, Jure Kalignik iz SC Celje — Gimnazije Lava, Martin Milani¢ iz Gim-
nazije Koper, Ajda Skarlovnik in Tadej Staréi¢ iz Gimnazije Bezigrad in
Matjaz Titan iz Gimnazije Murska Sobota, élan mednarodne tekmovalne
komisije Darjo Felda in uradni opazovalec Gregor Dolinar s Fakultete za
elektrotehniko ter vodja ekipe Matjaz Zeljko s Fakultete za matematiko in
fiziko. Ekipa je prispela v Taipei nekaj dni pred tekmovanjem. Cas smo
porabili za prilagoditev na tropsko klimo in na Sest ur ¢asovnega premika.
Najbolj pestro je bilo 15. in 16. julija, ko so se tekmovalci spoprijeli z
nalogami, med katerim sta bili tudi naslednji dve:

1. Na nekem tekmovanju je sodelovalo m tekmovalcev in n sodnikov,
kjer je n > 3 liho Stevilo. Vsak sodnik je ocenil vsakega tekmovalca
bodisi z uspeSen bodisi z neuspesen. Naj bo k tako Stevilo, da se
za vsaka dva sodnika njune ocene ujemajo pri najveé k tekmovalcih.
Dokazi, da je

k _n-—1
_ > :
m - 2n

2. Naj bo I sredisée trikotniku ABC vértane kroznice. Vértana kroznica
se dotika stranic BC', CA in AB zaporedoma v tockah K, L in M.
Vzporednica k premici M K skozi tocko B seka premici LM in LK
zaporedoma v toékah R in S. Dokazi, da je kot < RIS oster.

Po tekmovanju so si tekmovalci ogledali Se nekaj lokalnih znamenitosti in
preziveli manjsi potres v osrednjem delu otoka.

Na matematicni olimpiadi je naSa ekipa uspesno sodelovala, saj je
Tadej Staré¢i¢ osvojil bronasto medaljo, Ajda Skarlovnik in Matjaz Titan
pa sta prejela pohvali.

Zahvala za uspehe nasih olimpijcev in tekmovalcev na drugih tek-
movanjih gre predvsem uciteljem-mentorjem, ki mladim nadobudnezem
pomagajo pri spoznavanju matematike, nastop na olimpiadi pa so v veliki
meri omogo¢ili Ministrstvo za Solstvo in Sport, Ministrstvo za znanost in
tehnologijo ter sponzorji Hermes Softlab iz Ljubljane in Mura ter Modna
kravata Gjergjek iz Murske Sobote.

Matjaz Zeljko
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DVE PALICI Z ENAKIMA SENCAMA

Se spominjate stare taborniske naloge o merjenju visine droga? Glasi
se takole: Imamo pokonci postavljen drog za zastavo, palico in merilni
trak. Zmaga tisti, ki najhitreje izmeri dolzino droga. Prebrisani novinec
postavi pokonci palico, zaznamuje, kje je 1 m nad zemljo, izmeri dolzino
sence tega dela palice in dolzino sence droga ter hitro izraéuna dolzino
droga.

Ali vedno razlicno dolge navpicéne palice mecejo razlicno dolge sence?
Odgovor je pritrdilen le, ¢e merimo dolZine sence takrat, ko so svetlobni
zarki, ki padajo na palice, med seboj vzporedni (in je podlaga seveda
vodoravna). To je takrat, ko je svetilo zelo daleé, oziroma, ¢e je svetilo
Sonce. Kaj pa, ¢e svetilo ni dale¢ stran? Poglejmo si naslednjo nalogo

(slika 1). -
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Slika 1.

Dve palici zabodemo navpiéno v zemljo tako, da ima prva visino v
in druga visino v/2 ter da sta v razdalji v. Ce je podlaga vodoravna,
lahko opazujemo senci, ki ju me¢eta palici. Kam moramo v ravnini palic
postaviti svetilo, da bosta senci na nasprotnih straneh palic in da bosta
enako dolgi?

Narisimo skico in opazujmo, po kaksni krivulji se giblje tocka T, v
kateri je svetilo, ko se dolzini senc (s) daljsata (krajsata).

Nalogo lahko resimo vsaj na dva nacina.

Prvi nacin

Koordinatni sistem izberemo tako, da je os = kar na podlagi, os y pa
vzdolz krajse palice. Pri oznakah kot na sliki, lezi tocka T na preseéiséu
premice p(Sy, P1) in premice p(Sz, Ps).
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Iz enacb teh dveh premic

izlo¢imo parameter s in dobimo ena¢bo krivulje, po kateri se giblje tocka
T (oziroma nase svetilo):
_v(2z—v) v|
T 3z—2v

To je enacba enakoose hiperbole, ki
ima asimptoti

A in 21.1 d
= -u = —v. B
¢ = s T\
Ali tocka T opise vso hiperbolo?

Poglejmo na poskus s praktiénega sta- 519 |0 \

1
1
1
1
1
1
)
1
1
[}
]
1
L

lisca. Svetilka mora biti visje kot zgor-
nja konca palic, torej y > v, in med
podaljskoma obeh palic (0 < z < v), Slika 2.
saj sicer ne bi mogli dobiti senc na na-
sprotnih straneh. To pomeni, da je

v(2I—U)>v in zato b >0
3z —2v 3z —2v ’

Ker je 0 < z < wv, mora biti
3z — 2v > 0 in konéno

V< T <P,

g <z<v
To pa pomeni, da je krivulja, po ka-
teri se giblje svetilo, le del desne veje
hiperbole, kot kaze slika 3, seveda brez — !
tocke Py, ki je teme desne veje hiper- 5150 v Ty M35,
bole. Slika 3.
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Drugi nacin

Obdrzimo koordinatni sistem tak, kot je bil v prvem primeru, in
izberimo dolzino v za enoto. Na sliki 1 opazimo podobne trikotnike:

ATT,S; ~ AP,OS;
ATT, Sy ~ AP;MSs .

Iz primerjav dolzin stranic sledi:

y 1
z+s 2s
Y 1

1-z+s s’
Enaébi preuredimo:
2sy=z+s
sy=1l—z+38

in izrazimo s (dolzino sence) z z in 1 z y:

2

:3 —_— -

8 (z 3

1 2
g—3(y—§)-

Od tod sledi

Faktorja na desni strani dobljene enacbe sta pozitivha (enaka sta 3 in
%, kjer je s dolzina sence) in sta zato razdalji tocke T' od premic = = 2
in y= % Enacba pove, da je produkt teh razdalj konstanten, ne glede
na izbor tocke 7. Krivulja, ki ima lastnost, da je produkt razdalj po-
ljubne njene tocke od dveh premic (asimptot) konstanten, je hiperbola.
Upostevati moramo le tisti del hiperbole, kjer sta izraza z — 2 in y — 2
pozitivna in ki lezi med obema palicama.

Nada Razpet, Danica Mati

Vprasanje za bralce: Ali je odgovor bistveno drugaden, ¢e sta palici
poljubnih dolzin in na poljubni oddaljenosti druga od druge?
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POLETNA SOLA MATEMATIKE NA BLEDU

Na poletni $oli matematike so se zbrali najbolj§i matematiki — bivsi osmo-
solci. To so tisti, ki so osvojili vse mozne tocke na drzavnem tekmovanju
za zlato Vegovo priznanje. “Tabor” je pripravilo DMFA.

Izpis iz dnevnika Sole:

Nase prvo sre¢anje je bilo na avtobusni postaji Ljubljana. Sledila je
kratka predstavitev: Matic Glavan, Ales Frece, Tonéek Gradisek, Mojca
Lakner, Matija Perne, Tjasa Stepisnik Perdih, Ana Sinkovec in se nasa
vodja Klavdija Pintar.

Ko smo se vsi drug drugega dobro nagledali, je pocasi stekel tudi
pogovor. Nasi jezicki so se na poti proti Bledu vse bolj razvezali.

Letos smo vsi koncali osmi razred in zato je bila prva tema valeta.
Se strinjate z mano, da o tem lahko govoris veé ur?

Na Bledu smo si najprej podrobno ogledali Plemljevo vilo, nato iz-
brali apartmaje, oblikovali urnik za ves teden, se pogovorili o urniku, ki
nam ga je pripravil gospod Potoénik, ter se domenili o nalogah, ki naj bi
jih posamezni élan opravljal. Mene je doletela funkcija pisanja dnevnika
(Ana).

li}’ogledat nas je prisla tudi svetovalka z Zavoda za Solstvo, Francka
Urbanija Vencelj. Z nami je posedela dve uri, predlozila nam je tudi nekaj
idej za prezivljanje prostega casa.

Da pa nismo ostali laéni, so nas gostili v restavraciji hotela Kompas.

Tako je bil prvi dan zakljucen.

Naslednji dan nas je neusmiljena Klavdija vrgla iz postelje Ze ob
sedmih. Vsi zaspani smo tavali od kopalnice do spalnice. Tudi na samo-
postreznem zajtrku smo komaj odpirali usta. Ob devetih sta nam prisla
predavat prof. dr. Marko Razpet in njegova zena prof. Nada Razpet.

Zelo zanimivo sta nam razlozila delovanje racunalniskega programa
Cabri. Pred ra¢unalniki smo sicer presedeli le polnih Sest ur, vendar smo
spoznali veliko novosti. Risali smo hiperbole, elipse, parabole, strafoide
ter spoznali pravila dinamiéne geometrije. Smejali smo se ob risanju Pa-
scalovega polza, mozgane pa nam je kravzljal tudi pravilni petkotnik.

Naérti za popoldne so nam zaradi dezja padli v vodo. V jezero bi padli
tudi sami, ée bi §li v najhujsem nalivu veslat na Blejski otok. Namesto
tega smo §li raje pes okoli jezera in na grad.

Ker nismo bili dovolj utrujeni, smo do poznih ur igrali karte.

Naslednjega dne smo poslusali predavanje o matemati¢nem modeli-
ranju mag. Zlatana Magajne,

Izraéunali smo odboj zogice ter prostornino diedra. Najbolj pa so
nas pritegnili detektivski problemi.
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Podala vam bom primer naloge: Neki detektiv je s prisluskovanjem
ugotovil, da je osumljenec pri hoji napravil 120 korakov v minuti. Naj se
slisi Se tako neumno, pa vendar je mo¢ iz tega podatka ugotoviti stevilko
osumljencevega ¢evlja. Ceprav smo ob nalogi zmajevali z glavo, smo se
vseeno lotili dela. Po dolgem premisljevanju ter ob modelu hoje smo le
prisli na pravo pot. Za nevedne naj povem: model hoje je neka formula,
ki pomaga pri izracunu dolzine noge in koraka. Ne bom je pisala, ¢e pa
koga res zanima, se naj pozanima pri Klavdiji.

Sedaj razumete, kako lahko paleontologi izracunajo velikost in hitrost
dinozavra, ¢e odkrijejo ohranjeno stopinjo le-tega. Na koncu smo se po-
igrali tudi z zlaganjem pravilnega osemkotnika in Sestkotnika. Vse smo
podprli Se z raéuni, kar bi storili tudi éistokrvni matematiki.

Popoldne smo sli veslat na jezero. Sredi vracanja nas je presenetil
dez. Malo smo bili mokri, pa kaj zato. Zabavali smo se in to je vazno!

Zvecer smo izdelovali plakat, ki je prikazoval nase delo. Tonéek pa je
tudi napisal kratek ¢lanek o nasem taboru za internet.

Cetrti dan nam je predaval gospod Aleksander Potoénik, organizator
te poletne sole. Za odli¢no pripravo se mu lepo zahvaljujemo. Srecali smo
se s pravo teoreticno matematiko. Racunali smo sisteme linearnih enacbh
z vet neznankami. Pomagali pa smo si z matrikami.

Popoldne smo pesacili v Vintgar. Sonce je pripekalo, mi pa smo se
potili ob noSenju nahrbtnika, v katerem so bili dezniki. “Ziher” je le
“ziher”.

Zadnji dan pouka nam je predavala mag. Milena Strnad. Je urednica
pri DZS, zato nam je prinesla srednjeSolske u¢benike za matematiko. Bili
smo jih zelo veseli. Njena tema je bila Matematika nekoliko drugacge in
matematiéni problemi. Razlozila nam je lazje algebrske strukture, pa Se
te so se nam zdele tezavne, seveda ne vsem. Nekaj ¢asa smo potrebovali,
da smo se navadili na kompozitum, grupoide, vektorske modele ravnine,
distributivnostni zakon. . .

Najbolj pa smo se smejali tejle misli:

Matematika je mucilno orodje in ni¢ vec. V starem veku so z njo
mucili kristjane, v srednjem veku éarovnice, v novem veku pa srednjesolce.

Popoldan smo izdelali se en plakat, ki prikazuje celoten teden na
zabaven naéin. Na njem je kar nekaj smeSnega, a skoraj vse je slo skozi
cenzuro. Za zares prelep teden se moramo zahvaliti Klavdiji, ki nam je
odgovarjala na nasa zahtevna vprasanja in nas prenasala take, kot smo.
Hvala.

To je izpis iz Aninega dnevnika, ki je na koncu $ole matematike na
Bledu prisel v moje roke.
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Kot ste sami prebrali, je bil teden zares uspesen. Ceprav se je vse
dogajalo med pocitnicami, mlade glavice niso po¢ivale niti med popoldan-
skimi aktivnostmi, saj smo se kar naprej pogovarjali o logiki, matematiki
ali pa o fizikalnih problemih. Ko smo se zadnji dan poslavljali, je bilo
vsem tesno pri sreu, saj smo postali pravi prijatelji.

V upanju, da bodo tudi v prihodnje tako uspesni, so drug drugemu
zazeleli snidenje na matemati¢ni olimpiadi.

Klavdija Pintar
IZ PETIH KVADRATOV DVA

Kriz na sliki sestavlja pet enakih kvadratov. Z
ravnim rezom razrezite kriz na dva dela in enega
od nastalih kosov spet z ravnim rezom na nova
dva dela tako, da boste iz dobljenih treh kosov
lahko sestavili dva enaka, drug poleg drugega
lezeca kvadrata.

Pri iskanju resitve si pomagajte z geome-
trijskim premislekom.

Marija Vencelj
OKROGLO IN KVADRATASTO

Naj bo A poljubna neprazna podmnozica mnozice naravnih stevil. Lahko
se zgodi, da noben produkt dveh razliénih stevil iz mnozice A ni popolni
kvadrat. Taka je na primer mnozica {2, 3,4, 5,6, 7}, pa tudi mnozica vseh
prastevil. Po drugi strani pa se lahko zgodi, da je produkt poljubnih
dveh &tevil iz mnozice A popolni kvadrat. Taki sta na primer mnozica
{2,8,18,50, 72,200} in mnozica {1,4,9,16,...} vseh kvadratov naravnih
stevil. Mnozicam prve vrste bomo rekli okrogle, mnozicam druge vrste
pa kvadrataste. Seveda obstajajo tudi mnozice, ki niso niti okrogle niti
kvadrataste (pravzaprav je take mnozice Se najlazje najti).

Zdaj pa k nalogi. Ze pri navedenih primerih smo videli, da ob-
stajajo tudi neskonéne okrogle in kvadrataste mmnozice. Sprasujem pa
vas, koliko elementov imajo po moéi najvecje okrogle in koliko po moéi
najvecje kvadrataste podmnozice mnozice {1,2,...,1998,1999}. Ker zna
biti ra¢unanje zamudno, vam priporocam uporabo kalkulatorja, pa tudi
racunalnika se vam ni treba braniti.

Martin Juvan
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KRIZANKA “ZIMSKI POJAVI”
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PREDPES

Zgodba pripoveduje, da velikemu loveu Orionu pri lovu na divjega nebe-
snega Bika pomagata Veliki in Mali pes. O obeh psih krozi kar nekaj
zgodb. Ene prikazujejo prvega psa bolj krutega, druge pa drugega. Ka-
korkoli Ze, nas zanima predvsem ozvezdje Mali pes (Canis Minor) in v
njem glavna zvezda («), imenovana Prokijon (slika 1 in 2).

boes  a0f 80"

F ool

Slika 1. Takole po ozvezdju Orion najdemo Predpsa — zvezdo Prokijon. Najprej si na
sliki oglejte zvezdni trikotnik, ki ga sestavljajo Prokijon, Betelgeza in Sirij, nato ga
izsledite na nebu in ga opazujte. Ploscino tega trikotnika sicer lahko izracunate kar iz
te slike, vendar to naredite raje po opazovanjih zunaj.

Beseda prokijon je grskega izvora, pro pomeni pred, kijon pa pes.
Tako bi tej zvezdi lahko rekli kar Predpes, ¢e za Psa oznacimo zvezdo
Sirij, najsvetlejSo zvezdo v ozvezdju Veliki pes in hkrati tudi na nebu. To
ime je celo smiselno, saj v resnici Prokijon vzhaja kake pol ure pred Sirijem
in torej napoveduje prihod glavne in najbolj ble§¢ece zvezde na nebo. O
tem se lahko prepricate z opazovanjem, lahko pa tudi z zvezdno karto
ali raéunalnikom, vendar svetujem, da vzhod obeh zvezd raje doZivite na
prostem.
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Dobro obleceni in obuti v jasni noéi
opazujte zvezde zimskega neba. Potru-
dite se in naredite vse, da se boste ¢im
prijetneje pocutili pod njihovim okriljem.
Naj vas opozorim, da se v tem ¢asu na
noénem nebu zelo lepo vidi (skoraj ena-
kostraniéni) zvezdni trikotnik, ki ga se-
stavljajo zvezde Prokijon, Betelgeza (a
Oriona) in Sirij. Sam sem ta “zimski” Cargs Mvon
nebesni trikotnik velikokrat obéudoval, ,

) | . Slika 2. Predpes, narisan na stari

zato ga predlagam za opazovanje tudi . ; g :

= s .. zvezdni karti. Predpes je ena naj-

vam. Vendar bo treba nekaj tudi izmeriti  gyetlejsih in nam najblizjih zvezd,
oz. oceniti (slika 3). oddaljen dobrih 11 svetlobnih let.

VELIKI VOZ -

Slika 3. Ocenjevanje kotov na nebu z iztegnjeno roko. Namig za predlagano opazovanje:
Najprej ocenimo dolzine stranic (v kotih), nato pa izra¢unamo povpreéno vrednost
stranice a in pri predpostavki, da gre za enakostraniéni trikotnik, uporabimo formulo
%az 3 za ploséino enakostraniénega trikotnika. Lahko pa uporabimo Heronov obrazec

za ploscino trikotnika \/s(s —a)(s — b)(s — ¢), kjer so a, b, ¢ dolzine njegovih stranic
in s polovica obsega. Z natancnostjo ne pretiravajmo.
[Rezultat: priblizno 0,5 % celotne nebesne krogle.]
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7 iztegnjeno roko ocenite dolzine 59

stranic (kotne razdalje med posame- EEEEE IR TR ]
znimi zvezdami) omenjenega nebesnega
trikotnika in izracunajte njegovo plos-
¢ino. Primerjajte jo s plogéino celot-
ne nebesne krogle, ki meri 47 steradia-
nov oz. 4w kvadratnih radianov, to je
4m(180°/m)? ~ 41250 kvadratnih sto-
pinj (enota kvadratna stopinja se zdi res
nenavadna, a naj vas ne moti; prepro-
sto jo privzemite, pomeni pa kvadratno
ploskvico s stranico 1° na nebu). Pre-
prican sem, da boste nad rezultatom te
naloge zelo preseneceni.

o
0.5 em—> 05"

Ce zelite izmeriti kote na nebu na-
tancneje, lahko izdelate preprosto na-
pravo (slika 4). Na 30 do 35 cm dolgo
letvico zabijete Zebljicke brez glavice v
razdaljah 0,5 cm, vsak deseti pa naj bo
malo vigji od ostalih. Na konceh letvice
priévrstite trdni vrvici (dreto), ki naj
se zdruzita v razdalji 57 em od letvice. gumb
Na tem mestu naredite vozel in prisijete  gjika 4. Preprosta naprava za mer-
gunlb. jenje kotov na nebu.

Pri opazovanju damo gumb v usta in ga drzimo z zobmi, letvico
pa primemo z iztegnjenima rokama, da sta vrvici napeti. Ob taki legi
letvice ustreza razdalja med zebljickoma kotu 0,5°. Kot merimo tako, da
letvico namestimo v ravnino, ki gre skozi izbrani zvezdi in oko. Letvico
nato premikamo malo levo in malo desno, da na vsako od obeh zvezd
projiciramo enega od zebljickov. Iz ugotovljene razdalje med zebljickoma
doloéimo kot oz. kotno razdaljo med zvezdama. Kote lahko izmerimo tudi
z astronomsko ali krizno palico (glej Presek 19, 200).

Marijan Prosén
STEVILSKA KRIZANKA — Resitev s str. 71

Vodoravno: 1. 70, 2. 31, 4. 12, 6. 1024, 8. 10, 10. 933, 12. 113,
14. 132, 15. 210, 16. 27, 19. 1875, 21. 21, 22. 14, 23. 16.
Navpicéno: 1. 75, 5. 20, 7. 1331, 9. 1110, 18. 42, 20. 16.

Marija Vencelj
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ZANIMIVA NALOGA O PREDPSU

Ob Prokijonu so ze pred dobrimi sto leti odkrili sibko spremljevalko
(11. magnitude, torej vidno le z zmogljivim daljnogledom), ki ni navadna
zvezda, ampak zelo majhna in zelo gosta bela pritlikavka. Prokijon je torej
sestav dveh zvezd (dvojna zvezda), ki se zaradi medsebojne privlacnosti
gibljeta druga okrog druge (obhodni ¢as je 40 let). Glavna zvezda Proki-
jon A seva za okoli 6 Sonc, éeprav je njen polmer priblizno tako velik kot
polmer Sonca.

Izracunaj izsev in polmer spremljevalke, tj. Prokijona B, ¢e je gostota
svetlobnega toka, ki jo zabelezimo s Prokijona B, enaka j = 1072 W/m?.
Privzemi, da imata obe zvezdi enako barvo, da torej svetita pri enaki
povrsinski temperaturi. Izrazi izsev Prokijona B v izsevih Sonca Py =
=4-10% W in njegov polmer v polmerih Sonca R oz. polmerih Zemlje
(Re = 110 Ryz); za eno svetlobno leto vzemi kar 10'6 m.

Marijan Prosén

KRIZANKA “ZLATI JUBILEJ DMFA
SLOVENIJE” — Resitev s str. 96
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NENAVADNA FUNKCIJA — Resitev s str. 108

Funkcijo F' smo definirali rekurzivno z naslednjimi predpisi:
F(1)=1 in F(2n)=F(n), F2n+1)=F(n)+F(n+1)zan>1.
Poglejmo, kaksni so odgovori na zastavljena vprasanja.

(a) Sestaviti tabelo vrednosti funkcije F' ni tezko. Za¢nemo z 1, nato
pa po vrsti dolo¢amo nove vrednosti. Ce je argument sod, je vrednost
funkcije enaka kot pri polovici argumenta, sicer pa je za novo vrednost
treba sesteti vrednosti funkcije pri navzdol in navzgor zaokrozeni polovici
argumenta:

6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
2314 3 5 2 5 3 4 1

n |1234c5
Fn) |1 121 3
Iz tabele lahko opazimo zanimivo lastnost funkcije F: za vsako stevilo
n>1je F(2n+1) = F(2n) + F(2n + 2). To sploh ni presenetljivo, saj
je F(2n) = F(n) in F(2n + 2) = F(n + 1), tako da je gornja enakost
le drugace zapisano rekurzivno pravilo. Iz te enakosti lahko izpeljemo
zanimiv naéin za raéunanje vrednosti funkcije F'. Recimo, da ze poznamo
vrednosti funkcije F na Stevilih od 28! do 2F, kjer je k neko naravno
stevilo. Na primer, vrednosti funkcije F od 22 =4 do 23 = 8 so

1.8, 2, 8.1,

Potem vrednosti funkcije na stevilih od 2¢ do 2%+ dobimo tako, da v
zaporedje vrednosti od 2571 do 2¥ med vsaka zaporedna élena vrinemo $e
njuno vsoto. Iz zgornjega zaporedja tako dobimo

1,4,3,5 25,3, 4, 1.

Postopek lahko zapiSemo tudi v obliki “razpredelnice”:

1 1 (od 1 do 2)
1 2 1 (od 2 do 4)
1 3 2 3 1 (od 4 do 8)
1 4 3 5 2 5 3 41 (od 8 do 16)
15473857275837451 (od 16 do 32)
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(b) Izraéunajmo vrednost F'(1999):

F(1999) = F(999) + F(1000) =
= (F(499) + F(500)) + F(500) = F'(499) + 2 - F(500) =
= (F(249) + F(250)) + 2 - F(250) = F(249) + 3 - F(250) =
= (F(124) + F(125)) + 3 F(125) = F(124) + 4 - F(125) =
= F(62) +4- (F(62) + F(63)) =5- F(62) +4- F(63) =
=5-F(31)+4- (F(31)+ F(32)) =9- F(31) +4- F(32) =
=9 (F(15) + F(16)) +4- F(16) = 9- F(15) + 13- F(16) .

Vrednosti F(15) in F(16) pa lahko Ze razberemo iz tabele: F(15) =4 in
F(16) = 1. Tako smo izracunali

F(1999) =9 F(15) + 13- F(16) =9-4+13-1=49.

(c) Spomnimo se, da je funkcija injektivna, ¢e ima za poljubna razliéna
argumenta vedno tudi razliéni vrednosti. Povedano nekoliko drugace: ce
ima funkcija pri dveh stevilih enako vrednost, potem sta ti dve Stevili
enaki. Torej funkcija F' gotovo ni injektivna, saj sta ze sliki stevil 1 in 2
enaki: F'(1) = F(2) = 1. Celo veg, zlahka se prepricamo, da ima funkcija
F vrednost 1 na vsaki potenci stevila 2.

S surjektivnostjo bo nekaj ve¢ dela. Funkcija bo surjektivna, ¢e za
vsako naravno Stevilo k najdemo vsaj eno naravno Stevilo £, tako da bo
F(£) = k. Poglejmo Se enkrat razpredelnico, v kateri so zapisane vredno-
sti funkcije F. Opazimo lahko, da so predzadnji elementi v posameznih
vrsticah po vrsti enaki 1, 2, 3, 4 in 5. Domnevamo torej, da za vsako
naravno Stevilo k velja F(2*¥ — 1) = k. Domnevo seveda dokazemo z in-
dukcijo. Bazo indukeije smo ze preverili v tabeli, indukeijski korak s k na
k+ 1 pa sledi iz

F@2*! —1)=F@*-1)+F(2*) =k +1.

Vzamemo torej lahko £ = 2¥ — 1. Podobno velja tudi F(2¥-1 4+ 1) =k za
k=1,

(d) Se enkrat si oglejmo razpredelnico z vrednostmi funkcije F. Najvecja
vrednost v prvi vrstici je 1, v drugi vrstici je najvecje stevilo 2, v tretji
3, v cetrti 5, v peti pa 8. To pa so ravno zacetni ¢leni Fibonaccijevega
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zaporedja. Z nekaj smelosti postavimo domnevo, da je za vsako naravno
stevilo n, ki je manjse ali enako 2%, vrednost funkcije F(n) manjsa ali
enaka fri1. Pri tem smo s f; oznagili i-to Fibonaccijevo Stevilo. (Pono-
vimo: Fibonaccijevo zaporedje je definirano rekurzivno z bazo f| = fo =1
in rekurzivno formulo fiy1 = fi + fi_1, ¢ > 2.) Domneva je sicer smela,
dokaz z matemati¢no indukeijo (po indeksu k) pa ni prav ni¢ tezak. Baza
indukcije bosta tokrat dve vrednosti, k = 1 in k = 2. Ker je F(1) =
= F(2) = F(4) =1 = fy in F(3) = 2 = f3, ocena za ti dve vrednosti
velja. Pokazimo Se indukeijski korak. Predpostavimo, da ocena velja za
stevili £ —2 in k& — 1. Pokazati zZelimo, da za vsako Stevilo n, ki ni veéje od
2% velja F(n) < fry1. Glede na parnost tevila n loéimo dve moznosti.
Ce je stevilo n sodo, n = 2m, potem po indukeijski predpostavki velja
F(n) = F(m) < fi < fis1, saj je m < 25-1. Ce pa je stevilo n liho,
n = 2m+1, potem je F(n) = F(m)+ F(m+1). Tokrat je m+1 < 2k1,
Eno od &tevil m, m+1 je sodo, ozna¢imo ga z m'. Ker je F(m') = F(%')
in 2 < 22 po indukcijski predpostavki za k — 2 velja F(m') < fi_1.
Torej lahko ocenimo

F(n)=F(m)+ F(m+1) <
< max{F(m), F(m+ 1)} + F(m') < fi + fr-1 = fr1,

to pa smo tudi zeleli dokazati.

Ker je 211 = 2048 > 1999, smo tako dokazali, da je F(n) < fio = 144
tudi za vsa Stevila n < 1999. Poiskati moramo le e Stevilo n < 1999,
za katero je F(n) = 144. Ce pogledamo v razpredelnico, lahko opazimo,
da se v k-ti vrstici Stevilo fr4; pojavi dvakrat, enkrat v prvi in enkrat
v drugi polovici. Izjema je le stevilo f3 = 2 v drugi vrstici, ki nastopi le
enkrat, in sicer na sredini. Oznaéimo z aj, vrednost argumenta funkcije
F, ki ustreza prvi pojavitvi vrednosti fy41 v k-ti vrstici razpredelnice, by
pa naj oznacuje zadnjo pojavitev. Iz razpredelnice razberemo vrednosti

gi=1 aa=3 as=5H, ap =11, as =21
in

bi=2 bo=8, ba="T, ba=13, bs=27.
Zaslutimo lahko, da za k > 1 zaporedji a; in by, zadoscata zvezama

app1=2ak — (—1)* in bpyr = 2bp + (—1)F,
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za k > 2 pa tudi zvezi
Qg1 = Qg + 2051 oziroma br4+1 = b + 2bg—1 .

Z indukcijo se hitro prepri¢camo, da je F(ay) = F(by) = fr41. Poglejmo
indukcijski korak s k — 1 in k na k + 1 za zaporedje a;, (dokaz za stevila
by, je enak):

F(ak_'_]) = F(ﬂ.k + 2a_1) = F(ak) 4= F(2£Ik_1) =

= F(ax) + F(ag-1) = fe+1 + fx = frs2 -
V raéunu smo pri drugem enacaju v prvi vrstici upostevali, da sta ax
in 2a;_; sosednji Stevili, saj iz rekurzivne zveze za zaporedje a; sledi,
da je njuna razlika enaka (—1)*. Z dodatnim razmislekom lahko tudi
pokazemo, da sta ap in by edini Stevili med 251 in 2%, za kateri ima
funkcija F' vrednost fi41.
Ce obe gornji rekurzivni zvezi razresimo, dobimo

. 9k L (—1)k ok _ 9 (_1\k
=42+62(1) o bk=52 é(l).

Iséemo Stevili ayy in byy. Dobimo ju iz gornjih formul (lahko pa tudi z
veckratno uporabo rekurzivne zveze):

ag

ayj = 1365 in b]] =1707:

To sta torej tisti stevili do 1999, pri katerih funkcija F' zavzame najvecjo
vrednost.

Martin Juvan

STOPNJE TOCK GRAFOV V NALOGAH -
Resitev portoroske naloge s str. 78

Tocke grafa naj predstavljajo kopalce na portoroski plazi, dve tocki pa
povezimo s povezavo, ¢e sta ustrezna kopalca med seboj oddaljena do
10 m. Po predpostavki naloge (namreé, da kjerkoli ze ste na plazi, imate
na razdalji do 10 m Se druge obiskovalce) je stopnja vsake tocke vsaj 1.
Ce je vseh kopalcev n, je seveda stopnja poljubne tocke kvecjemu n — 1.
Torej imamo n tock s stopnjami med 1 in n — 1, zato morata biti vsaj dve
stopnji enaki. Z drugimi besedami, vedno najdemo dve osebi, ki imata
enako Stevilo obiskovalcev plaze, oddaljenih do 10 m od njiju. Seveda
velja enak sklep tudi za 100 m.

Sandi Klaviar
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URNIK TEKMOVANJ V LETU 1999

podroéje Sola tekmovanje |datum
matematika osnovna solsko 19. marec
podrocno 17. april
drzavno 15. maj
srednja Solsko 19. marec
izbirno 10. april
drzavno 15. in 16. maj
olimpiada 10. do 22. julij
fizika osnovna Solsko do 13. marca
podroéno 27. marec
drzavno 8. maj
srednja podrocno 27. marec
drzavno 17. april
olimpiada julij
logika osnovna golsko 24. september
izbirno 16. oktober
drzavno 13. november
srednja izbirno 16. oktober
drzavno 13. november
Studenti drzavno 13. november
matematika osnovna in drzavno 2. oktober
za razvedrilo srednja
racunalnistvo osnovna solsko 22. marec
podrocno 1. april
drzavno 24. april
srednja drzavno 23. in 24. april

Nekaj informacij o tekmovanjih

Matematika — osnovna Sola

Tekmovanja bodo potekala v skladu s Pravilnikom o tekmovanju uc¢encev
osnovne $ole v znanju matematike za Vegova priznanja. Podatke najdete
na Internetu (http://www2.arnes.si/~osljbjl/dmfa/prav.html). Po-
jasnila lahko dobite pri g. Aleksandru Potoéniku na OS BozZidarja Jakea,
Nusdorferjeva 10, Ljubljana, telefon (061)-443-074 ali (061)-442-900 oziro-
ma na elektronskem naslovu “aleksander.potocnik@guest.arnes.si”.
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Matematika — srednja Sola

Tekmovanja bodo potekala v skladu s Pravilnikom o tekmovanju sre-
dnjesolcev v znanju matematike.

Naj Se posebej poudarimo, da tudi v Solskem letu 1998/99 Ze po-
tekajo celoletne priprave na mednarodno matemati¢no olimpiado, ki bo
julija 1999 v Bukaresti (Romunija). Teh se udelezujejo dijaki, ki so jih
predlagali bodisi ¢lani Komisije za popularizacijo matematike v srednji
Soli bodisi uéitelji-mentorji ali pa so se prijavili sami. Olimpijska ekipa bo
izbrana na podlagi rezultatov dveh izbirnih testov in drzavnega tekmo-
vanja. Prvi izbirni test bo 22. januarja 1999, drugi pa 23. aprila 1999.
Podrobnejse informacije dajeta g. Darjo Felda, Fakulteta za elektroteh-
niko, Trzaska 25, Ljubljana, tel. (061)-17-68-233 ali (061)-17-68-234 in
g. Matjaz Zeljko, Fakulteta za matematiko in fiziko, Jadranska 19, Lju-
bljana, tel. (061)-17-66-500, dobite pa jih tudi po elektronski posti na
naslovu “math.comp@fmf.uni-1j.si”. Koledar aktivnosti je ob vsakem
casu dostopen po Internetu:

URL: “www.fmf.uni-1j.si/ “mathcomp/koledar.html”.

Fizika — osnovna Sola

Tekmovanja bodo potekala v skladu s Pravilnikom o tekmovanju uéencev
osnovne Sole v znanju fizike za Stefanova priznanja. V februarju bomo
na sole poslali razpis tekmovanj. Dodatne informacije dobite pri ge. Jelki
Sakelsek, OS Ketteja in Murna, Kosirjeva 2, Ljubljana, tel. (061)-444-401
ali (061)-444-181.

Fizika — srednja Sola

Razpis za tekmovanja bomo skupaj s prijavnicami poslali na Sole do
konca februarja. Informacije dobite pri g. Cirilu Dominku na Gimnaziji
Bezigrad, Periceva 4, Ljubljana, telefon (061)-13-19-293.

Matematika za razvedrilo
Vse informacije dobite v reviji Logika & Razvedrilna matematika.
Logika

Na drzavnem tekmovanju tekmujejo ucenci, ki bodo v ¢asu tekmovanj
na predmetni stopnji osnovne sole, dijaki srednjih Sol in studentje. Sole,
ki bodo organizirale izbirno tekmovanje, se morajo prijaviti na razpis na
ZOTKS, Komisija za logiko, Lepi pot 6, Ljubljana. Druge informacije
daje ga. Mija Kordez na ZOTKS, tel. (061)-213-727, faks (061)-222-487.
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Racunalnistvo — osnovna Sola

Razpis tekmovanja je bil skupaj z obvestilom in prijavnico ze poslan na sole.
Informacije najdete na Internetu (http://www2.arnes.si/~“1jzotks2),
dobite jih tudi pri ge. Miji Kordez, ZOTKS — Svet za politehni¢no in
delovno vzgojo ter izobrazevanje, Lepi pot 6, Ljubljana, tel. (061)-213-727,
faks (061)-222-487, elektronska posta “mija.kordez@guest.arnes.si”.

Rac¢unalnistvo — srednja sola

I. Raziskovalne naloge

Strokovna komisija bo pregledala naloge, ki bodo do 10. aprila prispele
na naslov Gibanje znanost mladini, Lepi pot 6, Ljubljana. Na osnovi
dobljenih ocen bo doloéila tiste uéence, ki bodo svoje naloge ustno zago-
varjali. Podrobnej$a pojasnila daje g. B. Sotosek na istem naslovu.

I1. Tekmovanje iz znanja racunalnistva

Mentorji naj posljejo prijavo Sole s poimenskim seznamom tekmovalcev
(ne vet kot po 5 ucencev za vsako od treh tekmovalnih skupin) do 10. ap-
rila na Gibanje znanost mladini. Pri tem naj upostevajo pravila, ki ze
vrsto let veljajo za to tekmovanje.

Potrditev prijav in natancni razpored tekmovanja bodo Sole dobile
teden dni pred tekmovanjem. Solam priporotamo, da izvedejo predtek-
movanja in tako izberejo najboljse predstavnike. Informacije dobite pri
ZOTKS — Komisija za racunalnistvo, Lepi pot 6, Ljubljana, tel. (061)-
213-727, faks (061)-222-487.

Darjo Felda

33. PODROCNO TEKMOVANJE ZA SREBRNO
VEGOVO PRIZNANJE — Resitve s str. 109

6. razred
Sklop A

naloga A1|A2| A3 | A4| A5 | AG|AT | A8
pravilniodgovor | B| C | D|B|A|D|C|C

Sklop B

B1 V eni minuti se napolni z vodo % prazne kadi, iztece pa % vode, ki
napolni kad. Po eni minuti je torej v kadi 55 — 35 = g5 kadi vode,

po 48 minutah pa 48 - % — %. Voda zato Se ni tekla ¢ez rob.
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B2 Prvi trgovec ima 50 % od 20 kg + 40 % od 30 kg = 10 kg + 12 kg =
= 22 kg orehovih jedre, drugi trgovec pa 45 % od 49 kg = 22,05 kg,

torej vec kot prvi.
B3 Oglisée A prezrcalimo ¢ez toe- P

C

ko § v oglisce C. NariSemo
poltrak C'E in pravokotnico iz
ogliséa A na poltrak CFE. Pre-
secisce je oglisée B. Trikotnik
AABC dopolnimo v pravokot-

nik ABCD.
A
7. razred
Sklop A
naloga A1|A2 | A3|A4|A5| A6 | AT | A8
pravilni odgover | B| D |C|B|C|A|C|C

Sklop B
B1 Vrednost izraza je 1.

B2 a) Ana je invalidom namenila 2,5 % svoje nagrade, Bine 2,7 %, Cita

pra 2,4 %.
b) Cita je za invalide podarila 24000 SIT.

B3 a) peescr = PABcD — 2 PABE — PBSC
papep = 3072 cm?, pABE = 512 cm?

in ppsc = 768 cm?, zato je pppscr = p

D

= 1280 cm?. &
b) Bemsce = 5 :
A B
8. razred
Sklop A
naloga Al1|A2| A3 | A4 | A5 | A6 | AT | A8
pravilni odgovor | C |C [B|D|A|B|C|D
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Sklop B

B1 Za predlog je glasovalo § + 13 obc¢anov, proti § obéanov, vzdrzalo se
jih je 17. Enacba § +13+ § +17 = z ima reditev & = 72, kar pomeni,
da je bilo prisotnih 72 obéanov. Za predlog je glasovalo 37 obéanov,
torej ve¢ kot polovica. y c
AB = VL& = 5, 9] .

= V82 +62 = 10, i
= VETIZE -

V17,0=15+3V17. |’

12.6— 32 — 88

12 = 72 — 48 = 24.

B2

= :a:-‘o::‘::
| e QIO

[
ol

=

M\F_"_______-‘

(0,0) 4 1

B3 Kerjeo= gw—z'%+2%+a,jea: 10 dm. Zato

2
jep=1x2 _ —L“(g = 1007 = 39 25 dm?.

a

Aleksander Potoénik

18. PODROCNO TEKMOVANUIJE IZ FIZIKE ZA
OSNOVNOSOLCE - Resitve s str. 115

7. razred

1. Po 30 minutah smo v 2,40 dm® vode zamesali 30 - 20 g = 600 g
soli, skupna masa mesanice je 2400 g + 600 g = 3000 g. Prostornino
dolo¢imo s sklepanjem: iz podatka za 1,00 dm® vode in 250 g soli
preraéunamo na 2,4 dm? vode in 250 g-2,4 = 600 g soli, prostornina
je torej 1,09 - 2,40 dm® = 2,6 dm®. Na koncu izraéunamo gostoto
mesanice: p = 3,0 kg/2,6 dm® = 1,15 kg/dm?.
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2.a) Ko grafiéno sestejemo vleéni sili, dobimo
kvadrat in vsota je diagonala kvadrata,
R = 100 Nv2. Ker je vsota sil enaka 0,
deluje voda na ¢oln v nasprotni smeri s
silo 140 N.

b) Sila vode na coln se ni spremenila, v desno deluje Se sila motorja.
Vsota teh dveh sil je 90 N. Zato je vsota obeh vleénih sil tudi enaka
90 N. Ker je paralelogram, ki ga ti sili dolocata, kvadrat z diagonalo
90 N, je posamezna sila 90 N/\/§ = 64 N. Mitja in Miha vleceta vsak
s silo 64 N.

3.a) Ker ima voda vedjo specificno tezo
in je ob dnu posode z vodo veéji —
tlak, stece voda v posodo z oljem. 10

b) Tlaka ob dnu posod sta enaka: cm
ooh+ 0,2 = 0,(h—z). Velja nam-
re¢: kolikor se zniza visina v desni,
za toliko se zvisa viSina v levi po-
sodi. Iz enacbe izraéunamo spremembo visine x = (o,h—oph) /20, =
=10 em-2/20 = 1 cm. Konéni visini sta 10ecm — 1 em = 9 em v
desni in 10 cm + 1 em = 11 em v levi posodi.

140 N

4.a) Iz prvega primera vidimo, da je zunanji zraéni tlak p, = 103,0 kPa.
V drugem primeru je nad levim in desnim krakom tlak 3e vedno p.,
v srednjem kraku pa je nekoliko vigji tlak p. Racun za levo U cev
pokaze: p —p, = g,Ah, = 10000 N/m® - (48 — 18) cm = 3,0 kPa. V
drugem primeru kaze barometer 106,0 kPa.
b) Racun za desno U cev p—p. = onAhy da visinsko razliko olja Ahy =
= (p—p:)/o9 = 0,35 m. Visina d je torej 15 cm + 35 cm = 50 cm.

5. Prostornina nosilca je V = m/p = 3,70 m3. Vrv je napeta s silo, ki je
enaka razliki teze in vzgona: F,.; = 100000 N—37000 N = 63000 N.
Dvigalo opravi delo A = F' - s = 63000 N - 10 m = 630 kJ.

8. razred

1.a) Med zaviranjem bo avto prevozil pot s =wgr -t = 13,9 m/s- 3,4 s =
= 47 m.
b) Na avto med zaviranjem de-
lujeta teza ter sila ceste po-
Sevno nazaj, ki pa jo navad-
no razstavimo na pravokotno 8,2 kN., @) 0
silo podlage navpiéno navz-
gor in silo trenja. Rezultanta
vseh sil je enaka sili trenja

+10 kN

v

¥ 10 kN
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Fyp = ma = 1000 kg - 8,2 m/s* = 8,2 kN. Pojemek pri zaviranju je
namrec a = v/t = (27,8 m/s)/3,4 s = 8,2 m/s".

2.V gSestih urah tocka A na Zemlji prepotuje
kot 90°, satelit pa v tem ¢asu opiSe polni
krog in se 90°. Njegova pot je potem s =
= 27rr+27r /4 = 1077 /4. Ker je s = vt, do-
bimo r = 4vt /107 = 14600 km. Krozi torej
na visini 14600 km — 6400 km = 8200 km.

3.a) Na skici izmerimo, da se je skakalec spustil za 34 mm, kar na skakalnici
ustreza visini h = 68 m. Potencialna energija se mu je tako zmanjsala
za mgh = 80 kg - 10 m/s? - 68 m = 54,4 kJ. Kinetiéna energija se mu
je povecala le za mv?/2 = 26,7 kJ, torej je bilo delo zaviralnih sil
—54.4 kJ + 26,7 kJ = —27,7 k.

b) Ce bi se mu vsa potencialna energija pretvorila v kineti¢no, bi veljala
enacba mv? /2 = mgh, od koder sledi, da bi imel hitrost v = /2gh =
= 36.9 m/s = 133 km/h.

4.a) Da dobimo napetost 12 V, zaporedno povezemo 10 baterij, ki lahko
1,0 ure poganjajo tok 0,80 A. Ker te¢e skozi zarnico 5 W/12 V =
= 0,42 A, se baterije ne spraznijo. Potrebujemo 10 baterij.

b) Skozi zarnico tece tok 45 W/12 V = 3,75 A. Ker ena veja z 10 za-

poredno vezanimi baterijami poganja 1,0 ure tok 0,8 A, potrebujemo
3,75 A/0,8 A = 4,7 oziroma 5 vzporedno vezanih vej. Potrebujemo
torej 50 baterij.
Ce prazne baterije med poskusom zamenjujemo, se posamié prikljuce-
na veja sprazni po 0,8 Ah/3,75 A = 0,213 h. Ker je 1 h/0,213 h = 4,7,
je potrebno 5-krat uporabiti polne baterije, in spet potrebujemo 50
baterij.

5.a) Iz slike in podobnih trikotnikov sledi 2r/a = 2R/(a + b), 2r =
= 2Ra/(a + b) = 2,6 cm.




Tekmovanja 177

b) Na dolzini a + b je 5 trikotnikov s kateto ¢, oziroma ¢ = (a + b)/5 =
= 22 em. Iz podobnih trikotnikov dobimo resitev: 2r/a = 2R/e,
2r = 2Ra/e = 13,1 cm.

»
1

c¢) Najveéje stevilo odbojev dobimo, ée povsem odpremo sprednjo steno,
2r = 24 cm. Med dvema zaporednima odbojema je Sirina cevi 2a =

= 24 cm, skupaj je 5 odbojev.
Zlatko Bradaé, Mirke Cvahte

RESITVE NALOG S PREDTEKMOVANJA
SREDNJESOLCEYV IZ FIZIKE V SOLSKEM
LETU 1997/98 — s str. 118

Objavljamo reSitve nalog s predtekmovanja srednjesolcev iz fizike, ki je
bilo 28. marca 1998. Besedila nalog smo objavili v letodnji 2. stevilki Pre-
seka. (Zaradi boljse kontrole podajamo numericéne vrednosti rezultatov
na eno mesto bolj nataéno, kot bi bilo sicer fizikalno smiselno.)

Skupina A

1.

Podatki: T =50 N, 0.4 = 27 kN/m?®, o, = 10 kN/m?, V,, = 1 V4.
Ko krogla plava, vzgon uravnovesi njeno tezo: V,o, = T. Od tod
dobimo volumen krogle Vg = 2V, = 27/o, = 10 dm®. Tezo lahko
zapiSemo tudi kot V044, €e z V4 oznaéimo del volumna krogle, ki
ga napolnjuje aluminij, torej V4 = T/o4 = 1,85 dm®. Volumen
votlega dela je potem V = Vg — Vy; = 8,15 dm®.

Podatki: Ty = 300 N, T,, = 700 N, k4 = 0,30.

Silo, s katero pritiska ¢lovek na desko v navpiéni smeri, oznacimo z F'.
Tla delujejo na desko v navpiéni smeri s silo, ki je nasprotno enaka
tezi deske in sili, s katero potiska ¢lovek, Fy = F+ F;. Najveéja sila, s
katero lahko desko potiska naprej, je enaka najvecji mozni sili lepenja
med desko in stopali k,, F', ¢e s k,, oznacimo koeficient lepenja med
desko in stopalom. Ta sila mora biti v mejnem primeru nasprotno
enaka najvecji sili lepenja med desko in tlemi, kgFy = kq(F + Ty),
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3a.

3b.

a)

torej ky F' > ky(F+Fy). Za koeficient lepenja med stopalom in desko

mora torej veljati
T
B 2 i (1 - Fd) :

Najmanjsi je takrat, ko je sila I najvecja, torej kar enaka tezi éloveka;
za mejni ky, dobimo 0,43.

Podatki: T=1000 N, a=10m,b=50m, ! =1,0 m, . = 0,5 m.
Sile oznaéimo takole (glej sliko pri besedilu naloge): navpiéno kompo-
nento, s katero vzvod deluje na drog, z Fy, vodoravno z Fjy; navpiéno
komponento sile podlage na drog z Fy in vodoravno z F;. Kamen
deluje na vzvod le s silo v navpiéni smeri. (Sile, s katerimi deluje
drog na vzvod, so seveda nasprotno enake tistim, s katerimi vzvod
deluje na drog.) Silo, s katero potiskamo na vzvod, razdelimo na dve
komponenti: vodoravno %F in navpicéno J,“—EF. Zapisimo potrebne po-
goje za ravnovesje vzvoda: ravnovesje sil v vodoravni smeri zahteva
F; = %F, saj sila kamna nima vodoravne komponente, ravnovesje

navorov glede na os v kamnu pa zahteva aFs = b%F.

Ravnovesje navorov na drog zapisemo za os v krajiséu, ki se dotika
tal:

BIT = PBiF+iiF =3 LIF+ LIF, odtod F=Y3T =108 N.

Pogoja za ravnovesje sil na drog zahteva v navpiéni smeri Fy =T —F,
in v vodoravni F; = F3. Koeficient lepenja mora biti najman]

k—ﬂ——————%F ——@—010

TR r_eBp 1m0
Podatki: vp/vy = 3/2, At = 20 min, t; = 2,0 min, s = 57 km.
Case oznacimo takole: ¢as pospeSevanja (enak ¢asu zaviranja) tovor-
nega vlaka t} in potniskega vlaka t;,; ¢as voznje z enakomerno hitrostjo
tovornega vlaka t; in potniskega t,,.
Ker oba vlaka pospesujeta z enakima pospeskoma, je razmerje casov
pospedevanja enako razmerju koncnih hitrosti, torej 3/2, in je t;, =
= %t’t Enako razmerje velja pri zaviranju. Pot pri enakomerno
pospesenem gibanju je s = fat? = Jvt, ¢e je v konéna hitrost. Ker
je pojemek po velikosti enak pospesku, dobimo enak rezultat tudi pri
enakomernem zaviranju do hitrosti 0, le da je tedaj v zacetna hitrost.
Pot, ki jo napravi tovorni vlak med postajama, je potemtakem kar
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ve(t} + 1;) in je enaka poti, ki jo napravi potniski vlak v,(t}, +t,) =
= 3u(t), + t,). Upostevamo t, = t, — At in t}, = 3t; ter dobimo

3(3ti+te—At)=t,+t,, t=3At— 3t, =55min.
Konéno hitrost dobimo iz poti tovornega vlaka (glej izpeljavo pri a)):
vy = s/(t; + 1), pospesek pa je enak

U s

4= = —-0
t, it +t)

= 0,14 m/s°.

Skupina B

Podatki: 1 =2,0 m, h = 4,0 m, ¢ = 30°.
Gibanje koscka ledu od trenutka, ko zapusti rob strehe, opisemo z
enacbama za poSevni met. Pri tem os ¥y usmerimo navpi¢no navzdol:

1
h=wvgsinpt+ Egtz, l=wvgcospt.
1z druge enaébe izrazimo t in dobimo

vE = gl* :
07 2cos?p(h—Itge)

Pot na strehi s, dobimo iz enacb za gibanje po klancu (pospesek je
enak a = gsinp):

vp = gsinpt,

ye gl = 8 - 0,94
= —@gsin — ——] = .
S 2gsing  4singcos? p(h —ltg p) s

Podatki: m, = 100 kg, my = 50 kg, ms = 40 kg, v; = 5,0 m/s,
ve = 4,0 m/s.

Ker je pri metu s prvega vozicka sila pravokotna na smer gibanja,
se komponenti gibalnih koli¢in v smeri gibanja, tako prvega fanta in
vozicka kot skale, ne spremenita, prav tako ne komponente hitrosti,
in velja v] = v;. Hitrost prvega vozicka se torej ne spremeni.
Ohranja se tudi komponenta skupne gibalne koli¢ine v smeri gibanja
za celoten sistem fantov, vozickov in skale:

(my+myg+mg)vy +(my+my)ve = (my+mg)vy+ (my+ms+mg)vg ,
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pri ¢emer smo ze upostevali, da se hitrost prvega vozicka in fanta ne
spremeni. Hitrost drugega vozicka z drugim fantom in skalo je potem

mgvy + (my, + my)uvg

U = =42m/s.

My + Mg + My
3. Podatki: r = 50 cm, ¢ = 30°.

a) NajmanjSa hitrost je kar hitrost, ki je potrebna, da ploscek doseze
vi§ino h = r, torej vy = v29r = 3,13 m/s.

b) Ko ploséek doseze luknjico, se mora Se dotikati podlage, torej mora
biti radialna komponenta teze ploséka, mg cos ., vecja od produkta
mase in radialnega pospeska. V mejnem primeru velja mgcosyp =
= mw?/r. Ker ni trenja, dobimo zagetno hitrost iz izreka o ohranitvi
vsote kineti¢ne in potencialne energije:

1 2 2 ! ’
§mvmax = imv +mgh’, K =rcosp.

Najvecja hitrost je

vmax = V/3grcosp = 3,57 m/s.

¢) Naloga nima resitve, e je vmax < Vpip, torej ko je cosg < 2/3,
p > 48°.

Skupina C

1. Podatki: v = 10 cm, U = 1,0 V, p1 = 10 Q/m, p; = 40 Q/m,
p3 =20 Q/m, py = 50 Q/m.
a) Ob pol petih je kazalec ravno na sredini drugega odseka; nadomestni
upor vezja je enak
1 1 1 T

—_— = §= —

R spi+3sp2 3spa+sps+sps’ 2
Dobimo I =U/R = 0,28 A.
b) Razmislimo najprej, kako moramo razrezati Zico z uporom a na dva

dela z uporoma z in a — x, da bo skupni upor vzporedno vezanih
odsekov najveéji. Velja

=3
1 | s(a — 1
R=(-x~+ :r) =28 x):—(xa—x2~%a2+%a2)=

a L

ik (1a? — (z — 3a)?) .
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Izraz je najvecji pri @ = %a.
Tok je najmanjsi, ko deli kazalec obod ure tako, da je upor odsekov
med kazalcem in tocko A enak; to pa je ravno ob pol osmih.

Podatki: | = 100 cm, h = 50 cm, py = 100 kPa, p = 13,6 kg/dm?>.
Ko postavimo cevko v navpi¢ni polozaj, se tlak zraka nad zivim sre-
brom zmanjsa na py — pgx, ¢e z r oznacimo visino zivosrebrnega
stolpca v cevki. Volumen zraka se pri tem poveca z [ — h na | — x.
Ker se temperatura ne spremeni, velja Boylov zakon:

po(l — h) = (po — pgz)(l — ) .

Dobimo kvadratno enaébo pga? — (py + pgl)x + poh = 0 z resitvama

214 = P0tP9LE V(o + pgl)? — dpgpoh
’ 2pg '

Smiselna je resitev z negativnim predznakom pred korenom, z =
= 25 cm.

Podatki: Up = 2000 V, e = 2,0- 107! As, _ = 2,0 m?/Vs,
B+ =5,0-10"3 m?/Vs, S =100 em?, d = 10 mm, s = 1,0 mm.

a) Na koncu dosezejo pozitivni delci negativno ploséo kondenzatorja,
negativni pa pozitivno. Naboj na kondenzatorju se zmanjsa za e,
napetost pa za AU = ed/(goS) = 2,3 V.

b) Delci le malo zmotijo polje kondenzatorja, tako da lahko pri racunu
hitrosti vzamemo kar elektriéno poljsko jakost v nemotenem konden-
zatorju Eg = U/d = 2,0 - 10* V/m. Hitrosti delcev so v_ = _Ey =
=4,0-10" m/s in vy = B4 Ey = 1,0-10% m/s. Negativni delci dospejo
do pozitivne plosce v ¢casu t; = (d — s)/v_ = 0,225 ps, pozitivni pa
do negativne v ¢asu to = s/vy = 10 ps.

¢) Med pozitivno in negativno zaveso delcev nastane dodatno polje z
jakostjo Ey = e/(g0S) = 2,3 10? V/m, ki ima nasprotno smer kot
polje v kondenzatorju. Ko negativni delci v éasu t; = 0,225 us za-
denejo pozitivno plo§éo, se napetost na ploéah zmanjsa za AU, =
= Eij(v_ +vy)t; = 2,07 V, ko pa v éasu t, = 10 pus dosezejo ne-
gativno plosco Se pozitivni delei, pa se napetost zmanjsa na konéno
vrednost Uy — AU = 197,7 V.
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Skupina D
1. Podatki:1=025m, AT=5K,a=12-10"°K1, ét=1,0s.

Palica se podaljsa za Al = aATI in teziice sistema se premakne za

. —3lm+ 31+ A)m  aATI
= - 1
4m 8
¢ée z m oznacimo maso ene palice. Zaradi tega se pojavi navor
M = 4mgr*, ki v ¢asu ot spremeni vrtilno koli¢ino sistema z 0 na
Jw; pri tem je vztrajnostni moment Stirih palic okoli krajis¢a enak
J=4.3mi%

mi? 3aATgst
4 Tw = Mét 5 w = T

Postopek je upravicen, ¢e je ¢as delovanja navora zelo kratek v pri-
merjavi z ¢asom enega obrata

=97-103s.

ﬁ e w_ét ~107%,
to 2
kar je v nasem primeru izpolnjeno.
2. Podatki: P = 1000 W, ¢ = 98-107% Qm, t; = 0,25 s, p =
=17,9-10°% kg/m3.
Najprej doloéimo ravnovesno lego, ko odbojna sila med vodnikoma
uravnovesi tezo vodnika:
I
nB=n+£" —pmg,
: 27ry
kjer smo z S oznagili preéni presek vodnika in z ry ravnovesno razdaljo
med vodnikoma.
Ce se razdalja zmanjsa za z, se pojavi od ni¢ razlicna rezultanta sil,
ki kaze proti ravnovesni legi in je enaka

2 1'2 T
:4-#’01'{ _mg:#U L 1+i -——mg:@.‘.q.:rj
2m(rg — x) 27ry o T

pri éemer smo si pomagali z enacbo za ravnovesno lego in z zvezo, ki
velja za majhne odmike z (z/rg < 1):

1 1 il ( m)
=% g (1_1) To To
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Sila je torej sorazmerna odmiku od ravnovesne lege, tako kot pri ni-
halu na vijaéno vzmet: F = kz, k = mg/rg, in kaze proti ravnovesni
legi. Iz zveze za krozno frekvenco nihala, w? = k/m, dobimo ry =
= g/w? = t2g/(47?) = 1,55 cm.

Ce z R oznacimo upor enega vodnika, lahko mo¢, ki se trosi, zapisemo
kot P = 2RI? = 2(II?/S, I? izrazimo iz enacbe za ravnovesno lego,
masa enega vodnika je m = Slp. Dobimo

2¢1 2mreSlp o P o P
— — ——_g I — —

P ; - -
S tol dnCpgro  Cpg*th

= 0,85 m.

Podatki: Uy = 200,0 V, e = 2,0- 10711 As, B_ = 2,0 m?/Vs, B, =
=5,0-10"% m?/Vs, S = 100 em?, d = 10 mm, s = 1,0 mm.

a) (Glej resitev 3 a) v skupini C.)
b) (Glej resitev 3 b) in ¢) v skupini C.)

L L i o e

L U(t) — U [V]

d) Ce z x oznagimo razdaljo od negativne plosce, mora veljati:

% :E:ﬁ‘i :32674-
d—z wv_ (g.° B_ + 8y

d=25pm.
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4. Podatki: f =10 cm, a = 15 cm.

ra f -
) b
z I,
4 — 2 |p
i C
/ YT B
g D
1 H‘H"“‘
P a 4

Da skonstruiramo sliko predmeta velikosti p, moramo narisati s skraj-
ne tocke predmeta vsaj dva Zarka. Na sliki sta narisana Zzarka, za
katera lahko razmislimo potek. Zarek stevilka 1 bi brez loma potekal
skozi leco, zaradi ravnega zrcala pa se odbije pod enakim kotom, torej
simetriéno glede na optiéno os. Zarek Stevilka 2 — gorigéni zarek —
bi potekal skozi leco vzporedno z optiéno osjo, vendar po odboju na
ravnem zrcalu poteka vzporedno z optiéno osjo — kot da bi potekal z
leve strani leée — zato poteka po lomu nazaj skozi gorisée (definicija
gorisca). Zarek Stevilka 2 se torej odbije sam vase. Tam, kjer se
sekata odbita zarka, je vrh slike predmeta, velikost slike je s.

Na sliki sta dva para podobnih trikotnikov: AAFB je podoben ACFD,
AATB je podoben ACTD. Zaradi prve podobnosti lahko zapisemo

p _ s p_a—f
e e .

iz druge podobnosti pa lahko zapisemo

¥ = p_a
a b s b’
Ko izenacimo skrajna izraza v zgornjih enacbah, dobimo po preure-
ditvi
fes O
2a— f

=% B

Bojan Golli
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IZBIRNO TEKMOVANJE 1Z MATEMATIKE ZA
SREDNJESOLCE — Resitve s str. 123

I/1. Med enomestnimi stevili ni takih, ki bi bila enaka enajstkratniku
vsote svojih stevk. Poglejmo, kako je pri dvomestnih §tevilih. Ce sta x in
y Stevki, bi moralo veljati 10z + y = 11(z + y) oziroma x + 10y = 0, kar
pa ni mogoce.

Naj bo Zyz trimestno stevilo. Tedaj iz 100z +10y+2z = 11(z+y+ 2)
dobimo 89z = y + 10z, od koder takoj sledi z =1, y =9 in z = 8.

Nazadnje dokazimo, da nobeno Stiri ali veémestno Stevilo ne more
biti enako enajstkratniku vsote svojih tevk. Ze pri stirimestnem stevilu
Tyzv je 1000z 4100y + 10z 4 v enako vsaj 1000, Stevilo 11(z+y+z+v) pa
ne presega 396, saj je vsota Stevk najve¢ 36. Edina resitev je torej stevilo
198.

1/2. Stevilo 2" da pri deljenju s 3 ostanek 2, e je n liho stevilo, in
ostanek 1, ée je n sodo stevilo. Torej je

19-98-219+98 _1 = (3.6+1)-(3-32+2)-(3k+2)—1 = 3k’ +4—1 = 3(k'+1),

kjer sta k in k' naravni Stevili.

1/3. Privzemimo oznake s slike. Ker je pa-
pir sirok 9cm, je [CA| = 4, zato je |CB| =3 in
|[DE| = 1. Meta lahko odreze trak, ki ni Sirsi
od 1cm.

1/4. (a) Ce je n sodo stevilo, je bilo v vsaki
vrstici enako belih in érnih polj. Ker je tudi vr-
stic sodo mnogo, bo imela nova sahovnica enako
modrih in belih polj. Ce pa je n liho stevilo, je
Janezek pobarval modro vsa bela polja v za-
dnjem stolpcu, vsa bela polja v zadnji vrstici
pa je pustil nedotaknjena. Zadnje polje v zadnji vrstici je seveda érno. V
zadnji vrstici in zadnjem stolpcu je torej enako modrih in belih polj, po
ze dokazanem pa sta na preostali (n —1) x (n—1) 8ahovnici §tevili modrih
in belih polj enaki.

(b) Ker je v obeh primerih §tevilo modrih polj (recimo m) enako
stevilu belih, je preostalih n? — 2m polj érnih. Ker sta stevili n2 — 2m in
n enake parnosti, smo dokazali tudi tocko (b).
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II/1. Dokazimo trditev s protislovjem. Ce obstaja kaksna resitev
zastavljene enacbe, obstaja tudi taksna, pri kateri je najve¢ eno od &tevil
z, y ali z sodo. Res: Ce sta dve od teh stevil sodi, mora biti taksno tudi
tretje. Potem lahko postavimo z = 2z', y = 2y in z = 22/ ter si ogledamo
enatbo 22 +¢% = 22 = (2'v')?, kjer je 2’ < z, 9 <yin 2/ < 2.

Ce sta &tevili z in y lihi, da stevilo (zy)? pri deljenju s 4 ostanek 1,
stevilo 22 4 3% + 22 pa 2 ali 3, glede na parnost Stevila 2.

Ce pa je eno od stevil z in y sodo, drugo pa liho, je liho tudi stevilo
z. Stevilo 22 + y? + 2% da pri deljenju s 4 ostanek 2, stevilo (zy)? pa da
ostanek 0.

II/2. Neenakost preoblikujemo v |a+b+|a—b|—2¢c| < a+b—|a—b],
od koder sledi
—(a+b—|a—b))<a+b+|la—b—2c<a+b—|a—b|.

1z leve neenakosti sledi 2a +2b—2¢ > 0 0z. a+ b > ¢. 1z desne neenakosti
pa 2|a — bl — 2¢ < 0, kar pomeni —¢c <a—b<coz.a+c>binb+c> a.

II/3. Oznacimo z F' in G pravokotni pro-

G c
jekeiji tocke E na stranici AB in C'D. Zaradi :
9% 4+ 122 = 152 je trikotnik DEC pravokoten i
s pravim kotom pri F in |EG| = Jg%gg 12 4 8 10
3 2 ’ o
= 3. Po Evklidovem izreku je |CG| = 122 = I < p
2 — : =
=2 in |DG| = H = 2. Kerje |[EF| = A 15 B

=|BC| - |EG| = , , izraéunamo Se

|AE| = \/[AF|Z + |FE|? = = /[FBP + |[FE]? = V37.

II/4. (a) Zagotovo ni prebral 999999, ker bi pred 9000 kilometri
§tevee pokazal 990999 in vsota stevk ne bi bila ista.

Pri vsaki izbiri para stevk (a,b), kjer a pomeni desettisocice in b
tisocice, se vsota Stevk tega stevila ne bo spremenila, ¢e ga bomo povecali
za 9000, ¢e jele a < 9in b # 0. Ob nespremenjenih drugih stevkah namreé
pogledamo dvomestno stevilo ab = 10a + b, ki mu dodamo 9: 10a + b +
+9=10(a+ 1)+ (b —1). Dobimo torej dvomestno Stevilo z enako vsoto
stevk. Res imata npr. 001000 in 010000 enako vsoto stevk in razliko 9000.

Ce hotemo zadostiti tudi pogoju, da vsota Stevk med enim in drugim
stanjem na Steveu nikoli ni bila vi§ja, moramo na mestih enic, desetic in
stotic vsekakor imeti 9 ter izbrati a = 0, b = 9. Vsote Stevk stevil, ki
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lezijo med steviloma 009999 in 018999, so namre¢ manjSe od vsote Stevk
pri teh dveh mejnih primerih.

Tistega dne je torej Janezek prebral 018999, jasno pa je, da je bila
po 1000 naslednjih kilometrih vsota stevk prvi¢ vecja, Stevec je namreé
pokazal 019999.

III/1. Recimo, da je n = ki sestavljeno Stevilo. Potem je
bR — 1 = (% — 1)(p*U-N) 4 b2 ... 1)
Ker je

1 enic

—— -1 -1
11...1(5]2 =

=1 b~1

to stevilo ni prastevilo.

(bk(a‘—l) SORO-2) oy 1) ,

II1/2. Razcepimo polinom p(z) = (x — a)(x — 3). Potem je

p(n)p(n+1)=(n—a)(n—B)(n+1-a)(n+1-p)=
=n—a)n—-0F+1)n-3Bnh—-a+1)=
=(n(n—B)+n—a(n—p)—a)
‘(nin—a)+n—Bn—a)-B)=
= (m — a)(m — ) = p(m).

Z m smo oznaéili tevilo n? —n(a+B)+afB+n, ki je po Vietovih formulah
enako n? + na + b + n, zato je to stevilo celo.
III/3. Privzemimo oznake s slike. Po
sinusnem izreku je
& | A 1 Y

sin90°  sing " Sin30e T sin(r — @)

Sledi y = % Po kosinusnem izreku je

(1+z)2=124+y%>—-2.1:y:cos120°,
od koder z upostevanjem y = % dobimo enacbho
gt +22° - 2c—4=(z+2)(z*-2) =0,

ki ima edino pozitivno resitev z = /2.
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III/4. Dodelimo vsaki osebi Stevilo med 1 in 11, ki pove, za koliko
mest v levo se mora presesti, da pride na svoje pravo mesto. Ker je
oseb 12, razlicnih dodeljenih stevil pa le 11, iskano krozno presedanje res
obstaja.

IV /1. Recimo, da taka naravna Stevila obstajajo. Tedaj velja [ > 3
in zato enachbo lahko preoblikujemo v n? = m?®(m'= — 1). Od tod sledi,
da m deli stevilo n, torej n = nym za neko naravno Stevilo n;. Tedaj
velja n} = m(m!=® —1). Stevilo m(m!=3 — 1) je popolni kvadrat in stevili
m in m'™ — 1 sta si tuji, zato je tudi m popolni kvadrat. Torej obstaja
naravno stevilo m;, da je m = m?. Od tod dobimo n? = m?(m; =, 1).
Torej my deli ny, zato je ny = namy in tako j Je n2 m?” % 1. Enac¢bo
preoblikujemo in dobimo (ng —m}~3)(ny +m!{™) = —1, kar pa ni mozno.

IV /2. Oznaéimo z a (mod 1{]) ostanek Stevila a pri deljenju z 10.
Potem je

a-n+] = lgan + 98 = gan_ + 8 (Hl()d 10) il'l

any2 = 9(9a, + 8) + 8 = 8la, + 80 = a,, (mod 10).

Zaporedje ay, as, as,... je torej periodiéno s periodo 2, zato je 0.ayasas . . .
res racionalno stevilo.
IV /3. Oznacimo s P razpolovisce stra-

o
nice AB, s () noZisée visine na stranico AB
in z R nozisée visine na stranico BC. Ker
sta si trikotnika CHT in CQP podobna,
tezisce pa deli teiiéémco v razmerju 1 : 2, R
QH |PT
je W’t ]—ﬁt 5. Torej je pe .
wga = 1901 _ 4 10H
|AQ| — IAQI
Q P B

Ker pa sta si podobna tudi trikotnika ABR
in AHQ, jetgf=tg<AHQ = |QH| in zato je res tgav - tg F = 3.

Opomba. Trditev velja tudi v drugo smer. 1z predpostavke tga -tg 3 =
= 3, podobno kot zgoraj, sklepamo [QH| = 3 |QC, od koder sledi, da
vzporednica stranici AB skozi tocko H vsebuje tudi tocko T'.

IV /4. Vsak vojscak ima na sulici najvec 5 rdecih peres. Za0 < k <5
lahko razporedimo k rdecih peres na sulico na (mk— jR’) razliénih nacinov.
Res: Za k > 1 mora imeti k — 1 rdeéih peres poleg $e eno zlatoru-
meno pero, na preostalih 9 — (£ — 1) mest pa lahko razporedimo preostalih
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(9 — k) — (k — 1) zlatorumenih peres na ((QE;)(E(_,QI)) = (11(?_—21) = (lok_k)

razliénih nacinov. Vseh razliéno okrasenih sulic je torej najvec

5
10 -k 10 9 8 7 6 5
> (") =(0)+()+ )+ )+ (©)+ () =w<w
k=0
kar pomeni, da vsi vojscaki ne morejo imeti razlicno okrasenih sulic.
Matjaz Zeljko

19. MEDNARODNO MATEMATICNO
TEKMOVANJE MEST — pomladanski krog —
Resitve s str. 126

Prva skupina

1. Da. Oglejmo si naslednji primer. Tanja je sama sestavila dve besedi,
Vanja pa je sama sestavila §tiri besede. Anja in Tanja sta sestavili
Sest enakih besed, Anja in Vanja pa tri.

2. Pri pravokotnem premiku kralj spremeni barvo polja, na katerem
stoji, pri diagonalnem pa jo ohranja. Ker se kralj vrne na zacetno
polje, je sodo mnogokrat zamenjal barvo polja. Torej se je diagonalno
premaknil sodo mnogokrat, saj je skupno Stevilo premikov sodo.

3. Ker srediséi daljic AD in BC lezita na daljici M N, velja pl(MAN) =
= pl(MDN) in pl(MBN) = pl(MCN). Ce sestejemo enakosti, do-
bimo pl(ABN) = pl(CDM). Torej velja

OM _ pl(OMN) pl(OMN) ON

AB  pl(ABN) ~ pl(CDM) CD’
. OM _ AB
Tako je 5% = &5-

4. Naj bo S, vsota produktov stevk n-mestnih stevil. Z indukecijo bomo
pokazali, da je S, = 45". Prin=1velja §; =14+ ---+9 = 45.
Oglejmo si (n+ 1)-mestna stevila, ki imajo prvo stevko k. Vsota pro-
duktov stevk takih stevil je k- S,,. Torej je Spy1 = (1+---+9)S, =
= 457+1,

5. Ostrzek ne laze. Naj bo ABC trikotnik s dolzinami stranic AC =
= BC = V2 in AB = \/4—22. Naj bosta H in K taki tocki na
stranici BC, da je daljica AH pravokotna na BC in CK = 2 — /2.
Razrezimo trikotnik ABC na trikotnike ABH, AHK in AKC. Vi-
dimo, da lahko poljubna dva od teh sestavimo v nov enakokraki tri-
kotnik.
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Druga skupina

1. Ostrzek ne laze. Osem enakokrakih trikot-
nikov s koti 30°, 30° in 120° lahko zloZimo
v pravokotnik, kot kaze slika.

2. Glej resitev naloge 4 za prvo skupino.

3. Za vsako barvo obstajajo vsaj tri polja, ki so _
te barve. Torej je najvecje mozno Stevilo barv -
[&] = 21. Sahovnico lahko pobarvamo z 21 -

barvami, kot kaze slika. Polja znotraj enega
lika so pobarvana enako.

e

4. Ce je AB = 0, ima prvi sistem le eno resitev, t.j. (z,y) = (0,0).
Ker je m > n > 1, ta moznost odpade. Torej je AB # 0, zato so
reSitve prvega sistema enacb presecisca kroznice in kvadrata s sku-
pnim sredis¢em. Torej je lahko m najve¢ 8. Podobno kot prej ugoto-
vimo, da je CD # 0. Resitve drugega sistema so presecisca sfere in
pravilnega oktaedra. Presek je lahko prazna mnozica, mnozica z ne-
skonéno mnogo elementi in mnozica s 6 elementi (ko je sfera oértana
oktaedru). Torej je m =8 in n = 6.

5.  Oznacimo tocke P, B in C, kot kaze slika. Tangenti iz tocke A na
dano kroznico oklepata kot 60°, zato je dovolj dokazati, da obstaja
taksna tocka R na simetrali danega kota, za katero je BRC' enakokrak
trikotnik s kotoma 30° pri osnovnici BC. Vse tocke, iz katerih vidimo
daljico BC pod kotom 60° = %, namrec lezijo na kroznici, ki gre
skozi tocki B in C in ima sredisce v tocki R.

Naj bo torej R taksna tocka na simetrali danega kota, za katero je
< RBC = 30°. Tocka R obstaja, ¢e je le podani kot manjsi od 60°.
Slednje po predpostavki naloge drzi, saj bi v nasprotnem ena od
tangent iz tocke A na dano kroznico sploh ne sekala enega od krakov
kota.

Oznaéimo presecidce daljic AB in OP s @, daljica AQ pa naj seka
krak kota v tocki S. Potem je <ABC = <SPB+<PSB = 60° + 2¢
in 4ABO = 34ABC = 30° + ¢. Ker je <BQO = «SQP =
= 180° — ¢ — 60° = 120° — y, je <POB = 30°.
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Ker pa je <BOC = 90° + 3<BAC =
= 120°, je <ROC = 30°. Po kon-
strukciji je < RBC = 30°, zato so tocke
O, R, C in B koncikliéne. Kot <« BRC
torej meri 120°, kar je dovolj za dokaz
nase trditve.

Resitve drugega dela pomladanskega kroga

Prva skupina

1. Vsaka kocka ima tri pare nasprotnih stranic: 1in 6, 2 in 5 ter 3 in 4.
Natanko en par se ne more pojaviti na vrhu, saj skozi njega poteka
zica. Ce izberemo dve kocki, obstaja par nasprotnih stranic, ki se
lahko pojavi pri obeh kockah na vrhu. Stevilo 7 deli stevilo 1001. Na
prvi in éetrti kocki postavimo isto stevilo, prav tako na drugi in peti
ter na tretji in Sesti. Tako dobljeno stevilo je deljivo s 1001, in zato
tudi s 7.

2. Kvadrat lahko gledamo kot polje 6 x 6 tock, kjer vsaka tocka lezi
v ogliséu kakega kvadrata. Vsaka diagonala vsebuje dve tocki, zato
je najveé 18 = %ﬁ diagonal. Ce bi bile vse toéke na neki stranici
vecjega kvadrata krajisca kake diagonale, bi se vsaj dve izmed njih
sekali. Torej na vsaki stranici vetjega kvadrata vsaj ena tocka ni
diagonale. Torej obstaja najve¢ 17 daljic. Da bi lahko tvorili 17
diagonal, morata biti neuporabljeni tocki nasprotni ogliséi najvecjega
kvadrata. Ce je oglisce vecjega kvadrata krajisce . ) .
diagonale, so vse diagonale, ki imajo krajisée na / \\\
stranici, ki vsebuje to oglisée, vzporedne. Tako / 9

nam ostane (poleg dveh nasprotnih oglisé) se / 7 / ?,

kvadrat 4 x 4. V njem pa ne moremo uporabiti \ A
vseh tock. Torej je diagonal najvec 16. Slika b Y N
prikazuje, kako lahko postavimo 16 diagonal.

Druga skupina

1. Ce projekcije vseh vodoravnih izbranih stranic na vodoravno stranico
kvadrata pokrijejo celo stranico kvadrata, je dolzina izbranih stranic
vsaj 1. Podobno velja za navpiéne stranice. Recimo, da obstaja tocka
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A na vodoravni stranici kvadrata, ki je projekcija vodoravnih izbra-
nih stranic ne pokrije. Naj bo B tocka, ki je projekcija navpiénih
izbranih stranic ne pokrije. Naj bo X tocka v kvadratu, ki se s
projekcijama preslika na to¢ki A in B. Tocka X lezi v nekem pravo-
kotniku in izbrana stranica tega pravokotnika, ko jo projiciramo na
stranico kvadrata, pokrije bodisi tocko A bodisi tocko B. Torej res
vsaj ena projekcija (vodoravna ali navpiéna) pokrije eno od stranic
kvadrata.

Naj bow=%+§i. Tedaj je w? —w+1=0in w® 4+ 1 = 0. Naj
stirikotnik ABC'D lezi v kompleksni ravnini, naj bo M koordinatno
izhodisce in naj bosta oglisci A in C' predstavljeni s steviloma a in c.
Oglisée B dobimo, ¢e A zavrtimo okrog tocke M za 120°. Torej je B
predstavljeno s stevilom aw?. Podobno dobimo, da je oglisée D pred-
stavljeno s stevilom cw?. Tocka, ki jo dobimo, ko tocko C zavrtimo
okrog toéke B za 60°, je predstavljena s Stevilom w(c — aw?) + aw? =
= aw + a(l + w?) = (¢ + a)w. Podobno dobimo, da je tocka, ki jo
dobimo, ko oglisée A zavrtimo za 60° okrog tocke D, predstavljena
s Stevilom (a + c)w. Totko, ki je predstavljena s Stevilom (a + ¢)w,
oznatimo z N. Tedaj sta trikotnika BNC' in DN A enakostrani¢na.

Ales Vavpetié
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llustracija nevirinskega observatorija Sudbury (Kanada), ki naj bi kmalu zacel z delovanjem.
Osrednja posoda bo vsebovala tiso¢ ton tezke vode, to je vode, v kateri je v jedru vodikovega
atoma poleg protona Se en neviron. V tem observatoriju naj bi se dalo “presteti” nevirine
vseh treh vrst. Okrog posode s tezko vodo bo namescenih deset tiso¢ fotopomnoZevalk, ki
bodo detektirale fotone, sproS¢ene v reakciji med nevtrini in tezko vodo. Naokrog bo sedem
tiso¢ ton obiajne vode, ki bo poskrbela za za$¢ito pred sevanjem okoliSkih skal, celoten
kompleks pa bo ve¢ kot kilometer in pol pod zemeljsko povriino, tako da se bodo v snovi
nad detektorjem absorbirali kozmi¢ni Zarki, ki bi sicer lahko proZili lazne alarme.



Slovenska matemati¢na ‘r]impi| ka reprezentanca po podelitvi nagrad 20. julija 1998 v TJ]JI,[ (Tajvan),
Na sliki (od leve proti desni): Matjaz Zeljko, Matjaz Titan, Jure Kali$nik, Martin Milani¢, Dugan Jan. Ajda
Skarlovnik, Tadej Star¢i¢, Gregor Dolinar in Darjo Felda.
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Ekipa blmmue na ") medndmdm fizikalni olimpiadi na Islandiji. Z le\c proti desni: Ciril Dominko (vodja),
Martin Zadnik, Klemen NaverSnik, Matija Mazi, Blaz Zupan¢i¢, Natan Osterman, Bojan Golli (vodja).

(Foto Ciril Dominko)




