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SKRIVLJENA ZRCALA

Moderne stavbe radi oblozijo na zunanji strani z velikimi sijajnimi plos-
¢ami, ki delujejo kot zrcala. Ce opazujemo sliko kaksne sosednje zgradbe
v taki zgradbi, vidimo hudo popaéeno sliko, ker zrcala niso povsem ravna.
Posebej izrazito popacenje vidimo, ée opazujemo sliko iz veéje oddaljenosti
(slike na zunanji strani ovitka). Prav tako hitro opazimo nepravilne oblike
v avtomobilski plo¢evini, plastiénih folijah ali na gladini kake tekocine.
Tudi slika na vodni gladini je zaradi valov popacena in nikoli povsem
mirna.

S primerjavo prave in zrcalne slike lahko sodimo o ravnosti zrcala.
Da ne bodo razmere preveé zapletene, bomo opazovali zrcalo, ki lezi vo-
doravno na mizi. V njem si bomo ogledali sliko okna, zasenéenega z
zaluzijami. Svetloba prihaja v prostor skozi mnozico ozkih vodoravnih
gpranj v enakih razmikih (slika 1). Spranje so v povsem ravnem zrcalu
videti kot mnozica ravnih svetlih ért. Ce opazujemo okno v plastiéni foliji,
pa opazimo prav zapletene vzorce, ki nastanejo zaradi neravne povrsine

(slika 2).

———
—
—

Slika 1. Z zaluzijami zasenéeno okno.
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Slika 2. Slika zastrtega okna v neravni plastiéni foliji za projektorje.

Oglejmo si, kako se spremeni lega slike Spranje, ¢e prvotno vodoravno

osi. Ce ga zasu¢emo v smeri levo ali desno, da je os vrtenja pravokotna
na Spranjo, se slika Spranje ne premakne. Teh zasukov torej ne bomo
mogli opazovati. Ce pa ga nagnemo v smeri naprej ali nazaj, da je os
vrtenja vzporedna s Spranjo, pa se njena slika v zrcalu premakne k opa-
zovalcu ali od njega (slika 3). Premik ¢ je sorazmeren s kotom zasuka ¢

in oddaljenostjo opazovaléevih oéi od zrcala r:
2ry
T N L
€Os (g

Tu je ¢g vpadni kot, ¢ pa merimo v radianih.

Enacbo dobimo s privzetkom, da je Spranja zelo dalec. Vpadni
zarki so potem vzporedni. Po zasuku zrcala za kot ¢ je zaradi odboj-
nega zakona kot ¢ v oglis¢u C enak 2y, ker je vsota tega kota, kota
pri ogliséu B, ki je enak 2, in kota 2yg pri oglisSéu A enaka 180°.
Upostevamo, da velja Se € + ¢ + ¢g = 90° (slika 3a). Ce je kot ¢
zelo m%jhen, je daljica AD na sliki 3b priblizno enaka 7 in premik

.
o=~ e
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Slika 3a. Skica zarkov v vodoravnem (pol- Slika 3b. Skica pri dolotanju premika sli-
ne érte) in nagnjenem (Ertkane érte) zr- ke 4.
calu.

Ko z razdalje enega metra opazujemo neravno zrcalo in izmerimo,
da je premik & enak 1 mm, je kot ¢ v obmoéju 0,5 - 10~3 radianov. Ce
so vdolbinice na zrcalu v povpreéni razdalji enega centimetra, so globoke
priblizno 5 pm. Pri tej grobi oceni smo postavili cosgg = 1, saj nas
zanima le velikostna stopnja globine. Vidimo, da je slika res zelo obcutljiv
pokazatelj neravnosti odbojne povrsine.

Z racunalniskim programom smo narisali slike okenskih senéil, ki bi
jih videli v zrcalih z razliénimi povrsinami. Te opiSemo matemati¢no.
Program preprosto pregleda mnozico tock na zrcalu in preveri, ce se zarek
iz Spranje odbije v oko. Tocke na zrcalu, kjer se to zgodi, ozna¢imo in jih
nato izriSemo na racunalniskem zaslonu.

Slika 4. Ravno zrcalo s paraboliéno jamico in slika okna v njem.
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Slika 5. Ravno zrcalo s paraboliénim hribékom in slika okna v njem.

Spranjami poveéajo,

Najprej imamo v zrcalih paraboliéno vdrtino (slika 4), ali paraboliéni
5). V prvem primeru se razdalje med

hribéek (sli
v drugem pa zmanjSajo.

Slika 6a. Zrcalo z nizkimi gricki in dolinami ter slika okna v njem.

grickov.

Slika 6b. Slika postane zapletena pri vecji visini
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Potem smo narisali sliko za zrcalo, katerega povrsino opisemo z enacbo
Z = acosprcosqy ,

kjer so z, y in z koordinate tocke na zrcalu v pravokotnem koordinatnem
sistemu. Na sliki 6 je prikazan del zrcala s koordinatama z in y, ki obe
lezita v intervalu med -1 in 1. Tu so a, p = ¢ = 27 parametri. Slika Spranj
je pri majhni vrednosti a preprosta, pri vecji pa zelo zapletena. Konéno
smo narisali Se sliko Spranj, ki jih vidimo v vodni gladini, po kateri potuje
ravno valovanje (slika 7).

LT _;/

Slika Ta. Slika Spranj v vodni g‘ladini z ravnim potujoéim valom.

Zanimiva je slika segrevajocega se
olja v ponvi. Povrsina kaze, da se tvori
mnozica celic, kjer olje krozi od vrocega
dna na hladnejso povrsino (glej slike na P
II. strani ovitka). Slika 7h. Valovito zrcalo in zaluzije.

Andrej Likar
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STEVILSKA KRIZANKA

Vodoravno:

1

16.
19.
21.
22.
23.

. Enajsto prastevilo.

= N

. Dolzina (v cm) najkrajse

. Vrednost izraza

. 423(5) v desetiSkem zapisu.
. Sredigénica ali mediana

3 1—72 polnega kota, izraZeno

Srednji élen devete vrstice
Pascalovega trikotnika.

Stevilo robov pri kocki.
2,

izmed stranic pravokotne-
ga trikotnika, katerega dve
stranici merita 24 cm in
26 cm.

23,14+ 1244 4+ 785,3

na tri mesta natanéno.

stevil 129, 140, 128, 131,
133, 139.

v stopinjah.
42+ (-3 +2
125 % od 1500.
V441,

10% ; ;‘3—.
Dolzina kroznega loka (v em), ki pripada sredisénemu kotu 60° v krogu =z
obsegom 96 cm.

Navpicno:

Lol B R

. Obseg pravokotnika (v m) s stranicama 1225 cm in 2525 cm.

. 81,27 : 0,27.

. V stopinjah izrazena velikost notranjega kota pravilnega Sestkotnika.
. Vsota prastevilskih faktorjev Stevila 154.

. Prostornina kocke (v em®) z robom 11 cm.

- 14(10y v dvojiskem zapisu.

10.
11.
12.
13.
16.
17.
18.
20.

4911y + 43(11) v enajstiskem Stevilskem sistemu.

Veéji del, ki ga dobimo, ¢e stevilo 56 razdelimo v razmerju 3 : 4.

Stevilo robov Seststrane piramide.

Dvojna vsota prvih petih naravnih stevil.

Celi del vrednosti izraza 0,19 x 1480.

Aritmetiéna sredina stevil 760, 763, 769, 776, 785, T91.

Vrednost izraza c¢(c — 1) za ¢ = —6.

Stevilo enakostraniénih trikotnikov s stranico 3, ki natanko in brez prekri-
vanja pokrijejo enakostrani¢ni trikotnik s stranico 12.

Marija Vencelj
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STOPNJE TOCK GRAFOV V NALOGAH
(za konec gremo tudi v Portoroz)

V Preseku in tudi drugje pogosto naletimo na naloge, ki jih lahko preve-
demo v jezik teorije grafov. Take naloge so posebej pogoste na medna-
rodnih matematiénih tekmovanjih mest, ki jih spremlja tudi Presek. Pri
nalogah tega tipa nam grafi pomagajo na dva na¢ina. Najprej z njimi
nalogo prevedemo v matematiéni jezik, nato pa z nekaj znanja o grafih in
kaksno dobro idejo poskusamo problem tudi resiti.

Ko sem pregledoval naloge te vrste, sem ugotovil, da jih lahko raz-
delimo v dve skupini: v skupino nalog o stopnjah tock grafov in skupino
preostalih nalog, ki jih tudi lahko resujemo s pomocjo grafov. Vsaj polo-
vica nalog obravnava stopnje tock in take naloge si bomo ogledali tokrat.

Na tem mestu vabim bralca, da pogleda na konec ¢lanka (naloga 7),
kjer se odpravimo na portorosko plazo. Ce lahko resi zastavljeni pro-
blem, zasluzi vse cestitke. V vsakem primeru naj se potem vrne nazaj in
pregleda, kako reSujemo podobne naloge. Ce bo tudi potem portoroski
problem ostal pretrd oreh, pa naj bralec pogleda v prihodnjo stevilko
Preseka, kjer bomo objavili resitev.

Nekaj besed o grafih

O grafih Presek kar pogosto pise, na primer pred kratkim, ko je bilo go-
vora o varnih poteh in kratkih poteh. Tudi v Presekovi knjiznici najdemo
prijetno branje o grafih za zacetnike (Bajc, Pisanski: Najnujnejse o gra-
fih). Nobene §kode pa ne bo, e tudi tu pojasnimo osnovne pojme teorije
grafov.

Graf G sestavljata mnozica tock, ki jo ozna¢imo z V((G), in mnozica
povezav, ki jo oznagéimo z E(G). Pri tem je mnozica E(G) sestavljena iz
(neurejenih) parov tock. Toéki iz iste povezave imenujemo sosedi. Zelo
pogosto si pomagamo s sliko grafa, ki jo dobimo takole: Za vsako tocko
grafa nariSemo krozec, med dvema tockama pa potegnemo &rto (pove-
zavo), e ti dve tocki nastopata kot par v mnozici E(G). Na primer, e je
mnozica tock grafa G enaka

{1,2,3,4,5,6,7,8,9}
in je mnozica povezav
{{1,2},{1,8},{1,9},{2,3},{2,7},{3.4},
{3,6},{4,5},{4,9},{5,6},{6,7},{7,8}},

graf GG lahko nariSemo, kot je prikazano na sliki 1.



Matematika 73

Slika 1. Graf G.

Osnovni pojem o grafu, ki ga Se potrebujemo, je stevilo povezav, ki
izhajajo iz dane tocke. Temu Stevilu recemo stopnja tocke. Na grafu
G s slike 1 so tocke 5, 8 in 9 stopnje 2, medtem ko so ostale tocke sto-
pnje 3. Dovoljene so tudi tocke stopnje 0, torej take, ki nimajo nobenega
soseda. Stopnjo tocke u bomo oznagili z d(u). Dogovorimo se tudi, da
naj |E(G)| oznatuje stevilo vseh povezav grafa G. (V gornjem primeru
imamo |E(G)| = 12.)

Tale uvodni del zakljué¢imo z naslednjo ugotovitvijo, ki se imenuje
osnovna lema teorije grafov. Za poljubni graf G z mnozico tock V(G) =
={1,2,...,n} velja:

d(1) +d(2) + -+ d(n) = 2 |E(G)| . 1)

Osnovna lema teorije grafov torej trdi, da je vsota stopenj tock grafa enaka
dvakratniku stevila povezav. Res je tako, saj ko sestejemo stopnje vseh
totk, vsako povezavo upostevamo ravno dvakrat. (Preizkusi to sam na
gornjem primeru.) Kljub temu, da je osnovna lema teorije grafov dokaj
preprosta, je izjemno uporabna. To bomo delno spoznali v nadaljevanju
tega clanka.

Naloge s stopnjami tock

Naloga 1. (Izbirno tekmovanje za 1. letnik, 1991) V skupini ljudi je
vsak poznal liho stevilo ljudi iz te skupine. Dokazi, da je v skupini sodo
ljudi.

To je tipiéna naloga, ki jo s pomoéjo osnovne leme teorije grafov
uzenemo v trenutku. Vsaki osebi priredimo tocko grafa, povezave pa naj
predstavljajo poznanstva. Predpostavka naloge pravi, da je stopnja vsake
tocke liho stevilo. Ce bi bilo v skupini liho ljudi, potem bi na levi strani
strani enakosti (1) dobili liho Stevilo (vsota lihega stevila lihih Stevil je
liho stevilo). Ker imamo na desni strani enakosti (1) sodo stevilo, to ni
moZno, zato mora biti v skupini sodo §tevilo ljudi.
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Naloga 2. (Izbirno tekmovanje za 1. letnik, 1979) V druzbi Sestih
fantov so tudi dekleta. Dve dekleti poznata vsaka po Stiri fante, tri
vsaka po tri fante, ostale pa vsaka po dva fanta. Noben fant ne pozna
vec kot stiri dekleta. Koliko najveé je lahko deklet v druzbi?

Shematiéno smo nalogo prikazali na sliki 2, kjer smo z fi, fo,.... fs
oznacili sest fantov.

fi fa fs fa fs fe

AN AN A A A
vV W\ NN Y Y

Slika 2. Sest fantov in dekleta.

Najvecje stevilo deklet bomo imeli v primeru, ko vsak fant pozna po
stiri dekleta, ta primer smo tudi prikazali na sliki. Povezav, ki izhajajo iz
fantov, je v tem primeru 6-4 = 24. Seveda mora biti tudi stevilo povezav,
ki izhajajo iz deklet, enako 24. Pet deklet s stirimi oz. tremi znanci nam
da skupaj 17 povezav. Preostane nam §e 7 povezav za dekleta z dvema
znancema, torej imamo prostora Se za tri dekleta. V druzbi je torej najvec
8 deklet.

Naloga 3. V cirkuski predstavi nastopajo Stirje pari klovnov, dva
rdeca, dva modra, dva zelena in dva rumena. Med predstavo se na
veselje gledalcev zaletavajo med seboj, pri tem pazijo le, da se ne zale-
tijo v klovna enake barve. Nekega dne je prvi rdeéi klovn po predstavi
vprasal vseh preostalih sedem klovnov, v koliko drugih klovnov so se za-
leteli med predstavo. Dobil je same razlicne odgovore. V koliko klovnov
se je med predstavo zaletel drugi rdeéi klovn?

Na prvi pogled je videti, kot da nalogi manjkajo podatki. Vendar
temu ni tako. Sestavimo graf G takole: Njegove tocke naj predstavljajo
klovne, graf ima torej 8 tock. Dve tocki povezimo s povezavo, ¢e sta se
ustrezna klovna med predstavo zaletela. Zanima nas torej stopnja tocke,
ki ustreza drugemu rdeéemu klovnu.

Stopnja tocke v grafu G je najve¢ 6, saj imamo 8 tock, klovn pa ni
sam sebi sosednji in tudi klovnu iste barve ne. Zato so odgovori, ki jih je
dobil prvi rdeéi klovn, enaki 0, 1, 2, 3, 4, 5 in 6. Ozna¢imo ustrezne tocke
vGkarz0,1,2 3, 4,5 in 6, prvega rdecega klovna pa z r (glej sliko 3).



Matematika 75

r 0
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Slika 3. Stopnje klovnov.

Poglejmo klovna stopnje 6. Ta je sosednji vsem klovnom, razen is-
tobarvnemu. Ta mora biti seveda stopnje 0, saj imajo vsi drugi klovni
vsaj enega soseda. Recimo, da klovna 6 in 0 tvorita modri par. Poglejmo
sedaj klovna, ki je odgovoril s 5. Ta klovn ni sosednji 0 niti 1 (saj je njemu
sosednji 6). To pomeni, da klovna 5 in 1 tvorita par, recimo zelenega. Z
enakim premislekom bo sedaj vsak sam ugotovil, da klovna 4 in 2 tvorita
rumeni par. To pa ze pomeni, da je klovn 3 drugi rdeci klovn, torej se je
zaletel s tremi drugimi klovni.

Naloga 4. (14. mednarodno tekmovanje mest — pomladanski krog,
prva skupina, 1992/93) V Petrovem razredu je poleg njega se 25 dija-
kov. Peter je opazil, da ima vsak izmed teh 25 dijakov razliéno stevilo
prijateljev. Koliko prijateljev ima Peter v tem razredu? Podaj vse
mozne odgovore.

Ta naloga precej spominja na prejsnjo, klovnovsko, zato bomo resitev
le skicirali, bralec pa naj doda manjkajote podrobnosti.

Ker ima ustrezni graf 26 tock, je najvecja mozna stopnja 25. Loc¢imo
dva primera. V prvem primeru predpostavimo, da ima vsak vsaj enega
prijatelja, torej da ni tocke stopnje 0. Torej, 25 dijakov ima stopnje od 1
do 25. Sedaj kot v nalogi s klovni pridemo do zakljucka, da ima Peter 13
prijateljev.

V drugem primeru predpostavimo, da imamo tocko stopnje 0. To
pomeni, da ima preostalih 24 dijakov stopnjo najve¢ 24, zato so njihove
stopnje od 1 do 24. Kot pri klovnih zopet sklepamo, da ima Peter v tem
primeru 12 prijateljev.
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Naloga 5. (18. mednarodno tekmovanje mest — jesenski krog, prva

skupina, 1996/97)

a) Aliobstaja taka druzba 10 deklet in 9 fantov, da so stevila fantov, s
katerimi se posamezna dekleta poznajo, med seboj razliéna, stevila
deklet, s katerimi se posamezni fantje poznajo, pa so med seboj
enaka?

b) Ali obstaja druzba 11 deklet in 10 fantov z zgornjo lastnostjo?

Resitev te naloge najdemo v prvi stevilki lanskega Preseka. Tu le
dodajmo, da (negativni) odgovor na vprasanje b) takoj dobimo z osnovno
lemo teorije grafov, ustrezni graf za (pozitivni) odgovor na vprasanje a)
pa je prikazan na sliki 4.

Slika 4. Resitev naloge 5.

Zadnja naloga, ki jo bomo resili, je zahtevnejsa in primerna za dijake
v zakljuénih razredih srednje Sole. Kdor ne sodi v to skupino, naj nalogo
kar preskoci in se loti portoroskih plaz.

Naloga 6. (16. mednarodno tekmovanje mest — pomladanski krog,
druga skupina, 1994/95) Dokazi, da sta v skupini 50 ljudi vedno dva,
ki imata sodo Stevilo (lahko tudi 0) skupnih znancev iz skupine.

Kot smo Ze navajeni, bodo tocke grafa za to nalogo predstavljale ljudi
in povezave poznanstva.

Najprej opazimo, da ni kaj dokazovati, ¢e obstajata dve tocki, ki
nimata skupnega soseda (saj imata 0 skupnih sosedov). Predpostavimo
torej, da ni dveh takih tock. Zato si graf lahko predstavljamo takole: Vze-
mimo neko poljubno tocko, recimo u. Nato en nivo nad njo narisimo vse
njene sosede, Se en nivo vise pa vse sosede sosedov, ki jih $e nismo narisali
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(glej sliko 5). Prvi nivo smo oznaéili z Ny in drugega z Ny. Povezave
nasega grafa torej potekajo med « in Ny, med N; in N» ter znotraj N in
znotraj Na.

(kg 8 )™

XK >
A aEn
N

Slika 5. Graf poznanstev po nivojih.

Ny

Na sliki 5 se pojavijo vse tocke nasega grafa. Ce bi namreé obstajal
Se en vi§ji nivo, potem tocka u ne bi imela skupnega soseda s tockami
tretjega nivoja, vendar smo to moznost izkljuéili. .

Naj bo v poljubna tocka iz N;, torej poljubna soseda tocke u. Ce
ima v znotraj N; sodo sosedov, je problem reSen, saj imata tedaj u in v
sodo Stevilo skupnih sosedov. Zato predpostavimo, da ima v liho sosedov
v N;. Ker je bila v poljubna tocka iz Ny, ima torej vsaka tocka iz N; liho
sosedov v Ny. Sedaj uporabimo osnovno lemo teorije grafov, iz katere
sledi, da je v Ny sodo tevilo tock. Z drugimi besedami, stopnja tocke u
je soda.

Spomnimo se, da je bila u poljubna tocka nasega grafa, torej smo
ugotovili, da so vse tocke grafa sode stopnje.

Vzemimo sedaj poljubno totko w iz Na. Ce ima w sodo sosedov v
Ni, smo opravili, saj imata tedaj u in w sodo skupnih sosedov. Zato
predpostavimo, da ima ima w liho sosedov v Ny. Ker je v N; sodo stevilo
tock, ki imajo sodo mnogo sosedov v Na, ugotovimo, da mora biti v N3
sodo stevilo tock. Torej imamo sodo tock v Nj, sodo tock v Ny in Se
tocko u, skupaj torej liho stevilo tock. To seveda ni mozno, saj ima graf
po predpostavki 50 tock. Tako smo prisli v protislovje, ki nam pove, da
smo morali v enem prejénjih korakov izpeljave imeti situacijo z dvema
tockama s sodim Stevilom skupnih sosedov.

Pozorni bralec je verjetno opazil, da naloge nismo resili le za 50 ljudi,
ampak za poljubno skupino sodo mnogo ljudi.

Tako. Spoznali smo nekaj tipiénih nalog, ki jih lahko resimo s po-
moéjo grafov in stopnjami tock. Za konec pa Se obljubljena portoroska
naloga.
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Naloga 7. Kot gotovo veste, je portoroska plaza sredi poletja zelo
zasedena. Vsekakor toliko, da imate, kjerkoli Ze ste na njej, na razdalji
do 10 m Se druge obiskovalce. Pokazi, da lahko v takem vrvezu vedno
najdemo dve osebi, ki imata enako Stevilo obiskovalcev plaze, odda-
ljenih do 10 m od njiju. Al trditev velja tudi, ée 10 m zamenjamo s
100 m?

Sandi Klaviar

ZA RESITEV BEALOVEGA PROBLEMA
RAZPISANA NAGRADA V VISINI
50.000 DOLARJEV

Andrew Beal je ameriski milijonar iz Dallasa. Star je 45 let, ima 5 otrok in
je lastnik najvecje lokalne banke v Dallasu. Zelo ga zanima matematika in
njen pomen v druzbi. Veliko ¢asa je razmisljal o Fermatovem problemu,
o katerem je bilo v Preseku ze veliko napisanega. Problem je leta 1994
redil angleski matematik Andrew Wiles, ki je z zelo zahtevnim dokazom
potrdil Fermatovo domnevo, da za poljubno naravno &tevilo n > 2 enacba

:rﬂ. e yu = zn.
ni resljiva v mnozici naravnih stevil. Andrew Beal je Se vedno preprican,
da je Fermat poznal relativno enostaven dokaz svoje dommneve. Postavil
pa je tudi svojo domnevo o resitvah enacbe

™ 4 y-n. =" .
ki je podobna Fermatovi enacbi, le da imamo namesto enega samega ek-
sponenta (n) tri (m, n in 7). Recimo tej enaébi na kratko Bealova enacba.
Ce dopuséamo, da je vsaj en eksponent enak 1 ali 2, potem ima Bealova
enacba mnogo resitev. Tudi pri dodatni zahtevi, da so eksponenti razli¢ni,
je mogoée najti primere: 11+ 23 =32 25 472 = 3% in 73 4 132 =2°.

Vzemimo sedaj, da so naravna Stevila m. n in r vecja od 2. Tedaj

Andrew Beal domneva naslednje:

Ce naravna stevila ¢, y in z zado§éajo Bealovi enacbi, potem imajo
skupni delitelj (veéji od 1).
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V enakosti 3% + 18% = 3% imajo na primer stevila 3, 18 in 3 skupni
delitelj 3.

Ce Bealova dommeva drzi, potem iz nje takoj sledi Fermatov izrek. Ce
bi bila Fermatova ena¢ba pri nekem n > 3 izpolnjena za naravna stevila
x, y in z, potem bi po deljenju z njihovim najvecjim skupnim deliteljem
dobili trojico naravnih stevil, ki bi Se vedno ustrezala Fermatovi enacbi,
njihov najveéji skupni delitelj pa bi bil 1. To pa bi bilo v protislovju z
Bealovo domnevo.

Zanimanje za Fermatov problem je leta 1906 povecal nemski industri-
alec Paul Wolfskehl. Le ta je namreé z oporoko zapustil 100.000 takratnih
nemskih mark Akademiji znanosti v Goéttingenu s prosnjo, da ta znesek
izro¢i prvemu, ki bo resil Fermatov problem. Ceprav je zaradi inflacije
nagrada izgubila precej vrednosti, je Andrew Wiles leta 1997 za resitev
Fermatovega problema vseeno dobil okoli 50.000 ameriskih dolarjev. Na
tej podelitvi Wolfskehlove nagrade se je izkazalo, da je na Akademiji zelo
malo znanega o tem, zakaj je Wolfskehl napisal taksno oporoko. Dolgo
¢asa so mislili, da ga je zapustila njegova izvoljenka in je zato razmisljal
o samomoru, dokler ni izvedel za Fermatov problem, ki mu je zopet vlil
voljo do zivljenja. Kasnejsa poizvedovanja pa so pokazala, da je Paula
Wolfskehla, ki je bil samec do svojega 47. leta, njegova druzina prisilila v
poroko s 53-letno Marie Frohlich, heéerko davénega svetovalca. Gospa je
bila grozna prepirljivka in je svojemu mozu zagrenila preostanek zivljenja.
Wolfskehl jo je zato tako sovrazil, da ji ni hotel zapustiti svojega bogastva.

Ker je Bealova domneva tesno povezana s Fermatovim izrekom, ban--
kir Andrew Beal za resitev svojega problema ponuja nagrado v vi§ini
50.000 dolarjev. Na zacetku je sicer ponujal nagrado v visini 5.000 do-
larjev, ki bi se vsako leto povecala za 5.000 dolarjev, dokler ne bi dosegla
zneska 50.000 dolarjev. Vsakdo, ki misli, da je problem resil, lahko resitev
poslje profesorju Danielu Mauldinu v Texas. Le-ta predseduje komisiji
treh profesionalnih matematikov, ki bo pregledala prispele resitve.

7 Bealovo enaébo pri razlicnih pogojih za stevila m, n in r se je ukvar-
jalo ze nekaj matematikov. Radovedni bralec bo ve¢ podatkov o tem nasel
v €lanku, ki je decembra leta 1997 izSel v matematicni reviji Notices of
the American Mathematical Society. Njegov avtor, profesor Mauldin, pre-
seneceno ugotavlja, da je nekdo, ki se profesionalno ne ukvarja s teorijo
stevil, postavil hipotezo tako blizu trenutni raziskovalni dejavnosti v te-
oriji §tevil. Na osnovi dosedanjih rezultatov je pricakovati, da Bealova
domneva drzi, vendar jo je mogoce potrditi le z uporabo zelo zahtevnih
metod. Morda pa je pot res preprosta. Velja poskusiti!

Roman Drnovsek
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O NAM NAJBLIZJI ZVEZDI — 1. del

Ce ste ob naslovu pomislili na 4.2 svetlobnih let oddaljeno zvezdo a Cen
(Alfa Kentavra), ste v zmoti! Nam zares najblizja zvezda je skoraj tristo
tisockrat blize — to je naSe Sonce. Sonce je ena izmed povprecnih in na-
vadnih zvezd, kakrnih je v Galaksiji na milijarde. Vendar pa je kljuénega
pomena za Zemljane, saj je po srecnem nakljucju Zemlja na ravno pravsnji
oddaljenosti od Sonceve peci, da ugodna temperatura omogoca Zivljenje
na njej. Na kratko in le opisno bomo predstavili nekaj poglavij sodobne
solarne astronomije, kakor pravimo delu astronomije, ki se ukvarja s Son-
cem. Mnogim, ki jih astronomija sicer zanima in privlaci, se vcasih zdi
opazovanje nasega Osonéja manj zanimivo od na primer galaktiéne astro-
nomije ali kozmologije. V resnici pa je tudi solarna astronomija Se polna
neresenih in nadvse zanimivih vprasanj.

Preden zaénemo naStevati Se nereSena vpraSanja solarne astronomije,
navedimo nekaj podatkov in kratek fizikalni opis pojavov, ki potekajo na
Soncu in v njem.

Sonéeva masa znaga 2 - 1039 kilogramov ali 333 000 mas Zemlje. Ker
je v astronomiji Se mnogo tako ali bolj masivnih objektov, se je zdela prav
masa Sonca primerna enota, tako da mase drugih objektov skoraj vedno
izrazamo v masah Sonca (oznaka Mg). Sonéev polmer je 700000 kilo-
metrov, torej 109-krat vecji od Zemljinega. Povpreéna gostota Sonceve
snovi je 1.4 g/cm?®, snov v sredici pa je veé kot stokrat gostejia. Tempe-
ratura na Sonéevi povrsini je 5800 K, v sami sredici pa dobrih petnajst
milijonov K. Sonce je sestavljeno iz koncentricnih plasti, vendar pa pri
rzunanjih atmosferskih plasteh ne moremo veé govoriti o pravilnih oblikah
krogelne lupine. Centralni del Sonca, sredico, v kateri se vodikovi atomi
zlivajo v atome helija, obdaja podrocje, preko katerega se pri jedrskih re-
akcijah nastala energija prenasa navzven s sevanjem. To podroéje, s tujko
mu pravimo radiacijska cona, obdaja konvekcijska plast. Sledi tanka fo-
tosfera, le-to pa obdaja kromosfera, ki ze predstavlja prvo atmosfersko
plast. Zunanji del Sonéeve atmosfere je korona, ki prehaja v medzvezdni
prostor. Povrsino Sonca predstavlja zunanji rob fotosfere. Ta v resnici ni
trdna, kot je to pri Zemlji, oziroma kot smo za povrSino teles navajeni.
Sonce je v celoti plinasto, gostota plina je najveéja v srediséu, v smeri
navzven pa se manjsa. Tisto, cemur pravimo Sonceva povrsina, je le meja
med ti. optiéno gostim in optiéno redkim plinom za vidno svetlobo. Skozi
opticno redek plin lahko vidimo, skozi opti¢no gostega pa ne, zato se
nam meja med obema zdi kot nekaksna trdna povrsina. Ko gledamo sve-
tlo Sonc¢evo povrgino, gledamo fotosfero, éudovito Sonéevo atmosfero pa
lahko opazujemo med sonénim mrkom, ko svetlo Son¢evo povrsino zakrije
Luna (slika na III. strani ovitka).
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Izvor Sonéeve energije so ze pred Sestdesetimi leti po vecini fizikalno
pojasnili z jedrskimi reakcijami. Nekaj kasneje so sledili se podrobni mo-
deli o Soncevi notranjosti, ki so natancneje opredelili temperaturo, go-
stoto, tlak in kemijsko sestavo. Ker ljudje s kozo ¢utimo Soncevo “to-
ploto”, smo namesto energija navajeni reci kar toplota, medtem ko astro-
nomi preucujejo celoten Soncev elektromagnetni spekter in zato govorijo
o energiji pri posameznih valovnih dolzinah. “Toplota” predstavlja ener-
gijo, izsevano pri infrardecih valovnih dolzinah, Sonce pa danes opazujemo
na Sirokem podrocju elektromagnetnega spektra, od dolgih radijskih valov
pa do kratkih rentgenskih zarkov in zarkov gama. Ce bi Sonéevo gorivo
gorelo tako, kot smo navajeni, da gorijo v peéi drva ali premog, bi namreé
ze zdavnaj ugasnilo. Seveda ni ¢udno, ¢e so prva ugibanja o tem, kaj gori
v “Soncevi peci”, kot moznost omenjala ravno to, kemijsko gorenje. Na
osnovi te ideje se da oceniti, koliko ¢asa bi lahko Sonce “gorelo” na tak
nacin. Ta ¢as je bistveno manjsi od starosti najstarejsih fosilov, najdenih
na Zemlji, Zemlja pa mora biti mlajsa ali kve¢jemu priblizno tako stara kot
je Sonce. Torej mora biti gorenje drugaéno, mnogo bolj uéinkovito. Pri
jedrskih reakeijah se v skladu z znano Einsteinovo enacbo masa pretvarja
v energijo, vendar ne v celoti: pri vsaki reakciji se v energijo spremeni
7/10 odstotka mase sodelujocih jeder. Tako se v Soncu vsako sekundo
pretvori v energijo Stiri milijone ton snovi, kar se slisi veliko, vendar pa je
celotna Sonéeva masa Se mnogo, mnogo vecja: v pet milijardah let, koli-
kor je Sonce staro, se je tako v energijo pretvorilo le nekaj desetin promila
celotne Sonceve mase.

Med zanimivimi pojavi, ki so povezani s Soncem, so najbolj znani
tisti, ki jih lahko opazujemo s prostim ocesom ali s pomo¢jo preprostejsih
optiénih priprav. Tak je na primer son¢ni mrk. Ker pa je vzrok zanj pov-
sem geometrijske narave (in ne fizikalne), se z njim tu ne bomo ukvarjali.

Ima pa pojavljanje ti. peg na Soncu fizikalno ozadje. Pege so fotosfer-
ski pojav in jih z Zemlje vidimo kot temne lise nepravilnih oblik. Povezane
so z magnetnim poljem in se pojavljajo v parih: skozi prvo, ki je kot se-
verni magnetni pol, izstopi Sop magnetnih silnic v fotosfero, skozi drugo,
juzni magnetni pol, pa se vanjo vraca. Vzorec peg se s ¢asom spreminja,
saj pege trajajo od nekaj ur do nekaj mesecev, nato pa polagoma izgi-
nejo. Pegasta podoba Sonéevega obraza se spreminja tudi zaradi vrtenja
Sonca. Ko pega zaide na enem robu Sonca, potrebuje priblizno Stirinajst
dni, da se spet prikaze na drugem robu, ¢e se seveda vmes Ze ne razgradi.
Dolgoletna opazovanja so pokazala, da se maksimalno Stevilo peg pojavlja
na vsakih enajst let.
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Crnobeli posnetek Sonéevega diska, narejen s 130 milimetrskim refraktorjem. Na njem
s0 dobro vidne sonéne pege.

Na Soncu se dogaja Se en zelo zanimiv pojav. Podobno kot se na Ze-
mlji pojavljajo potresi, ki jih merijo seizmologi, se po Soncu §irijo zvoéni
valovi. S temi se ukvarjajo helioseizmologi.! Zvoéni val se v gostejsi snovi
§iri hitreje kot v redkejsi, torej se na poti proti Son¢evi notranjosti Siri vse
hitreje. Zato se odklanja navzven, proti povrdini. Od nje se odbije nazaj
v notranjost in pri tem rahlo zaniha fotosfero. Ti nihaji pa so izjemno
majhni, fotosfera zaniha le za kakih 25 metrov, njena temperatura se pri
tem spremeni samo za nekaj tiso¢in Kelvina. Tako majhne spremembe je
seveda z oddaljenosti 150 milijonov kilometrov tezko opaziti. Astronomi
si pomagajo na dva nacina: z merjenjem periodi¢nih Dopplerjevih pre-
mikov dobro znanih spektralnih ért in z merjenjem izjemno majhnih, a
pravilnih sprememb celotnega Sonéevega izseva. (Izsev (izsevana mo¢) v
astronomiji oznacujemo s ¢rko L (angl. luminosity) predstavlja na enoto
Casa izsevano energijo in se meri v Wattih ali J/s.) Soncevih zvoénih ni-
hanj je na milijone, in e bi jim lahko prisluhnili, bi slisali pisano pesem
vseh mogoéih barv in melodij. Frekvence teh zvoénih nihanj pa so zal “in-
frabasovske”, dale¢ pod slisnim pragom ¢loveskega usesa. Manjsa kot je
frekvenca vala, globlje v notranjost Sonca bo prodrl. Opazovanje zvoénih
valov torej nudi astronomom izjemno pomemben naéin za preuéevanje

1 Helios je v starogrski mitologiji sonéni bog, ki se zjutraj vzpenja iz Okeana na
nebo z blesteco sonéno vprego, v katero so vprezeni stirje iskri konji, zvecer odhaja
spet v Okean. Od tod tudi pride ime za kemijski element helij, katerega so najprej
odkrili na Soncu, v spektru Sonceve svetlobe.
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Sonceve notranjosti, ki je ne moremo neposredno videti. Sirjenje zvoénih
valov po snovi je odvisno od njene temperature ter gostote in kemiéne
sestave. Opazovanja izbranega vala tako primerjajo z napovedmi, ki jih
za nastete koli¢ine dajo teoretiéni modeli o notranjosti Sonca. Tako so
sprva z modeli napovedali nizjo hitrost zvoénih valov, kot so jo kasneje iz-
merili. Na ta nacin so ugotovili, da je snov v notranjosti opti¢no gostejsa,
kot so mislili sprva, da torej bolj zaustavlja pretok energije. Z merjenjem
zvocnih valov so tudi dolocili spodnjo mejo konvekeijske plasti. Z zadnjim
odstavkom pa smo Ze posegli v eno od podrocij sodobne solarne astrono-
mije, saj so natanéna merjenja solarnih zvoénih nihanj postala pomemben
in obetaven nacin za iskanje novih spoznanj o Soncu. Za helioseizmologijo
je 8e posebej pomemben ameriski satelitski observatorij SOHO (solarni in
heliosferiéni observatorij), ki so ga izstrelili decembra leta 1995. To je
najsodobnejsi solarni observatorij doslej, krozi na oddaljenosti priblizno
enega odstotka poti do Sonca, njegova orbita pa je izbrana tako, da lahko
opazuje Sonce 24 ur na dan in 365 dni na leto.
Prihodnji¢ pa o manj znanih lastnostih Sonca.

Mirjam Galicié

NEKAJ BI VAM RADI POVEDALI

Veckrat z uéenci prelistamo Presek in tako smo zasledili tudi ¢lanek o
dr. Francu Moéniku. Ugotovili smo, da o gospodu Moéniku vemo zelo
malo, in se odloéili o njem izvedeti kaj vec.

V Solskem muzeju smo nasli obilico gradiva o znanem matematiku,
tudi zbirko njegovih del. Tezava pa je bila v tem, da so mnoga od njih
neprevedena. Zato smo se obrnili 8e na gospoda Zvonka Perata, ki nam
je prijazno ponudil pomoc.

Zbrano in odkrito gradivo nas je vzpodbudilo, da se lotimo pisanja
prave raziskovalne ualoge Naslovili smo jo Kako dr. France Mo¢nik .
kako danes . .. V njej smo zeleli primerjati njegov nacin poucevanja, 1zb1r0
nalog in ucbemkciv z danasnjimi.

Snov sama je zelo obsezna, zato smo se v nalogi omejili na tri po-
glavja, ki so nam delala najveé tezav pri ucéenju. Ob napotkih za izdelavo
raziskovalne naloge avtorice Marjane Plukavec in ob zavzetem delu nam je
uspelo in nalogo smo uspesno predstavili 17. aprila na Gimnaziji Sentvid.

Ucenci Nejka, Matej in Sinisa so bili krasna ekipa, vsem za vzpodbudo
pa naj bodo njihove besede: “Teme, ki se vam zdijo tezke in nerazumljive,
postanejo lazje in prijetnejSe, ¢e se jih lotimo Se kako drugace kot pri
obi¢ajnem pouku.”

Nevenka Dusak in ucenci OS Nove Fuzine
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KOCKASTI DODEKAEDER

Namen prispevka je opozoriti, da je potrebno razlikovati med geometrij-
skim telesom in njegovim skeletom: grafom. Medtem ko je telo geome-
trijski pojem, ki ima ogliséa, robove in ploskve, pa je njegov graf le kom-
binatoriéni pojem, v katerem postanejo oglisca tocke (ali vozlisca) grafa,
robovi pa povezave grafa. Medtem ko je mogoce npr. izmeriti dolzino roba
telesa, je povezava le oznaka za sosednost tock grafa. Vet o grafih najdete
v knjizici Drago Bajc, Tomaz Pisanski: Najnujnejse o grafih, Ljubljana,
DMFAS, 1985.

Pravilna telesa so obéudovali ze v stari Gréiji. O tem govori tudi
njihovo poimenovanje, saj jim pravijo tudi platonska telesa. Eden mate-
matiénih éudezZev, ki se skriva v njih, je simetrija. Simetrije so namreé
v nekem smislu najve¢, kar lahko pricakujemo pri telesih. To ima tudi
povsem prakti¢ne posledice, npr. v kemiji. Ceprav je Stevilo znanih mo-
lekul ogromno, njihove simetrije lahko razvrstimo v zelo majhno stevilo
predalckov. Bralec, ki ga tole nematematiéno govorjenje ne preprica, se
bo moral seznaniti z razliénimi zahtevnej§imi matematiénimi pojmi. Naj-
pomembnejsi koncept, ki manjka, je pojem grupe.

Slika 1. Dodekaeder.

Pravilna telesa so tetraeder, oktaeder, heksaeder - kocka, dodekaeder
in ikozaeder. Prve tri dobro poznamo in jih sre¢amo tudi v Soli. Tetraeder
je pravilna tristrana piramida, oktaeder je pravilna Stiristrana bipiramida.
To pomeni, da ga lahko dobimo tako, da zlepimo vzdolz obeh osnovnih
ploskev dve pravilni Stiristrani piramidi. O kocki najbrz ni potrebno iz-
gubljati besed.



Na sliki 1 si lahko ogledamo, kako je videti dodekaeder, ¢e ga po-
gledamo od zgoraj. Nastejemo 20 oglisé, 30 robov in 12 petkotnih lic.
Zanimivo pa je, da je mogoce dodekaedru nadeti kockasto obliko (slika 2).

S R

Slika 3. Skelet tega telesa je graf, ki ga poznamo v kemiji in Sportu.

Nedavno je Siemion Fajtlowicz, matematik z Univerze v Houstonu,
Teksas, na nekem znanstvenem srecanju v ZDA prikazal zanimiv graf
(slika 3). Ce ga nariSemo drugace, dobimo telo, ki ga dobro poznajo
navduseni §portniki, v prejsnjem desetletju pa je povzroéilo tudi majhno
revolucijo v kemiji ogljika.

Tomaz Pisanski



86 Matematika

O PREMOCRTNEM IN KROZNEM GIBANJU

Telo, ki se giblje premocrtno s konstantno hitrostjo, pride v enakih ¢asih
enako dale¢. Isto velja za telo, ki enakomerno krozi po krogu: v enakih
casih opise enako dolge loke, enaki loki na krogu pa imajo enake tetive.
Zato se telo tudi v tem primeru v enakih ¢asih enako oddalji. Ali je se
kak drug naéin gibanja s to lastnostjo?

Pa denimo, da se tockasto telo giblje v ravnini tako, da pride v enakih
¢asih enako dale¢. To pomeni: ¢e je v ¢asu t; v tocki Ty in v éasu to v Th
in ¢e je nadalje v ¢asu t} v tocki T}, v éasu t5 pa v T4, potem je razdalja
m enaka razdalji T, T3, brz ko je razlika éasov enaka, to se pravi, brz
koje t’2 _t’l =1 — i3

Zaznamujmo s Tp lego naSega telesa v nekem zatetnem ¢asu ¢ = 0 in
s T'(t) njegovo lego v poljubnem ¢asu ¢. Tu seveda privzamemo, da telo
ne dela skokov. Zato je tocka T'(t') tako blizu tocke T'(t), kakor Zelimo,
¢e je le éasovna razlika t' — ¢ dovolj majhna.

Telo pride ¢ez nekaj ¢asa v neko sosednjo tocko T # Ty (primer,
da telo miruje, seveda izklju¢imo). Zaznamujemo ta ¢as z 27, tako da je
T, = T(27). Pisimo

T(kr)=Te, k=0,1,2,3,...

V éasut = k7 se je potemtakem telo premaknilo iz tocke T v Ty.. Dobimo
zaporedje tock Ty, T1,T5, . .. Vse daljice T T)41 so enako dolge, saj pride
telo iz vsake tocke 7% v naslednjo Txy; v enakem casu 7. Isto velja za
daljice 73T} 42, ki so tudi vse med seboj skladne (telo se premakne iz T},
v Tyyo v Casu 27), skladne so tudi daljice Ty T3 itd.

Ker je Ty # Ty in ToT) = T1 13, so Ty, Ty in T, razliéne tocke. Lezijo
lahko vse tri na isti premici ali pa so ogliséa trikotnika, ki je seveda v
ravnini, v kateri se giblje telo. Oglejmo si obe moznosti:

(I) Tb, Ty, T3 so na isti premici, ki jo imenujmo p (slika 1). O¢itno je T
med Tp in T5. (Samo v tem primeru je namre¢ ToTh = T173.) Kje lezi
tocka 737 Ce T3 ne bi bila na premici p, bi bile tocke T, T3, T3 ogliiéa
pravega trikotnika. Stranice tega trikotnika so T1'T» = TpT) = a, TeT3 =
=TTy = ainT1T3 = TpTy = 2a. Vsotastranic 11715 in T>T3 je a+a = 2a,
torej je enaka tretji stranici 7773 = 2a. Toda v pravem trikotniku je vsota
dveh stranic vselej ve¢ja od tretje stranice. Zato morajo biti ogliséa T,
T3 in T3 na isti premici. Torej lezi tudi toéka T na premici p, in sicer na
nasprotni strani tocke Ty kakor T7.
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To T, Ty T3 Ty
Slika 1.

Ce izhajamo iz trojke T, T3, T3 namesto iz trojke Ty, T}, T5. ugoto-
vimo, da je tudi totka Ty na premici p. Tako nadaljujemo in vidimo, da
so v tem primeru vse tocke T} na premici p.

(I1) Ty, Ty, T so oglisca trikotnika, in sicer enakokrakega z vrhom v
T, ker je TyTy = T1T; (sliki 2a in 2b). Naj bodo njegovi koti a, 8 in 7.
Kje lezi v tem primeru tocka 737 Trikotnika TyT)T5 in T 71575 sta skladna
(ujemata se v vseh stranicah: ToT = 11Ty, Th Ty = ToT5 in TpT, = T1T35),
zato imata pripadajoci oértani kroznici K in K’ enak polmer. Ker gresta
obe kroznici skozi tocki T} in T5, imamo spet dve moznosti:

(ITa)  Sredisci S in S’ kroznic K Ty

in K’ lezita na isti strani stranice
T\T>. V tem primeru sredis¢i sov-
padata in prav tako obe kroznici, to- 7o
rej 8 = S in K = K'. (Sredisée '
kroznice, ki je oértana enakokrake-
mu trikotniku, lezi na isti strani kra-
ka kakor trikotnik. V nasem primeru
sta torej oba trikotnika ToTiT5 in
T1T5T3 na isti strani stranice T7T5,
kakor kaze slika 2a.) Ker se kroznici
K in K’ ujemata, ima Stirikotnik
ToTyT>Ts oértano kroznico, namreé KX = K’

E=r. T

Slika 2a.

S K ToTh =TTa = TaTs = TsTy = TuTs

Slika 2b.



(IIb)  Srediséi S in S’ sta na nasprotnih straneh stranice T775. Isto
velja v tem primeru za trikotnika 737175 in 7175753, ki sta tudi na nasprot-
nih straneh imenovane stranice (slika 2b). Enakokraki trikotnik 717574
ima pri vrhu T3 kot «, pri 71 in T3 pa sta kota enaka o = 3. Zato je
Stirikotnik TT>T3T; paralelogram, nasprotne stranice so v njem vzpored-
ne. Oértane kroznice ta stirikotnik nima. Kroznici K in K’ sta namre¢ tu
razliéni.

Poiséimo zdaj tocko Ty! Oglejmo si najprej primer (Ila). Ker sta
stirikotnika TpTyToT3 in T1T5T53Ty skladna (ujemata se v vseh stranicah
in obeh diagonalah), premore tudi stirikotnik 7175737} oértano kroznico.
Ta kroznica pa je K, saj gre K skozi ogliséa Ty, T, in Ty (slika 2a). To
pa pomeni, da je tudi totka Ty na kroznici K. Ce tako nadaljujemo,
ugotovimo, da lezijo vse tocke T} v primeru (Ila) na kroznici K.

V primeru (IIb) stirikotnik 7373747> nima ocrtane kroznice, ker
je skladni stirikotnik T37573T) nima. Zato lezita trikotnika 777573 in
Ty T5T, na nasprotnih straneh stranice T»Tj (slika 2b). Tocke Ty, T3, Ty
in Ty so ogliséa paralelograma in je zato stranica 75T vzporedna stranici
T1T3. Ker je tudi stranica TpTy vzporedna stranici 7773, vidimo, da so v
tem primeru tocke Ty, Ts in T} na isti premici.

Vzemimo zdaj zaporedje tock

« T .
;=T 3), §=0123,...

Telo pride iz tocke T v naslednjo tocko T}, pri vsakem j v casu 3.
Novo zaporedje vsebuje prejsnje: pri j = 2k je namre¢ Ty, = T'(2k - 5) =
= T(k7) = T}. Glede lege tock 7} imamo seveda tudi zdaj tri moznosti:

e (I) Vse totke T so na isti premici. To velja potem tudi za tocke
Ty = Ty, tako da so vse tocke T; na premici p. Za prvotno zaporedje
nastopi torej primer (I).

e (ITa) Vse tocke T} lezijo na kroznici, ki je o¢itno kroznica K, na kateri
?;)I t)oéke T). Torej imamo pri prvotnem zaporedju 7). prav tako primer

aj.

e Ce nastopi za zaporedje T} primer (IIb), so tocke Ty = T, Ty = T in
T} = T na isti premici. To pa pomeni, da nastopi za zaporedje T} primer
(I). Ker smo izérpali vse moznosti za zaporedje T} in se primer (IIb) za
prvotno zaporedje pri tem ni pojavil, sklepamo, da primer (IIb) sploh ni
mogo¢. Tako smo dokazali, da so vse tocke 7). prvotnega zaporedja bodisi
na premici p bodisi na kroznici K.
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Izberimo poljubno naravno stevilo n > 1 in postavimo
- Ty _ mpln) .
T{JE)_T; E] 3_0}11211"'

Za vsak n dobimo zaporedje tock Té“), 1("),... Kakor za zaporedje T}
dokazemo, da lezijo vse tocke teh zaporedij bodisi na premici bodisi na
kroznici. Ker je T,-g:) = T(kn- L) = T(kr) = T}, je prvotno zaporedje
vsebovano v vsakem izmed nasih zaporedij. Ce so torej vse tocke Ty na
premici p, velja isto za vse tocke T;"} pri poljubnem j in poljubnem n.
Kadar pa lezijo tocke T} na kroznici K, so tudi vse tocke TJ{") na K.

Naj bo t poljuben ¢as in se vprasajmo, kje je telo ob ¢asu ¢, se pravi,
kje lezi tocka T'(t). Denimo, da so vse tocke zaporedja T} na premici p.
Izra¢unajmo kvocient /7. Ce je racionalen, npr. enak ulomku j /n, je
t=jr/n,totkaT(t) =T(j-I) = T}") pa lezi, kakor smo pravkar ugotovili,
na premici p. Ce kvocient ¢/7 ni racionalno §tevilo, izberimo ulomek j/n,
ki se zelo malo razlikuje od tega kvocienta. Potem se j7/n zelo malo
razlikuje od t. Ker telo ne naredi nobenega skoka, je pripadajoca tocka
TJ{") zelo blizu totke T'(t). Toda totka Tj(n) je na premici p. To pa
pomeni, da so na premici p tocke, ki so poljubno blizu tocke T'(t). To je
o¢itno mogoce le tedaj, kadar je tudi T'(¢) na p. Torej za vsak t, naj bo
kvocient /7 racionalen ali iracionalen, lezi T'(t) na premici p. Podobno se
prepricamo, da so vse tocke T'(t) na kroznici K, kadar nastopi za zaporedje
T} primer (I1a) in so vse tocke T} na K. Tako smo dokazali trditev

(A) Ce se tockasto telo giblje v ravnini tako, da se v enakih
- ¢asih enako oddalji, je njegov tir premica ali kroznica.

Torej tocka ne more potovati po elipsi tako, da bi prisla v enakih
¢asih vedno enako dalec.

Kroznica je ravninska krivulja, pri kateri imajo enako dolgi loki
enako dolge tetive. Ali je Se kaka druga krivulja s to lastnostjo?

Panaj bo K ravninska krivulja (K ni premica), pri kateri pripadajo
enakim lokom enake tetive. Ce se tockasto telo giblje po tej krivulji s
konstantno hitrostjo, opise v enakih ¢asih enako dolge loke, tem lokom
pa pripadajo enako dolge tetive. Zato pride telo v enakih casih enako
dale¢. Po trditvi (A) je tir K kroznica. Torej:
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(B) Kroznica je edina krivulja v ravnini, pri kateri imajo enako
dolgi loki enako dolge tetive.

Trditev (A) — kot nalogo jo je postavil David White z Oklahoma
State University v ¢asopisu American Math. Monthly, (1997), Problem
105687 — sodi v diferencialno geometrijo in jo lahko dokaZemo tudi z
njenimi metodami. Vendar v diferencialni geometriji predpostavljamo,
da ima tockasto telo v vsakem trenutku natanko doloéeno hitrost. V
zgornjem dokazu nismo privzeli, da hitrost obstaja, temve¢ samo to, da
telo nikoli ne napravi nobenega skoka.

Tu smo obravnavali gibanje v ravnini. Kako je v prostoru? Vi-
jacnica je prostorska krivulja. Opise jo tocka, ki enakomerno krozi
po kroznici, kroznica pa se s konstantno hitrostjo premika v smeri,
pravokotni na ravnino kroznice. Ni tezko dokazati, da pride telo, ki se
giblje s konstantno hitrostjo po vijaénici, v enakih éasih enako daleé.
To pa je tudi edina prostorska krivulja s to lastnostjo. Velja namreé
trditev, ki pa je tu ne bomo dokazovali:

(C) Ce se tockasto telo giblje v trirazseznem prostoru tako,
da pride v enakih &asih enako daleé, je njegov tir bodisi
premica bodisi kroznica bodisi vija¢nica.

Tvan Vidav
IZVOR BESEDE SINUS

Ste si kdaj zastavili vprasanje, zakaj se npr. logaritmu re¢e prav logaritem
ali od kje izvira besedica pi?

Tokrat si oglejmo, kako je svoje ime dobila funkcija sinus.
Kaj je sinus danega ostrega kota, verjetno veste. To je razmerje med
dolzino katete, ki lezi v pravokotnem trikotniku nasproti danemu kotu, in
dolzino hipotenuze. ’

: a
BN = — @
L
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Ze pradavni matematiki so ugotovili, da je razmerje med dolzino te-
tive in polmerom pripadajocega kroga v vseh kroznih izsekih z enakimi
sredid¢nimi koti isto.

ay a3z

T T2

Od tega spoznanja do danasnjega pomena sinusa kota ni dalec. Izka-
zalo se je, da je pat uporabneje opazovati razmerje med dolzino polovice
tetive in polmerom kroga.

In kako je s temi razmerji povezana beseda sinus?

V zahodni svet so predvsem v 12. stoletju za poimenovanje mate-
matiénih pojmov prodrla Stevilna imena, katerih izvor je bil bodisi v
antiéni Gréiji bodisi v arabskem svetu. Teh imen je toliko, da mnogi
matematiéni zgodovinarji imenujejo to stoletje kar stoletje prevodov. Po-
glejmo, kaj o izvoru besede sinus najdemo v knjigi A History of Mathe-
matics avtorjev Carla Boyerja in Ute Merzbach:

“... Zahodna Evropa se je nenadoma zaela mnogo bolj zgledovati
po arabski matematiki, kot se je kdajkoli po grski geometriji. ... Tako so
latinski uéenjaki povzeli trigonometrijo, ki je nastopala v arabskih astro-
nomskih delih. Besedo sinus je prvi uporabil Robert Chesterski v svojem
latinskem prevodu trigonometrije iz arabscine. Zakaj?

Hindujci so polovici tetive dali ime jiva, Arabci pa so besedo povzeli
kot jiba. V arabséini obstaja tudi beseda jaib, ki pomeni zaliv ali vodni
rokav. Ko je Robert Chesterski prevajal trigonometrijo iz arabscine, je
naletel na besedo jiba. Kaze, da jo je pomotoma zamenjal z besedo jaib
(morda zato, ker so bili samoglasniki izpusceni). Tako je za trigonometrij-
sko razrlnerje uporabil besedo sinus, kar je latinski izraz za zaliv ali vodni
rokav.”

Matija Lokar

1V anatomiji je sinus votlina ob zgornjih dihalnih poteh v glavi, kar je vsekakor
blize osnovnemu pomenu besede kot matematiéni sinus.
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DOTIKAJOCI SE KROGI — Resitev s str. 31

Zanimajo nas “dotikajo¢i se krogi” (krogi reda 4 so prikazani na spodnji
sliki).

Pojasnimo najprej, kako zgradimo kroge reda n. Opis bo induktiven
(pri programiranju bomo zato uporabili rekurzijo). Krogi reda n so se-
stavljeni iz velikega zunanjega kroga in treh ustrezno zmanjsanih krogov
reda n — 1, ki so enakomerno razporejeni v notranjosti velikega kroga.
“Dotikajoéi se krog” reda 1 je kar en sam krog.

Resimo najprej matematiéni del naloge. Naj a,, oznacuje stevilo kro-
gov, ki sestavljajo kroge reda n. Gornji opis pove, da velja

a =1 in ﬂ.n+1=30n+1 (nzl)

Prvih nekaj élenov zaporedja a,, je torej 1, 4, 13, 40, 121,... Z metodo
“ostrega pogleda” (seveda pa lahko uporabimo tudi kak$no bolj znan-
stveno metodo; pogledamo lahko razliko dveh zaporednih ¢lenov,. .. ) po-
stavimo domnevo a,, = %(3“ —1). Matematiéni rezultati zahtevajo stroge

in korektne dokaze, zato bomo svojo domnevo dokazali z matematiéno in-

dukcijo. Najprej preverimo bazo indukcije, primer n = 1. Ker je 3]2—'1 =
=1 = ay, formula za n = 1 drzi. Dokazimo 8e indukcijski korak. Naj bo

Gy = 3"2_1 (indukcijska predpostavka). Dokazati moramo, da je anqy1 =

nt4l 5 o
= ¥-=1. To pa ni tezko:

3“—1+1_3-3"_3+2__3“+1—1
B 2 -2

Pri tem smo pri prvem enacaju upostevali rekurzivno zvezo, ki ji zadoséa
zaporedje a,, pri drugem enaéaju pa indukcijsko predpostavko.

an+1=30n+1:3-
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Ostal nam je Se racunalniski del naloge. Kot bomo videli, bomo tudi
za njegovo resitev potrebovali nekaj znanja matematike, in sicer iz ravnin-
ske geometrije. ReSitev bomo napisali v programskem jeziku logo, saj je
delo z grafiko v tem jeziku nadvse preprosto. Najprej se moramo odloéiti,
koliko parametrov bo imel ukaz. En parameter bo gotovo red krogov, ki
jih zelimo narisati. Ker bomo nalogo resevali rekurzivno, posamezni krogi
pa bodo razliéno veliki, bo drugi parameter polmer zunanjega kroga.

Predno zapisemo program, moramo Se ugotoviti, kje so sredisca in
kaksen polmer imajo trije “dotikajoci se krogi” reda n — 1, ki skupaj z
zunanjim krogom sestavljajo kroge reda n. Takole razmisljajmo: Sredisca
krogov reda n—1 lezijo v ogliscih enakostraniénega trikotnika (glej zgornjo
sliko). Dolzina stranice tega trikotnika je enaka premeru krogov reda
n — 1, njegovo sredisce (= teziste = viSinska to¢ka = ...) pa je v sredis¢u
krogov reda n. Oznacimo z R polmer velikega kroga, z r pa polmer kroga,
ki obdaja kroge reda n — 1. Pri enakostranié¢nem trikotniku lezi sredisée
na tretjini viSine, dolzina visine pa je s 3? pomnozena dolzina stranice.
Tako dobimo

2\/§+3.r
3

R =

(

.
i R

CA.'JINJ

oziroma
r=(2V3—-3)R~0464R.

Razdalja med srediséem krogov reda n in srediscem krogov redan—1je
enaka R —r = (4 — 2V/3)R.

Tako, pripravili smo vse potrebno za zapis ukaza za risanje “doti-
kajocih se krogov”.
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TO dkrogi :n :R
IF :n<1 [STOP]
CIRCLE :R ;baza rekurzije
IF :n>1 [
REPEAT 3 [
PU FD (4 - 2+3QRT 3)*:R PD
dkrogi :n-1 (-3 + 2*SQRT 3)*:R  ;rekurzivmi klic
PU BK (4 - 2#SQRT 3)#*:R PD
RT 120
]
]
END

Morda vas je med branjem gornjega programa zaskrbelo, da ne deluje
pravilno, saj smo le pri prvem rekurzivnem klicu usmerjeni navzgor (enako
kot na zacetku klica), pri drugem in tretjem pa smo zasukani za 120° v
desno oziroma v levo. No, to v resnici ni nobena napaka, saj se lik, ki ga
riSemo, ne spremeni, ¢e ga zasukamo za 120° v eno ali v drugo smer.

Ce se vam je naloga, ki smo jo resili, zdela prelahka, pa lahko pred-
stavljeno resitev Se dopolnite. Vpeljete lahko dodatni parameter, ki bo
povedal, koliko manjsih krogov je treba vstaviti v vegji krog (nasa resitev
vstavlja 3 kroge, na levem delu zgornje slike pa je prikazan lik reda 3,
ki ga dobimo, ¢e vstavljamo po 5 krogov). Da vam olajsam delo, vam
priSepnem, da sta pri vstavljanju k krogov polmer manjSega kroga r in
polmer velikega kroga R povezana s formulo

1

r=R-(1- I mse R

Vgradite lahko tudi moznost sen¢enja, primer je prikazan na desnem delu
zgornje slike.

Martin Juvan
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SESTAVLJANKA

10.

Neomejena ravna ¢rta.

Ravna ¢rta, omejena na obeh straneh.

Pripomocek pri matematiki.

Kako imenujemo tocke, ki lezijo na isti premici?
..7... naloga

Premica, ki se dotika kroznice.

Premica, ki seka kroznico.
Razdalja od nosilke stranice do nasprotnega oglisca.

SeEND U R w N

p—

Kaj dobite v obarvanem stolpcu?

Bostjan Marinsek, ucenec OS Zrece
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ELEKTRICNI TOK PO KOVINI IN ELEKTRONI

V eni od prejsnjih Stevilk smo v Preseku ze pisali o naboju in toku po
kovini (bakru). Izhajali smo iz predstave o negativni tekoCini in pozi-
tivni trdnini. Ceprav je ta starinska predstava morda delovala okorno, je
omogocila, da smo vsaj okvirno razumeli nekatere pojave in izra¢unali ne-
kaj zanimivih koli¢in. Vendar ta predstava ni zadovoljiva. Vemo namre¢,
da je snov zgrajena iz atomov. Atome sestavljajo pozitivno naelektrena
jedra in negativni elektroni. Iz atoma nastane pozitivni ion, ko odda elek-
tron. Negativno tekoc¢ino sestavljajo torej elektroni in pozitivno trdnino
ioni.

Ali naj si pri elektriénem toku po kovini predstavljamo zvezno, to je
neomejeno deljivo, negativno tekoc¢ino ali elektrone? Podobno vprasanje
se pojavi pri toku vode po cevi. Ali naj si pri vodnem toku predstavljamo
zvezno snov ali molekule, kako se prerivajo po cevi? Pogosto je dovolj,
¢e privzamemo, da je snov zvezna, in si molekul ni treba predstavljati.
Seveda pa na molekule pri toku ne moremo éisto pozabiti, ko pa vemo,
da vode ne moremo neomejeno deliti. Nekaterih pojavov pri toku vode po
cevi pa tudi z molekulami ni lahko pojasniti. Podobno je tudi pri elek-
tricnem toku po kovini pogosto dovolj, ¢e naboj privzamemo za zveznega,
in si elektronov ni treba predstavljati. Tako smo ravnali v prejsnjem za-
pisu. Na elektrone in ione pa ne moremo ¢isto pozabiti, ko vemo, da
elektri¢nega naboja ne moremo neomejeno deliti. Tudi nekaterih pojavov
pri elektriénem toku v kovini ni lahko pojasniti z elektroni in ioni.

V atomski sliki tok opiSemo z gibanjem naelektrenih delcev, ki jih v
tej zvezi imenujemo nosilei naboja. Ker pri elektriénem toku v kovini snov
ne potuje, privzamemo, da so nosilci naboja enega znaka, in to elektroni.
Ce bi potovali ioni, bi opazili elektrolizo. S tem se sklada izid Tolmanovega
poskusa z zaviranjem vodnika, ki smo ga ze omenili. V atomski sliki je
pomemben podatek stevilo elektronov N. Stevilo ionov v dani prostornini
se ujema s Stevilom elektronov. Naboj elektronov je —e = —Ney, ¢e je
—ep naboj elektrona. Ustrezna masa elektronov je Nmy, ¢e je mp masa
elektrona. Iz Tolmanovega merjenja sledi

L . AT Y
mog Nmg ms kg

Specifiéni naboj elektrona, kot imenujemo kvocient absolutne vrednosti
naboja elektrona in njegove mase, je pred sto enim letom pri poskusih
s katodnimi Zarki dolocil Joseph John Thomson. Danes bi rekli, da je
meril odklon curka hitrih elektronov v elektriénem in magnetnem polju v
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vakuumu. S tak$nim merjenjem dobimo natané¢nejsi podatek za specifiéni
naboj elektrona 1,76 - 10'* As/kg.

V prejsnjem zapisu smo upostevali, da se pri elektrolizi skozi razto-
pino kisline, baze ali soli preto¢i Faradayev naboj ep = 96 - 10° As, ko
se na elektrodi izloéi kilomol enovalentnega elementa. Zdaj Faradayev
naboj e = Naeg izrazimo z Avogadrovim stevilom N4 = 6,0 - 10%5, to
je s stevilom delcev v kilomolu. S tem nabojem in s specificnim nabojem
dobimo absolutno vrednost naboja in maso elektrona

ep = —;-E =1,6-10"1° As, my = }‘% =91-10"%" kg.
Ni prostega delca z manjso absolutno vrednostjo naboja, zato imenujemo
e osnovni naboj.

Pozitivna trdnina miruje, negativna tekocina pa se po vodniku gi-
moremo predstavljati, da elektroni v vodniku mirujejo, ¢etudi ni nape-
tosti med njegovima krajistema. Ne moremo namreé doseci, da bi imel
elektron kinetiéno energijo 0. Za prvo silo ocenimo povprecno kineti¢no
energijo elektrona s 6 - 1072! joula. Kvadratni koren iz dvojne povpreéne
kineticne energije, deljene z maso, dd mero za povpreéno velikost hitrosti.
Z zapisanim podatkom jo ocenimo na 100 km/s.

Povpreéna kinetiéna energija molekule v enoatomnem plinu je
gmo(v?) = kT .

Pri tem je (v?) povprecje kvadrata hitrosti molekul, T’ absolutna tempe-
ratura in k = 1,38-10"2% J/K = R/N4 Boltzmannova konstanta. R je
splosna plinska konstanta. Pri sobni temperaturi dobimo za povpreéno
kineti¢no energijo 6 - 1072 J. Ce uporabimo enacbo za elektrone, je
mera za njihovo povpreéno velikost hitrosti ((v2))*/? = (3kT/mg)/? =
= (3RT/M,)"/2.

Enacbo uporabimo tudi za ione z vsaj 1800-krat vecjo maso in
ugotovimo, da je njihova povpreéna velikost hitrosti (3RT/M)*/? vsaj
v/1800-krat, to je priblizno stiridesetkrat, manj3a.

V kovini se gibanje elektronov po naravi razlikuje od gibanja ionov.
Toni so vezani na svoje ravnovesne lege v kristalu in se od njih ne oddaljijo,
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se pravi, da okoli njih nihajo. Povpreéne komponente njihove hitrosti v
treh, med seboj pravokotnih smereh so enake ni¢. Elektroni pa niso vezani
na ravnovesne lege in se neurejeno gibljejo po kristalu, podobno kot mo-
lekule plina po posodi. Toda tudi za elektrone so povpreéne komponente
hitrosti v treh, med seboj pravokotnih smereh enake nic, ¢e na odseku
vodnika ni napetosti. Elektroni v kovini ne potujejo, ¢e na odseku vo-
dnika ni napetosti. Ko priklju¢imo na odsek vodnika napetost, postane
povpreéna komponenta hitrosti v smeri od negativnega krajisca vodnika
do pozitivnega krajisca razlicna od ni¢. Za to komponento smo zadnji¢
naracunali % mm/s. To je zelo malo v primeri s hitrostjo 100 km/s.

Zamislimo si ¢ebelji panj, v katerem letajo ¢ebele sem in tja s pov-
precno velikostjo hitrosti 1 m/s. Povpreéne komponente hitrosti v treh,
med seboj pravokotnih smereh so enake nic. Potem nalozimo panj na
vozicek in ga odpeljemo. Komponenta hitrosti éebel v smeri voznje je
razliéna od ni¢ in enaka hitrosti vozicka, komponenti v smereh pravo-
kotno na smer voznje pa sta Se naprej enaki ni¢. Vozi¢ek bi se gibal s
stomilijonino povpreéne velikosti hitrosti ¢ebel, to je okoli 3 decimetre na
leto. Toliksna bi bila povpreéna komponenta hitrosti elektronov, ¢e bi
¢ebele ustrezale elektronom.

Baker je na 29. mestu periodne preglednice, se pravi, da ima nemo-
teni atom bakra 29 elektronov. Ko odtrgamo najsibkeje vezani elektron
od atoma, preostane ion z enim pozitivnim osnovnim nabojem, ki vse-
buje 29 pozitivnih osnovnih nabojev v jedru in 28 elektronov in ki niha
okoli ravnovesne lege v kristalu. 29. elektron vsakega atoma prispeva k
prevajanju naboja. Tem elektronom, ki so torej nosilci naboja, pravimo
prevodniski elektroni.

S prevodniskimi elektroni in ioni opisimo naelektren ploscati kon-
denzator. Na plo3éi, ki je zvezana s pozitivnim prikljuckom, se pojavi
primanjkljaj prevodniskih elektronov in na njej prevlada naboj pozitivnih
ionov. Na negativni ploéi se pojavi enako velik presezek prevodniskih
elektronov in njihov naboj prevlada naboj ionov. Na plos¢ah s plos¢ino
po 100 cm? v razmiku 1 mm se pri napetosti 1000 V nabereta naboja
okoli 1078 As in —10~% As. Ce vzamemo, da sta plos¢i debeli po 0,1 mm,
je naboj vseh prevodniskih elektronov v vsaki od njiju 1,4 - 10* As. Po-
temtakem se je samo vsak bilijonti prevodniski elektron s pozitivne plosce
preselil na negativno plosco.
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Skozi presek S vodnika se pretoé v €asu t naboj prevodniskih
elektronov z absolutno vrednostjo e = eq(N/V)V = eo(N/V)Svt. 1z te
zveze izhaja za tok I = e/t na enoto preseka
¢e je v komponenta povprecne hitrosti prevodniskih elektronov od ne-
gativnega k pozitivnemu prikljucku vodnika. N/V je gostota nosilcev
naboja, v nasem primeru prevodniskih elektronov. Enacbo dobimo
tudi, ce v ustrezno enacho za negativno tekocino vstavimo gostoto
naboja prevodniskih elekronov: p. = eg(N/V). Pri tem je N/V go-
stota (Stevila) prevodniskih elektronov. Iz zapisane enacbe brez tezav
izra¢unamo navedeno komponento povpreéne hitrosti, ¢e za ploskovno
gostoto toka vstavimo I/S = 107 A/m” in izenafimo gostoto pre-
vodniskih elektronov z gostoto atomov bakra N,/V = Nym/VM =
= Naps/M. Pri tem je gostota bakra p, = 8,9 - 10% kg/m® in masa
kilomola bakra M = 63,5 kg. Za gostoto atomov v bakru in gostoto
prevodniskih elektronov dobimo s temi podatki N/V = 8,4-10%8 m—3,

Enacbo razvijemo dalje. Upostevamo, da je komponenta pov-
precne hitrosti tem vecja, ¢im veéja je napetost U med krajiséema
vodnika in éim manjsa je dolzina vodnika [, torej v = SU/I. Sorazmer-
nostni koeficient 3 = lv/U z enoto m?/Vs je gibljivost prevodniskih
elektronov. Napetost med krajis¢ema vodnika pa je po Ohmovem za-
konu sorazmerna s tokom: U = RI. Sorazmernostni koeficient je upor
presek S, torej R = (l/S. Sorazmernostni koeficient ¢ = RS/l z enoto
Qm ali Qmm?/m je specifiéni upor. Vse to upostevamo na desni strani
zapisane enache

1/8 = eo(N/V)BU/l = eg(N/V)BCI/S

in izrazimo obratno vrednost specificnega upora ali elektricno prevod-
nost

% = -‘305}—:" .

Prevodnost je tem veéja, éim veéji je naboj, éim veéja je gibljivost in éim
vecja je gostota nosilcev naboja. Z ena¢bo lahko izraéunamo gibljivost,
¢e poznamo specifiéni upor in gostoto nosilcev naboja. S podatkom
za, specifiéni upor bakra pri sobni temperaturi ¢ = 0,017 Qmm?/m =
=1,7-1078 Qm in prejsnjim podatkom za gostoto nosilcev naboja do-
bimo za gibljivost prevodniskih elektronov v bakru A = 0,004 m?/Vs.
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Z atomsko sliko podrobneje opisemo elektriéni tok po kovinah, ka-
krini sta baker in srebro, kot s sliko z zveznima elektri¢cnima snovema.
Vendar ima naSa preprosta ina¢ica atomske slike precej pomanjkljivosti.
Omenimo glavne.

Baker je v nekaterih spojinah enovalenten in v drugih dvovalenten.
Zato nas ne preseneti, da je prevodniskih elektronov v njem nekoliko veé
kot atomov, in sicer pride na atom bakra v povprecju 1% prevodniskega
elektrona. V tem primeru tretjina ionov bakra nosi po dva pozitivna
osnovna naboja. Zaradi tega je gibljivost prevodniskih elektronov v bakru
3,2 m?/Vs, to je 3 vrednosti, ki smo jo izratunali prej. Podobno je v
srebru.

Gibanja elektronov v kovini ne moremo opisati tako, kot opisemo
gibanje molekul plina v posodi, in povprecne kinetiéne energije prevo-
dniskega elektrona ne izracunati z enacbo za molekulo v plinu. Gibanje
elektronov moramo opisati v osnovi drugace in upostevati, da niti dveh
prevodniskih elektronov ne moremo medsebojno razlociti. Povprecna ki-
neticna energija prevodniskega elektrona je skoraj neodvisna od tempe-
rature in ve¢ kot stokrat vecja od navedene. Zato je povpreéna velikost
hitrosti ve¢ kot desetkrat vecja od navedene.

V tej sliki ni lahko pojasniti elektriénega upora kovine. Po peri-
odi¢nem kristalu brez napak bi se prevodniski elektroni gibali brez upora.
Upor je posledica neurejenega nihanja ionov in nepravilnosti, na primer
necisto¢.

Kovina | Ps | M | No/V | N/V | B
baker 8,9.10% kg,fm‘r’ 63,5 kg | 8,4-1028 m—3 | 11,4.10%® m—3 |0,0032 m?/Vs
srebro | 10,5-10% kg/m® [107,8 kg | 5,810 m~3 | 7,4:10%8 m—3 [0,0052 m?/Vs

Nekaj podatkov za baker in srebro: gostota snovi ps, masa kilomola M,
gostota atomov N, /V, gostota prevodniskih elektronov N/V in gibljivost 5.

Janez Strnad
TOMBOLA

Mali Martin se je odlo¢il, da bo za svoj rojstni dan povabil nekaj prija-
teljev, jih primerno pogostil in priredil preprosto tombolo. Tombolo si je
zamislil takole. Vsak udelezenec dobi tablico, na kateri so po vrsti v treh
vrsticah po tri napisana Stevila od 1 do 9. V vsaki vrstici je eno od stevil
obkrozeno (glej sliko na naslednji strani, na kateri so prikazane 3 izmed
27 moznih tablic).
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Martin bo iz vrecke z devetimi Zetoni, na katerih so napisana Stevila od
1 do 9, na slepo vlekel zeton za Zetonom in vsaki¢ naznanil izvledeno
Stevilko. Glavno nagrado bo dobil tisti igralec, ki bo imel prvi izvleéene
vse tri obkrozene Stevilke.

In tu pride do tezave. Martin ima na voljo le dve glavni nagradi,
opazil pa je, da se lahko zgodi, da na istem koraku veé igralcev konéa
igro. Na primer, ¢e v igri nastopajo trije igralci s tablicami z gornje
slike in po vrsti izvleéemo stevilke 7, 9, 8, 1, 2, 5, potem imamo kar tri
zmagovalce, pri zaporedju 5, 7, 9, 1 sta zmagovalca dva, pri zaporedju 1,
2, 3,4, 5,6, 7 pa en sam.

Martin bi rad povabil ¢im ve¢ prijateljev, hkrati pa zeli prepreéiti,
da bi v tomboli lahko zmagala ve¢ kot dva igralca. Zato ne sme povabiti
preveé prijateljev, hkrati pa mora “pametno” izbrati obkroZena Stevila na
tablicah. Svetuj mu, koliko prijateljev sme povabiti in kako naj izbere
tablice, da bo tombolo lahko uspesno izvedel.

Martin Juvan

NEVIHTA —- NARAVNI VISOKONAPETOSTNI
SPEKTAKEL
(Popravek k ¢lanku iz 6. Stevilke lanskega letnika)

V clanku je bilo zapisano, da bi z nabojem, ki ga ima Zemlja proti ozraéju
(5 - 10° As), lahko napolnili okrog 10000 avtomobilskih akumulatorjev.
Pozorni bralci ste gotovo ze sami opazili napako: s tolik§nim nabojem bi
lahko napolnili le bore 3 avtomobilske akumulatorje.

Ce je imel kdo 7e izdelan naért, kako bi lahko s polnjenjem akumula-
torjev na Zemljin naboj obogatel, ga moram razocarati: S poslom ne bo
nic!

Gregor Bavdek
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OKO

V jasnih jesenskih veéerih in nocéeh skoraj ne moremo prezreti svetle
oranzne zvezde, ki sveti v ozvezdju Bika. Veéasih so ji rekli (Veliko) Bikovo
oko, danes pa jo poznamo pod imenom Aldebaran (sliki 1 in 2).

Slika 1. Ozvezdji Orion in Bik (iz Flamsteedovega Zvezdnega atlasa, 1776). Dobro je
vidna glava Bika in na njej Oko — zvezda Aldebaran.

Aldebaran je glavna zvezda v Biku in lezi v enem od obeh krakov
Hijad, znamenite razsute zvezdne kopice (Presek, 24, str. 92). Aldebaran
je beseda arabskega izvora in pomeni tisti, ki zasleduje. Zvezdi bi lahko
rekli kar Zasledovalka. Samo ime zvezdi kar pristaja, saj se res zdi, kakor
da iz noéi v no¢ na nebu zasleduje Sedem sester, sedem drobnih zvezd,
zbranih v zvezdni kopici Plejade (Presek, 22, str. 62).

Vzemite si malo veé ¢asa in nekaj jasnih no€i opazujte zvezde Bika, se
posebej zvezdo Aldebaran. Poskusite opazovati sij (to je z oéesom zaznano
svetlobo) te zvezde, oziroma ugotoviti, kako se ji le-ta spreminja. Izbrati
je treba idealno jasno temno no¢, torej brez mesecine.

Sij najprej opazujete, ko je Aldebaran nizko na vzhodnem delu neba
(zvezda se dviguje), nato v najvisji legi na jugu, potem pa, ko je ze nizko
na zahodnem delu neba.
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Slika 2. Takole s pomogjo Koscev v ozvezdju Orion najlaze izsledimo Aldebaran
(e Bika) — 70 svetlobnih let oddaljeno orjakinjo, ki je okoli 25-krat veéja od Sonca, v
vesoljski prostor pa oddaja svetlobo za 150 Sonc.

Opazujete s prostim ocesom tako, da sij Aldebarana primerjate s
sijem svetlejSe Kapele (glavne zvezde v ozvezdju Voznik), ki je ta cas
dovolj visoko, da ima zanesljivo stalen sij. Svoje ugotovitve poskusite
tudi zapisati. (Pomagate si lahko z naslednjo tabelo.)

Datum vzhodno nebo jug zahodno nebo Opombe
pod 15° okoli 60° pod 15°

15.10. dosti sibkejsi in tako dalje

30.10.

Nedvomno boste ugotovili, da zvezda tem Sibkeje sveti, ¢im blize je ob-
zorju. Tedaj tudi bolj migota (scintilira), saj gre njena svetloba skozi
daljSo pot in ob zemeljskem povr§ju tudi bolj nemirne plasti ozraéja kot
pri vi§ji legi. Ob kulminaciji, ko je zvezda najvisje nad obzorjem na jugu,
pa je njen sij najvecji.
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Slika 3. Narisan je del navidezne T
poti zvezde vzhajalke nad obzorjem. ; zentt
Kadar je zvezda nizko nad obzorjem
(lega Z, ), naredi njena svetloba sko-
zi ozracje daljso pot do opazovaliica, 7
kot ¢e je visoko (lega Z2). V pr-
vem primeru svetloba bolj oslabi in
pretrpi vec sprememb kot v drugem,
zato je sij zvezde v prvem primeru

manjsi (Sibkejsi) kot v drugem. opazovalisce

ozracje

Prepricajte se o tem. Naj vam priSepnem: naloga je zahtevna.
Marijan Prosén

PRAV POSEBNO STEVILO! PA JE TO TUDI RES?
— Resitev s str. 13

a) Naloga opozarja na zanimivo lastnost stevila 142 857: Ce to stevilo
pomnozimo z 2, 3, 4, 5 ali 6, so dobljeni produkti stevila

285714, 428 571, 571428, 714285, 857 142,

ki jih dobimo tudi s cikliéno permutacijo §tevk stevila 142 857. Kako to?

Ce pomnozimo stevilo 142 857 se s 7, dobimo stevilo, ki se zapise s
samimi devetkami:

7142857 = 999 999 .
Od tod sledi koristen podatek o danem §tevilu:

999999 1000000

142 857 = =
8 7 7

Po deljenju z 1 000 000 dobimo
1
5 ~ 0,142857,

kar je verjetno dober decimalni priblizek ulomka %, saj smo v premisleku
le 999 999 nadomestili z 1 000 000.

Za primerjavo poiséimo Se natanéni decimalni zapis ulomka % Do-
bimo:

% — 0,T49857 .

S érto nad Stevkami, ki stoje za decimalno vejico, smo poudarili, da se te
stevke v zapisu periodi¢no ponavljajo.
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S tem je skrivnostnosti okrog stevila 142 857 konec. Njegova (v nalogi
predstavljena) nenavadna lastnost je nenadoma povsem naravna, ¢e na
stevilo gledamo kot na periodo decimalnega zapisa ulomka %

Izpisimo nekaj zaporednih korakov decimalnega razvoja ulomka :}—:

1:7=0,142857...
10
30
20
60
40
50
10

V razvoju se pri deljenjih zapored pojavijo ostanki 1, 3, 2, 6, 4, 5
in nato spet 1, kar pomeni zacetek nove periode. Vsakega teh ostankov
moramo pomnoZziti z 10 in deliti s 7, da dobimo kot koliénik novo stevko
zapisa. Tako se pojavijo zapored koli¢éniki 1, 4, 2, 8,5, 7, ....

Iz postopka takoj vidimo, da ima decimalni razvoj ulomka % periodo
428571, ulomek % ima periodo 285714, % periodo 857142 itd. Po drugi
strani je ulomek % dvakratnik ulomka %, % njegov trikratnik, % Sestkratnik
itd.

S tem pa je nenavadna lastnost Stevila 142 857 pojasnjena.

b) Iz povedanega lahko tudi sklepamo, da ima nenavadno lastnost, ki
smo jo opazili pri tevilu 142857, vsako (p—1)-mestno stevilo, ki je perioda
decimalnega zapisa ulomka %, kjer je p prastevilo. Prastevilo zato, ker bi
sicer nekatere od ulomkov ﬁ‘ k < p, lahko Se okrajgali in bi njihova perioda
ne bila (p — 1)-mestna.

Najmanjse prastevilo s to lastnostjo je 7, ki smo ga sre¢ali v zgornjem
primeru. Sledita 17 in 19. Decimalni zapis ulomka 11—7 ima Sestnajstmestno
periodo

0588235294117647 .

Sami se prepricajte, da mnozenja s stevili od 2 do 16 samo cikliéno per-
mutirajo Stevke te periode. Ce pa periodo pomnozimo s 17, dobimo same
devetke.

Povejmo Se, da obstaja neskonéno mnogo prastevil p z lastnostjo, da
je njihova perioda (p — 1)-mestno stevilo, in torej neskonéno mnogo stevil
z nenavadno lastnostjo, ki smo jo opazili pri stevilu 142 857.

Marija Vencelj
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NENAVADNA FUNKCIJA

Funkcija, oznacili jo bomo z F, ki slika iz naravnih v naravna stevila, naj
bo podana rekurzivno z naslednjimi predpisi: baza rekurzije je predpis

F1)=1,
za n > 1 pri sodih vrednostih argumenta uporabimo predpis
F(2n) = F(n),
pri lihih vrednostih argumenta pa predpis
F2n+1)=F(n)+ F(n+1).

Poskusite razresiti naslednje naloge:

(a) Sestavite tabelo vrednosti funkcije F' za Stevila od 1 do 16.

(b) Koliko je F'(1999)?

(c) Ali je funkcija F' injektivna? Ali je morda surjektivna?

(d) Kaksna je najvecja vrednost, ki jo funkcija F' zavzame na Stevilih od
1 do 19997

Martin Juvan

KRIZANKA “TU SMO ZE PETINDVAJSET LET” —
Resitev s str. 32
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MEDNARODNA MATEMATICNA
OLIMPIADA 1999

V Solskem letu 1998/99 bo Drustvo matematikov, fizikov in astrono-
mov Slovenije organiziralo celoletne priprave na mednarodno matematicno
olimpiado, ki bo julija 1999 v Romuniji. Na pripravah, ki bodo potekale
enkrat meseéno, bodo kandidati ob reSevanju nalog olimpijskega tipa ob-
delali tudi pripadajoco teorijo.

Olimpijska ekipa bo v letu 1999 izbrana na podlagi rezultatov dveh
izbirnih testov in drzavnega tekmovanja. Vsak od izbirnih testov in
drzavno tekmovanje bodo pri izboru enakovredno upostevani.

Prvi izbirni test bo 22. januarja 1999, drugi 23. aprila 1999, drzavno tek-
movanje pa predvidoma 15. in 16. maja 1999. Podrobnejse informacije
dijaki dobijo pri svojem mentorju oz. profesorju matematike ter na na-
slovu:

math.comp@fmf.uni-1j.si.
Koledar aktivnosti je dostopen na Internetu:
http://wuw.fmf.uni-1j.si/“mathcomp/koledar.html.

Informacije pa lahko dobite tudi pri spodaj podpisanem, na Fakulteti za
matematiko in fiziko, Jadranska 19, Ljubljana, tel. (061) 1766-622.

Matjaz Zeljko

33. PODROCNO TEKMOVANIJE ZA
SREBRNO VEGOVO PRIZNANJE

Potem ko je 20. marca 1998 priblizno 40000 uéencev od 2. do 8. razreda

na Solskem tekmovanju za bronasto Vegovo priznanje reSevalo naloge
Evropskega matematiénega kenguruja, se je 18. aprila 1998 na podroénem

tekmovanju potegovalo za srebrno Vegovo priznanje 1653 SestoSolcev,
1582 sedmosolcev in 1598 osmosolcev. Osvojilo ga je 563 uéencev 6. raz-
reda, 471 ucencev 7. razreda in 498 ucencev 8. razreda. Tudi letos so
uéenci reSevali naloge v dveh sklopih. Prvih osem nalog je bilo izbirnega
tipa z obkrozanjem ustreznega odgovora, nato pa Se tri “klasi¢ne” naloge.
Poglejmo si naloge, ki jih je pod predsedstvom prof. Terezije Uran izbrala
drzavna tekmovalna komisija.
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6. razred

Al

A2

A3

A4

A5

A6

Tina in Petra tehtata skupaj 106 kg, Tina in Dasa 104 kg, Petra in
Dasa pa 110 kg. Koliko tehtajo vse tri skupaj?

(A)320kg (B)160kg (C)158kg (C) 150 kg (D) 148 kg

Ob koncu Solske ure je na tabli ostal zapisan preizkus deljenja z dvo-
mestnim Stevilom. Med odmorom je nagajivec spremenil zapis. Tri
razli¢ne Stevke (cifre) je nadomestil z znaki, in sicer takole:

6+x3=19-044+1®
Koliksna je vsota zbrisanih stevk?

(A)19 (B)18 (C)17 (C)16 (D) 15

Steklenica s sokom stane 100 tolarjev. Sok je za 90 tolarjev drazji od
prazne steklenice. Koliko stane sok?

(A) 5SIT (B) 10 SIT (C)80SIT (C) 900 SIT (D) 95 SIT

Bozo je za rojstni dan dobil ¢okolado in takoj pojedel polovico. Vsak
gost, ki je prisel, je pojedel polovico preostalega kosa ¢okolade. Ko-
liksen del ¢okolade je ostal po prihodu petih gostov?

A @ Bg €z ©f D

=l
[0

Koliko Sestmestnih stevil, ki jih lahko zapiSe$ s Stevkami (ciframi)
4,5, 6,7, 8in 9 (vsako stevko v zapisu Stevila uporabis enkrat), je
deljivih z 97

(A)O (B)6 (C)24 (C)120 (D) 720
Za koliko se poveca vsota ulomkov % in %, ¢e oba stevca in oba

imenovalca petkrat povecamo?

(A) za 5 (B) petkrat (C) za eno petino

(C) za 25 (D) vsota se ne spremeni
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AT Za katero vrednost spremenljivke z velja enakost 15z = % v T

1
125 °

(A)16 (B)80 (C)160 (C)180 (D) 200

A8 V notranjosti kvadrata ABCD lezi to¢- D G

B1

B2

B3

ka E, tako da je ED = EC = CD.
Kolikéna je velikost kota < EBC?

(A) 30° (B)45° (C) 60°

() 75° (D) 90°

A B

Raztreseni ucitelj je odprl vodovodno pipo nad kadjo in pozabil zace-
piti odtok. Prazna kad bi se napolnila z vodo, ki priteka skozi to pipo,
v 20 minutah, polna kad pa bi se izpraznila v 30 minutah. Ucitelj se
je po 48 minutah spomnil, da kadi ni zacepil. Ali je tedaj voda ze
tekla ¢ez rob kadi? Utemelji z racunom.

Dva trgovea se ne moreta sporazumeti, ¢igavi orehi dajo veé jedre.
Prvi ima 20 kg orehov, in sicer takih, ki dajo 50 % jedre, in 30 kg
takih, ki dajo 40 % jedrc. Drugi ima le take orehe, ki dajo 45 % jedrc,
vendar jih ima en kilogram manj kot prvi. Premisli in z racunom
pomagaj razresiti, kateri trgovec ima v zalogi ve¢ orehovih jedrc.

Nacrtaj (na tem listu) pravokotnik ABCD, ¢e poznas oglisce A,
presecisée diagonal S in tocko E, ki lezi na stranici BC med ogliséema
Bin C.
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7. razred

Al

A2

A3

A4

A5

A6

AT

V matematiénem krozku je 12 fantov in 8 deklet. Vsak dan se v
krozek vkljuéita Se dve dekleti in en fant. Kolikéno je skupno stevilo
clanov krozka, ko je deklet toliko kot fantov?

(A)40 (B)32 (C)28 (C)24 (D) 16
V vreéi je pomesanih 20 érnih (pol levih in pol desnih) in 20 belih (pol
levih in pol desnih) rokavic. Najmanj koliko rokavic mora§ izvleci, da

bos zagotovo dobil en par rokavic enake barve?
(A)3 (B)10 (C)11 (C)20 (D) 21
Presek dveh skladnih enakostraniénih trikotnikov ne more biti:

(A) enakostraniéni trikotnik (B) romb (C) kvadrat
(C) paralelogram (D) pravilni Sestkotnik

Koliksna je vrednost izraza /8v/47
(A) V10 (B)4 (C)v32 (C)Vi2 (D)16

Kako se spremeni koli¢nik, ¢e deljenec povecamo za 20 %, delitelj pa
zmanjsamo za 20 %?

(A) se ne spremeni (B) poveca se za 20 % (C) zmanjsa se za 20 %

(C) poveta se za 50 % (D) zmanjsa se za 50 %

S katerim najmanjsim naravnim Stevilom moramo pomnoziti Stevilo
2520, da bo produkt kvadrat naravnega Stevila?

(A)70 (B)63 (C)49 (C)7 (D)5

Ce je L povpregje (aritmetiéna sredina) ulomkov } in ¢, koliksen je
z?

—_
=
—
e
—_
o3}
—
oD
—_—
(@]
S
o

5 ©OF D)y
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A8 Koliksna je ploscina pravoko- D C

B1

B2

B3

tnega trapeza ABCD, izraze-
naza?

(A) 30* (B) 3a* (C)
(C) 3a* (D) 3a®

Izra¢unaj vrednost izraza

0,125 ' (42' (%)3 B (%5)3 (-2)* - (12)2 : (2 = 2%)) _

Umetniki Ana, Bine in Cita so prejeli denarne nagrade za zivljenjsko
delo. Del svojih nagrad so podarili, kot je prikazano v preglednici:

Ana | Bine | Cita
del celotne nagrade, namenjen darilom z 2 130%
del zneska za darila, namenjen dobrodelnim ustanovam % 40 % 11—0
del zneska za dobrodelne ustanove, namenjen invalidom |20 % 1—10 %

a) Koliko odstotkov svoje celotne nagrade je vsak od treh dobitni-
kov namenil invalidom?

b) Koliko tolarjev je za invalide podarila Cita, ¢e je njena nagrada
znaSala en milijon tolarjev?

Pravokotniku ABCD je vri- D 9

san petkotnik EBSCF, kot

kaze slika. E_: 64 cm,

AD = 48 cm, AE = EF =

=FD

a) Izracunaj ploséino petko-
tnika EBSCF.

b) Koliksen del ploséine pra-
vokotnika je plos¢ina pet-
kotnika?

E
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8. razred

Al

A2

A3

A4

A5

A6

AT

V trgovini so ceno izdelka najprej zvisali za 50 %, nato pa novo
ceno zmanjSali za 50 %. Trgovec je izracunal, da je izdelek sedaj za
50 tolarjev cenejsi, kot je bil na zacetku. Koliko je izdelek stal na
zacetku?

(A) 100 SIT (B) 150 SIT (C)200SIT (C) 400 SIT (D) 6250 SIT

Ulomki 3, 4, 27 si sledijo po nekem pravilu. Obkrozi naslednjega.

(e @ (OB e ()R

5
Zelimo, da bo vrednost izraza /1998 - = naravno Stevilo. Kateri je

najmanjsi ustrezni x?

(A) 1998 (B)222 (C)37 (C)3 (D)2

2
(\/i+ﬁ) % (\/i—ﬁ) (ﬁ+ 715)
(V3—-1)24+(v3+1)2

(A)4 B)L ©F (©2 (D)3

Koliksna je vrednost izraza ?

Kolikéna je vrednost izraza a +¢* % éejea =3, b= —3 in ¢ = —27
(A)67 (B)4 (C)3 (C)1 (D) -61
Kolikéna je plos¢ina osencenega deltoida?

(A) 10 em? (B) 12 em? (C) 15 em? &
(C) 16 cm? (D) 20 cm?

Enakostranicni trikotnik s stranico a prerezemo po tezisénici. Oba
dela trikotnika “zlepimo”, tako da dobimo pravokotnik. Koliksen je
obseg pravokotnika?

(A)3a (B) (a+v3)a (C)a+av3 (€C)av3 (D) 23
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A8 1z kocke z robom a izrezemo manjso kocko z robom §. Kolikéna je

prostornina nastalega telesa?

(A) 3a* (B) 3a* (C) (%)3 (C) (G— %)3 (D) La®

{113

B1 Obéani so se odlocili, da bodo glasovali o predlogu za ureditev parka.
Za predlog je glasovalo 13 obéanov ve¢ kot tretjina vseh prisotnih.
Proti je glasovala cetrtina prisotnih. 17 obéanov se je glasovanja
vzdrzalo. Ali je bila ve¢ina prisotnih ob¢anov za predlog?

B2 Tocke A(0,3), B(4,0) in C'(12,6) so ogliséa trikotnika AABC.

a) Trikotnik narisi v koordinatni ravnini.
b) Izratunaj obseg trikotnika AABC.
¢) Izraéunaj ploséino trikotnika AABC.

B3 Pobarvani lik na sliki ima obseg 10(w-+1) dm.
Koliksna je ploscina tega lika?

a

Aleksander Potoénik

18. PODROCNO TEKMOVANJE 1Z FIZIKE
ZA OSNOVNOSOLCE

7. razred

1. V posodo vlijemo najprej 2.40 dm® vode. nato pa zaénemo enako-
merno dodajati sol, in sicer vsako minuto 20 g. Koliksna bo gostota
mesanice ¢ez 30 minut? (Ce zmesamo 1,00 dm? vode in 250 g soli, je
prostornina mesanice 1,09 dm?.)

2. Mitja in Miha, vsak na svojem bregu potoka, enakomerno vleceta z
vrvema coln po potoku navzgor. Kot med vrvema je 90°, vsak pa
vlece s silo 100 N.
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a) Narisi tlorisno sliko (pogled od zgoraj) in vrisi vse sile, ki de-
lujejo na coln. Pripisi velikosti sil. Velikosti sil lahko doloé¢is =z
nacrtovanjem.

b) Cez ¢as uspe Mojca, ki je na éolnu, pognati motor, ki potiska
¢oln z dodatno silo 50 N v smeri voznje. Hitrost éolna se pri tem
ne spremeni, torej vleceta Mitja in Miha z manjSima silama. S
koliksnima silama vleceta fanta v tem primeru? Kot med silama
se ni spremenil.

Pri premem in enakomernem gibanju telesa velja, da je vsota sil, ki
delujejo na telo, enaka nic.

3.  Dve enaki posodi povezemo s tanko cev-

ko z zaprtim ventilom. V levo posodo 7%

nalijemo 10 ¢m visoko olje s specificno g

tezo 8,0 N/dm?, v desno pa vodo s spe- an

cificno tezo 10 N/dm? do enake visine.  _\
a) Opisi, kaj se zgodi, ko ventil odpremo.
b) Koliksni sta konéni visini kapljevin v posodah? Voda in olje se

ne mesata.

4.  Dve U cevi povezemo, kot kaze slika, in na vrhu
prikljué¢imo barometer. V levem kraku je voda,
v desnem pa olje s specifiéno tezo 8500 N/m?3.
Najprej so vse tri cevi na vrhu odprte, merilnik
pa kaze 103,0 kPa. Nato v srednjo cev narahlo
pihnemo, kot kaze puséica, ter cev na vrhu za-
premo. Kapljevini se postavita priblizno tako,
kot kaze slika. Ko izmerimo visine v krakih,
dobimo a =48 cm, b= 18 cm in ¢ = 15 cm.

a) Koliko kaze barometer v tem primeru?
b) Izracunaj, kolik$na je visina d!

5. Na dnu jezera z globino 30 m lezi betonski nosilec z maso 10,0 ton.
Potapljaci pritrdijo nosilec na vrv dvigala, ki nato nosilec pocasi ena-
komerno dviguje. Koliko dela opravi dvigalo, ko dvigne nosilec od
dna za 10,0 metrov? Gostota betona je 2700 kg/m®. Pri premem
in enakomernem gibanju telesa je vsota vseh sil, ki delujejo na telo,
enaka nic.
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8.razred

1. 'V znani TV reklami povedo podatek, da se Renault Megane pri hi-
trosti 100 km/h na ravni suhi cesti ustavi v 3,4 sekunde od trenutka,
ko voznik pritisne na zavoro.

a) Kolikéno pot prevozi avtomobil med zaviranjem?

b) Narisi vse sile, ki delujejo na avtomobil med zaviranjem, in jih
izracunaj. Masa vozila je 1000 kg. Sila upora zraka med zavira-
njem je zanemarljivo majhna.

2. Satelit enakomerno krozi natan¢no nad ekvatorjem (v ekvatorialni
ravnini) v isti smeri, kot se vrti Zemlja. Nad doloéeno totko na Zemlji
se pojavi vsakih 6 ur. Hitrost satelita glede na sredisce Zemlje je
19100 km/h. Na koliksni visini nad ekvatorjem krozi satelit? Polmer
Zemlje je 6400 km.

3. Na sliki je profil zaletisca
130 metrske planiske ska-
kalnice v merilu 1 : 2000,
na kateri je bil letosnji
finale svetovnega pokala.
Skakalci, ki imajo sku-
paj s smuémi maso okrog
80 kg, so na odskoéni mi-
zi dosegali hitrosti okrog
93 km/h. :

a) Koliksno je bilo delo zaviralnih sil trenja in upora zraka pri gi-
banju do odsko¢ne mize?

b) Koliksno hitrost bi imel skakalec na odsko¢ni mizi, ée ne bi bilo
zaviralnih sil trenja in upora zraka?

4. 7 avtomobilsko zarnico bi radi svetili 1,0 ure. Najmanj koliko polnih
akumulatorskih baterij z oznako 1,2 V/800 mAh potrebujemo:

a) ¢e uporabimo parkirno zarnico z napisom 12 V/5 W?
b) ¢e uporabimo zarometno zarnico 12 V/45 W? Pri tem sme§ med
poskusom prazne baterije zamenjevati s polnimi.

Za oba primera ali opisi ali skiciraj vezje. Predpostavi, da je napetost
baterije 1,2 V, dokler se baterija €isto ne sprazni, nato je napetost 0.
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o

Pred okroglo cev, ki ima notranjost posrebreno, da deluje kot zrcalo,
postavimo majhno zarnico, kot kaze slika. V srediscu stene, ki je
obrnjena proti zarnici, izvrtamo okroglo luknjo, drugi konec cevi je
odprt. Najvec¢ kolikSen je lahko premer luknje 2r, da bodo v izsto-
pnem curku zarki, ki se:

a) niti enkrat ne odbijejo od notranje stene cevi?
b) odbijejo od notranje stene najvec dvakrat?
¢) odbijejo najveckrat? Koliko je odbojev v tem primeru?

I

ax b

Notranji premer cevi 2R = 24 c¢m, cev je dolga b = 98 cm, Zarnica je
oddaljena za a = 12 cm.
Narisi skici poskusov a) in b).

Zlatko Bradaé, Mirko Cuvahte

NALOGE S FIZIKALNEGA PREDTEKMOVANJA
SREDNJESOLCEV SLOVENLJE V SOLSKEM
LETU 1997/98

Naloge je 28. marca 1998 resevalo okrog 1000 dijakov iz 53 srednjih sol. V
skupini A sta bili dve razlicici nalog, ki pa sta se razlikovali samo v tretji
nalogi. Tekmovalec je tako reseval samo eno izmed nalog 3a in 3b.

Skupina A

1. Ko stehtamo votlo aluminijasto kroglo na tehtnici, ta pokaze 50 N.
Kroglo damo v vodo in opazimo, da se potopi do polovice. Koliksen je
volumen votlega dela krogle? Specificna teza aluminija je 27 kN/m?,
vode pa 10 kN/m?. Vzgon v zraku je zanemarljivo majhen.

2. Na hrapavih tleh lezi deska s tezo 300 N. Clovek s tezo 700 N jo
poskusa premakniti tako, da eno stopalo polozi na desko in stopalo
potiska vzdolz deske, medtem pa je z drugo nogo oprt na bliznji zid.
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3b.

Koeficient lepenja med desko in podlago je 0,30. Najmanj kolikSen
mora biti koeficient lepenja med stopalom in desko, da ¢lovek uspe
premakniti desko na tak naéin?

Z levim krajiséem lahkega tankega vodoravnega vzvoda, ki je podprt
s 50 em visokim kamnom, drzimo 1000 N tezak in 100 cm dolg drog v
narisanem polozaju. Levi krak vzvoda meri 1,0 m, desni pa 5,0 m. Na
desno krajisée vzvoda delujemo s silo pod kotom 30°, kot je narisano

dovolj veliko, da ne pride do zdrsa.

a) S kolikéno silo moramo delovati na desno krajisée vzvoda?
b) Najmanj koliksen mora biti koeficient lepenja med tlemi in dro-
gom, da bo sistem v ravnovesju?

Nalogo najenostavneje resis, ce sile razdelis na vodoravne in navpiéne
komponente. Pri sili kamna na vzvod (ali nasprotni) bodi pozoren na
smer sile, ker med kamnom in ledom ni lepenja in se kamen ne sme
premakniti.

Med postajama A in B vozita potniski in tovorni vlak. Na sliki je graf
hitrosti v odvisnosti od casa za oba vlaka, ko vozita med postajama A
in B. Hitrost potniskega vlaka je med enakomernim gibanjem 1,5-krat
toliksna kot hitrost tovornega vlaka, tovorni vlak pa vozi s konstantno
hitrostjo 20 minut dlje kot potnis-
ki vlak. Cas pospesevanja tovor-
nega vlaka, ko zapuséa postajo A,
je 2,0 minuti.

-
v

potnidki

tovomni

a) Kako dolgo vozi tovorni vlak
enakomerno?

b) Razdalja med postajama A
in B je 57 k. Koliksen je a a\ [a
pospesek vlakov? t
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Skupina B

1.

Na strehi hige, ki je glede na vodoravnico nagnjena pod kotom 30°,
se odkrha koscek ledu in pade na tla v vodoravni razdalji 200 cm
od roba strehe. Rob strehe je na visini 4,0 m od tal. Kolikéno pot

opravi koséek ledu po strehi, preden doseze rob? Teznostni pospesek
je 9,8 m/s%.

Po dveh vzporednih tirih se v enakih vozi¢kih peljeta v isti smeri dva
fanta. Masa vozicka je 100 kg, masa posameznega fanta 50 kg. Prvi
fant se pelje s hitrostjo 5,0 m/s, drugi pa s hitrostjo 4,0 m/s. Ko prvi
fant dohiti drugega, vrze v smeri, pravokotno glede na svoj vozicek,
v drugi vozicek skalo z maso 40 kg. Koliksna je hitrost prvega in
kolikéna hitrost drugega vozicka potem?

Pri zimski razli¢ici mini golfa igramo s plosékom (majhna ploséica) na
terenu, pokritem z ledom. Oblika terena je prikazana na sliki. Levi
breg hribcka je polozen, na desni pa se hribéek zakljuci s profilom
kroznega loka ¢etrtine kroga, katerega polmer je 50 cm. Na tem delu
je pod kotom ¢ = 30° proti vertikali tudi luknjica. S skrajne leve,
kjer je teren polozen, posiljamo ploscek in poskusamo zadeti luknjico.

a) Najmanj koliksna je lahko zacetna hitrost plodcka, da spreten
igralec zadene luknjico?

b) Najveé koliksna je lahko zacetna hitrost ploscka, da spreten igra-
lec zadene luknjico?

c¢) Pri koliksnih kotih ¢ pa igralec sploh ne more zadeti luknjice?

Tezni pospesek je 9,8 m/s?, trenje med plosckom in ledom je zane-
marljivo majhno.

Skupina C

I

Neznanci so ob 14.00 uri nastavili tempirano bombo s sprozilcem na
posebej prirejeno uro. Obod ure je sestavljen iz §tirih, med seboj
povezanih enako dolgih lokov, ki pa so iz materialov z razlicnimi vre-
dnostmi upora na dolzinsko enoto: p; = 10 §2/m, ps = 40 Q/m,
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p3 = 20 2/m, py = 50 Q/m (glej sliko). Prevoden kazalec z zanemar-
ljivim uporom drsi po obodu ure. Polmer ure je 10 ecm. V tockah A
in B je ura prikljucena na napetost 1,0 V.

a) Koliksen tok bo tekel med totkama A - pA
A in B ob 16.30 uri?
b) Bomba se sprozi v trenutku, ko teée
med tockama A in B najmanjsi tok. \
Ob kateri uri se bo to zgodilo? p 4
3 2

100 em dolga, na obeh straneh odprta cevka, je v vodoravnem poloza-
ju do polovice napolnjena z zivim srebrom. S palcem zapremo cevko
na tistem krajiscu, kjer ni Zivega srebra, in jo obrnemo v navpiéni
polozaj, da iztece nekaj zivega srebra. KolikSen stolpec zivega sre-
bra ostane v cevki? Normalni zra¢ni tlak je 100 kPa, gostota zivega
srebra 13,6 kg/dm?, teznostni pospesek pa 9,8 m/s?. Povrsinska na-
petost je zanemarljivo majhna, temperatura zraka v cevki pa ves ¢as
konstantna.

Skozi izoliran ploscati kondenzator (plos¢ina posamezne plosce je
100 cm?, razdalja med ploséama pa 10 mm), na katerem je napetost
Uy = 200,0 V, prileti vzporedno s ploséama curek delcev a. Curek
ima obliko lista papirja enake velikosti, kot je velikost plosé. Ob pre-
letu delci e ionizirajo zrak, tako da za njimi ostane zavesa elektronov
in pozitivno nabitih ionov. Pari elektron-ion nastanejo socasno in so
enakomerno porazdeljeni v ravnini, vzporedni s ploséama kondenza-
torja. Celoten naboj delcev enega predznaka je e = 2,0 - 10711 As.
Nastali ioni in elektroni se v polju kondenzatorja v zelo kratkem éasu
pospesijo do konéne hitrosti, nakar se gibljejo enakomerno. Hitrost
enakomernega gibanja je sorazmerna z jakostjo elektricnega polja,
ve = P+ E, kjer je f— = 2,0 m?/Vs sorazmernostni koeficient za
elektrone in B; = 5,0 - 1072 m?/Vs sorazmernostni koeficient za po-
zitivne ione.

a) Obe vrsti nabojev éez dolocen ¢as zadeneta ploséi kondenzatorja.
Kolikéna je potem sprememba napetosti na kondenzatorju?

b) Curek delcev a prileti v kondenzator 1,0 mm vstran od negativne
plosce. KolikSen je ¢as potovanja ionov oziroma elektronov do
plosé?

¢) Koliksen je padec napetosti, ko hitrejsi delci zadenejo ploséo?
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Skupina D

1. Stiri tanke paléke z dolzinami po | = 25 cm so povezane v kriz, ki je
prosto vrtljiv okoli vodoravne osi skozi srediiée (glej sliko). Eno od
vodoravnih palck hitro segrejemo s temperature okolice Ty = 295 K
na temperaturo 77 = 350 K in takoj nato hitro ohladimo nazaj na
temperaturo okolice. Priblizen potek temperature palcke kaze slika;
¢as trajanja 6t = 1,0 s. Paléke so med seboj toplotno izolirane. S
kolikéno kotno hitrostjo se vrti kriz takoj po tem? Temperaturni
koeficient dolzinskega raztezka snovi, iz katere so palcke, je a =
=1,2-107% K~1. Tezni pospesek je 9,8 m/s?.

o
>

t

2. Glasbeno navdahnjeni fizik sklene narediti prav posebno napravo, ki
mu bo dajala takt. Napravo sestavi s pomocjo nizko-napetostnega
vira z mocjo 1000 W in dveh tankih, enako dolgih prevodnih jeklenih
palic. Palici sta nameséeni, kot prikazuje skica: spodnja je na obeh
krajiséih fiksno vpeta v stojali iz izolatorja, zgornja pa se lahko po
vodilih iz izolatorja prosto premika le v navpiéni smeri tako, da je
vedno neposredno nad zgornjo palico. Palici in izvir so povezani v
elektriéni krog z zicami, ki imajo zanemarljivo majhen upor. Ko je
krog sklenjen, zgornja palica lebdi nad
spodnjo. Napravo pozenemo tako, da
rahlo sunemo zgornjo palico in ta za- i T
¢ne nihati. Kolikéna mora biti sku- L
pna dolzina jeklenih palic, da bo ni-
hajni ¢as zgornje palice 0,25 s? Go-
stota jekla je 7900 kg/m?3, specifiéni
upor pa 9,8-10~% Om. Tezni pospesek /]
je 9,8 m/s?. Za z mnogo manjsi od 1 7
velja l—l-L:r: ~1—u=x. e =

e =.

.

«

-
|~

i

TH
ANNAR
{_L__

RS N N YN B Y D O
: T
T T T

|
o o e




Tekmovanja 123

3. Glej besedilo naloge 3 v skupini C. Vprasanja pa so naslednja:

a) Obe vrsti nabojev éez dolocen ¢as zadeneta ploséi kondenzatorja.
Kolikéna je potem sprememba napetosti na kondenzatorju?

b) Curek delcev « prileti v kondenzator 1,0 mm vstran od negativne
plosée. Koliksen je ¢as potovanja ionov oziroma elektronov do
plosé? Koliksen je padec napetosti, ko hitrejsi delci zadenejo
ploséo?

¢) Narisi graf padca napetosti na kondenzatorju v odvisnosti od
¢asa od trenutka, ko so nastali pari ion-elektron.

d) Koliko naj bo oddaljeno mesto nastanka ionov in elektronov od
negativne plosce, da ne bo preloma v ¢asovnem poteku napetosti
na kondenzatorju?

4. Plankonveksni leci z goriséno razda-
ljo 10 ¢m posrebrimo ravno stran.
Predmet postavimo 15 cm pred le- T
co. 7 risanjem poteka znaéilnih zar-
kov skonstruiraj sliko predmeta. Na
kateri razdalji od lece nastane slika
predmeta?

Ciril Dominko

IZBIRNO TEKMOVANJE IZ MATEMATIKE
ZA SREDNJESOLCE

Tekmovanje je potekalo v soboto, 14. aprila 1998. Tekmovalci so se spo-
prijeli z naslednjimi nalogami:

Prvi letnik

1. Poiséi vsa naravna Stevila, ki so enaka enajstkratniku vsote svojih
Stevk.

2.  Dokazi, da je stevilo 19 - 98 - 219498 _ 1 deljivo s 3.
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3. Meta je prestavljala kozarca valjaste oblike z zunanjima premeroma
4 in 6 cm po papirju kvadratne oblike s stranico 9 cm. Ce kozarca pri-
merno postavi, lahko vzdolz ene stranice papirnatega kvadrata odreze
pravokoten trak, pa bosta kozarca Se zmeraj na papirju. Kolikéna je
najvecja sirina traku, ki ga lahko odreze?

4. Na ¢rno-beli sahovnici velikosti n X n je prvo polje v prvi vrstici po-
barvano ¢rno. Janezek je v vsaki sodi vrstici vsa bela polja pobarval
modro. Dokazi naslednji trditvi o tako pobarvani Sahovnici:

a) Sahovnica ima enako Stevilo belih in modrih polj.
b) Sahovnica ima sodo mnogo ¢rnih polj natanko tedaj, ko je n sodo
stevilo.

Drugi letnik

1. Pokazi, da enacba 2% + 2 + 22 = (xy)? nima resitev v naravnih
stevilih.

2. Za pozitivna realna stevila a, b in ¢ velja:

a+b—la—bl—|a+b+|a—bl—2>0.

Dokazi, da so a, b in ¢ dolzine stranic nekega trikotnika.

3. Dan je pravokotnik ABC'D z dolzinama stranic |[AB| = 15 in |BC| =
= 10. V notranjosti pravokotnika lezi taka tocka E, da je |DE| = 12
in |[CE| = 9. Izracunaj razdalji |AE| in |BE|.

4. Janezek je, ko so doma kupili nov avto, na stevcu kilometrov prebral
000052. Nato je ob vsakem prevozenem kilometru izracunal vsoto
stevk, ki jih je pokazal stevec. Nekega dne je prvié ugotovil, da vsota
stevk Se nikoli ni bila visja in da je bila ze pred 9000 kilometri prav
toliksna. Kaj je tistega dne prebral na steveu? Cez koliko prevozenih
kilometrov je bila vsota stevk na Steveu prvic vecja od takratne?

Tretji letnik
n enic
- . . g . . ﬁ
1. Naj bosta b>1in n > 1 taki naravni Stevili, da je stevilo 11... 1,
zapisano v Stevilskem sistemu z osnovo b, prastevilo. Dokazi, da je
tudi n prastevilo.
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2. Dana je kvadratna funkcija p(z) = z2+azx+b, kjer sta a in b poljubni
celi §tevili. Pokazi, da za vsako celo §tevilo n obstaja tako celo stevilo
m, da je

p(n)p(n+1) =p(m).

3. Na stranici BC trikotnika ABC je izbrana tak3na tocka D, da je
|BD| = |AC| =1 in «BAD = 14«DAC = 30°. Izraéunaj dolzino
daljice CD.

4. Dvanajst oseb se je usedlo k pojedini za okroglo mizo, vendar se
noben od njih ni usedel na mesto, ki mu ga je bil doloéil gostitelj.
Dokazi, da se lahko krozno presedejo tako, da bosta vsaj dve osebi
sedeli na pravih mestih.

Cetrti letnik

1. Pokazi, da ne obstajajo naravna stevila [, m in n, ki zados¢ajo enaébi
n? +md =m'.

2. Najboa; €{0,1,...,9} poljubno 3tevilo. Za vsak n € IN oznaéimo
7 Gn41 zadnjo Stevko Stevila 19 a,, + 98 v desetiskem zapisu. Dokazi,
da je 0.ajasas... racionalno stevilo.

3. Naj bo H visinska tocka in T' tezisce takega ostrokotnega trikotnika
ABC, v katerem je daljica HT vzporedna stranici AB. Dokazi, da
je tga - tg B = 3, kjer smo z « oznagili notranji kot pri ogliséu A in
z [3 notranji kot pri ogliséu B.

4.  Neko pleme ima 90 vojs¢akov in vsak izmed njih ima sulico, okraseno
z devetimi rdecimi ali zlatorumenimi peresi rajske ptice. Peresa so
na vsako sulico pritrjena zaporedoma in nobeni dve rdeéi peresi nista
sosednji.

Ali imajo lahko vsi vojscaki razliéno okrasene sulice?

Matjaz Zeljko
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19. MEDNARODNO MATEMATICNO
TEKMOVANJE MEST — pomladanski krog

V marcu je potekal pomladanski krog 19. tekmovanja mest. Dijaki prvih
in drugih letnikov so tekmovali v prvi skupini, ostali pa v drugi. Izdelek
vsakega tekmovalca je bil ocenjen z najveéjo mozno vsoto tock iz treh
nalog. V prvem delu so imeli dijaki na izbiro naslednje naloge:

Prva skupina

1. Anja, Tanja in Vanja so sestavljale besede iz dane mnozice érk. Anja
jih je sestavila najve¢, Vanja pa najmanj. Sestavljanje pa so nato
tockovale takole: beseda, ki sta jo nasli dve dekleti, je stela 1 tocko,
beseda, ki jo je sestavila le ena, je Stela 2 tocki. Besede, skupne vsem
trem, so precrtale. Ali je mozno, da je Vanja zbrala najveé tock, Anja
pa najmanj? (3 tocke)

2. Sahovski kralj obhodi celotno sahovnico 8 x 8 tako, da obisce vsako
polje natanko enkrat in se na koncu vrne na zacetno polje. Dokazi,
da se je sodo mnogokrat premaknil diagonalno. (3 tocke)

3. Naj bosta AB in C'D daljici, ki lezita na razliénih krakih kota z vrhom
v O. Tocka A naj lezi med O in B, tocka C' pa med O in D. Premica
skozi sredisci daljic AD in BC seka krak kota, na katerem je AB, v
tocki M, in krak kota, na katerem je C'D, v tocki N. Dokazi, da je

OM -
= (3 tocke)

(9]

e

4. Za vsako trimestno stevilo zapiSemo produkt njegovih Stevk (e je
kaksna izmed stevk 0, je produkt 0). Koliksna je vsota vseh tako
dobljenih produktov? (4 totke)

5. Ostrzek trdi, da zna razdeliti enakokraki trikotnik na tri take triko-
tnike, da lahko poljubna dva od teh sestavi v nov enakokraki triko-
tnik. Ali laze? (5 tock)

Druga skupina
1. Ostrzek trdi, da lahko nekaj nepravokotnih medsebojno podobnih

trikotnikov sestavi v pravokotnik. Ali mu verjames? (Nekateri od
trikotnikov so lahko tudi skladni.) (3 tocke)
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2. Za vsako §tirimestno stevilo zapiSemo produkt njegovih stevk (e je
kaksna izmed stevk 0, je produkt 0). Koliksna je vsota vseh tako
dobljenih produktov? (3 tocke)

3. S koliko najve¢ barvami lahko pobarvamo Sahovnico 8 x 8 tako, da
je vsako polje sosednje z vsaj dvema poljema, ki sta enake barve kot
to polje? (Vsako polje je pobarvano le z eno barvo.) (3 tocke)

4. Za neka pozitivna stevila A, B, C in D ima sistem enach

??+yP=A
|z| + |yl = B

m resitev, sistem enach

+yP+22=C
lz| + [y] + |2] = D
pa n resitev. Pri tem velja m > n > 1. Poiséi m in n. (4 tocke)

5. 'V kot vértamo kroznico s sredis¢em O. Prezrcalimo tocko O preko
enega od krakov kota in zrcalno sliko oznaéimo z A. Tangenti na
kroznico, ki gresta skozi A, sekata drugi krak kota v tockah B in C.
Pokazi, da lezi sredisce trikotniku ABC oértane kroznice na simetrali
prvotnega kota. (5 tock)

V drugem delu pomladanskega kroga so tekmovalci resevali sedem
nalog. Objavljamo po dve za vsako skupino:

Prva skupina

1. Sest igralnih kock obesimo na togo Zico tako, da vsako kocko prelu-
knjamo skozi nasprotni stranski ploskvi. Vsako kocko lahko vrtimo
neodvisno od ostalih. Pokazi, da lahko kocke zavrtimo tako, da bo
Sestmestno Stevilo, ki ga dobimo na vrhu, ko Zico s kockami vodo-
ravno polozimo na mizo, deljivo s sedem. (Stranske ploskve igralne
kocke so ostevilcene od 1 do 6 tako, da je vsota Stevil na nasprotnih
ploskvah vedno enaka 7.) (4 tocke)
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2.

Kvadrat razdelimo na 25 kvadratkov. Tem kvadratkom nariSemo
nekaj diagonal tako, da nobeni dve narisani diagonali nimata skupne
tocke (niti krajis¢a). Koliko najve¢ diagonal lahko nariSemo na tak
nacin? (7 tock)

Druga skupina

1.

Kvadrat z dolzino stranice 1 razdelimo na pravokotnike. V vsakem
takem pravokotniku izberemo eno od krajsih stranic (e je pravoko-
tnik kvadrat, izberemo poljubno stranico). Dokazi, da je vsota dolzin
vseh izbranih stranic najmanj 1. (4 tocke)

V notranjosti konveksnega Stirikotnika ABC'D lezi taksna tocka M,
da sta AMB in CM D enakokraka trikotnika s kotom 120° pri vrhu
M. Pokazi, da obstaja taka tocka N, da sta trikotnika BNC in DN A
enakostrani¢na. (5 tock)

Ales Vavpetic
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