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Zelenec je bil slikan s 400 mm objektivom na razdalji 3 m. Kljub
dokaj zaprti zaslonki (zaslonsko stevilo 9.5) je ozadje zelo zabrisano 1
Cvetoéi travnik je bil slikan z goridénico 280 mm. Ceprav je bila
zaslonka zaprta vsaj na 11, globinska ostrina ne sega do najblizjih
rastlin (zgoraj). Jesenska slika poplavljenega in poledenelega Barja
je bila posneta z gorisénico 20 mm in kroznim polarizatorjem. Pri
zaslonskem Stevilu 5.6 sega globinska ostrina od najblizjih tock do
nieskOnBHOSHE (BPOMRT) v v sonsiivssiimnis aias s s s a s w e s ok en s aalh 1T
Sliki k elanku Meglica in pulzar na strani 202 .................. 11T
Obe sliki sta posneti z istega mesta s 50 mm objektivom, zgora] pri
z = 1.4, spodaj pri z = 22. Slike na I, IT in IV je posnel Peter
TOCEEMEE i s s R B SE BF 0  E p AR ATATEAT v
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FOTOGRAFIJA IN MATEMATIKA, 3. del —
GLOBINSKA OSTRINA

Razmazani krozec

Fotografski objektiv nam (naceloma) napravi ostro sliko predmetne rav-
nine na ravnino filma. Kako pa je s slikami toék, ki ne leze na predmetni
ravnini?

Spet si bomo stvari poenostavili in objektiv nadomestili z eno samo
tanko leco (slika 1) z goriséno razdaljo f.

Slika 1.

Denimo, da imamo objektiv naravnan tako, da ravnino, ki je za a od-
daljena od optiénega srediséa leée, ostro preslika na film. Ce je b razdalja
ravnine filma od optiénega srediséa lece, velja

1+1_l

a b f
Cejea >ain

T .

a v f

je b’ < b. Ostra slika tocke T na sliki 1 torej nastane pred filmom.

Na samem filmu pa se zarki iz tocke T' razmazejo po krogu s pre-
merom U. Ce je U zelo majhen, tega tudi pri nekajkratni povecavi ne
opazimo in se nam slika tocke T' Se zmeraj zdi ostra. Pri maloslikovnem
ali Leica (35 mm) formatu meri sli¢ica na filmu 24 mm x 36 mm. Obstaja
(ne povsem splosno sprejet) dogovor, da je najveéji dovoljeni premer
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razmazanega krozca na filmu enak

]
Uy = 30 mim .

Pri petkratni povecavi slicice na filmu (to je na velikost 12 cm x 18 em)

se nam potem razmazani krozec Se zmeraj zdi bolj ali manj kot tocka, saj

smo ravno na meji lo¢ljivosti ¢loveskega ocesa pri gledanju od blizu.
Podobno nam slika manj oddaljene tocke W nastane za filmom (sli-

ka 2).

\ | ________ |

Slika 2.

Vidimo torej, da v skladu z nasim dogovorom preslika objektiv na film
sprejemljivo “ostro” doloéen del prostora, ki vsebuje predmetno ravnino.
Temu delu prostora pravimo obmoéje globinske ostrine. Véasih pa s tem
pojmom mislimo le na Sirino tega obmoéja.

Obmogcje globinske ostrine lahko pove¢amo, ¢e zapremo zaslonko. Pri
bolj zaprti zaslonki se nam bo slika tocke 7' manj razmazala (slika 3), zato
je jasno, da se bo obmocéje globinske ostrine povecalo.

<« zaslonka

/% _____________ I_ Ur
\& <+—zaslonka

Slika 3. Zaslonka prestreze robne zarke.
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Tako smo zdaj ugotovili se drugo funkcijo zaslonke. Poleg uravna-
vanja kolicine svetlobe, ki prihaja skozi objektiv, vpliva Se na obmocje
globinske ostrine. Kratkovidni in
daljnovidni ljudje brez ocal ali z
neustreznimi ocali pogosto pripi-
rajo o¢i. 7 zmanjsanjem odpr- e
tine si skuSajo povecati obmocje
globinske ostrine in doseéi, da bi D
se jim slike oddaljenih predmetov
na mreznici manj razmazale.

Poskusimo zdaj kaj izracu-
nati. Spet se preselimo v stanje b
na sliki 1, le da z zaslonko. Naj
bo D premer odprtine zaslonke
(slika 4). Slika 4.

Naj bo T" ostra slika tocke T' in Az’ razdalja med 7" in filmom.
Zaradi podobnosti trikotnikov je

Az :U=(b-A2"):D.

Ker je U majhen, je Az’ majhen in tako b — Az’ = b. Upostevajmo, da
je f/D = z, kjer je z zaslonsko stevilo, in

b=f4+2'=f+mf=QQ+m)f,
kjer je m = b/a povecava (glejte prvi in drugi ¢lanek iz te serije). Od tod
je
Ab= Az’ = (1+m)2U,
kjer je U premer razmazanega krozca. Torej je

Ax'
T @ me @)

éejeU:U[.:% mm, je

Ab= Az’ = (1 +m)zUj,.
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Efektivno zaslonsko stevilo

Spomnimo se, da smo v prejsnjem élanku dokazali, da je osvetljenost slike
enaka
1
i R N
4 ((14+m)z)?’
kjer je L svetlost slike in z zaslonsko stevilo, na katero je zaprt nas objek-
tiv.

Definirajmo efektivno zaslonsko stevilo z. kot

Ze=(1+m)z,

kjer je m povecava. Potem lahko recemo: Osvetljenost slike je odvisna le
od svetlosti originala in efektivnega zaslonskega Stevila. Natanéneje:

Osvetljenost slike je sorazmerna svetlosti originala in obra-
tno sorazmerna kvadratu efektivnega zaslonskega Stevila z..

Ravnokar smo ugotovili:

Pri efektivnem zaslonskem stevilu z. sme slika nastati najvec

Ze UD

stran od filma, da je ostra.

Za oddaljene predmete je m = 0 in se tako efektivno zaslonsko stevilo
ujema s tistim, ki smo ga naravnali na objektivu.
Pri z, = 16 je recimo

16 8

#:lly = 30 mm = 1 mm .
Denimo, da ostrimo z odmikanjem objektiva od filma po vijacnici. Ugo-
tovimo, kolikgen zasuk odgovarja odmiku za 8/15 mm. Nato na vsako
stran érte, ki oznaéuje oddaljenost, odmerimo ta zasuk in tam napisemo
16 (slika 5). Na ta nacin smo konstruirali lestvico za globinsko ostrino
pri zaslonki 16. Ce je fotografirani objektiv (z goriséno razdaljo 50 mm)
naravnan na oddaljenost 3 metre, sega obmocje globinske ostrine od nekaj
manj kot 2 metrov do nekaj manj kot 10 metrov.
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Slika 5. Lestvica globinske ostrine za vec¢ Slika 6. Takole smo objektiv naravnali na
zaslonskih stevil. hipergoriséno razdaljo pri zaslonskem Ste-
vilu 16.

Hipergoriséna razdalja

Pri danem zaslonskem Stevilu z Zelimo objektiv naravnati na hipergoriséno
razdaljo H., pri kateri bo globinska ostrina segala ravno do neskonénosti.

Ker gre za slikanje oddaljenih predmetov, lahko privzamemo, da je
m = 0. Objektiv bomo naravnali tako, da bo slika neskonéno oddaljene
tocke ravno Se “ostra”, se pravi, da bo nastala 2U; pred filmom. Se pravi,
izteg @’ objektiva bo znasal ravno dovoljenih

Z()r{) 2

Iz znane enaébe xz’ = f2 je ustrezni z enak

_

xr =
.C{fu

in od tod je razdalja med predmetom in filmom H = x+2'+2f = = +2f.

>

H,=2f + —.
¥ ! zUy

Za mnajblizjo tocko, ki bo Se ostra, bo slika nastala zUj,; za filmom,
torej 2zU; za sliko neskonéne tocke. Ustrezno razdaljo izracunamo kot
ZEoTaj:

i e

g 2z Gl
‘ f—i_?Z[)rU 2

Npr. za f = 50 mm in z = 16 je

mm =5 m.

2500 - 30
By = (100 E! 37)
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Najblizja se “ostro” upodobljena tocka pa bo oddaljena

2500
d=(100+ —-15) mm=25m.
16
To seveda lahko brez racunanja naravnamo, ée imamo lestvico globinske
ostrine kot na sliki 6.

Za z =28 in f = 50 mm pa je

H= (100+M) mm = 27 m.

56
Obmocje globinske ostrine bo torej segalo od 13’5 m do oo. Za z =14 in
f =50 mm bo H = 54 m in obmog¢je globinske ostrine bo segalo od 27 m
do oo.

Stevilo H se pri danem z poveéuje priblizno s kvadratom goriséne
razdalje.

Za f =300 mm in z = 2'8 je H = 960 m. Globinska ostrina bo segala
le od 480 m do co.

Objektiv z odprtino 1 : 2'8 in goriséno razdaljo 300 mm tehta 2-3 kg
in stane toliko kot motorno kolo. Velika svetlobna jakost omogoca kratke
osvetlitve. Zato lahko fotoreporterji z njim na Sportnih tekmovanjih po-
snamejo slike, na katerih je gibanje tekmovalca “zamrznjeno”. Ozadje pa
je zaradi majhnega obmoc¢ja globinske ostrine zabrisano.

Pri 20 mm (Sirokokotnem) objektivu in z = 16 pa je

400 - 30
16

H=(40+ )mméO'Sm.

Globinska ostrina pri zaslonki 16 sega od 04 m do neskonénosti! S
sirokokotnim objektivom torej ni problem ostro upodobiti vse od zelo
bliznjih predmetov do neskonénosti. Seveda pa bodo oddaljeni predmeti
na sliki zelo majhni.

Globinska ostrina pri slikanju iz blizine
Privzeli bomo, da je izteg o’ tako velik, da je Az’ majhen v primer-
javi z z'.

Ce se @' poveca, se zaradi enache

zz' = f2
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zmanjsa x. Velja:
(z — Az)(z' + Az') = f2.
Odstejmo prejinjo enaébo od zadnje, pa je
zAx' — (2" + Az")Az = 0.
Po privzetku je ' + Az’ = 2’ in od tod
Az = E{Am' :
I
Celotno obmocje globinske ostrine ima Sirino
2Az = 2%&:\:’ :
x

Upostevajmo, da je x = m~'f, 2’ = mf, pa je celotno obmoéje globinske
ostrine Siroko

2
E(1+m)ng =
2
= ﬁ s ZEUQ -

Vidimo, da je v tej formuli izginil f. Torej:

Pri slikanju iz bliZine je obmocje globinske ostrine neodvisno
od goriiéne razdalje f.

Pri m = 1 (slika na filmu je naravne velikosti) znada obmoéje globin-
ske ostrine:

a) pri z = 16 (z, = 32) priblizno 2 mm;
b) pri z =4 (z. = 8) priblizno 1 mm;
¢) pri z = 32 (z. = 64) priblizno 4 mm.

Hro&éa, ki je debelejsi kot 4 mm, torej pri razmerju 1 : 1 ne moremo
v celoti ostrega spraviti na film. Nekateri objektivi sicer omogo¢ajo na-
stavitev Se vecjih zaslonskih stevil kot 32. Toda pri vecanju efektivnih
zaslonskih stevil nad 50 pride zmeraj bolj do izraza uklon svetlobe, ki
kvari kakovost celotne slike.
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Ker je pri m = 1 efektivno zaslonsko stevilo z. = 2z, to pomeni, da
osvetljenost slike znasa le ¢etrtino tiste pri slikanju v neskonénosti. Pri
zrcalno refleksnih aparatih gledamo skozi objektiv, zato je tudi slika v
iskalu pri m = 1 obéutno temnejsa (kar povzroca tezave pri ostrenju).

Pri m = 4 je z, = 5z. Osvetljenost slike je le se 1/25 tiste pri slikanju
v neskonénosti. Obmocje globinske ostrine pa meri za z = 16 (z, = 80):

2 80 1

16 30 T3
Hkrati lahko ostre dobimo le zelo ploséate detajle na slikovnem polju, ki
znasa 6 mm x 9 mm. Fotografiranje pri tako veliki povecavi je tezavno
celo s specialno opremo, na terenu pa je komajda Se mogoce.

Denimo, da slikamo z objektivom z daljSo goriSénico v razmerju m =

= 005 = 1:20. To je lahko portret ali slika lepega grma kot na zadnji
strani ovitka. Obmoéje globinske ostrine pri z = 2'8 znasa

2'8
SUO-I'US-EmmﬁSCm.

To ni veé dovolj, da bi pri portretiranju bil oster ves obraz od nosu do uses.
Mimogrede, obi¢ajno izostrimo oéi, saj so najpomembnejsi del portreta.

Slike, narejene z raznimi objektivi, pa vseeno niso enake. Pri [ =
= 100 mm je ustrezni izteg 2’ = mf = 5 mm. Slika zelo oddaljenega
ozadja nastane 5 mm od filma. Pri f = 300 mm je izteg 2’ = 45 mm.
Slika zelo oddaljenega ozadja nastane 45 mm stran od filma. Ker je po
(1) premer razmazanega krozca sorazmeren Az', je ozadje pri slikanju z
daljSo gorisénico neprimerno bolj zabrisano.

Peter Legisa

ZEPNI MODELI POLIEDROV — Resitev s str. 154

Na desni risbi so nakazani razrezi
za zepni model ikozaedra, ki je v
prejénji stevilki revije ostal za izziv
bralcem.

Vilko Domajnko
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MEGLICA IN PULZAR

V prejsnji stevilki Preseka smo pisali o supernovi, ki se je pred skoraj 1000
leti pojavila v ozvezdju Bika, o povezavi sedaj opazljivih (dveh) objektov
z davno opazovano supernovo in povedali nekaj malega o lastnostih obeh
objektov, meglice Rakovice in pulzarja v njej. Povedali smo tudi, kako
objekt M1 najdemo s teleskopom, ter navedli potrebne podatke in iskalni
karti. Tokrat bomo povedali nekaj veé o fizikalnih dogajanjih v M1. Malo
je namrec v astronomiji objektov, ki bi jim bilo posveéenega toliko opazo-
valnega in raziskovalnega ¢asa, namenjenih toliko strani ¢lankov in knjig,
in ki bi prinesli toliko novih spoznanj za astronomijo in fiziko. Nekateri
imenujejo M1 kar ‘rozetni kamen’ astronomije, saj je pravi naravni labo-
ratorij, v katerem poteka obilica raznovrstnih fizikalnih procesov, razmere
pa so velikokrat tako ekstremne, da takega ‘laboratorija’ na Zemlji sploh
ni mo¢ narediti.

Meglica

Doslej nismo posebej poudarili, da opisujemo objekt v nasi Galaksiji. Lezi
se bolj na obrobju Galaksije kot nase Osonéje in nekoliko pod ravnino
Galaksije. Meglica ima podobno kemijsko sestavo, kot je v povpreéju v
vesolju: pretezno vodik, nekaj helija, zelo malo tezjih elementov. In koliko
sploh je snovi v meglici? Ocenjujejo, da za kake tri mase Sonca. Meglico
sestavljata dve osnovni komponenti. Prva je razredéena snov (plin), ki je
neko¢ sestavljala zunanje plasti orjaske zvezde. Ta napolnjuje vso meglico
in dolo¢a njeno okvirno ovalno obliko. Druga so filamenti (vlakna), ki se
brez pravega reda vlecejo sem ter tja in dajejo meglici posebej lep videz
(glej sliko 1 na predzadnji strani ovitka).

Obe komponenti razkriva optiéni spekter meglice. (Spekter je graf,
ki prikazuje porazdelitev gostote izsevane energije po frekvencah.) Plin
seva ti. zvezni ali beli spekter. Od filamentov pa prihajajo posamezne
crte, ki so nalozene na zveznem spektru. Zvezni spekter meglice Rakovice
nastane na poseben nacin. Zanj ni krivo sevanje atomov pri visoki tempe-
raturi, kot bi pri¢akovali za obi¢ajni plin, paé pa sevanje hitro gibajoéih
se elektronov v magnetnem polju. Do tega pomembnega spoznanja je v

1 ‘Rozetni kamen’ ne pomeni kamna v obliki razevetele roZe, ampak se pridevnik
nanaSa na egiptovsko mesto Rosetta (angl. pisava), kjer so leta 1799 nasli bazaltno
plosco iz 2. stoletja pred nasim Stetjem, na kateri je bilo vzporedno s hieroglifi isto
besedilo zapisano se v dveh drugih pisavah. Ta kamen je bil osnova za razvozlanje
hieroglifske kode.
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petdesetih letih prisel ruski astrofizik Sklovski. Mehanizem sevanja naj
bi po njegovem bilo ti. sinhrotronsko sevanje, o katerem ponavadi govo-
rimo v zvezi s pospeSevalniki delcev, sinhrotroni, saj nastaja pri gibanju
pospesenih nabitih delcev v magnetnem polju. Njegova ideja, da meglica
Rakovica predstavlja laboratorij z ogromnim pospesevalnikom delcev, se
je izkazala za pravilno, ko so izmerili, da je svetloba z Rakovice delno
polarizirana.

Vemo, da je elektromagnetno sevanje (svetloba) valovanje. Svetloba,
ki se odbije na neki povrsini, je polarizirana v ravnini te povrsine. (Ce
nosimo polarizacijska ocala, ki ne prepuscajo polariziranih valov, se nam
na primer mnogo manj bleséi.) Ce pa za neko svetlobo ne obstaja ravnina,
v kateri pretezno nihajo valovi, potem pravimo, da je nepolarizirana. Med
stoodstotno polarizirano in nepolarizirano svetlobo obstajajo e vse vime-
sne moznosti za delno polarizirano svetlobo. Meritve polarizacije svetlobe
z Rakovice sredi petdesetih let na tedaj sovjetskem observatoriju Byura-
kan v Armeniji in na ameriskem Mount Palomarju so pokazale, da je ta
svetloba res delno polarizirana: Elektroni se v magnetnem polju gibajo na
dolo¢en nacin in zato izsevani svetlobni valovi nihajo pretezno v doloceni
ravunini.

S potrditvijo ideje o sinhrotronskem sevanju Rakovice so bili astro-
nomi sooceni z nadvse nenavadnim objektom, s svetlim oblakom, v ka-
terem so ‘svetili’ elektroni in ne atomi, kot so bili navajeni dotlej. V
oblaku so tudi protoni, a ti za fizikalne procese, ki so pri sinhrotronskem
sevanju meglice odloéilni, niso bistveni. Bistveno pa je, da so astronomi
odkrili objekt, ki je bil po agregatnem stanju prav poseben plin, plazma.
Obi¢ajni plin sestavljajo atomi, ki so elektriéno nevtralni. Za plazmo pa
je znaéilno, da so atomi razbiti na nosilce negativnih nabojev (elektroni)
in nosilce pozitivnih nabojev (atomska jedra).

Meglica je ostanek zunanjih plasti zvezde, ki je izbruhnila v super-
novo. V trenutku izbruha je te plasti odpihnilo navzven. Astronomi
merijo hitrost razsirjanja meglice. Ta znasa okrog dve desetinki kotne
sekunde na leto ali priblizno 1500 kilometrov na sekundo. Iz te vrednosti
lahko izra¢unamo, kdaj se je zgodila supernova. Zanimivo je, da z na-
tanénim raéunom, ki uposteva podatke veé kot petdesetih let (doktorsko
delo znane ameriske astronomke V. Trimble), pridemo do letnice, ki je za
slabih sto let ve¢ja od tiste, o kateri porocajo kitajska opazovanja. To po-
meni, da se danes meglica razsirja hitreje, kot bi se smela, saj bi se moralo
zacetno Sirjenje snovi zvezdinih ovojnic scasoma upocasniti zaradi nari-
vanja okolisnega medzvezdnega plina. To je mozno le, ¢e nekaj v meglici
poganja gibanje plinov navzven.
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Na podlagi merjenja hitrosti razsirjanja meglice lahko ocenimo tudi
njeno oddaljenost. Ta je priblizno 6000 svetlobnih let (6-10'¢ kilometrov).
In ¢e poznamo oddaljenost, lahko ocenimo. kako svetla je bila supernova
leta 1054. Iz starih zapiskov o primerjavah njenega sija so ocenili, da je
supernova svetila kot 500 milijonov Sonc! Polariziranost je razlicna po
posameznih delih meglice, pa tudi polariziranost posameznih delov se s
casom presenetljivo spreminja. Eno od podrocij, kjer sta polariziranost
in njena spremenljivost posebej izraziti, je osrednji predel. To je okolica
obeh zvezd v sredini meglice, od katerih je ena pulzar. Ze v Sestdesetih
letih so na tem podroéju opazili nekaksne kosme snovi, ki so se s ¢asom
spreminjali. Vse je kazalo na to, da tisto nekaj v sredini meglice, kar pri-
speva k njenemu razsirjanju, tudi pljuska v okolisno snov in jo osvetljuje.
Sodobna opazovanja s Hubblovim vesoljskim teleskopom so pokazala, da
iz pulzarja izhajata v nasprotnih smereh ozka curka (slika 2 na predzadnji
strani ovitka), ki ju pretezno tvorijo hitri elektroni. Curka odrivata plin
pred seboj in ga narivata v kosme.

Kar vemo o filamentih, so nam razkrile ¢rte, ki jih sevajo tam pri-
sotni atomi. Na njihovi osnovi so ugotovili, da se tako temperatura kot
gostota elektronov v filamentih moéno spreminjata tako znotraj posame-
znega filamenta kot preko celotne meglice. Filament je kot nekaksna ‘cev’,
sestavljena iz treh lupin, pri éemer sta v vsaki plasti nekoliko drugaéna
temperatura in gostota snovnih delcev. Vecina izrazitih filamentov je v
zunanji tretjini meglice.

Crte, ki prihajajo s filamentov, so poveéini taksne, kakrsnih v labo-
ratoriju na Zemlji zlepa ne opazimo. Sodijo med ti. ‘prepovedane’ érte.
In kako spektralne érte sploh nastanejo? Elektron v atomu se nahaja v
doloceni elektronski lupini oziroma ima dolo¢eno orbito okrog atoma in s
tem doloceno energijo, tako kot je to razlozila kvantna mehanika. Ce atom
pridobi ustrezno energijo (npr. ko se vanj zaleti foton ali drug atom), se
elektron v njem vzbudi v visje energijsko stanje, v drugo dovoljeno orbito.
Odvecne energije se poskusa cimprej znebiti in se vrniti v svoje prejsnje,
najbolj ugodno stanje. Odda jo tako, da izseva foton z doloéeno valovno
dolzino. Ta prehod elektrona se zgodi zelo hitro, pravimo mu dovoljeni,
saj ga zakoni kvantne mehanike napovedujejo oziroma dovoljujejo. Ener-
gija tega fotona ustreza energijski razliki med obema orbitama. Prehod
vidimo kot érto v spektru pri doloéeni valovni dolzini.

Ce elektron prejme premalo energije, da bi se preselil v naslednjo visjo
dovoljeno orbito, potem bi trajalo zelo dolgo, da bi se odveéne energije
znebil z izsevanjem ustreznega fotona. Ker se to zgodi zelo redko oziroma
zelo pocasi, tako da tega v laboratoriju praktiéno ne docakamo, se je za
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take prehode ustalilo ime prepovedani. Pri poskusih v laboratoriju, kjer
je atomov dovolj, tudi ¢e je plin precej razredéen, bo atom takSen presezek
energije raje oddal drugemu atomu s trkom, kot da bi izseval foton. V
meglici pa je plin tako zelo redek, da do trkov med atomi prihaja zelo
poredko, in preden bi atom uspel srecati drugega in mu oddati odveéno
energijo, pride do ti. prepovedanega prehoda. Izseva se torej foton pri
valovni dolzini, kakrsne v laboratoriju pri tem atomu ne bi pricakovali.
Znacilno je, da so ravno objekti, kakréna je meglica, redek primer, kjer
sploh lahko opazujemo prepovedane prehode. Vidimo, da meglica ni po-
membna le za astronomijo, ampak posebne razmere v njej omogoécajo
spoznanja in meritve, ki so pomembni tudi za fiziko.

Meglica Rakovica seva ne le v opticnem, pa¢ pa tudi v radijskem
delu elektromagnetnega spektra, pa preko mikrovalov, infrardece in ultra-
vijolicne svetlobe do visokoenergijskih rentgenskih zarkov. Malo je objek-
tov, ki bi sevali na tako obseznem intervalu valovnih dolzin. Rakovica je
prvi odkriti objekt, ki se ga da opazovati na tako Sirokem intervalu. Ra-
dijsko odkritje Rakovice pripada avstralskim astronomom in sega v leto
1948. Odtlej so radijska opazovanja neprecenljivo prispevala k poznavanju
strukture magnetnega polja in porazdelitve elektronov v meglici.

V zacetku Sestdesetih let so zaceli s prvimi rentgenskimi opazovanji.
Teh ne moremo izvajati s povrija Zemlje, saj varovalni atmosferski oklep
zarkov X ne prepusti. Rakovica je prvi rentgenski izvir (in eden od prvih
izvirov zarkov gama) zunaj Osonéja, ki so ga zaznali in nato povezali s prej
znanim optiénim objektom. Visokoenergijska opazovanja so pomembna
na primer za doloéanje hitrosti elektronov v meglici in povrsinske tempe-
rature nevtronskih zvezd.

Pulzar

Kaj pomaga razpihovati meglico, pospesuje elektrone in vpliva na struk-
turo magnetnega polja v meglici? To vpraganje je dolgo vnemirjalo astro-
nome, dokler niso konec Sestdesetih let v sredini meglice odkrili nenavadne
zvezde — pulzarja. Majhna, izjemno gosta zvezda se sredi meglice zelo hi-
tro vrti in brizga v meglico vedno nove elektrone, da se lahko vzdrzuje
sinhrotronsko sevanje meglice.

Pulzar, ki ima oznako NP0532 ali pa PSR 0531421, odvisno od tega,
katerega od pulzarskih katalogov gledate, so odkrili z najvecjo radijsko
anteno na svetu v Arecibu (premer 300 m) novembra 1968. Izmerili so
njegovo periodo — 33 milisekund. To je bila Se zadnja potrditev, da je
objekt v Rakovici, za katerega so ze dolgo predvidevali, da mora imeti
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neko zvezo s supernovo, zares nevtronska zvezda. Nobena druga vrsta
zvezde namreé ni dovolj ‘trdna’, da bi vzdrzala tako hitro vrtenje. Radijski
pulzar so identificirali z optié¢nim januarja 1969 na observatoriju Kitt Peak
v ZDA. Nekaj kasneje so Americani opazili isti objekt se v rentgenskih
zarkih. Pulzar v meglici Rakovici je v mnogocem poseben, presenetljiv
in zato zelo pomemben za astronomijo. Ena njegovih znacilnosti, ki ga
postavlja na posebno mesto med pulzarji, je ta, da ga lahko opazujemo
na izjemno Sirokem intervalu elektromagnetnega spektra, oblika njegovega
pulza pa je enaka pri vseh valovnih dolzinah, od dolgih radijskih valov do
visokoenergijskih rentgenskih zarkov in zarkov gama. Druga je njegova
starost. S komaj tiso¢ leti je zdale¢ najmlajsi pulzar. Sledi mu pulzar
v ozvezdju Jadro (Vela), ki pa je kakih sestnajstkrat starejsi. Pri tako
mladem pulzarju lahko opazujemo pojave, ki so pri starejsih Ze usahnili.

Tisto, kar je pulzarske astronome v zacetku posebej presenetilo, je
izredna pravilnost in ponovljivost pulzov. Pulzi prihajajo tako tocno, da
lahko na podlagi danasnjih opazovanj za nekaj let vnaprej natanéno na-
povemo, kdaj bo prisel izbrani pulz. Pulzarska ura je primerljiva z najbolj
natanénimi urami na Zemlji. Zato seveda ni ¢udno, da se je pojavila ideja,
da bi na osnovi skupine pulzarjev napravili neodvisno uro, ki bi sluzila kot
standard, tako kot je to z atomsko uro.

Vendar pa se frekvenca pulziranja spreminja. Pulzar namreé izgublja
svojo rotacijsko energijo, ki jo oddaja meglici. Meglica pravzaprav sveti
zato, ker se pulzar upoc¢asnjuje. Hitro se pojavi pomislek, kako naj potem
pulzar sluzi za merjenje casa, ¢e pa se ne vrti enakomerno. To ni ni¢
hudega, saj vemo, kako hitro se ustavlja in tudi ta pojemek radijski astro-
nomi zelo natanéno merijo. Frekvenco in ¢asovno spreminjanje frekvence
nasega pulzarja neprestano merijo na angleskem radijskem observatoriju
Jodrell Bank. Pulzarjeva perioda se vsak dan podaljsa za 37 nanosekund
(0.000000037 sekunde).

Poleg pravilnega spreminjanja pulzarjeve frekvence se sem pa tja, v
dveh do treh letih, dogajajo Se nenadne pospesitve vrtenja, ki jim pravimo
glici. Po glicu se po nekaj dneh pulzar postopoma umiri. Po kakem mesecu
dni se spet vrti s popolnoma tako frekvenco, kot da glica vines sploh ne
bi bilo. Glice poskusamo razloziti s primerjavo s potresi na Zemlji. Le
da je za pulzar verjetneje, da pride do potresa v trdni notranji nevtronski
plasti in ne v trdni zunanji skorji, kot je to pri Zemlji.

Ko ze omenjamo sestavne plasti pulzarja, je prav, da jih navedeno
vse po vrsti. Zacnimo na povrsju. Pulzarjevo povrsje je trdna skorja, ki jo
sestavljajo tezka atomska jedra, med katerimi se podi oblak elektronov, ki
so nekoc skupaj s temi jedri tvorili atome. Pod njo je plast supertekocih
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nevtronov' (tokrat bomo besedo samo zapisali in ni¢ razlagali) in pod
njo, kot nekaksen ogromen kristal, trdna plast nevtronov. Cisto znotraj
je jedro, kjer je gostota snovi najvecja. Tu najverjetneje lahko poleg
nevtronov pricakujemo Se ‘juho’ raznoraznih sorodnih delcev, ki so tezji
in predvsem za obi¢ajni svet precej tuji. Nosijo imena, kot so X, A in
A; ker so tezki, jim vsem skupaj pravimo barioni (nevtron in proton sta
najlazja bariona).

Vsekakor se moramo ustaviti tudi ob pulzarjevem magnetnem polju.
Njegova gostota na povriju zvezde znasa priblizno 10® tesla, kar je zelo
veliko. V laboratoriju so polja velikosti nekaj tesla Ze obravnavana kot
zelo mocéna. Kako more imeti nevtronska zvezda tako moéno magnetno
polje, se da razumeti. Vemo, da se ohranja koli¢ina, ki ji pravimo ma-
gnetni pretok. Predstavljajmo si namagneteno snov. Magnetne silnice so
‘pripete’ na snov. Ce stiskamo snov, se stiskajo tudi silnice in magne-
tno polje je vse mocnejse. Za tolikokrat, kot se zmanjsa presek snovi, se
poveca gostota magnetnega polja. Ali lahko s stiskanjem obicajne zvezde
pridemo do magnetnega polja pulzarja? Gostota magnetnega polja Sonca
je okrog 0.01 T. Njegov radij je 700000 kilometrov. Ce bi Sonce skréili na
velikost pulzarja (radij 10 kilometrov), bi se njegov presek (w R?) zmanjsal
za faktor 5. 10°. Tolikokrat se mora v skladu z ohranitvijo magnetnega
pretoka povecati gostota magnetnega polja. Prvotnih 0.01 T postane 0.5-
-10® T! Moéno pulzarsko magnetno polje torej ni tako hudo presenetljivo
in ga smemo pricakovati, ¢e upostevamo, kako je pulzar nastal.

Imamo torej mocno namagneteno zvezdo, ki se hitro vrti. Iz elek-
trodinamike vemo, da se pri gibanju magneta inducira elektriéno polje.
Tudi ob povrSini pulzarja se inducira elektriéno polje, ki je zelo moéno.
Nabite delce odtrga s povrsine, jih pospesi do visokih hitrosti in jih izvrze
stran od zvezde. Vendar se ti zaradi magnetnega polja ne morejo gibati
kamorkoli, temveé le vzdolZz magnetnih silnic. Magnetne silnice pulzarja
si lahko predstavljamo podobno, kot smo vajeni risati silnice palicastega
magneta. Razlika je predvsem v tem, da so zaradi hitrega vrtenja zvezde
tiste silnice, ki izhajajo blizu polov, pretrgane. Vzdolz pretrganih silnic
elektroni lahko pobegnejo z zvezde in tako se meglica neprestano polni s
svezimi hitrimi elektroni, ki sinhrotronsko sevajo.

Za konec Se omenimo, kje pulzi najverjetneje nastajajo. Pulziranje
smo Ze opisali s pomoéjo svetilnika. Pulz vidimo vsakokrat, ko se svetil-
nik zasuka proti nam. To podrocje je najverjetneje ti. polarna kapa, za
kako nogometno igrisée velika povrsina ob (obeh) magnetnih polih. Tam
je magnetno polje zelo moéno. Nabiti delei, ki se gibljejo vzdolz silnic,
se pospesijo skoraj do svetlobne hitrosti in moéno sevajo na obseZnem
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intervalu valovnih dolzin, od radijskih valov do zarkov gama. Ce bi prisli
dovolj blizu pulzarja, bi morda videli ob njegovih polih moc¢no svetlikajoco
se kapo.

Hubblov vesoljski teleskop je videl nevtronsko zvezdo

V sestavku smo veckrat omenjali izraza pulzar in nevtronska zvezda, en-
krat enega, drugi¢ drugega. Cas je, da povzamemo njuno povezavo. Nev-
tronskih zvezd je v nasi Galaksiji najbrz nekaj sto milijonov. Veéinoma
Jjih ne vidimo, ker so pretemne. Tiste, ki jih vidimo (ki smo jih videli
doslej!), vidimo zaradi njihovega pulziranja. Torej so pulzarji (danes je
znanih kakih 500) podmnozica nevtronskih zvezd. Vsak pulzar je nevtron-
ska zvezda, ni pa vsaka nevtronska zvezda pulzar. Dejstvu, da pulzarji
pulzirajo — svetijo na poseben naé¢in, se moramo zahvaliti, da jih lahko
opazujemo Ze trideset let. Nepulzirajoée nevtronske zvezde ne moremo
videti. (No, v resnici obstaja e ena podvrsta nevtronskih zvezd, za ka-
tere ni nujno, da pulzirajo, a jih vseeno vidimo. Te so élanice dvojnih
sistemov, pri ¢emer je druga zvezda velika in masivna. Snov z nje odteka,
na nevtronsko zvezdo in se dovolj blizu nevtronske zvezde zaéne svetiti.
To svetenje opazujemo v rentgenskih zarkih. Vendar je takih nevtronskih
zvezd opazenih precej malo.) Kot ze pri toliko drugih primerih v zadnjih
letih pa je stvari spet obrnil na glavo Hubblov vesoljski teleskop. 24. sep-
tembra 1997 so z Instituta Hubblovega vesoljskega teleskopa sporoéili Se
eno veliko novico: Hubblov vesoljski teleskop videl nevtronsko zvezdo!

Zakaj je bilo doslej nemogoce videti nevtronsko zvezdo? Veéino zvezd
vidimo zato, ker sevajo svetlobo. Njihovo sevanje opisemo kot sevanje
¢rnega telesa. Ce poznamo njeno povrdinsko temperaturo in velikost
povrsine, vemo, koliko energije zvezda odda v ¢asovni enoti. Sliko zvezde,
ki jo naredi optiéna naprava (le¢a v oesu; zrcalo teleskopa), ‘vidimo’, ¢ce
je v zbranih elektromagnetnih valovih dovolj energije, da povzroéi ustre-
zno reakeijo detektorja (vidnih éutnic v ocesu; fotografske plosée, kamere
CCD). Pri (optiénih) teleskopih je to odvisno v grobem od velikosti zrcala
in vrste detektorja. Oboje skupaj je upostevano v ti. mejni magnitudi.
Zvezdo z mejno magnitudo ravno Se lahko vidimo. Povejmo, da je ma-
gnituda mera za navidezni sij zvezde. Pri magnitudah si zapomnimo,
da vecje Stevilo pomeni sibkejsi objekt in manjse svetlejsega. Najsvetlejii
objekti imajo negativno magnitudo (npr. Sonce —26.5, zvezda Sirij —1.5).
Ocenili so, da naj bi imela supernova leta 1054 ob maksimumu magnitudo
okrog —5. S prostim o¢esom povpreéno vidimo zvezde do magnitude 6.5.
7 izbranim teleskopom in detektorjem vidimo ustrezno &ibkejse zvezde.
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Vrednost teoretiéne mejne magnitude pokvarijo atmosferske motnje in ra-
zni viri umetnega osvetljevanja, zaradi ¢esar ima tudi ozadje (nocno nebo)
neko svetlost. Zato pri opazovanjih z zemeljskega povrsja nikakor ne mo-
remo prekoraciti dolocene mejne magnitude.

Zdaj pa ocenimo Se red velikosti magnitude nevtronske zvezde, ki bi
sevala, kot obi¢ajno sevajo zvezde. Povedali smo ze, da je polmer nev-
tronske zvezde kakih 10 kilometrov. S pomocjo satelitov, ki opazujejo v
rentgenski svetlobi, so izmerili, da je povrsinska temperatura nevtronskih
zvezd okrog milijona stopinj. Uporabimo Stefanov zakon, ki opisuje se-
vanje ¢rnega telesa. lzsev, povezan s povrsinsko temperaturo, pretvorimo
pri znani oddaljenosti zvezde v magnitudo in pridemo do vrednosti, precej
preko magnitude 20. Tako sibke objekte s teleskopi z zemeljske povrsine
zelo tezko opazimo, Se tezje izmerimo njihov sij. Lahko pa jih opazi in
‘dobro pogleda’ Hubblov vesoljski teleskop, ki je dvignjen nad atmosfero.

In tako je vesoljski teleskop pred nekaj meseci zaznal nevtronsko
zvezdo z magnitudo 25. Na podlagi tega podatka so astronomi prvic lahko
neposredno izmerili velikost nevtronske zvezde. Njen polmer je 14 kilome-
trov. Razen tega, da je Hubblov vesoljski teleskop nasel prvo nevtronsko
zvezdo, ki ni pulzar in ni v dvojnem sistemu, je ta dosezek odprl tudi
popolnoma nove moznosti za dopolnjevanje teorije nevtronskih zvezd.?

Zanke in uganke o meglici Rakovici in pulzarju v njej se zdaleé¢ niso
izérpane in v nasih dveh zgodbah smo se jih le dotaknili. Ne astrofizikom
ne teleskopom dela na podro¢ju M1 Se zlepa ne bo zmanjkalo.

Mirjam Galicéi¢

NEKOLIKO DRUGACNI KONSTRUKCIJSKI
NALOGI

1. 'V ravnini so podane tri toc¢ke A, O in I. Narisi trikotnik z ogliéem
A, sredidéem oértane kroznice O in srediSéem vértane kroznice I.

2. Narisi trikotnik, ¢e so podani: oglisée A, sredisce oértane kroznice O
in visinska tocka V.

Marija Vencelj

2 Podrobnjesi tekst in sliko si lahko ogledate na internetu, naslov je
http://oposite.stsci.edu/pubinfo/pr/97/32.html
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FIZIKA, MATEMATIKA IN MURPHYJEV ZAKON

Kapetan Edward Murphy je leta 1949 sodeloval pri poskusih ameriskega
vojnega letalstva, pri katerih so raziskovali vpliv nenadnega zaviranja na
letalce. Prostovoljci so sedli na nekaksne sani, ki so jih pognale rakete in
ki so jih potem na hitro zaustavili. Odziv na pojemek ob zaustavljanju so
merili s senzorji na delih telesa. Zice s prikljucki za pisalnike so speljali
v celado, za katero je nacrt naredil kapetan Murphy. Nekega dne, ko se
je zdelo, da so izvedli niz poskusov brez napak, pisalne naprave niso ni¢
zapisale. Presenetljivi izid je kapetan Murphy pojasnil s tem, da so bile
zice v ¢eladi napaéno zvezane. Tedaj je izjavil: “Ce obstaja ve¢ moznosti,
da nekaj naredimo, in ena od njih pripelje do nezelenega izida, jo bo nekdo
izbral.” Na tiskovni konferenci so izjavo omenili kot dobro izhodisce za
razprave o varnosti. Pozneje so ji dali bolj megleno obliko: “Ce kaj lahko
gre narobe, bo §lo narobe.” Ta izjava naj bi veljala tudi v vsakdanjem
zivljenju. Iz nje je nastalo veliko izpeljank, tudi Saljivih. Ali bi lahko
nekatere izmed njih imele oporo v zakonih narave ali matematike in tako
ne bi bile zgolj razpolozenjske oziroma posledica dejstva, da se neprijetni
dogodki bolj vtisnejo v spomin kot drugi? Vsaj za tri oblike Murphyjevega
zakona je odgovor na vprasanje pritrdilen.

Opeceni kruh. Ze v prejsnjem stoletju je pesnik potozil, “da opeceni
kruh vselej pade na stran z maslom”. Vzemimo namesto kruha poljubno
togo telo v obliki ploske pravokotne prizme, na primer plosco ali knjigo. Ce
ni pri roki ni¢ drugega, je dobra tudi stevilka Preseka. Plosco polozimo na
vodoravno mizo, tako da je ena izmed stranic osnovne ploskve vzporedna
z robom mize. Plos¢o pocasi potiskamo v smeri druge stranice. Ko tezisce
plosce pogleda dovolj ¢ez rob mize, se ploi¢a zacne vrteti okoli roba mize
(slika 1). Potem ploséa zdrsne in drsi po robu mize, ki deluje nanjo v
nasprotni smeri gibanja s silo trenja. Naposled plos¢a zgubi stik z mizo in
se odtlej enakomerno vrti okoli teziséne osi, ko se tezisée giblje po paraboli.

el

Slika 1. Ploséa na mizi pred gibanjem in med njim,
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Iz dokaj zapletenih raéunov izhaja, da ploséa pade na vrhnjo stran,
¢e lezi rob mize na intervalu od nekaj manj kot 2I do nekaj ve¢ kot 30/ nad
tlemi (slika 2). (I je stranica osnovne ploskve, pravokotna na rob mize.)
Pri viSini mize 70 cm in stranici plogée 10 cm je rob mize 71 nad tlemi.
Racunali smo z izmerjenima podatkoma za opeceni kruh: s koeficientom
trenja k = 0,25 in z zacetno rocico 0,0075[. S trenjem so povezane tezave,
posebno e pri drsenju po robu mize. Kruh lahko pade z mize, ko stranica
ni pravokotna na rob mize. Poleg tega ima lahko tudi zacetno hitrost proti
robu mize, éeprav to ne vpliva bistveno na izid, dokler hitrost znatno ne
preseze 1 m/s. Svoje prispeva tudi zraéni upor, ki ga nismo upostevali.
Zato je rezultat zgolj ocena. Toda ocenjeni interval visin je tako velik, da
lahko s precejsnjo gotovostjo napovemo, da bo opeéeni kruh pri obi¢ajnih
padcih z navadnih miz zaradi zakonov gibanja padel na namazano stran.

2,33

4,37

(1,75) | 5,31

Slika 2. Gibanje ploiée, potem ko je
zgubila stik z mizo. Racun velja za
koeficient trenja k = 0,25 in zatetno

ro¢ico rg = 0,00751, ki so ju dala mer- “Zni

jenja za opeceni kruh. Razdalje me- i
rimo v enotah [, éas pa v enotah

(1/g)}/2. V easovnem intervalu od

0 do 2,33 se ploséa enakomerno po-

speseno vrti okoli roba mize, v éasov-

nem intervalu od 2,33 do 4,37 drsi

(glej sliko 3), potem pa pada tezisce (33 ﬁ)%

po paraboli in ploséa se enakomerno ’

vrti okoli teziséne osi. Globina tezis- 0 o b o] 11,7
¢a je navedena v oklepajih na levi,
cas pa na desni. Za nas primer velja:
@2 = 0,22, zo = —0,44, &3 = 0,13,
39 = —0,92, o3 = 1,11, p3 = 0,50.
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Na plosco, nagnjeno proti vodoravnici za kot ¢, delujeta Zemlja s
tezo mg navpiéno navzdol v teziscu sredi plosce in miza s silo v tocki, v
kateri se je dotika. Silo mize razstavimo na komponento v smeri plosce
F. in na komponento F; v smeri pravokotno na ploséo. Tudi pospesek
teziséa razstavimo na ustrezni komponenti a; in a,. lzrek o gibanju

teziscéa da
mg cosp — F; = may, mgsiny — F,. = ma, .

Uporabimo 3e izrek o vrtilni koli¢ini, ki velja za teziscéno os, cetudi se
ta pospeseno giblje:

Jp=rF,.

= Tl,:,mlz je vztrajnostni moment plosée okoli teziséne osi. Najprej se
plosca vrti okoli roba mize kot nepremicne osi pri razdalji rq od tezisca,
ne da bi drsela po mizi. Tedaj ne potrebujemo prvih dveh enacb, iz tre-
tje pa izhaja, da je vrtenje enakomerno pospeseno s kotnim pospeskom
rog/1?, Ee je ry zafetna ro€ica in zanemarimo r§ v primeri z %lz. Ploséca
zatne drseti, ko kot preseze ; = arctan k. Tedaj je treba v smeri plosce
upostevati silo trenja, za katero velja F,. = kF;. Enacba se zaplete, ko
izrazimo tangentno in radialno komponento pospeska teziséa z r in @
in z njunimi odvodi. Z izrekom o vrtilni koli¢ini dobimo sistem dveh
navadnih diferencialnih enacb, ki ga resimo z Mathematico za pose-
ben primer (slika 3). Izracunamo lego tezisca (xg, z2), njegovo hitrost
(&2, z2) in kotno hitrost ¢, pri vrtenju okoli teziséne osi v trenutku, ko
ploscéa zgubi stik z mizo. Os z je vodoravna in os z navpiéna. Dalje
gre brez tezav: z = x + @a9t, z = 2o + 2ot + %—gtz ter ¢ = 3 + Yal.

¢ r

et
Slika 3. Kot ¢ in razdalja tezisca 1 J @

od roba mize v odvisnosti od ¢asa

med drsenjem plosée po mizi za 08
nas primer (slika 2). Z Mathe- 0.6
matico smo redili sistem diferen- )
cialnih enaéb: ¢"” = 12r(cosp — 0.4
—2¢'r") /(1272 +-1), v =singp +
+ @' %r — k({cosp — 2¢'r") /(1292 +
+ 1). Enota za razdaljc{ je lin I/JE!E
enota za ¢as (1/g)*/2. 1 2 3 4

Ne dezuje, ko na sprehod vzamemo deznik. Ena izmed oblik Mur-
phyjevega zakona trdi, da ne dezuje, ko na podlagi vremenske napovedi
vzamemo na sprehod deznik. Kako je s to trditvijo? Vremenske napo-
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vedi angleskih meteorologov od sto primerov zadenejo 83-krat in zgresijo
17-krat. Na drugi strani je po podatkih iz istega vira deZ na enournih
sprehodih podnevi precej redek, na sto sprehodih samo na 8-ih dezuje,
na 92-ih pa ne. Za desettiso¢ enournih sprehodov ugotovimo, da dezuje
na 8 - 83 = 664 sprehodih, ko je bil dez napovedan, in na 8 - 17 = 136
sprehodih, ko dez ni bil napovedan. Ne dezuje na 92 - 83 = 7636 spre-
hodih, ko dez ni bil napovedan, in na 92 - 17 = 1564 sprehodih, ko je
bil dez napovedan. Od sprehodov ob napovedih dezja je delez sprehodov
brez dezja 1564/2228 = 0,70 vec¢ kot dvakrat veéji kot delez sprehodov
z dezjem 664/2228 = 0,30. Zares pogosto na sprehodu nismo mokri, ko
vzamemo s seboj deznik, ¢e je napovedan dez. Statistika torej podpira
Murphyjev zakon v tej obliki. Najbolje je, ¢e se ne oziramo na vremensko
napoved, ko se odloéamo, ali bomo vzeli na enourni sprehod deznik ali
ne. Sklep velja za nekoga, ki se odlo¢a samo po vremenski napovedi, in ne
za nekoga, ki s pogledom skozi okno ugotovi, kdaj kaze na sprehod vzeti
deznik.

Psihologi vedo povedati, da pri podobnih vprasanjih pogosto pride
do napaénih odlo¢itev. Veasih navedejo kot zgled vprasanje: V mestu z
dvema podjetjema taksijev je delez zelenih taksijev 0,85 in delez modrih
0,15. Prometno nesreco, po kateri je voznik pobegnil, je po izjavi ocividca
povzro¢il modri taksi. Ocividei v 80 primerih od stotih zadenejo barvo
taksija, v 20 pa se zmotijo. KolikSna je verjetnost, da je nesreco povzrocil
modri taksi?

Ocividec z verjetnostjo 0,85 - 0,20 = 0,17 zeleni taksi proglasi za mo-
drega in z verjetnostjo 0,15- 0,80 = 0,12 pravilno ugotovi modrega. Verje-
tnost, da je nesreco povzroéil modri taksi, je le 0,12/(0,17 +0,12) = 0,41.
Marsikdo pri odgovoru spregleda osnovni podatek o delezu modrih in ze-
lenih taksijev in pripise preveliko tezo izjavi o¢ividca. Pojavu pravijo
napaka osnovnih podatkov.

Nogavice brez para. Ena od oblik Murphyjevega zakona pravi: Ce se
lahko pojavijo nogavice brez para, se bodo pojavile. Raziséimo trditev.
Vzemimo, da imamo v predalu n med seboj razlicnih parov nogavic. 1z-
gubimo 2s nogavie, nakljuéno izbranih izmed 2n nogavic v predalu, ne
da bi nas zanimalo, kako je prislo do izgube. Obdelajmo na zacetku naj-
preprosteji zgled, pri katerem od 2 parov izgubimo 2 nogavici. Nogavice
zaznamujemo po vrstiz 1, 2, 3 in 4 in z oklepaji nakazemo pare. Moznosti
502
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Od 6 primerov sta pri dveh nogavici v paru in se pri stirih pojavita noga-
vici, ki nista par. Razmerje med stevilom primerov z nogavicama v parn
in stevilom primerov z nogavicama, ki nista par, je 2/4 = 1/2. Raéuna
ni tezko posplogiti na primer, ko imamo n parov in na koncu ostane samo
en par. V tem primeru zapiSsemo moznosti preostalega para podobno kot
prej in ugotovimo, da je vseh primerov n(2n — 1), primerov z nogavicama
v paru je n in primerov z nogavicama brez para 2n(n — 1). Razmerje
obojih je potemtakem 1/2(n — 1). Pri desetih parih je razmerje 1/18 =
= 0,056. Sklepi so uporabni tudi v primeru, ¢e od n parov izgubimo samo
dve nogavici, le da je pri tem med preostalimi nogavicami n — 1 ali n — 2
parov.

Bolj zapleten je ra¢un z vmesnim Stevilom zgubljenih nogavic. Zani-
mata nas le skrajna primera, v katerih je najve¢ in najmanj nogavic brez
para. V prvem primeru je vsaka od izgubljenih nogavic iz drugega para,
v drugem pa izgubimo same pare. Vzemimo, da od desetih parov (n =
= 10) izgubimo 6 nogavic (2s = 6). Delez primerov z najve¢jim stevilom
preostalih nogavic brez para, to je 6, je (16-7)/(17-19) = 112/323 = 0,35,
delez primerov s tremi zgubljenimi pari pale 1/(17-19) = 1/323 = 0,0031.
Statistika podpira tudi to obliko Murphyjevega zakona. Povedano velja
samo za primer, da so vsi pari nogavic med seboj razliéni, in zgubi po-
men, ¢e so vsi pari med seboj enaki. Tezavam se lahko v precejsnji meri
izognemo, ¢ce imamo veliko parov nogavic dveh ali treh vrst.

V splosénem sta deleza najneugodnejsih in najugodnejsih primerov

()i (m) m () () sn

Binomski simbol (%) = (,,",) pove, na koliko na¢inov lahko iz mnozice
z n elementi izberemo podmnozico z s elementi.

Z navedenimi vprasanji se je podrobno ukvarjal Robert Matthews,
fizik, ki piSe o znanosti v angleskem casniku in raziskuje v rac¢unalnistvu.
Oprli smo se na njegove ¢lanke: Tumbling toast, Murphy’s law and the
fundamental constants, European Journal of Physics 16 (1995) 172, Odd
socks: a combinatoric example of Murphy’s law, Mathematics Today 32
(1996) 39, Base-rate errors and raining forecasts, Nature 382 (1996) 766
in The science of Murphy’s law, Scientific American 276 (1997) (4) 72.

Janez Strnad
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VSAK TRIKOTNIK JE ENAKOKRAK

Preden bomo dokazali trditev, zapisano v naslovu, ponovimo izreke o
skladnosti trikotnikov. Dva trikotnika sta skladna, ¢e se ujemata

1.
2.
3.
4,

v vseh treh stranicah (SSS),
v dveh stranicah in kotu, ki ga stranici oklepata (SKS),
v stranici in njej prileznih kotih (KSK),

v dveh stranicah in kotu, ki lezi vegji stranici nasproti (SSK).

Naj bo ABC poljuben trikotnik.
Narisimo simetralo ene stranice

in simetralo njej nasprotnega ko-
ta (na primer simetralo stranice
¢ in simetralo kota 7). Oznaéimo
z R razpolovisce stranice AB, M
naj bo secisce simetral. E in D

tocke M na stranici AC in BC
(slika).

Ker lezi M na simetrali kota
v, je MD = ME. Pravo-
kotna trikotnika ACME in
ACMD se torej ujemata v
hipotenuzi MC in katetah EM in M D. Zato sta skladna (SSK) in
je

A B

EC=DC.
M lezi tudi na simetrali stranice AB, zato je AM = BM. Trikotnika
AAME in ABM D se torej ujemata v hipotenuzah AM in BM ter
katetah EM in M D in sta zato skladna (SSK). Sledi

AE = BD.

Iz AC = AE + EC = BD + DC = BC torej sledi, da je poljuben
trikotnik enakokrak.

Kje je napaka v sklepanju?

Olga Arnus
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RAZVOJ MIKROPROCESORJEV

Leta 1996 je minilo éetrt stoletja od izdelave prvega splosnonamenskega
mikroprocesorja. V teh 25 letih so se procesorji izredno razvili. Kako
silovit napredek se je zgodil, pove tudi podatek, da imajo danasnji proce-
sorji na praktiéno enaki povrsini 2500-krat ve¢ tranzistorjev (osnovnih
gradnikov), kot so jih imeli na zacetku. In ker ve¢ tranzistorjev po-
meni tudi “pametnejse” procesorje in s tem racunalnike, ni éudno, da
so racunalniske igrice postale tako priljubljene, da nekateri nogomet rajsi
igrajo na racunalniku kot pa na travniku za hiso.

Preden si ogledamo, kako so se mikroprocesorji razvijali, se spo-
mnimo, kaj sploh je mikroprocesor. Mikroprocesor je integrirano vezje
na majhni silikonski ploséici, ki vsebuje tisoce ali milijone drobnih stikale,
tranzistorjev. Ti lezijo vzdolz mikroskopskih povezav, ki so izdelane iz
superfinih sledi aluminija. S temi vezji je mogoce obdelovati podatke po
dolocenih vzoreih, ki jih lahko sprogramiramo. Ker procesor deluje tem hi-
treje, ¢im veéja je hitrost, s katero lahko preklaplja stikalca, je pomembna
tudi frekvenca, s katero deluje mikroprocesor.

Danes je ena glavnih nalog mikroprocesorjev, da so mozgani osebnega
racunalnika. Vendar pa rac¢unalniki niso edine naprave, v katerih sreéamo
mikroprocesorje. Najdemo jih tudi v semaforjih, avtomobilih, telefonih in
§tevilnih drugih napravah.

Oglejmo si nekaj najbolj vaznih mejnikov na poti od prvega mikro-
procesorja do danes.

1971 Intel 4004 Strokovnjaki podjetja Intel Ted Hoff, Stan Mazor
in Federico Faggin so ob pomoci Masatoshija Shima iz Busicoma razvili
prvi splosnonamenski mikroprocesor, Intel 4004. Sestavljen je bil iz 2300
tranzistorjev v 4-bitni arhitekturi. Znal je izvesti 45 osnovnih ukazov in
je deloval s frekvenco pod 1 MHz. Ta procesor je dejansko spremenil svet.

1972 Intel 8008 Procesor Intel 8008 je imel 3500 tranzistorjev in je
bil prvi 8-bitni mikroprocesor. Vgrajeni ukazi za delo z 8-bitnimi podatki
so procesorju omogoé¢ili enostavnejso in hitrejso obdelavo alfanumeriénih
podatkov.

1974 Intel 8080 Srce prvega mikroracunalnika Altair, ki ga je iz-
delalo podjetje MITS, je bil Intel 8080, procesor s frekvenco delovanja 2
MHz in sestavljen iz 6000 tranzistorjev. V tistem ¢asu se je pojavilo tudi
majhno podjetje, MicroSoft, ki sta ga ustanovila Bill Gates in Paul Allen.
Napisali so tolma¢ za programski jezik BASIC za ta racunalnik.
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1974 Motorola 6800 Motorola 6800 s 4000 tranzistorji je bil 8-
bitni mikroprocesor, ki so ga ve¢inoma uporabljali v razliénih avtomatih
in manjsih poslovnih raéunalnikih. Leta 1978 so pri nas v Sloveniji v
podjetju Iskra naredili raéunalnik ID 1680, osnovan na tem procesorju.

1975 Zilog Z80 Faggin in Shima, dva od ocetov prvega mikropro-
cesorja, sta tega leta pripravila precej izboljsano razlicico procesorja Intel
8080. 8-bitni procesor je sestavljalo 8500 tranzistorjev. Deloval je s fre-
kvenco 2.5 MHz. Za ta procesor je bil razvit operacijski sistem CP/M,
prvi standardni mikroprocesorski operacijski sistem. Tudi ta procesor je
povzrocil manjso revolucijo, saj je zaradi dokaj nizke cene omogoéil pojav
osebnih racunalnikov. V Sloveniji je ta procesor najbolj poznan iz Sin-
clairjevih rac¢unalnikov ZX 81 in Spectrum, ki so bili pred 15 leti izjemno
popularni. To je bil tudi procesor v racunalnikih Iskra Delta Partner, ki
smo jih na Fakulteti za matematiko in fiziko (takrat je to bila se Fakulteta

za naravoslovje in tehnologijo) uporabljali Se v drugi polovici osemdesetih
let.

1976 MOS Technologies 6502 Kot se je iz Intelovega procesorja
8080 razvil Z80, tako je podjetje MOS Technologies na osnovi procesorja
Motorola 6800 izdelalo procesor 6502. Ta je bil sestavljen iz priblizno 9000
tranzistorjev. Ker je procesor omogocal hitro izvajanje razli¢nih grafiénih
operacij, je bil uporabljen v stevilnih osebnih in hisnih ra¢unalnikih. Med
njimi je zagotovo najbolj znamenit Apple I1. Pri nas pa je ta procesor znan
kot srce najhujsega Spectrumovega tekmeca, ra¢unalnika Commodore 64.

1978 Intel 8086 Procesor Intel 8086 je bil 16-bitni ¢ip s priblizno
29000 tranzistorji. Uvedel je nabor ukazov, znan pod imenom x86. Ta
nabor (seveda nekoliko razsirjen) se danes uporablja veéina procesorjev v
osebnih rac¢unalnikih.

1979 Intel 8088 Intelov procesor 8088 je bil zasnovan na proce-
sorju 8086. Pravzaprav je bil nekaksna “oskubljena” (in seveda cenejsa)
razli¢ica slednjega, saj je imel le 8 in ne 16-bitno vodilo. To ozje vodilo je
omogocilo uporabo tudi cenejsih drugih sestavnih delov. Zato ga je IBM
izbral kot procesor za neposrednega prednika danasnjih PC racunalnikov
— IBM PC XT. Ta ¢ip je povzrocil pojav operacijskega sistema DOS in
programov, kot je Lotus 1-2-3.

1979 Motorola 68000 Motorolin procesor 68000 z novim 32-bitnim
naborom ukazov je bil osnova kar za nekaj zgodnjih izvedb operacijskega
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sistema Unix. VaZzneje je, da so ga pri Applu izbrali za racunalnik Lisa
in kasneje tudi za raéunalnik Macintosh, ki je bil prvi uspesen rac¢unalnik
z grafiénim uporabniskim vmesnikom (saj veste: okna, migka, ikone in
podobno). Procesor je sestavljalo priblizno 68000 tranzistorjev.

1982 Intel286 Leta 1982 je Intel predstavil procesor 286. Srecali
smo ga lahko v raéunalnikih IBM PC AT. Njegovih 134000 tranzistorjev
je delovalo s frekvencami od 8 do 12 MHz. Procesor je lahko naslavljal do
16 MB pomnilnika, saj je imel 24-bitno naslovno vodilo.

1985 Intel386 Njegova 32-bitna zgradba z vec kot cetrt milijona
tranzistorjev (275000, ¢e smo bolj natanéni) in 4 GB naslovnega prostora
sta omogocila, da so grafiéni operacijski sistemi, kot sta OS/2 in MS
Windows, pocasi postali uporabni.

1986 MIPS R2000 Veliko strokovnjakov s podro¢ja mikroprocesor-
jev je bilo prepri¢anih, da so osnovni ukazi, ki so jih znali izvajati takra-
tni procesorji, preobsirni in prezapleteni. Zaradi tega naj bi se izvajali
prepocasi. Na povr§je je prisla ideja, da bi bil nabor ukazov mikropro-
cesorja sestavljen iz enostavnih ukazov, ki bi se zaradi svoje enostavnosti
lahko zelo hitro izvajali. Takim procesorjem pravimo procesorji RISC
(Reduced Instruction Set Computer). Podjetje MIPS je leta 1986 prvo
poslalo na trg tako zasnovan mikroprocesor.

1989 Intel486 Intel je procesorju 386 dodal enoto za racunanje s
premicno piko, predpomnilnik in Se nekaj izboljsav. Tako je nastal proce-
sor z 1.2 milijona tranzistorji, ki v svoji 66 MHz razlicici Se vedno poganja
Stevilne osebne racunalnike.

1993 Intel Pentium Stiri leta so bila dovolj, da se je tevilo tranzi-
storjev veé kot podvojilo. 3.1 milijona tranzistorjev, moznost hkratnega
izvajanja dveh ukazov, delovanje s frekvencami tudi do 200 MHz in Se cel
kup izboljsav je pripomoglo k temu, da je to trenutno najbolj popularen
procesor za racunalnike PC, predvsem tiste za osebno rabo.

1993 IBM /Motorola PowerPC 601 Ceprav sprva uporabljani le
v visoko zmogljivih delovnih postajah, so tudi procesorji RISC pocasi
prigli v uporabo v racunalnikih za vsakogar. IBM in Motorola sta skupaj
razvila procesor PowerPC 601, ki so ga (skupaj z nasledniki) uporabili pri
Applu za racunalnike Power Macintosh.
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1995 Intel Pentium Pro Sestavlja ga kar 5.5 milijona tranzistor-
jev. Trenutno je namenjen zlasti moénejsim racunalnikom, ki nadzirajo
delovanje omrezij in hranijo datoteke in programe Stevilnih uporabnikov.

1997 Intel Pentium II Trenutno najmocnejsi Intelov procesor. Se-

stavlja ga kar 7.5 milijona tranzistorjev, deluje pa tudi s frekvenco 300
MHz.

Spreminjanje Stevila tranzistorjev
{v milijonih)

O = kD W~

)
>

Matija Lokar

POGOVOR S PROF. DR. DUSANOM REPOVSEM

Med prejemniki Drzavne nagrade za znanost za leto 1997 je tudi mate-
matik dr. DuSan Repovs, redni profesor na Univerzi v Ljubljani. Profesor
Repovs je v preteklih letih doma in v tujini prejel ve¢ priznanj za svoje
raziskave v topologiji, kjer sodi med vidnejse specialiste na svetu. Poleg
raziskovalnega dela se ukvarja tudi s poucevanjem. Na Pedagoski fakul-
teti v Ljubljani predava studentom matematike in fizike, t.j. bodoéim
uéiteljem teh predmetov. Njegovi studentje smo ga obiskali in za bralce
Preseka zapisali pogovor z njim.

Ste se Ze v osnovni Soli posebej zanimali za matematiko in fiziko?

Pravzaprav se nisem. V osemletki sem imel za oba predmeta vec
razliénih uéiteljev, pa razen enega ni nihée organiziral matematicnega ali
fizikalnega krozka. Le na tekmovanja za Vegova priznanja so nas véasih
poslali. Vseeno pa lahko bralcem Preseka zastavim eno izmed zanimivej§ih
nalog z osnovnosolskih tekmovanj, ki ne zahteva posebnega znanja — le
kancek bistroumnosti.
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1. naloga: Na sliki vidimo loko-
motivo in dva vozicka. S pomocjo
lokomotive zamenjajte oba vozicka.
Lokomotiva lahko wvoziéka bodisi
vlece bodisi potiska. Skozi predor
sme le lokomotiva. Na koncu mora
lokomotiva spet stati na svojem sta-
rem mestu.

Kako pa je bilo z vasim zanimanjem za matematiko v srednji Soli?

Tudi v srednji Soli sprva nisem posvecal dosti ¢asa ne matematiki
ne fiziki, saj sem bil vpisan v intenzivni jezikovni oddelek na gimnaziji
Poljane. Po konc¢anem drugem letniku pa sem se vseeno odloéil, da se
prepisem na gimnazijo Bezigrad, v intenzivno matematiéni oddelek, da bi
se lahko naucil ve¢ matematike in naravoslovja.

Kako so vam dovolili prepis z ene gimnazije na drugo, glede na pre-
cejsnje razlike v uénih programih?

Konec solskega leta sem se oglasil pri profesorju Ivanu Stalcu, ki je
takrat na bezigrajski gimnaziji pouceval matematiko. Povedal mi je, kaj
sem dolzan predelati do jeseni, ée se zelim prepisati v njegov oddelek. In
tako sem se preko vsega poletja intenzivno posvecal predvsem matematiki.
Konec avgusta sem ponovno obiskal profesorja Stalca. Ko me je vprasal,
¢e sem predelal vso snov, sem pritrdil in pokazal na svezenj zvezkov s
poletnimi zapiski. Nié¢ jih ni gledal niti me ni spraseval. Samo nasmejal
se je in dejal: “No, pa pridi k nam.” Tako sem postal njegov dijak in obe
leti Solanja pri njem sva se odlicno razumela.

Ste v gimnaziji imeli kakSen krozek?

S sosolcem Ivanom Kodermanom, ki se je kasneje tudi odloéil za studij
matematike, sva vodila matematic¢ni krozek. Fizikalnega je organiziral kar
nas profesor za fiziko dr. Marjan Hribar, ki je tedaj zacenjal svoje delo na
univerzi in ki danes predava didaktiko fizike na Fakulteti za matematiko
in fiziko Univerze v Ljubljani. Udelezba je bila kar dobra in seveda smo
se vsako leto udelezevali tekmovanj z obeh podroé¢ij. Poleg tega pa smo v
zadnjem letniku srednje sole pomagali profesorju Stalcu, da je izdal prvi
natis svoje zbirke nalog za 4. letnik. Vsak teden nam je prinasal rokopis,
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sam sem ga stipkal na matrice in v tiskarni razmnozil, sosolci pa so ga
raznosili po vsej soli.

Se tudi iz srednjeSolskih let Se spomnite kaksne zanimive naloge?

Seveda, povedal bom kar dve in vabim bralce Preseka, da jih po-
skusajo resiti na ve¢ nacinov:

2. naloga: V kvadratu vzemite poljub-  As Az
nih n totk in jih medsebojno (ter z vsemi
Stirimi ogli§éi kvadrata) povezite tako, da do-
bite same trikotnike, pri tem pa se nobeni dve
povezavi ne smeta sekati (razen v ogliséih).
Dokazite, da stevilo trikotnikov, ki pri tem
nastanejo, ni odvisno od nacina povezovanja,
in ga izracunajte. Ty

T

Aj Az
3. naloga: Na nekem kongresu se zbere n udelezencev, kjer je n po-
ljubno naravno stevilo. Dokazite, da sta med njimi vsaj dva, ki se poznata
z enakim Stevilom udelezencev kongresa.

Kdaj pa ste se dokonéno odloéili za 5tudij matematike?

Po konéani gimnaziji sem se vpisal na tedanjo Fakulteto za naravo-
slovje in tehnologijo, tako na Oddelek za fiziko kot tudi na Oddelek za
matematiko, saj sta me zanimali obe podroéji. Sele v drugi polovici leta
sem se dokonéno odloéil, da bom izbral matematicni program — predvsem
zaradi bleste¢ih predavanj profesorja Nika Prijatelja iz Teorije mnozZic in
splosne topologije.

Kdaj pa ste se odloéili za specialno podrocje — topologijo?

Pravzaprav deloma Ze na predavanjih profesorja Prijatelja, dokonéno
pa leto kasneje, ko sem poslusal izbrana poglavja iz algebrske topologije pri
profesorju Jozetu Vrabcu. Potem pa je slo vse po ustaljeni poti: diploma,

pot v ZDA, kjer sem opravil magisterij in doktorat, in povratek domov —
na ljubljansko univerzo.

Imate Se kaj stika s Solsko matematiko?

Véasih sem veliko pisal za Presek — bil sem tudi v prvem uredniskem
odboru. Potem pa sem imel ¢edalje manj casa, saj mi je studij matematike
zasedel ves prosti ¢as — in tako je Se danes. Seveda pa imam posredno

se vedno stik s solo, ko vzgajam bodoce uéitelje matematike in fizike na
Pedagoski fakulteti.

Timotej Zohar
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MALA SOLA TOPOLOGIJE — 4. del

Z eno potezo

Ko je veliki vicarski matematik Leonard Euler na po-
vabilo ruske carice Katarine Velike Zivel in delal na ru-
skem dvoru, se je srecal tudi z vprasanjem, znanim kot
problem konigsberskih mostov. Mesto Konigsberg,
danasnji Kaliningrad, lezi ob reki Pregel, ki se izliva v Baltik. Reka obliva
v mestu dva otoka, ki ju med seboj in z bregovoma reke povezuje sedem
mostov, kot kaze naslednja skica. Vprasanje se glasi: Ali se da spreho-
diti preko vseh sedmih kénigsberskih mostov tako, da preckamo
vsak most natanko enkrat?

Euler je nalogo resil tako, da je namesto zgornje
skice opazoval krivuljo, narisano na desni. Kri-
vulja ima §tiri izhodiséa, ki predstavljajo otoka

in oba bregova reke. Posamezni loki, ki iz-
hodisca povezujejo, pomenijo ustrezne mostove.
Konigsberski problem tako preide v naslednje
vprasanje:

Ali lahko krivuljo desno zgoraj nariSemo z eno samo potezo, to
je, z enim samim potegljajem svincnika, ne da bi svinénik dvignili od risbe
in ne da bi kakSen lok presli dvakrat? Lahko pa gremo veckrat skozi isto
izhodisce.

Poskusite odgovoriti na to vprasanje. Se prej pa premislite, kdaj neke
krivulje zanesljivo ne bo mo¢ narisati z eno samo potezo, éetudi je krivulja
povezana, torej sestoji iz enega samega kosa. (Napotek: Za posamezno
krivuljo opazujte stevilo izhodisé lihe stopnje!)
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Za pomo¢ je v naslednjih dveh vrstah narisanih nekaj krivulj. Z
eno samo potezo lahko nariSemo vsako krivuljo iz prve vrste, pa nobene
krivulje iz druge vrste.

Marija Vencelj

PRODUKT IN VSOTI — Resitev s str. 156

Stevilo 1998 smo zapisali kot produkt od 1 veé¢jih naravnih stevil,
1998 =nq ... ng.

Zanima nas, kolikéna je najmanjSa in najveéja mozna vrednost vsote
ny + -+ -+ ng. Enice so v produktu prepovedane zato, da najvecja vsota
ne more postati poljubno velika.

Doloéimo najprej najmanjso vsoto. Ce je kateri od faktorjev sesta-
vljeno stevilo, recimo n; = a-b, a,b > 1, potem v produktu n; zamenjamo
s faktorjema a in b. Vrednost produkta se ne spremeni, vsota faktorjev
pa se kve¢jemu zmanjsa, saj za a,b > 2 velja

ab—a—b+1=(a—-1)(b—-1)>1
oziroma
a+b<ab.

Pri tem enakost velja le za a = b = 2. Najmanjso vsoto faktorjev torej
dosezemo, ée so vsi faktorji prastevila. Za stevilo 1998 je to razcep

1998 =2-3-3:3-37

z vsoto 2+ 3+ 3+ 3+ 37 =48.

Zgornja neenakost nam tudi pove, da najvecjo vsoto faktorjev do-
bimo, ¢e vzamemo en sam faktor. Najvecja vsota je torej 1998, dobimo
pa jo pri trivialnem razcepu 1998 = 1998.

Martin Juvan
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TEK IN MOC

Izkusnje kazejo, da je za hiter tek potrebna velika moé¢. Tekaéi na kratke
proge dosegajo najvecje hitrosti. Vsi po vrsti imajo izjemno razvite misice
na nogah. Tudi v Zivalskem svetu so hitri tekaéi moéne zivali, spomnimo
se konj in divjih mack. Kako sta pri teku povezana hitrost in mehaniéna
mo¢, ki jo zivali in ¢lovek lahko razvijejo? Odgovor na to vprasanje gotovo
ni preprost, saj je tek zapleteno gibanje. Ker pa nam gre le za grobe ocene,
se poenostavitev ne bomo prehudo bali.

Pri razmisljanju bomo najprej odmislili zra¢ni upor, saj vemo, da je
tek naporen tudi pri hitrostih, kjer zra¢nega upora praktiéno ne ¢utimo.
Bistvena sila, ki jo moramo pri pocasnem teku premagovati, je teza. Tek
je namre¢ zaporedje skokov, pri katerih se teka¢ odriva naprej in nav-
zgor (slika 1). Pri pristanku skoraj vso kinetiéno energijo zaradi hitrosti
navzdol izgubi z zaviranjem, na njen racun se grejejo misice. Neznaten
del energije, ki se nalozi v proznostno energijo copat in podlage, bomo
zanemarili. Pri ponovnem odrivu misice odrinejo telo navzgor in pri tem
opravijo delo.

M
vy W

—

Slika 1. Tek je zaporedje skokov z visino h in dolzino lp. Navpiéno komponento hitrosti
tik po skoku smo oznacili z vq.

Ni tezko izracunati povpreéne moéi tekaca zaradi poskakovanja nav-
zgor. Dobimo jo tako, da delo misic pri potiskanju navzgor delimo s ¢asom
med skokoma. Pri ra¢unu je pomembna le navpiéna komponenta hitrosti
vy tik po skoku. Delo miSic je enako kinefi¢ni energiji telesa A = W), =
= gmu3, zato je povpreéna moé

1 1
P=W./t= thﬁ/t = 7mgvt -

V zadnji vrstici smo upostevali, da je ¢as med dvema dotikoma tal ¢ =
= 2v4/g, kar dobimo iz enacbe za ¢as dviganja gtq = vy in t = 2t4. Cas
spustanja je namrec¢ enak casu dviganja, oba ¢asa skupaj pa sta ravno
enaka celotnemu ¢asu, ko je telo v zraku. Enacba za moé¢ jasno pove,
da bomo porabili najmanjso moé¢ takrat, ko bo navpiéna komponenta
hitrosti tik po odrivu vy enaka ni¢. TakSen “tek” pa zmorejo le vozila s
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kolesi. Pogostost skokov v = 1/t = g/2v; se namre¢ tedaj, ko gre navpiéna
komponenta hitrosti vy proti ni¢, ve¢a preko vseh meja. Pri teku pa je
pogostost v omejena, saj je povezana z gibanjem nog: v enem nihaju nog
naredimo dva poskoka, torej velja 21, = v. Pri teku na sto metrov je v =
= 557!, zato je moé 80 kg tezkega atleta, ki je potrebna za premagovanje
teze, enaka P = mg-z = 200 W.

Naslednji porabnik moéi so noge, ki jih moramo med tekom premikati.
Iz skrajne lege jih moramo najprej pospesiti do maksimalne hitrosti, ko
se dotaknejo tal, nato pa jih spet zavirati. Pri zaviranju tudi tokrat
izgubimo kineticno energijo, na njen racun se segrejejo misice. Potem
moramo nogo v zraku potegniti v nasprotno stran in jo spet zavirati,
da doseze skrajno lego naprej. To pa se dogaja pri skréeni nogi, hitrost
noge je pri povratku bistveno manjsa, zato bomo ta del cikla zanemarili.
Nekaj malega pri zaviranju in pospeSevanju opravi tudi teza, a bomo
njen prispevek prav tako zanemarili. Celotni cikel se zgodi v ¢asu 2t,
teziite noge pa moramo pospesiti od mirovanja do najveéje hitrosti, ko ima
stopalo hitrost v, gledano v opazovalnem sistemu, v katerem tekac miruje.
Tu smo z v oznacili hitrost tekaca v vodoravni smeri. Ker velja enako za
drugo nogo, je delo misic enako A = 2W}.. Gibanje nog je zapleteno, a
ne bomo hudo zgresili, ¢e upostevamo, da se giblje le del noge od kolena
navzdol. Tako je izraz za najvecjo kineti¢no energijo hitro pri roki: Wy =
= m(3v)?/2. Mot pa je enaka P = 2k — smu’y = 168 W. Maso
spodnjega dela noge smo ocenili na 3 kg. Zaradi zanemaritev vzemimo,
da je ta moc¢ 200 W.

Na tekaca deluje Se zraéni upor. Mo¢ zaradi upora je P = F,v, kjer
je F, sila upora. Dolo¢imo jo iz enacbe za kvadratni zakon upora F,, =
= %szcﬂS , kjer je p gostota zraka, S ploscina najveéjega profila telesa,
¢, pa koeficient, ki je odvisen od oblike gibajocega se telesa. Za ¢lovesko
telo vzamemo S = 0,7 m?, e, = 0,8 in dobimo P = 340 W,

Celotna moc, ki jo mora razviti teka¢ na kratke proge, je torej 740 W.
Ta ocena pa je spodnja meja, saj smo za hitrost privzeli 10 ms™!, kar je
priblizna vrednost za povprecno hitrost teka na sto metrov. Po zacetnem
pospesevanju je hitrost 12 ms~!, kar za moé pri premagovanju upora da Ze
blizu 600 W. Nismo upostevali ne gibanja rok ne zacetnega pospesevanja.
Ocene moéi so posebno za gibanje nog in premagovanje zraénega upora
precej negotove. Vidimo pa, da je tek na kratke proge res le za iz-
jemno moéne atlete, ki lahko delajo deset sekund z moécjo blizu enega
kilovata.

Andrej Likar
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CUVAJ

Pomlad je blizu. Noéi so manj hladne, pogoji za opazovanje zvezdnega
neba pa vse primernejsi.

Tokrat bi vas rad navdusil za opazovanje ene najsvetlejsih zvezd, ki
jo z lahkoto najdemo na nebu, ¢e le poznamo Veliki voz. Ob pomladnih
vecerih lezi Veliki voz nad naSo glavo tako, da njegovo oje gleda proti
vzhodu. To lego Voza lahko s pridom uporabimo za orientacijo na ze-
mljiséu (slika 1).

Slika 1. Spomladi zvecer lezi Veliki voz nad naso glavo in njegovo oje kaze proti vzhodu.
Tustracija Marte Kotar iz knjizice Marijana in Stane Prosén: Male zgodbe o Velikem
vozu (Math, 1996).
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Predlagam, da si vzamete ne-
kaj ¢asa in zvecer pogledate nad
glavo ter poiscete Veliki voz. Iz-
tegnjeno desno roko usmerite proti
ojesu Voza in z njo potujte v loku
rahlo desno navzdol za priblizno
dve dolzini ojesa. Naleteli boste na
zelo svetlo zvezdo, ki ji namenjamo
te vrstice. To je zvezda Arktur ali
Cuvaj medveda (slika 2).

Arktur je glavna zvezda ozvez-
dja Volar. Zakaj je dobila tako
ime? V starih ¢asih so najsvetlejso i
zvezdo kakega ozvezdja enacili kar " pevica
s samim ozvezdjem. Tako tudi v
Po neki zgodbi Slika 2. Takole po Velikem vozu izsledimo

zvezdo Arktur (in nadalje Se zvezdo Spiko
v ozvezdju Devica).

nasem primeru.
je Volar (Arktur) potreboval Lov-
ska psa (tudi ozvezdje), ki sta mu
pomagala cuvati Velikega medveda, da ne bi usel s sicer trdno zacrtane,
vendar ze kar utrujajoce in dolgocasne poti pri enakomernem krozenju
okrog Severnice (natancneje okrog severnega nebesnega pola). To nebesno
krozenje Velikega medveda je zelo pomembno. Vsaka lega Medveda na tej
poti namre¢ ponoé¢i pomaga ljudem najti zvezdo Severnico, s tem pa smer
proti severu, da se na svojem potovanju ne izgubijo. Ce pa bi Medved
skrenil s svoje poti, severa ne bi bilo ve¢ mogoce tako hitro in zanesljivo
poiskati (slika 3).

O tem, kako je Volar prisel na nebo, govori druga zgodba. V njej je
Volar mladenié, ki ga je brat oropal vsega, kar bi moral podedovati. Da bi
se obdrzal kot kmet, je izumil plug in tako postal eden najveéjih dobrotni-
kov élovestva. Demetra, grika boginja poljedeljstva, plodnosti in vsega,
kar raste, je bila nad tem izumom tako navdusena, da je prosila vrhov-
nega poglavarja bogov, vsemogocnega Zevsa, naj pocasti mladenica in ga
postavi na nebo, skupaj z njegovim plugom in voli. Nebesni plug z voli pa
je znana podoba zvezd Velikega voza, katerega stiri zvezde predstavljajo
plug, ostale tri v rocaju pa vole, ki ga vlecejo.

Sedaj pa od zgodbe k dejanju. Pojdite zvecer ven in izsledite zvezdo
Arktur., Prvi veéer jo samo obéudujte. Pokazite jo tudi drugim, ki je
Se ne poznajo. Nato jo opazujte vsak deseti vecer ob isti uri, vse tja do
maja ali junija. Zabelezite, kaj opazite. Poskusite pojasniti, zakaj se je to
zgodilo. (Odgovor najdete v knjizici Astronomska opazovanja, Presek 5
(1978), st. 5.)
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Slika 3. Podoba ozvezdja Volar (Bootes) z Lovskima psoma (Canes Venatici) na stari
zvezdni karti kar sama zase pripoveduje zgodbo o Cuvaju nebesnega Velikega medveda
(Ursa major).

Z opazovanjem Se ugotovite, kdaj Arktur vzide in kdaj zaide, na
primer v noéeh 15. 2., 1. 3., 15. 3., 1. 4., 15. 4. itn. Izracunajte, koliko casa
je nad obzorjem. Ali je Arktur kdaj nad vaso glavo?

Ceprav se zdijo predlagana opazovanja otrocje lahka, vam zagota-
vljam, da jih ne boste opravili z levo roko. In lepo zvezdno nebo vam
zelim!

Marijan Prosén

REZANJE PALIC

Kovaé reze enako debele kovinske palice na 25 cm dolge kose in sicer
razreze 4 palice, dolge po 4 metre, v 45 minutah. V koliksnem ¢asu bo,
¢e dela enako hitro, razrezal 4 palice dolzine 9 metrov?

Dragoljub M. Milosevié, prevod Barbara Japelj



Resitve nalog 231

KAKO UGANEMO ODSTRANJENO STEVKO? —
Resitev s str. 171

Ana je zanesljivo strategijo za resitev naloge nasla v zelo stari knjigi za-
bavne matematike. Z njo je odstranjeno stevko v Mihovem stevilu odkrila
takole:

Sestela je stevke Stevila, ki ji ga je Miha napisal na listek. Nato je
poiskala ostanek pri deljenju dobljene vsote s stevilom 9. Odstranjeno
§tevko je dobila, ¢e je ta ostanek odstela od 9. (Racunanje je pospesila
tako, da je pri seStevanju opuscala Stevke 9 in pare Stevk z vsoto 9.)

Primer: Naj bo zaéetno Stevilo 4 735892006 in 2004 589 673 Ste-
vilo z enakimi, a premetanimi Stevkami. Razlika obeh Stevil je ena-
ka 2731302333. Ce v razliki opustimo npr. Stevko 1, dobimo Stevilo
273302333 z vsoto Stevk 26. Ce 26 delimo z 9, dobimo ostanek 8.
Res je odstranjena stevka enaka 9 — 8 = 1.

In zakaj je strategija zanesljiva? Sedaj, ko jo poznamo, na to vprasa-
nje pravzaprav ni ve¢ tezko odgovoriti. Premislite!

Marija Vencelj

KRIZANKA “VOSCILO ZA JUBILEJ” —
Resitev s str. 160
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PRVO SRECANJE S FIBONACCILJEVIMI STEVILI

Verjetno marsikdo med vami Ze pozna Fibonaccijeva stevila, saj tudi Pre-
sek pogosto pise o njih. Tako sta v lanskem letniku iz&la dva ra¢unalnisko
obarvana prispevka o izra¢unavanju posplosenih Fibonaccijevih stevil.
Gotovo pa so med bralci tudi taki, ki Fibonaccijevih stevil e niso srecali.
Predvsem njim je namenjen ta prispevek, kar pa seveda se ne pomeni, da
ni primeren tudi za poznavalce. V matematiki je namrec tako, da je zelo
koristno, ¢e isto strukturo spoznamo z razliénih vidikov. Pogosto se nam
namre¢ dozdeva, da neki pojem dobro razumemo, pa se kasneje izkaze, da
smo v resnici ta pojem razumeli le delno ali povréno.

Zakaj se ta stevila imenujejo Fibonaccijeva

Zgodba se zaéne leta 1202, ko je Leonardo iz Pise, bolj znan po psev-
donimu Fibonacci, napisal knjigo Liber Abacci in v njej zastavil sloviti
problem o zajcih. Pravzaprav je ohranjena le druga izdaja knjige iz leta
1228, Kakorkoli Ze, vpraanje je naslednje:

Par zajcev, ki je star vsaj dva meseca, vsak mesec skoti en par zajcev.
Koliko parov zajcev imamo po enem letu, ¢e zacnemo z enim parom na
novo skotenih zajcev?

V prvem mesecu imamo torej en par zajcev. V drugem mesecu imamo
§e vedno samo ta par, saj zajca iz para Se nista dopolnila dveh mesecev.
V tretjem mesecu imamo nato dva para: zacetni par in par, ki sta ga
skotila. V naslednjem mesecu imamo tri pare: tista dva iz prejsnjega me-
seca ter par, ki ga je skotil za¢etni par. Namesto da sedaj nadaljujemo s
takim razmisljanjem, se rajsi kar vprasajmo, koliko parov zajcev imamo v
12. mesecu. Najprej ugotovimo, da imamo v 12. mesecu vse pare zajcev,
ki smo jih imeli v 11. mesecu (saj v nalogi ni nobenega pogoja o umrlji-
vosti). Koliko pa je novih parov? Vsak par, ki je dopolnil dva meseca,
je skotil en par. Takih parov pa je ravno toliko, kot je bilo vseh parov v
10. mesecu. Torej, v 12. mesecu imamo toliko parov, kolikor jih je bilo v
10. in v 11. mesecu skupaj. Celo veé, razmislek, ki smo ga naredili, velja
za poljuben mesec in ne le za dvanajstega.

Naj bo F), stevilo parov zajcev v n-tem mesecu. Ugotovili smo, da
je Fi=1,F,=1, F3=2, Fy =3 in F)5 = F}; + Fjp. Celo vet, za vsak
n > 2 velja F,, = F,,_; + F,,_,. Fibonaccijeva Stevila so torej stevila, ki
so definirana takole:

Prvi dve Fibonaccijevi Stevili sta enaki 1: F} =11in Fy = 1.

Za vse n > 2 je n-to Fibonaccijevo stevilo vsota prejsnjih dveh: F), =

=Fnp1+ Fua.
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Pravimo, da so Fibonaccijeva stevila podana z rekurzivno formulo.
Prvih nekaj Fibonaccijevih stevil je:

1,1,2,3,5,8,13,21, 34, 55, 89, 144, 233, 377,610,987, 1597, . ..

Vidimo torej, da imamo v 12. mesecu 144 parov zajcev, po 12. mesecu pa
jih je ze 233. Skratka, mnozijo se kot zajci.

Kje se najdemo Fibonaccijeva stevila
Sestevamo z enicami in dvojkami

Za poljubno naravno Stevilo n se vpraSajmo, na koliko razliénih nac¢inov
ga lahko zapisemo kot vsoto samih enic in dvojk. Na primer, stevilo 5
lahko zapisemo na naslednjih 8 nacinov:

S5=1+4+1+4+1+1+1

5=1+1+1+2

b=14+142+1

5=1424+1+1

5=2+14+1+41

5=1+2+42
5=2+1+42
5=2+4+2+1

Oznacimo stevilo zapisov stevila n z a,,. Gornji primer torej pravi as = 8.
Bralec naj sedaj poskusi zapisati vse nacine za Stevilo 6, mi pa zapiSimo
vse nacine za Stevila do 5:

1=1 (ﬂ-l = 1)!

2=141=2 (az = 2),

3=1+4+14+1=1+2=2+1 (a3 =3),

4=14+14+141=14+142=1424+1=24+14+1=2+42 (ag =5)
Stevilo naéinov po vrsti je torej 1, 2, 3, 5, 8, 13; slednje naj bi bralec
preizkusil sam. To pa je, z izjemo manjkajocega prvega Fibonaccijevega

stevila Fy, prav prvih nekaj Fibonaccijevih stevil. Dokazimo, da to velja
tudi v splosnem.
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Poglejmo si vse zapise Stevila n z enicami in dvojkami. Razdelimo
zapise v dve skupini: na tiste zapise, ki se zaénejo z 1, in na tiste, ki se
zacnejo z 2. Zapisov, ki se zagénejo z 1, je prav toliko, kot je zapisov Stevila
n— 1, kar sprevidimo z odstranitvijo zacetnih enic. In dalje, zapisov, ki se
zacnejo z 2, je prav toliko, kot zapisov stevila n — 2. Torej imamo zvezo
p = ap—1+ap—z. Ker je a; =1 in ay = 2, lahko zakljuéimo, da je stevilo
zapisov gtevila n z enicami in dvojkami enako F,,,, na kratko a,, = Fj, ;1.

Hodimo po stopnicah

Stopnisce je sestavljeno iz n stopnic. Na ko-
liko razliénih nac¢inov se lahko povzpnemo do
vrha, ¢e na vsakem koraku prestopimo eno
ali dve stopnici?

Naj b, oznacuje iskano stevilo, O¢itno
velja by = 1 in by = 2. Ce smo na prvem
koraku prestopili eno stopnico, imamo b,
nacinov do prihoda na vrh, ée pa smo na
prvem koraku prestopili dve stopnici, imamo
do konca b,_; moznosti. Torej, b, =
= b,_1 + by_2 in zopet lahko zakljuéimo, da
je b:'1 =Lt

Dodajmo k temu primeru, da ga nam
pravzaprav ni bilo potrebno reSevati. Do-
volj bi bilo uporabiti enega najljubsih trikov
matematikov: problem prevedemo na Ze znani, reSeni primer. Vsak naj
sam premisli, da je problem s stopnicami pravzaprav samo preoblecen
problem z vsotami iz enic in dvojk.

Bl PRESToPIL
Eno ALl DVE R

Zlagamo kovance

Imamo n enakih kovancev. Zanima nas, na koliko razliénih na¢inov lahko
kovance zlozimo drugega ob drugega v eno ali dve vrsti. Pri tem mora
veljati, da sta pod kovancem v zgornji vrsti vedno dva kovanca v spodnji
vrsti. Na sliki 1 imamo prikazanih vseh 8 naéinov, kako lahko zlozimo 6
kovancev.

oo o & o

Slika 1. Sest kovancev v dve vrsti
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S ¢, oznac¢imo Stevilo na¢inov, na katere lahko zlozimo n kovancev v
dve vrsti. Slika 1 nam torej pove, da je ¢g = 8. Vsak bo sam brez tezav
preveril, dajee; =1, 0 = 1, €3 = 2, ¢4 = 3 in ¢5 = 5. Zacetek zaporedja
stevil ¢, se torej ujema s Fibonaccijevimi §tevili F,,. V resnici za vsak n
velja ¢, = F,,. Tega tu ne bomo dokazali, omenimo pa, da je ta lastnost
Fibonaccijevih stevil v tesni zvezi s slavnim Pascalovim trikotnikom.

Stejemo debele mnozice

Konéno mnozico naravnih Stevil imenujemo debela, ¢e je vsak njen ele-
ment vsaj tako veliko stevilo, kot ima mnozica elementov. Na primer,
mnozici {4,7,12,99} in {3,4,5} sta debeli, medtem ko mnozici {1,2} in
{2,99,100} nista debeli. Dogovorimo se tudi, da prazno mnozico obrav-
navamo kot debelo mnozico.

Z d,, oznagimo stevilo debelih podmnozic mnozice {1,2,...,n}. Na
primer, d; = 8, saj ima muozica {1, 2, 3,4} naslednje debele podmnozice:

0, {1}, {2}, {3}, {4}, {2,3}, {2,4} in {3,4}.

Verjetno ne bo nihée posebej presenecen, ¢e kar povem, da je dy = 2,
d; = 3, d3 =5, dg = 8 (kot ze vemo) in d5 = 13. Kot vse kaze, velja
d,, = F, 1. Kako pa bi to dokazali?

Morda bo najlazje tako, da prevedemo problem debelih mnozic na
zlaganje kovancev v dve vrsti. Idejo, kako to naredimo, razlozimo kar na
primeru za dy. Vzemimo Sest kovancev (4 + 2, tj. n + 2), jih postavimo
v vrsto in v zgornjo vrsto od drugega mesta dalje zapisimo Stevila od 1
do 4 (glej sliko 2). Postavitev vseh Sestih kovancev v vrsto ustreza prazni
mnozici. Nato preértajmo prvi kovanec, ki ga moramo zato postaviti v
gornjo vrsto na oznacena mesta. Ce to naredimo na vse mozne nacine,
dobimo mnozice {1}, {2}, {3} in {4}. Nazadnje preértajmo prva dva
kovanca. Na vse mozne nacine ju postavimo v gornjo vrsto, kar nam da
Se mnozice {2, 3}, {2,4} in {3,4}. Torej smo ugotovili, da je dy = ¢g = Fg.
Razmislek, ki smo ga naredili za ta primer, lahko brez tezav ponovimo za
poljuben n, torej res velja d,, = F, 2.

1 2 3 4 1 2 3 4 2 3 4

Slika 2. Z debelih mnozic do zlaganja kovancev
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Nekaj preprostih lastnosti Fibonaccijevih stevil
Sestejmo nekaj prvih Fibonaccijevih stevil:

1+1=2

1+142=4
1414243 =7
14+14+2+3+5=12
141424+3+54+8=20

Ce dobljene vsote dobro pogledamo, opazimo, da dobivamo za ena zmanj-
sana Fibonaccijeva Stevila. Dokazimo, da to velja za vse n. Upostevajmo,

da je F, = F,,_y + F,,_o, oziroma F,,_s = F,, — F,,_,. Zato imamo:
F] = F;; == F2
Fy=Fy— F;
F3 - F5 == F4

F’n.—l :Fr1.+1_Fn
Fn: n.+2_Fn.+1

Sedaj sestejemo leve strani in desne strani gornjih enakosti. Na levi do-
bimo F; + Fy + ...+ F),, torej izraz, ki nas zanima. Na desni strani pa
se skoraj vsi éleni paroma odstejejo, ostane nam le F,_o — Fy. Ker je
Fy = 1, smo tako pokazali:

FA+F+.. ..+ F,=F,42—1.
Na podoben naéin, kot smo dokazali zadnjo enakost, lahko dokazemo tudi

naslednje lastnosti Fibonaccijevih §tevil. Bralca vabim, da jih poskusa
pokazati sam.

Fi+FE+F+...+Fana+Fop1 = Fop.
Npr.: 14+2+5+ 13+ 34 + 89 = 144.

B+ Fs+Fe+...+ Fono+For=Fanp1— 1.
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Npr.: 1+3+8+214+55=88=89—1.

FI-FB+F—Fi+...4+Fp 1 —Fop=—Fp,_1+1.

Npri:1—-14+2-3+5—-8+13-214+34—-56=-33=-34+1.

Sedaj pa sestejmo Se kvadrate prvih n Fibonaccijevih stevil. Uposte-
vajmo, da velja

F2 = F.F, = Fy(Fo41 — Fp—1) = FyFppq — FoFpy
in zapisimo:
F2=1=FF,
F2 = FyFs — FyF
F? = F3Fy — F3F,

F,L:_l =FpaFp— FhaFy 2
F::FnFn+l_FnFn—l

Sestejemo leve in desne strani pa dobimo
Fl+FZ+F2+...4+F2=F,Fpy:.

Npr.: 1+1+4+9+4+25+64+ 169 =273 = 13- 21.

Podobnih identitet s Fibonaccijevimi stevili je Se zelo veliko, vendar
naj omenjene za prvo srecanje s temi stevili zadoscajo.

Clanek smo zaceli s problemom o razmnozevanju zajcev. Resnici na
ljubo povejmo, da Fibonaccijeva stevila nimajo kakega posebnega pomena
pri vzreji zajcev, med drugim tudi zato ne, ker problem zanemarja umr-
ljivost. Po drugi strani pa so Fibonaccijeva Stevila izjemno pomembna v
matematiki, saj obstaja posebna veja matematike, ki se ukvarja samo s
problemi, povezanimi s temi stevili.

Sandi Klaviar
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JUNIPER GREEN - .
IGRA Z DELITELJI IN VECKRATNIKI

Oglejmo si igro s stevili, ki si jo je izmislil Richard Porteous, da bi po-
magal otrokom pri ucenju mnozenja in deljenja stevil. Poimenoval jo je
Juniper Green, po Soli, na kateri poucuje. Igra je enostavna, pa kljub
temu zabavna, pou¢na in izzivalna.

Za igranje Juniper Green potrebujete sto kartic s stevilkami od 1
do 100. Polozite jih po vrsti na mizo tako, da so vse obrnjene navzgor
in razporejene v deset vrst po deset kartic. Taksna razporeditev omogoca
dober pregled nad karticami.

Pravila igre so naslednja:

1. Dva igralca drug za drugim pobirata kartice z mize. Kartice, ki jo
vzamemo, ne smemo vec uporabiti.

2. Vsako stevilo, ki ga vzamemo, mora biti ali delitelj ali veckratnik
stevila, ki ga je vzel nasprotni igralec.

3. Igralec, ki ne more vzeti nobene kartice veé, izgubi.

Da je igra smiselna, moramo dodati Se eno pravilo. Problem namrec
nastopi, ¢ée prvi igralec v prvi potezi vzame prastevilo, ki je vegje od
50. Recimo, da Anja igra proti Marku. Naj Anja zacne igro in vzame
prastevilo 97. Marko lahko vzame samo stevilo 1. Zdaj Anja vzame
drugo veliko prastevilo 89 in Marko izgubi. Da preprecimo taksen potek
igre, dodamo &e naslednje pravilo:

4. Prvo stevilo, ki ga vzamemo, mora biti sodo.

Cetudi igro zaénemo s sodim §tevilom, velika prastevila se vedno
pogosto igrajo odloéilno vlogo. Ce eden od igralcev vzame stevilo 1, lahko
nasprotnik igro takoj dobi, tako da izbere veliko prastevilo, recimo 97 (97
je zagotovo na razpolago, saj ga lahko vzamemo le, ¢e nasprotni igralec
pred tem vzame Stevilo 1).

Iskanje strategije za igro s sto stevili prepustimo bralcem, natancneje
pa si oglejmo preprostejso igro s samo stiridesetimi stevili (otroci, ki se
ele uéijo mnoziti in deliti, lahko uporabijo tudi samo dvajset kartic).
Nekatere otvoritvene poteze hitro pripeljejo do izgubljene igre, tako kot v
naslednjem primeru:

poteza Anja Marko
1 38
2 19
3 i |
4 37
5 izgubi
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Podobno velja za otvoritveno potezo s stevilom 34. Tudi nekaterim drugim
stevilom se je na zacetku igre bolje izogniti. Recimo, da Anja na zacetku
vzame Stevilo 5. Marko nato vzame Stevilo 25. Anja mora vzeti stevilo 1
in izgubi.

Nekatere otvoritvene poteze pa nasprotno vedno pripeljejo do zmage.
Denimo, da Anja za¢ne s stevilom 22. Marko lahko nato vzame Stevili 11
ali 2. Potek igre za oba primera kaze naslednja tabela:

1. primer 2. primer
poteza Anja Marko Anja Marko
1 22
2 11 2
3 33 26
f] 1 13
5 21 39
6 7 3
7 35 21
8 5 7
9 25 35
10 izgubi 5
11 25
12 izgubi

Druga moznost je, da zacne Anja s Stevilom 26. V tem primeru lahko
Marko vzame stevili 13 ali 2, kar ga spet prej ali slej pripelje do izgubljene
igre. i

Za zabavo lahko poiscéete se druge zmagovalne strategije. Ce je s
stiridesetimi Stevili preveé enostavno, razsirite igro na sto kartic, lahko pa
tudi na tiso¢. Morda pa bo kdo odkril celo splosno strategijo za n kartic?

Natasa Vrbancéié Kopaé

Literatura:
I. Stewart: Juniper Green, Scientific American, marec 1997.

STEVILSKA KRIZANKA — Resitev s str. 167

Vodoravno: 1. 12, 3. 3, 4. 97, 6. 108, 8. 690, 9. 21, 10. 49, 11. 7, 12. 4,
13. 15, 15. 13, 17. 144, 18. 242, 20. 20, 21. 5, 22. 37.

Mariyja Vencelj
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SESTKOTNISKE TROMINE — Resitev s str. 156

Vzorec “potopimo” v ravnino, razdeljeno na Sestkotnike, ki jih o$teviléimo
takole:

Tedaj je skupna vsota stevil na poljih, ki jih pokrije tromina tipa
a enaka 0. Prav tako je enaka ni¢ skupna vsota stevil na poljih, ki jih
pokrije tromina tipa b.

Ker skupna vsota stevil na poljih nasega Sestkotniskega vzorca ni
enaka ni¢, sledi, da ga ni mogoée sestaviti le s trominami tipov a in b.

Da pa je mogoée nas vzorec sestaviti iz tromin tipa c, je razvidno iz
nacina, kako je ta vzorec pobarvan.

Juryy Kovié

RAZTRGANI LEPAK — Resitev s str. 171

Ne. Po vsakem trganju se namre¢ stevilo kosov poveca za sodo stevilo.
(Zakaj?) Ker imamo na zacetku en kos, je na koncu trganja skupno stevilo
kosov liho. Kosov torej ne more biti 1998.

Dragoljub M. Milosevié

GRAJSKI LABIRINT — Resitev s str. 192

(1,3), (1,5), (4,5), (4,6), (4,9), (7.,9), (8,9), (8, CILJ).

Par stevilk v oklepaju oznacuje trenutni poloZaj obeh svinénikov v
labirintu. Odebeljeno je oznacena stevilka sobe, ki jo moras izbrati pri
naslednji potezi.

Iztok Aréon
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33. DRZAVNO TEKMOVANJE ZA ZLATO
VEGOVO PRIZNANJE

V soboto, 17. maja 1997, se je 218 sedmosolcev in 326 osmosolcev, ki so
se na obc¢inskem tekmovanju najbolje odrezali, zbralo v Ljubljani, Mari-
boru, Celju, Kopru, Novi Gorici in Novem mestu na drzavnem tekmovanju
slovenskih osnovnosolcev v znanju matematike,

Zlato Vegovo priznanje je osvojilo 74 sedmosolcev in 116 osmosolcev,
prejeli pa so ga sedmosolci, ki so osvojili vsaj 15 od 25 moznih toék, in
osmosolci, ki so osvojili najmanj 19 od 25 moznih tock.

Tekmovalci so resevali naslednje naloge:

7. razred
1. Pokazi, da je razlika potenc 3'%97 in 31993 veckratnik stevila 16.

2.V susilnico za sadje so pripeljali 100 kg svezih sliv. Po oceni stro-
kovnjakov je bila stopnja vlaznosti teh sliv 90 odstotna. Slive so
susili nekaj dni, nato so jih stehtali. Ugotovili so, da tehtajo 50 kg. S
susenjem so nadaljevali toliko ¢asa, da so osusene slive tehtale petkrat
manj kot sveze.

a) Koliksna je bila stopnja vlaznosti sliv, ko so tehtale 50 kg?
b) Koliksna je bila stopnja vlaznosti osusenih sliv na koncu susenja?
¢) Koliko kilogramov suhe snovi so vsebovale slive na koncu susenja?

Kateri celi stevili n ustrezata neenaébi % s %?

5
4.  Obseg in plos¢ino osencenega dela
“zvezde” izrazi z a.

&

5.V 120 cm dolg, pol metra sirok in 8 dm globok akvarij, ki ima obliko
kvadra, dolijemo 6 litrov vode.
Koliko veé stene je mokre?
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8. razred

|
342091 (z44)2—7
3 - 4

1. Doloéi b tako, da bosta imeli enaébi b—_T_-l- =1lin
isto mnozico resitev.

2. Obé¢ina je namenila 105 000 tolarjev za ureditev petih parkov. Stroski
ureditve prvih treh parkov so bili v razmerju 3 : 4 : 5, cetrtega in
petega pa 2 : 3. Ureditev zadnjih dveh parkov je stala % zneska, ki
so ga porabili za ureditev prvih treh.

Koliko je stala ureditev posameznega parka?

3.V koordinatnem sistemu upodobi mmnozico vseh tock (z,y), katerih
koordinati ustrezata pogoju 7*T¥ = 7e+2. 72+l

4. Dan je kvadrat ABCD z 8 em dolgo stranico. Tocka E je sredisce
(razpolovisée) stranice BC. Na stranici AB je tocka F', ki je enako
oddaljena od tocke E in ogliséa D.

Izracunaj razdaljo tocke F' od oglisca A.

5. Iz 628 dm® staljene kovine so izdelali 157 km Zice kvadratnega pre-
reza. Zico so navili v eni plasti na valjaste tuljave premera 1 m in
dolzine 2,5 m, tako da so ovoji drug ob drugem in se ne prekrivajo.
Koliko tuljav so navili?

Aleksander Potocénik

16. DRZAVNO TEKMOVANJE 1Z FIZIKE ZA
OSNOVNOSOLCE

7. razred

1. Tri enake utezi, od katerih vsaka tehta 10 N, C-®-.
povezemo z vrvico in obesimo preko dveh '
skripcev, kot kaze slika. Na vozel, kjer je pri-
peta srednja utez, delujemo se z dodatno silo
F navpiéno navzgor. Posevno narisani deli
vrvice oklepajo z vodoravnico kot 307, raz-
dalja AC je 1,0 m, razdalja med skripcema
je 1,73 m.

a) Narisi vse sile, ki delujejo na vozel, ko ta miruje v tocki A, v
tocki B oziroma v tocki C. Za vsako tocko narisi posebno sliko.
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b) Koliksna je sila F, ko je vozel v tocki A, tocki B oziroma v
tocki C7 Pomagaj si z nacrtovanjem.

¢) lzracunaj Se skupno spremembo potencialne energije vseh treh
utezi pri premiku vozla iz tocke A v tocko B in pri premiku iz
tocke A v tocko C.

Na mizi so tri kocke. Prva, z robom
0,72 dm, je iz aluminija (pa; = 2,7 kg/dm?),
druga, z robom 0,505 dm, iz zeleza (pp. =
= 7,8 kg/dm?) in tretja, z robom 1,1 dm,
iz lesa (pies = 0,75 kg/dm?). Al |[Fe] | les

a) lzracunaj mase kock.

b) Kocke postavimo drugo na drugo v obliki stolpa tako, da bo
opravljeno delo najmanjSe. V kaksnem vrstnem redu so koc-
ke postavljene? Narisi skico. Oznake kock naj bodo Al, Fe in les.

¢) Delo tudi izra¢unaj.

Mokro brisaco smo vzeli iz pralnega stroja, jo stehtali in dobili maso
350 g. Nato smo jo obesili na balkon, da se je posusila, jo po-
novno stehtali, masa suhe brisace je bila 200 g. Temperatura brisace
pred susenjem je bila okrog 20°C in tudi temperatura zraka je bila
priblizno enaka. Izracunaj, koliko toplote je prejela brisaca med
susenjem. Pri tem predpostavimo, da se izparilna toplota vode pri
20°C ne razlikuje mnogo od izparilne toplote pri temperaturi vreliséa.
Manjkajoée podatke poiséi v ucbeniku.

Eksperimentalni nalogi

4,

Na silomeru visi manjsa casa, kot kaze slika.

Z dvigovanjem mizice. na kateri je vecja casa z

vodo, se bo sila, ki jo kaze silomer, spreminjala. F
Razisci odvisnost te sile od viSine mizice x in

na prilozeni milimetrski papir narisi diagram

=k (;17).

Meri v obe smeri. Najprej mizico dviguj, do-

kler voda ne stece v manjSo ¢aSo, nato pa mi-

zico Se spuscaj do zacetne visine. Med spusca-

njem je manjsa casa polna. Iz diagrama lahko

odcitas tezo vode, ki je napolnila manjso ¢aso.

Na diagramu to oznaci in tezo te vode kar na X
diagram tudi zapisi.
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Tekmouvanga

Zelimo ugotoviti, kako se spreminja prostor-
nina zraka v zaprti cevi v odvisnosti od tla-
ka. Zato naredimo poskus: V 3 m dolgo pla-
stitno prozorno cev, z notranjim presekom
0,50 em?, nalijemo toliko vode, da je v kraku
A visina zraka priblizno 50 c¢m, nato pa ta
krak neprodusno zapremo z zamaskom, kot
kaze slika. Krak B dvigujemo in merimo
prostornino zraka v kraku A.
a) Zapisi formulo, po kateri izraGunamo
tlak zraka v kraku A, ko je gladina vode
v kraku B za visino h visja od gladine
v kraku A.
b) Sestavi tabelo s tremi kolonami. V prvi
naj bo prostornina zraka v kraku A, v
drugi tlak tega zraka in v tretji zmnozek

zrak

W,

voda

prostornine in tlaka. Zato dvigaj krak B in pri petih razlicnih
visinskih razlikah med gladinama (30 cm, 60 cm, 90 cm, 120 c¢m,

150 cm) meri prostornino zraka v kraku A.

¢) Kaksno zakonitost lahko ugotovis iz svojih merjenj? Zaradi ne-
natancnosti pri merjenjih so mozna manjsa odstopanja.
Opozorilo: Kraka B ne smes spustiti na tla, ker ti lahko iztece voda.
Pribor: plastiéna cev z vodo, stojalo, merilni trak 2 m.

8. razred

1.,

Ce zaporedno povezemo dve Ze-

nerjevi diodi in izmerimo I =

@

H{mA

= I(Uz), dobimo diagram, kot
kaze slika.

-

L]

a) Narisi diagram R = R(Uz)

Uz (V)

za taksno vezavo. 4 4 2

b) Nato zaporedno k diodama

L

dodamo upornik za 2,0 k.
Kar na isti diagram R =

A
3

= R(Ugz) naridi krivuljo ge

za ta primer. Uz je napetost na obeh Zenerjevih diodah.

&
~b

Dva vodnika iz zelezne zice, vsak je dolg 1,00 m, zvezemo zaporedno in

za 1,00 sekunde priklopimo na napetost 2,5 V. Presek prvega vodnika
je 1,00 mm?, drugega pa 0,25 mm?. V tej sekundi se debelejsi vodnik
segreje za 0,70 K. Gostota Zeleza je 7,8 g/cm®, manjkajoée podatke

pa poi&ci v ucbeniku.
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a) Koliko elektri¢nega dela je v eni sekundi prejel debelejsi in koliko
tanjsi vodnik?
b) Za koliko se je v eni sekundi segrel tanjsi vodnik?

3. Na vodoravni traénici smo postavili vagonéek z maso 100 g in ga
z roko sunili v vodoravni smeri od leve proti desni. Na zacetku in
na koncu tracnic je bila navpi¢na pregrada, da vagoncek ni mogel
pasti s tracnic. Na vagoncku je bil pritrjen ultrazvocni oddajnik.
Raéunalniski merilni sistem je hkrati meril hitrost in pospesek va-
goncka v odvisnosti od ¢asa, ra¢unalnik pa je potem obe odvisnosti
narisal na skupni diagram (glej sliko). Hitrost in pospesek sta na-
risana tako, da pozitivna vrednost na diagramu pomeni pri gibanju
vozicka smer v desno, negativna vrednost pa nasprotno smer.

a) V najve¢ dveh vrsticah opisi, kaj se je dogajalo z vagonckom
potem, ko smo ga sunili!

b) Katera krivulja (spodnja, zgornja) predstavlja hitrost in katera
pospesek?

¢) Priblizno narisi sile, ki so so delovale na vagonéek v ¢asu 0,7 s
do 1,2 s.

d) Kaj se je dogajalo z vagonékom v ¢asu 2,4 s do 2,8 s?

e) Priblizno izracunaj, kolikéno pot je prepotoval vagonéek v ¢asu
1,2 s do 2,4 s.

f) Priblizno izracunaj, koliksna je bila sila trenja na vagoncek.

g) Priblizno izracunaj, koliksna je bila najvecja sila roke na va-
goncek.

Eksperimentalni nalogi

4. 'V “¢rni” skatli s stirimi prikljucki, ki so oznaceni z 1, 2, 3, 4, in s
stikalom so vgrajeni stirje enaki uporniki. Enak upornik je prilozen k
vaji. Z merjenjem z digitalnim ohmmetrom ugotovi, kako so uporniki
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in stikalo v skatli povezani. Narisi vezje, ki je v 8katli! Ohmmeter
pokaze upor med priklju¢koma. Majhna odstopanja, manjsa kot 5 %,
te naj ne motijo, ker so posledica napak upornikov in instrumenta.
Stikalo je vklopljeno, ko je tipka pritisnjena, sicer je stikalo izklo-
pljeno. Skatle ne smes odpreti!

Za bralce Preseka navajamo mozne meritve: Rpijozen = 1,0 k2,
RIZ = 1,0 kQ? R24 = 1,0 kQ, R34 == 0,5 kS in R13 = 2‘5 kQ, vse
pri izklopljenem stikalu. Pri vklopljenem stikalu je R4 = 0.

Naredil bos nekaj poskusov z nitnim niha-

lom. Dolzina nihala, to je razdalja od osi
vrtenja do tezisca utezi, je 40 cm, masa
utezi pa 53 g.

a)

b)

Izmeri nihajni ¢as nihala pri ampli-
tudah 15°, 45° in 75° ter narisi di-
agram: nihajni ¢as v odvisnosti od
amplitude. Nihajni ¢as je cas, v ka-
terem nihalo pride iz npr. skrajne de-
sne lege nazaj v isto lego, amplituda
pa je najvecji odklon. Razmisli, kako ————F
bos meril, saj je roéno merjenje casov

okrog ene sekunde zelo nenatancno.

Pri vsakem kotu napravi vsaj dve me-

ritvi.

1
1
1
1
I
I
I
I
|
|
I
]
]
]
]
]

Zaradi nihanja ima nihalo dodatno energijo, ki se spreminja iz
kinetiéne v potencialno in obratno. Med enim nihajem se ta
energija skoraj ni¢ ne spremeni, v daljSem casu pa se zmanjsuje.
Nihalo odkloni za kot 30° in izmeri, v priblizno koliksnem ¢asu
pade energija nihanja na polovico zacetne vrednosti. Namig: Pri
nihalu lahko precej bolj natanéno kot visinske razlike izmerimo
odmike od navpicnice (na sliki ). Zato na prilozeno polo narisi
del kroznice, po kateri se giblje kroglica, in na sliki izmeri po-
trebna odmika od navpiénice. Nato s kazalnima palicama nastavi
izmerjena odmika in izmeri zahtevani ¢as. Meris lahko tudi kako
drugace, vendar mora$ natanéno opisati in utemeljiti postopek
merjenja. Risbo na poli moras oddati. Pri risanju dela kroznice
si pomagaj z ravnilom, ki ima dve luknjici v razdalji 40 cm.
Pribor: nihalo, stoparica, 2 kazalni palici, ravnilo, geotrikotnik,
svinénik, milimetrski papir, pola papirja.

Zlatko Bradaé, Mirko Cvahte
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NALOGE Z DRZAVNEGA TEKMOVANJA
SREDNJESOLCEV IZ FIZIKE V SOLSKEM
LETU 1996/97

Skupina A

Avtomobili z dolzino 4,0 m enakomerno vozijo po ravni enopasovni
cesti s hitrostjo 72 km/h. Prehitevanje je na tej cesti prepovedano,
avtomobili pa vozijo v enakih konstantnih medsebojnih razdaljah,
vecjih od varnostne razdalje. S postajalisca se vkljucéuje v promet
avtobus s pospeskom 2,0 m/s?. V kolikénih najmanjsih medsebojnih
razdaljah lahko vozijo avtomobili, ¢e se avtobus vkljuéi v promet med
dvema avtomobiloma, ki sta v enaki medsebojni razdalji kot vsi ostali,
pri cemer vozita v koloni z nespremenjeno hitrostjo. Dolzina avtobusa
je 15 m, njegova konéna hitrost pa toliksna kot hitrost avtomobilov,
to je 72 km/h. Zaradi varnosti na cesti se vozila med seboj ne smejo
priblizati na razdaljo, manjso od 10 m. Preéni del poti avtobusa pri
zavijanju s postajaliéa je zanemarljivo majhen.

Telovadna ponjava je raztegljivo platno v obliki kvadrata s stranico
3,0 m, ki je vpeto vzdolz dveh stranic. Ponjava stoji na moénih,
50 em visokih stojalih. Ko ni obremenjena, je platno popolnoma
nenapeto in ravno. ProzZnost ponjave izmerimo tako, da vzamemo
10 em sirok in 3,0 m dolg trak iz enakega platna in ga obremenimo v
vzdolzni smeri. Ugotovimo, da je raztezek sorazmeren s silo in da se
trak raztegne za 1,0 cm, ko ga obremenimo s silo 23 N. Najveé koliko
telovadcev s povpreéno tezo 700 N se lahko postavi po sredi ponjave
v ravno vrsto, vzporedno s stranicama, kjer je platno vpeto, da se
ponjava ravno Se ne bo dotaknila tal?

Zelezno kroglo s polmerom

5,0 cm pritrdimo s 3,0 cm dol- os precka Skripec
go vrvico na precko, kot kaze
slika, in potopimo v vodo.
Med kroglo in steno posode
ni trenja. Precka je vrtljivo
vpeta na nosilec v osi. Levi
krak precke je dolg 1,0 em,
desni pa 2.0 cm. Na krajiscéu

desnega kraka je obesena utez |—=—=—=—-—-
1, z vodoravno vrvico pa je na

.S
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to krajisce preko skripca privezana utez 2. Koliksni sta tezi obeh utezi,
¢e je precka v vodoravnem polozaju in je sila v osi v navpiéni smeri.
Specifiéna teza vode je 10 kN/m?, zeleza pa 78 kN/m3.

Skupina B

1. Kaskader zeli z motorjem preskoéiti oviro (prikazano na sliki), ki
je pritrjena na tla. Zagetni del ovire je oblikovan v obliki odskoéne
rampe. Kaskader se z ugasnjenim motorjem priblizuje oviri s hitrostjo
72 km/h. Koliksen mora biti kot ¢, da bo ravno e preskoéil oviro?
Trenje in upor zraka zanemari.

/' 10m
/ 3.8m

2. Na tekmovanju v veslanju na mirni vodi vesla tekmovalec s konstan-
tno mocjo 400 W. S koliksno hitrostjo pluje ¢oln? Tekmovalec vesla
z dvema vesloma.

Na telo, ki se giblje s hitrostjo v glede na tekoé¢ino, deluje v nasprotni
smeri gibanja tekoéina s silo F = kv? (kvadratni zakon upora), kjer je
k koeficient upora, odvisen od oblike in razseznosti telesa ter gostote
tekocine. Koeficient k je za $portni éoln 0,90 Ns?/m?, za eno veslo
pa 4,5 Ns? /m?.

Privzemi, da je ¢as med dvema vesljajema, ko tekmovalec nastavlja
vesli za naslednji vesljaj, zanemarljivo majhen.

3.V zabavisénem parku je postavljen prav poseben vrtiljak. Sestavljen
je iz navpiénega vijaka, na katerega je simetriéno nataknjena lahka
deska z dolzino 3,0 m z navojem v sredini. Ofroka se vsedeta vsak
na svoje krajisée deske. Pod njuno tezo se zacne deska brez trenja
vrteti po vijaku navzdol. Vijak je visok 1,5 m in ima na celotni visini
3 navoje. S kaksno navpiéno komponento hitrosti se otroka z nogami
dotakneta tal, ¢e segajo njuna stopala 50 cm pod desko, na kateri
sedita? Kolikéna pa je tedaj celotna velikost hitrosti?

4.  Balincki, s katerimi se igrajo otroci, so majhni diski. En balincek je na
tleh na oddaljenosti 5,0 m od igralca. Igralec mora svoj balincek vreci
tako, da bo prisel ¢im blize tistemu na tleh. S kolikéno najmanjso
hitrostjo ga mora vre¢i v vodoravni smeri z visine 50 cm nad tlemi,
da bo ravno zadel onega na tleh? Pri padcu balincka na tla je trk
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neprozen. Balinéek lahko po tleh samo drsi, koeficient trenja med
balinckom in tlemi je 0,30.

Skupina C

1.

V vezju na sliki je gonilna napetost
baterije 3,0 V, notranji upor bate- l
rije pa je zanemarljivo majhen. Vsi
uporniki so enaki med seboj, upor
posameznega je 100 €. Koliksen tok T
tece skozi baterijo?

V zaprti toplotno izolirani posodi z zelo veliko prostornino in s po-
Sevnimi stenami (glej skico) je deska z maso 5,0 kg, ploséino 1,0 m?
in specificno toploto 390 J/kgK. Prostornina posode pod desko, kjer
je zrak, je 300 1. Na zacetku zapira deska pod sabo toliko zraka pri
temperaturi 20°C, da je sila deske na stene posode ravno enaka nic.
Nad desko je vakuum. Desko hitro se-

grejemo na 100°C. Koliko zraka uide

izpod deske po dolgem casu?

Specificna toplota zraka pri konstan-

tnem volumnu je 720 J/kgK, kilomol-

ska masa pa 29 kg.

Votlo kovinsko kroglico z maso 1,0 g in premerom 10 mm nabijemo
z nabojem 30 nAs in staknemo s podobno kroglico z dvakrat ve¢jim
premerom in Stirikrat ve¢jo maso, na kateri prej ni bilo naboja. Kro-
glici z lahkima nitkama z dolzinama po 1,0 m obesimo na skupno
obesisée. Koliksna je ravnovesna razdalja med kroglicama?
Influenéna konstanta je 8,9 - 107'2 As/Vm. Lahko pricakujes, da
je iskana razdalja precej manjSa od dolzine nitk; prav tako lahko
privzames, da je naboj na povrsju kroglic enakomerno razmazan. Pri
majhnih kotih velja tg ¢ =~ sin .
Prebivalci Iske vasi se odlocijo, da bodo za svoje potrebe zgradili
manjs§i magnetohidrodinamiéni generator. Za generator uporabijo
cev s pravokotnim presekom; vodoravni stranici sta dve vzporedni
kovinski ploséi v medsebojni razdalji 50 cm. Po cevi tece s hitrostjo
60 m/s ohlajen elektrolit s specificnim uporom 0,52 Qm. Cev je v ce-
loti napolnjena z elektrolitom. Z moénim supraprevodnim magnetom
ustvarijo vodoravno magnetno polje z gostoto 5,0 T, ki je pravokotno
na smer toka elektrolita.

a) Pokazi, da je napetost med kovinskima plo§éama neobremenje-

nega generatorja enaka U = [vB, kjer je | razmik med ploséama,
v hitrost elektrolita in B gostota magnetnega polja.
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b) Koliksna naj bo povrsina kovinske plosée, da bo najveéja mozna
mo¢, ki jo lahko odda generator porabnikom v vasi, enaka
80 kW? Kolikéna je v tem primeru napetost med prikljuckoma
generatorja?
Koristiti ti utegne podatek, da doseze funkcija f(x) = = + £ svoj
minimum pri z = /a.

Skupina D

1.

V sredini posode v obliki kva-
dra imamo tanek lahek bat
(glej sliko), ki se lahko brez
trenja giblje v vodoravni sme-
ri. Voda v posodi sega do vi-
sine a. Oceni, s koliksno fre-
kvenco zaniha bat pri majh-
nih odmikih od ravnovesne le-
ge? Predpostavi, da je niha-
nje harmoniéno. Namig: Iz

]
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energijskega izreka izrazi hitrost nekega “povpreénega” dela vode
skozi ravnovesno lego.

Zemljina atmosfera se zelo pribliza modelu adiabatne atmosfere, pri
katerem se pri vertikalnem dviganju zrak adiabatno ohlaja, kar po-
meni, da ne izmenjuje toplote z okolisnjim zrakom. Pri dviganju
dela zraka z maso m se tedaj ohranja vsota entalpije, H = me,T, in
potencialne energije.

a) Izracunaj, za koliko pade temperatura zraka v taksni atmosferi
na vsak kilometer visinske razlike.

b) V sonénem poletnem dnevu je pri tleh temperatura zraka 30°C in

absolutna vlaznost 11 g/m®, 1z prilozenega grafa graficno oceni
visino, na kateri zacnejo pri vertikalnem dviganju zraka nastajati
konvektivni oblaki, tako imenovani Cumulus Congestus.
Vlazen zrak je mesanica Cistega zraka in vodne pare. Koli¢ino
vodne pare podamo z absolutno vlaznostjo, ki je kar gostota
vodne pare v zraku. Ce pri doloéeni temperaturi gostota vo-
dne pare doseze neko mejno gostoto, imenovano delna gostota
nasicene vodne pare, se zaéne vodna para kondenzirati. Delna
gostota nasi¢ene vodne pare naraséa s temperaturo; odvisnost
kaze prilozeni graf.
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Kilomolska masa zraka je 29 kg, razmerje specifiénih toplot k =
= 7/5, specificna toplota zraka pri konstantnem tlaku pa se
izraza kot ¢, = k/(k — 1) - R/M. (Vlaga v zraku zanemar-
ljivo malo spremeni kilomolsko maso zraka.) Splosna plinska
konstanta je 8300 J/K.

3. Glej nalogo 4 skupine C.

Ciril Dominko

38. MEDNARODNA MATEMATICNA OLIMPIADA
— Resitvi izbranih nalog

1. (a) Naj bo n > 1 taksno celo stevilo, za katero obstaja srebrna
matrika. Za i = 1,2,...,n poimenujmo unijo i-te vrstice in i-tega stolpca
i-ti kriz. Ker je n > 1, obstaja Stevilo a € S, ki se ne pojavi na diagonali
matrike. Vsaka pojavitev Stevila a je vsebovana v natanko dveh krizih in
v vsakem od teh dveh krizev se pojavi natanko enkrat. (Npr. stevilo v i-ti
vrstici in j-tem stolpeu lezi v i-tem in j-tem krizu.) Ker mora Stevilo a
lezati v vsakem krizu, lahko mnozico vseh krizev (teh je n) porazdelimo
v skupine po dva kriza, ki ju povezuje izvendiagonalna pojavitev stevila
a. Stevilo n je torej sodo, kar pomeni, da za n = 1997 srebrna matrika ne
obstaja.

(b) Za n = 1 srebrna matrika o¢itno obstaja. Pokazimo, da lahko s
pomocjo srebrne matrike razseznosti n x n konstruiramo srebrno matriko
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razseznosti 2nx2n. Naj bo torej A = [a;;]}!;_; srebrna matrika razseznosti

n X n. Oznaéimo
+ _|A B
=[5 3]

B= [bij]?,j=1s b,'j =a; + 2n

kjer je

in
C = [ei] —_— 2n; gejei=j,
J1ij=11 ‘3 b;j; sicer.

Zlahka pokazemo, da je A’ res srebrna matrika.
Torej lahko za vsak k € INg induktivno konstruiramo srebrno matriko
razseznosti 2% x 2F.

Opomba. Dokazati je mozno, da srebrne matrike obstajajo za vsa
soda Stevila n.

2. Naj stevili a,b € IN zadoscata enacbi a®* = b®. Oznaéimo z d = (a,b)
njun najveéji skupni delitelj. Potem je a = du in b = dv, kjer sta si stevili
u in v tuji. Tedaj je gornja enacba ekvivalentna enacbi

(du)®" = (dv)*. (1)

Loéimo tri moznosti:

e dv? = u. Iz enaébe (1) potem sledi u = v in zato u = v = 1, saj sta
si Stevili v in v tuji. Torej jed=1inod tod a=b=1.

e dv? > u. Enaébo (1) preoblikujemo v
ddvz-u ) ud‘u2 =¥,

Stevilo udv” torej deli stevilo v*. Ker sta si stevili u in v tuji, je
u = 1. Gornja enacba postane

d® 1=y, (2)

Ce je d = 1, je tudi v = 1. Slednje zaradi predpostavke dv? > u ni
mozno. Za d > 2 pa zaradi neenakosti

2 2
ddv =1 2 2'2!: -1 2 22‘0'—1 >,

ki jo z indukcijo zlahka preverimo, enacba (2) nima ustreznih resitev.
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e dv? < u. Potem je d < u in enacbo (1) lahko preoblikujemo v

dv? = du—duz e

i v

Podobno kot v prejsnjem primeru sklepamo, da je v = 1, in zato
W=,

Ker je d < u, mora v eksponentih veljati u —d > d.

Naj bodo p poljubno prastevilo, ki deli d, in a, 3 € INg najvecji celi
stevili, za kateri p® | d in p® | u. Potem je d = a(u — d) in od
tod a < f. Stevilo u je torej deljivo z d, zato lahko pisemo u = kd,
k € IN. Gornjo enacbo potem preoblikujemo v

k=d"2.

Ker je u > 2d, mora biti k > 3.
Za k = 3 dobimo resitev d =3, ©u =9 in od tod a = 27 in b = 3.
Za k =4 dobimo resitevd =2, u=8 inod tod a =16 in b = 2.
Za k > 5 pa velja d*=2 > 282 > k, zato drugih resitev ni.

Vse resitve enacbe ab’* = b? so torej pari (1,1), (16,2) in (27, 3).

Matjaz Zeljko

41. MATEMATICNO TEKMOVANJE
SREDNJESOLCEV SLOVENIJE

Poroéilo s tekmovanja smo objavili v prvi letosnji stevilki Preseka, sedaj
objavljamo Se naloge:

Prvi letnik

1. Naj bo k naravno stevilo. Dokazi:
(a) Ce je k =m++2mn+n, kjer sta m in n naravni stevili, je stevilo
2k + 1 sestavljeno.
(b) Ce je stevilo 2k 4 1 sestavljeno, obstajata naravni stevili m in n,
da velja k = m + 2mn + n.
2.  Naj bo a celo stevilo, p pa prastevilo, ki deli stevili 5a — 1 in a — 10.
Dokazi, da je tudi stevilo a — 3 deljivo s p.
3. Naj bo MN poljubna tetiva kroznice s premerom AB, A’ in B’ pa
pravokotni projekeiji tock A in B na nosilko tetive M N. Dokazi, da
je I[MA’| = |B'N|.
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4. Janezek sestavlja mrezo m X n iz kotnih ele- E N
mentov oblike L. Vsak krak je dolg eno enoto, E e 2 b2
elementi se lahko stikajo samo v ogliséih mreze m
(glej sliko), kraki pa se ne smejo prekrivati. Za
katera naravna Stevila m in n mu bo mrezo
uspelo sestaviti? n

Drugi letnik
1. Naj za realna stevila a, b, ¢ in d velja

A+ +(a+b)2=E+d>+ (c+d)2.
Pokazi, da potem velja tudi

A+ b+ (a+ b =ct +d* + (c+ d)*.

2. Vsako stranico kvadrata razdelimo na n enakih de-
lov in delilno tocko, ki je najblizja enemu od krajise
stranice, povezemo z ustreznim ogliséem tako, kot vi-
dimo na sliki. Koliksen del prvotnega kvadrata po-
krije osenceni kvadrat?

3. Naj bosta C in D razliéni tocki na polkroznici s premerom AB. Pre-
mici AC in BD naj se sekata v tocki E, premici AD in BC pa v
tocki F. Dokazi, da lezijo razpoloviséa X, Y in Z daljic AB, CD in
EF' na isti premici.

4. Izmed naravnih stevil od vkljuéno 1 do vkljuéno 1997 poljubno izbe-
remo 1001 Stevilo. DokaZzi, da med izbranimi Stevili obstajata vsaj
dve, ki se razlikujeta za natanéno 4.

Tretji letnik

1. Dani sta taki naravni tevili m in n, obe veéji ali enaki 2, da stevilo
m~+n—1 deli m?+n?—1. Dokazi, da stevilo m+n — 1 ni prastevilo.

2. Doloéi vsa naravna stevila n, za katera obstaja polinom p stopnje
n s celimi koeficienti, ki v n razliénih celostevilskih tockah zavzame
vrednost n, v tocki 0 pa zavzame vrednost 0.

3. Naj bo ABCD konveksni stirikotnik, v katerem je <ADB = < ACD
in |[AC| = |CD| = |DB|. Doka#, da je {%} = f*;,—”jq = 1, kjer smo z
X oznacili presecisce diagonal AC in BD.

4. 'V nekem podjetju nobena dva delavea ne opravljata enako zahtev-

nega dela in nobena dva ne prejemata enake place. Vsak delavec je
dal dve izjavi:
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(a) Niti 12 delaveev nima bolj zahtevnega dela.

(b) Vsaj 30 delavcev prejema vi§jo placo.

Koliko je zaposlenih v podjetju, ¢e ves, da nekateri delavei vedno
govorijo resnico, drugi pa vedno lazejo?

Cetrti letnik

1. Mitjasi je zamislil dve enakomestni prastevili, a in b. Stevili je zapisal
eno poleg drugega in tako dobil stevilo e. Ko je od stevila ¢ odstel
produkt stevil a in b, je dobil rezultat 154. Doloci stevilo e.

2. Fibonaccijevo zaporedje je podano z zacetnima ¢lenoma f; = fo =1
in rekurzivnim predpisom f,42 = fni1+ fn, n € IN.
(a) Pokazi, da je stevilo fip0s deljivo z 10.
(b) Pokazi, da stevilo fig05 ni deljivo s 100.

3. Disjunktni kroznici K; in Ks s srediscema v tockah O; in O, lezita
na istem bregu premice p in se je dotikata zaporedoma v tockah A,
in A;. Daljica O03 seka kroznici Ky in KCy zaporedoma v tockah B,
in By. Dokazi, da se premici A1 B in A B, sekata pravokotno.

3. Na listu papirja je napisan izraz

*3% %« 3" 3% x32x3 %1,

Alenka in Barbara izmenoma zamenjujeta po enega izmed znakov *

bodisi s 4+ bodisi z —. Ali lahko Barbara, ki je na potezi druga,
doseze, da bo po zadnji (Sesti) potezi vrednost izraza deljiva s 77

Matjaz Zeljko

IZBIRNI TESTI ZA MEDNARODNO
MATEMATICNO OLIMPIADO

Za uvrstitev v ekipo, ki je zastopala Slovenijo na Mednarodni matema-
ticni olimpiadi, so se kandidati pomerili tudi na dveh izbirnih testih. Prvi
test je bil 24. januarja, drugi pa 24. aprila 1997.

Prvi izbirni test

1. Kroznici Ky in K3 naj se od zunaj dotikata v tocki A, od znotraj
pa naj se dotikata kroznice K v tockah A; in A,. Skupna tangenta
kroznic K in Kg, ki poteka skozi A, seka kroznico K v dveh tockah —
eno od njiju oznacimo s P. Premica PA; seka kroznico K; Se v tocki
B, premica PAj pa seka kroznico Ks Se v tocki Bs.

Dokazi, da je premica By By skupna tangenta kroznic IC; in KCs.
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2,

Poiséi vse polinome p z realnimi koeficienti, da bo
zp(z)p(l—z)+2°+100>0 zavsakz€IR.

Naj bodo A,, As, ..., A, razlicne tocke na kroznici, n > 2. Doloéi
§tevilo razliénih barvanj teh to¢k s p barvami (p > 2), ée naj bosta
vsaki dve sosednji tocki razliéno obarvani.

Drugi izbirni test

1.

Naj bo P poljubna toéka v notranjosti enakostraniénega trikotnika
ABC. Premice AP, BP in CP naj sekajo stranice BC, CA in AB
zaporedoma v tockah A,, By in C;. Dokazi, da je

|A1By] - |B1Ch| - |C1A1] = |A1B| - |B1C| - |C14].

Vsako tocko celostevilske mreze z n X n oglis¢i pobarvamo modro
ali rdece tako, da ima vsak enotski kvadrat z ogliséi v tockah mreze
natan¢éno dve modri ogliséi. Na koliko razliénih nacinov lahko mrezo
pobarvamo?

Naj bo p prastevilo in @ naravno Stevilo. Dokazi: ce je
2P+ 3F =™

za neko naravno §tevilo n, je n = 1.
Matjaz Zeljko
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Slika 1. M1, posneta 2 metrskim teleskopom Univerze na Hav a Havajih.

Slika a iz posnetkov v razli¢nih barvah (podobno kot posnetek na naslovnici p

Svetli filamenti sc : ka a je sinhrotronskega izvora in prikazuje
cen plina, v sredini slike je pulzar: od obeh zv spodnja, desno.

ja izhajata curka,
ki odrivata oliSno snov. Svetel

10,000 a.u.







