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KAKO UGOTOVIMO, DA JE NARAVNO STEVILO
SESTAVLJENO, PREDEN GA RAZSTAVIMO?

Uvod.

Pred nekaj leti sta Richard Crandall in Christopher Doenias (ZDA) z
racunalniki dognala, da je dvaindvajseti ¢len Fermatovega zaporedja Fao
sestavljeno Stevilo. Do istega rezultata sta skoraj istocasno toda z dru-
ga¢nim racunalniskim programom prisla tudi Vilmar Trevisan in Jodo
Carvalho v Braziliji. Ne prvima ne drugima pa ni uspelo najti nobenega
faktorja.

Fermatovo zaporedje se glasi

F,=22" 41, (1)

Cleni F, z indeksom n izredno hitro naraicajo. Tako se Fay izraza v
desetiskem sestavu s stevilko, ki ima nad milijon stevk, in je torej ne-
predstavljivo veliko. Je najvecje naravno stevilo, o katerem vemo, da je
sestavljeno, ne poznamo pa (Se) nobenega njegovega faktorja.

Fermat je domneval, da sestoji zaporedje (1) iz samih prastevil. Za
prve §tiri ¢lene to res velja: Fy = 5, Fy = 17, F3 = 257 in Fy = 65 537.
Toda ze Euler je odkril, da je F5 = 2°2+1 sestavljeno stevilo, deljivo je na-
mre¢ s 641. Pozneje so ugotovili, da so sestavljena stevila tudi mnogi drugi
¢leni, npr. Fg, Fr, Fs, Fy, Fyp itd., prastevila pa niso nasli med njimi nobe-
nega ve¢. Zanimivo je, da sta Morehead in Western dognala na zaéetku
tega stoletja, da sta F% in Fy sestavljeni stevili, ¢eprav nista dobila nobe-
nega faktorja. Na prafaktorje so ju razstavili skoraj 70 let pozneje, ko so
izdelali boljse metode za razstavljanje in so se pojavili sodobni raéunalniki.
Stevili Fy in Fip, prvo ima v desetiskem sestavu 155 in drugo 309 stevk,
pa so razstavili na prafaktorje Sele pred nekaj leti.

Kakor vemo iz aritmetike, je vsako naravno Stevilo bodisi prastevilo
bodisi sestavljeno in, ¢e je sestavljeno, se da razstaviti v bistvu na en sam
na¢in v produkt prastevil. Obstajajo metode, s katerimi moremo vsako
dano stevilo razstaviti na prafaktorje. Najpreprostejsi postopek je s po-
skuSanjem: Stevilo N delimo z zaporednimi naravnimi Stevili 2, 3 itd. do
najveéjega celega stevila, ki ne presega v/N. Ce ni z nobenim deljivo, je
N prastevilo, ¢e pa je s katerim izmed navedenih stevil deljivo, je naj-
manjSe med njimi (to je prvi delitelj, ki nanj pri tem postopku naletimo),
prafaktor p. N razstavimo v produkt N = p- N; in na drugem faktorju
N, ponovimo postopek. Metoda s poskusanjem nas sicer privede vselej do
cilja, toda je izredno poc¢asna. Veliko truda potrebujemo, da z njo razsta-
vimo nekoliko vegje stevilo. Ce bi pa hoteli po tej metodi z racunalnikom,



Matematika 131

ki opravi milijon deljenj na sekundo, razstaviti petdesetmestno stevilo, bi
potrebovali v najneugodnejsem primeru tudi nekaj bilijonov let.

Na dejstvu, da ne znamo razstaviti velikih stevil v razumnem ¢asu na
prafaktorje in to niti s sodobnimi ra¢unalniki ne, sloni metoda tajnopisa z
javnim kljucem, ki so jo razvili Rivest, Shamir in Aldeman (metoda RSA).
Javni kljué je produkt dveh orjaskih prastevil. Tajnopis pa lahko razvozla
samo tisti, ki pozna oba faktorja (glej ¢lanek M. Vencelj: Sifriranje z
javnim kljuéem, Presek 22, str. 354-357). Avtorji so pred dvajsetimi leti
objavili v casopisu Scientific American Stevilo s 129 mesti in pozvali bralce,
naj kdo izmed njih poskusa razstaviti to stevilo v produkt. Razcep se je
posrecil Sele leta 1994. Med tem ¢asom so namrec razvili nove metode za
razstavljanje, ki so seveda hitrejse od metode z zaporednim deljenjem. Z
njimi je zdaj mogoée razstaviti Stevila, ki imajo, zapisana v desetiskem
sestavu, nekaj nad sto Stevk. Med drugim se je posrecilo razstaviti Fy
in F 10-

Kako lahko vemo o kaksnem naravnem stevilu, da je sestavljeno,
preden smo ga razstavili? Véasih je to mogoce ugotoviti pri stevilih, ki se
odlikujejo z dolocenimi lastnostmi, oziroma imajo posebno obliko. Namen
tega clanka je, da si ogledamo nekaj takih primerov.

1. Vzemimo stevilo 1000 001. Pisemo ga lahko v obliki
1000001 = 100% + 12,

se pravi kot vsoto dveh kubov. Iz elementarne algebre pa vemo, da se da
vsota dveh kubov razstaviti

a® 4+ b = (a+b)(a® — ab+b?).

Ce postavimo a = 100 in b = 1 dobimo razcep 1 000 001 = 101-9901. Oba
faktorja na desni sta prastevili.

Tudi vsota dveh petih, sedmih in splosno dveh poljubnih potenc z
enakima lihima eksponentoma se da razstaviti. Tako je npr. 100001 =
= 10°+415 = 11-9091. V vseh teh primerih vemo, da je stevilo sestavljeno,
preden smo ga razstavili, pa tudi faktorja takoj najdemo.

2. Ce je naravno Stevilo vsota dveh kvadratov, ni vselej sestavljeno.
Véasih je prastevilo, kot kaze zgled 41 = 42 4 52, véasih sestavljeno: 50 =
=124 7% = 2. 52, Pri tem velja:

Ce je kaksno naravno Stevilo izrazljivo na dva razliéna
naéina kot vsota dveh kvadratov, je sestavljeno.
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Na primer 65 je enako 12 + 82 in 42 + 72. Stevilo 65 je produkt
prafaktorjev 5 in 13, 65 = 5 - 13.

Dokazimo zdaj naso trditev! Denimo, da smo naravno stevilo N na
dva razli¢na nacina zapisali kot vsoto dveh kvadratov

N=A*+B?2 in N=C?+D°. (2)

Tu so A, B, C, D znana naravna stevila in je par A, B razli¢en od para
C, D. Pri dokazovanju se bomo omejili na primer, ko je N lih (ée je sod,
ima faktor 2 in je sestavljeno stevilo). Ugotovili bomo, da je N produkt
dveh takih faktorjev U in V, torej N = UV, ki sta oba izrazljiva z vsoto
dveh kvadratov. Privzemimo, da je to res, in postavimo

U=a®+b® in V=c+d. (3)

a, b, ¢, d so cela stevila, ki jih za zdaj Se ne poznamo. Kako bi jih
izracunali?
Preprosta verifikacija pokaze, da veljata identiteti

UV = (a® + b*)(c* + d*) = (ac + bd)* + (ad — be)? (4)
UV = (% + b%)(c® + d%) = (ac — bd)? + (ad + bc)? (4%)

Ker je UV = N, vidimo, da sta enacbi (2) izpolnjeni, ¢e postavimo

ac+bd=A, ad—bc=B,

9 B (5)
ac—bd=C ad+bc=D.
Poskusajmo iz tega sistema izracunati a, b, ¢ in d. S seStevanjem in
odstevanjem dobimo produkte

ac:—;-(A—I—C), ad:%(B+D), bd:%(A—C), bc:%(D—B).

6
Ker je N lih, pove prva enaéba (2), da je eno izmed stevil A in B liho(irz
eno sodo. Isto pove druga enac¢ba (2) o paru C, D. Naj bosta npr. A in
C soda ter B in D liha. Potem so vse desne strani v (6) cela stevila. Ker
so tudi a, b, ¢, d cela stevila, vidimo iz prvih dveh enaéb, da je a skupni
delitelj stevil 2(A + C) in (B + D). Vzemimo za a kar najveéji skupni
delitelj teh dveh stevil. Izra¢unamo ga lahko z Evklidovim algoritmom.
Tako dobimo a in nato iz prvih dveh enacb (6) $e ¢ in d:

c=(A+C)/2a in d=(B+D)/2a.
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Ker je a najvecji skupni delitelj produktov ac in ad, sta si ¢ in d tuja.
Potem izracunamo b iz tretje ali cetrte enacbe. Obe nam dasta isto vre-
dnost: Iz enacb (2) namreé izhaja, da je A2 — C? = D? — B? in zato
(A—-C)a/(B+ D) = (D - B)a/(A+C). Da je tudi b celo stevilo, ugo-
tovimo takole: b je kvocient celih stevil (A — Ca in B + D. Torej je
racionalen in ga lahko zapisemo v obliki okrajsanega ulomka b = r/s, kjer
sta 7 in s celi §tevili brez skupnega faktorja in je s > 0. Ker sta produkta
bd = rd/s in be = re/s celi stevili, to namre¢ povesta zadnji enacbi (6),
sta Stevea rd in re v ulomkih na desni deljiva z s. Toda r je tuj proti s
in sta potemtakem ¢ in d deljiva z s. Ker sta si tudi d in ¢ tuja, pa mora
biti imenovalec s = 1 in b = r celo Stevilo.

Pri tako dolocenih a, b, ¢, d veljajo enacbe (6). Ce produkte (6)
vstavimo v (5), vidimo, da so tudi te enacbe izpolnjene. Ker je U =
=a?+ b in V = % + d?, pove identiteta (4), da je UV = A2+ B%2 = N.
Par A, B je razlicen od para C,D in so zato desne strani v (6) razlicne
od ni¢. To pa pomeni, da so tudi a, b, ¢, d razliéni od ni¢ in, ker so cela
stevila, je U > 1 ter V > 1; razcep N = UV je pravi. S tem smo dokazali
trditev, da je N sestavljeno stevilo, nasli faktorja U in V, hkrati pa smo
U in V izrazili z vsoto dveh kvadratov.

Ker lahko pisemo

=1y 2
F, = (22 ‘) +1iE,

je vsako Fermatovo stevilo vsota dveh kvadratov. Ce bi se nam posreéilo
zapisati F, Se kako drugace kot vsoto dveh kvadratov, bi vedeli, da je
sestavljeno stevilo, in tudi razstaviti bi ga znali v produkt dveh faktorjev.
Za zgled vzemimo

By =2 4+ 12=85536° + 1,
ki ga lahko pisemo tudi v obliki
Fy = 622647 + 20449° . (7)
Zdaj imamo
A=65536, B=1, C=062264, D =20449.
Enacbe (6) se tu glasijo

ac= 63900, ad=10225, bd=1636, bc=10224. (8)
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Najprej poiséemo z Evklidovim algoritmom najvecji skupni delitelj stevil
63900 in 10225 in dobimo, da je 25. Najve&ji skupni delitelj je enak
a, torej a = 25. Enacbe (8) zdaj dajo ¢ = 2556, d = 409, b = 4.
Potemtakem je U = 252 + 42 = 641 in V = 25562 + 4092 = 6 700417,
torej F5 = 641 -6 700417. Oba faktorja sta prastevili.

Seveda bo kdo vprasal, kako smo nagli izrazitev (7)? Odgovor se
glasi: s poskusanjem. Vendar je treba priznati, da je s tem poskuSanjem
kar precej dela. Ker je tu faktor 641 razmeroma majhen, najdemo razcep
veliko hitreje, ¢e delimo F5 z zaporednimi naravnimi stevili.

3. Obstajajo tudi metode, s katerimi véasih ugotovimo, da je dano
stevilo sestavljeno, ne povejo pa te metode, kako priti do kaksnega fak-
torja. Mali Fermatov izrek iz teorije tevil nam na primer da tale kriterij:

Naj bo_N dano naravno stevilo. Izberimo poljubno celo
stevilo a. Ce razlika oV — a ni deljiva z N, je N sestavljeno
stevilo.

Dokaz najde bralec v knjigi: J. Grasselli, Osnove teorije stevil, 1975,
na strani 74.

Pripomba. Ta kriterij ne pove nié v primeru, kadar je razlika a™ — a
deljiva z N: tedaj je lahko N prastevilo ali sestavljeno stevilo.

Test napravimo tako, da si najprej izberemo a, npr. a = 2 ali a = 3,
in potem izraé¢unamo a’ — a. Ker je N po navadi veliko tevilo, se na
prvi pogled zdi, da je ta metoda ugotavljanja prastevilskosti pocasnejsa
od metode s poskusanjem, saj bi opravili deljenje z vsemi stevili do VN
verjetno prej, kakor pa izracunali potenco a’v, ki je pri velikem N orjasko
stevilo. Vendar ta videz vara. Potenco a” izraéunamo razmeroma hitro
z zaporednimi kvadriranji in si tako prihranimo veliko dela. In ker gre pri
testu le za vprasanje deljivosti razlike a®¥ —a z N, se lahko pri raéunanju
omejimo na Stevila manjsa od N.

Oglejmo si posebni primer, ko je N oblike 2™ 41, kjer je eksponent m
sod (ce je lih in > 1, je dtevilo N deljivo s 3 in sestavljeno). Pri Fermatovih
stevilih je m = 2". Sestavimo zaporedje naravnih Stevil

Op, 01, Oz, 03,... (9)

takole: Naj bo og = 3. Ce smo élen oy ze nasli, ga kvadriramo in kvadrat
o? delimo z N. Ostanek pri tej delitvi je naslednji ¢len o0g,1. (Denimo,
da je N > 9. Potem je 0; = 03 = 9, ker dobimo ostanek 9, ¢e delimo 9 s
stevilom vecjim od 9. Podobno je 0y = 81, ée je N > 81.) Zaporedje (9)
lahko priredimo vsakemu naravnemu stevilu N > 3. Ker so éleni 01, 0, . ..
ostanki pri deljenju z IV, so vsi manjsi od N.
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1z zgoraj navedenega testa pri a = 3 izpeljemo z uporabo reciproé-
nostnega zakona iz teorije stevil tale pogoj za prastevilskost:

Stevilo N = 2™ + 1 je prastevilo natanko takrat, kadar je
¢len o, pripadajocega zaporedja (9) enak N —1, torej o, | =
=N i

Zgledi.

1. Vzemimo najprej m = 4, torej N = 2% +1 = 17 = F,. Poiskati je
treba ¢len o3 zaporedja (9). Tujeo; =9, 00 =13inoz =16 = N — 1.
Res je N = 17 prastevilo.

2. Pri m = 6 potrebujemo ¢len o5. Zdaj je 04 = 9, 05 = 16, 03 = 61,
04 = 16 in 05 = 61 # 64 = 25. Stevilo N = 2% 4+ 1 = 65 ni prastevilo,
65=5-13.

Pripomba. Ni tezko ugotoviti, da je 2™ +1 prastevilo kvecjemu tedaj,

kadar je m potenca od 2, se pravi m = 2",
3. Pri Fermatovih stevilih F), je eksponent m = 2™, ki z n hitro narasca,
Zato se hitro vega stevilo élenov zaporedja (9), ki jih je treba izracunati
pri tem testu, Se hitreje pa raste F,. Za Stevilo F5 je m = 2% = 32
in moramo izracunati clen ogq, ¢e zelimo ugotoviti, da Fs ni prastevilo
(faktorja nam test ne da). Z rac¢unanjem je precej dela in spet pridemo
hitreje do faktorja 641 z zaporednim deljenjem.

Oglejmo si Fys. To stevilo ima, zapisano v desetiskem sestavu, kakor
smo ze povedali, nad milijon stevk. Ker je tu m = 2%? = 4194 304, mo-
ramo izracunati 4 194 303 ¢lene zaporedja (9). Pri dolocanju ostankov je
treba deliti §tevila z nad milijon mesti. Dela je vsekakor ogromno. Ven-
dar so ga sodobni ra¢unalniki zmogli. Potrebovali so okoli 10'® osnovnih
operacij. Test je pokazal, da je Fy, sestavljeno stevilo, seveda pa ni dal
nobenega faktorja. Razstaviti Fy, na prafaktorje je tezja naloga, ki terja
neprimerno veéji obseg ra¢unanja. (Z zaporednim deljenjem ne pridemo
nikamor, saj je pri tako velikem Stevilu, kakor je Fy,, velika verjetnost,
da ima tudi najmanjsi prafaktor nad tisoé mest.) Morda se bo razcep
posrecil, ko bodo odkrili se boljse metode za razstavljanje in izdelali se
hitrejse racunalnike.

Naloge.

1. Najmanjse naravno stevilo, ki je izrazljivo na dva nacina kot vsota
dveh Getrtih potenc, je 635 318 657. Je namrec

635318 657 = 133% + 1344 = 59% + 158% .

Razstavi to stevilo na prafaktorje!
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2. 7 zepnim racunalnikom razstavi Iz na dva faktorja, ce ves, da je
Fs = 4046 803 256 + 1 438 793 7597 .

3. Naj bo N sodo stevilo, ki se da na dva razliéna naé¢ina zapisati kot
vsota dveh kvadratov: N = A2 + B? in N = C? + D?. Dokazi, da so v
tem primeru bodisi vsa stevila A, B, C, D soda bodisi vsa liha in da sta
faktorja U in V pripadajoce razcepitve vecja od 2.

Ivan Vidav

Literatura

Richard E. Crandall: The Challenge of Large Numbers. Scientific
American, Vol. 276, Febr. 1997, str. 58 — 62.

Akademika prof. dr. Ivana Vidava, znanstvenika in vzgo-
jitelja stevilnih rodov slovenskih matematikov, poznajo Pre-
sekovi bralci predvsem kot avtorja zanimivih matemati¢nih
¢lankov. V kratkem bo nas spostovani sodelavec praznoval
okrogli zivljenjski jubile;j.

Za praznik mu iskreno vos¢imo!

KRIZI — Resitev s str. 100

V programskem jeziku logo bomo sestavili ukaz krizi :n :d, ki bo risal
like, kot jih vidite na spodnji sliki. Pri tem :n doloéa red lika, :d pa Sirino
osnovnega kriza.

‘ H
H|

‘ S
R

Pravila, po katerem nastajajo gornji liki, ni tezko razbrati. Lik reda
1 je kar obicajen kriz s kraki dolzine :d/2. Lik vigjega reda je prav tako
sestavljen iz kriza s kraki dolzine :d/2, poleg tega pa ima v obeh sodih
kvadrantih vrisana Se lika za ena nizjega reda, oba zasukana za 90 stopinj
in pomanjsana na poloviéno velikost. Oglejmo si program.
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TO krizi.:n :d
; NariZSe kriZe reda n in Zirine d.
IF :n<1 [STOP] ;Lik reda 0 je prazen.
REPEAT 4 [FD :d4/2 BK :d/2 RT 90] ;osnovni kriz
PU ;Premik na sredo 2. kvadranta.
FD :d/4 LT 90 FD :d/4
PD
krizi :n-1 :4/2
PU ;Premik na sredo 4. kvadranta.
BK :4/2 RT 90 BK :d/2 LT 90
PD
krizi :n-1 :4/2
PU ;Vrnitev v izhodiice.
FD :d4/4 RT 90 FD :4/4
PD
END

V gornjem programu je pravilo za risanje likov Se nekoliko poenosta-
vljeno. Ce namreé za lik reda 0 vzamemo “prazno” sliko, potem lahko
tudi lik reda 1 nariSemo na enak nacin kot like visjih redov.

Podobno kot pri zankah je tudi pri rekurziji koristno, ¢e poiscemo
odnose med parametri ali spremenljivkami, ki se ob klicu ohranijo. Tako
mnogo lazje premislimo pravilnost programa, v pomoé¢ pa so nam tudi
med programiranjem. Za ukaz krizi tako velja, da sta polozaj in smer
zelve pred klicem enaka polozaju in smeri po klicu.

XXXk

Ce vas je risanje likov s pomoéjo rekurzije navdusilo, lahko poskusite
nekoliko spremeniti ukaz krizi, tako da bo na primer risal like, prikazane
na gornji sliki.

Martin Juvan

KONJEV SKOK — Resitev s str. 99

DETERMINANTA.
Dragoljub M. Milosevi¢
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SPUST PO KLANCU

Oce in sin sta se peljala s kolesi. Sin je predlagal naslednji poskus: “Peljiva
se po klancu navzdol, kolikor naju samo nese, in opazujva, kdo bo hitrejsi.
Hitrejsi od naju ima boljse kolo z manj trenja.” Izkazalo se je, da je bil
hitrejsi oce. “Vidis,” je dejal sin, “tvoje kolo je boljse, verjetno zato, ker
je starejSe in zato bolje uteceno.” Ocetu sklep ni bil vse¢. “Zamenjajva
kolesi,” je predlagal. Dirko sta ponovila na naslednjem klancu in spet
je bil hitrejsi océe. “Ce ne bi bilo trenja, bi bila oba enako hitra, kijub
temu da je ocetova masa ve¢ja od moje,” je sklepal sin. “Tako je uéil ze
Galileo Galilei. Ce je trenje sorazmerno z maso, kar smo slisali v Soli, bi
ob enakih koelicientih trenja morala biti spet enako hitra.” “Pozabil si
na zracni upor. Pri voznji sva bila oba sklonjena naprej, da je bil upor
¢im manjsi. Sila trenja je neodvisna od hitrosti, zraéni upor pa s hitrostjo
mocno naraséa. Na trenje lahko v najinem primeru kar pozabis, saj je
zanemarljivo v primeri z zra¢nim uporom. Zmagal sem preprosto zato,
ker imam vecjo maso.”

Oglejmo si, kako masa kolesarja vpliva na njegovo hitrost. Razmere
pri poskusu bomo moéno poenostavili. Privzeli bomo klanec z enakim
nagibom « in dolocili le kon¢éno hitrost kolesarja, ko je sila teze vzdolz
klanca enaka uporu. Zapletenim razmeram ob pospeSevanju se bomo tako
izognili. Silo upora F), izra¢unamo iz enacbe

F, = %Scupuz 3

kjer je S celni presek kolesarja, ¢, pa koeficient, ki odraza vrtinéenje
zraka za telesom in je odvisen predvsem od njegove oblike. Privzeli bomo,
da imata oce in sin enaka koeficienta, saj je njuna oblika zelo podobna.
Z p smo oznacili gostoto zraka, z

v pa hitrost telesa v zraku. Ko-

lesarja zene po klancu navzdol di- =
namiéna komponenta teze Fy, to
je komponenta, ki je vzporedna s
klancem in jo izraéunamo iz Fy = Fy

= mgsina. Ko se hitrost kolesar-

jev ne spreminja veé, sta sili Fy in

F, v ravnovesju (glej sliko 1). Ta-

krat velja Fy = F,, ali o

. 5 Slika 1. Spust po klancu. Ko se hitrost ne
mgsina = ES pey,ut . spreminja veé, je sila upora F,, enaka kom-
ponenti sile teze vzdolz klanca Fj.
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Iz te enacbe dobimo hitrost

2gm sin o
V=4 ———
peuS

Oznaéimo z v, ocetovo hitrost, z v, pa sinovo. Razmerje njunih hitrosti

je potem
Vo = m,/S,
Vs mg/Ss

Spet smo koli¢ine, ki se nanaSajo na oceta, oznacili z indeksom o, sinove
pa z s. Razmerje koli¢nikov m/S lahko izrazimo le z maso m, ¢e privza-
memo, da je oce po obliki le povecan sin. Razmerje njunih visin naj bo r.
Privzamemo, da so v istem razmerju tudi njuni glavi, roke, noge, obseg
pasu, Sirina ramen. .. Razmerje njunih mas je potem enako r®, razmerje
elnih presekov pa r?. (Tako je pri vseh podobnih telesih. Pomislimo na
dve kocki iz iste snovi, katerih robova sta v razmerju r, r = %i— Njuni

3 3
= = = . - a T i
prostornini, in s tem masi, sta v razmerju —-lﬁn =3 = ‘?2?— = 73, ploséini
2 2

kvadratov pa v razmerju r2.) Privzamemo torej

mg 3

Razmerje hitrosti %‘: je potem

Yo _ (Moy1/6
Vg (ms) ’

Vidimo, da imajo telesa z vec¢jo maso res vecjo konéno hitrost. Raz-
merje hitrosti je enako Sestemu korenu iz razmerja mas, kar je za razmerja
mas blizu 1 priblizno linearna odvisnost. Prikladno jo zapisemo kot

Yo ~1+ A
Vg 6 g

1
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kjer smo z Am oznaécili razliko 1.0
mas Am = m, — ms. Odvisnost
razberemo z grafa na sliki 2.
Oglejmo si tale primer: Denimo,
da je masa m, = 110 kg in m; =
= 65 kg. Masi koles (po 15 kg) "¢
smo vsteli. Razmerje hitrosti je

pri teh podatkih 0.4

0.8

Vo _ (110 kg

» s )1/6 = 1,092. a3t

Ce vozi sin s hitrostjo 40 km/h, T i R W T

je ocetova hitrost 43,7 km/h, kar 02 04 06 D08 10

brez tezav opazimo.
e R T, Slika 2. Odvisnost razmerja hltmsti dveh te-
1sljanju se sp les y = —9- od razmerja mas r = 2 podaja
s

IITn‘l.]IlO‘ Zgot:lbe o SkUSIh’,kl_ 1) funkeija 'y = /8, Prikazana je odvisnost
bi jih izvajal Galileo Galilei na ,, razmerje z med 0 in 1, saj lahko vedno
posevnem stolpu v Pisi. Zvemo, izberemo masi m, in m. tako, da je njuno
da je s stolpa metal razli¢no tez- razmerje manjse od 1.

ke krogle in opazil, da padejo vse

hkrati spuscene krogle isto¢asno na tla. Ce bi bile vse krogle iz enake
snovi, na primer iz Zeleza, bi zaradi zra¢nega upora ve¢je, in zato tudi
tezje krogle, prehitele manje. Se veéje razlike v hitrosti pa bi imele
krogle iz razliénih snovi. Enako veliki krogli, ena iz lesa, druga iz svinca,
bi imeli zelo razliéni hitrosti. V tem primeru bi bilo razmerje hitrosti enako
kvadratnemu korenu iz razmerja mas. Se vecje razmerje pa bi dobili, ¢e bi
bila lesena krogla manjsa od svinéene. Bolje bi se poskus posreéil z leseno
kroglo in z od nje vec¢jo, votlo svinéeno kroglo. Takih krogel pa Galileo
zanesljivo ni imel. Zelo verjetno je, da Galilei teh poskusov ni naredil. Do
zakona, da padajo vsa telesa v brezzraénem prostoru z enakim pospeskom,
se je dokopal z logiénim sklepanjem. Razmisljal je takole. “Denimo, da
ima Aristotel prav; telo z veéjo maso pada hitreje od telesa z manjso.
Mislimo si sedaj novo telo, zgrajeno iz teh dveh, ki ju povezuje lahka
vrvica. Ker ima telo Se vecjo maso, bi moralo padati hitreje kot posamezno
telo zase. To pa je protislovno, saj lazje telo pri padanju gotovo zavira telo
z vecjo maso. Vsa telesa torej padajo z enakim pospeskom, ne glede na
svojo maso.” Ta sklep so pozneje potrdila natanc¢na opazovanja padanja
v brezzracnem prostoru.

Andrej Likar
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FO0 OF C7 C8 IN PROCESOR PENTIUM

Proizvajalec mikroprocesorjev in drugih elektronskih komponent druzba
Intel iz Santa Clare, Kalifornija, ZDA, s svojimi izdelki iz druzine Pen-
tium res nima srece. Pred tremi leti je njegov ugled moéno nacelo odkri-
tje, da mikroprocesor Pentium koliénikov nekaterih parov realnih Stevil
ne izracuna tako natanéno, kot bi jih moral. (Clanek o matemati¢nem
ozadju odkritja te napake si lahko preberete v tej stevilki Preseka.) Na-
paka in predvsem ravnanje Intela ob njenem razkritju sta kupce proce-
sorjev Pentium tako razburila, da je morala druzba brezplatno zamenjati
vse procesorje z napako. Zaradi zamenjave je nastalo ve¢ kot 450 milijo-
nov dolarjev stroskov, taki strogki pa so velik zalogaj tudi za tako veliko
podjetje, kot je Intel.

Precej bolj neopazno je maja lani minilo razkritje Se ene napake,
povezane s predstavitvijo realnih stevil v premiéni piki. Nasledniki pro-
cesorjev Pentium, procesorji Pentium Pro in Pentium II, namreé¢ véasih
pri pretvarjanju realnih stevil v cela “pozabijo” postaviti zastavico za
prekoragitev obsega.

V zagetku novembra so se novice o procesorjih Pentium spet pojavile
tudi v medijih, ki obi¢ajno ne porocajo o racunalniskih dogajanjih. In to
za Intel niso bile dobre novice. Kaze, da se je prvo sporocilo o novi napaki
v delovanju procesorja Pentium pojavilo 6. novembra. Posiljatelj je ze-
lel ostati anonimen, zato je kot svoj elektronski naslov navedel
noname@noname . com, sporocilo pa je bilo poslano prek omrezja University
of Texas. Dan kasneje je bila na internetu ze kopica dodatnih sporocil o
napaki, moznih razlogih zanjo, ugibanj o tem, kako bo ravnal Intel itn.
Pri Intelu so reagirali umirjeno, njegovi strokovnjaki pa so si vzeli nekaj
dni za premislek, predno so uradno “potrdili” (beri: priznali krivdo za)
obstoj napake. Vesti o novih tezavah s procesorjem Pentium so se hitro
pojavile tudi v vseh pomembnejsih sredstvih javnega obveséanja. Tako je
na primer éasnik Delo 13. novembra na prvi strani objavil krajsi prispevek
o dogodkih, povezanih z odkritjem napake.

In za kaksno napako sploh gre? Poenostavljeno jo lahko razlozimo
takole. Procesorji iz druzine Pentium poznajo ukaz CMPXCHGS8B, ki pri-
merja vsebino para registrov s 64-bitno vrednostjo v pomnilniku in glede
na izid primerjave opravi ustrezno zamenjavo vsebin (CMP = compare,
XCHG = exchange, 8B = 8 zlogov = 64 bitov). Ker je ukaz “zapleten”,
pri uporabi pa veckrat zelimo, da se celotni ukaz izvede brez prekinitev,
ki jih povzroéajo zunanji signali, mu lahko dodamo Se posebno predpono
(lock), ki zagotovi, da njegovo izvajanje ne bo prekinjeno. Do tezav pride,
ko zgoraj omenjeni ukaz izvedemo v “zaklenjenem” nacinu, kot operand
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pa uporabimo enega od registrov. Ker imajo Pentiumovi registri le 32 in
ne 64 bitov, med izvajanjem ukaza pride do napake. To ni Se ni¢ hudega,
sa] procesor med izvajanjem ukazov veckrat ugotovi, da ti niso pravilno
sestavljeni. Procesor tako opozori na napako in poskusa izvesti poseben
podprogram (error handler), ki naj bi poskrbel za “odpravo” napake. Ker
pa je ukaz izveden v “zaklenjenem” nacinu, procesor po prekinitvi izvaja-
nja ukaza omenjenega podprograma ne more izvesti, zato se “obesi”. V
zivljenje ga obudi le ponoven zagon racunalnika (zadoséa pritisk na gumb
Reset).

Uradno Intelovo poimenovanje napake je “Invalid Operand with Lo-
cked Compare Exchange 8Byte (CMPXCHGS8B) Instruction Erratum”.
Napaka je znacilna le za procesorje Pentium, medtem ko starejsi (npr. 486)
in novejsi procesorji (Pentium Pro, Pentium II), zaradi drugaéne arhitek-
ture, na kodo, ki povzroéi napako, reagirajo pravilno (poklicejo podpro-
gram za “odpravo” napake, nadaljnje ukrepanje pa je odvisno od opera-
cijskega sistema). Napaka za obi¢ajnega uporabnika ne predstavlja vecje
nevarnosti, saj uporabniski programi resnih programerskih his ne vse-
bujejo zlobne oblike ukaza CMPXCHGR8B. Pa tudi ée do napake pride
(recimo, da nam nekdo uspe “podtakniti” pokvarjeno kodo), izgubimo le
podatke, ki so se ob nastopu napake nahajali v pomnilniku (niso pa Se bili
shranjeni na disk). Ker pa vsi vemo, da je redno shranjevanje opravlje-
nega dela ena od osnov varnega dela z osebnim rac¢unalnikom, nas taka
napaka ne more presenetiti. Napaka je bolj nevarna za vecuporabniske
racunalnike (in za streznike), saj jo lahko povzroéi prav vsak “zloben”
uporabnik z moznostjo izvedbe lastne kode, pri ¢emer ni treba, da ima
tak uporabnik tudi kaksne dodatne privilegije.

Priblizno teden dni po odkritju napake so pri Intelu predstavili svoje
predloge za njeno odpravo. Njihovi inZenirji so se potrudili in izdelali
naért za programsko odpravo napake. Zavedali so se namreé, da bi pri
popravku na nivoju strojne opreme razocarani kupci v velikem Stevilu
zahtevali zamenjavo procesorjev, stroski tako Stevilnih zamenjav pa bi
lahko resno ogrozili uspesno poslovanje druzbe. Pri Intelu so tako pripra-
vili splosna navodila za izdelovalce operacijskih sistemov, vsak izdelovalec
pa je zadolzen za izdelavo popravka za svo] operacijski sistem. Intelova
reSitev je precej zvita in temelji na nekaterih posebnostih procesorja Pen-
tium. Nekoliko presenetljivo je tudi, da je tako resno napako v strojni
opremi mogoce odpraviti kar s spremembo programske opreme, Se bolj
nenavadno pa je, da programska resitev prakti¢no ne upocasni delovanja
rac¢unalnika.

In kako lahko sami preverite, ali imate “pristni” Pentium? Ce uporab-
ljate Microsoftov operacijski sistem (MS DOS ali katero od razli¢ic Oken),
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si lahko pomagate z vgrajenim ukazom debug. Ukaz pozenete iz ukazne
vrstice in vtipkate podértano besedilo, vsako vrstico pa zakljuéite s pri-
tiskom na tipko Enter (namesto vpraSajev bo operacijski sistem izpisal
gestnajstiske naslove, ki za nas niso pomembni):

C:\> debug
—aloo Vpisovanje ukazov v zbirniku.
7777:0100 db £0 Of c7 c¢8 Usodni ukaz.

—g PoZenemo vpisani program.

Pri kodi ukaza lahko namesto ¢8 vpisete tudi eno od vrednosti c9, ca,

., cf (gre za Sestnajstiske vrednosti, ki dolo¢ajo razliéne registre kot
operande ukaza). Ce imate obi¢ajni Pentium, bo ra¢unalnik “zamrznil”.
Ce pa delate z drugaénim procesorjem, bo odziv odvisen od operacijskega
sistema. V Oknih 95/NT boste dobili obvestilo o napaénem ukazu, okno
z ukazno vrstico pa se bo zaprlo. V MS DOS-u pa bo rac¢unalnik najver-
jetneje “obvisel”, tipkovnica pa se bo Se vedno odzivala. Obiéajno boste
ponovni zagon lahko dosegli ze s kombinacijo tipk Control+Alt+Delete.
Drugi naéin, s katerim boste verjetno tudi izzvali napako, je, da prevedete
in pozenete spodnji enovrstiéni program v C-ju:

unsigned char main[] = { 0xf0, 0xOf, Oxc7, Oxc8 };

Tudi proizvajalci strojne opreme pocasi postajajo podobni izdelo-
valcem programske opreme. Slednji so nas ze pred ¢asom “navadili” na
izdelke z napakami in kopico pomanjkljivosti ter na njihovo nikoli do-
kon¢ano “razhroscevanje”. Zdi se, da se nam s¢asoma nekaj podobnega
obeta tudi pri strojni opremi za osebne racunalnike.

Ce radi krizarite po internetu, potem si lahko uradne Intelove razlage
krizev in tezav s procesorjem Pentium preberete na naslovu

http://support.intel.com,
zamolcana dejstva pa boste nasli na naslovu
http://www.x86.0rg.

Da ne bo pomote, locil na koncu obeh naslovov vam ni treba odtipkati.

Martin Juvan, JoZe Marincek
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MALA SOLA TOPOLOGIJE - 3. del

V prejsnjih stevilkah Preseka smo izvedeli, kaj so to-
pologke preslikave in kaj topoloske lastnosti ter spoznali
pojem izhodisca in stopnje izhodisca.

Naslednji primeri opisujejo tri pomembne topolos-
ke lastnosti. Na posamezni sliki je par topolosko enako-
vrednih krivulj. S érticami so opremljene oznake tock in krivulj, v katere
so se topolosko preslikali ustrezni originali. Velja:

(a) Ce lezi tocka P na krivulji [, lezi P’ na krivulji I’.

(b) Ce leze tocke Py, Py, Py, v tem vrstnem redu, na krivulji [, potem leze
njihove slike na I’ v vrstnem redu Py, Pj, Pj.

(c) Ce iz tocke P vodi n poti, potem tudi iz P’ vodi n poti. Na sliki ima
vsako od izhodisé P in P’ stopnjo 8.

! ’
! P, P,
P pF
P
!!
(a)

(c)

Pomudimo se Se ob nalogi 7, zastavljeni v 2. delu nase topoloske
nanizanke. Poskusili naj bi narisati nekaj krivulj s predpisanimi stevili
izhodis¢ danih stopenj. Zagotovo niste mogli narisati krivulje s tremi
izhodiséi stopnje 3 (naloga (c)) in krivulje s po enim izhodi§éem stopenj
1, 3 in 5 (naloga (e)). Velja namreé:

Ni krivulje, ki bi imela liho mnogo izhodis¢ lihih stopenj.

Res: Vsaka pot, ki izhaja iz nekega izhodista, se na drugi strani
konéa v nekem izhodiséu (ki je lahko tudi zacetno); to pomeni, da vsaka
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pot izhaja ali iz dveh izhodisé ali dvakrat iz istega izhodiséa. Od tod sledi,
da je za vsako krivuljo vsota stopenj vseh izhodisé sodo stevilo, kar je pri
lihem stevilu izhodisé lihe stopnje nemogoce.

Loki in parcele

Pot, ki povezuje dve izhodiséi, bomo imenovali lok. Podro¢ju, omejenemu
z loki, bomo rekli parcela (v notranjosti parcele ne poteka noben lok).
Parcela je tudi podrocje zunaj risbe. Risbi na naslednji sliki imata po
4 izhodisca, 6 lokov in 4 parcele. (Izhodisé stopnje 2 nismo steli zraven.

Zakaj ne?)

Oglejte si $e naslednje risbe. Za vsako doloéite stevilo izhodise (I),
stevilo lokov (L) in stevilo parcel (P). Rezultate uredite v tabelo.

(a) (b) (c)
(d)

\-—-/
(e) (H (2) (h)

Primerjajte stevila, zapisana v tabeli. Ali opazite kaksno zakonitost?
Ce se vam zdi, da ste jo odkrili (res obstaja!), narisite se sami nekaj risb
in preverite, ali opazena lastnost velja tudi zanje.

Marija Vencelj
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O MEGLICI RAKOVICI

Pred devetimi stoletji je na nebu eksplodirala zvezda. Triindvajset dni
je bila vidna celo podnevi, ob sonéni svetlobi, kar dve leti pa jo je bilo
mo¢ opaziti na noénem nebu. Po katastrofalni zvezdini ‘smrti’ najdemo
blizu lege nekdanje masivne zvezde dva razlocljiva preostanka: meglico
— razsezno vlaknastno (filamentno) lupino razredéene snovi, ki je nekoc
sestavljala zunanje plasti zvezde, ter pulzar — nepredstavljivo gosto in za
zvezdne pojme zelo majhno zvezdo, ki se izredno hitro vrti okrog svoje
osi. Danes oba objekta poznamo pod skupnim imenom M1 (prvi objekt v
Messierovem katalogu megli¢astih objektov), meglico pa lahko opazujemo
ze z manjsim teleskopom.

Silna eksplozija zvezde. Kako vemo, kaj se je zgodilo pred tisoc
leti?

Bilo je neke poletne noci leta 1054, ko so dvorni kitajski astrologi, kot
navadno, potrpezljivo opazovali nebo. Priblizno dve uri po polnoéi so v
ozvezdju Bika, med njegovimi rogovi, opazili novo zvezdo, svetlejso od
vseh drugih, svetlejso celo od Jupitra in Venere. Astrologe sta preplavila
vznemirjenje in zmeda. Le kaj bi nenadna pojavitev svetle zvezde utegnila
pomeniti?

Cez dva meseca je Yang Wei-te, éastitljivi astrolog, poroéal svojemu
vladarju o pojavu in pomenu gostujoce zvezde, ki naj bi bila obdana
z rumeno svetlobo. Glede na medsebojno lego nove zvezde in Lune ob
§Cipu je ugotovil naslednje: V dezeli obstaja oseba izjemne modrosti in
kreposti. Predlagal je Se, da se pomembna novica preda uradnikom, ki
belezijo zgodovino. Zdi se, da je astrolog prebrisano izkoristil pojav zvezde
v svoj prid, Se posebej, ker je bila rumena barva uradna barva vladajoce
dinastije. Ne glede na to pa nam ta zgodovinski zapis daje tudi pomembne
astronomske podatke. Iz njih razberemo, da je bila zvezda triindvajset
dni vidna podnevi, po svetlosti pa jo primerjajo z Venero. Po ve¢ kot letu
dni je zvezda postopoma izginila. Ponoci se jo je s prostim ocesom dalo
videti kar 653 dni. Tudi lega zvezde v ozvezdju Bika je dobro opisana.
Ohranjeni podatki so omogoéili povezavo sodobno odkritega objekta z
davnim pojavom izjemno svetle zvezde.

Dodati moramo Se, da so pojav leta 1054 opazovali tudi japonski
astrologi. Zanimivo pa je, da ni virov. ki bi poroé¢ali o kakrénemkoli opa-
zovanju supernove leta 1054 na podrocju Evrope. Mraéni srednji vek je
brste znanosti in poskuse spoznavanja narave z opazovanjem oc¢itno uspel
temeljito zadusiti. Paé pa so na podrocju Amerike nasli kar nekaj risb na
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skalah, kjer je upodobljena svetla zvezda poleg Lune, in nekateri menijo,
da gre za stara indijanska pri¢evanja o opazovanju supernove. Drugi pa
spet dvomijo v avtenticnost in dejanski ¢as nastanka teh risb (slika 1).

TE -3 - T . BT >

Slika 1. Risba, ki so jo leta 1972 nasli arheologi z univerze New Mexico v Chaco Canyonu
na severozahodu New Mexica. Poleg Luninega krajca in zvezde ob njem vidimo Se odtis
dlani — morda umetnikov podpis. Kraj je bil svet za tam prebivajoce Indijance, kot
svetiste pa so ga uporabljali od desetega do dvanajstega stoletja. V drzavi New Mexico
so arheologi odkrili Se nekaj podobnih slikarij. (Slika je vzeta iz knjige S. Miltona: The
Crab Nebula.)

Bila je supernova

Za pojasnjevanje dogodka iz leta 1054 so bili za¢etni kandidati komet, nova
in supernova. Komet so na podlagi zgodovinskih zapisov o opazovanjih
hitro izlo¢ili. Pri novi gre za izbruh zvezde, kjer le-ta postane precej bolj
svetla, kot je bila prej, vendar pa je povecanje svetlosti manjse kot pri
supernovah. Do nov prihaja v dvojnih sistemih, kjer se snov pretaka od
enega ¢lana na drugega. Ko je pretok taksen, da ena od zvezd ne more
vec ostati stabilna, pride ob posebnih pogojih do izbruha. Nove se od
supernov razlikujejo tudi po nac¢inu, kako njihova svetlost pred izbruhom
narasca in kako po izbruhu pada s casom. Raziskovalci so si danes tako
enotni, da je leta 1054 v ozvezdju Bika eksplodirala supernova.
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Do eksplozij supernove prihaja pri zvezdah, ki so precej bolj masivne
kot nase Sonce. Za taksno zvezdo je znacilno, da proti koncu svojega
Zivljenja proizvaja vedno manj energije. Zvezda se ob vse manjsem ‘kur-
jenju’ jedrskega goriva ohlaja, obenem pa se manjsa tudi pritisk v njej.
Sc¢asoma se plinski pritisk tako zmanjsa, da ne more ve¢ nasprotovati la-
stni gravitacijski sili zvezde in zvezdina sredica se sesede pod lastno tezo,
pride do takoimenovane implozije. Zaradi slednje se v zunanjih zvezdinih
plasteh sprozijo nuklearne eksplozije, ki povzrocijo, da atmosferske plasti
zvezde odpihne stran. Za kratek ¢as je celotna energija, ki se sproséa pri
tem burnem dogajanju, enaka izsevu milijonov Sonc. Zvezda, ki je bila
prej s prostim ocesom komaj opazna ali celo nevidna, nenadoma zasveti
svetleje od sicer najsvetlejsih zvezd. Ker pa so supernove precej redke -
v nadi Galaksiji naj bi opazili v povprecju po eno na tristo let — le redki
uspejo videti sam pojav supernove. Imamo pa vcéasih moznost opazovati
ostanke po eksploziji supernove, ki so posebej karakteristiéni. Odpihnjene
zunanje plasti zvezde vidimo kot meglico, preostala gosta sredica pa je
— seveda, ¢e jo opazimo — nevtronska zvezda. Ime je povezano z njeno
pretezno sestavino, z nevtroni.

Med modernimi astronomi je bil Edwin Hubble tisti, ki je leta 1928
prvi povezal objekt M1 in dogodek iz leta 1054. Sicer pa je sodobni
zahodni svet meglico Rakovico opazil po iznajdbi teleskopa v zacetku
sedemnajstega stoletja. Odkril jo je leta 1731 angleski amaterski astro-
nom John Bevis, svoje odkritje pa sporocil Francozu Charlesu Messieru,
ki je objekt leta 1784 uvrstil v svoj znani katalog razseznih meglicastih
objektov, Messierov katalog. V njem so vsi objekti oznaceni s érko M in
zaporedno Stevilko vnosa v katalog. Ime meglica Rakovica pa je objekt
dobil leta 1844, saj oblika meglice spominja na rakovico. S tedanjimi te-
leskopi so ze razloéili njeno vlaknastno zgradbo, opazili pa so tudi, da na
podroéju Rakovice sicer je nekaj zvezd, vendar pa bistveno manj kot na
podroéjih drugih razseznih objektov, ki so jih tedaj imeli za posebno vr-
sto meglic, danes pa jim pravimo zvezdne kopice. Do nadaljnjih odkritij o
Rakovici je prislo v zacetku devetnajstega stoletja z vpeljavo astronomske
fotografije in spektroskopije. Med leti 1910 in 1920 je V. M. Slipher z
observatorija Lovell (Arizona, ZDA) opazil, da so emisijske ¢érte v spektru
Rakovice razcepljene. Namesto da bi bila pri izbrani valovni dolzini ena
¢rta, sta bili po dve, ena pri malo manjsi, druga pri malo veé¢ji valovni
dolzini. Leta 1921 sta astronoma C. O. Lampland z observatorija Lo-
vell in J. C. Duncan z observatorija Mount Wilson opazila, da se meglica
razsirja. Hitrost razsirjanja so izmerili in nato ocenili, da se je razsirjanje
zacelo pred priblizno 900 leti, kar je samo Se potrdilo povezavo med po-
javom svetle zvezde leta 1054 in sedanjo meglico Rakovico. Na podlagi
megli¢inega razsirjanja so pojasnili tudi pojav razcepa emisijskih ért.
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Kako najdemo Rakovico s teleskopom

Spomnimo se, da je Messier opazoval megliaste objekte v éasu, ko so
bili teleskopi Se precej enostavni in majhni. Tako je pravzaprav dandanes
ze skoraj vsak manjsi amaterski teleskop primerljiv z opremo, kakrino
je imel Messier. Meglico Rakovico bomo zato lahko opazovali s Solskim
ali kakim drugim amaterskim teleskopom, v lepi noéi jo vidimo celo z
obicajnim lovskim daljnogledom. Ne smemo pa seveda pricakovati, da
nam bo pogled skozi okular majhnega teleskopa odkril podrobnosti, na
primer filamente, kakréne vidimo na sliki na naslovnici, posneti z 0.36-
metrskim teleskopom C-14 in kamero CCD na Crnem vrhu. (Slika je
sestavljena iz treh posnetkov v rdecem, zelenem in modrem filtru, zato so
barve na sliki prave. Ekspozicijski ¢asi so 5 minut v modrem, 3 minute v
zelenem in 2 minuti v rdecem filtru.)

Med opazovanjem z ocesom in fotografijo namreé obstaja bistvena
razlika. Fotografska ploscéa ali njen sodobnik, kamera CCD, s katero je
bila posneta slika na naslovnici, imata prednost, da zbirata fotone dalj
casa. Posnetek na nasi sliki je tako nastajal nekaj minut; ée bi ekspozicijo
konéali denimo po dvajsetih sekundah, bi bila slika precej slabsa. Ce
pa gledamo z ocesom v okular teleskopa 2 minuti ali dvajset sekund, v
prvem primeru ne bomo videli kaj bistveno ve¢ ali drugaée kot v drugem,
saj nase oko ne zna ‘shranjevati’ fotonov. Zato ne smemo biti razo¢arani
nad tistim, kar bomo videli. Za velik uspeh lahko tejemo Ze to, ée bomo
meglico uspeli relativno hitro ujeti v zorno polje svojega teleskopal

Meglica Rakovica obsega po povrsini priblizno 1/4 Lunine ploskve ob
s¢ipu. To nam sluzi za predstavo, kako velik objekt lahko pricakujemo.
Najprimernejsi ¢as za opazovanje je sredina decembra, Se vedno primeren
pa ¢as od pozne jeseni do zgodnje pomladi. Pomagali si bomo seveda
z iskalnimi kartami. Najprej si na karti oglejmo, kje lezi ozvezdje Bika.
(Za to je primerna npr. vrtljiva karta ali pa karta, kakréno najdemo za
vsak mesec v sredini astronomskih revij, na primer v slovenski reviji Spika
ali v ameriskem Sky and Telescope.) Najprej bomo poiskali najsvetlejso
zvezdo Bika, a, ki nosi ime Aldebaran, nato bikove rogove: zvezdi 3
(svetlejsa od obeh) in ¢. M1 lezi na petini poti od 3 do (, natanéneje: 1°
(1 loéno stopinjo) severno in 1° zahodno od (. Iskalna karta, potrebna za
opazovanje z manjsim teleskopom, je prikazana na sliki 2.

V vsakem primeru pa za opazovanje izberite jasno in ¢isto brez-
meseéno noé. ‘Cisto’ pomeni brez meglic in s ém manj vlage v zraku,
tako da se nam atmosfera zdi prav ‘prozorna’. Najbolje je biti na dezeli,
vsekakor pa stran od luci javne razsvetljave. Poleg tega je za uspesno
opazovanje potrebno vsaj pol ure prilagajati o¢i na temo.



L150 Astronomija

p.\

.. TAURUS

T
Alde‘bul'dl:l‘."‘a-lt Y

i
[

Slika 2. Na levi je prikazana lega M1 ob zvezdi ( v ozvezdju Bika. M1 lezi 1° severno
in 1° zahodno od (. Na desni je polje s premerom 40’ (loénih minut). M1 lezi L

2
zahodno od oznacene zvezde €742,

Ker pa dandanes tudi avtomatski teleskopi niso nobena redkost, po-
vejmo Se koordinate. Ker je meglica razsezen objekt, bomo zapisali koor-
dinate pulzarja, ki lezi priblizno v sredini meglice. Za obdobje 2000 sta
koordinati: rektascenzija e =5h 34,5m in deklinacija § = 22° 0,9’

Mezikaj, mezikaj, zvezdica mala,
prav rad bi vedel, kako si nastala!

Konec letosnjega leta mineva trideset let, odkar so odkrili pulzarje. Pul-
zarji so zvezde, ki pulzirajo — od tod njihovo ime. V enakomernih casovnih
presledkih namreé¢ od njih zaznavamo pulze elektromagnetnega valovanja.
Pri vecini pulzarjev gre za valovne dolzine s podrocja radijskih valov, to je
t.i. nizkoenergijsko elektromagnetno sevanje. Nekateri pulzarji pa sevajo
tudi pri visjih energijah, npr. v vidnem delu spektra ali celo v rentgenskih
zarkih in zarkih ~.

Pulzarje sta leta 1967 odkrila Angleza Bell in Hewish. Radijska an-
tena angleskega observatorija Jodrell Bank je zaznala periodicen signal,
ki je bil tako pravilen (‘lep’), da so odkritje sprva ohranili v tajnosti, saj
je bila ena od idej tudi ta, da morda kaka izvenzemeljska civilizacija po-
skusa vzpostaviti stik z nami. Pa z idejo o malih zelenih mozicih, ki bi
jih nekateri tako radi videli, spet ni bilo ni¢. Izkazalo se je, da gre le za
pulze elektromagnetnega valovanja, ki jih oddaja vrteca se zvezda. Ker
je oddajnik usmerjen (zvezda pulzira v smeri svojega magnetnega polja)
in se vrti — predstavljajmo si vrteci se svetilnik na morju — vidimo pulz
(svetlobo s svetilnika) vsakokrat, ko se le-ta obrne proti nam.
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Kmalu je postalo jasno, da morajo pulzarji soditi med nevtronske
zvezde, ki jih je leta 1932 napovedal veliki ruski teoretiéni fizik L. Landau,
leta 1935 pa sta W. Baade in F. Zwicky zapisala, da bi nevtronske zvezde
lahko nastale po eksploziji masivnih zvezd, supernov. Ko so ugotovili,
da je za pulziranje odgovorno hitro vrtenje zvezde, so namrec znali tudi
oceniti, kako trdna mora biti snov pulzarja, da zdrzi tako hitro vrtenje.
Pokazalo se je, da so dovolj trdne le zvezde, ki jih je Landau poimenoval
nevtronske zvezde. Vemo, da je obicajna snov sestavljena iz atomov.
Pretezni del mase atoma se nahaja v njegovem jedru. Prostor okrog jedra
je v glavnem prazen, v njem najdemo le nekaj elektronov. Ogromne sile bi
bile potrebne, ée bi hoteli atom stisniti, zrusiti njegove elektronske lupine.
Prav to pa se je dogajalo z atomi pri nastajanju nevtronske zvezde. Snov
se je stiskala, da so se vdale elektronske lupine. Nato so se elektroni
zdruzili s protoni v nevtrone. Nevtronska zvezda je kot ogromno atomsko
jedro, le da v njem v glavnem ni protonov, ampak samo nevtroni.

Pulzar v meglici Rakovici so odkrili leta 1968. Dolgo casa je bil s
periodo vrtenja 33 milisekund (0.033 sekunde) najhitrejsi znani predstav-
nik svoje vrste, danes pa poznamo Ze kar lepo stevilo t.i. milisekundnih
pulzarjev, torej takih, katerih rotacijska perioda je priblizno ena milise-
kunda.

Pa poglejmo Se nekaj stevilskih vrednosti za fizikalne koli¢ine, pove-
zane z nevtronsko zvezdo. Najprej povejmo, da je tipiéna masa nevtronske
zvezde 1.4 mase Sonca, to je 1.4 x 2-10% kg. Tipicen polmer nevtronske
zvezde je 12 kilometrov. Zgoraj smo zapisali, da se pulzar vrti zelo hitro.
Koliksna je obodna hitrost na povrsini pulzarja? Pulzar se vrti okrog
svoje telesne osi. Predstavljajmo si ga kot kroglico, skozi katero prebo-
demo slamico, nato pa kroglico zavrtimo okrog slamice. Ker poznamo
periodo pulziranja T, poznamo tudi vrtilno frekvenco: v = 1/T. Kotna
hitrost w je enaka w = 27r = 27 /T. Obodna hitrost v pri radiju r (odda-
ljenost od osi vrtenja) je enaka v(r) = wr. Na povrini zvezde z radijem
R je torej v(R) = 27 R/T. Ce v zadnjo zvezo vstavimo omenjena R in
T, dobimo vrednost 2300 km/s. Tezko si predstavljamo Mount Everest,
nasajen na primerno ‘slamico’, ki se vrti s tako hitrostjo!

Omenili smo tudi, da so nevtronske zvezde izredno goste. Pa izra-
¢unajmo gostoto njihove snovi. Predstavljamo si, da je zvezda krogla.
(Zaradi hitrega vrtenja je v resnici sploscena krogla — elipsoid, vendar
bomo tudi s kroglo dobili dovolj dobro oceno.) Gostoto snovi dobimo tako,
da maso delimo s prostornino: p = M/V = M/(47wR3/3). Z zgornjimi
podatki dobimo za nevtronsko zvezdo gostoto 3.9-10'7 kg/m?. Spomnimo
se, da je gostota vode 1g/em®. Nevtronska zvezda je torej kar 10M-krat
(stotiso¢ milijard-krat) gostejsa od vode!
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Prihodnjic ...

To, kar smo povedali doslej, je le majhen deléek tistega, kar danes ze
vemo o objektu M1. V eni od prihodnjih stevilk Preseka bomo povedali
e kaj o fizikalnih dogajanjih v meglici in o pulzarju. Ce koga v zvezi z
obravnavano temo kaj posebej zanima, lahko svoja vprasanja ali pripombe
sporo¢i urednistvu Preseka.

Mirjam Galicié

28. FIZIKALNA OLIMPIADA: O, KANADA

Trije poleti te pripeljejo iz Ljubljane v Sudbury v Kanadi. Trije poleti
pomenijo tri najmanj enourne procedure na letaliséih, najmanj tri obroke
hrane na letalih in polet ¢ez luzo, ki smo ga nekateri doziveli prvié. Da
prehod med casovnimi pasovi ne bi bil preveé stresen in da nam ne bi
skisal mozgan, napolnjenih s formulami in postopki za izra¢un napak, je
bil pred letom v Sudbury predviden tridnevni postanek v Torontu. En
dan je bil rezerviran za ogled Niagarskih slapov, ki so dobro uro voznje
oddaljeni od Toronta.

Ob ogledu Toronta — posebej CN stolpa, najvisje zgradbe na svetu,
kjer je del tal v visini 400 metrov narejen iz stekla, in nekega 150 let starega
gradica, ki bi pri nas veljal za podrtijo, tam pa ima ze skoraj anti¢no
vrednost — se ¢udite gromozanskim razseznostim avtomobilov, strogim
hitrostnim omejitvam, razsipnostjo z urbanim prostorom, po koncu ogleda
pa Se nenavadnim straniSéem na vrtinec, z umivalnikom z eno pipo, kjer s
kotnim pospeskom dolocate, ali bo tekla hladna ali topla voda, in ostalimi
izumi novega sveta. Vendar mesto ima svoj ¢ar! Ravno ko smo ga zaceli
spoznavati, je priSel ¢as za odhod v Sudbury.

Tam smo se nastanili v prostorih Laurentian University in Se pred
formalno otvoritvijo smo ugotavljali, od kod prihajajo katere ekipe, z ne-
katerimi (predvsem nasimi juznimi sosedi) pa smo zZe navezali prijateljske
stike. Da smo na tujem, so nasi zelodci spoznali pri prvem “olimpijskem”
obroku: hrana je bila precej dolgoc¢asna, ne poznajo juhe, zahteve po dnev-
nih kalorijah pa so zadovoljene v glavnem pri zajtrku — a saj nismo prisli
na kulinariéni izlet, Otvoritev je potekala kot po maslu, saj so Kanadéani
kot Ameri¢ani znani po dobri organizaciji: prej so pripravili generalko (na
sreco, sicer bi mojster protokola namesto Slovenija rekel Slovena). Kmalu
po tem je stopila v veljavo odredba o lo¢itvi tekmovalcev in spremljeval-
cev, ki so jo pridno izvrsevali — éeprav Se danes mislim, da bi bil prenosni
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racunalnik s PCMCIA navadnim ali celularnim modemom dovolj za tiste s
pokvarjenimi nameni, saj smo imeli tekmovalei prost dostop do interneta.
Napoéil je prvi dan tekmovanja: eksperiment. Pet ur ¢asa, da premerimo
histerezo bimorfa (spoj dveh piezoelektriénih snovi, ki se upogne, ¢e ga
prikljuéimo na napetost), dolo¢imo neznane koeficiente v nekaj enacbah
in za konec izmerimo Se kapaciteto bimorfa. Ocarani od lanskega zelo na-
tan¢nega eksperimenta, ki smo ga spoznali na pripravah, smo bili tokrat
kar malo razoéarani, saj so bile napake celo reda 20 — 50 %.

Sledil je prijeten oddih, a pred oémi nam je stalo opozorilo, da nase
delo e ni kon¢ano. Omeniti moram, da dnevi v Sudburyju nikakor niso bili
dolgoc¢asni: vsaka ekipa je en vecer prezivela pri kanadski druzini — mi pri
Slovencih, ki jih v Kanadi Zivi kar precej. Ogledali smo si Science North,
moderno izvedbo miinchenskega tehniénega muzeja, bili smo v IMAX kinu
(Zakaj ne snemajo vseh filmov v tej tehniki?), rudar nemskega porekla
nam je v angleséini z vzorénim nemskim naglasom razkazal nikljev rudnik,
po katerem je Sudbury znan. Nato so prisli na svoj racun Se modelarji in
posre¢eno izstrelili nekaj raket ter gozdarji — pomislite na gozdne povrsine
Kanade in jasno vam bo, zakaj so nekaksna narodna znaéilnost. Gozdarji
so uprizorili pravo tekmovanje v gozdarskih veséinah, ki jih je vec, kot se
zdi na prvi pogled.

Teoretiéni del tekmovanja je prekinil radozivost nase ekipe. Struk-
turiranost prve naloge se vedno bolj uveljavlja, tokrat je bil poudarek na
razmerjih. Nadalje so nas izmuéili z atomiko (naloga se je vrtela okrog em-
piriéne formule, ki povezuje stevilo in vrsto nukleonov z vezavno energijo
v jedru), za posladek pa so pripravili model letala, kjer je bilo potrebno
upostevati tudi upor zraka. Prve tocke so bile hitro na voljo in s spremlje-
valcema je bilo potrebno pripraviti strategijo za zagovor nasih izdelkov,
razloziti jima Se nekaj nejasnosti. Nekako smo vsi pricakovali, da bosta
éudezno zvisala naSe tocke, a pri fiziki si ¢lovek utemeljitev pa¢ ne more
kar izmisljevati... Sedaj, ko je bil glavni cilj naSega potovanja izpol-
njen, smo poprijeli po palicah za biljard in prepustili odgovornost tistima
pravima fizikoma v nasi skupini.

Konéni rezultat je bil tak, da je nasa ekipa osvojila bronasto medaljo
in tri pohvale, nadaljujo¢ tradicijo slovenskih ekip, ki so zgresile visjo
uvrstitev le za las. Kljub temu je skupni rezultat kar dober. Tako smo se
veseli udelezili konéne slovesnosti podelitve medalj in pohval.

Po ze preizkuseni vaji z letaliskimi in carinskimi postopki smo po
dveh tednih Kanade pristali na Brniku.

Gasper Tkacik
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ZEPNI MODELI POLIEDROV

Kdor je ze kdaj izdelal papirnati model poliedra, bo prav gotovo vedel,
kako krhke so ponavadi te “stvarce” in s kakSno previdnostjo jih zato
jemljemo v roke. Pravim ljubiteljem papirnatih modelov pa bi se najbrz
malodane zameglilo pred o¢mi ob misli, da bi utegnil kdo taksne modele
spraviti kar v zep.

Pa poglejmo, da je tudi v tem primeru vendarle mozno, da ostane
volk sit in koza cela. Oglejmo si torej zepne modele poliedov, ki vsaj v
grobem zadoscajo estetskim in drugim standardom za obi¢ajne papirnate
modele. Za Zepni model poliedra zahtevajmo naslednje:

— 5 prepogibanjem papirja ga je mogoce zloziti tako, da so njegove
ploskve vzporedne druga z drugo (kar pomeni, da ga lahko “neposko-
dovanega” spravimo tudi v zep),

— prepogibi pri zlaganju modela smejo teci kveé¢jemu vzdolz robov po-
liedra (noben pregib torej ne seka nobene stranske ploskve modela).

V nadaljevanju bomo locili med osnovnim in Zepnim modelom po-
sameznega poliedra. Osnovni model poliedra naj bo tisti, ki ga imamo
obi¢ajno v mislih in je narejen iz papirja s pomoéjo poliedrove mreze,
sestavljene iz njegovih stranskih ploskev.

Najprej poskusimo izdelati Zepne modele petih pravilnih poliedrov:
tetraedra, oktaedra, kocke, dodekaedra in ikozaedra. Pri vseh opisih se
bomo sklicevali na rishbe na drugi strani ovitka.

Vzemimo osnovni model tetraedra. Na dva nac¢ina ga lahko razrezemo
v zepni model. Na risbi sta oba predloga. Model (1) zlahka zlozimo v kup
trikotnikov ter spravimo v Zep. Precej bolj presenetljiva resitev problema
je model (2). Ta razpade iz osnovnega modela v sklenjen papirnati trak,
ki ga s prepogibi po robovih zlozimo v kup pravokotnikov (in “spravimo
v zep”).

Seveda je smiselno od slehernega Zepnega modela pri¢akovati, da bo
bolj ali manj funkcionalen tudi kot model v obi¢ajnem smislu (kot osnovni
model). V tem pogledu se izkaze, da je model (2) neprimerno stabilnejsi
od modela (1). Nasploh je pojem stabilnosti zepnega modela eden glavnih
kriterijev za to, da model sprejmemo ali zavrzemo kot dober Zepni model.

Ocitno k veéji stabilnosti modela (2) v primerjavi z modelom (1)
prispevajo ohranjeni robovi osnovnega modela. To lastnost si velja zapo-
mniti, saj se pri konstruiranju zepnih modelov ohranjanje robov osnovnega
modela izkaze kot izredno pomembno, kar zadeva prav stabilnost.

Do zepnega modela oktaedra pridemo preprosto, saj sta na osnovnem
modelu zanj potrebna le dva reza (3). Oba teéeta vzdolz para sosednjih
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robov. Tak Zepni model je zaradi majhnega Stevila rezov na osnovnem
modelu seveda tudi zelo stabilen. V zep ga spravimo kot kupéek trikotni-
kov, zlozenih drug vrh drugega.

Pri zepnem modelu kocke pa je potrebno nekoliko ve¢ previdnosti.
Problem je namre¢ v tem, da je njen izredno preprosti model (4) vse
preveé nestabilen. Do stabilnejsega modela (5) pridemo z rezi ¢ez ploskve
osnovnega modela, podobno kakor pri tetraedru. Osnovni model s tem
razpade v sklenjen “nalomljeni” trak in s pregibi po robovih ga zlahka
zlozimo v kup kvadratov in trikotnikov. Ocitno je, od kod boljsa stabilnost
tega modela: v primerjavi z modelom (4) je (5) nastal z enakim stevilom
rezov osnovnega modela, obenem pa ima ohranjenih tudi veé robov.

Do konstrukeije zepnega modela (5) lahko pridemo na razliéne nacine.
Zamislimo si, denimo, kocki vértan tetraeder, ki ima oglis¢a v oglis¢ih
kocke. Ce je model takSnega tetraedra prozen, tako da ga lahko “napih-
nemo” do te mere, da se njegove ploskve pritisnejo ob ploskve kocke, se
bodo razrezi modela (2) ujeli z razrezi modela (5).

Preostaneta se konstrukceiji zepnih modelov dodekaedra in ikozaedra,
ki pa povzrocata nekoliko vec preglavic. Kako, denimo, razrezati osnovni
model dodekaedra, da bo razpadel v Zepni model? Ker se v vsakem ogliséu
dodekaedra srecajo po trije robovi, mora skozi vsako oglisée osnovnega
modela teci vsaj en rez. Kajti treh ploskev, ki imajo skupno oglisée, pri
tem pa ¢ez nobenega od robov, ki se v njem stikajo, ne tece rez, ni mogoce
zloziti v kup vzporednih ploskev.

To je lepo vidno pri vseh omenjenih zepnih modelih tetraedra in
kocke, pri katerih se v vsakem ogliséu stikajo po trije robovi. Vsak od teh
zepnih modelov ima v vsakem ogliséu vsaj en rez. Povsem drugace pa je
pri oktaedru, kjer se v vsakem ogliséu stikajo po Stirje robovi in kjer za
zepni model oéitno ni treba z rezom v vsako oglisce.

Ker ima dodekaeder 20 oglis¢, je potrebnih za njegov Zepni model
najmanj 10 rezov med posameznimi pari oglisé. Premislek tudi pokaze,
da je smiselno ubirati zgolj reze po robovih. Sam sem nasel kar neka]
razliénih zepnih modelov dodekaedra, zal pa jih je bila velika ve¢ina moéno
nestabilnih in jih je bilo praktiéno nemogoéce obdrzati v obliki osnovnega
modela. Model (6) se med vsemi, kar sem jih izdelal, odlikuje z najvecjo
stabilnostjo. Naj dodamo, da je potrebno kar precej spretnosti, da ga
zlozimo v kupcek petkotnikov.

Ob tem se kar samo od sebe zastavlja vpraSanje, ali je model (6) ze
najboljsi med zepnimi modeli dodekaedra. Ali ne obstaja morda model z
manj kakor 15 rezi na osnovnem modelu in z vecjo stabilnostjo? Morda
bo problem zamikal koga od bralcev — in utegne se zgoditi, da dobimo
novega dodekaedrskega rekorderja.
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Za domaco zabavo naj ostane tudi izdelava zepnega modela ikozaedra.

Seveda pa ni nujno, da se pri izdelavi zepnih modelov omejimo le na
peterico pravilnih teles. Poskusite raziskati, kako je z zepnimi modeli se
drugih poliedrov. Za pogum na koncu dodajamo lepo uspeli Zepni model
rombiénega dodekaedra. Ta je v primerjavi z obravnavanimi telesi manj
znan, zato naj vam bo pri morebitni izdelavi zepnega modela v pomo¢ tudi
njegova mreza. Sestavljena je iz dvanajstih skladnih rombov, v katerih
meri manjsi od notranjih kotov 70° 32'.

Vilko Domajnko

SESTKOTNISKE TROMINE

Iz treh enakostraniénih Sestkotnikov enakih velikosti lahko sestavimo
“Sestkotniske tromine” treh vrst:

B

tip a tip b tip ¢

Ali se da sestaviti naslednji sestkotniski vzorec:

a) iz tromin tipov a in b;
b) iz tromin tipa c?
Jurij Kovié

PRODUKT IN VSOTI

Naj bo stevilo 1998 zapisano kot produkt (ne nujno razliénih) od 1 vegjih
naravnih stevil,

1998:1’11 S T
Koliksna je lahko najmanjsa in najveéja vrednost vsote ny + ...+ ng?
Martin Juvan
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38. MEDNARODNA MATEMATICNA
OLIMPIADA

Kot obi¢ajno, je bila tudi letosnja matematiéna olimpiada julija, kar je v
Argentini ravno sredi zimskih pocitnic. Da bi tekmovalei Matjaz Konva-
linka, Matija Mazi in Tadej Starc¢ic z Gimnazije Bezigrad, Martin Milani¢
z Gimnazije Koper, Matjaz Titan z Gimnazije Murska Sobota, Andrej Vo-
dopivec s I. gimnazije v Celju ter vodja ekipe Matjaz Zeljko s Fakultete za
matematiko in fiziko skok v zimo sredi poletja kar najbolje prestali, smo
se pred odhodom v Mar del Plato za nekaj dni ustavili v Buenos Airesu.
V tem c¢asu je Darjo Felda s Fakultete za elektrotehniko skupaj z ostalimi
¢lani mednarodne tekmovalne komisije pripravil Sest nalog, s katerimi so
si tekmovalei popestrili dopoldneva 24. in 25. julija. Med nalogami sta
bili tudi naslednji dve:

1. V polja matrike razseznosti n x n postavimo elemente iz mnozice S =
= {1,2,...,2n — 1}. Tako matriko imenujemo srebrna,! ée za vsak
i=1,...,n unija i-te vrstice in i-tega stolpca vsebuje vse elemente
iz mnozice S. Pokazi:

a) Za n = 1997 srebrna matrika ne obstaja.

b) Srebrue matrike obstajajo za neskonéno mnogo vrednosti 7.
2. Poiséi vse pare (a,b) naravnih Stevil a in b, ki zadoséajo enacbi

2
¥ = b

Ekipa Slovenije je tokrat dosegla najvecji uspeh, od kar nastopamo samo-
stojno. Matjaz Konvalinka in Matjaz Titan sta osvojila bronasti medalji,
Martin Milani¢ in Tadej Starcié pa sta prejela pohvali.

Zahvala za uspehe nasih olimpijcev in tekmovalcev na drugih tek-
movanjih gre predvsem uéiteljem-mentorjem, ki mladim nadobudnezem
pomagajo pri spoznavanju matematike. Nastop na olimpiadi so omogoc¢ili
Ministrstvo za Solstvo in Sport, Ministrstvo za znanost in tehnologijo ter
sponzorji Mura iz Murske Sobote, Hermes Softlab iz Ljubljane in Modna
kravata Gjergjek iz Murske Sobote.

Matjaz Zeljko

1 V gpaniéini pomeni Plata srebro.
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Astronomija

ZAJEC

Preteklo zimo je bilo nekaj zelo le-
pih jasnih noci. Zvezdno nebo je kar
zarelo in vabilo k opazovanju. Se-
veda se mu nisem odrekel. Posebno
pozornost pa mi je tokrat vzbudilo
ozvezdje Zajec, ki se je videlo iz-
redno ¢isto. Ceprav gre za manj
znano ozvezdje, ga hitro najdete in

zares lahko obéudujete.

Ozvezdje Zajec je zelo staro
ozvezdje. Opisal ga je ze starogrski
astronom Ptolemej v svojem zname-
nitem zvezdnem katalogu iz 2. sto-
letja. Arabci so Zajeu rekli Orjakov
(torej Orionov) prestol. V resnici si
lahko predstavljamo 5tiri zvezde kot
nekaksen prestol ali stol, na katerem
pa velikan ne more sedeti prevec
udobno.

Ni tezko razumeti, da je ime
Zajec povezano z loveem Orionom.
Povsem naravno se zdi, da se je ta
zival zatekla k Orionovim nogam.
Morda je ugotovila, da je Orion tako
zelo zaposlen s preganjanjem nebes-
nega Bika, da je ob njem ¢isto brez
skrbi, dokler bo miren in tiho. Mor-
da pa zeli ostati ob loveu skrit, ne-
opazen, predvsem pa varen pred hi-
trima in nevarnima lovskima psoma
(Sirijem — Velikim psom in Prokijo-
nom — Malim psom). Tako bi vedno
imel moznost. da skoéi stran, é¢im bi
sla psa enkrat mimo.

L * i
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Slika 1. Ozvezdje Zajec pod Orionom, pri
nas zvecer vidno od decembra do aprila.
Sliko smo vzeli iz nase astronomske revije
Spika.
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Slika. 2. Zajec (Lepus) ob Orionovih no-
gah, prikazan v stari karti zvezdnega ne-
ba. Iz slike zgodbo kar beremo.
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Naj bo tako ali drugaée, predlagam, da jasne noci poiscete ozvezdje
Orion, pod njim pa ozvezdje Zajec. Nato natanéno opazujte Zajca in
poskusite ugotoviti:

e priblizno ob kateri uri je na jugu 15. 1., 1. 2., 15. 2., itd. (sestavite
preglednico);

e priblizno kdaj vzhaja in priblizno kdaj zahaja v teh dneh (pregle-
dnica);

e ozvezdje poskusite narisati po opazovanju.

Ce boste vse to naredili, boste nugotovili spremembo videza zvez-
dnega neba. Vzrok temu je navidezno letno gibanje Sonca od zahoda
proti vzhodu, to pa je posledica krozenja Zemlje okrog Sonca.

Marijan Prosén

28. MEDNARODNA FIZIKALNA OLIMPIADA

Olimpiada je potekala med 13. in 21. julijem v mestu Sudbury v Kanadi.
Tekmovalo je 265 tekmovalcev iz 62 drzav, pri cemer je bilo 6 drzav opa-
zovalk. Nasi tekmovalci so osvojili eno bronasto medaljo in tri pohvale.

Slovensko ekipo (pet tekmovalcev in dva spremljevalca) so sestavljali:
Milog Jeftié, Igor Verstoviek, Matej Marin¢ in Gasper Tkacik, vsi z Gi-
mnazije Bezigrad Ljubljana, ter Matej Horvat z II. gimnazije Maribor.
Spremljevalca in élana mednarodne komisije sva bila Jure Bajc, FMF —
Oddelek za fiziko, in Ciril Dominko, DMFA Slovenije.

Za razliko od prejsnjih let so se tekmovalei na tej olimpiadi najprej
spopadli z eksperimentalno nalogo (po dolgem éasu je bila samo ena, nava-
dno sta dve) in po dnevu pocitka se s tremi teoreticnimi nalogami. Letos
so imeli po vetletnem premoru spet najvec uspeha ruski tekmovalei; stirje
v petélanski ekipi so dobili zlato medaljo. Zmagovalec olimpiade pa je bil
¢lan iranske ekipe. Za zlato medaljo je bilo potrebno letos doseéi 41 tock
od 50 moznih, za srebrno 36 tock, za bronasto 30 tock in za pohvalo 23
tock.

Med naSimi tekmovalei je Gasper Tkacik zbral 35,75 tocke in osvo-
jil bronasto medaljo, Igor Verstovsek z 29 tockami, Matej Horvat s 27,5
tockami in Matej Marin¢ s 23,75 tockami pa so prejeli pohvale.

Naslednja, 29. mednarodna fizikalna olimpiada, bo med 2. in 10. ju-
lijem 1998 v Reykjaviku, glavnem mestu Islandije.

Ciril Dominko
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PRASTEVILSKI DVOJCKI IN PROCESOR
PENTIUM

Oktobra leta 1994 je Thomas Nicely, profesor matematike na Lynchburg
Collegu v ameriski zvezni drzavi Virginia, na internetu objavil vest, da
ima procesor Pentium tezave pri deljenju nekaterih stevil. Njegov racu-
nalnik je namre¢ izracunal obratni vrednosti Stevil 824633 702441 in
824 633 702 443 le na 9 decimalnih mest natanéno, éeprav je procesorjev
proizvajalec Intel jam¢il za natancénost 19 decimalnih mest. Za Intelove
strokovnjake je novica pomenila katastrofo, saj njihov procesor ni obvla-
dal racunske operacije, ki se je vsi nauc¢imo ze v osnovni Soli. Nedvomno
je zanimivo poznati priblizno ozadje te zgodbe.

Procesor Pentium, ki je bil predstavljen leta 1993, je obéutno poveéal
hitrost in zmogljivost osebnih ra¢unalnikov. Do jeseni 1994 je Intel prodal
skoraj milijon primerkov, ki so jih IBM, Packard Bell in drugi vgradili v
svoje osebne racunalnike. Intel je zato upraviceno pricakoval velik pro-
dajni uspeh. Potem pa ga je pretresla novica, da Pentium ni zanesljiv pri
deljenju stevil.

Pravzaprav noben rac¢unalnik realnih stevil ne deli natanéno. (Dru-
gace je pri celostevilskem deljenju, pri katerem sta celostevilski kvocient
in ostanek izra¢unana natancéno.) Pri deljenju realnih stevil — ta so v
racunalniku predstavljena v zapisu s premicno piko - pogosto pride do
majhne napake. To se sicer dogaja tudi pri sestevanju, odstevanju in
mnozenju. Razlog za to napako je v tem, da racunalnik ne racéuna z
natanénimi Stevili, temve¢ z njihovimi priblizki, ki imajo natanénih le
doloc¢eno &tevilo mest. Stevilo 1/9 = 0.111111... na primer ni shranjeno
kot neskonéni, temveé le kot konéni niz enic. (V resnici je zapis stevil v
racunalniku Se nekoliko bolj zapleten, saj so &tevila zapisana v dvojiskem
in ne v desetiskem sistemu.) Prav tako je rezultat vsake racunske ope-
racije zaokroZzen na vnaprej doloceno stevilo mest. Vendar so te zao-
krozitvene napake predvidljive. Znani so postopki, kako jih pri posame-
znih obseznejsih raéunih obvladamo. Kljub temu je rezultat raéunanja
nezanesljiv, ¢e je racunalnik pri tem izvedel ogromno stevilo raéunskih
operacij. Ce na primer sestejemo 10'° stevil na ra¢unalniku, ki upora-
blja desetisko aritmetiko, potem je natanénost te vsote vprasljiva, saj
se zaokrozitvene napake lahko sestevajo. Bralcu, ki bi se rad seznanil z
osnovnimi problemi numeri¢nega ra¢unanja, priporocamo knjigo Z. Bohte:
Uvod v numeriéno racunanje, Knjiznica Sigma, DMFA Slovenije 1995.

Vendar so bile tezave pri procesorju Pentium bistveno hujse. Neka-
tera stevila (ki imajo v dvojiski predstavitvi, ki jo uporablja procesor,
dologeno obliko) je delil napaéno. Oglejmo si tedaj najbolj znani primer
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napacnega deljenja. Na 6 decimalnih mest natanéna vrednost kvocienta
4195835/3 145 727 je 1.33382, medtem ko je Pentium izracunal 1.33374,
kar pomeni 0.006% relativno napako. Ta primer lahko predstavimo se bolj
impresivno. Ce definiramo

r:=4195835, y:=3145727(=3-22-1) in z:=2z—(z/y) v,

je Pentium namesto z = 0 (oziroma Stevila zelo blizu 0) dobil z = 256
(= 2%). Vendar je bilo zelo malo verjetno, da bi kdo Zelel izracunati kvo-
cient, ki bi ga Pentium izracunal napa¢no. Zato ni ¢udno, da Intelovi
strokovnjaki pri testiranjih izdelka, preden so ga poslali na trg, te na-
pake niso odkrili. Zanimivo pa je, da so poleti 1994 ze vedeli za napako,
vendar o tem niso obvestili lastnikov racunalnikov. Ocenili so, da pov-
preénemu uporabniku preglednic (npr. Excel ali Quattro Pro) procesor
izracuna napacen rezultat enkrat v 27 000 letih. Poleg tega je tudi malo
verjetno, da bi kdo podvomil v rezultat. Kako pa je potem profesor Nicely
odkril napako na procesorju?

Odgovor na to vprasanje je povezan s prastevilskimi dvojcki. Par
stevil (p,p + 2) imenujemo prastevilski dvojcek, ¢e sta p in p + 2
prastevili. Prvih 5 prastevilskih dvojékov je tako

(3,5), (5,7), (11,13), (17,19), (29,31).

Dogovorimo se e za oznaki. Stevilo vseh prastevil, ki ne presegajo real-
nega stevila z > 2, oznaéimo s w(z), stevilo vseh prastevilskih dvojckov,
od katerih manjse pragtevilo ne presega realnega stevila x > 2, pa zazna-
mujemo s me(x). Tako je w(10) = 4, saj so 2, 3, 5 in 7 edina prastevila,
ki ne presegajo 10. Iz zgornjega seznama prastevilskih dvojékov pa raz-
beremo, da je m2(6) = m3(10) = 2. Naslednja tabela prikazuje vrednosti
funkeij 7 in 7 za nekatere z, ki so potence stevila 10:

z m(x) ma(x)
10° 25 8
10° 168 35
10? 1229 205
i3 9592 1224
10° 78 498 8169
107 664 579 58 980
10% 5 761 455 440 312
10? 50 847 534 3424 506

10'° 455052511 | 27412679
10" | 4118054813 | 224 376 048
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Na tem mestu omenimo znameniti prastevilski izrek. ki pravi, da je w(x)
priblizno enako kvocientu z/Inz (glej npr. élanek G. Pavli¢: Porazdeli-
tev prastevil v mnozici IN, Presek 24 (1996/97), stev. 3, str. 140-143).
Prastevilski izrek je posledica naslednjih zanimivih neenakosti, odkritih
leta 1962. Za vse x > 2 velja zgornja ocena

fr i 3
wn) < Inz (l s 'Zlnm) !

za x > 59 pa velja spodnja ocena

@2 (142
mwixr — g
Inz 2Inx

Ker ze od Evklida naprej vemo, da je prastevil neskonéno mnogo, se
pojavi vprasanje, ali je tudi prastevilskih dvojckov neskonéno. Odgovor
na to vprasanje e vedno ni znan, éeprav obstaja domneva, da je pritrdilen.
Leta 1919 je norveski matematik Viggo Brun dokazal, da je

za velika Stevila z. (Ta zgornja meja je bila pred leti znizana na
6z/(Inz)?.) Toda nihée Se ni naSel (podobne) spodnje ocene za my(z),
iz katere bi sledilo, da je prastevilskih dvojékov neskonéno mnogo. Leta
1922 sta Hardy in Littlewood postavila domnevo, da je () priblizno
proporcionalno kvocientu z/(Inz)?. Veéina matematikov je prepri¢ana,
da je resniéna. Zato kar nekaj rezultatov iz teorije stevil predpostavlja
veljavnost Hardy-Littlewoodove domneve.

Zgornji izrek pa ni edini rezultat o prastevilskih dvojekih, ki ga je
dokazal Viggo Brun. Izracunajmo obratne vrednosti vseh prastevilskih
dvojckov in jih sestejmo, torej sestavimo vrsto

1, 1), 1+1 0 1+1 el Lo 2N (2 TN .
3 5 5 7 1 13 17 19 29 31 '

To vrsto imenujemo Brunova vrsta. Ce je prastevilskih dvojékov konéno
mnogo, potem je Brunova vrsta obic¢ajna vsota s konéno mnogo ¢leni. De-
nimo sedaj, da je prastevilskih dvojckov neskonéno mnogo. Ali tedaj ob-
staja vsota Brunove vrste oziroma ali vrsta konvergira? O konvergentnih
(neskonénih) vrstah je Presek ze pisal (glej npr. élanek A. Cedilnik: Geo-
metrijska in harmoniéna vrsta, Presek 23 (1995/96), stev. 1, str. 40-45).
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Viggo Brun je pokazal, da je njegova vrsta konvergentna. Ce s (py, pn+2)
ozna¢imo n-ti prastevilski dvojéek in uvedemo delne vsote

B, = 1+1+1+1+i+i+ +l+ d
ol -l - BT 11 ' 13 Pn Pnt+2)’

potem to pomeni, da obstaja realno stevilo B, od katerega se stevila B, z
dovolj velikimi indeksi n razlikujejo tako malo, kot le hocemo. Zanimivo
je, da to ne velja, ¢e v zgornji vrsti vzamemo vsa prastevila in se torej ne
omejimo le na prastevilske dvojcke. Vrsta

1+1+1+l+1+1+
F & 7 11" 13 17

1

5 %
namre¢ ne konvergira, saj njene delne vsote scasoma postanejo poljubno
velike. (Radovedni bralec lahko najde dokaz tega dejstva npr. v knjigi
H. Rademacher: Lectures on Elementary Number Theory, Blaisdell 1964
ali v knjigi G. H. Hardy, E. M. Wright: An Introduction to the Theory of
Numbers, Oxford University Press, 1979 (izrek 19 stran 17).

Oceniti vsoto Brunove vrste je vse prej kot enostavno. Tudi ¢e po-
znamo vse prastevilske dvojéke do milijarde in iz njih izracunamo delno
vsoto Brunove vrste (to je stevilo B, (109y), ni lahko povedati, kako blizu
stevila B s tem pridemo. Videti je, da je brez predpostavke o resni¢nosti
Hardy-Littlewoodove domneve tezko odgovoriti na to vprasanje. Zato
privzemimo, da je ta domneva resnicna. Pri tem privzetku so matema-
tiki izpeljali naslednjo trditev, ki jo le grobo opisimo. Ker pri n-ti delni
vsoti B,, upostevamo samo prvih n prastevilskih dvojékov (zadnjega kot
prej oznaéimo s (pn,pn + 2)), ji pristejemo élen, proporcionalen stevilu
(Inp,)~!. Tako dobimo priblizek stevila B, katerega napaka je proporci-
onalna §tevilu (/p, Inp,)~!. S pomoéjo te trditve sta leta 1974 Daniel
Shanks in John Wrench, potem ko sta doloéila vse prastevilske dvojcke
izmed prvih dveh milijonov prastevil, za vsoto Brunove vrste dobila pri-
blizek 1.90218. Za napako priblizka sta v svojem c¢lanku zapisala, da
je kveéjemu 2 - 107°. Seveda pri pogoju, da velja Hardy-Littlewoodova
domneva. Podobno je leta 1976 Richard Brent dolocil vse prastevilske
dvojéke do 10 in za vsoto Brunove vrste dobil priblizek 1.9021605.

Leta 1993 se je problema ponovno lotil v zacetku prispevka omenjeni
Thomas Nicely. Odloéil se je, da samo z uporabo osebnih ra¢unalnikov (to-
rej brez superracunalnikov, ki so dostopni le nekaterim) doloéci Se nadalj-
njih nekaj decimalk stevila B. Da bi se izognil vsem moznim
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pastem, je Brunovo vsoto racunal na dva nac¢ina in hkrati uporabljal veé
osebnih racunalnikov. Na zacetku je uporabljal 5 osebnih rac¢unalnikov,
ki so imeli Intelov procesor 486. Marca 1994 je v racunanje vkljucil se
racunalnik s procesorjem Pentium, s katerim je racunanje potekalo precej
hitreje. Kljub temu delo ni bilo opravljeno ¢ez noc. Tudi ko je ze vedel,
da je z rezultati, ki jih je izracunal Pentium, nekaj narobe, je potreboval
Se nekaj casa, da je izoliral napako. Zaradi neznanega vzroka je nje-
gov Pentium napacno izracunal obratni vrednosti prastevilskih dvojckov
824633 702 441 in 824633 702443. Takoj je o svojem odkritju obvestil
Intelove strokovnjake. Ker ni dobil odgovora, je novico objavil na in-
ternetu, kjer je hitro pritegnila zanimanje drugih uporabnikov Intelovih
procesorjev ter koncéno tudi medijev.

Ko je bila sirSa javnost obveS¢éena o napaki, jo je priznal tudi Infel,
vendar je vztrajal, da se skoraj nih¢e od imetnikov procesorja Pentium
ne bo nikdar “srecal” s to napako. Zato je Intel sprva ponudil zame-
njavo procesorjev le tistim, ki so lahko dokazali, da potrebujejo veliko
natanénost pri zapletenih raéunanjih (npr. numeriéni matematiki). Temu
je sledilo hudo ogoréenje javnosti, zato so bili pri Intelu na koncu prisiljeni
zamenjati procesor vsakemu, ki je za to prosil. Kljub temu da je bil Intel
zaradi tega spodrsljaja udelezen v mnogih salah, je bila nadaljnja prodaja
procesorjev Pentium zelo uspesna. Sredi leta 1995 je prodaja presegla 10
milijonov, s éimer je Intel brez tezav pokril stroske, ki so nastali zaradi
napake.

To ni bila niti prva niti zadnja napaka pri (osebnih) racunalnikih.
Vsekakor pa je bila ena od najbolj osupljivih. Ker je pri racunalnikih (se
posebej pa pri programski opremi) kar nekaj stvari, ki lahko gredo na-
robe, uporabniki namreé¢ pricakujemo zanesljivost vsaj pri strojni opremi,
ki opravlja osnovne racunske operacije. Na sreco ta napaka v procesorju
Pentium ni imela hujsih posledic. Upamo lahko, da je se dodatno opo-
zorila izdelovalce razliénih naprav, ki so delno ali v celoti odvisne od
racunalnikov, na moznost napak s hujsimi posledicami.

Navkljub tezavam je Thomas Nicely dolocil vse prastevilske dvojcke
do 10™, s pomoéjo katerih je dobil priblizek

B ~ 1.9021605778 .

Ta priblizek je seveda lahko napacen, ¢e Hardy-Littlewoodova domneva
ni resnicna.

Roman Drnoviek
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STEVILSKA KRIZANKA

Vodoravno:

1.

Razlika med devetim in petim
prastevilom.

3. Drugo trikotnisko stevilo.

4. Prastevilo.

6. Velikost kota (v stopinjah) v
pravilnem petkotniku.

8. 688, zaokrozeno na desetice.

9. Sesto trikotnisko stevilo.

10. Obseg pravokotnika s stranica-
ma 15% in 9.

11. Osnova &tevilskega sistema, v
katerem velja 35 — 16 = 16.

12. Stevilo tetraedrovih oglisé.

13. Koliko kotnih stopinj opise urni
kazalec v 30 minutah?

15. Stevilo  elementov  mnozice
ANB,ceje A=1{1,2,3,...,40}
in B = {veckratniki &tevila 3,
ki so manjsi od 60}.

17. Dvanajst ducatov.

18. Veckratnik stevila 11.

20. Koliko petin je v Stirih enotah?

21. Tretje prastevilo.

22. Prastevilo.

Navpiéno:

1. Koliko je prastevil med 1 in 357

2. 20(,0), zapisano v trojiskem sis-
temu.

3. Stevilo simetrijskih osi enakostra-
niénega trikotnika.

4. Petstoto pozitivno liho stevilo.

5. Produkt treh razliénih enomest-
nih prastevil.

7. Deveti popolni kvadrat.

& 2°,

11. Najmanjse moZno stevilo stranic

pravilnega veckotnika, ki ima
stranico krajso od polmera oérta-
ne kroznice.

12.

14.

15.
16.

E o}
19,
21,

Stevilo tetraedrovih mejnih plo-
skev.

. Koliko meri peti kot petkotnika,

v katerem meri vsak od preostalih
Stirih 100°,

Zapisi stevilo 64,0y v Stevilskem
sistermu z osnovo 12,

Stevilo robov oktaedra.

Potenca stevila pod 11. vodorav-
no.

Ducat.

Ni prastevilo.

Lepa solska ocena.

Marija Vencelj
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VSOTA GEOMETRIJSKE VRSTE —
PO GEOMETRIJSKO

Vzemimo pozitivno stevilo ¢, manjse od 1, kar lahko zapiSemo s simboli
takole: 0 < ¢ < 1. Njegov kvadrat, torej g2, je tudi tako stevilo, toda ta
hip je pomembneje, da je ¢*> < ¢q. Po mnozenju obeh strani neenakosti
g < 1 s pozitivnim ¢ dobimo namreé neenakost ¢> < g < 1. Postopek
nadaljujemo in najdemo zaporedje potenc:

0<.. <cgPr zg®<c...cf @ <gel.

Zaporedje 1,q,q¢%,¢%, ... je geometrijsko, saj je v zaporedju koliénik po-
ljubnega ¢lena z njegovim predhodnikom enak g, torej stalen. Prvi ¢len
tega zaporedja je 1. Clene zaporedja upodobimo na stevilski premici, kot
prikazujeta sliki. Cim manjsi je ¢, tem hitreje se potence ¢" priblizujejo
nicli:

*F—q¢ q-¢° 1=%

0... ¢d& ¢ ¢ q q 1

'~ A=f 1—q

qd =

b=

0 -5 g q q 1

Ocitno ¢leni zaporedja delijo interval [0, 1] na vedno krajse podinter-
vale, ¢e gledamo z desne proti levi strani tega intervala. Prvi podinterval
ima dolzino 1 — g, drugi g — ¢*> = q(1 — q), tretji ¢* — ¢ = ¢*(1 — ¢) in
tako naprej. Njihove dolzine sestavljajo zaporedje

1-q,9(1-q),¢*(1 - q),...
ki je tudi geometrijsko zaporedje s koliénikom g. Prvi ¢len je 1 —q. Velja:
0<...<q"(1-¢g)<...<¢(1—-q) <q(l—-¢q)<1—q.

Prvi podinterval z desne ima dolzino 1 — g, kar je manj od dolzine inter-
vala [0,1], ki je dolg 1. Prva dva podintervala skupaj merita (1 —¢q) +
+q(1—¢q) =1— g2 Prvi trije imajo skupno dolzino (1 —¢) + ¢(1 — q) +
+¢(1—q)=1—q+q—¢*+¢*—¢* = 1—¢3, po n korakih ugotovimo, da
meri skupna dolzina prvih n podintervalov 1 — ¢". Ce sestejemo po vrsti
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dolzine dovolj velikega Stevila zaporednih podintervalov, se stevilu 1 pri-
blizamo, kot le zelimo, saj potenca ¢" za dovolj velik n postane poljubno
majhna. To zapiSemo v obliki vsote, ki ima neskonéno mnogo ¢lenov:

(1-g)+q¢(l—q)+P(1—q)+...=1.

Tri pike (...) pomenijo, da se sestevanje ¢lenov nadaljuje v nedogled.
Vsota vseh dolzin delnih intervalov, na katere cleni zaporedja g, e
delijo interval [0,1], je seveda 1. Ce v zgornji vsoti izpostavimo vsem
¢lenom skupni faktor 1 — g, dobimo

l-g(l+g+@+¢+..)=1,
od koder dobimo vsoto geometrijske vrste:

1
1+¢+@C+g¢+...= —. (A)
1-g¢
Geometrijska vrsta ji pravimo zato, ker sestavljajo njeni ¢leni geometrijsko
zaporedje. Formula (A) je oéitno pravilna tudi za g = 0.
Primer:

1 1 1

=t+=t..=—==2.
22 ' 23 1~

1=k . +
2

Kaj pa, ce je g negativen, toda po absolutni vrednosti manjsi od 17
Tedaj pisemo g = —r, kjer je 0 < r < 1. Geometrijsko vrsto preoblikujemo
takole:

149+ @ +@+¢*+...=1—-r+7 P +rt4 ... =

=1-r+r1-r)+r*1-7)+...
Izpostavimo faktor 1 — r in dobimo:
14+ +@+¢*+...=(1=r)Q+r2+74+..).

Vrsta 1 +r? + 1% + ... je geometrijska s koliénikom r? < 1, njeno vsoto
lahko izraéunamo s formulo (A):
1 1

1422 +rtt...= = )
R e S S S =

Tako smo nasli vsoto vrste:

1 1 1

1—r)1+7) ~14% 1=%

1+Q+Q2+q3+q4+‘..:(l—r)(
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Formula (A) torej velja za vsako realno stevilo q, |g| < 1.
Primer:
1 1 1 1

QG B CORRG S S =
2_|—22 23+ T~

Za |g| = 1 geometrijska vrsta nima vsote. Res:

Zag=1imamo 1+1+41+... Ko sestejemo prva dva ¢lena, dobimo
vsoto 2, vsota prvih treh ¢lenov je 3 in tako naprej. Ce nadaljujemo,
ocitno dobljena vsota séasoma preseze Se tako veliko pozitivno stevilo.

Zanimiv je primer g = —1, ko imamo opravka z vrsto 1 — 141 -1+
+ ... Tedaj je vsota prvih dveh ¢lenov 0, vsota prvih treh 1, prvih stirih
spet 0 in tako naprej. Tédko zaporedje nicel in enic se seveda ne priblizuje
nobenemu stevilu, ¢etudi sestejemo se tako veliko stevilo ¢lenov.

Kaj pa, ¢e zdruzujemo po dva in dva élena? Tedaj dobimo novo vrsto
1-1)+(1-1)4+(1-1)+...=0+4+0+0+... =0. Kaj je pravilno?
Izkaze se, da smemo ¢lene vrste veasih zdruzevati, véasih pa ne. Slednji
primer je tak, ko tega ne smemo.

V izpeljavi smo zdruzevali élene: 1 —r 492 —pdfptgp... =
=(1—r)+r*(1l—r)+r*1—7r)+... Vtem primeru smo to storili upra-
viceno.

V primeru |g| > 1 potence ¢" postanejo z rastoéim eksponentom n po
absolutni vrednosti vedno vecje, torej geometrijska vrsta tudi tedaj nima
vsote.

Marko Razpet
POENOSTAVI — Resitev s str. 110

1 1 1 o 1
(1—I)(l—g)(l—5)@‘;)---@‘@): =0
in
1 1 1 1 1
(1—5)(1—5)(1—Z)(l—g)m(l—@}:
123 97T 98 1
T 234777798 99 99

Marija Vencelj

PREMISLI IN ODGOVORI — Resitev s str. 101

49 rib.
Marija Vencelj
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KAKO UGANEMO ODSTRANJENO STEVKO?

Miha ze dva dni zamisljen postopa nackoli. Le kako lahko Ana vedno
ugane, katero stevko je preértal? Zagotovo ve, kako priti do pravilnega
odgovoral

Predvcerajsnjim ga je Ana povabila k igri. Dala mu je takale navodila:
1. Skrivaj zapisi na papir poljubno veé¢mestno Stevilo.

Zapisi Se Stevilo, ki ima natanko take Stevke kot prvo (tudi vsako

enakomnogokrat), le v drugaénem, a poljubnem vrstnem redu.
3. Manjse od zapisanih Stevil odste] od vecjega in pomnozi dobljeno

razliko s poljubnim veémestnim stevilom.
4. 'V dobljenem produktu precrtaj poljubno, od 0 razli¢no stevko.
Prosila ga je, naj vec¢mestno stevilo, ki je nastalo po odstranitvi preértane
Stevke, zapise na posebni listek in ji ga pokaze.

Ob pogledu na listek mu je takoj (no, skoraj takoj) povedala, katero
stevko je precrtal.

Igro sta veckrat ponovila in Ana je vedno navedla pravilno stevko.
Le enkrat ji to ni uspelo, a tedaj je Mihu dokazala, da se je on zmotil pri
odstevanju.

Pomagajte Mihu razkriti Anino strategijo!

Marija Vencelj
RAZTRGANI LEPAK

Picko in Packo sta se — bogsigavedi, zakaj — uni¢evalno lotila velikega
reklamnega lepaka znanega pevca. Picko je vsak kos, ki ga je vzel v roke,
raztrgal na tri dele, Packo vsakega na pet delov. Kasneje jima je bilo
posterja zal in sta ga zelela zlepiti nazaj. Pobrala sta raztresene kosce in
ugotovila, da jih je 1998.
Ali sta nasla vse kose raztrganega lepaka?
Dragoljub M. Milosevié, prir. Marija Vencelj

IGRA — Resitev s str. 75

Peter vpise eno od stevk 6, 7 ali 8. Nato vpise Petra svojo stevko, Peter pa
stevko, ki da s Petrino stevko vsoto 15 (npr. 896). Tako ravna Peter tudi
pri vpisovanju pete in sedme Stevke. Na ta nacin bo vsota stevk od druge
do sedme enaka 45, torej deljiva z 9. Da bi bilo zakljuéno osemmestno
stevilo deljivo z 9, bi morala biti vsota prve in osme Stevke deljiva z 9,
¢esar se pri danih pogojih ne da doseci. Tako Petra izgubi igro.
Dragoljub M. Milosevié, prevod Barbara Japelj
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GOBELIN “MOTOCIKEL” — Resitev s str. 107

¢

Marko Bokali

KRIZANKA “V CERKNEM ODKRIT KIP SLOVEN-

SKEMU MATEMATIKU” — Resitev s str. 96
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URNIK TEKMOVANJ V LETU 1998

podrocje Sola tekmovanje |datum
matematika osnovna solsko 20. marec
podrocéno 18. april
drzavno 16. maj
srednja solsko 20. marec
izbirno 4, april
drzavno 16. in 17. mayj
olimpiada 10. do 21. julij
fizika 0Snovna Solsko do 14. marca
podrocno 4. april
drzavno 9. maj
srednja podroéno 28. marec
drzavno 18. april
olimpiada julij
logika osnovna solsko 25. september
izbirno 17. oktober
drzavno 14. november
srednja izbirno 17. oktober
drzavno 14. november
studentje drzavno 14. november
matematika osnovna in drzavno 5. september
za razvedrilo srednja
racunalnistvo osnovna solsko do 20. marca
podrocno 17. april
drzavno 9. maj
srednja drzavno 8.in 9. maj

Nekaj informacij o tekmovanjih

Matematika — osnovna Sola

Vsa tekmovanja bodo potekala v skladu s Pravilnikom o tekmovanju
ucencev osnovne Sole v znanju matematike za Vegova priznanja. Pojasnila
lahko dobite pri g. Aleksandru Potoéniku, OS Bozidarja Jakca, Nusdor-
ferjeva 10, Ljubljana, telefon (061)-443-074 ali (061)-442-900.
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Matematika — srednja Sola

Vsa tekmovanja bodo potekala v skladu s Pravilnikom o tekmovanju sre-
dnjesolcev v znanju matematike.

Naj Se posebej poudarimo, da tudi v Solskem letu 1997/98 Ze po-
tekajo celoletne priprave na mednarodno matematicno olimpiado, ki bo
julija 1998 na Tajvanu. Teh se udelezujejo dijaki, ki so jih predlagali bodisi
¢lani Komisije za popularizacijo matematike v srednji soli bodisi ucitelji-
mentorji ali pa so se prijavili sami. Olimpijska ekipa bo izbrana na podlagi
rezultatov dveh izbirnih testov in drzavnega tekmovanja. Prvi izbirni fest
bo 23. januarja 1998, drugi pa 24. aprila 1998. Podrobnejse informacije
dajeta g. Darjo Felda, Fakulteta za elektrotehniko, Trzaska 25, Ljubljana,
tel. (061)-17-68-233 ali (061)-17-68-234 in g. Matjaz Zeljko, Fakulteta za
matematiko in fiziko, Jadranska 19, Ljubljana, tel. (061)-17-66-500, do-
bite pa jih tudi po elektronski posti na naslovu “math.comp@fmf.uni-
1j.si”. Koledar aktivnosti je ob vsakem ¢asu dostopen po Internetu:
URL: “http://www.fmf.uni-1j.si/ mathcomp/koledar.html”.

Fizika — osnovna Sola

Vsa tekmovanja bodo potekala v skladu s Pravilnikom o tekmovanju
uc¢encev osnovne Sole v znanju fizike za Stefanova priznanja. V febru-
arju bomo na Sole poslali razpis tekmovanj. Dodatne informacije do-
bite pri ge. Jelki Sakelsek, OS Ketteja in Murna, Kosirjeva 2, Ljubljana,
tel. (061)-444-401 ali (061)-444-181.

Fizika — srednja Sola
Razpis za tekmovanja bomo skupaj s prijavnicami poslali na sole do

konca februarja. Informacije dobite pri g. Cirilu Dominku na Gimnaziji
Bezigrad, Periceva 4, Ljubljana, telefon (061)-13-19-293.

Matematika za razvedrilo

Vse informacije dobite v ¢asopisih Logika & Razvedrilna matematika in
Ugankarski domenek.

Logika

Na drzavnem tekmovanju tekmujejo ucenci, ki bodo v ¢asu tekmovanj
na predmetni stopnji osnovne sole, uéenci srednjih sol in studentje, Sole,
ki bodo organizirale izbirno tekmovanje, se morajo prijaviti na razpis do
1. junija na ZOTKS, Komisija za logiko, Lepi pot 6, Ljubljana. Druge
informacije daje g. Andrej Jus na ZOTKS, tel. (061)-213-727, faks (061)-
222-487.
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Racéunalnistvo — osnovna Sola

Razpis tekmovanja je bil skupaj z obvestilom o spremenjeni vsebini tek-
movanj in prijavnico ze poslan na Sole. Informacije dobite pri g. An-
dreju Jusu, ZOTKS — Svet za tehniéno vzgojo mladine, Lepi pot 6, Lju-
bljana, tel. (061)-213-727, faks (061)-222-487.

Racunalnistvo — srednja Sola

1. Raziskovalne naloge

Strokovna komisija bo pregledala naloge, ki bodo do 1. maja prispele na
naslov Gibanje znanost mladini, Lepi pot 6, Ljubljana. Na osnovi doblje-
nih ocen bo doloéila tiste uéence, ki bodo svoje naloge ustno zagovarjali.
Podrobnejsa pojasnila daje g. Roman Dorn, Fakulteta za racunalnistvo
in informatiko, Trzaska 25, Ljubljana, tel. (061)-17-68-411.

I1. Tekmovanje iz znanja racunalnistva

Mentorji naj posljejo prijavo Sole s poimenskim seznamom tekmovalcev
(ne veé kot po 5 ucencev za vsako od treh tekmovalnih skupin) do 15. ap-
rila na Gibanje znanost mladini. Pri tem naj upostevajo pravila, ki ze
vrsto let veljajo za to tekmovanje.

Potrditev prijav in natancni razpored tekmovanja bodo sole dobile
teden dni pred tekmovanjem. Solam priporocamo, da izvedejo predtek-
movanja in tako izberejo najboljSe predstavnike. Informacije dobite pri
ZOTKS - Komisija za rac¢unalnistvo, Lepi pot 6, Ljubljana, tel (061)-
213-727, faks (061)-222-487.

Darjo Felda

32. PODROCNO TEKMOVANJE ZA SREBRNO
VEGOVO PRIZNANJE — Resitve s str. 111

6. razred
Sklop A
naloga Al|A2[A3| A4 | A5| A6
pravilni odgovor |D |C |B |[C |A |C
Sklop B

B1 Vrednost izraza je 1.

B2 Prvo stevilo je za 5 povecan trikratnik drugega stevila. Ker je ostanek
5, je drugo stevilo 6, 7, 8 ali 9. Zaradi 3-8 +5 =29 in 29 4 8 = 37
je prvo stevilo 29, drugo pa 8.
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B3 Konstruiramo simetralo daljice AB in tocko C' = s4p N p, nato pa
simetralo daljice AC in tocko S = s35Msac ter kroznico s srediséem
S in polmerom SC.

7. razred
Sklop A
naloga AlL|A2|A3|A4|A5| A6
pravilni odgovor [C |C |B |C |D |C
Sklop B

B1 Vrednost izraza je 9.

B2 Cena izleta je 75 000 SIT, cena kilometra prevozene poti pa 250 SIT.
Za 700 km bi morali plagati 175 000 SIT, vsak od 40 ucencev bi tedaj
moral placati 4 375 SIT.

B3 Lik je sestavljen iz Sestih skladnih trapezov z osnovnicama a in b in

[

visino £, zato je njegova ploséina p= 3 - (a+b)-c.

A1

8. razred
Sklop A

naloga Al |A2| A3 | A4 | A5 | A6
pravilni odgovor |D |C |C |A |B |C
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Sklop B

B1

B2

B3

Ploséina pravokotnika je

p = ab = (V1997 4+ V1797)(V/1997 — V/1797) = 1997 — 1797 = 200,

obseg pa 0 = 2(a + b) = 2(2+/1997 + 0) = 44/1997.
Gre za prizmo z osnovno ploskvijo O = 10* m? in viSino 0,25 m.
V = Ov = 0,25 -10* = 2500. Traktor obrne 2500 m? zemlje.

Nacrtamo podoben trikot-
nik s stranicama a = 4 cm
in b = 5 cm ter kotom
<4C; = 60°, nato pa sime-
trali dveh njegovih stra-
nic. Presecisce simetral je
sredis¢e ocrtane kroznice.
Nato nacértamo poltrake iz
sredisca skozi oglisca po-
dobnega trikotnika in kroz-
nico s polmerom 4,8 cm.
Presecisca poltrakov in
kroznice so oglisca iskane-
ga trikotnika.

Aleksander Potocénik

16. PODROV('INO TEKMOVANJE 17Z FIZIKE ZA
OSNOVNOSOLCE — Resitve s str. 116

7. razred

i

velik 0,7 em x 0,7 cm, ploséini sta torej 0,49 cm? za beli
in 0,51 em? za poérnjeni del. Razmerje belega dela in cele
strani je 0,49 cm?/1,0 cm? = 49%. Vzorec se na spodnji strani sicer
ne izide, prispevek pa je manj kot 0,5% v korist poérnjenega dela,
kar smemo zanemariti. Rezultat lahko dobimo tudi ali s prestevanjem

Velikost osnovnega vzorca je 1,0 cm x 1,0 cm: beli del je r

kvadratkov.
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2.

Ko ¢lovek miruje, napravi srce priblizno 60 utripov na minuto ali 1
utrip na sekundo.

a)
b)

a)

b)

Prostorninski pretok je ¢ = V/t = 0,7 dl/s.

V 60 letih je 60-365-24-60-60 sekund in srce napravi 1 900 000 000
utripov. Delo srca je zato 1900000000 J. Breme 10 t ima tezo
100 000 N. Iz enacbe A = F, - h izracunamo h = A/F, = 19 km.

Najprej ocenimo velikosti stiénih ploskev: 4 dm? za Tineta in
70 dm? za Marka. Pod Tinetom je dodatni tlak F,/Sy =
= 500 N/4 dm? = 125 N/0,01 m? = 12,5 kPa, pod Markom
pa 700 N/70 dm? = 1 kPa. Blazina bo dvignila Marka, Tineta
pa ne.

Ce naj blazina dvigne oba sodolca, moramo napihovati blazino z
vecjim tlakom od 12,5 kPa. Ker gre za oceno, je dober rezultat
od 10 do 15 kPa.

Miha je meril razdaljo
od mize navzgor. Dolzi-

na neobremenjene vzme- 1:

ti je 1,0m—60cm = 8

= 40 cm. ;

V intervalu za z od 5cm Z 5

do 60 cm je teza po ve- “a

likosti enaka sili vzmeti, :

raztezek vzmeti s = 1

= 60 ¢cm — x. Pomembni 0 . X
0 20 40 60

toeki diagrama sta (s = s (em)
=0, F, =0) in (s =55 cm, F,, =10 N).

Sila vzmeti se od F, = 10 N naprej ne spreminja ve¢, saj ute?
stoji na mizi in je raztezek enak kot pri 10 N. Pri F, = 15 N je
F, =10 N, s silo 5 N pa deluje miza na utez.

Ker plavaé miruje, je vsota tez epruvete in kroglice po velikosti enaka
sili vzgona, torej tezi izpodrinjene vode. Zato je tudi vsota mas epru-
vete in kroglice enaka masi izpodrinjene vode: m. + mp =

=1

pu(Ve + Vi + V), pri cemer se indeks e nanasa na epruveto,
na kroglico in z na zrak. Prostornina stekla epruvete V., =
m./ps = 0,57 cm®, prostornina kroglice pa je Vi = my/ps =

= 2,41 cm®. Iz prve enacbe izracunamo prostornino zraka V, =

(me + my)/py — Ve — Vi, = 4,48 cm®. Viina zraka je enaka h =

=V,/S = 4,48 em®/1,00 em® = 4,5 cm.
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8. razred

1. a) Pretoceni naboj je e = It = 3,0 A-3,0 s = 9,0 As. Naboj 1 As
izlo¢i 1/3 mg bakra, 9,0 As pa 9,0-1/3 mg = 3,0 mg bakra.

b) V prvem delu je tok stalen in ra¢unamo enako: 3,0 A-4,0s =
=12 As, kar izlo¢i 12 - 1/3 mg = 4,0 mg bakra. V drugem delu
racunamo s povprecnim tokom. Iz diagrama razberemo, da je
povprecje med 3,0 A in 0 A enako 1,5 A, caspa 8s—4s=4s.
Pretoceni naboj je 1,5 A-4,0 s = 6,0 As in masa izlocenega bakra
2,0 mg. Skupna masa izlocenega bakra je torej 4,0 mg+2,0 mg =
= 6,0 mg. Zadnji dve sekundi se ne izlo¢i ni¢ bakra.

2. a) Ker se skakalec giblje premo enakomerno, je vsota vseh sil nanj
enaka ni¢. Sila zraka je zato nasprotno enaka tezi, njena velikost
je F. = 800 N, smer pa navpi¢no navzgor.

b) Delo sile zraka je enako spremembi potencialne energije, saj je
sprememba kineti¢ne energije enaka nic. Ko skakalec preleti raz-
daljo d = 10 m pod kotom 45° glede na vodoravnico, se mu visina
zniza za visino h. Ce napravimo skico, vidimo, da je h stranica,
d pa diagonala kvadrata in velja d = hv/2, od koder dobimo
visinsko razliko h = d/ V2 = 7.1 m. Sprememba potencialne
energije je enaka AW, = —F, - h = —800 N-7,1 m= —5700 J,
zato je tudi delo zraka enako —5700 J.

3. a) b) Razdalja a na stropu je
enaka razdalji med toc-
kama A in B, to pa je
stranica enakostraniéne-
ga trikotnika ABC. Iz
e znane visine trikotnika
v = ay/3/2 izraéunamo
stranico a = 2v/V3 =
= 58 cm.

C

4. Iz poti in ¢asa izraéunamo pospesek a = 2s/t* = 1,5 m/s*>. V Newto-
nov zakon vstavimo vsoto vseh sil Fyo — Fyy — F}, in za maso sistema
vsoto mas obeh utezi. Dobimo Fys — Fy1 — Fi. = (my +mz)a in od
tod silo trenja F; = 15 N—10 N—2,5 kg-1,5 m/s? = 1,25 N. Nalogo
lahko resimo tudi z izrekom o kineti¢ni in potencialni energiji.
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5. Komet se navidezno giblje po lo-
ku, kot kaze slika. S kotomerom
izmerimo kot § in dobimo 23°.
Cas izraéunamo s sklepanjem: v
24 urah je kot 3607, ¢as do zahoda
t =24 ur-23°/360° = 1,5 ure.
Ce nimamo pri roki Sestila in ko-
tomera si pomagamo z merjenjem
razdalj. Pois¢emo toc¢ko na obzorju, ki je za r oddaljena od Sever-
nice. Izmerimo razdaljo [ od kometa do te tocke, sklepni racun pa
je podoben: komet prepotuje 27r v 24 urah, izmerjeno razdaljo pa v
casu 1,5 ure.

Zlatko Bradaé¢, Mirko Cuvahte

IZBIRNO TEKMOVANJE 1Z MATEMATIKE ZA
SREDNJESOLCE — Resitve s str. 123

I/1. 1z @ = 2EE gledi m = ;. Ker je m naravno Stevilo, mora

biti k enak 2, pa je tudim =2. Zaradi 1 < 2 <ljen>2inn<6. V
postev pridejo torej pari (2,3), (2,4) in (2,5).

1/2. Pomnozimo enacbo z abz(a+b+z). Po preurejanju dobimo izraz
z%a + 2%b + za® + zb® + a?b + ab? 4 2zab = 0, ki ga zlahka razstavimo:
z%(a +b) + ab(a + b) + zala + b) + zbla + b) =
= (a4 b)(z* 4 ab + za + zb) =
=(a+b)(z+a)(z+b)=0.
Ker je a+ b > 0, sta edini re§itvi x = —a in x = —b.

I/3. Naj bo M poljubna tocka v notranjosti danega Stirikotnika
ABCD. S pomo¢jo trikotniske neenakosti ocenimo

|MA|+ |MB|+ |MC| + |MD| = (|IMA|+ |MC|)+ (|[MB|+ |MD|) =
> |AC| + |BD|,

kjer velja znak enakosti natanko tedaj, ko lezi M na daljicah AC in BD.
Iskana tocka je torej prese€isce diagonal.
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I/4. Oznacimo iskani znesek z . Da bi Marko ne mogel na zeljen
naé¢in poravnati stroskov, mora veljati 1.15z — 1.05 z < 100 oz. = < 1000.
Ker je 1.15 - 1000 = 1150, lahko placa Marko z napitnino vred najvec
1100 tolarjev. Sledi: = < 111{{2 < 957. Ker pa je 1.15 - 956 = 1099.4 in
1.05 - 956 = 1003.8, je najvecji celostevilski znesek racuna 956 tolarjev.

II/1. Ocitno morata biti stevili @ in b enake parnosti. Ce sta obe
sodi, je leva stran enacbe deljiva s 4, desna pa ne. Torej sta lahko Stevili
a in b kve¢jemu lihi. Pisimo a = 2m+ 1, b = 2n+ 1, myn € Z in
poenostavimo dano enacho:

m(m+1)+nn+1)—2c=1.

Ta enacba pa nima celostevilskih resitev, saj sta Stevili m(m + 1) in
n{n+ 1) sodi.
II/2. Tocka P naj bo od srediséa O kroznice
s polmerom r oddaljena d enot. Nariimo poljubno
tetivo skozi tocko P in oznaéimo njeno oddaljenost
od sredi§¢a kroznice z z. Potem je ta tetiva dolga
2vr?2 — z2. Ker je 0 < x < d, je tetiva dolga vsaj O \d
2+/7r2 — d? in najveé 2. r
Najdaljsa tetiva skozi P je torej premer z dol-
zino 30 enot, najkrajSa pa je pravokotna na premer
in meri 24 enot. Dolzine drugih tetiv so vsa realna stevila med 24 in 30,
vsako Stevilo nastopi dvakrat. Ker je med temi stevili pet celih, je vseh
tetiv s celostevilsko dolzino 12 (= 2.5+ 2).

I1/3. Oznagimo @ = AB in b = AD. Potem je AF =t (3d+5b) =
=a+s(b— d) za natancéno doloceni stevili ¢,s € (0,1). Sledi (§ + 5 —
— 1)@+ (t — s)b = 0. Ker sta vektorja @ in b med seboj pravokotna, mora

biti § +s—1=1¢t—s =0. Torej jet = s = 2 in iskano razmerje je
t:(1—-t)=2:1=2:1

II/4 Iz enaé¢b izrazimo a = —12 II 197 — z$+19_ Od tod sledi
19 22 497 = 97 2% +19 oziroma z? = 1. Ena.(‘.bl imata torej skupno resitev
x = 1 pri vrednosti parametra a = —116, skupno resitev x = —1 pa pri
vrednosti parametra a = 116.

ITI/1. Oznagimo N(n) = n® — n? in razcepimo n® — n? =

=nin—1(n+1)n?>—n+1)(n*+n+1) ter 72 = 8-9. Najprej
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bomo pokazali, da je stevilo N(n) vedno deljivo z 9. Lo¢imo tri primere:

n=0 (mod 3) = n?=0 (mod 9)
=1(mod3) =>n—-1=0 (mod 3)inn*+n+1=0 (mod 3)
n=-1 (mod 3)=>n+1=0 (mod 3) inn®>-n+1=0 (mod 3)

Torej je stevilo n® — n? res _deljivo z 9 za vsako naravno Stevilo. Obrav-
navajmo Se deljivost z 8. Ce je n liho stevilo, _]e stevilo (n — 1)(n + 1)
de]]lVD z 8. Ce je stevilo n deljivo s 4, je seveda n? = 0 (mod 8). Ce pa je
=2 (mod 4) Je stewlo N(n) sicer deljivo s 4, vendar pa ni deljivo z 8.
Stevilo n® 2 torej ni deljivo z 72 natanko tedaj, ko da stevilo n
ostanek 2 pri deL]en_]u s 4.
I11/2. Iz 2% — 4z — 2 = 0 izrazimo = = 22 — 3z — 2 in upostevamo v
prvi enacbi:

(22 —32—-2)2-3(z?-32—-2)-2—-z=2?-3z—-2—-z=2—-2=0.

Resitvi enacbe 2 — 4z — 2 = 0 torej res zadoséata tudi prvi enacbi.
Polinom #? — 4z — 2 zato deli polinom

(2?2 —3x—2)2-3(z® —3z—-2)—2—z =z — 62° + 222 + 20z + 8
in lahko zapiSemo
gt — 623 + 227 + 202 + 8 = (2% — 42 — 2)(a® — 2z — 4).

Z resevanjem kvadratnih enacb 22 — 42 — 2 = 0 in ® — 2z — 4 = 0 dobimo
vse resitve: o, :2—\/6, 5222-!-\/6, L=, — \/5,:.'34 =1++/5.
IT1/3. Oznaéimo |AC| =e, |BD| = f, a« = «DAB in § = <ABC.
Ker je ABCD tetivni &tirikotnik, sta kota BCA in BDA obodna kota
nad istim lokom in sta zato med seboj enaka. Oznaéimo v = <BCA =
=<4BDAinza qtranico AB. Po sinusnem izreku za trikotnika ABC in
ABD je Sng &gy Mes '5 Torej je siny = £sinf = %sinoz in zato

siny a sin 7y

esina = fsin 3, kar je bilo treba dokazati.

II1/4. Oznagimo tocke, kot kaze
skica. Zaradi simetrije bolhinih skokov
je |ToTs| = |ToT4| oziroma

<IT|)T3T4 = 4Ty TyT5 .

Trikotnik T3T77% je enakokrak, zato je To T s Ts
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LT TyT5 = 2a. Tudi trikotnik T7T5T5 je enakokrak, zato je «<TpT3Ts =
= 2a. Kot «TyT,;T; je zunanji kot trikotnika TyT5T3, zato meri 3a.
Zaradi enakokrakosti trikotnika 75737y je tudi <757T4T3 = 3a. Razmislili
pa smo ze, da je ta kot enak kotu <7, T3 T}, zato je vsota kotov v trikotniku
ToT3T, enaka a + 3a + 3a = m, od koder sledi a = Z.

IV /1. Ker se da stevilo zapisati kot vsota devetih oziroma enajstih
zaporednih naravnih Stevil, je enako devetkratniku petega oziroma enajst-
kratniku Sestega Stevila v ustreznem zaporedju. Ker pa se da stevilo za-
pisati tudi kot vsota desetih zaporednih naravnih stevil, je enako petkrat-
niku vsote petega in Sestega stevila v tem zaporedju. Najmanjse naravno
stevilo, ki je deljivo s 5, 9 in 11, je 495. Prepricamo se, da 495 zadosca
pogojem naloge: 495 =514+52+---+59=45+46+---+54 =40+41+
+ -+ 50.

IV /2. Clen () zamenjamo z (" 1}) in s pomoéjo Pascalove identitete

a\ __ fa—1 P m+1
(b) = (bﬁl) + ( b ) 1Zracunamao:

n
Zm+tc =(fmnii m1)+m+2 m:l-s)_i_ "+(mr—rtﬂ)=
k=0

— ( 21? m+2 ) m+3 s (mn-l;n) —

= ( =) BE (m+'*) -

= = () () = (s

IV /3. Glede na lego tocke M loc¢imo dva bistveno razlicna primera,
ki ju prikazuje spodnja slika.

Oglejmo si najprej dokaz v prvem primeru. Izberimo tako toé¢ko N,
da bo BNMC paralelogram. Potem je

4BMN = <MBC = «CDM = <BAN,

saj sta trikotnika DCM in ABN skladna. Stirikotnik ABNM je zato
tetivni in

LAMB = <ANB = «DMC
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zaradi skladnosti trikotnikov DCM in ABN. Dokaz sklenimo z ugotovi-
tvijo

4DMA =4DMC — 4AMC = 4AMB — 4AMC = 4CMB.

Ce pri kotu <AMC upostevamo tudi orientacijo, ni potrebno posebej
obravnavati primera, ko lezi tocka C' v trikotniku AMD.

Za dokaz v drugem primeru pa si pomagamo s prvim primerom. Za-
radi ¥ABM = «MDA po ze dokazanem velja <AMB = 4<DMC in
analogno kot v prvem primeru lahko tudi sedaj sklepamo, da je zato
<CMB = «<DMA.

IV /4. Kocko postavimo v prvi oktant koordinatnega sistema tako,
da ima telesna diagonala eno krajisée v koordinatnem izhodiséu in drugo
v tocki (3,3,3). Ravnina skozi sredisée kocke, pravokotna na to telesno
diagonalo, je podana z enacbo = + y + z = %. Telesne diagonale enot-
skih kockie, vzporedne s to diagonalo, imajo krajiséa v tockah (i, 7, k) in
(i41,j+1,k+1), kjer so i, 7, k € {0,1,2}. Ravnina seka enotsko kockico,
Gejei+j+k <3 <i+j+k+3. Hitro se prepricamo, da le osmih kockic
ravnina ne seka, saj pogoj ni izpolnjen le za

(2,4, k) €{(0,0,0), (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1),
(12,25, (2,1.2), (2,2,1)7 (2,2,2)}.

Ravnina torej preseka 19 enotskih kockic.
Matjaz Zeljko

RESITVE NALOG S PREDTEKMOVANUJA 1Z
FIZIKE ZA SREDNJESOLCE V SOLSKEM LETU
1996 /97

Objavljamo resitve nalog s predtekmovanja srednjesolcev iz fizike, ki je
bilo 22. marca 1997. Besedila nalog smo objavili v letosnji 2. Stevilki
Preseka.

Skupina A

1. Nalogo najbolj enostavno resimo, ¢e se postavimo na stalisée drugega
voznika: zanj lonec na zacetku miruje, nato pa se giblje pospeseno
proti njemu. Seveda pa je nalogo mogoée resiti tudi drugace.
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a) Podatki: t = 4,0 s; a = 4,0 m/s?; vp = 72 km/h. Pot, ki
jo napravi lonec za drugega voznika, je kar enaka razdalji med
avtomobiloma: s = Jat* = 32 m; na koncu ima relativno hitrost
v = at = 58 km/h, kar pomeni, da se glede na cesto Se ni ustavil.

b) Podatki: s = 32,0 m; a = 12,0 m/s?; vop = 72 km/h. Lonec
se glede na cesto ustavi, predno zadene drugega voznika. Tedaj
glede na drugega voznika doseze hitrost vg. Med ustavljanjem
naredi pot s; = v2/2a = 16,7 m. Preostalih As = 15,3 m se
giblje s hitrostjo v in zadene drugega voznika éez As /vg, skupaj

g B + E =24s.
a Vo
2. Podatki: F; =90 N.
Silo Fj3 razstavimo: F3 = Fs + Fg, tako da del bremena F; visi na
spodnji tehtnici, del Fy pa na desni (glej sliko pri besedilu nalog).
Napisimo ravnovesne pogoje za
spodnjo tehtnico: 5F5 = 4F5,
levo tehtnico: Fy = Fy + F5 = Fy + %Fz = %Fg, Fy = %Fl =40 N in
F5 =50 N,
desno tehtnico: 2Fg = Fy in
za zgornjo tehtnico: 2(Fy + Fy + F5) = 3(Fs + Fy).
V zadnjo enagbo vstavimo ustrezne izraze iz zgornjih zvez in dobimo
4F) =33F,, F;=8F, =80 N, Fs =40 N in F; =90 N.

3. Podatki: r = 1,5 m; |l =24 m; F; = 2,6 kN; Fr = 300 kN; ¢ =
= 10 kN/m3.
Vzgon uravnovesi tezo ladje Fp, in tezo N zabojev; ko sega voda do
palube, je pod vodo ravno polovica valja in velja

1 Larilo — F,
EFT2IJ=FL+NF1, NSZTL=21{}
1

Preveriti pa moramo, ¢e tezis¢e ne sega nad palubo. Za tezis¢e prazne

ladje dobimo

2 4
P Fpaluba'D+Fpla§é : “,‘:: +2F5tranica i 3_; -
= =
F paluba 1 F plagé + 2Fgtranica

_ 2r(3l+42r)
T 3[(2+ ) + 7]

= 0,585 m,
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pri cemer smo upostevali, da je teza ploskve sorazmerna z njeno
ploscino. Za tezisce ladje in zabojev pa velja

_ ZDFL = %?&NFl
- Fp, +NF,

*

a) h = 100 cm: V tem primeru je teziiée nad palubo in ladja ne
plava stabilno. Stevilo zabojev, pri katerem je plavanje Se sta-
bilno, dobimo iz zahteve z* > 0, N < 2z,Fy /hF, = 135.

b) h =60 cm: V tem primeru je z* = 13 cm, torej pod palubo, in
plavanje je stabilno. Najvecje stevilo zabojev je torej 210.

Skupina B

2

Podatki: v = 200 km/h; m = 7000 kg; ¢ = 1,0 s; k = 0,60; S = 24 m?;
C=11;p=13 kg/m?.

Sili vetra F, = 5pCSv® = 53 kN nasprotuje trenje F; = kmg =
= 41 kN, razlika sil F' = F,, — F; = 12 kN povzroé¢i, da se tovornjak
giblje v preéni smeri s pospeskom a = F/m = 1,7 m/s®. V Easu t se
premakne za s = $at? = 0,85 m in dobi hitrost v = at = 1,7 m/s.
Ko sila vetra preneha, gibanje tovornjaka v preéni smeri zaustavlja
trenje s pojemkom a’ = kg = 5,9 m/s?; dokler se v preéni smeri ne
zaustavi, napravi v tej smeri Se pot s’ = v?/2a’ = 0,25 m. Skupen
premik v preéni smeri je torej 1,1 m.

Podatki: v =14 m/s; h = 2,0 m; k = 0,80.

Ko se opeka dotakne tal, deluje podlaga nanjo s toliksno silo, da se
v (zelo kratkem) ¢asu At zaustavi: F,At = mv; = m+/2gh. Sunek
trenja, FyAt = kF,At, zmanjSa zacetno gibalno koli¢ino opeke v
vodoravni smeri

m(v —v') = F{At = e 2

At v =v—ky/2gh=90m/s.

Trenje se po tem zmanjsa na vrednost kmg in opeka se ustavlja s
pojemkom a = kg = 7,8 m/s%. Ustavi se na poti s = 1;’2/2-:1 = 5,2 m.
Podatki: M = 2,0 kg; m = 1,0 kg; k = 0,70; h = 0,60 m.

Ko telo drsi po klancu, velja ohranitev vsote potencialne in kineticne

energije; hitrost na koncu, tik preden zdrsne na vozicek, dobimo iz
3mv = mgh, vo = v/2gh = 3,4 m/s.

L Pri opisanem nafinu je refevanje drugega primera trivialno; moZen pa je tudi

postopek, ko najprej izratunamo N iz drugega pogoja, in v tem primeru vpra3anje
pod b) ni veé tako enostavno.
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Pri drsenju po vozicku se ohranja skupna gibalna koli¢ina vozicka
in telesa, in ko se telo glede na vozicek zaustavi, se oba gibljeta s
hitrostjo v: (m + M)v = vgm, v = muvy/(m + M).

Kinetiéna energija telesa in vozicka se zmanjSa zaradi dela trenja na
poti s

1 1 M
mgk.s = Em'vg — E(m -+ M)'Uz = §m'v§ m 5
od koder dobimo

_ mgh M _E M
" mgk m+M k m+M

=5HT em.

4.  Podatki: a = g/2.
Najprej predpostavimo, da voda ves ¢as pokriva dno posode. Predpo-
stavko moramo na koncu preveriti; ¢e ne velja, moramo ubrati drugo
pot.
Gladina vode se postavi pod kotom ¢, tako da je tgp = a/g = % Ker
je bat lahek, na obliko gladine ne vpliva. Premik dobimo iz zahteve,
da volumen vode v vsakem delu posode ostane nespremenjen.
Dolzino (prvega) dela posode, kjer voda sega visje, oznaéimo z 2z,
dolzina drugega dela je potem [ — 2z. Visino vode na sredini drugega
dela oznaéimo z y. Gladina na sredini prvega dela sega za [ /4 vigje, saj
je razdalja med sredinama [ /2. S h oznacimo vidino gladine, predno se
pricne posoda pospesevati. Zahtevamo, da se volumen vode v prvem
in drugem delu ne spremeni:

l lh lh
2x(y+g)—5, (3—2:.-:)3;—?.

Izrazimo y in dobimo kvadratno enaébo za x:
2z? — (Il +4h)z +hl =0

s smiselno resitvijo z = h+ /4 — \/h? + (1/4)2. Premik bata je enak
s= %l —2z in za h = 1/4 dobimo: s = 1I(v2—1) ~ 0,21
Gladina v drugem delu ravno pokrije celotno dno.

Skupina C

1. Podatki: V4 =0,101; T} = 20°C; 2 = 10 cm/s; F = 5 N; p; =
= 100 bar; A = 100 cm; » = 10 ecm; pp = 1,0 bar; M = 20 kg;
T5 = 37°C; ¢, = 620 J/kgK.
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Delo, ki ga dovede Aladin, se porabi za povecanje notranje energije
plina: A= Ftv = me, (T3 — T), ¢e je T konéna temperatura plina,
dokler je e v posodi.

Maso plina dobimo iz splogne plinske enaébe, zapisane za konéno
stanje plina

_ﬂrir ngg, _?T?”2h
=R m Mg

+ V1 =0,0105 m?, m=82g.

Iz splosne plinske enaébe izracunamo se Ty = TipaVy /(paVa) = 296 K.
Za ¢as drgnjenja dobimo

mey(Ty —Ty) oM i)
e — —_ i === B
Fo RFv (pzvl PoVay | =30

Podatki: Uy = £Up; Rz = 2R;.
Pri sklenjenem stikalu velja

U, Ry
Us R.+R:’

¢e z R, oznacimo notranji upor izvira, z [?; pa notranji upor prvega
voltmetra.
Pri prekinjenem stikalu velja

Ui-l—Ué _ Ry + R, . 3R, =:.it_f_{-
Uy R,+Ri+Ry R,+3R, U’

ce z Ry oznaéimo notranji upor drugega voltmetra. Drugi enacaj sledi
raradi Ry = 2R;, tretji iz U} = 2U], saj sta napetosti v razmerju
uporov. Iz prve enacbe dobimo R, = R;/4 in konéno iz druge:
Ul /Uy = 4/13 ~ 0,31 in U4 /Uy = 8/13 = 0,62.

Podatki: m = 10 kg; e = 100 mAs; v = 10 km/s; a = 100g; ¢ = 30°.
Izstrelek zadene prvo ladjo ravno v ogliséu enakostraniénega triko-
tnika, katerega drugi dve oglis¢i sta zacetna lega ladje in sredisce
kroga, po katerem krozi izstrelek v magnetnem polju. Ladja do
sreCanja napravi pot, ki je enaka radiju krozenja r, v ¢asut = \/2r/a,
izstrelek pa lok, ki pripada kotu 60°, s = wr/3, v ¢asu t = mr/(3v),
saj je velikost njegove hitrosti konstantna. Izraz za radij r dobimo iz
zahteve, da sta ¢asa enaka: r = 18v/(m%a). Za krozenje v magnetnem
polju velja er B = mu in iz obeh zadnjih enacb dobimo

2
BT e s,
18ewv
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Pri vecjih poljih je tudi mogoce doseci, da se srecata, a pri tem iz-
strelek nekajkrat zakrozi.

Podatki: m = 3,3-100%" kg; ¢! =32-100¥0 As; U =1,0kV; | =
= 8,0 cm; § = 9,0 dm? ¢ = 1,5 us. Predznak naboja na ploséah
je negativen, saj se le v tem primeru delec alfa lahko vrne v zacetno
stanje.

a)

b)

Znotra] kondenzatorja se delec alfa giblje s pospeskom a, =
=€e'E,/m, E, = U/l, zunaj pa s pojemkom, ki je po velikosti
enak a, = €'E, /m, E, = e/e¢S. Z e smo oznaéili velikost naboja
na plosci kondenzatorja. Za ¢as pospesevanja t,, dobimo

L apty b [ ml m,
2- 2 " VeE, VeU’

za €as zaviranja t, pa

o = (51 - \/aﬂl
Ul‘—‘aztz: tz—_—‘ ]
a: az

kjer je v; hitrost, ki jo ima delec alfa, ko je ravno v luknjici.

Dobimo
EQS fm \/—

Delec alfa se vrne v zagetno lego po ¢asu t = 2(¢,, +t.), tako da

iz
om0 £0S —

dobimo za velikost naboja

e=—500 _£9.1079 As.

t e'U
&'t |

Upostevajmo vy = v/a,l = \/2a.s, kjer je s najvecja oddaljenost
od plosée, ki jo delec alfa precka, pa dobimo Se
[/ En oS

oy, P BB g
e T AR Ze e
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Skupina D
1. Podatki: a=10m; B=20T; I =40A; m=60g.

a)
b)

Tok mora te¢i v smeri urinega kazalca.

Newtonov zakon za zanko napisemo kot Jo = M. Za kotni
pospesek a vstavimo izraz za harmoni¢no nihanje a = —w?yp;
pri racunu vztrajnostnega momenta zanke J upostevamo, da je
sestavljena iz dveh palic z dolzino 2a in maso m/3, vrtljivih
okoli krajis¢a, in dveh palic z maso m/3, ki ju obravnavamo kot
tockasti telesi, oddaljeni za a oziroma 2a od osi vrtenja

L 4w m m 31
J=2--—(2a) + —a® + —(2a)% = —=ma?.
gt tgtals e
K navoru prispevata magnetni sili na zgornjo in spodnjo vo-
doravno precko, od katerih ima vsaka velikost F,, = IaB, a
nasprotno smer, in teza F, = mg, ki prijemlje v tezis¢u zanke
y* = Ta/6:

M = — [(2aF,, — aFy,) — Fpy*]sin = — I:G.?IB - -;wmga:l -

V zadnjem koraku upostevamo, da za majhna nihanja velja
sin ¢ =~ . Dobimo

[18aIB — 21 2
i = u:&;;s—l, T:—ﬂ:0,755
31lma w

2. Podatki: py = 0,01 Pa; T = 300 K; dy = 2,0 cm; Ey = 20 kV/m;
& =14

a)

Ce napetost pocasi povecujemo, naraséajoco silo med ploséama
kondenzatorja uravnovesi sila zaradi povecanja tlaka plina med
ploséama:

2 2 2
(p—Po)3=%=ED§g ) p=pn+%=pn+gﬂf
Do preboja pride, ko doseze F vrednost Fy; tedaj je p; = 1,18py.
Ker je stiskanje pocasno, je sprememba izotermna in velja pody =
= pi1d,. Ko pride do preboja, je razdalja med ploscama d; =
= podo/p1 = 1,7 em.
Ko pride do preboja, se plin hitro segreje pri konstantnem vo-
lumnu. Iz okolice ne sprejme ni¢ toplote in ne opravi ni¢ dela,
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tako da se energija elektriénega polja v celoti spremeni v notranjo
energijo:

1 R 1 Vo 1
me, AT = CU?, me, = m - =Y,

. = Vo =dsS.
M r—1 Ty m—1 o

Za povecanje temperature dobimo

2
-1y (U —
AT:M (_) =il -1 P 8K
2py d; P1
in T; = 45°C.
3. Podatki: d =12 mm; k = 40 uV /K.
a) Denimo, da na prvo plo§to vpada gostota toka j;, na drugo pa
j2; ploséi imata temparaturi 77 in T5. Ce sta njuni povrsini S,
v stacionarnem stanju velja za posamezni plosci

IS+ xS +335 =728 in j2S— S +41S =7525.
Enacbi odstejemo in preuredimo: j» — j; = 3(j3 — j77) + 2Jx.
Upostevajmo e jy o = 0T, in jy = ATz — Th)/d, kjer je d
razmik med plo§éama, spotoma pa se Ty — T = (Ty — Ty ) (T3 +

+ T2Ty + ToT? + T7) ~ AT - 4T3, kjer je T sobna temperatura.
Konéno dobimo

j2 — j1 = 2(60T> + %)51‘,
ob U = kAT pa
AU
R 3 Byt
Jj2 — j1 = 2(60T +d %

tako da je iskani sorazmernostni koeficient 5,4 - 10° W/m?V.
b) Sprva je Aj = P/4nr?, ko radiometer dvignemo pa

P
-! .
Ar = 4m(r/ cos6)? .
tako da dobimo cos®f = 3 in h = rtan6 = 46 cm.
Bojan Golli
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GRAJSKI LABIRINT

Ali in Ce, brata — dvojéka, oba slavna detektiva, Ze tri dni zaman is¢eta muco
Lizo, ki je pobegnila teti Amaliji. Uboga teta je Ze ¢isto obupana. Vendar pa
sta detektiva konéno le prisla muci na sled. Skrila se je v nadvse skrivnostnem
gradu kraljice Logike. Sedaj mirno sedi v zadnji sobi tega gradu in prede.

Pomagaj detektivoma skozi labirint grajskih sob do muce. Prvi detektiv
vstopi v sobo stevilka 1, drugi pa v sobo stevilka 3. Vzemi v vsako roko po
en svinénik in ju postavi na sobi, kjer sta detektiva, da ju po poti ne bos
izgubil. Tvoja naloga je, da se pri vsaki potezi odlo¢is, kateri detektiv (in z
njim svinénik) bo napredoval do naslednje sobe. Ko si enega izbral, se ravnaj
po navodilu v tisti sobi. '

Primer: Recimo, da si se na zacetku odloéil za detektiva, ki je v sobi 1. Tam
je vprasanje: “ALI JE DRUGI DETEKTIV V RUMENI SOBI?". Odgovor je
“DA", saj je soba stevilka 3 rumena. Torej gre izbrani detektiv iz sobe 1 po
hodniku, oznacenem z “DA”, v sobo 7. Sedaj se moras ponovno odloéiti, kateri
od obeh detektivov bo naredil naslednjo potezo: tisti, ki je Se vedno v sobi 3, ali
ta, ki je sedaj v sobi 7. .. In tako naprej, dokler ne pripeljes enega od detektivov
(torej enega od svinénikov) v zadnjo sobo z napisom “CILJ”. Tam prede muca
Liza.

Brz do cilja, da ne bo teta Amalija predolgo cakala na svojo muco. Pa
veliko zabave na poti po labirintu.

(P.S.: Ali zna$ priti do cilja v manj kot desetih potezah?)
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Slovenska olimpijska ekipa iz fizike pred ure v parku v bliZini Niagarskih slapov. Z leve proti desni: Milo%
Jeftic, Gasper Tkacik, Igor Verstoviek. Matej Maring, Jure Baje, Ciril Dominko, Matej Horvat (foto Ciril
Dominko).

Slovenska matematicna olimpijska ekipa. Z leve proti desni stojijo: MatjaZ Zeljko, Matjaz Konvalinka, MatjaZ
Titan, Darjo Felda; epijo: Tadej Starci¢, Andrej Vodopivec, Matija Mazi, Martin Milanié (foto MatjaZ Zeljko).




