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FOTOGRAFIJA IN MATEMATIKA, 2. del —
ZASLONKA IN EKSPOZICIJA

Zaslonka

Clovesko oko lahko deloma uravnava koli¢ino svetlobe, ki vpada vanj.
Zenica se razsiri, kadar je temno, in zozi, kadar je zelo svetlo. Enako
nalogo v fotografskem objektivu opravlja zaslonka. To je mehanizem,
sestavljen iz pet ali ve¢ lamel, s katerimi lahko omejimo koliéino svetlobe,
ki prihaja skozi objektiv (sliki 1 in 2).

Ce beseda nanese na zaslonko, smo vsaj pri klasi¢nih aparatih takoj
pri zaporedju skrivnostnih zaslonskih stevil:

11 16 22 32 45 ... (1)

Slika 1. Zaslonka zaprta na zaslonsko ste-  Slika 2. Zaslonka zaprta na zaslonsko Ste-
vilo 4 (na objektivu z najmanjsim zaslon-  vilo 22.
skim Stevilom 2°8).

Matematik hitro ugotovi, da naslednje stevilo v zaporedju dobimo
tako, da prejsnje pomnozimo s v/2 in zaockrozimo.

Kaj so zaslonska Stevila? Fotografski objektiv nadomestimo z eno
samo leco. Zaslonsko stevilo z je goriséna razdalja (gorisénica) f lece,
deljena s premerom D (odprtine) lece (slika 3):

R
i=<.
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Slika 3. Slika 4.

Angleski izraz za zaslonsko Stevilo je f-number (fNo). Leca s pre-
merom 5 cm in goriséno razdaljo 20 em ima zaslonsko stevilo 4.

Ce premer odprtine z zaslonko zmanjsamo na polovico prejsnjega pre-
mera (v nasem primeru na 2'5 em), dobimo zaslonsko stevilo 8. Plos¢ina
zmanjsane odprtine je le ¢etrtina ploséine prvotne odprtine (slika 4). Skozi
tako odprtino prihaja le éetrtina prejinjega svetlobnega toka. Torej pri
zaslonskem Stevilu 8 prihaja skozi objektiv le cetrtina svetlobe, ki bi pri-
hajala skozi objektiv pri zaslonskem stevilu 4.

Ce hotemo le¢i s premerom D prehod svetlobe zmanjsati z zaslonko
na polovico, mora premer odprtine znasati D : /2, kot se takoj pre-
pricamo. Plos¢ina odprtine je namre¢ sorazmerna kvadratu premera in
torej polovica prvotne ploséine. Zato je novo zaslonsko stevilo

T A
{ = pim=pYi=2VE.

Ce torej zaslonsko stevilo pomnozimo s v/2, se ploséina odprtine razpolovi.
Vsako naslednje stevilo v zaporedju (1) torej pomeni razpolovitev koli¢ine
svetlobe, ki prihaja skozi objektiv.

Npr.: Pri zaslonskem Stevilu 8 objektiv prepuséa dvakrat toliko sve-
tlobe kot pri zaslonskem Stevilu 11. Pri zaslonskem &Stevilu 4 prepusca
objektiv 32-krat toliko svetlobe kot pri zaslonskem stevilu 22 (sliki 1 in 2).

raksi namesto npr. “zaslonsko stevilo 8" povrsno recemo “za-
V prak to npr. “zaslonsko stevilo 8” p 5
slonka 8".

Svetlobna jakost objektiva

Leca z goriséno razdaljo f in 2z najmanjsim zaslonskim Stevilom z ima
premer f/z. Temu koliéniku pravimo odprtina le¢e. Najbolj prodajani
zoomi imajo odprtine od f/3'5 do f/5°6.

Cim manjsi je z, tem veéja je odprtina zaslonke. Inverzna vrednost
1 : z zaslonskega Stevila z pri polni odprtini zaslonke je svetlobna jakost
objektiva.
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Slika 5. Dva objektiva z goriiéno razdaljo 50 mm: levi je legendarni Stirileéni objektiv
Tessar s svetlobno jakostjo 1 : 2'8. Izdelujejo ga v vrsti razlicic ze 90 let, Desni objektiv
ima svetlobno jakost 1 : 1'4. Tako veliko svetlobno jakost je mogoce doseci le z uporabo
dragih stekel in veéjim Stevilom leé (v nasem primeru 7). Desni objektiv zbere stirikrat
toliko svetlobe kot levi, zato je z njim laze slikati v slabih svetlobnih pogojih.

Danes so priljubljeni ob-
jektivi s spremenljivo gorisé-
nico — zoomi. Poklieni fo-
tografi uporabljajo vec¢inoma
zoome s svetlobno jakostjo
1 : 2°'8. Taki objektivi so pri
enakih gori§énicah obéutno
vecji, tezji in drazji od zoo-
mov s spremenljivo svetlobno

I L TRASONIC i

. 5 . o Slika 6. Standardni zoom, ki ima svetlobno
jakostjo od 1 : 35 do 1 : 56, .. Bdiphisatise) s s s

. & b g A jakost 1:3°5 pri najmanjsi gorisénici (28 mm)
kakrsne uporabljajo amaterji in &bko svetlobno jakost 1 : 5'6 pri najveéji
(slika 6). gorisénici (80 mm). Tehta le 200 g.

Prostorski kot

Poglejmo si, kako zaslonka vpliva na osvetljenost slike. Srecamo se s
pojmom prostorskega kota.

Imamo neprozorno sfero s polmerom 1 in s srediscem v tocki O
(slika 7). Na tej enotski sferi si mislimo izrezano okno poljubne oblike.
Vsi poltraki (zarki) z izhodiséem v O, ki potekajo skozi omejeno okno,
sestavljajo prostorski kot. Mera w tega prostorskega kota je kar povrsina
manjkajocega dela sfere (okna).
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Slika 7. Slika 8.

Mislimo si zdaj okrog tocke O narisano Se sfero s polmerom a (slika 8).
Srediscéni razteg s faktorjem a in s srediscem v O nam enotsko sfero preslika
na novo sfero, ohranja pa prostorski kot. Zato je povrsina preseka nove
sfere s prostorskim kotom enaka a?w. Torej je

S

Ww=-—,
a2

kjer je S povrsina preseka nove sfere s prostorskim kotom.
Naslednji razdelek je bolj fizikalno obarvan in ga odlikujejo Stevilne
poenostavitve in zanemaritve, vendar je vseeno zelo poucen.

Zveza med svetlostjo objekta in osvetljenostjo slike

Fotografiramo hrapavo enakomerno svetlo steno, ki je pravokotna na op-
tiéno os aparata. Tam, kjer opticna os lece seka steno, si na njenem
povriju mislimo oznaéen kvadratek s ploséino 1mm? (slika 9).

Wt emren

Slika 9.
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Slika 10.

Okrog kvadratka si mislimo narisano sfero s polmerom a, kjer je a
razdalja med steno in le¢o (slika 10). Kvadratek seva svetlobo. V ne-
posredni blizini optiéne osi vzamemo okence na sferi. Zarki skozi okence
(priblizno) oblikujejo majhen prostorski kot z mero w. Ker ima nas kva-
dratek ploséino 1 (mm?), je svetlost L kvadratka (in s tem stene) po
definiciji do enote natanéno enaka

svetlobni tok iz kvadratka skozi okence

w

(Stena je hrapava, zato se nam zdi enako svetla, tudi ¢ée jo pogledamo
bolj poSevno. Vendar pa je kvadratek od strani videti manjsi. Zato skozi
enako veliko okence na isti sferi dale¢ stran od osi kvadratek seva manj
svetlobe.)

Ce je torej premer D leée precej manjsi od a, je svetlobni tok iz
kvadratka skozi le¢o bolj ali manj enak

Lo/,

kjer je w’ = aiz prostorski kot, s katerim vidimo naso leco iz kvadratka.
Kot vemo, le¢a nas kvadratek preslika na kvadratek s stranico m mm,
kjer je m povecava. Osvetljenost slike je enaka kvocientu

svetlobni tok, ki pada na ploskev

1

ploscina ploskve

torej

L. 1. 8
ma™ = pala
Iz naSega prejénjega clanka vemo, da je a = (1 +m~')f. Upostevajmo,
da je
IR o
S=-aD"=-n—.
4" T2
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Ce zanemarimo izgubo svetlobe pri prehodu skozi objektiv, torej velja:
Osvetljenost slike je enaka

iy 1

4 ‘.:2(] +m)2’
kjer je L svetlost originala.
Torej pri gornjih predpostavkah velja:
Osvetljenost slike je odvisna le od svetlosti L objekta, od
zaslonskega Stevila z in od povecave m.

Za oddaljene objekte je m = 0. Denimo, da je z = 4. Potem je
osvetljenost slike enaka
w
64

Osvetljenost slike znasa pri zaslonskem Stevilu 4 slabih 5% svetlosti origi-
nala.

Ekspozicija

Da bi na filmu nastala dobra slika, mora nanj pasti bolj ali manj na-
tanéno doloéena koliéina svetlobe. Poleg zaslonke kontrolira koli¢ino sve-
tlobe Se zaklop. Idealizirano se zaklop odpre za dolocen ¢as in nato zapre.
Danasnji zaklopi so ve¢inoma elektronsko upravljani in so pri dobrih apa-
ratih zmozni naravnati osvetlitvene ¢ase od 30 s do 1/4000 s. Na sliki 11
imamo starejsi model aparata s ¢asi od 2 s do 1/1000 s. Oznaka 125 po-
meni ¢as 1/125 s itd. Edino obarvana dvojka med 1 in B dejansko pomeni
2 s. Sicer pa 8 pomeni 1/8 s itd...

g

Slika 12. Novejsi aparati na prikazo-
Slika 11. Na klasiénih aparatih osvetlitvene valniku pokazejo nastavljeno ekspo-
¢ase maravnamo s tem gumbom. zicijo.
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Denimo, da z zaslonko z = 22 in ¢asom ¢t = 1 s (slika 12) dosezemo
pravilno osvetlitev. Ce zaslonko odpremo na z = 16, se ploséina odprtine
podvoji, zato moramo ¢as skrajsati na polovico, se pravi na % s. Pravilno
osvetlitev dosezemo Se z naslednjimi pari:

z=1l; t=%s %s
z2=8, t= g s a5 8
2 =56 t:%s -l—;gs
z=4, t=3=s 755 S
=278, t:ﬁs 5_363
=2, t=ﬁs ﬁs
z=14, t=gpzs 7056 S

Na aparatu so ulomki za ¢ase prikazani malenkost spremenjeni (primerjaj
s fotografijo 11), tako kot vidimo na desni.

Definirajmo zdaj: Ekspozicija je urejeni par (z,1), kjer je z zaslonsko
stevilo in ¢ ¢as osvetlitve.

Denimo, da spet slikamo hrapavo enakomerno svetlo steno s svetlo-
stjo L. Koli¢ina svetlobe, ki pade na ploséinsko enoto filma pri ekspoziciji
(z,1), je (v idealnem primeru) enaka

o 1 t
4 (1+m)?2 22°

Ce sta svetlost L in poveéava m fiksna, velja: ée je

t' t

@ #

bo pri ekspozicijah (z,t) in (2/,#') na ploséinsko enoto filma prisla enaka
kolicina svetlobe.

Avtomaticéni aparati sami sprogramirajo zaslonsko &tevilo z in cas ¢,
tako da je osvetlitev pravilna. Boljsi aparati premorejo premik programa
(program shift). Z vrtenjem kolesca ali pritiskanjem gumba lahko skacemo
po ekspozicijah (z,t), tako da kvocient t/2% ostane isti — na primer po
parih, predstavljenih zgoraj.

V prej opisanem zaporedju ekspozicij je kvocient ¢/z? v vseh primerih
enak 272 5.
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Ekspozicijska vrednost (EV)
Ce lahko zapisemo

ali enakovredno

22

t

pravimo, da je @ ekspozicijska vrednost dane osvetlitve, kratko EV.
Torej je (Ce Se ne poznate logaritmov, te tri vrstice preskocite)

2
EV =log, ("‘?)

(¢e je kvocient v oklepaju izracunan v s—1).

==y, (2)

Primer:
Zaz=22int=%sje EV =12.
Zaz=1int=1s je EV =0, enako za
z=14int=2salipazaz=28t=38s.

8 g 10 11 12 13 4 1B 16 17 .18
A 22
g
) 16
E' s
: - "
// < 8
4 4
> 5.6
3 > y
2 rd
: ,‘ 2.8
EV % 2
14
] 1

= o T
2 1 5 7 § 15 T & T5 250 50 1000

Slika 13. Zelo pregledno zvezo med z,t in EV dobimo iz zgornjega diagrama, vzetega iz
starih Canonovih navodil. Crtkana érta povezuje ekspozicije, kot jih izbira osvetlitvena
avtomatika za objektiv 1: 14, 50 mm.
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Zapomnimo si:

Ce pri danem z osvetlitveni ¢as razpolovimo, se EV zveca za 1.

Ce pri danem z osvetlitveni ¢as podvojimo, se EV zmanjsa za 1.

Ce pri danem t zaslonsko tevilo z podvojimo, se EV zveca za 2.
Ce pri danem t zaslonsko stevilo z delimo s v/2, se EV zmanjsa za 1.

Korekture ekspozicije

Osvetlitvena avtomatika v boljsih aparatih je zelo precizna, dokler imamo
opravka z objekti srednje barvne intenzitete. Ce pa veéino scene pokriva
sneg, bomo namesto beline na diapozitivu dobili pusto sivo — v meglenem
ali oblaénem vremenu celo modro pokrajino — kot na fotografiji na drugi
strani ovitka. Avtomatika namrec skusa na film spustiti toliko svetlobe, da
nastane diapozitiv srednje prosojnosti. Tudi najnovejdi dosezek — barvni
senzor — verjetno ne more dolo¢iti, ali slikamo puscavo sive barve ali za-
snezeno pokrajino, vsaj dokler ni na sceni Se kaj drugega za primerjavo.
V takih primerih moramo ekspozicijo popraviti.

Pri zasnezenih scenah moramo na film spustiti dva do stirikrat to-
liko svetlobe, kot pokaze svetlomer. Lahko, recimo, pri dani zaslonki ¢as
podaljsamo na 2 do 4 kratno vrednost. Pri tem se EV zmanjsa za 1 do 2.
Obic¢ajno vseeno rec¢emo, da smo
osvetlitev popravili za 41 do
+2 EV, saj smo bolj osvetlili, s % *
kot bi sicer: Na prikazovalniku 2 ) 1 * ' ® 1 & 2
aparata izberemo recimo korek- ;
turo +1°5 kot na sliki 14, pa .
bomo dobili fotografijo kot na
zadnji strani ovitka.

ekt der 2+ S
Slika 14. Korektura ekspozicije za +1'5 EV,

Druga moznost je, da obdrzimo ¢as in bolj odpremo zaslonko: ée je
bila prej 8, izbiramo med 4 in 5'6. Po domace pravimo, da smo “odprli za
eno do dve zaslonki”. To je ohlapen izraz za dejstvo, da smo se pomaknili
za 1 do 2 mesti nazaj v standardnem zaporedju zaslonskih stevil (1).

Ker se na diapozitivih kontrasti Se poveéajo, se je pri scenah, ki vse-
bujejo zelo svetle in zelo temne dele, véasih tezko odlo¢iti za pravilno
ekspozicijo. Novejsi aparati premorejo tako imenovano osvetlitveno zapo-
redje (anglesko: automatic bracketing). Aparat nam zaporedoma napravi
tri posnetke: srednjega po predlogu avtomatike, prvega manj in drugega
bolj osvetljenega. Na predzadnji strani ovitka imamo tri take posnetke,
ki se razlikujejo za po 1'5 EV. Zraven je Se slika, posneta na Stajerski
avtocesti pri Dramljah. Ekspozicija je trajala ve¢ sekund (E'V okrog 6).
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Spremembe za pol EV

Denimo, da osvetlitveni ¢as t ostane isti, £V pa se poveca za 0°'5. Kaj se
zgodi z zaslonskim Stevilom 27
Iz (2) sledi

'2 = 2EVt

Desna stran se pomnom z 2% = /2. Torej se 2> pomnozi s /2, od tod
se z pomnozi s ¥2 =1719.

Ce je bil z = 4, je novo zaslonsko stevilo 4'8.

Nekateri aparati nam omogocajo nastavljanje zaslonskega stevila z
(in ¢asa) v korakih po 0'5EV. Med standardno zaporedje (1) zaslonskih
Stevil nam tako interpolirajo ta stevila, pomnozena s v/2:

12, I'T, 2'4,.3%, 4'8, 87, 95, 13, 19, 27, 38,...

Kaj pa e z ostane isti, EV pa se zveca za 0'57 Potem se 2BV pomnozi

s V/2, torej se mora cas deliti s v/2. Ce je bil prej denimo 1/32 s je zdaj
1/45 s itd (slika 16).

30 1645

Slika 15, 16. Ekspoziciji (16, = 35 §) in (13, é s) imata isto EV.

Pri nekaterih aparatih lahko EV' spreminjamo v korakih po %EV.
Sami premislite, kaj se zgodi pri spremembi za %EV, ¢e a) z ostane isti;
b) t ostane isti.

Peter Legisa
IGRA

Peter predlaga Petri igro. Najprej ji razlozi pravila: “Sestavila bova osem-
mestno stevilo tako, da bova izmeniéno dopisovala eno od stevk: 6, 7, 8, 9.
Drugi tekmovalec zmaga, ¢e je dobljeno stevilo deljivo z devet, sicer iz-
gubi.” Peter ne dovoli, da bi Petra igrala prva, ker ve, da lahko prvi
tekmovalee vpisuje stevke tako, da vedno zmaga, ne glede na to, kaj vpi-
suje drugi tekmovalec. Kako ima Peter namen igrati kot prvi?

Dragoljub M. Milosevié, prevod Barbara Japelj
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MALA SOLA TOPOLOGIJE — 2. del

A
Izhodisca {En/
L

Iz tocke A krivulje na spodnji sliki vodijo &tiri poti; ena g
med njimi npr. proti tocki B. 1z tocke B vodi ena sama 1P
pot. Enako velja za tocko C.

8 c

Tocko, iz katere vodi vsaj ena pot, bomo imenovali izhodisée. Stevilo
vseh poti, ki vodijo iz izhodiséa, imenujemo stopnja izhodiséa. Tako je
stopnja izhodiséa A je enaka 4, stopnja izhodiséa C' pa 1.

Sami dolo¢ite stopnje izhodisé, oznacenih s érkami, na naslednji sliki.

\f 5 Y 49

O¢citno je, da se pri topoloski preslikavi (te smo spoznali v prejsnji
stevilki Preseka) izhodiS¢e dane stopnje preslika v izhodisce iste
stopnje. Torej je stopnja izhodisca topolosko nespremenljiva vre-
dnost, ali krajse, stopnja izhodis¢a je topoloska lastnost.

Poiscite odgovore na naslednja vprasanja:

1. Katere male érke slovenske abecede v naslednji tabeli imajo med dru-
gim:
(a) natanko eno izhodis¢e stopnje 3,
(b) dve izhodiséi stopnje 3,
(¢) izhodisce stopnje 47

abccdefghijkl
mnoprsstuvzz
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2. Zakaj ne moremo narisati figure z enim izhodis¢em stopnje 1 in brez
drugih izhodisc?

3. Narisi daljico in na njej poiséi ter oznaci izhodisée stopnje 2. Lahko
najdes Se kaksno izhodisée stopnje 27 Koliko je vseh skupaj?
Zakaj izhodisea stopnje 2 niso zelo zanimiva?

4. Za krivulje na sliki ugotovi, koliko ima vsaka izhodis¢ stopnje 1 in
koliko izhodis¢ stopnje 3, 4 oziroma 5.

(a) (b) (¢) (d) (e)

5. Katere med malimi érkami slovenske abecede so topolosko enako-
vredne ¢érki C ? Koliko izhodisé ima vsaka? Kaksne stopnje so ta
izhodisca?

6. Koliko malih érk slovenske abcede je topolosko enakovrednih érki [ ?
Primerjaj odgovor z odgovori na vprasanje 1! Kaj opazis?

7. Ce je mozno, narisi krivulje, ki imajo navedeno stevilo izhodisé danih

stopenj.
stopnja 1 | stopnja 3 | stopnja 4 | stopnja 5
@ - - 2 -
(b) — 1 1 1
@] - 3 - E
@| - 2 1 =
(e) 44 1 - 1
(f) 4 - 1 —
@ - - 2 =
| 1 1 - -

Poskusi najti pravilo, s katerim lahko hitro ugotovis, kdaj krivulje
zagotovo ni mozno narisati.

Marija Vencelj
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CUDOVITA

Leta 1596 je nemski astronom David Fabricius (1564 - 1618) pri opazo-
vanju Merkurja v ozvezdju Kit zasledil prej nevidno zvezdo. Njen sij je
naglo slabel in zvezda je kmalu postala prostemu ocesu nevidna, Vendar
je spet moéno zasvetila in nato spet hitro izginila. To se je veckrat pono-
vilo, in na zvezdo so zvezdoslovei postali pozorni. Zaceli so jo natanéno
opagovati in ugotovili, da spreminja svoj sij. Fabricius pa je bil prvi, ki je
opazoval spremenljivost kake zvezde.

“Novo zvezdo” so pozneje zaceli pesnisko imenovati Mira (pravzaprav
ji je dal to ime J. Hevelij), kar v latingéini pomeni ¢udovita, tudi éudna,
izredna (slika 1 in 2). Mira je torej zvezda, ki spreminja svoj sij, je zvezda
spremenljivka.

Slika 1. Ozvezdje Kit in lega zvezde Mire — Cudovite v njem. Vzemite lupo in izsledite
Cudovito. Podoba je iz starega zvezdnega atlasa. Kit je pri nas najbolje viden od
oktobra do januarja.
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V zadnjih treh stoletjih so
odkrili okoli 5000 Miri podobnih
zvezd. Sama Mira, uradno ozna-
éena kot o Kita (Omikron Ceti),
v casovnem presledku okoli 330
dni spreminja svoj sij od pribliz-
no tretje do devete magnitude;
nase oko sicer zazna Se zvezde Se-

ste magnitude (slika 3). Ce pre- ) “_\ .

racunamo, to pomeni, da zvezda s
odda ob najvecjem siju kar 250 s . :
krat vec svetlobe kot ob najmanj-  “—¥. " e

sem. (Sicer osnovne podatke o
Miri dobite v astronomskih efe-
meridah NaSe nebo, wvsakoletni
publikaciji Drustva matematikov,
fizikov in astronomov Slovenije. )

Slika 2. Ozvezdje Kit, prikazano na moderni
zvezdni karti v nasi astronomski reviji Spika.

Slika 3. Nihanje sija Cudovite. Pri pulzi- /m }
ranju zvezda nekako “diha”, se periodiéno
iri in kréi — spreminja svoj radij. Pri tem 3 ¢
se spreminja povrsinska temperatura zvezde,

pribliZno soasno s temperaturo pa izsev (od- 5
dana svetlobna mo¢) zvezde. To na Zemlji
zabelezimo kot spreminjanje sprejete zvezdi-
ne svetlobe ali, natanéneje, spreminjanje nje-
nega sija. Sicer pa je Cudovita oddaljena od
nas okoli 250 svetlobnih let in ima okoli 200- 91

krat vecji radij od Sonca. Za druge podatke R e
poglejte Se v kak racunalniski program ali In- 0 200 400 f@)
ternet.

Mira je primer orjaske zvezde, ki pulzira — “diha”. Samo bezno po-
glejmo, kaksne lastnosti imajo zvezde tipa Mire, véasih imenovane tudi
miride — dolgoperiodiéne orjaske spremenljivke nizkih povrsinskih tem-
peratur. Te zvezde spreminjajo svoj sij s periodo (nihajnim ¢asom) od
okoli 80 do 1000 dni, pri ¢emer so amplitude nihanja sija vecje od 2,5
magnitude. Vseh razliéno pulzirajoéih spremenljivk pa je blizu 15 000.

Ugotovitve, dobljene iz opazovanj pulzirajocih zvezd, se kar dobro
potrjuje teorija. Ta pravi, da je produkt periode ty pulziranja in kva-
dratnega korena povprecne gostote p zvezde konstantna kolicina, torej
to\/p = konst. Res se je izkazalo, da vse vecje zvezde, to je orjakinje in
nadorjakinje, ki imajo vse manjso p, pulzirajo z vse daljso periodo. Sedaj
pa zapustimo teorijo, ki je precej zapletena in presega okvir tega clanka.
Raje poglejmo, kako bi preprosto opazovali Miro.
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Predlagam, da Miro opazujete s prostim ocesom. Najprej se zelooo
potrudite, da jo izsledite (slika 2 in 4). Nato poskusite oceniti spremembo
njenega sija glede na konstantni sij okolnih zvezd. Na razpolago je veé
nacinov. Sam sem vecinoma ocenjeval sij Mire tako, da sem v njeni okolici
poiskal zvezdo, ki je imela sij ¢im blize siju Mire. Iz tabele (zvezdnega
kataloga ali karte) sem nato odbral sij tiste zvezde, ki sem ga privzel
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Slika 4. Zvezdna okolica Cudovite — pri opazovanju se morate paé znajti.
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za trenutni sij Mire. Zmotil sem se najveé za % magnitude, kar je sicer
velika napaka, vendar se je zdelo za hitro oceno to e kar dobro. Vam pa
predlagam drugacen nacin.

Sij spremenljivke, torej tudi Mire, ocenjujemo s prostim o¢esom (lah-
ko pa tudi z daljnogledom) takole: Spremenjljivi sij spremenljivke primer-
jamo s konstantnim sijem sosednjih zvezd. Recimo tem zvezdam primer-
jalne zvezde. Na ta nacin so ocenitve sija s prostim ocesom natancne od
ﬁ do % magnitude. Taksno natancnost pa dosezemo Sele po vecletnem
nacrtnem, vztrajnem in potrpezljivem delu. Pri opazovanju s prostim
o¢esom upoStevamo prvih Sest magnitud (od prve magnitude — najsve-
tlejse zvezde, do Seste magnitude — zvezde, ki jih s prostim ocesom Se
vidimo).

Z otesom ne merimo objektivno, ampak ocenjujemo subjektivno (pri-
merjamo obéutke). Ce pri ocenjevanju sija uporabljamo primerjalne zvez-
de, ki smo jih vzeli iz razlicnih zvezdnih katalogov ali kaksnega uchenika,
moramo vedeti, da imamo opravka z razliéno dobljenimi siji. Upostevati je
treba opazovalno napravo, na¢in opazovanja, osebnostne (o¢esne in druge)
lastnosti opazovalca in Se kaj. Najvecje razlike sijev se pojavijo pri zvez-
dah, ki se med seboj razlikujejo po barvi (povrsinski temperaturi). Tako
vsak opazovalec, ki ocenjuje z dolocenim instrumentom, ustvarja svojo
(subjektivno) skalo sija.

Sij spremenljivke S primerjamo s sijem dveh primerjalnih zvezd, od
katerih je ena A nekoliko svetlejsa, druga B pa nekoliko sibkejsa od spre-
menljivke. Sij zvezde A naj bo a, sij zvezde B naj bo b. sij spremenljivke
S panaj bo s. Veljaa < s <b. Ce je le mogolt':e, izberemo taki primer-

jalni zvezdi, da je razlika njunih sijev med 1 in 5 magnitude. Primerjalne

zvezde naj bi bile enake barve kot spremenljivka.

Interval med sijema primerjalnih zvezd v mislih razdelimo na deset
stopenj. Ocenjujemo, kje je sij spremenljivke znotraj tega intervala. Zapis
apsrb pomeni, da je S za p stopen]j sibkejsa od A in za r stopenj svetlejsa
od B. Seveda je p+r = 10, saj smo interval razdelili na 10 enakih delov.

Ce smo ocenitev zapisali apsrb in sija a in b primerjalnih zvezd po-
znamo, sij spremenljivke izracunamo takole:

b—a b—a

&= =h—
s=8+P g "0

Ce vidimo, da je spremenljivka toliko sibkejsa od zvezde A, kot je
svetlejsa od B (sredina intervala), zapiSemo a5s5b. Ce je sij spremen-
ljivke nekoliko blizji siju zvezde A kot siju zvezde B, zapiSemo a4s6h ali
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tudi a3s7b. Ce pa se sij spremenljivke komaj opazno razlikuje od sija
zvezde A in kar opazno od sija zvezde B, zapiSemo als9b. Pri vsaki oce-
nitvi zapisemo Se ¢as opazovanja. Ce se sij kake spremenljivke hitro spre-
minja, upostevamo uro (morda minuto), v nasem primeru pa zadostuje
natancnost enega, dveh ali tudi treh dni.

Poskusite na opisani nacin oceniti sij Mire kako no¢, ko bo zadosti
svetla, to pa bo sredi obdobja december 1997 — januar 1998, torej okoli
novega leta. Primerjalne zvezde lahko izberete iz zvezdne karte (slika
2), iz racunalniskega astronomskega programa, Interneta ali iz prilozene
zvezdne skice (pri ¢emer bo Se nekaj dela). Morda celo ugotovite krivuljo
spreminjanja Mirinega sija okoli njenega maksimalnega sija (okoli novega
leta 1998), to je, narisete graf spreminjanja sija s ¢asom, kjer na abscisno
0s nanasate ¢as t opazovanja, na ordinatno pa vrednost — oceno sija m
spremenljivke. To je res ze nekoliko zahtevno delo. Vendar poskusiti velja.

Za zacetek pa Miro najprej izsledite. Ko jo boste znali hitro najti
na nebu, se nato na lastne oc¢i poskusite prepricati, ali se tej nenavadni
zvezdi zares spreminja sij glede na okolne zvezde konstantnega sija.

Marijan Prosén

HITRO KVADRIRANJE STEVIL, KI SE
KONCUJEJO S STEVKO 5 — Resitev s str. 31

1. Ce pravila e niste poznali, ste ga gotovo zlahka uganili. Naravno
stevilo, ki se v desetiSkem zapisu koncuje s Stevko 5, kvadriramo
takole:

(a) Stevilu odstranimo (odmislimo) zadnjo §tevko;

(b) stevilo, ki ostane, pomnozimo s Stevilom, ki je za 1 veéje od
njega;

(¢) produktu pripisemo 25; dobljeno stevilo je kvadrat zacetnega
stevila.

Tako je

852 = 1225, kerje 3-(3+1)=3-4=12,

1152 = 13225, kerje 11-12=132.
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2.

Naravno stevilo n, ki se koncuje s stevko 5, lahko zapiSemo v obliki
n = 10m + 5, m € INU {0}.

Ocitno je m stevilo, ki ga dobimo, ¢e v stevilu n opustimo zadnjo
stevko 5. Velja:

n? = 100m? + 100m + 25 = 100m(m + 1) + 25.

Prvi sestevanec 100m(m + 1) v zadnji vsoti je Stevilo, ki se v de-

setiSkem zapisu koncuje z dvema niclama. Ce temu Stevilu pristejemo

dvomestno stevilo 25, dobimo isto Stevilo, kot ée stevilu m(m+1) na

desni pripisemo 25.

Naj bo stevilska osnova a sodo Stevilo in zadnja Stevka Stevila n enaka
]

polovici osnove, to je §. Potem velja:

n m+a
= v ey
2

a? a?
n? = m?a® + ma® + = m(m+ 1)a® + T
kjer je m spet stevilo, ki ga dobimo z odstranitvijo zadnje stevke v
stevilu n.
Stevilo m(m+1)a? se v §tevilskem sistemu z osnovo a zapise z dvema
ni¢clama na koncu, stevilo “4—2 < a*® pa je v tem Stevilskem sistemu
kvecjemu dvomestno Stevilo; enomestno je le za a = 2.
Zato kvadriramo stevila, zapisana v stevilskem sistemu s sodo osnovo
a > 4 in z zadnjo stevko 7, podobno kot stevila, ki se v desetiskem
zapisu konéujejo s stevko 5:
Stevilo, ki ga dobimo z odstranitvijo zadnje §tevke, pomnozimo s
stevilom, ki je od njega za 1 vecje, in pripiSemo rezultatu kvadrat
zadnje Stevke.

Ce je a = 2, je razlika le na zadnjem koraku, ko namesto 1 pripisemo
01.

V Sestiskem sistemu npr. lahko z uporabo tega pravila kvadriramo
stevila, ki se koncujejo s stevko 3. Tako je

2
ker je 4(6) - 5(6) = 32() in 3%6) = 13(6)-

Marija Vencelj
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METANJE KOCKE — Resitev naloge s str. 47"

V programskem jeziku pascal bomo sestavili program, ki bo s pomocjo
generatorja nakljuénih Stevil ocenil najverjetnejse stevilo metov obicajne
kocke, v katerih vsota dobljenih pik prvié preseze 1997. Program bo simu-
liral n poskusov, kjer je n podatek, ki ga vnese uporabnik. Vsak poskus
bo sestavljen iz zaporedja metov kocke. Mete bomo ponavljali, dokler
vsota dobljenih pik ne bo presegla 1997. Met kocke bomo predstavili z
nakljuéno izbiro enega od stevil 1,2, ...,6. Hitro opazimo, da stevilo do-
bljenih pik pri posameznem metu ni pomembno. Zapomniti si moramo le,
koliko melov smo porabili za dokonéanje poskusa. Stevilo metov, ki jih
opravimo pri posameznem poskusu, je vsaj 333 (same Sestice), a ni vecje
od 1998 (same enice). Po koncu vseh poskusov bomo za vsako stevilo i
med 333 in 1998 vedeli, koliko poskusov se je koncalo po natanko ¢ metih.
Te podatke bomo vodili v tabeli meti. Tabela bo indeksirana s stevili od
333 do 1998. Po koncu poskusov poiséemo najvecjo vrednost v tabeli in
izpisemo indekse vseh tistih elementov tabele, ki hranijo to vrednost.

Jedro programa sestavljata dve vgnezdeni zanki. Zunanja zanka for
tece po vseh poskusih, notranja zanka while pa opravi en poskus.

program MetanjeKocke;

{ Eksperimentalno oceni najverjetnejse stevilo metov kocke, }
{ v katerih skupno &tevilo dobljenih pik prvié preseze 1997. }
const
meja = 1997; { Vsota pik mora presec¢i mejo. }
min = (meja div 6)+1; { najmanjse mozno §tevilo metov }
max = meja+1; { najvecje mozno stevilo metov }
var
n: integer; { stevilo poskusov }
meti: array [min..max] of integer; { evidenca o stevilih poskusov }
vsota: integer; { Steje dosezene pike v tekocem poskusu. }
met: integer; { Steje stevilo metov v tekocem poskusu. }
najvec: integer;
i: integer;

begin { glavni program }
write('Koliko poskusov maj opravim: ’'); readln(n);
for i:=min to max do meti[i] := 0;

{ Posnemamo metanje kocke. }
randomize;

1 Objavljamo resitev avtorja naloge. Nekoliko daljso (pa pravilno) resitev nam je
poslal tudi bralec Niko Jezernik iz Velenja.
Op. odg. urednice
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for i:=1 to n do begin { Vsaka ponovitev zanke je en poskus. }
vsota := 0; met := 0;
while vsota<=meja do begin
vsota := vsota-+trandom(6)+1;
met = met4-1;
end; { while }
meti[met] := meti[met]+1;
end; { for }
{ Ugotovimo, pri katerem metu smo najveckrat presegli mejo. }
najvec := meti[min]|;
for i:=min+1 to max do
if meti[ij>najvec then najvec := metifi];
{ Izpis rezultatov. }
writeln('Stevilo poskusov = 'n);
write('Najvec poskusov, in sicer 'najvec,’, se je koncalo po’);
for i:=min to max do
if meti[ij=najvec then write(’ '.i);
writeln(” metih.’);
readln;
end.

In kaksno stevilo metov napoveduje gornji program? Pri dovolj ve-
likem stevilu poskusov, denimo vsaj nekaj tisoc, se odgovori sucejo okoli
571 metov. To ni presenetljivo, saj pri vsakem metu v povpre¢ju dobimo
3.5 pike, koliénik med 1998 in 3.5 pa je priblizno 571. Na primer, pri enem
od zagonov sem programu naro¢il, naj opravi 10000 poskusov. Stevilo me-
tov, potrebnih za dokonéanje posameznega poskusa, je bilo porazdeljeno
tako, kot prikazuje spodnja slika:

400

200 F

100

0520 530 540 550 560 570 580 530 600 610 620
Najkrajsi poskus se je konéal po 532 metih, najdaljsi pa je trajal 615
metov. Najveé poskusov, in sicer 368, se je konc¢alo po 570 metih. Veliko
poskusov se je konéalo Se po 573 metih, in sicer 355, po 572 metih, in sicer
351, ter po 569 metih, in sicer 350.

Martin Juvan
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PETDESET LET PIONA

Petdesetletnica je manj okrogla kot stoletnica in elektron, katerega sto-
letnico smo nedavno zabelezili, velja Se danes za osnovni delee, pion pa
ne ve¢. Vseeno je zgodba o odkritju piona pred petdesetimi leti tako
zanimiva, da jo je vredno omeniti.

S tedanjimi pospesevalniki za naelektrene delce so raziskovali atom-
ska jedra, niso pa Se mogli raziskovati delcev. Nove delce so odkrivali v
kozmiénih zarkih. Na vrh zemeljskega ozracja prihajajo naelektreni delci z
veliko kinetiéno energijo, ki bi jim lahko rekli galaktiéni delci, ker izvirajo
iz nase Galaksije. Sestavljajo jih ioni, to so atomi, ki so izgubili elektrone.
Najveé je vodikovih ionov, protonov. lonov je tem manj, ¢im vecja je
njihova masa. Hitri ioni tréijo z jedri atomov v vrhnjih plasteh ozracja in
pri tem nastanejo delci in elektromagnetno sevanje z zelo majhno valovno
dolzino, kar sestavlja sekundarne kozmicne Zarke. Sekundarni kozmiéni
zarki prihajajo v plazovih. Nekateri delci v plazu razpadejo ali se zausta-
vijo v ozragju, nekaj jih doseze povrsje Zemlje.

Te delce so tedaj vecinoma zaznavali z meglicno celico. V njej so hitro
razpeli vlazni plin, da se je ohladil. V nastalem prenasiceno vlaznem plinu
so se izloéile prve kapljice vode na elektronih in ionih, ki jih je na svoji
poti iz molekul plina naredil hitri naelektreni delec. Na fotografiji so
kapljice dale vidno sled, ki je kazala pot delca. Posebno zanimive so bile
fotografije, na katerih je bilo mogoce videti, kako je kak delec nastal ali
razpadel ali trcil z atomskim jedrom in dal zvezdo delcev, ki so odleteli na
vse strani. Vendar so bile fotografije takih dogodkov izredno redke. Na
slepo je bilo treba velikokrat razpeti celico in fotografirati, preden so po
nakljucju naleteli na fotografijo zanimivega dogodka. Zato so okoli celice
namestili plinske Stevee in poskrbeli, da so sunki napetosti, s katerimi
so se ti odzvali na prelet naelektrenih delcev, sprozili celico. Pri tem je
delovala naprava tako, da se je celica sprozila, ¢e so nekateri §tevei zaznali
delce iz plazu in jih drugi niso. Tako niso ve¢ na slepo razpenjali celice in
fotografirali na prazno.

Z megliéno celico so leta 1932 odkrili pozitivni elektron ali pozitron,
antidelec elektrona. Z megliéno celico, ki so jo prozili stevei, so naslednjega
leta opazovali nastanek parov elektron-pozitron. Na podoben naéin so leta
1936 odkrili pozitivne in negativne delce po masi med elektronom in pro-
tonom. V megliéni celici ni bilo mogoc¢e opaziti njihovega nastanka in
razpada, ker so v plinu preleteli ve¢ sto metrov. V gostejsi snovi pa bi to
ne bilo nemogoée, saj bi v njej mion prepotoval precej krajso pot. Toda,
kako bi opazovali pot teh delcev? V posebnem primeru je to mogoce,
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namrec v fotografski emulziji, v kateri so zrnca srebrovega bromida po-
razdeljena po tanki plasti zelatine. Naelektreni delec, ki leti skozi zrnce,
naredi v njem elektrone in ione. Nekateri elektroni se zopet zdruzijo z
ioni, vsi pa ne, tako da nekatera zrnca ostanejo prizadeta. Ta zrnca se v
razvijaleu spremenijo v kepe drobnih delcev srebra, ki so videti érni. Pod
mikroskopom je mogoce v razviti emulziji na poti hitrega naelektrenega
delca videti érna zrnca.

Dve dunajski fizicarki sta leta 1937 za pet mesecev izpostavili foto-
grafske plosce na visini 2300 metrov, na kateri je ve¢ kozmiénih zarkov
kot pri tleh. Po razvitju sta v emulziji opazili sledi protonov in zvezde.
Tedaj je delal na fizikalnem institutu v Bristolu Cecil Powell, ki je bil
prej podiplomski student v Cambridgeu pri C. T. R. Wilsonu, odkritelju
megliéne celice. (C. T. R. Wilson je nekdaj sodeloval z Josephom Johnom
Thomsonom, odkriteljem elektrona.) Na obisku v Bristolu je leta 1938
§vicarski teoreti¢ni fizik Walter Heitler omenil Powellu dunajske fotograf-
ske plosce. Na Powellovo proénjo je Heitler skladovnico plosé tovarne
Ilford z 0,07 milimetra debelo emulzijo izpostavil v Svicarskih Alpah na
visini 3500 metrov. Pokazalo se je, da je bilo mogoce v teh ploscah pod
mikroskopom opazovati sledi protonov in delcev a, to je helijevih ionov, z
majhno kinetiéno energijo. O tem sta Heitler in Powell leta 1939 objavila
kratek ¢lanek v londonski reviji Nature.

Powell se je ze tedaj zavedal, da je treba povecati gostoto zrne v
emulziji, ki naj bi jo uporabili za zaznavanje hitrih naelektrenih delcev.
Preprical se je tudi, da je fotografska emulzija za raziskovanje trkov boljsa
kot megli¢na celica. Toda vojna je prekinila delo. Po vojni je Powellov
nekdanji kolega iz Cambridgea Patrick Blackett s svojim vplivom v an-
gleski vladi prispeval k ustanovitvi dveh odborov. Eden od njiju je imel
na skrbi razvoj obéutljivih fotografskih emulzij za zaznavanje naelektre-
nih delcev. Blacket je leta 1933 v Cambridgeu z Italijanom Giuseppejem
Occhialinijem izdelal megliéno celico, ki so jo prozili stevei. Z njo sta
opazovala nastanek parov elektron-pozitron, kar smo omenili v uvodu.
Se pred koncem vojne je povabil v Anglijo Occhialinija, ki je bil tedaj v
Braziliji. (Za tujega drzavljana pa ni bilo druge moznosti, kot da se je
prikljuéil Powellu v Bristolu pri delu s fotografsko emulzijo.) Leta 1946
se jima je pridruzil e Occhialinijev nekdanji podiplomski student Cesare
Lattes. Tovarna Ilford je istega leta izdelala “jedrske raziskovalne emul-
zije”. Nekatere izmed njih so uporabili na letalu, ki se je dvignilo do visine
9000 metrov, druge pa je Occhialini odnesel v francoske Pireneje na visino
¢ez 2800 metrov. (Pri tem mu je prislo prav, da je bil v Braziliji gorski
vodnik.)
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Plosce so dale bogato zetev. Powell je pozneje zapisal, da je opazo-
vanje teh plos¢ v Londonu in Bristolu razkrilo éisto nov svet. “Bilo je,
kot da bi nenadoma dospeli v ograjen sadovnjak, v katerem so uspevala
zaSc¢itena drevesa in so na njih dozoreli v velikem obilju eksotiéni sadezi.”
V Bristolu je bil Occhialini z vnemo pri delu: “po sedem dni na teden do
dveh, véasih do stirih zjutraj ob nenavadno mocni kavi”. Delo je bilo zelo
zamudno. Pod mikroskopom je bilo treba preiskati emulzijo, najti sledi
delcev in jih zasledovati.

Sledi mezonov, kakor so imenovali vse delce z ve¢jo maso od elektrona
in manjso od protona, so bile zavite in v njej se je gostota zrne spreminjala
z razdaljo, ker se je hitrost mezona manjsala. Tako so jih brez veéjih tezav
razloéevali od sledi protonov. Na zacetku 1947 sta Occhialini in Powell
porocala o Sestih zvezdah. Opazili so tudi mezon, ki se je zaustavil, raz-
padel na drug mezon in usel iz emulzije. Pri drugem podobnem dogodku
se je tudi drugi mezon zaustavil in razpadel po 0,61 milimetra dolgi poti v
emulziji. Lattes, Hugh Muirhead, ki je bil Powellov podiplomski §tudent,
Occhialini in Powell so to objavili maja 1947 v Nature.

Nekaj ¢asa niso opazili nobenega dogodka z dvema mezonoma. Zato
so poslali Lattesa s ploséami v kolumbijske Ande na visino 5200 metrov.
V ploséah iz Kolumbije so naleteli Se na deset dogodkov s po dvema za-
porednima razpadoma mezonov. Zdaj niso ve¢ dvomili v obstoj dveh vrst
mezonov. Oktobra 1947 so Lattes, Occhialini in Powell v Nature zago-
tovili, da se prvi mezon, ki so ga imenovali mezon = ali pion, v emulziji
zaustavi in razpade na dva delca, od katerih je eden delec p ali mion (slika
1, 2). Drugi delec je namre¢ v vseh primerih prepotoval v ploéi razdaljo
okoli 0,6 milimetra. Po sledeh so doloéili, da imata pion 260 + 30 elek-
tronskih mas in mion 205 + 20 elektronskih mas. Danasnja podatka sta
273,31 in 206,76, Leta 1950 so se prepricali, da poleg naelektrenih pionov,
ki v emulziji puscajo sledi, nastane tudi nevtralni pion, ki ne pusca sledi.
Tedaj so ze imeli dovolj zmogljiv pospesevalnik, da so ustvarili nevtralne
pione.

Ugotovili so, da priblizno toliko pionov obtiéi v jedrih in povzroéi na-
stanek zvezd, kot jih razpade na mione. To so pojasnili takole: negativni
pion pritegne jedro s svojim nabojem in v jedru povzroéi nastanek zvezde.
Negativnega piona jedra ne pritegnejo in prost razpade na mion. Pioni
veliko moéneje kot mioni delujejo na jedra z moéno jedrsko silo. Mioni pa
delujejo le na naelektrene delce zaradi svojega elektriénega naboja. Da-
nes vemo, da so pioni najlazji delci, zmoZni moé¢ne jedrske sile, in da so
sestavljeni. Mioni pa so podobni elektronom in so osnovni delci.
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Slika 1. Razpad piona in miona v fotografski emulziji. Sliko so sestavili iz velikega dela
odsekov, posnetih skozi mikroskop. Pion je prisel od leve zgoraj, mion, ki je nastal
pri razpadu, se je gibal proti desni. Njegova pot s spodnjega dela slike se v tocki a
nadaljuje na zgornjem delu in je v celoti dolga okoli 0,6 milimetra. Fotografija je iz
clanka C. M. G. Lattesa, G. .P. 8. Occhialinija in C. F. Powella v Nature oktobra 1947.

Slika 2. Hitri delec je pri trku z jedrom v fotografski emulziji dal zvezdo. Goste sledi
so zapustili protoni. Nastal je tudi pozitivni pion, ki je razpadel na mion in ta na
pozitron. Slika je razdeljena na dva dela, pot piona se nadaljuje v tocki a. Imenitno
sliko so dobili v Bristolu leta 1948 z obéutljivejSo emulzijo, v kateri je bilo mogoce
opaziti tudi sledi elektronov. Sled miona je v celoti dolga okoli 0,6 milimetra.
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Powell je dobil Nobelovo nagrado iz fizike leta 1950 “za razvoj fo-
tografske metode za raziskovanje jedrskih pojavov in za svoja odkritja o
mezonih s to metodo”. Occhialini je leta 1979 z Blackettom dobil Wolfovo
nagrado za prispevek k odkritju nastanka parov mezonov in k odkritju pi-
ona. Blackett sam je dobil Nobelovo nagrado ze leta 1948 “za razvoj
Wilsonove megliéne celice in za svoja odkritja z njo na podro¢ju jedrske
fizike in kozmicnega, sevanja”.

Po tem se je teziste raziskovanja delcev preselilo v Ameriko in Sele
¢ez petintrideset let so nove delce zopet odkrili v Evropi. Megliéne celice
in fotografske emulzije pa Ze dolgo ne uporabljajo veé.

Pospesevalniki. Pri trku delca z dano kinetiéno energijo z drugim
delcem ne more nastati delec z lastno energijo, vec¢jo od dane kineti¢ne
energije. Lastno energijo dobimo, ko maso pomnozimo s kvadratom sve-
tlobne hitrosti. S ciklotroni, kroznimi pospeSevalniki, v katerih je pre¢no
magnetno polje ukrivilo pot delcev, so tedaj lahko pospesili vodikova je-
dra z lastno energijo 938 MeV le do kineti¢ne energije nekaj vec kot de-
set MeV. Z naraséajoco kinetiéno energijo se namreé poveca masa delca
in ta pride prepozno med elektrodi, da bi ga pospesilo izmenicno elek-
triéno polje. S protoni s kineti¢no energijo do okoli deset MeV je bilo
sicer mogoce uspesno raziskovati atomsko jedro. Toda taki izstrelki niso
mogli roditi delcev z lastno energijo veéjo kot okoli deset MeV. 1 MeV
(megaelektronvolt) je kineti¢na energija, ki jo dobi mirujo¢ delec z enim
osnovnim nabojem, ko preleti napetost 1 MV (megavolt, to je milijon vol-
tov). 1 MeV = 1,6 - 10713 J. Lastna energija elektrona je 0,51 MeV, lastna
energija miona 105,7 MeV, lastna energija naelektrenih pionov 139,6 MeV
in lastna enerija nevtralnega piona 135,0 MeV.

S sinhrociklotronom so pospegili gruce protonov do kinetiéne ener-
gije vec sto MeV. Med pospesevanjem, ko so protoni ze dosegli kineticno
energijo ve¢c MeV, so znizali frekvenco pospesevalne napetosti, kakor je
ustrezalo poveéanju mase. Ob sinhrociklotronu so naredili poskus z nev-
tralnimi pioni, ki smo ga omenili.

Mioni. Japonski fizik Hideki Yukawa je leta 1935 napovedal obstoj
delca z lastno energijo med lastno energijo elektrona in lastno energijo
protona. S tem delcem je Zelel pojasniti moéno jedrsko silo, ki veze delce
v atomska jedra. Zaradi vinesne mase so napovedani delec imenovali me-
zotron. Yukawa je dobil Nobelovo nagrado leta 1949 “za napoved obstoja
mezonov na podlagi teoretiénega dela o jedrskih silah”. Leta 1937 so od-
krili v kozmiénih zarkih delec z maso med elektronom in protonom. Mislili
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so, da je to Yukawov mezotron, in ga zaznamovali z gréko érko p. Toda
poskusi so razkrili, da na odkriti delec atomska jedra ne delujejo z moéno
jedrsko silo. To je spravilo fizike v zadrego. Zato so na Japonskem in v
Zdruzenih drzavah predlagali, da odkriti delec g ni Yukawov delec, ampak
da obstaja se drug mezon. Med vojno in v letih po vojni je bilo ponekod
tezko priti do revij ali pa so te prihajale z veliko zamudo, zato Americani
leta 1947 niso vedeli za japonski predlog. Tudi po odkritju pionov so Se
nekaj ¢asa govorili o mezonu p. Cez ¢as se je uveljavilo mnenje, da je de-
lec p soroden elektronu in ga je treba imenovati mion. Miona razpadata
takole

pt —et+v.+7,,

wo—ae +¥a+tuy.
Miona razpadeta z razpolovnim éasom 1,52 - 107 sekunde. V razpolov-
nem casu razpade polovica zacetnega Stevila delcev. Z v zaznamujemo

nevitrino. Nevtrino z indeksom e je povezan z elektronom, nevirino z
indeksom g z mionom, értica nad simbolom zaznamuje antinevtrino.

Pioni. Naelektrena piona razpadeta takole:
at — ,u+ + vy,
iR T T 7
nevtralni pion pa takole
A S T O

Naelektrena piona razpadeta z razpolovnim ¢asom 1,8 - 1078 sekunde in
nevtralni pion z razpolovnim ¢asom 5,7 - 10717 sekunde. ~ zaznammje
foton, to je delec elektromagnetnega valovanja. -

Pozitivni pion sestavljata kvark u in antikvark d, negativnega pa
kvark d in antikvark . Nevtralni pion sestavja kombinacija kvarka in
antikvarka: uin @, d in d,...

Janez Strnad

STEVILSKA KRIZANKA — Resitev s str. 40
Vodoravno: 1. 143, 3. 112, 5. 1233, 7. 4505, 9. 33, 11. 45, 12. 7116,
14. 2484, 16. 9699690, 18. 109, 19. 502.
Navpicéno: 1. 1144, 10. 36400.

Dragoljub M. Milosevié
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ZIDOVI BREZ RAZPOK

Pravokotnik velikosti m x n zelimo pokriti z dominami (majhnimi pravo-
kotniki velikosti 1 x 2) tako, da bo pokritje éim bolj “trdno”. To pomeni,
da ne bo imelo vodoravne ali navpi¢ne ravne érte (razpoke), ki bi ga raz-
delila na dva manjsa pravokotnika. Pokritje pravokotnika z dominami
bomo imenovali zid. V prispevku bomo raziskali, za katere pravokotnike
obstajajo zidovi brez razpok.

Ce sta obe stranici pravokotnika lihe dolzine, potem je ploiéina pra-
vokotnika liho Stevilo. Ker vsaka domina pokrije natanko dve polji, takega
pravokotnika sploh ne moremo pokriti z dominami. Za vse preostale pra-
vokotnike pa lahko naredimo zidove, saj jih lahko pokrijemo z dominami.
Na sliki 1 je prikazana razpredelnica, v kateri je za pravokotnike, z ne pre-
velikima stranicama, oznaceno, ali dopuscajo zidove brez razpok ali ne.
Prazna polja ustrezajo tistim pravokotnikom, ki ne dopustajo nobenega
pokritja z dominami. S kroZei so oznaceni pravokotniki, za katere obsta-
jajo zidovi brez razpok, s krizei pa tisti, ki takih zidov ne dopuséajo. Ker
dopuscamo tako vodoravne kot navpiéne razpoke, je razpredelnica seveda
simetri¢no izpolnjena. Oglejmo si, zakaj imajo zidovi nekaterih velikosti
vedno razpoke, drugi pa ne. Zaradi simetrije zadostuje premisljati le o zi-
dovih, ki imajo navpi¢no stranico krajso ali kve¢jemu enako dolgo, kot je
vodoravna. Zidove bomo obravnavali po vrsti, razvricene glede na dolzino
krajSe stranice.
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Vzemimo zid, ki ima krajso stranico (spomnimo se, da smo privzeli,
da je ta navpicna) dolzine 1. Tak zid je sestavljen iz nekaj po vrsti
zlozenih vodoravnih domin. Seveda je med vsakim parom sosednjih do-
min navpicna razpoka. Tak zid torej nima razpoke le tedaj, ko ima daljsa

stranica dolzino 2. _ _
Zid s krajso stranico dolzine 2 ima vedno

razpoko. Vseeno je, kako postavimo prve do- |
mine, razpoko gotovo dobimo (glej sliko 2). 1

Tudi zidovi, ki imajo krajso stranico dol-
zine 3, imajo vedno razpoko. Ob krajso stra-
nico lahko postavimo domine le na dva (bi-
stveno razliéna) nafina; oba sta prikazana
na sliki 3. Prvi naéin ni dober, ker takoj dobimo navpiéno razpoko. Pri
drugi postavitvi se navpicnim razpokam sicer lahko izognemo, a moramo
zato domine polagati na to¢no dolocen nacin (glej sliko 3). Ko hocemo
zid zakljuéiti, pa ne moremo prepreciti vodoravne razpoke.

(35 ]

Slika 2.

Slika 3.

Podobno kot pri zidovih s krajso stranico dolzine 3 sklepamo tudi pri
zidovih, ki imajo krajSo stranico dolzine 4. Tokrat lahko zacnemo na stiri
(bistveno razlicne) nacine; vsi so prikazani na sliki 4. Pri prvih dveh takoj
dobimo navpiéno razpoko. Pri drugih dveh se navpiénim razpokam sicer
lahko izognemo, je pa polaganje nadaljnjih domin za oba zagetka natanko
doloceno (glej sliko 4). Tudi tokrat pa se na koncu vodoravni razpoki
ne moremo izogniti. Zidovi s krajSo stranico dolzine 4 imajo torej vedno
razpoko.

] I BEMN 1 [ 6
1 2 L a | 8 2 | 7

4 3 1 5 19 4

g 4 s | 7 | "] s

Slika 4.
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Najmanjsi pravi zid brez razpok je velikosti 5 x 6;
prikazan je na sliki 5. Enostavno ga lahko razsirimo za
2 enoti v sirino (slika 6) ali v visino (slika 7), tako da
ne naredimo razpok. Razsiritve lahko naredimo na vec
nacinov, ne le tako, kot je prikazano na obeh slikah.
Zid je mogote razsiriti tudi v obe smeri (v Sirino in v
visino) hkrati; na sliki 8 je prikazan zid velikosti 7x8, ki
ga dobimo z razsiritvijo v obe smeri. Na opisani nacin lahko zgradimo
zidove brez razpok velikosti m x n, kjer sta obe stranici dolgi vsaj 5 enot
in je ena sode, druga pa lihe dolzine.

Slika 5.

[ | |

Slika 6.

Slika 7.
Ugotoviti moramo Se, kako je z zidovi, ki imajo
obe stranici sode dolzine in dolgi vsaj 6 enot. Po-
kazimo, kako skonstruiramo zid velikosti m x n, ki
nima razpok, ¢e je vsaj eno od stevil m, n, recimo
m, strogo veéje od 6. V prejsnjem odstavku smo

opisali, kako naredimo zid brez razpok, ki je veli-
kosti (rmn — 1) x n. Tega bomo nekoliko spremenili
in mu dodali Se eno vrsto, tako da bomo dobili zid
brez razpok, ki bo velikosti m x n. Pri v prejsnjem
odstavku opisani konstrukeiji imajo vsi zidovi v desnem spodnjem vogalu
vodoravno polozeno domino. Le-to postavimo v navpiéno lego in poleg nje
dodamo Se eno navpiéno domino. Ostale domine v dodani vrsti poloZzimo

Slika 8.
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vodoravno. Razsirjanje zidu velikosti 7 x 8 je prikazano na sliki 9. Ker
je m > 6, so v zadnjih dveh stolpcih razsirjenega zidu tudi vodoravno
polozene domine, tako da ne dobimo razpoke.

Slika 9.

Zidu velikosti 6 x 6 brez razpok pa ni mogoce narediti. O tem se
prepricamo takole. Zid velikosti 6 x 6 je sestavljen iz 18 domin. Zaradi
simetrije lahko predpostavimo, da jih je vsaj 9 polozenih navpiéno (sicer
zid vsebuje vsaj 9 vodoravnih domin; zasukamo ga za 90° in vodoravne
domine postanejo navpiéne). Recimo, da nima razpoke. Potem v no-
benem stolpcu niso poloZene tri navpi¢ne domine (sicer bi imeli razpoko
vsaj na eni strani takega stolpca; celo na obeh, ¢e stolpec ni robni). Zid
ima 6 stolpcev, navpi¢no postavljenih domin je vsaj 9, kve¢jemu 2 sta v
istem stolpcu, torej imamo vsaj 3 stolpce, ki vsebujejo po dve navpiéni
domini. Vsaj eden od teh stolpcev ni robni. Preostali polji v tem stolpcu
sta pokriti z vodoravnima dominama. Obe nista obrnjeni v isto smer, saj
bi sicer dobili navpiéno razpoko. Ena vodoravna domina torej gleda v
levo, druga pa v desno (glej sliko 10). Toda tedaj imata levi in desni del
zidu po liho polj in ju ni mogoce pokriti z dominami, kar je v protislovju
s predpostavko, da zid nima razpoke.
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Slika 10.

Ugotovili smo, kateri pravokotniki dopuscajo zidove brez razpok in
kateri ne. Ostaja pa e veliko zanimivih nereSenih vpraSanj, npr. koliko
razliénih zidov brez razpok lahko sestavimo za vecje pravokotnike. Zani-
miva je tudi ugotovitev, da ima zid velikosti 6 x 6 vedno razpoko, medtem
ko obstajajo manjsi zidovi in veliko vecjih, ki razpok nimajo.

Tatjana Jurangi
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KUBI STEVK — Resitev naloge s str. 39

V besedilu naloge sem zatrdil, da je Stevilo 1 edino naravno stevilo, ki
je enako vsoti kvadratov svojih Stevk. Prepricajmo se najprej, da vas
nisem nalagal. Recimo, da obstaja n-mestno stevilo z, ki je enako vsoti
kvadratov svojih stevk. Potem je x gotovo veéji od 1071, saj je 10™~1
najmanjSe n-mestno stevilo. Hkrati pa vsota kvadratov stevk stevila x ni
vecja od 92.n = 81-n. Od tod sledi 10"~} < 81-n oziroma n < 3. Stevilo z
je torej kvecjemu trimestno. Oznacimo z a Stevilo stotic, z b Stevilo desetic
in s ¢ Stevilo enic stevila z. Po predpostavkah je x = 100a + 10b+ ¢ =
=a’+b2 4+ Kerjeabe<9 jex <9 +9%4+92 = 243. Zato je
a < 2. Potem pa je a? + b2 + ¢® < 22 4 92 + 92 = 166, torej a < 1. Ce bi
bil a = 1, bi imeli

100 + 10b+e=1+b*> + 2.

Toda bzv < 10b in ¢ < 100, tako da gornja enakost ne more biti izpol-
njena. Stevilo x ima torej kveéjemu dve Stevki. Poiskati moramo Se vse
celogtevilske resitve enache

10b+ ¢ = b® + 2
oziroma
b(10 — b) = ¢c — 1),

pri ¢emer b, ¢ € {0, ...,9} in nista oba b in ¢ enaka 0. Takole razmisljajmo.
Ker je (natanko) eno od stevil ¢, c— 1 sodo, Stevili b in 10 — b pa sta enake
parmnosti, mora biti b sod. Zato je (natanko) eno od stevil b, 10 — b deljivo
s 4, produkt b(10 — b) pa je deljiv z 8. Ker sta faktorja ¢ in ¢ — 1 na desni
strani med seboj tuji stevili, 8 pa je potenca prastevila, mora 8 deliti
bodisi ¢ bodisi ¢ — 1. Mozne vrednosti za ¢ so torej 0, 8, 1 in 9. Ker je
b(10 —b) < 25, pri ¢ = 8 in ¢ = 9 ni resitve. Pri ¢ = 0 dobimo tudi b= 0,
tako da ta moznost odpade. Ostane Se ¢ = 1, od koder izracunamo b= 0
in konéno z = 1.

Poglejmo Se, kako je s stevili, ki so enaka vsoti kubov svojih stevk.
Naj bo z tako stevilo. Ce ima n mest, potem mora podobno kot pri vsoti
kvadratov veljati 10"~ < 9% . n = 729 - n oziroma n < 4. Kandidati
za ¢ so torej stevila od 1 do 4 - 729 = 2916. Ker je moznosti precej vec
kot pri vsoti kvadratov, pa tudi njihovo preverjanje in pregledovanje je
bolj zapleteno, sem se odlocil, da raje sestavim kratek program, ki bo
preizkusil vse kandidate. Tule je:
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program KubiStevk;

{ Poisce vsa naravna Stevila, ki so enaka vsoti kubov svojih stevk. }
var
kubi: array(0..9] of integer; { tabela kubov stevk 0, 1, ..., 9 }
n: integer; { kandidat; Stevilo med 1 in 2916 }
vsota: integer; { vsota kubov stevk kandidata }
nn: integer;
begin
write('Kubasta stevila: ');
for n:=0 to 9 do kubi[n] ;= n#*ns*n; { Naraéunamo kube stevk. }
for n:=1 to 2916 do begin { Kandidati imajo kvecjemu 5tiri Stevke. }
nn := n; vsota := 0;
while nn<>0 do begin { Izraéunamo vsoto kubov Stevk. }
vsota := vsota+kubijnn mod 10J;
nn:= nn div 10;
end;
if vsota=n then write(n:5); { Stevilo n ima zahtevano lastnost. }
end;
writeln;
end.

Program sem pognal in v hipu izvedel, da obstaja natanko pet na-
ravnih Stevil, ki so enaka vsoti kubov svojih stevk. To so Stevila 1, 153,
370, 371 in 407.

Gotovo slutite, kaj vas bom vprasal za konec. Katera naravna stevila
pa so enaka vsoti cetrtih (ali petih, Sestih,...) potenc svojih stevk? In
kaksni so odgovori, ¢e gledamo zapise pri osnovah, ki so razliéne od 107

Martin Juvan

KONJEV SKOK

Sahovski konj zaéne skakati od nekega zacet-

nega polja in skace tako, da pristane na vsa- NlI|E|R
kem polju natanko enkrat. Ce érke polj, na i
katere je skoéil, zapisujemo po vrsti, dobimo DI EIT|N

matemati¢ni pojem. Kateri?

Dragoljub M. Milosevié, prevod Barbara Japelj
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KRIZI

Pozorno si oglejte spodnje like in poskusite razbrati pravilo, po katerem
S0 narisani.

‘ T =
| T~ T
N

Preprican sem, da z ugotavljanjem pravila niste imeli prevec tezav.
Sedaj pa poskusite sestaviti Se racunalniski program, ki bo risal like zgor-
njih oblik. Verjetno bo najlazje v programskem jeziku logo sestaviti ukaz
z dvema vhodnima podatkoma, kjer prvi podatek doloca red lika, drugi
pa §irino osnovnega kriza. Liki na zgornji sliki so redov 1, 2, 3 in 4. Se na-
svet. Pri programiranju uporabite rekurzijo, da bo program preprostejsi,
krajsi in lazje razumljiv.

Martin Juvan

HITROST V GEOMETRIJI

Nemski matematik Adam Riese
(1489-1559) se je v zgodovino za-
pisal kot pisec znamenitih u¢beni-
kov aritmetike, ki so bili v Neméiji
priljubljeni se dolgo za njim. Ne-
koée sta Riese in neki risar sklenila,
da se pomerita v risanju. Doloc¢ila
sta. da naj zmaga tisti, ki bo uspel
z geometrijskim orodjem v eni mi-
nuti naértati vec¢ pravih kotov.

Risar je najprej potegnil pre-
mico. Zatem je z metodo, ki jo
tudi danes obicajno uporabljamo
za konstrukcijo pravega kota, na-
crtal Se nekaj pravokotnic nanjo.
Tudi Riese je najprej potegnil premico. Nato pa je nad njo s Sestilom
zarisal polkrog in mu naglo vértal Se vecje stevilo trikotnikov. Prepricljivo
je zmagal.

Vilko Domajnko
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PREMISLI IN ODGOVORI

Magéka in pol poje ribo in pol v enem dnevu in pol. Koliko rib poje sedem

mack v enem tednu in pol?

Marija Vencelj

KRIZANKA “FIZIKALNE VEDE” — Resitev s str. 32
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ALI JE VREDNO POBRATI KOVANEC?

Veasih zagledamo kovanec za 50 stotinov, ki lezi na cesti. Ali ga je vredno
pobrati? Ali nas bo porabljena energija stala veé, kot bi jo za pobrani
kovanec dobili v trgovini z zivili?

Uporabimo preprost racun, s katerim pridemo do ocene koli¢in, ki
S0 za naso presojo pomembne. Prijem je mnogokrat uporabil E. Fermi
v zapletenih razmerah in pogosto dobil vrednosti, ki so bile presenetljivo
blizu pravim. Zato takim racunom pravimo Fermijeve ocene. Zanje si
upamo trditi, da so pravilne znotraj velikostne stopnje.

Ce upostevamo, da stane 1 kilogram rastlinske masti 500 tolarjev in
je v njej shranjene za 40 MJ energije, lahko hitro izratunamo, koliko stane
pobiranje kovanca. Denimo, da pri pobiranju znizamo tezisée za 1 m in da
imamo maso 100 kg. Tedaj opravimo delo 1kJ, za kar pri izkoristku 20%
porabimo 5kJ energije. Ker za 50 stotinov lahko kupimo 1 g rastlinske
masti, ki vsebuje 40 kJ, se pobiranje kovanca “spla¢a”. Za koliko porabimo
vode in mila, ko si po takem pobiranju umijemo roke, pa naj izraéunajo
bralci sami.

Andrej Likar

VSOTA IN PRODUKTA — Resitev s str. 12

Naj bo 1997 = ny + ... + ng, kjer so ny....,n; naravna stevila. Dologiti
zelimo najmanjso in najvecjo mogoco vrednost produkta nq - ... - ng.

Najmanjse vrednosti ni tezko dolociti. Ker mnozimo naravna Stevila,
produkt ne more biti manjsi od 1. Vrednost 1 pa lahko dosezemo, in sicer
tako, da stevilo 1997 zapiSemo kot vsoto 1997 enic.

Nekoliko tezje je poiskati najvecjo vrednost produkta. Prepri¢ajmo
se najprej, da v vsoti, ki da najveéji produkt, ne nastopajo sumandi, ve¢ji
od 4. Ce bi namreé v vsoti obstajal sumand m > 4, potem bi ga lahko
nadomestili z naravnima steviloma | % | in [%]. Vsota se ne bi spremenila,
produkt pa bi se povecal: ce je m sod, velja

m m—4

T T s T
2l gl=g 7= =3
S——

=0

> M
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¢e pa je m lih, imamo

I_mJ (m]_m—l m—i—l_m—l—l m—2>5
2 2 2 2 2 2
>0

+m+1>m.

Pri tem smo v prvi oceni upostevali, da je m > 4, v drugi pa, da je m > 5.
V vsoti z najvecjim produktom lahko torej nastopajo le §tevila 1, 2, 3 in 4.
No, enice gotovo ne nastopajo, saj dobimo ve¢ji produkt, ¢e jih pristejemo
h kateremukoli drugemu sumandu. Tudi Stiricam se lahko izognemo, in
sicer tako, da jih zamenjamo s parom dvojk. Pri tem se vsota in produkt
ohranita. Med vsotami z najve¢jim produktom torej vedno obstaja taka,
ki je sestavljena le iz dvojk in trojk. Vendar dvojk ne sme biti prevec.
Ce bi namreé imeli tri dvojke, bi jih lahko nadomestili z dvema trojkama.
Vsota se ne bi spremenila, 2 + 24 2 = 3 + 3, produkt pa bi se povecal,
3:3>2-2.2. Med sumandi sta torej kve¢jemu dve dvojki, pri cemer je
stevilo dvojk odvisno od ostanka, ki ga ima vsota pri deljenju s 3. Kadar
je ostanek enak 0, dvojk ne potrebujemo, pri ostanku 1 moramo vzeti dve,
pri ostanku 2 pa eno dvojko.

Ker da stevilo 1997 pri deljenju s 3 ostanek 2, vsota z najveéjim
produktom vsebuje 1 dvojko in 122=2 = 665 trojk,

1997 =2+3+4...+3.
N e’
665 Clenov
Najveéja vrednost produkta je torej 2 - 3595,

Morda ste opazili, da razen v prejsnjem odstavku nismo nikjer upo-
stevali, da je vsota enaka 1997. Tako smo pravzaprav resili nekoliko
splosnejso nalogo. Pokazali smo, da je za vsako naravno Stevilo n > 1
najveéja vrednost produkta n; - ... ng naravnih stevil ny,...,n; z vsoto
ny +...4 np = n enaka

¥, n=23¢ (¢ trojk)
nyc...oonp =14 4:371 n=30+4+1 (2dvojkiin £~ 1 trojk)
I n=30+2 (1dvojka in £ trojk).
Pri tem lahko tedaj, ko je n oblike 3¢ + 1, v vsoti obe dvojki zamenjamo
s 8tirico. To je tudi edina moZnost, da v vsoti z najvecjim produktom

nastopi Stevilo 4.

Martin Juvan
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RAZKRINKAJMO DAVIDA COPERFIELDA -
Resitev s str. 42

Nalogo bomo resili s teorijo grafov. O njih je Presek Ze pisal, nazadnje
smo jih srecali v prejsnji stevilki v ¢lanku Sandija Klavzarja Varne poti
in kratke poti. Pojmom, ki smo jih tam ponovili, dodajmo Se dva:

Tocki sta sosednji, ¢e med njima obstaja povezava. Stevilu vseh sosed
neke tocke pravimo stopnja tocke.

Graf, ki ustreza nalogi iz prejsnje stevilke Preseka. je prikazan na
sliki 1. Polja smo nadomestili s tockami, s povezavami pa smo nakazali
moznost gibanja po poljih.

Najprej definirajmo mnozici

A={2,4,6,8% in B=1{1,3,579}

Tocke iz mnozice A oznacimo s kvadratki, tocke iz mnozice B pa s krozci.
1. Stopnja vsake tocke iz mnozice B je soda. Nadalje je razdalja med
poljubno tocko iz A in katerokoli tocko iz B enaka 1 ali 3. Zato je
dolzina poljubnega sprehoda, ki se zacéne v neki tocki iz mnozice A
in konca v neki tocki iz mnozice B, liha. Noben sprehod, dolg stiri
korake in z zacetkom v tocki iz A, se ne konéa v tocki iz mnozice

B. Odstranimo lahko poljubno to¢ko iz mnozice B, recimo tocko 9
(slika 2).

Slika 1. Slika 2.

2. Iz istega razloga se sprehod, dolg pet korakov, ki zacenja na polju-
tocki iz mnozice A, vedno konca na polju iz mnozice B; zato lahko
odstranimo poljubno tocko iz mnozice A. Naj bo to tocka 6 (slika 3).

3.  Ostali smo na nekem polju iz mnozice B. Premik za dva koraka nas
privede nazaj na neko polje iz B. Zato lahko odstranimo polje 8

(slika 4).
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Slika 3. Slika 4.

4. Tako smo ostali na polju iz mnozice B. Vsi sprehodi, dolgi tri korake,
ki se koné¢ajo v tocki 3 ali 7, se v grafu na sliki 4 zaénejo v tockah 2
in 4, zato lahko mirne duse odstranimo polji 3 in 7. Opazimo tudi,
da se nase potovenje konga lahko le v tocki 2 ali 4.

4 5 4 5

Slika 5. Slika 6.

5. Ostala so nam le e polja 1, 2, 4 in 5, stojimo pa na polju 2 ali 4
(slika 5). Vsi sprehodi, ki se za¢nejo in kon¢ajo na poljih 2 ali 4,
so sodi. Ker se moramo tokrat premakniti za tri korake, nikakor ne

moremo koncati v tocki 2 ali 4. Zato lahko odstranimo, recimo, tocko
2 (slika 6).

6. Ker smo ostali na polju 1 ali 5, je o¢itno, da nas premik za eno polje
nujno privede v tocko 4; odstranimo lahko tudi to¢ki 1 in 5.

Matej Mencinger

NA GUGALNICI — Resitev s str. 15

Racman tehta 10 kg, zajéek 6 kg.

Marija Vencelj
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ZBIRKA SIGMA 1997
Pri zbirki Sigma so v letosnjem letu izsle tri zanimive knjige':

Ivan Vidav: TEORIJA STEVIL IN ELEMENTARNA
GEOMETRIJA /izbor ¢lankov

Akademik dr. Ivan Vidav je ve€ino svojega raziskovalnega dela posvetil
funkcionalni analizi in teoriji operatorjev. Znan pa je tudi po svojih sirokih
pogledih na matematiko in po svoji skrbi za razvo] pedagoske matematike
v Sloveniji. Knjiga Teorija Stevil in elementarna geometrija je nastala
na osnovi ve¢ ¢lankov Ivana
Vidava s podroéja elementar-
ne geometrije in teorije stevil,
dveh podrocij ki sta Se po-
sebej zanimivi za pedagosko
matematiko. Clanki so veci-
noma izsli v Preseku ali v Ob-
zorniku za matematiko in fi-
ziko, avtor pa jih je ob tej
priliki predelal in preobliko-
val v knjizno obliko. Knjiga
je namenjena srednjeSolskim
uciteljem in bolj§im dijakom
kot vzpodbuda za nadaljnje
delo.

Jurij Kovié: ZNATE RESITI SAMI?

Knjiga Znate resiti sami? vsebuje preko 80 nalog in problemov, ki so
namenjeni razmisljujoéim srednjesolcem. Kot taka je skoraj idealno v
skladu z dolgoletno urednisko politiko Knjiznice Sigma, ki naj predvsem
skrbi za popularizacijo matematike. Knjiga je razdeljena na osem pogla-
vij: Paradoksi in neskon¢nost, Hevristika ali vprasanje metode, Geome-
trija taksijev, Sahovnica, Igrice lovljenja na Sahovnici, Figure, Mozaiki,
Ciklanje. Delo je napisano tako, da naj pritegne ¢im sirsi krog bralcev in
jih vpelje v matemati¢ni nacin premisljevanja o problemih. Vecina pro-
blemov je razresenih, med njimi pa je veliko komentarjev in zgodovinskih
podrobnosti.

I Knjige lahko kupite pri komisiji za tisk DMFAS, 1001 Ljubljana, Jadranska 19,
p-p- 2964, tel. 061 /176-65-53.
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Matjaz Zeljko: RESENE NALOGE 1Z MATEMATIKE
z drzavnih in izbirnih tekmovanj — IV. del

Matematiéna tekmovanja srednjeSolcev imajo v Sloveniji dolgo tradicijo.
Lansko je bilo ze Stirideseto. Po prvih dveh v letih 1950 in 1951 je bilo
tretje Sele leta 1958, od leta 1960 dalje pa poteka vsako leto. Knjiga
Resene naloge iz matematike z drzavnih in izbirnih tekmovanj — IV. del
zajema naloge z izbirnih tekmovanj od leta 1992 do leta 1996, naloge z
republiskih tekmovanj od leta 1988 do leta 1991 in drzavnih tekmovanj
od leta 1992 do leta 1996. To je ze cetrta v tem sklopu knjizic, ki so
namenjene vsem ljubiteljemn matematiénih nalog, je pa tudi zanimiv do-
kument, saj prikazuje pomembno delo pri popularizaciji matematike med
srednjesolsko mladino.

Matjaz Omladic
GOBELIN “MOTOCIKEL”

Gobelin resujemo tako, da na podlagi §tevilk ob zgornjem in levem robu s
svinénikom barvamo (érnimo) polja v mrezi. Stevila ob robu vsake vrstice
in vsakega stolpca povedo, koliko skupin ¢rnih polj je v vrstici oziroma
stolpecu in koliko érnih polj je v vsaki strnjeni skupini (torej brez vmesnih
belih). Med sosednjima skupinama érnih polj pa je vsaj eno (lahko tudi
vec) belo polje. Virstica oziroma stolpec se lahko zaéne s érnim ali belim
poljem. Stevila, ki povedo stevilo ¢rnih polj v skupini, so vedno zapisana
v pravem vrstnem redu (od leve proti desni za vrstice in od zgoraj navzdol
za stolpce).
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ZIVALSKI ZIROSKOP

Vrtavka je zanimiva igraca, ¢e pa jo vpnemo, kot kaze slika 1, postane
ziroskop (giroskop). Notranji okvir, ki nosi vrtavkino geometrijsko os, je
vrtljivo vpet v zunanji okvir. Os, okoli katere se lahko vrti notranji okvir,
imenujmo ©. Ta os je glede na zunanji okvir nepremiéna. Zunanji okvir
pa se lahko vrti le okoli osi ®. Vrtavka s polmerom nekaj centimetrov se
v sekundi zavrti tudi stiristokrat okoli geometrijske osi.

merilnik zasuka 1

zunanji okvir

zasuk o

notranji okvir

./g"q',’/

(2}

J:/zzu-mk 7
. geom. os vriavke

: ospriv
0s O ravnovesni legi
Slika 1. Vrtavka kot del ziroskopa. Vzmet D in dusilka A povezujeta zunanji in no-
tranji okvir. Zaradi zasuka okrog osi ® se zasuce notranji okvir okrog osi 8, zasuk je
sorazmeren s kotno hitrostjo 2 = %?

Med notranjim in zunanjim okvirom je Se vija¢na vzmet D, ki sili
notranji okvir v ravnovesno lego. Da se notranji okvir kar se da hitro
umiri v tej legi, je njegovo gibanje duseno, kar ponazorimo z dusilke A.

Zunanji okvir togo povezemo s telesom. ki mu Zelimo meriti kotno
hitrost € okoli osi ®. Spomnimo se, da je kotna hitrost kvocient med
kotom d¢, za katerega se zasuce telo v casu dt, in tem casom {2 = i—?
Ko se telo vrti, se notranji okvir izmakne iz ravnovesne lege in umiri pri
kotu 4, ki je sorazmeren s kotno hitrostjo telesa §2. Ta kot lahko natanéno
merimo in nato dolo¢imo kotno hitrost 2.

Ziroskope najpogosteje uporabljajo v letalih in raketah, pa tudi pri
orientaciji. Podatki o vrtenju letala ali rakete v prostoru so nujni pri
pilotiranju, kotne hitrosti pa ne moremo meriti neposredno z opazovanjem

vrtenja in merjenjem kota ¢ ali Stetjem obratov, ki jih naredi telo v danem
casu.
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Racunska obravnava ziroskopa presega okvir Preseka. V grobem
lahko recemo, da deluje zaradi vztrajnosti, saj vrtavka ohranja geome-
trijsko os v prostoru, ¢e nanjo ne deluje zunanji navor. Ko zasuéemo
zunanji okvir, moramo nanj delovati z navorom. Vrtavka se odzove tako,
da premakne notranji okvir. Nekaj obéutka o delovanju Ziroskopa dobimo,
ko se igramo s kolesom bicikla. Os vrteéega kolesa skusamo zasukati, pri
tem pa smo pozorni na navor, s katerim moramo delovati na os.

PreprostejSe so razmere pri ziroskopu na nihalo, ki ga uporabljajo
muhe pri letu. Ceprav nam ti insekti niso pri srcu, vseeno obéudujemo
njihovo neverjetno okretnost v zraku. Pri letu jim pomaga “Zivalski zi-
roskop”. Muhe so dvokrilei (Diptera), imajo le dvoje letalnih kril, drugi
par je zakrnel (slika 2). Prav ta zakrneli par ima pomembno nalogo pri
musjem letu, saj deluje kot ziroskop. Krila so se pri tem paru spremenila
v kijea z odebeljenim zgornjim delom in mnoZico senzorjev mehaniéne
napetosti v korenu ob trupu. Pri letu nihata kijea z enako frekvenco kot
letalni krili. Pri zavojih so senzorji periodi¢no vzdrazeni, kar zuzelkam
pomaga pri letu. Ko so jim odstranili kijce, je bil let negotov, veéinoma
se je koncal z divjim vrtenjem in strmoglavljenjem.

Senzorji
zakrnelo krilo

tru P

Slika 2. Zakrneli par kril je spremenjen v ziroskop. Podrobneje vidimo kijec s senzorji
na povecani sliki.

Oglejmo si gibanje enega kijea. Da bodo ra¢uni kar se da preprosti, si
mislimo namesto kijeca kroglico z maso m in zelo lahko, skoraj togo preé¢ko,
ki povezuje kroglico s trupom. Kroglica naj pri premem letu muhe niha
harmonicno s krozno frekvenco w.
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Mislimo si, da se ravnina, v ka-
teri nihata kroglica in precka, suce s
kotno hitrostjo €2 okoli osi, ki je pra-
vokotna na tir in gre skozi ravnovesno
lego. Gibanje kroglice je v tem pri-
meru zamotano (tir vidimo na sliki 3).
Na kroglico deluje poleg sile, soraz-
merne z odmikom, e dodatna nihajo-
¢a sila precke. Ta poskrbi, da kroglica
sledi nihajni ravnini. Sila je najvecja
pri prehodu nihala skozi mirovno lego
in je pravokotna na tir delca (glej sli-
ko 3). Zaradi te sile se pri muhi de- Slika 3. Tir kroglice pri nihalu, ki se
formira kijec, to pa zaznajo senzorji v = mu suée nihajna ravnina. Kroglica se
y zatne gibati navzgor.
njegovem korenu.

Do amplitude sile pridemo tako, da opazujemo kroglico le pri prehodu
skozi ravnovesno lego. Takrat ima kroglica hitrost vy = rgw, kjer smo z rg
oznacili amplitudo nihanja. Po kratkem ¢asu dt se ravnina zasuce za kot
2dt, kroglica pa se iz izhodisca premakne za vpdt. Sprememba hitrosti
dv pravokotno na prvotno smer je zato vy (Qdt) + (vedt)Q = 2vy§2dt. Prvi
¢len opise spremembo hitrosti zaradi zasuka ravnine, drugi pa dodatno
tangencialno hitrost, ki jo dobi telo, ker je oddaljeno iz izhodiséa. Iz
Newtonovega zakona potem dobimo amplitudo sile Fy = ma = mdv/dt =
= 2muf2. Amplituda sile je torej sorazmerna z §2, ziroskop pa je tem bolj
obéutljiv, ¢im vecji sta hitrost vy in masa m.

Andrej Likar

POENOSTAVI1

Poenostavi izraza

Marija Vencelj
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MEDNARODNA MATEMATICNA
OLIMPIADA 1998

V Solskem letu 1997/98 bo Drustvo matematikov, fizikov in astrono-
mov Slovenije organiziralo celoletne priprave na mednarodno matematiéno
olimpiado, ki bo julija 1998 na Tajvanu. Na pripravah, ki bodo potekale
enkrat meseéno, bodo kandidati ob resevanju nalog olimpijskega tipa ob-
delali tudi pripadajoco teorijo.

Olimpijska ekipa bo v letu 1998 izbrana na podlagi rezultatov dveh
izbirnih testov in drzavnega tekmovanja. Vsak od izbirnih testov in
drzavno tekmovanje bodo pri izboru enakovredno upostevani.

Prvi izbirni test bo 23. januarja 1998, drugi izbirni test bo 24. aprila 1998,
drzavno tekmovanje bo predvidoma 16. in 17. maja 1998, Zainteresirani
dijaki lahko dobijo podrobnejse informacije pri svojem mentorju oz. pro-
fesorju matematike ali po elektronski posti na naslovu:

math.comp@fmf.uni-1j.si,

koledar aktivnosti (z datumi) pa je ob vsakem ¢asu dostopen po Internetu:

URL:
http://www.fmf .uni-1j.si/ “mathcomp/koledar.html.

Informacije lahko dobite tudi pri spodaj podpisanem na Fakulteti za ma-
tematiko in fiziko, Jadranska 19, Ljubljana, tel. (061) 1766-675.

Matjaz Zeljko

32. PODROCNO TEKMOVANJE ZA SREBRNO
VEGOVO PRIZNANJE

19. aprila 1997 se je 1744 SestoSolcev, 1578 sedmosolcev in 1655 osmosolcev
na podro¢nem tekmovanju potegovalo za srebrno Vegovo priznanje. Osvo-
jilo ga je 579 ucencev 6. razreda, 545 ucencev 7. razreda in 559 ucencev
8. razreda. Tudi letos so ucenci resevali naloge v dveh sklopih. Prvih sest
nalog je bilo izbirnega tipa z obkrozanjem ustreznega odgovora, nato pa
Se tri “klasicne” naloge. Naloge, ki jih je pod predsedstvom prof. Terezije
Uran izbrala drzavna tekmovalna komisija, so bile:
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6. razred

Al

A2

A3

A4

A5

A6

B1

Stevke (cifre) letnice 1997 lo¢imo s piko enkrat ali veckrat in tako
dobimo sedem ragzliénih zmnoZzkov, npr. 199 .7 ali 1-9.9 .7 ali
19-9-7 ... Nobeden od teh zmnozkov ni deljiv z (s):

(A)11 (B)9 (C)7 (€)3 (D)2

Koliksen del najvecjega trikotnika je osencen?

(A) sestina (B) sedmina (C) osmina

(C) devetina (D) Sestnajstina

Koliksna je ploséina lika na skici, ¢e je a = 10 cm, b= 3 cm?
a X
[ 0 5 =

1 I'| % @
a h

(A) 120 cm? (B) 100 cm?® (C) 90 em? (C) 60 cm?® (D) 40 em?

V kosari je 40 jabolk in 60 hrusk. Dodamo se 100 jabolk. Koliko
odstotkov sadja v kosari so jabolka?

(A) 40% (B) 50% (C) 70% (C) 140% (D) 200%
Na osnovnici enakokrakega tri- 0
kotnika AABC(AC = BC) z
notranjim kotom <A = 307
oznacimo tocko T, tako da
je AC = AT. Velikost kota * - >
<TCB je: ‘
(A) 45° (B) 40° (C)35° (C)30° (D) 25°

Jure ima zajcke in kletke. (533 da v vsako kletko po enega zajcka,
ostane en zajéek brez kletke. Ce pa da v vsako kletko po dva zajcka,
ostaneta dve kletki prazni. Koliko zajckov ima Jure?

(A)3 (B)4 (©)5 (©)6 (D)7

Izracunaj vrednost izraza:

3 .2 2 5 4 2
(Z25—1"2’5‘3).0‘5_(1’75_2§lﬁ) 'g.

30°
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B2 Vsota dveh stevil je 37. Ce prvo stevilo delis z drugim, dobis koliénik
3 in ostanek 5. Kateri Stevili sta to?

B3 Dana je daljica AB in premica p, tako da velja AB || p. Narisi (na tem
listu) kroznico, ki poteka skozi tocki A in B in se dotika premice p.

7. razred
A1 Stevke (cifre) letnice 1997 lo¢imo s + (plus) enkrat ali veckrat in
tako dobimo sedem razliénih vsot, npr. 1 +9+9 4+ 7 ali 199 + 7 ali
1499+ 7 ... Natancno ena od teh vsot je deljiva z (s):
(A)1 (B)2 (C)3 (C)4 (D)6

. - . - 2(
A2 Koliksna je vrednost izraza %?
(A) 1997 (B) 1000 (C) 100 (C) 10 (D)1

A3 Iz 40 g soli zelimo napraviti 8% raztopino. Koliko vode moramo
priliti?

(A)46g (B)460g (C)500g (C)540g (D) 640 g
A4 Ploscina trikotnika AECD na skici D -

je: /

(A) 30 cm?  (B) 40 cm? /
(C) 50 em? (C) 60 cm? 10 em /
(D) 70 cm? \ //
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A5

Krozni diagram prikazuje uéni uspeh 680
ucencev neke osnovne Sole ob zakljucku
golskega lata. Koliko uéencev je dozeglo
odlicen uspeh?

(A)10 (B)15 (C) 36

(C) 45 (D) 68

A6 1 cm? ledu tehta 0,92 grama. Koliko tehta 1 liter ledu?
(A)92g (B)92g (C)0,92kg (C)9,2kg (D) 920 kg

B1 Izracunaj vrednost izraza:

4-31 .03 2+(05 8—9. 5— = .11
57 : 11 ’

B2 Avtobusno podjetje racuna ceno izleta glede na sStevilo potnikov in
glede na stevilo prevozenih kilometrov. Sedmi razred neke osnovne
sole je organiziral izlet. Udelezilo se ga je 50 ucencev, prevozili so
300 km in vsak uéenec je placal 1500 SIT. Ali bi 4000 SIT za ucenca
zadodéalo za izlet, ki bi se ga udelezilo 40 uéencev in bi prevozili
700 km dolgo pot? Odgovor utemelji.

B3 Ploscino lika na skici izrazi z dolzinami a, b in c.

h
b
€
dy
8. razred
A1l Zadnja stevka (cifra) potence 1997 je:

(A)1 (B)3 (€)5 (C)7 (D)9
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A2

A3

A4

A5

A6

B1

B2

B3

Na premici lezijo po vrsti tocke A, B, C in D, tako da velja
AB : BC :CD =1:2:3. Dolzina daljice, ki ima za krajis¢i srediséi
daljic AB in CD, meri 24 cm (5,5, = 24 cm). Kolikéna je dolzina
daljice BC'?

(A)dem (B)10em (C)12cm (C) 18 em (D) 24 cm
Na skici je narisan prerez na-
kovala. Obseg tega prereza je
priblizno:

(A)9a (B)9,41a (C) 10a

(C) 10,82a (D) 11,82a &

7] 2a a

V stirikotniku ABC'D z dolzino stranice
BC = b smo narisali §tiri krozne izseke D
z enakim polmerom, kot je prikazano
na sliki. Vsota ploséin vseh kroznih iz-
sekov je:

? : B

(Ay = By2mt® (C) =2
(C) 2xb (D) wb?

Naj bo n® = n+ 1. Katera enakost tedaj ne velja?

A)nt=n?+n B)a*+n*=n*+1 (C)n*=n+n2-1
C)n?=1+1 D)n®=n*+1+2n
Ce je g nekega stevila 60, potem je -f% tega Stevila:
(A)373 (B)45 (C)54 (C)66%2 (D) 70

Stranici pravokotnika sta a = /1997 + /1797 in b = /1997 —/1797.
Izracunaj njegovo ploscino in obseg.

Traktor pri oranju obraca zemljo. Koliko kubiénih metrov zemlje
obrne traktor, ¢e orje 25 cm globoko in ée meri zorana njiva 1 hektar?

Nacrtaj trikotnik AABC, ¢e sta stranici a in b v razmerju 4 : 5
(a:b=4:5), notranji kot <C meri 60°, polmer trikotniku oértane
kroznice pa r = 4,8 em. Narisi skico.

Aleksander Potocnik
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16. PODROCNQ TEKMOVANJE 1Z FIZIKE
ZA OSNOVNOSOLCE

7. razred

I

Z mrezo medsebojno pravokotnih érnih ért pokrijemo stran A4 (29,7
cm x 21,0 em). Razdalja med sredinama sosednjih vzporednih ¢rt je
1,0 cm, Sirina érte je 3,0 mm. Kolikéno je razmerje med belim delom
strani in celo ploscino strani? Rezultat zapisi Se v procentih.

a) Clovesko srce pri vsakem stisku iztisne okrog 0,7 dl krvi v ozilje.
Priblizno izratunaj, koliksen je prostorninski tok krvi skozi srce
pri ¢loveku, ¢e miruje.

b) Pri vsakem utripu opravi srce delo okrog 1 J. Priblizno izracunaj,
koliko dela opravi ¢lovesko srce v zivljenjski dobi 60 let. Izracu-
naj tudi, kako visoko bi dvigalo dvignilo breme z maso 10 ton,
¢e bi pri tem opravilo enako delo kot srce v 60 letih.

Na prazni zraéni blazini sta dva soSolca: Tine stoji, Marko pa lezi
na hrbtu. Nato za¢ne$ z usti blazino napihovati. Denimo, da lahko
blazino napihujes s tlakom, ki je za 5 kPa vecji od zunanjega zracnega
tlaka. Tinetova teza je 500 N, Markova pa 700 N. Velikosti sti¢nih
ploskev sosolcev z blazino oceni sam.
a) Katerega od obeh sosolcev bo blazina zagotovo dvignila od tal?
Odgovor utemelji z ra¢unom!
b) S koliko vegjim tlakom od zunanjega zracnega tlaka je potrebno
napihovati blazino, ée naj blazina dvigne oba soSolca?

Miha je na kavelj, ki je 1,0 m 20 —=
nad mizo, obesil vzmet. Na 18 : | — i
spodnji konec vzmeti, do ko- = . - -
der je meril razdaljo x, je obe- 12 | =
sal razlicne utezi. Vsakokrat 10 1 +—t
je obesil le eno utez, visine : A i [
vseh utezi so enake 5,0 cm. 4 3= T

2

0

Fg (N)

4

Nato je narisal diagram: teza - |
utezi Iy v odvisnosti od raz- 3 2 & A
dalje z, kot kaze slika. Narisi %(em)
sliko poskusa in razmisli, katero razdaljo = je Miha meril.
a) Koliksna je dolzina neobremenjene (F, = 0) vzmeti?
b) Narisi diagram: sila vzmeti F,, v odvisnosti od raztezka vzmeti s.
¢) Koliksna je pri tem poskusu sila vzmeti, ko je teza utezi 15 N7
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V svojem uébeniku imas sliko modela
kartezijskega plavaca. Plavaé na tejle
sliki pa je narejen iz steklene epruvete,
kot obtezitev pa ima na dnu stekleno
kroglico, ki je z dvema tankima lahkima h
nitkama pritrjena na epruveto. Plavac je
ves potopljen v vodi in miruje. Epruveta
je narejena iz 0,30 mm debelega stekla,
ima notranji presek 1,00 cm? in maso
1,43 g. Masa kroglice je 6,03 g. Go-

stota stekla je 2,50 g/cm?, gostota vode ‘
pa 1,00 g/em?®. Koliksna je visina zraka

h v epruveti?

8. razred

1.

V ucbeniku preberemo poda- :
tek, da tok 1,0 A v casu 1,0 s . YS! -

izloci pri elektrolizi modre ga- —
lice 1/3 mg bakra. 3 N

a) Koliko bakra izloéi tok 2 '
30Av3,0s? O i

b) Koliko bakra v ¢asu 10s s ; 2 20 g
izloci tok, ki se spreminja "i -

tako, kot kaze diagram? 0 2 ‘et g 10

Del 200 m dolgega smucarskega poleta v Planici bi v priblizku lahko
opisali takole: Med oznakama 160 m in 170 m leti skakalec 2 m nad
doskoéiscem, ki ima naklon 45°. Leti premo enakomerno s hitrostjo
100 km/h. Masa skakalca s smucmi je 80 kg.

a) Poleg teze deluje na skakalca Se sila zraka. Koliksna je med
omenjenima oznakama sila zraka na skakalca? Narisi tudi smer
sile.

b) Iz izreka o kinetiéni in potencialni energiji izracunaj delo sile
zraka na skakalca med oznakama 160 m in 170 m.

Na mizi stoji akvarij, v katerem sega
voda 50 cm visoko, na dnu akvarija pa ,,

. i 42

je ravno zrealo. Na vodno gladino po-

svetimo z ozkim curkom svetlobe pod

kotom 42°, kot kaze slika. Nekaj od-
stotkov svetlobe se odbije na gladini,

vecina pa se lomi v vodo pod kotom 30
307, nato pa odbije na zrcalu na dnu.
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a) Zarka na sliki nista narisana do konca. Sliko prerisi na list in
narisi nadaljnji potek zarkov (do stropa sobe).
b) Na vodoravnem stropu vidimo sibkejso in moénejso svetlo liso.
Koliko sta lisi narazen?
4.  Dve utezi z masama mq = 1,00 kg in ms = 1,50 kg obe- .
simo na vrvico in polozimo na gladko okroglo palico, kot
kaze slika. Utezi se zacneta gibati enakomerno pospeseno
in v éasu 1,00 s vsaka prepotuje razdaljo 0,75 m. Koliksna
je pri takem poskusu zaviralna sila trenja?

5. 'V zacetku marca smo malo po soné-
nem zahodu slikali komet Hale-Bopp.
V kolikénem ¢asu po nastanku slike je | o —— i
komet zasel? Zvezde in z njimi tudi ¢ }
komet navidezno krozijo okoli Sever-
nice, saj lahko gibanje kometa glede
na zvezde pri tako kratkih ¢asih zane-

Mirko Cuvahte, Zlatko Bradaé

NALOGE S PREDTEKMOVANJA SREDNJESOL-
CEV 1Z FIZIKE V SOLSKEM LETU 1996/97

Tekmovanje je bilo izvedeno 22. marca 1997 po regijah. Sodelovalo je 950
tekmovalcev iz 53 srednjih 8ol. Najbolj§i iz posameznih regij so sodelovali
na drzavnem tekmovanju.

Skupina A

1. Dva avtomobila enakomerno vozita v konstantni medsebojni razdalji.
S spredaj vozecega avtomobila odpade izpusni lonec. Zadaj vozeci
voznik ge ne opazi in zapelje ¢ezenj z nespremenjeno hitrostjo. V
hisi ob cesti zaslidijo dva Zvenketa; prvega ob padeu izpusnega lonca
na cesto in drugega ob voznji zadaj vozecega avtomobila ez izpusni
lonee. Zvenketa slisijo v ¢asovnem razmiku 4,0 s.

a) Izracunaj prvotno medsebojno razdaljo med avtomobiloma, ¢e
je pojemek izpusnega lonca, ko drsi po tleh, 4,0 m/s? in hitrost
posameznega avtomobila 72 km /h.

b) V koliksnem ¢asovnem razmiku bi slisali Zvenketa, ¢e bi skupno
z izpusnim loncem odpadel Se zadnji odbijac sprednjega avto-
mobila in bi bil zaradi ve¢jega trenja pojemek odbijaca in lonca
3-krat vecji?
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b)

Stiri utezi so obeSene na stirih medsebojno povezanih tehtnicah, kot
kaze slika. Vsaka tehtnica je sestavljena iz lahke letvice, ki je z dru-
gimi povezana z lahkimi vrvicami. Stevilke nad letvicami povedo, v
kolikénem razmerju sta dolzini letvice levo in desno od osi. Izracunaj
teze utezi, oznacenih s stevilkami 2, 3 in 4, ¢e ve§, da so vse tehtnice
v ravnovesju in je teza utezi s Stevilko 1 enaka 90 N.

Manjsa tovorna ladja s tezo 300 kN in dolzino 24 m je zasidrana v
pristaniséu. Trup ladje ima obliko polovice valja. Osnovna ploskev
je polkrog s polmerom 1,5 m. Trup je votel, stene in paluba pa so iz
istega materiala ter so enako debele. Kabina je majhna in njeno tezo
smemo zanemariti. Ladja se potopi, ¢e gladina vode seze ravno ¢ez
celo palubo. Na palubo nalagamo enake zaboje s tezami po 2600 N, in
sicer simetriéno glede na érto, ki vzdolz ladje deli palubo po sredini.
Zaboji stojijo na palubi in niso zlozeni drug na drugega.

Koliko zabojev smemo Se naloziti na palubo, da bo plavanje ladje se
stabilno? Visina posameznega zaboja je 100 cm.

Koliksno pa je najvecje iskano stevilo zabojev, ¢e so visoki po 60 em?
Natovorjena ladja plava stabilno, ¢e je njeno tezisée pod palubo. Spe-
cificna teza vode je 10 kN/m®.

Tezisce homogene polkrozne plosée je od srediséa (namisljenega ce-
lega kroga) oddaljeno za 4r/(37), ¢e je r polmer plosée. Pri teziséu
homogenega polkroznega obroéa pa je ustrezna razdalja 2r /7.

Skupina B

I

Sedemtonski tovornjak vozi iz Vipave v Ajdoviéino. Na ravnem od-
seku boc¢no zapiha sunek burje s hitrostjo 200 km/h. Sunek traja
1,0 s. Koeficient trenja med tovornjakom in cesto je v preéni smeri
(glede na smer voznje) 0,60. Kako daleé na nasprotni pas zanese
tovornjak?
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Sila zra¢nega upora na telo je sorazmerna s kvadratom hitrosti, s
katero piha veter, F,, = 1pCSv?, kjer je S preéni presek predmeta,
C koeficient upora in p gostota zraka. Preéni presek tovornjaka ima
plo&éino 24 m?, koeficient upora pa je 1,1. Gostota zraka je 1,3 kg/m?,
teznostni pospesek pa 9,8 m/s?.

Tovornjak, nalozen z opekami, vozi s hitrostjo 14 m/s. S prikolice
tovornjaka, ki je 2,0 m nad tlemi, pade opeka. Na kolikéni poti se
opeka ustavi, ¢e je koeficient trenja med opeko in cesto 0,807 Trk
opeke s tlemi je neprozen in traja zelo kratek cas.

hitrosti po gladkem klancu z visine

h = 60 cm. Na koncu, kjer klanec \
preide v vodoravnico, zdrsne telo na | N
mirujo¢ vozicek z maso 2,0 kg. Ko- % S

eficient trenja med telesom in povr- (@) (@]
§ino vozicka je 0,70. Kolikéno pot

opravi telo glede na vozicek, preden

se glede na vozicek ustavi?

Telo z maso 1,0 kg drsi brez zagetne -y
)
h N

Posoda je s tankim lahkim ba-
tom, gibljivim v vodoravni sme-
ri brez trenja, razdeljenanadva | — i/2
enaka dela. Vsak del jedo polo- |-2-2-2-"-|-_-T-T"-"-
vice napolnjen z vodo. Posoda |-_-_-_-_-J|-C—"—"-"—°
se zacne gibati s pospeskom g/2 | e
v vodoravni smeri. Za koliko se | /

premakne bat, ¢e je dolzina po-

sode [, visina pa [/27

Skupina C

1.

Prostornina Aladinove svetilke, v kateri je pod tlakom zaprt duh, meri
0,10 1. Temperatura neona, iz katerega je duh sestavljen, je enaka
20° C. Aladin zaé¢ne svetilko drgniti s povpreéno hitrostjo 10 em/s
in silo trenja 5,0 N. Ko tlak v svetilki doseze 100 barov, se pokrov
svetilke odpre in pokaze se duh, v obliki obrnjenega stozca z visino
100 c¢m in z radijem osnovne ploskve 10 cm. Zunanji tlak je 1 bar,

Koliko ¢asa mora Aladin drgniti svetilko, ce je njena toplotna kapaci-
teta zanemarljivo majhna, da se prikaze duh? Specifiéna toplota duha
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pri konstantnem volumnu je 620 J/kg K, kilomolska masa 20 kg, nje-
gova telesna temperatura pa znasa 37° C. Splosna plinska konstanta
je 8300 J/K.

Pri sklenjenem stikalu S kaze voltme-
ter Vi 80% napetosti Uy. Koliko kazeta

volmetra V; in V; pri nesklenjenem sti- Uo| .
kalu S? Notranji upor voltmetra Vs, je @j I 3
dvakrat veéji od notranjega upora volt- ]7 ‘
metra V.

Dve vesoljski ladji mirujeta v brezteznem prostoru. Prva ladja iz-
streli proti drugi elektriéno nabit izstrelek z maso 10 kg in nabojem
100 mAs. Hitrost izstrelka je 10 km/s. Druga ladja se v trenutku
izstrelitve obda z moénim homogenim magnetnim poljem na velikem
obmo¢ju. Takoj po izstrelitvi se za¢ne prva ladja gibati premo ena-
komerno pospeseno s pospeskom 100 g v smeri 30° glede na prvotno
zveznico med ladjama proti drugi. Smer magnetnega polja je pravo-
kotna na ravnino, v kateri lezita zveznica med obema ladjama in tir
prve ladje. Koliksno gostoto magnetnega polja mora ustvariti druga
ladja, da bo izstrelek zadel prvo ladjo?

Enaki navpiéni ploséi ploscéatega kondenzatorja, katerih vsaka ima
ploséino 9,0 dm?, sta pritrjeni na izolirani stojali. Ploséi staknemo,
nato pa ju razmaknemo na razdaljo 8,0 cm, a na vsaki ostane Se nekaj
naboja. Na sredini vsake plosée je drobna luknjica, in sicer tako, da
je premica skozi obe luknjici pravokotna na obe plosci. Med ploséi
prikljuéimo napetost 1,0 kV, v sredino kondenzatorja, v visini obeh
luknjic pa damo delec alfa. Le-ta se prvi¢ spet vrne v zaéetno lego
po 1.5 us.

a) Koliksen naboj je bil na vsaki od plosé potem, ko smo ju staknili?

Kaksen je bil njegov predznak?

b) Za koliko se je delec alfa najve¢ oddaljil od kondenzatorja?

Delec alfa je helijevo jedro in ima naboj 3,2:107' As ter maso
3,3-107%7 kg. Influenéna konstanta je 8,9 - 1072 As/Vm.
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Skupina D

1;

V homogenem magnetnem polju z gostoto a
2,0 T je zicna zanka, kot je prikazano na
sliki. Zanka je v navpiéni ravnini in je vr-
tljiva okrog vodoravne osi. Po zanki tece a
tok 4,0 A. Masa zanke je 60 g, stranica a =
=10 cm.

Wy
)

a) V kaksni smeri mora teci tok, da se
zanka vrne v prvotno lego, ée jo malo
izmaknemo iz zgornje lege?

b) Zanko malo izmaknemo iz prvotne le-
ge in spustimo. S koliksnim nihajnim - os
¢asom zaniha?

Delamo poskus v razredéenem plinu. Imamo valjasto posodo, katere
osnovni ploskvi sta ploséi kondenzatorja. Ena ploséa je pritrjena,
druga pa lahko drsi brez trenja po notranjosti posode, tako da je ves
¢as vzporedna z drugo ploskvijo. Ploséi sta prevodni, plasé valja pa
je iz elektri¢nega izolatorja. Posoda je v vodoravnem polozaju, ploséi
sta navpicni. Na zacetku je znotraj in zunaj posode tlak 10 mPa in
temperatura plina 300 K. Med poskusom plin ne more uhajati iz po-
sode. Plo&éi priklju¢imo na izvir napetosti in le-to pocasi poveéujemo,
dokler ne pride v posodi do preboja. V tem trenutku se izvir samo-
dejno izklopi.

a) Koliksna je razdalja med plos¢ama, ko pride do preboja? Na
zacetku sta ploséi v razdalji 2,0 cm, prebojna jakost elektriénega
polja v plinu pa je 20 kV/m.

b) Koliksna sta temperatura in tlak plina v kondenzatorju takoj po
preboju? Premiéna ploséa je dovolj tezka, da se takoj po preboju
Se ne premakne.

Razmerje specificnih toplot je 1.4. Influenéna konstanta je
8,9-107'2 As/Vm.

Radiometer sestavljata dve veliki, enaki, vzporedni in na obeh straneh
poérnjeni plo&éi v medsebojni razdalji 12 mm, med katerima je zrak.
Na vsako ploséo je pritrjen en spoj termoelementa s koeficientom
termiéne napetosti 40 pV /K. Napetost med obema spojema merimo z
voltmetrom. Iz te napetosti lahko dolo¢imo razliko gostot svetlobnih
tokov, ki padata pravokotno na vsako plosco.

a) Privzemi, da se temperaturi plosé in sobna temperatura med
sabo le malo razlikujejo. Pokazi, da je izmerjena razlika go-
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stot svetlobnih tokov tedaj sorazmerna z izmerjeno napetostjo
in doloci sorazmernostni koeficient.

b) V temni sobi delamo poskus s tockastim svetilom, ki oddaja
svetlobo enakomerno na vse strani. Postavimo ga v razdaljo
60 cm od radiometra, in sicer tako, da je zveznica z radiometrom
pravokotna na ploséi. Za koliko ga moramo dvigniti v smeri,
pravokotni na prejsnjo zveznico, da izmerjena napetost pade na
polovico zacetne vrednosti?

Ploséi sta érni telesi. Poskus delamo pri sobni temperaturi 20 °C, pri
kateri znasa toplotna prevodnost zraka 260 - 10~* W/mK. Stefanova
konstanta je 5,7-10~% W/m2K*,

Termoelement je narejen iz dveh zic iz razliénih prevodnikov, spoje-
nih v dveh tockah v elektri¢ni krog. Ce sta spoja na razliénih tem-
peraturah, se v krogu pojavi gonilna napetost, sorazmerna z razliko
temperatur U = k(Ty — T} ), kjer je k koeficient termi¢ne napetosti.

Ce se dve koli¢ini a in b le malo razlikujeta med seboj (a ~ b), pri-
blizno velja a? — b = 4a®(a — b).

Ciril Dominko

IZBIRNO TEKMOVANJE IZ MATEMATIKE ZA
SREDNJESOLCE

Izbirno tekmovanje iz matematike je potekalo v soboto, 12. aprila 1997.
Tekmovalci so si belili glavo ob naslednjih nalogah:

Prvi letnik

1.

1T

Za naravni stevili m in n velja % < ™ < 1. Janezek je nasel tako
naravno stevilo k. da se vrednost ulomka %‘ ne spremeni, ¢e Steveu
pristejemo Stevilo k, imenovalec pa s tem Stevilom pomnozimo. Poiséi
vse take pare stevil m in n.

1

—Ti5 Kjer sta a in b pozitivni

Poiséi vse resitve enacbe % + % + -i- =
realni stevili.

Poiséi tocko v konveksnem stirikotniku, za katero je vsota razdalj do
posameznih oglisé najmanjsa.

Po slastni vecerji je Marko, ki je imel v denarnici le 100-tolarske
bankovce, sklenil, da bo dal natakarju napitnino v visini med 5 in
15% vrednosti racuna. Ko je dobil racun, je opazil, da celotnega
zneska ne more placati samo s stotaki, saj bi natakar dobil bodisi
prevec bodisi premalo napitnine. Poiséi najveéji celostevilski znesek
racuna, za katerega Marko zeljenega ne more narediti.
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Drugi letnik _
1. Dokazi, da enacba a® + b* — 8¢ = 6 nima celostevilskih resitev.

2. Tocka P je 9 enot oddaljena od srediséa kroznice s polmerom 15.
Koliko razliénih tetiv s celostevilsko dolzino lahko postavimo skozi
22

3. Dan je kvadrat ABCD. Razpoloviiée stranice CD oznaé¢imo z E,
presecisée daljic AE in BD pa z F. Izraéunaj razmerje |AF| : |[FE|.!

4. Za katere vrednosti parametra a imata enacbi

192 +az+97=0 in 97z’ +az+19=0
skupno resitev?
Tretji letnik
1. Poiséi vsa naravna stevila n, za katera stevilo n® —n? ni deljivo z 72.
2. Dana je enacba (22 -3z —2)2—3(22 -3z —-2)—2—2=0.
(a) Pokazi, da reitvi enacbe 2 — 4z —2 = 0 zados¢ata gornji enaébi.
(b) Poiséi vse resitve gornje enachbe.
3. Naj bo ABCD tetivni stirikotnik. Dokazi, da je

|AC|-sin<«<DAB = |BD|-sin < ABC.

4. Bolha skac¢e izmenoma po krakih kota
(glej skico). Vsi njeni skoki so enako
dolgi. Svojo pot zaéne v vrhu, kamor
se po sedmem skoku tudi vrne. Koliko
meri kot?

Cetrti letnik

1. Pois¢i najmanjse naravno stevilo, ki ga lahko zapisemo kot vsoto
devetih, desetih in kot vsoto enajstih zaporednih naravnih Stevil.

2. Naj bosta m in n naravni stevili. Dokazi naslednjo enakost:

)+ (e () = ()

m m m m+1

3. Dan je paralelogram ABCD in taka totka M izven njega, da je
4« MBC = «CDM. Dokazi, da je tudi <CMB = < DM A.

1 Objavljena je pravilno formulirana naloga. Vsem prizadetim se tekmovalna ko-
misija opravicuje.
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4. Skozi sredisée kocke z robom 3, sestavljene iz 27 enotskih kockic,
postavimo ravnino, ki je pravokotna na eno od njenih telesnih diago-
nal. Koliko enotskih kockic preseka ravnina?

Matjaz Zeljko

18. MEDNARODNO MATEMATICNO TEKMOVA-
NJE MEST — Resitve pomladanskega kroga

Prva skupina

1. Med stevili od 1 do 9 ima le Stevilo 5 iskano lastnost. Sedaj si oglejmo
stevila od 10n do 10n +9 za 1 < n < 198. Za vsak n imata med
nastetimi Stevili natanko dve iskano lastnost. Med stevili od 1990
do 1997 pa imata iskano lastnost stevili 1991 in 1996. Torej je takih
stevil 399.

2. Oglejmo si daljice, ki biljardno mizo raz-
delijo na 9 enako velikih enakostraniénih
trikotnikov (glej sliko na desni). Tvorijo
sklenjeno pot, ki zadosca obicajnem odboj-
nem zakonu in gre preko srediséa mize tri-
krat, vsaki¢ v drugi smeri. Torej je zgodba
laznjivega Kljukca lahko resniéna.

3. Prezrcalimo premici preko sredisca kroga. Prvotni in prezrcaljeni
premici razdelita krog na devet delov, med katerimi so nekateri lahko
izrojeni, ée sredisée kroznice lezi na eni od koordinatnih oseh. Stirje
od njih so skladni vogalni deli; en vogalni del je najmanjsi prvotni
del, en vogalni del pripada najve¢jemu prvotnemu delu. Med deli sta
tudi dva para skladnih stranskih delov; natanko en del iz vsakega para
pripada najve¢jemu prvotnemu delu. Preostali del je pravokotnik s
stranicama 2a in 2b, ki pripada najvecjemu prvotnemu delu. Torej je
razlika vsot ploscin enaka 4ab.

4. Naj bo m dolzina stranice prvotnega kvadrata in n dolzina stra-
nice manjsega kvadrata, ki ni enotski. Potem je 24 = m? —n? =
= (m +n)(m — n). Stevili m +n in m — n sta iste parnosti. Ker je
njun produkt 24, sta obe sodi. Zato imamo dve moznosti: m+n = 12
inm—n=2alim+n=6in m—n = 4. 1z prve moznosti sledi, da je
m=Tinn =25, iz druge pa m = 5 in n = 1. Ker manjsi kvadrat ni
enotski, druga moznost odpade, zato je ploséina prvotnega kvadrata

enaka 49.
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Naj bo G razpolovisée daljice BC. Potem sta daljici AG in EF
vzporedni in zato pravokotm na daljico BF, in ker je BG = GC,
sta trikotnika ABG in FGC skladna. Zato gre daljica AG bkClZl
razpolovisce daljice BF. Nosilka visine AG na stranico BF torej
razpolavlja trikotnik ABF in je tako AB = AF.

Druga skupina

Naj bo m dolzina stranice prvotne kocke in n dolzina stranice manjse
kocke, ki ni enotska. Potem je 98 = m“"—n (m +mn+n")(m n).
Imamo tri moznosti. Pri prvije m* + mn+n? =98 inm—n=1.
Potem velja 3m? — 3m = 97, kar pa ni mo#no, ker 97 ni deljivo s
3. Pri drugi moznosti je m? +mn + n? = 49 in m —n = 2. Potem
velja 3m? — 6m = 45 in zato m = 5 in n = 3. Pri tretji moznosti je
m?+mn+n? =14 in m —n = 7. Tedaj je 3m? — 21m = —35, to pa
ponovno ni mozno, ker 35 ni deljivo s 3. Torej je prostornina prvotne
kocke enaka 125.

Naj bo p prastevilski delitelj stevila a. Potem p deli ab in zato tudi
a® + b%. Zato je p tudi delitelj tevila b. Naj bo p™ najvisja potenca
prastevila p, ki deli a, in p"™ najvisja potenca, ki deli b. Predpostavimo
lahko, da je m > n. Stevilo ab je deljivo s p™*™, stevilo a2 + b? pa ni
deljivo s p>" 1. Torej je m+n < 2n+1 in zato m < n. Od tod sledi,
da je m = n. Ker je bil p poljuben prastevilski delitelj, je a = b.

Predpostavimo lahko, da je a > 0 in b > 0. Narisimo premici & = 2a
in y = 2b, ki skupaj s koordinatnima osema razrezeta krog na devet
delov. (Ce je katera od koordinat sredigéa enaka 0, so nekateri deli
lahko degenerirani.) Med njimi so &tirje skladni vogalni deli, natanko
eden med njimi pripada najmanjSemu delu in eden najvecjemu. Med
deli sta dva para skladnih stranskih delov in natanko en del iz vsakega
para pripada najve¢jemu delu. Preostali del je pravokotnik s strani-
cama 2a in 2b, ki pripada najveéjemu delu. Torej je ST — S~ = 4abh.

Tocke A. B, C, D, A" B' ' I} so
pravzaprav oglisca kocke, vértane sferi.

Ravnini ABC' in ACD'’ se zato sekata i N

pravokotno.

Dijak B ne more prepreciti zmage di-

jaku A. Dijak A najprej zaporedoma

barva z rdeco poljubne tocke na neki

premici. Za vsak par dveh rdeéih tock " B
obstaja po ena tocka na vsaki strani “
premice, ki ju mora dijak B pobarvati A i
zeleno, da prepreci zmago dijaku A. Po
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n korakih mora dijak B pobarvati zeleno 2(}) tock, da prepreéi zmago
dijaku A. Ker lahko B pobarva zeleno 10 tock naenkrat, lahko drzi
korak z dijakom A, dokler je 2(3) > 10n. Torej dijak A zagotovo
zmaga v 12 potezi.

Resitve drugega dela pomladanskega kroga

Prva skupina

1.

(a) Stevilo 9797 da pri deljenju z 9 ostanek 7. Stevilo (3n + a)® da
pri deljenju z 9 ostanek 0, ¢e je a = 0, ostanek 1, ¢e jea =1, in
ostanek 8, ¢e je a = 2. Torej da vsota nekaj zaporednih kubov pri
deljenju z 9 ostanek 0,1 ali 8, zato se stevilo 9797 ne da zapisati
kot vsota nekaj zaporednih kubov.

(b) Stevilo 1997'7 da pri deljenju s 7 ostanek 4. Stevilo (7n +a)® da
pri deljenju s 7 ostanek 0, ¢e je a = 0, ostanek 1, ¢e jea =1, 2,4,
in ostanek 6, ¢e je a = 3,5,6. Torej da vsota nekaj zaporednih
kubov pri deljenju s 7 ostanek 0, 1, 2 ali 5. Zato se stevilo 19977
ne da zapisati kot vsota nekaj zaporednih kubov.

Naj bo H nozisce visine iz tocke B in O presecisce daljic BH in CP.

Ker je |AB| = |BC|, je <OBC = 40° in <OAB = 20°. Torej je

<POB = <OBC +<0OCB = 60°. Podobno dobimo, da je < POA =

= LO0ACH+<0OCA = 60°. Torej je daljica PO simetrala kota <AOB
in PA simetrala kota < BAO. Od tod sledi, da je daljica BP simetrala
kota < ABO, zato je <PBC = 60° in <BPC = 100°.

Druga skupina

1

Oznacimo koscke sira z sy, .. ., 595 od najlazjega do najtezjega koscka.
Koscek s; damo v prvo vrecko, so v drugo, s3 spet v prvo in tako
naprej. Nazadnje damo koSéek s54 v drugo vrecko. Ko damo neki
koséek v eno od vreck, je ta vrecka tezja od druge, vendar je razlika
v tezi manjsa od teze zadnjega dodanega koscka. Torej je na koncu
druga vrecka tezja od prve, vendar ne veé, kot je teza koscka s.4., zato
tudi ne veé, kot je teza koscka sp5. Torej lahko koséek sq5 razrezemo
tako, da dosezemo enako tezo vreck.

Lahko predpostavimo, da je a > b > c¢. Potem velja

a+b+c=aVabe + bVabe + cVabe <
< a¥/aac + bV/bbc + c¢Vabe <
< ay/aac + bVabb + ¢Vbee <
< a¥/aaa + bVbbb + c¥/ccc =
=ava+bvVb+ev/e.
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Od tod dobimo

(a+b)(a+c)(b+c) = 2abe + a®b + b*a + a’c + c*a + b2c + *b =
=2+ (a®b + a*c) + (b%a + b%c) + (c*a + %b) >
> 2+ 2av/a + 2bVb + 2ev/C >
>242(a+b+e),

kjer smo pri prvi neenakosti trikrat upostevali, da je =t¥ > | /zy, pri

drugi neenakosti pa smo upostevali zgornji rezultat. Sedaj pa dobimo
iskano neenakost

1 1 1
1—f—a+b+1+b+c+ l+cta
~ 2+42a+2b+2c—(a+b)(b+c)(c+a) %0
(I+a+b)(1+b+ec)(1+c+a) -

Ales Vavpetic
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