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2 Matematika ‘

MALA SOLA TOPOLOGIJE — 1. del )?5
Topoloske preslikave {E\n/ i}
Za zacetek si oglejmo naslednje risbe: Sll/u,lgl /

s
[ - £ .
L *V

(b

TN

(d) (e) (1)

Ob njih si lahko zastavimo razlicne naloge, kakréna je npr. naloga
poiskati razlike med risbami (nekatere risbe so npr. sestavljene iz samih
daljic; druge ne). Nas bodo bolj zanimale lastnosti, ki so vsem risbam
skupne. Ena takih lastnosti, ki jo zlahka opazimo, je, da vsaka risba
razdeli ravnino na enako stevilo celic ali podroéij.

Zamislimo si, da je risba (b) narisana na zelo tanko gumijasto opno,
ki jo lahko raztegujemo, stiskamo in zvijamo po mili volji, ne smemo
pa je raztrgati niti ne smemo zlepiti dveh ali ve¢ tock skupaj. Ce opno
primerno raztegnemo, kot prikazuje naslednja skica, lahko dosezemo, da
preide risba (b) v risho (a).

y \w




l Matematika 3 I

Topologija' je veja matematike, ki se ukvarja z raznimi mnozicami
tock v prostoru (v nasih primerih so to narisane figure). Zanimajo jo take
lastnosti mnozic, ki se ohranjajo pri upogibanju, raztezanju ali kréenju
(brez raztrganin ali lepljenja). Tako imajo risbe-krivulje na slikah (a) do
(f) enake topoloske lastnosti.

Topologije torej za razliko od sorodne geometrije ne zanimajo dolzine,
ploséine, povrsine ali velikosti kotov; te lahko e poljubno spreminjamo.

Pri nasi intuitivni obravnavi topologije se bomo omejili le na take
mnozice, ki jih sestavljajo tocke in krivulje. Pri tem se domenimo za
uporabo nekaterih sicer splosno veljavnih izrazov.

(a) Upogibanja, raztezanja ali kréenja brez raztrganin ali lepljenja bomo
imenovali topoloske preslikave.

(b) Lastnosti, ki se vedno veljajo, potem ko mnozico topolosko presli-
kamo, imenujemo topoloske invariante ali topoloSko nespre-
menljive vrednosti. Tako je ofitno medsebojni vrstni red tock
topoloska invarianta, ni pa topoloska invarianta razdalja med dvema
tockama.

(c) Dve krivulji, za kateri velja, da lahko drugo iz druge dobimo s to-
pologko preslikavo, imenujemo topolosko ekvivalentni ali topo-
losko enakovredni.

Na primerih premislimo in utrdimo pomen teh pojmov.,

1. Katere od narisanih krivulj so topolosko enakovredne kroznici? (Ne
pozabimo, da ne smemo nic¢esar razrezati ali zlepiti!) Takim krivu-
ljam pravimo enostavno sklenjene krivulje.

(2) (b) () (d)

/ -’/
{'\'\__./) I\_\‘ W \_ -,/ (( (-\\}

(¢) (1 (g)

1 Beseda topologija je grikega izvora: Témes pomeni v gricini kraj. Topologija je
torej nauk o kraju, o legi.
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2. Na risbah je ve¢ parov krivulj. Ali lahko prvo krivuljo iz para to-
polosko preslikamo v drugo krivuljo?

ey
J 7

() (d)

Lo O
.7 KW

(g) (h)

3. Katere od narisanih krivulj so topologko enakovredne daljici AB?

(‘\/D 1 B B
: - A
P L P
B
(b) (c)

A

(a) (d)

B A . S—
- @ X
g B B
(D (2) Ty

(e) (h)
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4. Katere med naslednjimi petimi risbami so topolosko enakovredne?
(a) (b) (c)

=

(d) (e)

5. Med naslednjimi pari risb poiséi take s topolosko enakovrednimi ris-
bami. Ce se ti zdi, da sta risbi nekega para topolosko enakovredni,
oznaéi na drugi od obeh risb mozni polozaj tocke A’, ki je slika tocke
A pri topoloski preslikavi. Ce je za A’ moznih veé polozajev, oznaéi
vse,

SO

6
(a) (b)

Do & o

®
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6. V kaj vse lahko spremenimo hros¢a? Slika prikazuje originalnega
zuzka in dve ideji za njegovo topologko precbrazbo.

(h)

7. Narisi naslednjim risbam nekaj topolosko enakovrednih risb. Poskusi
najti tudi ¢imbolj preproste (oglej si sli¢ico s petelinom ob naslovu
tega prispevka).

; (b)
La) %
(c) (d)
Nekaj odgovorov:

1. (a), (d), (e), (g)

2. (a) Da. (b) Ne. (c) Da. (d) Da. (e) Ne. (f) Da. (g) Da. (h) Da.

3. (a), (d), (O, (B)

4. (a), (b) in (d); (c) in ()

5. (a), (b), (c), (e), (); tocke poiséite sami.

Marija Vencelj
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PITAGOROV IZREK 1Z TRAPEZA

Za dokaz Pitagorovega izreka obstaja ve¢ nacinov, med katerimi so prav
preprosti tisti, v katerih uporabljamo plos¢ino likov. Oglejmo si primer,
kako Pitagorov izrek izpeljemo z uporabo trapeza.!

Vzemimo pravokotni trapez
ABCD, ki ima za osnovnici a in
b, visina pa je enaka vsoti njunih
dolzin @ +b. Na stranici AD je _
toéka E oddaljena od ogliséa A za 0
a oziroma od oglisca D za b, Tri-
kotnika ABE in CDE sta ocitno
pravokotna in skladna. Njuna hi-
potenuza je ¢, kateti pa sta a in b,
kot je oznaceno na sliki 1. Pravo-
koten je tudi trikotnik BCE, kar
sledi iz komplementarnosti kotov A b B
a in 8. Slika 1.

D

Srednjica trapeza ABCD je §(a+b), njegova visina pa a-+b. Ploscina
trapeza je enaka produktu srednjice in visine, hkrati pa vsoti ploséin pra-
vokotnih trikotnikov ABE, CDE in BCE, zato velja:

1 B T . O
§(a+b)(a+b) — 2ab+ 2ab+ 5C -

Od tod dobimo enakost
1, 1o _ 1,
50 + ab + 2b =ab+ 5 -
Po preureditvi sledi Pitagorov izrek:
4+ =F.

Marko Razpet

1 Tako je Pitagorov izrek leta 1876 dokazal Garfield, élan ameriskega Predstav-
nigkega doma, kasnejéi predsednik ZDA (op. urednice).
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STO LET KATODNE CEVI

Gledate televizijo? Racunate ali

tipkate na racunalnik? V obeh pri- e
merih je pred vami zaslon katodne =
cevi. Popravljalci televizijskih in
radijskih sprejemnikov ter razisko-
valci pogosto zasledujejo ¢casovni
potek hitrih pojavov z oscilogra-
fom. Tudi vanj je vgrajena katodna
cev. Katodno cev je pred sto leti
prvi uporabil Ferdinand Braun.

Carl Ferdinand Braun (slika 1)
je bil rojen leta 1850 v Fuldi. Stu-
diral je na univerzah v Marburgu in
Berlinu. Studij je konéal leta 1872.
Dve leti je pouceval na gimnaziji,
potem je postal profesor najprej na _ _ 3
univerzi v Marburgu in leta 1880 Slika 1. Ferdinand Braun (1850-1918).
na univerzi v Strassburgu. Neka]
casa je predaval na tehniski visoki soli v Karlsruheju in na univerzi v
Tiibingenu. Leta 1895 se je kot profesor in ravnatelj fizikalnega instituta
vrnil v Strassburg.

Najprej je pod vodstvom Georga Hermanna Quinckeja raziskoval
nihanje strun in palic. Nato je preuceval vpliv tlaka na topnost soli.
Leta 1874 ga je zanimalo, kako prevajajo elektriéni tok nekateri minerali.
Braun je ugotovil, da tok pogosto ni sorazmeren z napetostjo in torej ne
velja Ohmov zakon. Poleg tega je bil upor odvisen od smeri. Na kristal
Jje prikljucil kovinsko konico in drugi prikljucek ter tok dobil samo v eni
smeri. Naprava je delovala kot usmernik. Poskusi z visokofrekvenénim
tokom so ga leta 1897 pripeljali do katodne cevi. Izdelal je tudi natancen
elektrometer. Leta 1898 se je Braun zacel ukvarjati s prenasanjem Mor-
sovih znakov z visokofrekven¢nimi tokovi tudi po vodi. Pri tem je sledil
Guglielmu Marconiju, ki si je ze od leta 1897 prizadeval, da bi z radijskimi
valovi prenasal sporocila. Dosegel je razdaljo okoli 15 km, a te razdalje ni
bilo lahko preseci. Visja napetost ni pomagala. Nekaj veéjo razdaljo so
dosegli le z 300 m dolgo zico kot anteno, ki je visela z balona. Tedaj so od-
dajno anteno prikljucili neposredno na krog z izvirom. Elektriéno nihanje
v anteni ni imelo dolo¢ene frekvence in je bilo moéno duseno. Braun je
dognal, da precej energije porabi iskra v iskriséu, ki je bilo od Hertzevih
casov sestavni del kroga. Z nihajnim krogom iz kondenzatorja in tuljave
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so najprej dosegli, da je tok nihal z dologeno frekvenco. Braun je leta
1899 patentiral krog s kondenzatorjem in tuljavo brez iskriséa. Oddajno
anteno je induktivno sklopil na nihajni krog tako, da je sestavil tuljavo v
krogu in drugo tuljavo v anteni v nekakSen transformator. Tako je pre-
cej zmanjSal dusenje. Nato se je posvetil radijskemu prenosu v doloc¢eni
smeri. Najprej je to dosegel tako, da je nagnil anteno iz navpiéne smeri.
Leta 1902 pa je uporabil tri antene v ogliséih enakostraniénega trikotnika.
V eni od njih je tok za cetrt nihaja prehiteval tokova v drugih dveh. Pri
delu z radijskimi valovi sta mu bili v pomo¢ obe njegovi odkritji: kristalni
po vodi in zraku. Leta 1909 je skupaj z Guglielmom Marconijem dobil
Nobelovo nagrado “za prispevke v razvoju brezziéne telegrafije”. Leta
1915 je odpotoval v ZDA, da bi prical v nekem patentnem sporu, pove-
zanem z radijskimi valovi. Leta 1917, ko so ZDA vstopile v vojno, so ga
internirali. Umrl je leta 1918 pred koncem vojne.

Spomladi leta 1897 je Joseph John Thomson ugotovil, da sestavljajo
katodne zarke negativno naelektreni delci. Tako je sklepal, ker je kato-
dne zarke odklanjal s preénim magnetnim in preénim elektri¢nim poljem.
Istega leta je Ferdinand Braun objavil ¢lanek z naslovom O postopku
za prikazovanje in raziskovanje ¢asovnega poteka spremenljivih tokov. V
njem je porocal o poskusih s katodnimi cevmi, ki mu jih je po njegovih
navodilih izdelal Geisslerjev naslednik v Bonnu. V eni od njih, ki se mu
je zdela posebno pripravna, je bila katoda K iz aluminijeve ploé¢evine, ko-
vinska zicka kot anoda A, zaslonka C iz aluminijeve plocevine z odprtino
s premerom 2 mm in s fluorescentno barvo namazani zaslon D iz sljude
(slika 2). 7 zaslonko je Braun omejil katodne zarke v ozek curek. Na
mestu, na katerem so zadeli fluorescentni zaslon, je bilo opaziti drobno
svetlo pego. Med anodo in katodo je prikljucil influenéni stroj, ki je dajal
razmeroma visoko enosmerno napetost. Nekatere poskuse je naredil tudi
z induktorjem.

Slika 2. Katodna cev Ferdinanda Brauna iz élanka pred sto leti.

Pod cev je v blizini zaslonke postavil tuljavico z vodoravno osjo in
speljal skoznjo elektriéni tok. Pega se je premikala gor in dol po zaslonu,
ko je spreminjal tok skozi tuljavico. Odklon pege je bil sorazmeren s
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tokom po tuljavici in ni bilo mogoce opaziti, da bi bil odklon odvisen od
frekvence. Sprememba odklona je brez zakasnitve sledila spremembi toka.

Braun je po tuljavici speljal izmeniéni tok iz strassburske elektriéne
centrale s frekvenco 50 s='. Zaradi nihajocega toka v tuljavici je hitro
nihajoca pega na zaslonu dala navpiéno ¢rto. Z vrtecim se zrcalom je pego
projiciral na steno in opazil sinusno krivuljo. Primerjal jo je s krivuljo, ki
jo je dalo nihanje glasbenih vilic s to frekvenco, in zadovoljen ugotovil, da
se krivulji dobro ujemata (slika 3).

Slika 3. Nihanje elektricnega toka (levo) se ujema z nihanjem glasbenih vilic z enako
frekvenco. Braun je oboje opazoval z vrtec¢im se zrcalom.

Nato je skozi tuljavico z navpiéno osjo spustil izmeniéni tok in postavil
pod njo palicasti magnet, ki ga je hitro vrtel okoli navpiéne osi. Na zaslonu
je Braun dobil sklenjene krivulje, e se je magnet vrtel s frekvenco, s katero
je nihal tok, in s primerno fazno razliko. Opazoval je Lissajousove krivulje,
ki nastanejo, ko sestavimo nihanji v pravokotih smereh (slika 4). Uporabil
je tuljavici s pravokotnima osema v dveh krogih, ki sta bila induktivno
sklopljena. Opazoval je, kako se je oblika krivulje spremenila, ko je v
enega izmed krogov vkljucil kondenzator.

@ P
/w ; [ :
Slika 4. Lissajousove krivulje, ki jih je Braun opazoval neposredno na zaslonu svoje
cevi,

C I\

Braunova cev, v kateri prepoznamo predhodnico danasnjih katodnih
cevi, je imela vrsto pomanjkljivosti. Najprej je bil v njej ostanek plina,
sicer ne bi bilo katodnih zarkov. V danasnjih ceveh z zelo dobrim va-
kuumom daje curek elektronov elektronski top. Sestavljata ga drobna
katoda, ki jo greje elektriéni tok, da iz nje izhlapevajo elektroni, in anoda,
na katero je prikljuéena visoka pozitivna napetost proti katodi. Skozi
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drobno odprtino v anodi izhaja curek elektronov. Dodatne elektrode med
katodo in anodo poskrbijo, da je pega na zaslonu ¢im manjsa. Poleg tega
imajo danasnje katodne cevi vgrajen majhen kondenzator z navpi¢nima
ploscama, na kateri je prikljucena zagasta napetost, ali ob vratu par tu-
ljav z navpiéno osjo, skozi kateri poganjamo zagast tok. S tem dosezemo,
da pega enakomerno potuje od levega roba zaslona na desno in se hitro
vrne na levi rob. Napetost, katere ¢asovni potek nas zanima, prikljuc¢imo
na kondenzator z vodoravnima ploséama ali na par tuljav z vodoravno
osjo. Tako lahko éasovno odvisnost opazujemo neposredno na zaslonu in
ni treba uporabiti vrtecega se zrcala. Pri televizijskem sprejemniku ali
racunalniskem zaslonu poganjamo tudi skozi drugi par tuljav zagast tok,
le da z nizjo frekvenco, tako da pega potuje tudi z vrhnjega roba zaslona
navzdol in otipa ves zaslon. Z napetostjo med katodo in eno od dodatnih
elektrod vplivamo na izdatnost elektronskega curka in s tem na svetlost
pege na zaslonu.

Za namecek omenimo induktor, ki so ga uporabljali Braun in drugi,
tudi Conrad Wilhem Réntgen, ko je odkril rentgensko svetlobo. Tedaj ni
bilo razsirjenega elektricnega omrezja z izmeni¢no napetostjo in zato ni
bilo transformatorjev. Namesto njih so uporabljali induktorje. Sop med
seboj izoliranih debelih Zeleznih Zic so ovili s primarno tuljavo z Ny ovoji
debele zice in to s sekundarno tuljavo z Ny ovoji tanke Zice. Na primarno
tuljavo so prikljuéili akumulatorsko baterijo in mehaniéno prekinjalo. Na
sekundarno tuljavo so prikljuéili elektrodi v cevi z razredéenim plinom. Na
cevi ni bilo napetosti, ko je poganjala akumulatorska baterija po primar-
nem krogu konstanten tok. Napetost se je inducirala na cevi v sunkih,
ko je prekinjalo prekinilo tok ali ga zopet sklenilo. Sunek napetosti ob
prekinitvi, ko se je zmanjSal magnetni pretok, je bil drugace obrnjen kot
sunek napetosti ob vkljuéitvi, ko je magnetni pretok narasel. Morda bo
kdo pripomnil, da je bila elektroda cevi zdaj anoda zdaj katoda, in podvo-
mil v to, da je naprava sploh delovala. Tranformator zares na sekundarni
strani daje Ny/Nj-krat vi§jo izmeniéno napetost, ¢e ga prikljuéimo na
primarni strani na izmeniéno napetost. V tem primeru je treba uporabiti
usmernik, ki ga tedaj Se niso imeli.

Njegovo vlogo je mimogrede opravil induktor. Po indukeijskem za-
konu U; = A® /At inducirano napetost dolo¢a hitrost spreminjanja ma-
gnetnega pretoka ®. Ce je elektricni tok skozi akumulatorsko baterijo in
z njim magnetni pretok naraséal poéasi, ko je bilo prekinjalo sklenjeno, se
je induciral razmeroma nizek sunek napetosti. Ce se je elektri¢ni tok in z
njim magnetni pretok hitro zmanjsal, ko je prekinjalo tok prekinilo, se je
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induciral razmeroma visok, nasprotno obrnjen sunek napetosti (slika 5).
S tem, da je cev delovala v sunkih, se je bilo pac treba sprijazniti. V
uravnavanju enih in drugih sunkov s spretno rabo prekinjala in iskre, ki je
nastala v njem, so bili tedanji raziskovalei katodnih zarkov pravi mojstri.
To je veljalo tudi za Brauna.

fok
} + -
a1s cas
napetosit
1 3
= I i
v a18 cas

Slika 5. Casovna odvisnost toka po krogu s prekinjalom v induktorju (zgoraj) in sunki
inducirane napetosti na cevi (spodaj).

Influenéni stroji so bili dokaj muhasti, zato so namesto njih in in-
duktorjev nekaj ¢asa uporabljali visokonapetostne akumulatorske bate-
rije. Znamenita je bila harvardska baterija, ki je s svojimi 20 160 celicami
zmogla napetost 40 000 V. Kot si je mogoce misliti, so imele tudi te svoje
pomanjkljivosti. Zato so jih ob uvedbi izmeni¢nega toka zamenjali trans-
formatorji in usmerniki.

Janez Strnad

VSOTA IN PRODUKTA
Zapisimo stevilo 1997 kot vsoto (ne nujno razliénih) naravnih stevil,

19T =ny + ...+ np .

Sprasujem vas, kolikéna je najmanjsa in koliksna najveéja mogoéa vre-
dnost produkta ny -...-ny.

Martin Juvan
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KARL THEODOR WILHELM WEIERSTRASS —
ob stoletnici smrti

Francoska revolucija in doba Napoleona
sta ustvarili izredno ugodne moznosti za
razvoj matematike. Industrijska revolu-
cija je spodbudila gojenje fizikalnih zna-
nosti in ustvarila nove druzbene razrede
z novimi pogledi na Zivljenje, razrede,
ki sta jih zanimali znanost in tehniéna
vzgoja. V akademsko Zivljenje so pro-
drle demokraticne ideje, kritizirali so za-
starele oblike Zivljenja. Sole in univerze
so reformirali in pomladili. Znanstveno
delo kot celota se je se bolj oddaljilo od
zahtev ekonomskega zivljenja in vojsko-
vanja. Pojavili so se specialisti, katere je
znanost zanimala zaradi nje same. Zveze
s prakso niso nikoli popolnoma prekinili,
toda pogosto je ostala skrita. Matema-
tiki devetnajstega stoletja niso bili ve¢ na
dvorih ali v salonih aristokracije. Obi-
¢ajno so bili v sluzbah na univerzah in %
so bili obenem ucitelji in raziskovalei.

7 deli Weierstrassa, oceta moderne analize, se je zacela nova doba
matematike, doba kriti¢no-logi¢ne natancnosti. Weierstrass je bil v prvi
vrsti logik. Delal je pocasi, sistemati¢no, korak za korakom. Izhajal je
iz definicij. Uspelo mu je sestaviti primer zvezne funkcije, ki ni nikjer
odvedljiva. To pomeni, da ji v nobeni toc¢ki ne moremo narisati tangente
(elanek na to temo je bil objavljen v 2. §tevilki XXIV. letnika Preseka).
Ker si take funkeije ni moé intuitivno predstavljati, se je pojavila zahteva
po jasnejSem razumevanju pojmov limite, zveznosti in odvajanja.

Karl Theodor Wilhelm Weierstrass se je rodil 31. oktobra 1815 v
Ostenfeldu v Nem¢iji. Oce Wilhelm je delal kot pruski davéni usluzbenec
in vsa druzina se je zato pogosto selila. Tako je mladi Karl zamenjal cel
ducat osnovnih 8ol po manjsih krajih Nemcije, ki so sedaj znani edino
po tem, da je tam zivel Weierstrass kot otrok. S &tirinajstimi leti je
bil sprejet na katolisko gimnazijo v Padelbornu. Bil je izredno nadarjen
uéenec in domov je redno prinasal nagrade in pohvale. Po pouku je delal v
bliznji trgovini, ki je, tudi po njegovi zaslugi, zelo uspesno poslovala. Oce,
starokopiten in ukazovalen ¢lovek, si je za sina zamislil bles¢eco drzavnisko
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kariero. Poslal ga je na univerzo v Bonn studirat pravo in ekonomijo.
Karlova velika zelja pa je bil studij matematike in sorodnih ved. Konflikt
med ocetovo in lastno zeljo mu je povzroéil veliko dusevnega trpljenja.
Kmalu je Weierstrass nehal obiskovati predavanja. Cas si je krajsal s
popivanjem, veseljacenjem in branjem matematiénih knjig. Po stirih letih
se je vrnil domov brez kakrsne koli diplome.

Oce je bil razocaran. Druzinski prijatelj, ki je Karla poznal ze od
malih nog, je predlagal, da se vpise na Teolosko in filozofsko fakulteto v
Miiunstru, kjer se bo izSolal za ucitelja. Tamkajsnjim profesorjem je moral
skesano obljubiti, da ne bo nadaljeval s prejsnjim nacinom zivljenja.

Karl je bil edini student, ki je obiskoval matemati¢na predavanja pro-
fesorja Gudermanna. Ta ga je seznanil s teorijo eliptiénih funkeij in deli
Abela. Weierstrass se je ze takrat odlocil, da bo vse svoje sposobnosti na-
menil nedokon¢anemu delu prezgodaj umrlega Abela. Vsa ostala (danes
celo bolj cenjena) dela so nastala kot stranski rezultati njegovega osnov-
nega delovanja. Njemu dolgujemo, da danes obstaja soglasje glede vseh
rezultatov in najbolj zapletenih vprasanj, ki zadevajo teorijo diferenci-
alnih in integralnih enach. Ukvarjal se je s teorijo funkcij, konvergenco
potenénih vrst in s tako imenovanimi Abelovimi funkeijami.

Oglejmo si osnovno idejo, na kateri je temeljilo Weierstrassovo delo.
Potenéna vrsta je formula oblike ap + a1z + a22? + ... + anz™ + ...,
kjer so koeficienti ag,ay, ag, ... konstantna stevila, z pa spremenljivka.
Koncne vsote oblike ag, ag + a1z, ag+ a1z + asz?, ... imenujemo delne
vsote. Ce za izbran z delne vsote konvergirajo k nekemu stevilu, potem
recemo, da potenéna vrsta v tocki z konvergira k temu Stevilu, ki ga
imenujemo limita. Za vse vrednosti 2, pri katerih potenéna vrsta kon-
vergira, lahko limito izracunamo do poljubne natanénosti. To naredimo
tako, da seStejemo dovolj ¢élenov v delni vsoti.

Resitve vecine matematicnih problemov, ki izhajajo iz fizike, ne
znamo zapisati kot konéni izraz elementarnih funkcij (na primer log,
sin,...). Rezultat ponavadi zapiSemo v obliki potenéne vrste in nato
numeriéno raéunamo vrednosti do natanénosti, ki se zahteva. Ce vrsta
ne konvergira, je to ponavadi znak, da smo se zmotili.

Naslednjih petnajst let je bil Weierstrass zaposlen kot srednjesolski
uéitelj. Pouceval je fiziko, nemséino, geografijo, telovadbo, lepopisje, celo
matematiko. V vseh teh letih ni imel nobenega stika z drugimi matema-
tiki, niti dostopa do kake matemati¢ne knjiznice. Po njegovih besedah so
bila to leta neskonéne otoznosti in dolgocasja. Anekdota pravi. da potem,
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ko se je celo no¢ ukvarjal z nekim problemom, ni hotel iti v Solo, dokler
ga ni resil.

Leta 1845 je poslal svoje izsledke znani matematicéni reviji Jurnal
fiir reine und angewandte Mathematik. Ko so jih objavili, so se vsi tedaj
vodilni matematiki sprasevali, kako je mozno, da tak genij ti¢i skrit v neki
srednji soli. Takoj so mu ponudili éastni doktorat na berlinski univerzi.

Kot profesor je Weierstrass slovel kot izreden predavatelj. Zanimivo
je. da zaradi Sibkega zdravja ni nikoli sam pisal po tabli. Vse je skrbno
narekoval §tudentom. Tako se je tudi ohranila ve¢ina njegovih del. Sam
namreé¢ ni objavljal. Do svojih ¢lankov je bil tako kritiéen, da se mu nikoli
niso zdeli dovolj izpiljeni za objavo. Izvrstno pripravljena predavanja in
nove teorije so njegovo ime ponesle po vsej Evropi. Njegova predavanja
je obiskovalo veé kot 250 slusateljev. Med njimi so bili: Georg Frobe-
nius, Oskar Bolza, Ludwig Thome, Otto Hélder, Felix Klein, Sophus Lie,
Herman Minkovski, Mittag-Leffler,. .. Vedno je bil poln predlogov za di-
sertacije in raziskovalno delo svojih studentov.

Posebej moramo omeniti njegov odnos s Sonjo Kovalevsko (¢lanek o
njej je bil objavljen v 3. stevilki XIX. letnika Preseka), njegovo najljubso
studentko. Dopisovala sta si do njene smrti.

Zadnja leta Wierstrassovega zivljenja so bila nesreéna. Najprej je nje-
gove teorije javno napadel dolgoletni prijatelj in sodelavec Leopold Kro-
necker. Sonjina smrt ga je duSevno popolnoma strla. Zazgal je vse, kar ga
je spominjalo nanjo. Zadnja tri leta je bil priklenjen na invalidski vozicek.
Zanj sta skrbeli dve sestri, saj se sam ni nikoli porocil. Umrl je leta 1897,
star 82 let.

Anita Moénik
NA GUGALNICI

Koliko tehta racman in koliko zajéek, ¢e tehta sova kilogram in pol,
kokoska 2 kilograma in pol, vse §tiri zivali skupaj pa 20 kilogramov?

(%

Marija Vencely
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SENCOMER

Predstavljam vam preprosto napravo, s katero lahko v poljubnem trenutku
hitro izmerimo dolzino sence oziroma visinski kot Sonca, seveda v sonénem
vremenu. Dal sem ji ime sencomer (slika 1).

Slika 1. Sencomer; v — visina stozca, s — dolZina njegove sence na vodoravnih tleh, 3 -
visinski kot Sonca. Dolzinsko skalo izdelamo tako, da od srediséa S osnovne ploskve

stoZca vzdolz plodice nanesemo dolzinske enote (npr. em), skalo za visinski kot pa

lahko izdelamo na ve¢ nacinov: eden je iz enacbe tg 3 = . Pri konstantni (znani)

visini (npr. v = 10 em) in odbranih visinskih kotih vsaki¢ izracunamo dolzino sence

8= ﬁ in jo oznacimo s értico na skali za visinski kot (gl. Se Presek 13, str. 153).

Dolzino sence ali vidinski kot Sonca lahko v tem primeru hitro in skoraj istoéasno
odberemo.

Glavna dela sencomera sta pokonéen slok stozec in vodoravno posta-
vljena deséica ali karton z dolzinsko in kotno razdelitvijo na isti strani
descice ali pa na razliénih straneh, kamor stozec mece senco. (V bistvu
7e zadostuje samo stozec, ¢e imamo merilec za dolzino vedno pri roki.)

Na enem koncu deséice oznacimo krog za osnovno ploskev stozca. V ta
krog namestimo stozec tako, da njegova senca vedno pade na vodoravno

ploséico (slika 2 na IV. strani ovitka).

Ob vzhodu ali zahodu Sonca ne moremo opazovati sence navpicnega
stozca na ploscici, ker je neskonéno dolga. Dobro uro po vzhodu pa je
Sonce ze toliko visoko, da senco lahko opazujemo, ¢eprav je Se nekoliko
razmazana. Kako uro pred zahodom Sonca in pozneje so sence spet tako
dolge in razmazane, da jih ne moremo dobro opazovati. Najbolje jih torej
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opazujemo od sredine dopoldneva do sredine popoldneva. V tem ¢asu
lahko precej natancéno merimo dolzino sence, ki se do poldneva krajsa
(zakaj?), opoldne je najkrajsa, popoldne pa se daljsa. Sestavimo na primer

takole preglednico:

Kraj:

Datum:

cas opazovanja | dolzina sence opombe
(ura) (v em)

9.

10.

11

12.

13.

14.

15.

16.

Na osnovi preglednice nato na-
risemo graf odvisnosti dolzine
sence od dnevnega casa. Graf
je vsak dan drugacen, saj ima
Sonce vsak dan nekoliko dru-
gacno navidezno pot nad ob-
zorjem (slika 3).

Zanimivo je opazovati pre-
mikanje sence, ki jo me¢e mi-
rujot stozec ali kak drug nav-
piéno postavljen predmet (npr.
ravna palica) na vodoravna tla.
Dvoje lahko ugotovimo pri tem
premikanju: orientiramo se in
ocenimo kotno hitrost vrtenja
Zemlje, kajti premikanje sence
je posledica vrtenja Zemlje.

xxx 13.3.97 -
i 59 PO Sonc. casu
L . ) . '
10 12 " ¢

Slika 3. Graf odvisnosti dolzine sence od dnev-
nega ¢asa za dva datuma.

Orientiramo se takole: Vrh sence stozca se v ¢asu nekaj minut pre-
makne proti vzhodu (slika 4). To smer V;V; zacrtamo in orientacija je
konéana, saj za znajdenje na zemljiséu zadostuje ze ena smer. O dolo¢itvi
vrednosti kotne hitrosti vrtenja Zemlje pa je ze pisal Presek v 6. stevilki

21. letnika.
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Senco stozca lahko opazu-
jemo vsake pol meseca. Za-
pazimo razlike med grafi (sli-
ka 3). To, da se dolzina opol-

\-:\- . At=04-1t,=

danske sence stozca med letom \ . =5dof0min
spreminja, je odvisno od navi- \ \.\_Gb fasut,
deznega letnega gibanja Sonca t; \ N\
med zvezdami, kar je posledi- il 3

- =4 p =\
ca krozenja Zemlje okrog Son- P

ca (spomnite se na letne ¢ase).  yodortla  V2Hod
Dnevno in letno spreminjanje
sence sta torej posledici vrte- Slika 4. Orientacija po senci, ki jo mece navpiéni
nja in krozenja Zemlje, na kar predmet na vodoravna tla.

¢lovek morda sploh ne pomisli.

Povejmo Se nekaj o visinskem kotu Sonca. To je kot med vodo-
ravno ravnino in smerjo proti Soncu, natancéneje proti njegovemu srediséu.
Oznacimo ga z 3. Ob vzhodu Sonca je 5 = 0. Potem se vse dopoldne veca.
Opoldne, ko je Sonce na jugu, je najve¢ji (v Ljubljani ob kresu 68°, ob
boziéu pa 20°), nato popoldne pada in ob zahodu je spet 4 = 0.

Visinski kot Sonca lahko ugotovimo na veé nacinov. Za vsako opa-
zovanje sence narisemo pravokotni trikotnik, katerega kateti sta senca in
visina stozca, visinski kot, to je kot med senco in trenutnim Sonéevim
zarkom (hipotenuzo), pa izmerimo s kotomerom. Uporabimo lahko tudi
enacbo, navedeno v podpisu k sliki 1. Vendar je to zamudno. Dosti bo-
lje je, da za visinski kot na des¢ico Ze vriSemo skalo v kotnih stopinjah
(slika 1). Tako lahko v poljubnem ¢asu z lahkoto odberemo vrednost
visinskega kota skoraj zagotovo na stopinjo natanéno.

Spet lahko med dnevom merimo visinski kot Sonca in sestavimo pre-
glednico:

Kraj: Datum:

¢as opazovanja | visinski kot Sonca opombe
(ura) (v stopinjah)

37
10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.
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Nato narisemo ustrezen graf (sli- oo*(p
ka 5). Ponovno lahko v razlicnih
dnevih merimo visinski kot Son- ]

ca in grafe primerjamo med se-
boj. Ce nas zanima samo spre-
minjanje opoldanskega visinske- 361
ga kota Sonca med letom, me-

rimo v razliénih dneh samo okoli ol
poldne. Graf spreminjanja visin- 101
skega kota Sonca opoldan v letu o
1997 za Ljubljano kaze slika 6. G 8w w w6 e
S stozcem pa lahko naredi- Slika 5. Spreminjanje visinskega kota Sonca

” i _— Ljubljani .4 A
mo Se naslednje zelo zanimivo L L

opazovanje: Postavimo ga na bel
papir na vodoravnih tleh. Pa-

pir in stozec ves ¢as opazovanja W T

ni¢ ne premikamo. Vsake pol ure i

(na primer od 9. ure dalje do ™[ P

pribliZzno 16. ure) zarisemo vrh ::: // \\

sence. Popoldne, ko zaklju¢imo e A

z opazovanjem, vrhove senc po- wel

vezemo. Dobimo krivuljo, po ka- w

teri se je vrh sence stoZca spre- bl

hajal po papirju tistega dne. Do- e e TR

kazati se da, da je ta krivulja hi- g0 o o einianie opoldanskega visin-
perbola, in tudi pokazati, zaka] skega kota med letom v Ljubljani.
je vsak dan drugacna.

Taksne krivulje lahko opazujemo tudi na prostem, vendar je z opazo-
vanjem kar nekaj dela. Namesto majhnega stozca vzamemo kol, preklo,
drog. Sam sem opravil res veliko taksnih opazovanj (slika 7 na IV. strani
ovitka). Prav zadovoljen sem bil, ko sem na koncu dobil odli¢no ujema-
nje teorije in prakse. Teoreticna razglabljanja prekoracujejo raven tega
prispevka, prakti¢no delo pa je povsem preprosto. Poskusite se Se vi kak
son¢en dan v letu spoprijeti s takSnim opazovanjem sence in dobiti zani-
mivo krivuljo, po kateri se po vodoravnih tleh premika vrh sence vasega
stozca ali kakega drugega pokonénega predmeta.

Marijan Prosén
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O STEVILIH 11...1

V zapisu stevil
O 1 1y W 1 | R s (R, (R (1)

nastopa le stevka 1. (Osnova je deset.) Ogledali si bomo dve njihovi
lastnosti. Znak .J,, naj pomeni stevilo oblike (1) z n enkami, npr. J; =
=1111111.

Prva lastnost se tice deliteljev stevil oblike (1). Vsa so liha, zato niso
deljiva z 2; pa tudi s 5 ne, saj se ne koncujejo na 0 ali 5. Za delitelje
pridejo tako v postev le tevila tuja 10. In zanimivost:

A. Vsako stevilo, ki je tuje 10, je med delitelji stevil oblike (1).
Prepricajmo se!
Naj bo n naravno stevilo, vecje od 1 in tuje 10. Poglejmo Stevila
']1! JZ: JSs'“g Jﬂ.1 J'u,+l- (2)

Po delitvi z n jih lahko zapiSemo

Jh=kintr, Jo=kmn+ra,..., Jn=kyn+ry, Jor1 = knpan+rare .

(3)
Kvocienti kj, ko, ..., k. kne1 so nenegativna cela Stevila, ostanki
7179, Ty, Ty iMajo vrednosti med Stevili

0, 1, & m—1, (4)

Stevil (2) je n + 1, ostankov (4) je moznih le n. Zato morata vsaj dva
ostanka v (3) imeti isto vrednost. Naj bo npr.

ri=ry; 1<s<t<n+l, (5)
torej sledi
Jy—Js = (ks — ks)n.
Po drugi strani velja
Ty —dy=10° 5.
Sledi
(ke — ko)n=10° - J;_, . (6)

Po privzetku je n tuj Stevilu 10. Zato (6) pove, da n deli J;_,. Toda to
je eno od stevil Jy,J5,...,J,, sa) je 1 £t — s < n zaradi (5). Trditev A
je dognana.
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Ugotovitev A velja seveda posebej za vsako prastevilo, razli¢no od 2
in 5. To pomeni, da se med prafaktorji stevil (1) nahajajo vsa prastevila
razen 2 in 5.

Prastevilski razcep zagetnih stevil iz (1) navaja preglednica:

Jp = 11=11

Js = 111=3-37

Jy = 1111 = 11-101

Js = 11111 = 41 - 271

Jo = 111111 =3-7-11-13-37 (7)
Jr= 1111111 = 239 - 4649

Js= 11111111 =11-73-101-137

Jo= 111111111 = 32.37. 333667
Jio= 1111111111 = 11-41-271-9091

Videli smo, da je pri n tujem 10 vsaj eno od stevil Jy,Ja,...,J,
deljivo z n. Najmanjsi indeks, za katerega to velja, zaznamujemo s e(n).
Iz prvih treh vrstic v (7) izhaja, da 101 ni delitelj za J, = 1, Ja, J3, pac
pa 101 deli J4. Zato je ¢(101) = 4.

Ker je med stevili Jy, Ja,...,J, vsaj eno, ki je deljivo z n, je izpol-
njena ocena

e(n) <n. (8)

S pomoéjo (7) sestavimo preglednico &tevil e(n) zan, 1 <n <41, ki
so tuja 10; kjer ¢(n) iz (7) ni razviden, je postavljen vprasaj:

c(3)=3 c(13) =6 c(23) =7 c(33) =6
(7)) =6 c(17) =17 e(27) =7 c(37) =3 ©)
c(9)=9 c(19) =7 c(29) =17 c(39) =6
c(11) =2 c(21) =6 e(31) =7 e(41) =5
Pri vprasajih lahko z raé¢unom preverimo, da je:
¢(17) = 16 c(23) = 22 ¢(29) = 28 (10)

c(19) =18  e(27) =27  ¢(31)=15
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Ker je zaradi (9) in (10)
c3)=3 ¢(9)=9 ¢27) =27,

ocene (8) ne moremo izboljsati. V podrobnejsi opis, kako je ¢(n) odvisen
od n, se ne bomo spuscali.
Obrnimo se k drugi lastnosti stevil (1).

Naslonili se bomo na znano dejstvo: Ce je naravno stevilo a vecje od

1 in tuje 10, je decimalni zapis za % ¢isto periodicen. Npr. % = 0,3 in

dolzina (osnovne) periode je ena; I:ﬁ = 0,0099 in dolzina periode je stiri.
V nadaljujem naj bo g prastevilo, veéje od tri. Ce je p tdko prastevilo,

da ima % dolzino periode enako g, je

1

520,0162...6,} (11)
in 8tevke ¢1,e3,..., ¢4 50 vzete med vrednostmi 0,1,2,...,9. Ker ima %
periodo dolzine ena, dolZzina periode v (11) pa je ¢ > 5, je p # 3. Ce %

mnozimo z 107 in nato odstejemo i, dobimo iz (11)

10%-—1

=c¢ 1077 e 10972 . F .
P

Ce oznacimo naravno stevilo na desni z b, je
107 —1=10bp
in zaradi 10?7 — 1 = 9.J, tudi
9J, =bp.

Dobljena enakost pove, da p deli 9.J,; potem pa p deli J,, saj za prastevilo
p velja p # 3.

Tako smo ugotovili: Vsako prastevilo p, pri katerem je dolzina periode
Stevila ;; enaka prastevilu g > 5, je faktor v J;. Z nekaj ve¢ priprave je
mogoce dognati: Ce je ¢ prastevilo nad tri in prastevilo p faktor v J,, je
dolzina periode stevila —:; enaka q.

7 drugimi besedami:

B. Ce je prastevilo q vecje od tri, se prastevila p. za katera ima 1 dolzino
periode q, natanéno ujemajo s prafaktorji stevila J,.
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Vzemimo kot zgled ¢ = 5. 1z (7) vidimo, da je J; produkt prafaktor-
jev 41 in 271. Velja

1 S
— =0,02439
41

1 e
T 0,00369
4—11, % imata res dolzino periode enako pet; po trditvi B sta 41,
271 edini prastevili p, za kateri ima % dolzino periode pet.
Opomba. Kadar n ni prastevilo, nastopajo v .J,, tudi prafaktorji p, pri
katerih je dolzina periode stevila % manjsa od n. Po (7) ima Jg prafaktorje
11, 73, 101, 137. Tu je

in stevili

1 o

— = 0,09

11

1 ———e
— = 10,0099
101

1

— = 0,01369863

73

1 I
— = 0,00729927
137

in pojavljajo se periode dolzin 2, 4 in 8.
Naloge.

1. Pokazi, da za n > 2 velja JL" =0,0...09 z dolzino periode n.
2. Ce je n sestavljeno stevilo, n = ab, 1 < a < b < n, je J, deljivz J,
in Jy; torej tudi z najmanjsim skupnim veckratnikom stevil J, in Jj,.
3. Stevilo J, je prastevilo kvecjemu tedaj, ko je n prastevilo. (Pri
n < 113 se to zgodi le za n = 2,19,23.)
4. Prepricaj se, da je ¢(17) = 16.
5. Z indukcijo dozeni, da je ¢(37) =37, j =1,2,3,....
Joze Grasselli

TEMELJITOST

Ucitelj: Kaj Se vedno nisi sestel teh treh stevil?
Ucenec: O ja, ze desetkrat!

Ucitelj: Lepo! Rad imam temeljite ucence.
Uéenec: Hvala. Tu je vseh deset rezultatov!

Marija Vencelj
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VARNE POTI IN KRATKE POTI

Konec pomladi so se mali Solarji podali na pot v pravo Solo, da si ogledajo,
v kaj se bodo podali jeseni. Ker sem z enim izmed udelezencev “pohoda”
v tesnem sorodu, pot pa poteka po srediséu mesta, si nisem mogel kaj, da
si ne bi zastavil nekaj vprasanj: Katera pot je najbolj varna? Katera pot
je najkrajsa?

Za omenjeni primer je shematiéni zemljevid mestnega okolisa (Mari-
bora) podan na sliki 1, kjer je, kot Ze re¢eno, potrebno priti iz vrtca do

—-———;:'-a:___‘___,__h: c — e
3 " " VRTEC‘
Il I |
2 1fI: :H: :hlz :h 6 '
| | -f’/
sota /f’/
7 8 9 /
[
S I 1[ I | 1 =
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Slika 1. Zemljevid mestne éetrti.

Varne poti

Varna pot mora seveda potekati le po ploénikih in prehodih za pesce.
Domenimo se, da je najvarnejsa tista pot, ki najmanjkrat precka cesto.
Stevilo preékanj ceste imenujmo nevarnost poti. Metoda “ostrega ocesa”
nas hitro preprica, da je na sliki 1 nevarnost poti iz vrtea do Sole enaka 3
— z manj kot tremi preckanji ceste zal ne moremo iz vrtea do Sole.
Lotimo se sedaj problema v splognem: Kako bi za poljuben zemljevid
in za poljubna zacetek in cilj poiskali najvarnejso pot? Najprej opazimo,
da za reSevanje problema ne potrebujemo informacije o obliki posameznih
obmocij zemljevida, saj se znotraj obmocja gibljemo varno. Zato bomo



Raéunalnistvo 25

vsako obmocje nadomestili z majhnim krozcem. Seveda pa moramo ve-
deti, iz katerega v katero obmocje lahko pridemo preko prehoda za pesce.
To bomo oznaéili s érto med ustreznima krogcema. Ce je med dvema
obmo¢jema ve¢ prehodov, to na varne poti ne vpliva, zato bo ena ¢rta
med obmoéjema zadoséala. Za zemljevid s slike 1 dobimo poenostavljeno
situacijo, ki je prikazana na sliki 2.

7 8 9
@, O O
10 L 1k 12 L 13 4 14 L

Slika 2. Graf za iskanje varnih poti.

Dobljeno matematiéno strukturo imenujemo graf. O grafih je vec
zapisano v knjizici iz Presekove knjiznice: Baje, Pisanski: Najnujnejse o
grafih. Tu pa povejmo le, da krogecem pravimo tocke, értam pa povezave
grafa. Obmocéju vrica ustreza tocka 6, Solskemu obmoéju pa tocka 7.

Po grafu se lahko sprehajamo. To naredimo tako, da gremo iz ene
tocke v drugo tocko po povezavi, ki ju povezuje. Zaporedju takih prehodov
reé¢emo sprehod v grafu. Sprehod, v katerem so vse tocke razliéne, ime-
nujemo pot. Sprehod med dvema tockama grafa je najkrajsi sprehod, ¢e
vsebuje najmanjse mozno stevilo povezav. To stevilo povezav imenujemo
razdalja med danima tockama. Najkrajsi sprehod med dvema tockama
je vedno pot. Res, e se na sprehodu ista tocka pojavi dvakrat, lahko
tisti del sprehoda, ki poteka vmes, opustimo in dobimo krajsi sprehod.
Zato bomo v nadaljevanju namesto o najkrajsih sprehodih govorili kar o
najkrajsih poteh. Opozorimo Se, da lahko med dvema tockama obstaja
ve¢ razlienih najkrajsih poti.

Na sliki 3 sta shemati¢no prikazani dve poti v nasem grafu. Prva
poteka po toékah 6, 1, 2 ter 7 in je ena od treh najkrajsih poti med
poudarjenima tockama 6 in 7, torej med vrtcem in solo. Pot po tockah
3,4,5,9, 13 in 14, ki je dolzine 5, pa ni najkrajsa pot med 3 in 14, saj
lahko med njima hitro najdemo pot dolzine 3.
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Slika 3. Dve poti v grafu za iskanje varnih poti.

Preckanje ceste na sliki 1 torej ponazorimo z ustrezno povezavo grafa
s slike 2. Zato je nevarnost poti med dvema obmoéjema s slike 1 enaka raz-
dalji med ustreznima tockama s slike 2. Kako v poljubnem grafu poiséemo
razdaljo med dvema tockama, bomo povedali nekoliko kasneje, najprej pa
si oglejmo naslednji sorodni problem.

Kratke poti

‘okrat bi radi iz vrtea do Sole prisli po najkrajsi poti. Seveda smemo tudi
sedaj preckati ceste le po prehodih za pesce, ni pa pomembno, kolikokrat
preckamo cesto. Iz zemljevida s slike 1 bomo naredili graf takole. Njegove

potrebujemo tudi dodatno informacijo — dejanske razdalje med posame-
znimi tockami. Tako dobimo graf, ki je prikazan na sliki 4. Tak graf
imenujemo utezeni graf. Vrednostim na povezavah bomo rekli cene, saj
lahko te vrednosti predstavljajo tudi kaj drugega kot dolzino. Na primer
znesek, ki ga moramo placati za cestnino, ali pa ceno izgradnje posame-
znega odseka. Za nas primer si lahko predstavljamo, da so cene povezav
desetkratniki dejanskih vrednosti, tako na primer cena 10 predstavlja raz-
daljo 100 metrov.
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Slika 4. Graf za iskanje najcenejsih poti.

povezav je v “bliznjicah”, ki potekajo znotraj posameznih obmo¢ij, v tem
primeru po obmogcju stevilka 9. Zopet drugje nimamo diagonal, na primer
Skratka, v primeru iskanja najkrajsih poti je pomembno tudi poznavanje
notranjosti obmocij.

Vrednost poti v utezenem grafu je definirana kot vsota cen vseh pove-
zav na poti. Najkrajsa pot je seveda tista z najmanjso mozno vrednostjo.
Na primer, vrednost poti f —k -1~ h —-djel174+10410+16 = 53. To ni
najkrajsa pot med tockama f in d, saj je vrednost poti f —a —b—¢c—d
enaka 42. Je to najkrajsa pot med f in d?

Ce na vsako povezavo grafa zapisemo vrednost 1, je vrednost naj-
krajSe poti med dvema tockama enaka nevarnosti med njima. Seveda
moramo paziti, v katerem grafu to naredimo: za varne poti moramo to
narediti na grafu s slike 2. Ce torej imamo postopek, ki v utezenem grafu
poisce vrednosti najkrajsih poti, z njim lahko poiséemo tudi nevarnosti
med tockami.

Iskanje vrednosti najkrajsih poti

Sedaj bomo opisali algoritem, ki za vsak par tock utezenega grafa poisce
vrednost najkrajse poti med njima. Kot bomo videli, je postopek zelo
enostaven. Metode, s katero pridemo do algoritma, ne bomo razlozili
(mimogrede, imenuje se dinami¢no programiranje), prav tako pa ne bomo
strogo dokazali, da algoritem deluje pravilno. Oboje namre¢ presega okvir
tega prispevka.
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Algoritem je takle. Recimo, da ima obravnavani graf n tock. Njegove
tocke osteviléimo s stevili od 1 do n. Nato v dvorazsezno polje, imenujmo
ga razdalje, zapiSemo cene posameznih povezav. Natancneje, ce sta
tocki i in j povezani s povezavo, potem v razdaljeli,jl zapisemo ceno
povezave med i in j, sicer pa zapifemo oco. V racunalniku seveda ne
moremmo zapisati vrednosti neskonéno, zato zapisemo dovolj veliko stevilo,
na primer 100-krat veéje od tipiénih cen povezayv. V spodnjem programn
smo izbrali vrednost 99999. No, prirocneje je, ¢e za tocki, ki nista povezani
s povezavo, kot podatek vnesemo vrednost —1, to pa potem s programom
spremenimo v 99999. S tem smo pripravili podatke za jedro algoritma.

Ko so podatki pripravljeni oziroma prebrani, se sprehodimo po vseh
tockah. Za vsako tocko, imenujmo jo 7, se vprasamo, ali morda ne poteka
bliznjica iz neke tocke j do neke druge tocke k preko tocke i. Pri izbrani
tocki i to preverimo za vse mozne pare tock. Ce taka bliznjica obstaja,
si to seveda zapomnimo. Ko se algoritem iztece, imamo v polju razda-
1je zapisane vrednosti najkrajsih poti za vse pare tock utezenega pgrafa.
Zapi§imo ta algoritem v obliki programa.

program najcenejse_poti;
{ V utezenem grafu za vsak par toék poisée vrednost najkrajse poti }
{ med njima. }

const
maximum = 100; { Najveéje dovoljeno stevilo tock grafa. }
var
razdalje: array [l.maximum,l..maximum] of longint;
i, j, k, n: integer;
ime: string[20]; { Ime datoteke, na kateri so podatki o cenah. }
f: text;
begin
{ Pripravimo datoteko, na kateri so vpisani podatki. }
write('Vhodna datoteka: '); readln(ime);
assign(f,ime); reset(f);
{ Z datoteke f preberemo stevilo tock in cene vseh povezav. }
readln(fn);
for i := 1 to n do begin
for j := 1 to n do begin

read(f,razdalje[i,j]);

if razdalje[i,j]=—1 then razdalje[i,j] := 99999;
end;
readln(f);

end;
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{ Bistvo programa so naslednji trije stavki for. }
{ Vprasamo se: ali imamo bliznjico iz j v k preko i. }
for i :== 1 to n do
for j := 1 to n do
for k = 1 to n do
if razdalje[j, k] > razdalje[j.i] + razdalje[i,k] then
razdalje[j,k] := razdalje[j,i] + razdalje[i,k];
{ Samo Se izpis rezultatov, pa smo konéali. }
for i := 1 to n do begin
for j := 1 to n do write(razdalje[i,j]:3);
writeln;
end;
end.

Seveda bi lahko gornji postopek sprogramirali tudi elegantneje, ven-
dar bi s tem zameglili njegovo bistvo. Na primer, podatke bi lahko pri-
pravili (in brali) v taki obliki, da bi vnesli samo nenicelne cene, dovolj pa
bi tudi bilo vnesti le polovico podatkov, saj vedno velja razdaljeli, j]
= razdaljel[j,1i].

Omenimo Se, da opisani postopek ni edini, ki pois¢e vrednosti naj-
krajsih poti. Ima tudi pomanjkljivost, saj kot rezultat dobimo le vrednosti
najkrajsih poti, ne pa tudi samih poti. Seveda pa smo s tremi preprostimi
stavki for dobili veé, kot bi si lahko mislili na zacetku.

Primera

Preizkusimo gornji program na obeh primerih iz tega prispevka. Graf s
slike 2 ima 14 tock, vhodni podatki, ki jih pripravimo na datoteki, pa so
naslednji:

14
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1 @ L =1i=f=1 X =1ls=l L=1:s]=1 =1
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Izpis, ki ga vrne program, je prikazan v spodnji tabeli:

B W W WM N NN PN R O
Wk WK = WK N WP O
LoV R B 6 T S T ' T T 6 T B o T
WoW KWWK NN ROD RN -
NN Wb & =N WRE ORF N WN
R OWE W N WO R NNN e
W N R NN R DWW N
WK, WP RN NN
B o= R W O N W W N
B W N RO W NN W W N RN
WK - O W d W NN W
BN o= O = RN W WN W W W
O N WRE N W N W W
O = N W WE R DWW WM

Najnevarnejse poti so tiste med 2 in 13, 3 in 13, 5in 10, 5 in 11, 6 in
11, 7in 14, 9 in 10 ter 10 in 14, pri vseh moramo (vsaj) Stirikrat preckati
cesto.

V drugem primeru pa preizkusimo program na uteZenem grafu s
slike 4. Tudi ta graf ima 14 tock, ki jih oSteviléimo na naraven naéin,
torej a naj bo 1 in n naj bo 14. Podatki za program so:

14

¢ 10i=L =1 =112 =1 =1 =1 =1 =] =L -
16 D10 1 =1 16 11 -1 -1 =1 =1 =1 =L =L
-1 10: @ 10 -1--1 16 10 -1 -1 ~4-=1 <1 =1
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In Se rezultat programa:

0 10 20 30 41 12 21 30 40 22 29 39 48 55
10 0 10 20 31 16 11 20 30 26 21 30 38 45
20 10 0 10 21 25 15 10 20 35 25 20 28 35
30 20 10 0 11 35 25 16 10 45 35 26 20 27
41 31 21 11 0 46 36 27 21 56 46 37 29 22
12 16 25 35 46 0 10 20 30 10 17 27 37 44
21 11 15 25 36 10 0 10 20 20 10 20 28 35
30 20 10 16 27 20 10 0 10 30 20 10 18 25
40 30 20 10 21 30 20 10 0 40 30 20 10 17
22 26 35 45 56 10 20 30 40 0 10 20 30 37
29 21 25 35 46 17 10 20 30 10 0 10 20 27
39 30 20 26 37 27 20 10 20 20 10 O 10 17
48 38 28 20 29 37 28 18 10 30 20 10 0 7
65 45 35 27 22 44 35 26 17 37 27 17 7 O

Najdaljsa pot med vsemi najkrajsimi potmi je dolzine 56 in poteka
med tockama e in j, druga najdaljsa pa je pot med tockama a in n. Poisci
ju! Vse ostale poti so krajse od 50.

Naloga

Za svo] okolis ugotovi dejanske podatke o prometni ureditvi in nato poisci
najvarnejse in najkrajse poti. Pri tem lahko varnost poti Se nekoliko izpo-
polnis: ¢e cesto preckamo pri semaforju, je to varneje, kot ce jo preckamo

za ta primer pripraviti podatke?
Sandi Klavzar

HITRO KVADRIRANJE STEVIL, KI SE
KONCUJEJO S STEVKO 5

Ce kvadriramo stevilo, katerega zadnja stevka v desetiSkem zapisu je enaka

5, dobimo Stevilo, ki se koncéuje s 25. Tudi stevke, ki stojijo pred tem

dvomestnim koncem, lahko dobimo na zelo preprost nac¢in (samo iz stevk,

ki so pred zakljuéno stevko 5 v zacetnem Stevilu).

1. Zapisi nekaj primerov in poskusi iz njih uganiti, po kaksnem pravilu
dobimo zacetne stevke kvadratov takih stevil.

2. Zakaj pravilo vedno deluje?

3. Ali lahko Se v kaksni bazi, razli¢éni od 10, dobimo podobno pravilo za
kvadriranje nekaterih stevil?

Marija Vencely
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PLANETI OKROG DRUGIH SONC

Konec leta 1995 je svet obsla vest, da so astronomi odkrili prvi primer
planeta, ki krozi okrog Soncu podobne zvezde z imenom 51 Pegasi. Sledile
so objave Se drugih podobnih odkritij, vendar pa skorajda ni primera,
ljer bi bilo odkritje sonénega sistema povsem gotovo. Poglejmo, zakaj je
iskanje planetov okrog drugih sonc tako tezko delo.

Zvezda 51 Pegasi in njen planet

Po osemnajstih mesecih neprestanih in natan¢énih merjenj sta oktobra
leta 1995 astronoma M. Mayor in D. Queloz z zenevskega observatorija
objavila svoje odkritje: Soncu podobno zvezdo 51 Pegasi obkroza planet,
po masi podoben Jupitru. Planet obkrozi zvezdo v dobrih §tirih dneh, kar
pomeni, da je svojemu soncu precej blize, kot je nasemu Soncu najblizji
planet Merkur. Masa planeta naj bi bila priblizno polovica Jupitrove
mase.

Zvezda 51 Pegasi ima navidezno vizualno magnitudo 5.5, torej jo
lahko vidimo s prostim o¢esom, Se posebej, ¢e si izberemo jasno noé¢ in
opazovalisée izven vecjih mest (glej sliko 1). Od nas je zvezda oddaljena
stirideset svetlobnih let. Stara naj bi bila nekaj milijard let, sveti podobno
kot Sonce in se prav tako kot Sonce tudi pocasi vrti okrog svoje telesne
osi.

Great Square

of Pegasus

Slika 1. Na sliki je prikazana lega zvezde 51 Pegasi v ozvezdju Pegaz. Stiri svetlejse
zvezde tvorijo znani Pegazov Stirikotnik, ki ga zlahka najdemo s prostim ocesom.
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Ker je odkriti planet tako blizu zvezde, so astronomi kmalu navrgli
argumente proti obstoju nam znanega zivljenja na njem. Razmere na tem
planetu so namreé¢ precej neprijazne. Ker poznamo planetov obhodni ¢as,
lahko izracunamo tudi njegovo oddaljenost od zvezde. Ta je le sedem
milijonov kilometrov, to pa je sedemkrat manj od razdalje med Soncem
in Merkurjem. Zaradi tolikSne blizine soncu mora biti na povrsini tega
planeta temperatura vsaj tiso¢ stopinj Celzija, takih temperatur pa orga-
nizmi, kakrsni zivijo na Zemlji, ne bi prenesli. Pogled na nebo podnevi bi
bil s tega planeta precej zaslepljujoé, saj bi bilo sonce z njega kar v kotu
deset loénih stopinj (nase Sonce je veliko le pol loéne stopinje), to pa je
toliko, kot se nam zdi velika teniska Zogica, ki jo drzimo v iztegnjeni roki.

Kaj pa, ée meritve pomenijo kaj drugega in ne gre za planet? Ze
od leta 1940 naprej se je namrec¢ kar nekajkrat zgodilo, da so objavili
odkritje planeta, potem pa se je izkazalo, da gre za dvojni sistem, na
primer “obicajne” zvezde in rdece pritlikavke. Danes poznamo tudi ze
rjave pritlikavke (o katerih je Presek pisal lani), ki bi morda lahko namesto
planeta obkrozale zvezdo. Razlikovanje med obema tipoma objektov ni
preprosto, saj si lahko se najbolje pomagamo z enim samim parametrom,
maso. Masa rjave pritlikavke naj bi bila precej vecja od mase planeta.
Vendar pa po teoreticnih ocenah poznamo le zgornjo mejo za maso rjave
pritlikavke. S pomoéjo opazovanj radialne krivulje, s katerimi so odkrili
planet zvezde 51 Pegasi, pa dobimo spodnjo mejo za maso planeta.

Primer planeta zvezde 51 Pegasi so neodvisno preverile se druge sku-
pine astronomov po svetu. Meritev je ze toliko, da so z veliko gotovostjo
izlocili se druge fizikalne razloge, ki bi tudi lahko bili odlo¢ilni za izmer-
jene krivulje, na primer zvezdine pulzacije ali radialna nihanja. Vecina
astronomov verjame, da je odkrit planetni sistem. Vendar pa vse le Se
ni pojasnjeno, saj je ocena za maso planeta le okvirna, pa tudi teorijo
nastajanja son¢nih sistemov bo sprico tega, zvezdi tako bliznjega planeta,
najbrz treba dopolniti.

Opazovalne metode

Stoletja dolgo so generacije astronomov ugibale, ali planeti krozijo tudi
okrog drugih zvezd. Mnogi so upali, da se bo veliko odkritje zgodilo se za
njihovega zivljenja. Vendar pa so astronomski uébeniki ze pred ¢asom
pisali, da bi bil planet okrog neke druge zvezde tako reko¢ nemogoce
opaziti neposredno, to pomeni, da bi enostavno pogledali skozi teleskop in
videli svetlo sonce, v njegovi blizini pa planet, podobno kot nam pogled
z lovskim daljnogledom razkrije dve zvezdi, eno svetlejso, drugo sibkejso,
¢e ga usmerimo na srednjo zvezdo v ojesu Velikega voza (znano vizualno
dvozvezdje Mizar-Alkor). Do take trditve so prisli s preprosto oceno.
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Vzeli so kak planet nasega Osoncja, na primer Zemljo. Njeno oddaljenost
od Sonca poznamo. Predstavljajmo si, da gledamo Zemljo z neke druge
zvezde, pri ¢emer vzamemo za njeno oddaljenost neko doloéeno vrednost.
Pokaze se, da bi bil kot med Zemljo in Soncem tako majhen, da Zemlje
ne bi mogli lo¢iti od Sonca, saj bi se povsem skrila v njegovi bles¢avi.

Neposredno torej planetov ni mogoce videti, ker so zvezde preprosto
predalec. Kaj pa posredno? Za to obstajata dve metodi. Prva sodi v
podrocje astrometrije, druga pa se posluzuje spektroskopov, s katerimi
merimo hitrosti zvezd. Poglejmo si najprej astrometriéno metodo.

Astrometrija je podrocje astronomije, ki se ukvarja z natanénim mer-
jenjem leg zvezd. Po matemati¢no bi rekli, da povemo (izmerimo) koordi-
nate zvezde v izbranem koordinatnem sistemu. Od Keplerja naprej vemo,
kako obravnavamo sistem sonca in planeta (ali pa dveh zvezd). Vsako od
teles krozi okrog skupnega teziséa. Ce je eno telo mnogo tezje od drugega,
tako kot je to ponavadi pri soncu in planetu, potem se nam — dokler pri
meritvah nismo dovolj natanéni — zdi, da lazje telo (planet) krozi okrog
tezjega (sonca). Ce izra¢unamo koordinate teziséa, se nam to ne zdi nic
cudnega; tezisée planeta in sonca namre¢ ponavadi lezi znotraj sonca.
(Hiter raéun s pomoéjo tabel za mase in oddaljenosti v Osoné¢ju nam
pove, da v naSem Sonénem sistemu lezi tezisce teles Sonce-Zemlja krepko
znotraj Sonca, tezi¢e sistema Sonce-Jupiter pa blizu Sonéeve povrsine.)
Ker se v resnici vedno gibljeta obe telesi, tudi tezje od obeh, lahko z na-
tanénimi meritvami lege zvezde po daljsem casu ugotovimo, da se njena
lega morda sistematicno premika glede na ozadje mnogo bolj oddaljenih
zvezd. Ker smo pri takih meritvah omejeni z locljivostjo teleskopov, ki
jih uporabljamo, doslej z astrometricno metodo Se niso uspeli najti pla-
netnega sistema.

Druga metoda pa je tista, s katero so odkrili planet zvezde 51 Pegasi.
Tu opazujemo majhne spremembe v hitrosti gibanja zvezde stran od opa-
zovalca ali proti njemu, v nasem primeru Zemlji. Ker gledamo to hitrost v
radialni smeri, ji pravimo radialna hitrost. Meritev temelji na Dopplerje-
vem pojavu, ki se ga najbolje spomnimo po znanem primeru vlaka. Njegov
pisk se nam zdi visji (visja frekvenca — manjsa valovna dolzina), ée se nam
vlak priblizuje, in nizji (nizja frekvenca — vecja valovna dolzina), ¢e se nam
oddaljuje. Podobno se nam zdi valovna dolzina svetlobe zvezde takrat, ko
se nam na poti po svoji orbiti priblizuje, manjsa (premaknjena proti mo-
dremu delu spektra) in, ko se od nas oddaljuje, vec¢ja (premaknjena proti
rdec¢emu delu spektra). Po teh premikih dolocijo radialno hitrost zvezde v
trenutku meritve. V resnici seveda gledajo le svetlobo dolo¢enih valovnih
dolzin, tako imenovane érte (glej sliko 2 na III. strani ovitka). Te (spek-
tralne) ¢rte pa nam razkrije spektroskop. Dobljene izmerke za radialno
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hitrost nato narisejo v odvisnosti od ¢asa. Kadar dobijo lepo krivuljo,
katere oblika se v ¢asu ponavlja, je to znak, da gre za pravilno ponavljajoce
se gibanje, kakrsno je na primer krozenje zvezde okrog tezisca (slika 3).
Tako sklepajo, da zaradi prisotnosti drugega telesa, s katerim je zvezda
gravitacijsko povezana, zvezda krozi okrog skupnega tezisca.

Slika 3. Krivulja radialne hitrosti
zvezde 51 Pegasi je razkrila, da jo
obkroza planet. Na abscisni osi je
oznacen ¢as (celotna os pokriva Stiri
opazovalne no¢i v oktobru 1995),
na ordinatni osi pa radialna hitrost
(v metrih na sekundo; negativni
predznak pomeni oddaljevanje).
Narisana sinusna krivulja se izmer-
kom zelo dobro prilagaja. Gre torej
za pravilno, ponavljajoée se giba-
nje.

B0

20§ 51 Pegasi’s
' Reflex Motion

Slika 4. Trimeterski teleskop na ameriskem observatoriju Lick (blizu mesta San Jose
v Kaliforniji) slovi po doslej najvecjem stevilu (4) odkritih kandidatov za planetne

sisteme. Teleskop je star 37 let.
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Obeti za prihodnost

Danes je na listi kandidatov za okolidne planetene sisteme kakih osem
clanov, Nekateri so bolj, drugi manj zanesljivi. Tako so bili z izjemno na-
tanénimni meritvami doslej nedvomno potrjeni trije planeti, ki obkrozajo
pulzar po imenu PSR1257+12. Ta pulzar je oddaljen tiso¢ Seststo svetlob-
nih let in lezi na podrocju ozvezdja Devica. Na listi sta tudi primera zvezd
70 Virginis (zvezda lezi v ozvezdju Devica) in 47 Ursae Majoris (zvezda je
na podrocju ozvezdja Veliki medved), ki sta bila objavljena kmalu po pr-
vem iz serije nedavnih planetnih odkritij, sistemu zvezde 51 Pegasi. Tudi v
zvezi s tema dvema kandidatoma so se takoj pojavila ugibanja o moznosti
naseljenosti in o prisotnosti vode na planetih, vendar pa o tem nimamo
nobenih meritev. Mnogi, ki se ukvarjajo z iskanjem planetnih sistemov,
poudarjajo, da bodo ravno spektroskopske metode, s katerimi odkrivamo
prisotnost razliénih organskih sestavin in sestavin, povezanih z zivljenjem
(voda, ogljikov dioksid, kisik), bistvenega pomena pri nadaljnjem delu.
Ko smo govorili o opazovalnih metodah, smo spustili tisto, od katere
si astronomi v prihodnosti se najveé obetajo. Gre za opazovalno tehniko,
ki je izredno zahtevna in obéutljiva, zato so ustrezne naprave se vedno v
fazi projektiranja, izgradnje in testiranja, ne pa v siroki uporabi. Gre za
tako imenovano interferometrijo. Pri interferometriji moramo imeti vsaj
dva teleskopa. 7Z obema zbrano svetlobo kombiniramo in gledamo do-
bljeni vzorec. Interferometrijo ze dolgo s pridom uporabljajo na podrocju
radijskih valovnih dolzin. Pri krajsih valovnih dolzinah, kot so tiste z
opti¢énega in infrardecega podrocja, ki sta za iskanje planetnih sistemov
najobetavnejsi, pa je uporaba interferometrije bistveno tezja, ker so va-
lovne dolzine, ki jih uporabljamo, bistveno krajse. Pri interferometriji
moramo namre¢ vse pomozne instrumente, ki jih uporabljamo, postaviti
vsaj tako natanéno, kot je velikostni red valovne dolzine. Pri tem nas ob
opazovanjih z Zemlje seveda motijo vsi tresljaji in temperaturna nihanja
v okolici, seizmoloski premiki tal in Se tako minimalni potresi. Nekate-
rim od teh zunanjih vplivov se do neke mere da izogniti, vendar pa se
mnogim astronomom zdi za postavitev optiénega ali infrardecega interfe-
rometriénega observatorija Se najobetavnejsa lega izven Zemlje. Tako bi
se izognili nezeljenim zunanjim motnjam. Umetnikova zamisel taksSnega
vesoljskega interferometra je prikazana na sliki 5 na III. strani ovitka.
Prva odkritja so dala novega zagona astronomom, ki so leta in dese-
tletja osamljeno iskali druge planetne sisteme. V zadnjem letu so se zrcala
mnogih observatorijev, ki si lahko privoséijo spremembo opazovalnih pro-
gramov in ki imajo ustrezno opremo, preusmerila k novemu, vabljivemu
cilju. Novi naéini opazovanja in razvoj opazovalne opreme bodo v priho-
dnjih desetletjih zagotovo prinesli odkritja novih planetnih sistemov.

Mirjam Galicic
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NALOGA K CLANKU PLANETI OKROG DRUGIH
SONC

Izraéunajmo, kje lezi tezisce T sistema teles Sonce-Jupiter, ce krozi Jupiter
okrog Sonca v razdalji 5a.e. (astronomskih enot) in je razmerje mase
Sonca M in mase Jupitra m enako 1000 (1 a.e. meri 215 polmerov Sonca).
N

Resitev:

Sonce

Jupiter I

O?H

\
E " \
]

2
[ =

5 a.e.

Masi teles sta obratno sorazmerni z razdaljama sredisc teles od tezisca
T'. Pri oznakah na sliki velja

M . Hh—=x

T €T

od koder sledi
1001z =5-215R, oziroma x=~~1,1R,

kjer smo z R oznacili polmer Sonca.
Tezisce sistema Sonce-Jupiter lezi malo nad povréino Sonca.

Marijan Prosén

KUBI STEVK

Edina naravna stevila, ki so enaka vsoti svojih stevk, so enomestna stevila
1,2,...,9. Naravna §tevila, ki so enaka vsoti kvadratov svojih stevk, so
se bolj redka. Pravzaprav obstaja eno samo tako stevilo. To je stevilo 1,
ki je enako tudi vsoti kubov svojih stevk. In tako smo pri nalogi. Poiscite
vsa tista naravna Stevila, ki so enaka vsoti kubov svojih stevk. Seveda si
pri iskanju lahko pomagate tudi z racunalnikom.

Martin Juvan
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STEVILSKA KRIZANKA
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Vodoravno:

1. Trimestni konec stevila 7999,

3. NajmanjSe naravno stevilo z lastnostjo, da vsota njegovih stevk ne
deli vsote kubov njegovih stevk.

5. Vrednost produkta xy, kjer je (x,y) reSitev sistema enach x — 3y =
=110 in = 4 2y = 155.

7. Vrednost izraza g— + 5, kjer je V prostornina krogle s povriino 9007

9. Najvecje mozno stevilo ¢lenov takega zaporedja celih stevil, v katerem
je vsota poljubnih 17 zaporednih &tevil sodo stevilo, vsota poljubnih
18 stevil pa liho Stevilo.

11. Procent podrazitve glede na zacetno ceno, ¢e se je blago podrazilo
najprej za 25% in nato se za 16%.

12. Stevilska vrednost izraza (a + b)2 — (a — b)? za a = 593 in b = 3.

14. Stevilo diagonal v 72-kotniku.

16. Najmanjse naravno stevilo N z lastnostjo: ce je 20 < n < 500, je n
prastevilo natanko takrat, ko sta n in N tuji stevili.

18. f(f(109), ce je f(z) = 2L

19. Resitev enacbe 3 + 212 _ 434,

3
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Navpicno:

1. Povrsina Stiristrane piramide, katere osnovna ploskev je pravokotnik
s stranicama 20 in 14, visina pa ima podnozisée v presecis¢éu diagonal
osnovne ploskve in meri 24.

2. Peti ¢len zaporedja 210, 211, 219, 246, ...

3. Visina valja s povrSino 1807 in premerom osnovne ploskve 10,

4. Tretja vrsta v Pascalovem trikotniku.

6. NajmanjSe naravno stevilo, ki ima produkt Stevk enak 5040.

8. Prostornina kvadra s povrsino 17552 in robovoma 10 in 18.

10. Vrednost izraza la;"—ﬂp, kjer je P povrsina stozca s premerom osnovne
ploskve 140 in visino 240.

13. Ploscina trapeza ABCD (AB || CD), pri katerem je AB = 305,
BC = AD =13 in CD = 281.

15. Stevilo, ki ga dobimo, ¢e od vsote &tevk, uporabljenih za zapis lihih
stevil mnozice S, odstejemo vsoto stevk, uporabljenih za zapis sodih
stevil mnozice S, kjer je S = {1,2,3,4,...,999,1000}.

16. Stevilo premic, dolocenih s 14 tockami, ki vse leze na isti kroznici.

17. Plos¢ina kvadrata, konstruiranega nad kateto AC pravokotnega tri-
kotnika ABC, ¢e je druga kateta BC = 22 in hipotenuza AB = 24.

Dragoljub M. Milosevié, prevod Marija Vencelj

DOKAZAL SI JE

Ko je bil ameriski predsednik Abraham Lincoln (1809-1865) Se Student
prava, se je neko¢ odlocil, izboljsati svoje sposobnosti sklepanja. Kot
silno ambicioznemu Studentu se mu je namre¢ zazdelo, da ima éestokrat
tezave z razumevanjem tega, kaj pravzaprav v resnici pomeni dokazati
neko trditev s pomocjo danih dejstev.

Kasneje je v svoji avtobiografiji o tem pripovedoval takole:

Rekel sem si: “Lincoln, nikoli ne bos pravnik, ée ne bos razumel, v
¢em je bistvo dokazovanja.” Sklenil sem za nekaj ¢asa prekiniti s studijem
in iz Springfielda sem odsel domov v oéetovo hiso. Obljubil sem si, da
se ne vrnem nazaj prej, preden ne bom sposoben tekoce dokazati prav
vsak izrek v prvih Sestih knjigah Evklidovih Elementov. No, takrat sem
resnicno spoznal, kaj pomeni dokazovati. Stalo me je ogromno truda, toda
naposled sem se pomirjen vrnil spet nazaj k studiju prava.

Vilko Domajnko
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RAZKRINKAJMO DAVIDA COPERFIELDA

Ce ste kdaj gledali éarovnije Davida Coperfielda, se gotovo spomnite trika,
ko je izginil znameniti kip svobode. Razlago tega pojava bomo prepustili
drugim, mi pa lahko razresimo drugo uganko, ki jo je Coperfield predstavil
kot ¢arovnijo na domu.

V vlaku z devetimi vagoni se je zgodil umor. Morilec je skrit v enem
izmed vagonov, Coperfield pa ga zasleduje in pravi, da ga bo zagotovo
odkril. . .

Njegova navodila so bila takale (ni pa pojasnjeno, zakaj ga je morilec
ubogal):

1 2 3
4 5 6
T 8 9

e Vagone bom uredil, kot kaze zgornja slika. Po njih se lahko premikate
v vseh smereh, razen diagonalno (lahko tudi nazaj). Postavite se na
katerokoli osenceno polje-vagon (na polje 2, 4, 6 ali 8).

e Premaknite se za stiri poljal Odstranil bom polje 9, ker gotovo niste
pristali na njem.

e Naredite pet korakov! Odstranil bom polje 6, ker niste na njem.

e Premaknite se za dve polji! Ker niste na polju 8, ga bom odstranil.

e Premaknite se za tri polja! Zagotovo niste na poljih 3 ali 7, zato ju
bom odstranil.

e 7daj se premaknite za tri polja, jaz pa bom odstranil polje stevilka
2, ker gotovo niste na njem.

e Nazadnje se premaknite za eno polje. Odstranil bom polji 1 in 5, vi
pa ste na polju stevilka 4. Vi ste morilec!!

Kako je lahko ugotovil, na katerem polju je morilec? Ali res vedno
pristane na tem polju?

Matej Mencinger
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FRANC MOCNIK - odkrit doprsni kip

V Slovenskem Solskem muzeju so 1. oktobra lani odkrili doprsni kip sloven-
skemu solniku in matematiku Francu Moéniku. Kip je odkril dr. Anton
Suhadole, dekan Fakultete za matematiko in fiziko pri Univerzi v Ljubljani
(glej sliko kipa na III. strani ovitka).

Dr. Franc Mocnik, “oce slovenskega uciteljstva”, prvi solski svetnik
in nadzornik ljudskih sol dezele Kranjske se je rodil v Cerknem 1. oktobra
1814. Ze ob stoletnici rojstva 1914 so se pojavili glasovi o postavitvi
spomenika cerkljanskemu Solniku in matematiku. Te vzpodbude je tedaj
prevpila prva svetovna vojna. Moénikov spomin je poéasi bledel, ponovno
smo se ga spomnili ob stopetdeseti obletnici rojstva z Bibliografijo Franca
Moénika (Povsic Joze, 1966). Stosedemdeseta obletnica rojstva 1994 pa
prinese ponatis (faksimile) njegovih tridelnih raéunic.

Do lani sta nas na nafega velikega Solnika in matematika spominjali
le dve zunanji obelezji: napis na stari osnovni Soli Vi¢ v Ljubljani in
spominska plosca na rojstni hisi Franca Moénika v Cerknem. PospeSeno
pa tecejo priprave za postavitev Mocnikovega spomenika letos oktobra v
Cerknem.

Mocnik je zivel v ¢asu najvecjih Solskih reform v takratnem Avstro-
ogrskem cesarstvu in je bil soustvarjalec sistematiénega ljudskosolskega in
srednjesolskega matematiénega pouka.

Se danes bi bil mogoce uporaben njegov pristop k zaéetnemu raéun-
stvu (1. razred osnovne Sole). Pri sestavljanju racunic se je Moé¢nik ravnal
po nacelu monografske racunske metode, ki ne deli in ne stopnjuje pouka v
stevilénem obsegu od 1 do 100 po racunksih operacijah, tako imenovanih
stirih species, ampak prikaze vsako posamezno stevilo kot individuum
v vseh njegovih odnosih, tako da iz tega kakor same po sebi izhajajo
posamezne osnovne racunske operacije. Stevilo razstavi ali zapise v obliki
vsote oziroma razlike na najrazliénejSe nacine (npr. &tevilo 6 zapise v
oblikah: 6-1,3-2, 23,442, 541, itd.) in mu tako pridruzi vse mogoce
naloge sestevanja, odstevanja, mnozenja in deljenja (tudi z ostankom).
Mocénik je monografsko metodo prvi ne samo teoretiéno natanéno razlozil,
ampak tudi nadrobno praktiéno uveljavil v svojih metodiénih knjigah in
racunicah.

V takratnih uenih knjigah je bilo tezis¢e na uporabi, razlaga je bila
postranska stvar, saj se bila podana v suhi obliki. Moénik pa ni zanemarjal
formalne izobrazbene strani ter se ni omejeval le na zbirko primerov in
nalog za mehaniéno racunanje. Racéunski postopek je izvajal in dokazal
tako, da je néenec lahko razumel, kaj in zakaj tako ratuna. Moénik je
razumel, da le tisti uéni postopek, pri katerem takoj spoéetka zbudimo,
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urimo in krepimo logicno misljenje in sklepanje, lahko prepreci, da se
pouk aritmetike ne izrodi v duhomorni mehanizem raéunanja po pravilih
in mehaniéno razreSevanje nalog brez globjega razumevanja. Saj je le
tisti ucenec, ki je pri delu samostojen in kriticen, ki je navajen, da sam
isce pot k resitvi, zavarovan pred tem, da bi pozneje popolnoma pozabil
v 8oli predelano snov. Moé¢nik ne prepuséa ucénega postopka le pouku,
oziroma uéitelju, ampak ga v uébenikih nudi sam, in sicer v sistematiéni
zaporednosti.

Se danes bi bil zelo moderen in priporoéljiv njegov pristop k obrav-
navi osnovnih pojmov geometrije. Na ljudski in meséanski soli predpo-
stavlja tako organiziran pouk geometrije, da se uéenci, ko napredujejo v
spoznavanju geometrijskih izrekov, urijo tudi v prostorskem predstavlja-
nju, v logiénem misljenju in sklepanju, v spominu in natanénem izrazanju.
Tako od ucitelja kakor od ucbenika je treba zahtevati jasnost in temeljitost
v splosnem, zlasti pa v osnovah. Zato Mocnik zacenja povsod z opazo-
vanjem tistih predmetov, s katerimi je ucenec obdan, in pokaze najprej
fiziéno telo, od tega pride na geometricno in nato na ploskve, ¢rte in tocke.
V tem se njegovi ucbeniki razlikujejo od tistih, v katerih avtorji zacenjajo
s tockami in értami, ki jih uéenci gledajo kot Spanske vasi. Geometrijska
pravila so razvita in dokazana. Pisec drzi ucence v stalni napetosti in
jih napeljuje, da pravila sami najdejo. Dokazi so taki, da ne presegajo
njihovih uénih moéi.

Moénik je do danes najbolj plodovit pisec slovenskih matematiénih
uchenikov in eden od prvih, ki so v prejsnjem stoletju soustvarjali sloven-
sko matematiéno terminologijo.

Mocnik je pomemben tudi kot zagovornik uvajanja slovenscéine v ta-
kratne Se povsem nemske glavne Sole na Kranjskem in kot borec za stro-
kovno rast in izboljsanje materialnega polozaja uciteljstva.

O Mocnikovem pedagoskem delu na podroé¢ju matematike zgovorno
pri¢a njegov matematicéni knjizni opus:

Stevilo Moénikovih knjig: Matematiéni nébeniki:

razprave 1 ucbeniki: za ljudske sole 35
logaritmiéne tabele 2 za mescanske in obrtne sole 24
prirocniki 2 za gimnazije 39
metodike 11 za realke 22
ucbeniki 126 za uéiteljisca 6

skupaj 142 ucheniki skupaj 126
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Ceprav so bile Moénikove knjige pisane v nemséini bo Moénikovo ime
ostalo zapisano v zgodovini matematicnega pouka tistih evropskih naro-
dov, v katerih jezike so bile prevedene njegove knjige: v slovenski, hrvaski,
srbski, albanski, bolgarski, ¢eski, italijanski, madzarski, novogrski, polj-
ski, romunski, slovaski in ukrajinski jezik. Slovenci, Hrvati in Srbi smo v
Solah uporabljali prevode njegovih knjig. Toda medtem ko so Hrvati in
Srbi Ze takoj po letu 1850 vpeljali njegove uébenike za srednjo Solo, smo
Slovenci smeli uporabljati takrat le njegova navodila za uporabo ra¢unic
in raéunice za ljudsko Solstvo. Sele v Solskem letu 1882/83 je Dunaj dovo-
lil slovenséino kot uéni jezik na nizji gimnaziji, zacensi v prvem razredu,
in to le v Kranju, v Novem mestu ter na slovenskih oddelkih ljubljan-
ske gimnazije. Takrat je Celestina prevedel v slovenski jezik Moénikove
aritmetike in geometrije za nizje gimnazije. Ko sta Celestinova prevoda
zacela pohajati, je Blaz Matek v letih 1896 in 1898 namesto obolelega
Celestine obe uéni knjigi na novo sestavil.

Mocnikova publicistiéna delavnost je obsegala, kakor je razvidno iz
povedanega, sestavljanje aritmetiénih in geometrijskih uébenikov za ljud-
ske, mescanske, srednje Sole in uciteljiséa. V tem je bil mojster kakor
redkokdo. Natanko je vedel, kaj potrebuje posamezna Solska stopnja, in
po kateri poti je treba kreniti za ciljem. Iz tega si moremo tudi razloziti
nenavadni in trajni uspeh, ki ga je dosegel s svojimi uébeniki: bili so
skoraj sto let, generaciji za generacijo ucencev, vodnik po kristalni stavbi
matematike.

Mocénikova zivljenska pot:
1814 rojen v Cerknem 1. oktobra.
1821-1824 ljudska Sola v Idriji.
1824-1832 gimnazija in licej v Ljubljani.
1832-1836 bogoslovje v Gorici.
1836-1846 uéitelj na normalki v Gorici.
1836-1840 studira (danes bi rekli “ob delu”) z izpiti na univerzi v Gradcu.
1839 znanstveno delo: Teorija numeriénih enaéb.
1840 promovira v Gradcu za doktorja filozofije (matematike).
1840 izide prva metodika racunstva: Lehre von den vier Rechnungsarten
(J. Blasnik, Ljubljana).
1843 metodiéni priroénik: Anleitung zur gesamten Rechenkunst (J. Bla-
snik, Ljubljana).
1844 dvorna Studijska komisija odobri Moénikov naért o spremembi ta-
kratnih rac¢unic in pouka racunanja
1846-1858 pise ucbenike za racunstvo za ljudske Sole, sole na kmetih, Zupnijske
glavne in mestne Sole ter ponavljalne in nadaljevalne Sole.
1846-1849 profesor elementarne matematike in trgovskega racunstva na teh-
niski akademiji v Lvovu (Ukrajina).
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Nowice

18491850

1850-1882

18501853

1851-1860

1851

1851

1854

18561858

1856—1857

1856

1856

1858

18601869

1860

1861

1862

1865

1869-1871

1870-1873

profesor matematike na vseuceliséu v Olomucu (Moravska na Ces-
kem).

izda prve izvode u¢benikov za realke, ki jih kasneje se dopolnjuje.
natisne tudi ucbenike za gimnazijo (vi§jo in nizjo). Kasneje sam
(ali drugi) te uébenike Se dopolnjuje in predeluje. Zadnji za Solsko
rabo namenjeni ucbenik je izsel 3e 1938 (v nemséini).

solski svetnik in nadzornik ljudskih sol za dezelo Kranjsko v Lju-
bljani.

sestavi uéni naért za glavne Sole na Kranjskem v katerem uvede

poleg do tedaj samo nemskega uénega jezika tudi slovenski uéni

jezik — uvedba dvojeziénih glavnih sol.

predlaga (24.4.) ustanovitev pedagoskega tecaja (“uciteljisca™) v
Idriji, ki nato deluje od 1852-1866.

po narocilu solskega ministra napise dve metodiki ra¢unstva za ra-
zredni pouk (Metodika ra¢unanja iz glavne in Metodika ra¢unanja
s ciframi).

skupaj z Andrejem Praprotnikom sestavi Slovenski abecednik, Slo-
vensko-nemski abecednik ter Prvo in Drugo berilo za slovenske sole.
skupaj z Blazem Potoénikom izda dvojeziéno slovensko-nemsko

slovnico za trivialke in glavne sole.

izide ponatis Geometrije (prva izdaja, 1850) za nizje realke. Po-
natisu so med tekstom dodani slovenski terminoloski vlozki. To so
zacetki slovenske matematiéne terminologije, katere soavtor je bil
Franc Moénik.

izdela statut ljubljanske obrtne sole.

izda logaritemske tabele in knjizico z navodili za racunanje z novimi
avstrijskimi novei (avstro-ogrska denarna reforma in nova novéna
veljava).

Solski svetnik in nadzornik ljudskih Sol in realk za Stajersko v
Gradeu.

izdela pravila drustva za podporo uciteljskim vdovam. Boj za boljsi
materialni status uciteljev je bila zelo pomembna Moénikova dejav-
nost na Kranjskem.

izdajo Moénikova berila: Prvo in Drugo berilo za slovenske Sole in
‘rstes. .., Zweites. .., Drittes Lesebuch za nenemske ljudske sole.
odlikovan z viteskim krizem reda Franca Jozefa.

na Moénikovo priporoéilo je sprejeta za Solsko rabo v gimnazijah
in realkah tretja (prva izdaja 1854) predelana izdaja Janeziceve
slovenske slovnice.

je imenovan za Stajerskega dezelnega Solskega nadzornika prve sto-
pnje.

izidejo prve izdaje Moénikovih petdelnih ra¢unic za ljudske Sole.
Vsako racunico je spremljala posebna knjizica metodiénih napot-
kov.
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1871 wupokojen in ob tej priliki odlikovan z redom zelezne krone tretjega
razreda. S tem pridobi viteski naslov.
1872-1885 izhajajo prve izdaje ucbenikov za meséanske, trgovske in obrtne
sole.
1873 izda priroénik za uporabo “francoskih” mer v avstrijski Soli.
1874 izide metodika racunstva za ljudske Sole (od 1. do 5. razreda).
1875 izide metodika geometrijskega oblikoslovja za ljudske sole.
1877 izidejo Moc¢nikove logaritemske tablice namenjene “Solski rabi”.
1878-1879 izhajajo njegovi uébeniki matematike za uéiteljiséa.
1891-1892 izidejo tridelne racunice za ljudsko Solo (faksimilizirana izdaja:
Cerkno, 1995).
1892 umre v Gradcu 30. novembra.

Zvonko Perat

METANJE KOCKE

Denimo, da nas zanima najverjetnejse stevilo metov obi¢ajne kocke, v ka-
terih skupno stevilo dosezenih pik prvi¢ preseze 1997. O tem, kako lahko
tocno izracunamo to stevilo, bomo morda spregovorili kdaj drugié. Vasa
tokratna naloga je, da napiSete program, ki bo eksperimentalno (torej
s pomocjo generatorja nakljuénih stevil) ocenil stevilo potrebnih metov.
Program naj prebere stevilo poskusov in izpise tisto stevilo metov, v ka-
terem se je koncalo najveé poskusov. Ce je taksnih Stevil ve¢, naj bodo
izpisana vsa. Mozni odgovori so seveda le stevila med 333 in 1998.

Da ne bo nesporazumov, Se enkrat pojasnimo, kaj racunamo. Za-
radi enostavnosti vzemimo, da opazujemo, kdaj vsota dobljenih pik prvié
preseze 10. Odlocimo se za Sest poskusov (za verodostojen odgovor je
sicer treba .narediti precej ve¢ poskusov):

cetrti poskus: 6, 6
peti poskus: 2, 3,6
1,8,3,2,1,4

prvi poskus: 3,4
drugi poskus: 1, 4,
tretji poskus: 1,5

]

6
. 4 Sesti poskus:

(SRR

3 Uy 1

Stevila metov v posameznih poskusih so torej 3, 4, 4, 2, 3 in 5. Najvec
poskusov, in sicer po dva, se je koncalo po 3 in 4 metih. Izpisati moramo
torej Stevili 3 in 4.

Martin Juvan
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33. TEKMOVANJE ZA ZLATO VEGOVO
PRIZNANJE

Najboljsi sedmosolci in osmosolel s podroénih tekmovanj so se v soboto,
17. maja 1997, pomerili v Sestih regijah na drzavnem tekmovanju za zlato
Vegovo priznanje. Nanj se po veljavnem pravilniku uvrsti do 0,5% vseh
sedmosolcev s posameznega podrocja in do 1% vseh osmosolcev s posa-
meznega podrocja.

REGIJA 7. razred | 8. razred
Ljubljana 86 135
Maribor 48 75
Celje 29 41
Koper 23 26
Nova Gorica 10 16
Novo mesto 22 33
SKUPAJ 218 326

Zlato Vegovo priznanje so prejeli sedmos3olci, ki so osvojili najmanj
15 od 25 moznih tock, in osmosolei, ki so osvojili najmanj 19 od 25
moznih tock.

Vsem ucencem, ki so osvojili zlato Vegovo priznanje, je DMFAS po-
klonilo knjigo Stevilske krizanke.

Nagrade najuspesnejsim tekmovalcem:

T. razred:

I. nagrada:
Anka Ilc, OS Danila Lokarja, Ajdoviéina
Matevz Bokalié, OS Dol pri Ljubljani
Klemen Sivic, OS dr. Ivana Korosca, Borovnica
Jugoslav Njenji¢, IT. OS Celje
Matija Perne, OS Petra Kavéica, Skofja Loka

II. nagrada:

Timon Mede, OS Miska Kranjca, Ljubljana
Ales Frece, OS Slivnica pri Celju, Gorica pri Slivnici
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III. nagrada:

Tina Murn, OS Ivana Groharja, Skofja Loka

Igor Puh, OS Nove Fuzine, Ljubljana

Stas Lapanja, OS Petra Kavéiéa, Skofja Loka
Katja Rade, OS Riharda Jakopica, Ljubljana
Matjaz Majnik, OS Vide Pregarc, Ljubljana

8. razred:

I. nagrada:

Marjeta Vouk, OS Anice Cernejeve, Makole

Nina Marinsek, OS Antona Tomaza Linharta, Radovljica
Katarina Ivansek, OS Artice

Mate Car, OS Beltinci

Brigita Avramovié, OS Bicevje, Ljubljana

Bojana Bajzelj, OS Borisa Ziherla, Ljubljana

Eva Milosev, OS Cvetka Golarja, Skofja Loka

Vesna Petkovska, OS Danile Kumar, Ljubljana

Borut Vaupotié, OS Gorisnica

Irena Rupnik, OS Ivana Tavéarja, Gorenja vas

Peter Kloeckl, OS Jakoba Aljaza, Kranj

Janez Langus, OS Krize

Tadej Bajda, OS Leskovec

Darja Starc, OS Louisa Adamica, Grosuplje

Nusa Zidari¢, OS Ludvika Pliberska, Maribor

Davorin Lesnik, OS Majsperk

Martina Turk, OS Martina Koresa, Podlehnik

Andrej Muhi¢, OS Mirna Peé

Borut Peéar, OS Narodnega heroja Maksa Pecarja, Ljubljana Crnuée
Matija Pretnar, OS Narodnega heroja Maksa Peéarja, Ljubljana Crnuée
Marko Limbek, OS Preserje pri Radomljah

Sergej Omladié, OS Prezihovega Voranca, Ljubljana
Selena Praprotnik, OS Prule, Ljubljana

Matej Jazbinsek, OS Sava Kladnika, Sevnica
Lavra Vrlié, OS Smartno pri Slovenj Gradeu
Borut Todorovié, OS Toneta Cufarja, Ljubljana
Katja Svara, OS Trnovo, Ljubljana

Eva Berdajs, OS Vié, Ljubljana

Daniela Vidmar, OS Vodmat, Ljubljana




50 Tekmovanga

II. nagrada:

Haris Omanovié, OS 11. Maj, Grahovo
Jan Dolindek, I. OS Slovenj Gradec

Aljaz Recek, OS Ivana Cankarja, Vrhnika
Uréka Speh, OS Mozirje

Zoran Ogrizek, OS Simona Jenka, Kranj
Klemen Paternoster, OS Smartno pri Litiji
Irena Batisti¢, OS Vié, Ljubljana

IT1. nagrada:
Ambroz Bozicek, OS Bistrica ob Sotli
Saso Petek, OS Franceta Preserna, Maribor
Jure Upelj, OS Gradec, Litija
Urska Tajnsek, OS Lava, Celje
Peter Peréié, OS Livade, Izola
Maja Rosié, OS Ljudski vrt, Ptuj
Peter Skube, OS Loka, Crnomelj
Borut Ojcinger, OS Primoza Trubarja, Lagko
Peter Lukan, OS Solkan, Nova Gorica
Bostjan Maéek, OS Tabor I, Maribor
Uros Divjak, OS Toneta Cufarja, Ljubljana
Janja Pungeréar, OS Trzisée
Tilen Bajec, 08 Valentina Vodnika, Ljubljana
Tina Santl Temkiv OS Vi¢, Ljubljana

Aleksander Potoénik

17. DRZAVNO TEKMOVANIJE 1Z FIZIKE ZA
ZLATA STEFANOVA PRIZNANJA

Oddelek za fiziko Pedagoske fakultete v Mariboru in Drustvo matemati-
kov, fizikov in astronomov sta bila organizatorja tekmovanja iz fizike za
osnovnosolce. V predavalnicah in laboratorijih Pedagoske fakultete v Ma-
riboru se je 10. maja 1997 pomerilo 33 ekip iz 7. razredov in 34 ekip iz
8. razredov. Tekmovalci so reSevali tri teoreticne in dve eksperimentalni
nalogi. Naloge za podroéna in drzavno tekmovanje so pripravili ucitelji
Pedagoske fakultete Maribor, pri organizaciji pa je sodelovala Jelka Sa-
kelsek.

Pred drzavnim tekmovanjem so bila 5. aprila 1997 podroéna tekmo-
vanja v devetih mestih, kjer so tekmovanja organizirali in vodili: Dragica
Perovec-Stojko (Smartno ob Paki), Franc Pogorelénik (Radlje ob Dravi),
Mirko Cvahte in Zlatko Brada¢ (Maribor), Marko Munih (Piran), Milojka
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Frank (Nova Gorica), Karla Krajnik (gkofja Loka), Darinka Ursi¢ (Lju-
tomer), Milena Kosak (Novo mesto) ter Vesna Harej in Jelka Sakelsek
(Ljubljana). Sodelovalo je 342 ekip iz 7. razredov in 357 ekip iz 8. ra-
zredov, skupaj 1398 uéencev. Tekmovalci so na podroénih tekmovanjih

resevali 5 teoretiénih nalog.

Na drzavnem tekmovanju so zlata Stefanova priznanja prejeli:

Osnovna sola

Tekmovalca (ki)

Tocke (od 100)

7. razred

Dr. Ivana Korosca, Borovnica

Petra Kavéica, Skofja Loka

I. OS Celje

Gorje, Zgornje Gorje

Ivana Roba, Sempeter pri Gorici

Spodnja Siska, Ljubljana

Toneta Cufarja, Ljubljana

Dobrova

Nove Fuzine, Ljubljana

Narodnega heroja Rajka, Hrastnik

Sentvid , Ljubljana

Dusana Bordona, Koper

Narodnega heroja Maksa Pecarja,
Ljubljana

8. razred

Tabor II, Maribor

Davorina Jenka. Cerklje
Hudinja, Celje

Ledina, Ljubljana

Tabor I, Maribor

Vi¢, Ljubljana

Mirna Pee

Beltinci

Danila Lokarja , Ajdovacina
Loka, Crnomelj

Riharda Jakopiéa, Ljubljana

Simon Vrhovec, Klemen Sivic
Matija Perne, Lucija Franko
Maja Rome, Sergej Sustar
Ales Osencié, Martin Pretnar
Andraz Cej, Matjaz Humar
Miha Brezavscek, Gasper Vidic
Boris Cergol, Meta Kokalj
Barbara Hafner, Uros Dolinar
[gor Puh, Sinisa Jancié
Marjana Potoéin, Primoz Kaluza
Gregor Bregar, Andras Jadek
Ana Antinéie, Matjaz Bozié
Jure Meréun, Jan Brule

Vesna Bozic, Marko Beve
Primoz Marn, Ziga Dremelj
Pavel Platovsek, Mojca Videc
Gregor Tavéar, Jure Zumer
Bostjan Maéek, Marko Gosak
Jakob Tomse, Eva Berdajs
Andrej Muhié, Damjan Golob
Mate Car, Rajko Palatin
Miha Maraz, Tadej Beocanin
Peter Skube, Tomaz Kuzma
Rok Strnisa, Dragan Simeonov

Antona Tomaza Linharta, Radovljica Nina Marinsek, Miha Papler

Tekmovalkam in tekmovalecem éestitamo za dosezene rezultate.

97
96
89
387
85
83
32
81
78
77
Vil
75
75

81
81
78
T
77
7
76
75
73
2
72
70

Zlatko Bradaé¢, Mirko Cuvahte
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41. MATEMATICNO TEKMOVANJE
SREDNJESOLCEV SLOVENIJE

V sobotnem dopoldnevu 17. maja 1997 se je 166 dijakov iz 57 gimnazij
in srednjih $ol v prostorih Gimnazije Vié v Ljubljani spopadlo z nalogami
na 41. matematiénem tekmovanju srednjesolcev Slovenije, popoldne pa so
se podali na izlet v Zagorico in na GEOSS.

Za uspesno resevanje nalog je drzavna tekmovalna komisija podelila
naslednje nagrade in pohvale:

Prvi letnik:

2. nagrada:

Anze Zagar, Gimnazija Sentvid Ljubljana; Jaka Hajnsek, Splosna in stro-
kovna gimnazija Lava Celje.

3. nagrada:

Crto Kreft, SC - Gimnazija Ptuj; Lovro Ziberna, II. gimnazija Maribor;
Sunil Sah, Gimnazija Bezigrad; Matjaz Urlep, Splosna in strokovna gim-
nazija Lava Celje.

Pohvala:

Davorin Stevanovi¢, Gimnazija Jesenice; Matevz Plankl, Gimnazija Celje-
Center; Mitja Krnel, Gimnazija Koper; Iztok Grile, Gimnazija in ESS Tr-
bovlje; Viktor Bozi¢, Gimnazija Vi¢; Ziga Virk, Gimnazija Vi¢; Tina Toni,
Gimnazija Bezigrad; Matej Kandu¢, SVS in gimnazija Ljubljana; Haris
Hodzi¢, Gimnazija Vié; Rok Marolt, Gimnazija in ESS Brezice; Mitja
Obed, Srednja ekonomsko-turistiéna Sola Radovljica; Rok Orel, Gimna-
zija Vic,

Drugi letnik:

1. nagrada:

Urska Bokal, Gimnazija Bezigrad; Jure Kalisnik, Splosna in strokovna
gimnazija Lava Celje; Ajda Skarlovnik, Gimnazija Bezigrad; Tomaz Weiss,
1. gimnazija Maribor.

2. nagrada:

Samo Jureti¢, Solski center Nova Gorica; Dusan Jan, Gimnazija Tolmin;
Igor Jausovec, I. gimnazija Maribor.

3. nagrada:

Maja Jeromel, TI. gimnazija Maribor; Filip Sramel, Splosna in strokovna
gimnazija Lava Celje.
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Pohvala:

Gregor Jerse, Gimnazija Kranj; Teja Melink, Solski center Nova Gorica;
Gorazd Karer, Solski center Nova Gorica; Sanel Falan, Gimnazija Frana
Miklosiéa Ljutomer; Luka Strnisa, Gimnazija Bezigrad; Vesna Pigac, Gi-
mnazija in ESS Trbovlje; Peter Ahéin, SZS in gimnazija Ljubljana; Justin
Cinkelj, Gimnazija Zelimlje; Ana Bergant, Skofijska klasi¢na gimnazija
Ljubljana:; Peter Varga, Dvojezicna srednja sola Lendava; Matej Batic,
Skofijska gimnazija Vipava; Blaz Brule, Gimnazija Novo mesto; Tadej
Kaltnekar, Srednja Sola Srecka Kosovela, Sezana; Natasa Tiegl, Gimna-
zija Bezigrad.

Tretji letnik:

2. nagrada:

Tadej Starcie, Gimnazija Bezigrad; Matjaz Titan, Gimnazija Murska So-
bota; Martin Milani¢, Gimnazija Koper.

3. nagrada:

Matej Rizman, II. gimnazija Maribor; Matija Mazi, Gimnazija Bezigrad;
Andreja Avbersek, Gimnazija Kranj; Luka Gabrscek, Gimnazija Bezigrad.
Pohvala:

Andrej Puksic, Splosna in strokovna gimnazija Lava Celje; Martin Knapic,
Gimnazija Sentvid Ljubljana; Andrej Perne, Skofijska klasiéna gimna-
zija Ljubljana; Blaz Zupancié, Gimnazija in ESS Brezice; Tomaz Ko-
sem, Splosna in strokovna gimnazija Lava Celje; Anze Burger, Gimna-
zija Bezigrad; Rok Reya, Gimnazija Skofja Loka; Ales Fabjan, Gimnazija
Kranj; Milan Tomazin, Gimnazija Koéevje; Damir Franeti¢, Srednja Sola
Postojna.

Cetrti letnik:

1. nagrada:

Matjaz Konvalinka, Gimnazija Bezigrad; Gorazd Bizjak, Gimnazija Bezi-
grad; Klemen Kenda, Gimnazija Jurija Vege Idrija; Mitja Slenc, Gimna-
zija Bezigrad.
3. nagrada:

Damir Arh, Gimnazija Jesenice; Andrej Vodopivec, L. gimnazija v Celju.
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Pohvala:

Sasa Fratina, Gimnazija Bezigrad; Dejan Kolari¢, I11. gimnazija Maribor;
Primoz Sparl, SC - Gimnazija Ptuj, David Marosevi¢, Gimnazija Jesenice;
Mitja Lustrek, SC Rudolfa Maistra, Kamnik; Dusan Zezelj, Gimnazija Le-
dina, Ljubljana; Tomaz Vrtovec, Solski center Nova Gorica; Nika Lendero,
Gimnazija Velenje.

Po doloéilih Pravilnika o tekmovanju srednjesolcev v znanju matema-
tike je drzavna tekmovalna komisija izbrala ekipo, ki je zastopala Slovenijo
na Mednarodni matematiéni olimpiadi v Argentini. V ekipo so se uvrstili:
Matjaz Konvalinka, Matija Mazi, Martin Milani¢, Tadej Starcic, Matjaz
Titan in Andrej Vodopivec.

Domov so prinesli dve bronasti medalji in dve pohvali.

Matjaz Zeljko

35. FIZIKALNO TEKMOVANJE SREDNJESOLCEV
SLOVENIJE

Podobno kot v prejsnjih letih je tudi letos potekalo tekmovanje srednje-
Solcev iz fizike v §tirih skupinah A, B, C in D, razdeljenih po snovi, in v
treh stopnjah.

Prve stopnje — regijskega tekmovanja — se je udelezilo 950 dijakov iz
53 srednjih Sol. Tekmovanje je bilo istocasno izvedeno 22. marca 1997
na osmih srednjih solah po vsej Sloveniji. Organizirale so ga naslednje
srednje Sole: Gimnazija Bezigrad Ljubljana, Srednja Sola za elektroteh-
niko in racunalnistvo Ljubljana, I. gimnazija Maribor, Gimnazija Ravne
na Koroskem, Srednja kovinarska in cestnoprometna Sola Skofja Loka,
Solski center Nova Gorica, Gimnazija Koper in Gimnazija in ekonomska
srednja Sola Brezice. Tekmovalne komisije, sestavljene iz profesorjev fizike
s sodelujocih o0l, so popravile izdelke in predlagale tekmovalce za drzavno
tekmovanje iz posamezne regije.

Drzavno tekmovanje je bilo 19. aprila. Po predlogu regijskih komisij
se je v skupini A pomerilo 37 tekmovalcev, v skupini B tudi 37, v skupini
C 30 in v skupini D 21. Skupaj 125 tekmovalcev iz 36 srednjih Sol.

Organizator drzavnega tekmovanja je bila Gimnazija Murska Sobota.
Medtem ko so tekmovalci reSevali naloge, so si njihovi mentorji ogledali
ravninski del Prekmurja, po koncu reSevanja nalog pa so si tudi tekmovalci
ogledali del Prekmurja — Goricko.
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Tekmovalna komisija DMFA Slovenije, ki so ji pri izvedbi tekmovanja
in ocenitvi izdelkov pomagali studenti Fakultete za matematiko in fiziko,
je na razglasitvi rezultatov podelila 10 prvih nagrad, 14 drugih, 14 tretjih
in 25 pohval.

Podeljene nagrade in pohvale:

Skupina A

I. nagrada:

Neje Kosnik, Gimnazija in ekonomska srednja sola Trbovlje; Jure Be-
zgovsek, Solski center Velenje; Jure Repinc, Gimnazija Kranj; David
Stular, Gimnazija Kranj; Andraz Tori, Gimnazija Bezigrad Ljubljana.

II. nagrada:

Jaka Kovaé, Gimnazija Kranj; David Krmpoti¢, Gimnazija Franca Mi-
klosica Ljutomer; Jure Strle, Gimnazija Bezigrad Ljubljana.

ITI. nagrada:

Andrej Koncilja, Gimnazija Sentvid Ljubljana; Zala Groselj, Gimnazija
Bezigrad Ljubljana; Marko Gril, Gimnazija Kranj; Matej Spiller-Muys,
Gimnazija Poljane Ljubljana.

Pohvala:

Saso Jelenéi¢, Gimnazija Bezigrad Ljubljana; Damir Najvirt, Solski cen-
ter Ptuj — gimnazija; Blaz Novak, Gimnazija Bezigrad Ljubljana; Tomaz
Podlesnikar, II. gimnazija Maribor; Miha Javornik, Solski center Slovenj
Gradec — gimnazija; Marko Javorsek, Gimnazija Piran; Tadej Podgor-
nik, SS za elektrotehniko in racunal. Ljubljana; Matej Macek, Gimnazija
Sentvid Ljubljana; Lovro Suhodoléan, Gimnazija Celje — center.

Skupina B

I. nagrada:

Nagrada ni bila podeljena.
I1. nagrada:

Luka Gabrscek, Gimnazija Bezigrad Ljubljana; Primoz Buh, Gimnazija
Sentvid Ljubljana; Andrej Grubisié, II. gimnazija Maribor; Natan Oster-
man, Gimnazija Bezigrad Ljubljana.
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I11. nagrada:

Matej Rizman, I1. gimnazija Maribor; Denis Bider, Skofijska klasiéna gi-
mnazija Ljubljana; Miran Biirmen, Gimnazija Murska Sobota; Urban Si-
mon¢i¢, Solski center Novo mesto; Nikola Vukasinovi¢, Gimnazija Poljane
Ljubljana; Anze Zupanc, Solski center Celje.

Pohvala:

Damjan Sterk, Gimnazija Sentvid Ljubljana; Gorazd Karer, Solski cen-
ter Nova Gorica; Simon Berlec, Srednja Sola Rudolfa Maistra Kamnik;
Miha Erjavec, Gimnazija Ravne na Koroskem; Blaz Kmetec, Gimnazija
Bezigrad Ljubljana.

Skupina C

I. nagrada:

Martin Knapi¢, Gimnazija Sentvid Ljubljana; Ales Vodicar, Gimnazija
Bezigrad Ljubljana; Martin Zadnik, SS za elektrotehniko in ra¢unalnistvo
Ljubljana.

I1. nagrada:

Janko Boltar, Gimnazija Koper; Matija Mazi, Gimnazija Bezigrad Lju-
bljana; Ales Kranjc, Tehniski solski center Nova Gorica.

I1I. nagrada:

Matija Gams, Gimnazija Bezigrad Ljubljana; Blaz Zupanéi¢, Gimnazija
in ekonomska srednja Sola Brezice.

Pohvala:

Dejan Beznec, Gimnazija Murska Sobota; Aljosa Kancler, Srednja elektro-
racunalniska Sola Maribor; Klemen Naversnik, Gimnazija Bezigrad Lju-
bljana; Gregor Resman, Gimnazija Bezigrad Ljubljana; Mitja Vardjan,
Gimnazija Bezigrad Ljubljana; Ales Stimec, Gimnazija in ekonomska sre-
dnja Sola Brezice.

Skupina D

I. nagrada:

Milos Jeftic, Gimnazija Bezigrad Ljubljana; Igor Verstovsek, Gimnazija
Bezigrad Ljubljana.

II. nagrada:

Matej Horvat, II. gimnazija Maribor; Matej Mariné, Gimnazija Bezigrad
Ljubljana; Gorazd Bizjak, Gimnazija BezZigrad Ljubljana; Bostjan Glazar,
SS za elektrotehniko in ra¢unalnistvo Ljubljana.
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II1. nagrada:

Rok Sabjan, Gimnazija Bezigrad Ljubljana; Gasper Tkacik, Gimnazija
Bezigrad Ljubljana.

Pohvala:

Gorazd Lampic¢, Gimnazija Bezigrad Ljubljana; Aleksander Slemensek,
Solski center Celje; Uros Benko, Gimnazija Murska Sobota: Mitja Lustrek,
Srednja sola Rudolfa Maistra Kamnik; Jan Szilagyi, Gimnazija Bezigrad
Ljubljana.

Po izbirnem tekmovanju za olimpijsko ekipo so se na letosnjo 28. med-
narodno olimpiado iz fizike, ki je potekala med 13. in 21. julijem v mestu
Sudbury, Kanada, uvrstili: Igor Verstovsek, Milos Jefti¢, Matej Marin¢ in
Gasper Tkacik, vsi iz Gimnazije Bezigrad Ljubljana, ter Matej Horvat iz
I1. gimnazije Maribor.

Domov so prinesli eno bronasto medaljo in tri pohvale.
Ciril Dominko

18. MEDNARODNO MATEMATICNO TEKMOVA-
NJE MEST - Resitve iz XXIV, P-6, str. 378

Resitve nalog prvega dela
Prva skupina

1.  Ogznac¢imo teh 10 Stevil z n — 9,n — 8,...,n in naslednjih 9 stevil z
n+1,n+2,...,n+9. Potem velja (n —9)2+ (n—8)2+---+n? =
=m+1)24+n+2)2%2+---+(n+9)? in zaton? = 2(2n+4n+- -+
+18n) = 180n, torej n = 180. Iskana Stevila so tako 171,172,...,180.

2. Naj bo S ploscina enakostranicnega trikotnika s stranico 1. Potem je
ploséina trapeza s stranicami 1, 1, 1 in 2 enaka 35, plo&¢ina enako-
straniénega trikotnika s stranico n pa je n28. Ce lahko enakostraniéni
trikotnik s stranico n razrezemo na trapeze s stranicami 1, 1, 1 in 2,
je n deljiv s 3. Enakostraniéni trikotnik s stranico 3 enostavno ra-
zrezemo na tri trapeze s stranicami 1, 1, 1 in 2. Ce je dolZina stranice
enakostranicnega trikotnika n = 3k, potem lahko trikotnik razrezemo
na k? enakostraniénih trikotnikov s stranico dolzine 3, vsakega od
njih pa potem razrezemo na tri trapeze. Torej so iskana Stevila vsa
naravna Stevila n, ki so deljiva s 3.
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(a) Stevila fantov, s katerimi se posamezna dekleta poznajo, so
0,1,...,9. Torej je stevilo poznanstev med fanti in dekleti 0 + 1 +
+ -+ 4+9=45. Od tod sledi, da vsak fant pozna 5 deklet. Oznacimo
dekleta s stevili od 0 do 9 in fante s Stevili od 1 do 9. Naj dekle,
oznaceno z 0, ne pozna nobenega fanta. Za 1 < k < 4 naj dekle z
oznako k pozna fante z oznakami od 1 do k. Za 5 < k < 9 naj dekle
z oznako k pozna fante z oznakami od 10 — k do 9. Potem vsak fant
pozna natanko pet deklet, torej taka druzba obstaja.

(b) Stevila fantov, s katerimi se posamezna dekleta poznajo, so
0,1,...,10. Torej je stevilo poznanstev med fanti in dekleti 0 4 1 +

+ ..+ 4+ 10 = 55. Ker 55 ni deljivo z 10, ni mozZno, da bi vsak fant
poznal enako Stevilo deklet.

Naj bo ABCD romb s stranico a in privze- . _ C

mimo oznake s slike. ;_” = -7
1z izreka o potenci totke B na kroznico
sledi " A
/ H .3
|BG| - |BH| = |BE| - |BF| = i
=(a—|AE|)-(a—|AF]) = AT

=a? — a(|AE| + |AF|) + |AE| - |AF|.
Podobno izpeljemo se
|CH| - |CG| = a® — a(|DJ| + |DI|) + |DJ| - |DI|,
|DJ| - |DI| = a® — a(|AL| + |AK]) + |AL| - |AK]| ,
|ICI|-|CJ| = a® — a(|BG| + |BH|) + |BG| - |BH]| .

Ce upostevamo, da je |AE| - |AF| = |AL|- |AK| in |CH| - |CG| =
= |CI| - |CJ|, iz dobljenih enacb sledi

(IAE| + |AF|) — (IDJ| + |D1|) = (|AL| +|AK]) — (|BG| + | BH]).

Ker je |AF| = a — |BF|, |DI| = a — |CI|, |AK| = a — |DK] in
|BH| = a — |CH|, sledi iz gornje enacbe Zelena enakost

|AE| — |BF| — |DJ| +|CI| = |AL| - |DK| - |BG| + |CH|
oziroma

|AE| + |BG| + |CI| + |DK| = |AL| + |BF| + |CH| + |DJ).
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Druga skupina

L.

Koordinatni sistem postavimo tako, da so oglis¢a kocke v tockah
(0,0,0), (1,0,0), (0,1,0), (1,1,0), (0,0,1), (1,0,1), (0,1,1), (1,1,1). Naj
stranica a povezuje tocki (1,0,0), (1,0,1), stranica b tocki (0,1,0),
(1,1,0) in stranica ¢ to¢ki (0,0,1), (0,1,1). Potem za tocko (z,y,z)
znotraj kocke velja, da so kvadrati razdalj do stranic a, b in ¢ enaki
(x—1)2+42, (y—1)2+42% in (2 — 1)2 +22. Poiséimo tocke, v katerih
so kvadrati razdalj enaki. Predpostavimo lahko, dajex > yinx > z,
ter loc¢imo dva primera.

Najboy > 2. Potemiz (y —1)2+ 22 = (2 —1)2 + 22 sledi 2% + 2y =
= y? +22. Ker je 22 > y? in 2y > 2z, je x = y = 2. V drugem pri-
meru pa naj bo z > y. Potem iz (z — 1)% + y% = (z — 1)? + 22 sledi
22 + 2z = y* + 22. Ker je 22 > y? in 2z > 2z, je z = y = z. Torej je
kocke s krajistema, ki ne lezita na nobeni od stranici a, b ali .
Recimo, da tak razrez obstaja. Za vsak kos pobarvamo konveksne
krozne loke na robu tega kosa z rdeco, konkavne krozne loke na
robu tega kosa pa z modro barvo (ravnih delov roba ne pobarvamo).
Oznacimo z r vsoto dolzin vseh rdecih lokov in z m vsoto dolzin vseh
modrih lokov. Ko kose zlozimo v kvadrat, se vsak rdeé¢ lok dotika mo-
drega in obratno, zato je r = m. Ko so kosi zlozeni v krog, se vsak
moder lok dotika rdecega, vendar pa se rdeéi loki, ki sestavljajo rob
kroga, ne dotikajo modrih lokov, zato je r > m, kar pa je protislovje.
Torej tak razrez ne obstaja.

Na parabolo nari§imo dve vzporedni tetivi in ozna¢imo njuni razpo-
loviséi. Naj bo [ daljica, ki spaja ti dve tocki. Narisimo tetivo, ki
je pravokotna na [, in ozna¢imo njeno razpoloviice. Premica, ki gre
skozi to razpoloviice in ki je vzporedna [, je ordinata in seka parabolo
v koordinatnem izhodiséu. Sedaj ni tezko narisati e abscise. Podkre-

(z2, z2) in druga tetiva krajiséi (z3, 22) in (24, 22). Potem sta naklon-
2

ska koeficienta tetiv enaka g:—z: =1+ T2 in %g:—z‘: = x5+ x4. Ker
sta tetivi vzporedni, je x1 + w2 = x3 + 4. Torej imata razpoloviséi
tetiv enaki abscisi, zato je daljica | vzporedna ordinati.

Stevila fantov, s katerimi se posamezna dekleta poznajo, so 0,1,...,n.
Torej je Stevilo poznanstev med fanti in dekleti enako n(n+1). Ker
so stevila deklet, ki jih poznajo posamezni fantje, enaka, mora biti
stevilo vseh poznanstev deljivo z n. Od tod sledi, da je stevilo n + 1
deljivo z 2. To pomeni, da pri sodem n taka druzba ne obstaja.

Pokazimo, da pri lihem n druzba z dano lastnostjo obstaja. Naj bo
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n = 2k + 1. Razdelimo dekleta v k + 1 parov. Za 0 <i < k naj eno
dekle v i-tem paru pozna i fantov, drugo v tem paru pa preostalih
2k 4+ 1 — i fantov. Potem so &tevila fantov, s katerimi se posamezna
dekleta poznajo, med seboj razlicna. Vsak fant pozna natanko eno
dekle iz vsakega para, torej k + 1 deklet. Torej za vsako liho stevilo
n > 1 taka druzba obstaja.

Resitve nalog drugega dela

Prva skupina
1.

(a) Naj bodo p, q in r praStevila z iskano lastnostjo. Naj velja
p>g>r. Cejer =2,jer?4+d=14=2-7. To stevilo pa ni deljivo
s pq, saj je p,q > 2. Tudi moznost r = 3 odpade, saj je r2+d =
=19 prastevilo. Torej je r > 5. Velja3e ¢ > r+ 2 in p > r + 6, saj
je eno izmed treh zaporednih lihih stevil deljivo s 3. Potem dobimo
r2 +10 > pg > (r + 6)(r 4 20) = r? + 8r + 12, kar pa ni mozno, zato
prastevila z iskano lastnostjo ne obstajajo.

(b) Naj bo p =5, ¢ = 3 in r = 2. Potem je &tevilo p? + 11 = 36
deljivo s gr = 6, ¢> + 11 = 20 deljivo s pr = 10 in r2 + 11 = 15 deljivo
s pqg = 15.

(a) Dolzina hipotenuze trikotnika je 5. Ker so dolzine stranic tri-
kotnika celostevilske, je tudi dolzina n stranice kvadrata celo stevilo.
Ploséina kvadrata je n?, ploséina trikotnika pa 6. Od tod sledi, da je
n deljivo s 6, zato je n = 6m. Tedaj je stevilo trikotnikov, na katere
je razrezan kvadrat, enako 6m?, torej sodo &tevilo.

(b) Naj bo kvadrat z ravnimi odseki razrezan na pravokotne trikotnike
s katetama 1 in 2. Vsak odsek ima za krajisci dve oglisci nekih
trikotnikov in poteka po stranicah nekaj trikotnikov. Ce del stranice
trikotnika lezi na nekem odseku, lezi na tem odseku cela stranica, zato
lezi cel trikotnik bodisi na eni bodisi na drugi strani odseka. Vzemimo
poljuben odsek. Oznaéimo z b Stevilo hipotenuz trikotnikov, ki lezijo
na eni strani odseka, in z d Stevilo hipotenuz trikotnikov, ki lezijo
na drugi strani odseka. Ker je dolzina hipotenuze vsakega trikotnika
enaka /5 in ker sta dolzini katet celostevilski, je dolzina izbranega
odseka enaka a + by/5 = ¢ + dv/5 za neki nenegativni celi stevili a in
c. Prib#dje V5 = 9=4» kar pa ni mozno. Zato je b = d in tako
je Stevilo trikotnikov, katerih hipotenuza lezi na izbranem odseku,
sodo. Postopek ponovimo za vse odseke in dobimo, da je stevilo
trikotnikov, katerih hipotenuza lezi znotraj kvadrata, sodo. Podobno
obravnavamo oba para vzporednih stranic kvadrata in dobimo, da
je &tevilo hipotenuz na vzporednih stranicah enako. Torej je vseh
trikotnikov sodo mnogo.

Opomba: Dokaz za pravokotnik je enak.
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Druga skupina

1

Naj bo g(z) = f(f(z)) = > —1996. Enacba 2? —z—1996 = 0 ima dve
realni resitvi; oznaéimo ju z a in b. Naj bo f(a) = p. Potem je f(p) =
= £(f(a)) = 9(a) = a. Od tod sledi, da je g(p) = £(/(p)) = f(a) = p.
Torej je tudi p resitev enacbe x? — z — 1996 = 0, zato velja f(a) =a
in f(b)=">b ali f(a)=>b in f(b)=a. Naj bo h(z) = g(g(z)) =
= (z? — 1996)% — 1996. Potem iz h(z) = « sledi 2? — 399222 — z +
+ 3982020 = 0. Ker je g(a) = a in g(b) = b, je h(a) = a in h(b) = b.
Zato lahko zgornji polinom razstavimo: z* — 3992z% — & + 3982020=
= (2% — 2 — 1996)(x? + = — 1995) = 0. Tudi enatba 22 + = — 1995 =
= 0 ima dve realni resitvi; oznacimo ju s ¢ in d. Naj bo g(¢) = q.
Potem je g(q) = g(g(c)) = h(c) = ¢. Od tod sledi, da je h(q) =
= g(g(q)) = g(c) = g, torej velja ¢ = c ali g = d. Ker je ¢ razlicen od
ain b, je g(¢) =d in g(d) = ¢. Naj bo f(¢) =r in f(d) = s. Potem
ie f(r) = g(c) =din f(s) = g(d) = c. Ker je h(r) = f(f(f(f(r)))) =
= f(f(f(d)) = f(f(s)) = fle) = r, je r€{a,b,c,d}. Ker je
d# f(a) € {a,b}, je r # a. Podobno sklepamo, da je r # b. Ce je
r = ¢, potem je f(r) = r in zato g(r) = f(f(r)) = r. To pa ni mozno,
saj je ¢ razlicen od a in b, to pa sta edini resitvi enacbe g(z) = z.
Podobno dobimo, da je r # d. Tako smo prisli do protislovja, zato
taka funkcija ne obstaja.

(a) Igralec zmaga, ¢e izpolni kartice na naslednji nacin:(1,...,10),
(L w585 XLy e B (80003 15y (160.00528) (16500520028, < <530,
(2Ly050530); (Bly-oe40); (41,.:.580); (51-04,060); (6Ly:5:570),
(71,...,80), (81,...,90), (91,...,100). Z dvema steviloma lahko pre-
precimo zmago vsake izmed prvih treh kartic (z enim ne moremo),
prav tako z dvema Steviloma to dosezemo za naslednje tri kartice
(in ti dve Stevili morata biti razliéni od prvih dveh). Z nadaljnjimi
sedmimi Stevili prepre¢imo zmago zadnjim sedmim karticam. Torej
je potrebnih vsaj 11 Stevil, da se prepreci zmago vsem 13 karticam,
zato ena kartica vedno zmaga.

(b) Recimo, da smo izpolnili le 12 kartic. Recimo, da se neko stevilo
pojavi vsaj na treh karticah. Ce je to Stevilo skupaj s e devetimi
stevili (po enim iz vsake preostale kartice) med prepovedanimi stevili,
smo izgubili. Zato se vsako Stevilo lahko pojavi najve¢ na dveh kar-
ticah. Tedaj se 10 - 12 — 100 = 20 stevil pojavi na natanko dveh
karticah (ostala pa le na eni). Izberemo dve kartici, ki imata skupno
stevilo. Na teh dveh karticah je najvec 19 razlicnih stevil, zato obsta-
jata dve drugi kartici, na katerih se prav tako pojavi skupno stevilo
(drugo kot na prvih dveh karticah). Ce so med prepovedanimi stevili
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skupno stevilo prvih dveh kartic, skupno stevilo drugih dveh kartic
ter po eno Stevilo iz preostalih osmih kartic, smo izgubili, zato med
12 karticami ni nujno zmagovalne.

Ales Vavpetié

18. MEDNARODNO MATEMATICNO
TEKMOVANJE MEST — pomladanski krog

V marcu je potekal pomladanski krog 18. tekmovanja mest. Dijaki prvih
in drugih letnikov so tekmovali v prvi skupini, ostali pa v drugi. Izdelek
vsakega tekmovalca je bil ocenjen z najve¢jo mozno vsoto tock iz treh
nalog. V prvem delu so imeli dijaki na izbiro naslednje naloge:

Prva skupina

1. Za koliko naravnih stevil med 1 in 1997 velja, da je vsota njihovih
stevk deljiva s 57 (3 tocke)

2. LaZnjivi kljukec se je hvalil, da je pri biljardu na mizi oblike enako-
straniénega trikotnika udaril kroglo z roba mize tako, da je §la preko
neke tocke na mizi trikrat in vsaki¢ v drugi smeri, na koncu pa se
vrnila na zacetno tocko. Ali je to mozno, ¢e velja obicajni odbojni
zakon? (3 tocke)

3. Dve med seboj pravokotni premici se sekata v tocki M, ki lezi zno-
traj kroga F', in tako razdelita krog na stiri dele. Naj bosta a in
b oddaljenosti tocke M do premerov, ki sta vzporedna premicama,
Doloéi razliko vsote ploséin najvecjega in najmanjSega dela razreza-
nega kroga in vsote ploséin ostalih dveh delov. (4 tocke)

4. Kvadrat je razrezan na 25 manjsih kvadratkov, od katerih le eden
nima ploséine 1 (ostalih 24 kvadratkov ima plo&éino 1). Doloci plos-
¢ino prvotnega kvadrata. (4 tocke)

5. Najbo ABCD paralelogram, F razpoloviice stranice AD in F nozisce
pravokotnice na daljico EC skozi tocko B. Pokazi, da je trikotnik
ABYF enakokrak. (4 tocke)

Druga skupina

1. Kocka je razrezana na 99 manjsih kockic, od katerih le ena nima pro-
stornine 1 (ostalih 98 kockic ima prostornino 1). Doloéi prostornino
prvotne kocke. (3 tocke)

2. Naj bosta a in b taki naravni stevili, da je stevilo a2 +b? deljivo z ab.
Pokazi, da je a = b. (3 tocke)
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3. Sredisce kroga ima karteziéni koordinati (a, b). Koordinatno izhodisce
lezi v notranjosti kroga, tako da koordinatni osi razrezeta krog na
§tiri dele. Oznaéimo z ST plo&éino dela kroga, kjer imata koordinati
isti predznak, in z S~ plos¢ino dela, kjer imata koordinati razliéni
predznak. Doloéi vrednost izraza ST — S, (4 tocke)

4. Pravilni tetraeder ABCD je vertan v sfero. Konstruiramo taksne
pokonéne piramide ABCD', ABDC', ACDB' in BCDA' zunaj te-
traedra, da lezijo tocke A’, B', C' in D' na sferi. Izra¢unaj kot med
ravninama ABC’ in ACD'. (4 tocke)

Dva dijaka igrata naslednjo igro: Dijak A oznaéi neko to¢ko na ravnini
z rdeco barvo, nato dijak B oznaéi 10 toc¢k na ravnini z zeleno barvo,
nato ponovno dijak A oznaéi neko to¢ko na ravnini z rdecéo barvo,
dijak B oznaci 10 tock na ravnini z zeleno barvo in tako naprej.
(Vse tocke morajo biti razliéne.) Dijak A zmaga, ée na ravnini lahko
narisemo enakostranicen trikotnik z ogliséi rdece barve. Ali lahko
dijak B prepreéi zmago dijaku A? (4 tocke)

o

V tezjem sklopu nalog pomladanskega kroga so tekmovalci reSevali
sedem nalog. Objavljamo po dve za vsako skupino:

Prva skupina

1. Pokazi, da se stevilo
(a) 97°7 (4 tocke)
(b) 19977 (4 tocke)
ne da zapisati kot vsota kubov nekaj zaporednih naravnih stevil.

2. Naj bo P tocka znotraj trikotnika ABC, za katerega velja |AB| =
= |BC|, «ABC = 80°, <PAC = 40° in <ACP = 30°. Izracunaj
kot «BPC. (7 tock)

Druga skupina

1. Imamo 25 razlicno tezkih kosckov sira. Enega od koickov razrezemo
na dva dela in dobljene koscke razdelimo v dve vrecki s po 13 koséki
tako, da sta razrezana dela v razliénih vreckah. Ali lahko to naredimo

tako, da sta vrecki enako tezki? (4 tocke)
2. Za pozitivna stevila a, b in ¢ velja abe = 1. Pokazi naslednjo neena-
kost:
1 1 1

1+a+b+ 1+b—|—c+ l+e+a ™
(8 tock)
Ales Vauvpetic
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Sliki na sosednji strani spodaj sta del ¢lanka Planeti okrog drugih sonc,=3
ki ga najdete na strani 34, in predstavljata:

Slika 2. CCD posnetek s spektrografom razprsene zvezdne svetlobe. (Spekter je bil
narejen s teleskopom, prikazanim na sliki 4.) Temni vzdolini presledki so absorpcijske
érte. So nekoliko premaknjene. Iz premikov doloéijo krivuljo radialne hitrosti, kakrsna
je prikazana na sliki 3. Premiki, ki odkrivajo gibanje zvezde okrog skupnega tezisca s
planetom, so izjemno majhni.

Slika 5. Risba interferometra, ki bi v vesolju iskal druge planetne sisteme. Najprej bi
ga v bliznji orbiti okrog Zemlje sestavili in pognali, nato pa bi ga poslali v zunanja
podrocja Osonéja, kjer bi opravljal opazovanja in jih posiljal nazaj na Zemljo. Pojekt
takega interferometra so predlagali amerigki in evropski znanstveniki.



Doprsni kip Franca Moénika
v Slovenskem Solskem muzeju
v Ljubljani. Moénikovo bu-
sto je oblikoval Evgen Gustin
iz Breznice pri Zirovnici (foto
Marija Haberle Perat).




i jo mece palica na vodoravna tla, ¢ dan drugacna. Od spo-
mladanskeg jesenske ; oéja so hiperbole vbogene (upognjene k palici), od jesenskega do
spomladanskega enakonodja so izhc : >s — ob enakonoéjih pa se izrod




