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Matematika I
MAN D ELBROTOVA IN JULlAJEVE MNOŽICE

Matematika si ljudje pon avadi predst avlj ajo kot zamišljenega in raztrese­
nega človeka, oblečenega v zastarela ter m alce premajhna oblačila , kako
zgolj s kredo v roki na tablo izpeljuj e težavn e in navadnemu sm rtniku pov­
sem nerazumljive matematične teo rije. Ko t ni dima brez ognja, je t udi v
tej predst avi kanček resni ce. Kljub te mu pa je večina sodobnih matem a­
ti kov odkrila , da je sem in tja poleg krede in las tnega genija koristno pri
svojem delu uporabiti tudi mo de rnej ša sredstva, denimo računalnik. Hu­
domušni bralec bi sicer pripomnil , da so do tega spo znanja pri šli le tis ti,
ki j im primanjkuje bo disi krede bodisi genija, vend ar ostaja dejstvo, da
so se s pojavom in raz voj em računalnikov pospešeno začela razvijati tudi
nekatera matematična področj a . Eno takšnih je tud i področj e fraktalov
in kaos a , kamor lahko uvrstimo tudi pričujoči prispevek.

Fraktali in kaos so se zelo hitro uveljavili tudi v nematematičnih kro­
gih , saj jih ponavadi spremlj ajo presenetljivo lepe in zanimive slike, ki
lahko navdušijo gledalca zgolj s svojo est etsko vredn ostjo. Nekaj lepih
primerkov fraktalov se je pojavilo t udi že v Preseku (glej prispevek Ma­
tija Lokarja o pr aprotih v 1. št evilki letnika 1995/96 in Milan a Ambrožiča

o Newto novi metodi v 5. številki ist ega letnikaj .! To krat bomo pr edsta­
vili frak tale, ki se im enuj ejo po mate matikih Juliaju in Mandelbrotu . Ker
je P resek tudi list za ml ad e matematike, j e prav , da poskušamo mate­
matično ozadje, ki se skr iva za lepimi barvnimi slikami, čim razumljiveje
predstaviti.

Naša zgodba se bo odvijala v množici kompleksnih števil IC , ki si jo
bomo predstavlj ali kot ravnin o - vsakemu kompleksnemu številu x + iy
pripada točka s koordinatami (x , y) v ravnini. S kompleksnimi števili
znamo računati:

(x+iy)+(u+iv) = (x+ u)+ i(y+v) , (x+ iy)(u+iv) = (xu-yv)+i(xv+yu)

in jim določiti absolutno vredn ost

lx + iy l = YIx2+ y2 ,

ki v resnici pre dstavlja oddalj enost slike kompleksn ega števila od koordi­
natnega izhodišča.

1 Fraktale nahajamo tudi v naravi . Zanimiv primerek kažeta fotografiji na naslov­
ni ci in II. strani ovitka .



I iVIatematika

J u li ajeve množice
Za izbrano število c E ([; definirajmo kvadratni polinom

Takšen polinom nam pr eslikuje točke kompleksn e ravnine nazaj v komple­
ksno ravnino , zato lahko za poljubno število Zo E <C opazujemo zaporedj e

Temu zaporedju rečemo arbi ta točke Zo, točki Zo pa sem e orbite.
Dogodi se lahko dvoje:

1. orbita lahko sčasoma pobegne daleč od izhodišča , ali z drugimi bese­
dami , množica {Izol, hl, . . .} j e neomejena,

2. arbita ostane na nekem om ejenem področju kompleksne ravnine, kar
pomeni, da je množica {Izol, Izd,. ..} omejena.
Množico tistih semen, katerih orbite so om ejene, označimo z Je in j i

rečemo Juliajeva množica pri parametru c.
Za pokušino si oglej mo primer J ul iaj eve množice pri parametru c = o.

Tedaj je arbita po ljubnega semena Zo E ([; enaka kar Zo, z6 ,Z6, zg,.. ., torej
Zn = zr. Od tod sledi analogna formula za absolutne vrednosti IZnl =
= \zo l2 . Če za sem e izb eremo število znotraj enotskega kroga (I zo l < 1),
bo očitno tudi za orbito veljalo IZn 1= Izol2n :s 1, kar pomeni , daje t akšno
seme gotovo eleme nt J uliajeve množice, saj je njegova orbita om ejena.
Velja pa tudi obratno : če za seme izberemo št evilo Zo zunaj enotskega
kroga (Izo l> 1) , se bo orbita (zn) oddaljeval a od izhodišča pr ek vseh
mej z večanjem števi la n. To pa pomeni, da je Juliajeva m nožica Je pri
parametru c = Oenaka kar enotskemu krogu (s središčem v izhodišču in
po lmeram 1).

Nič posebnega , boste rekli , samo zelo zaplet en način definiranja enot­
skega kroga . Mnogo bo lj zanimivo pa postane, če za paramete r cizberemo
kak šno drugo kompleksno število.

Sli ka 1. Slika 2.
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Slika 4.

Poglejmo si slike 1, 2, 3 in 4. Struktura teh Juliajevih množic je
že mnogo zaplet enej ša. Na sliki 1 imamo množico Je pri parametru
c = 0.15 + 1.25i, torej pri parametru, ki je relativno blizu izhodišču kom­
pleksne ravnine . Tu je Juliajeva množica do neke mere še podobna krogu .

Precej drugačno situacijo im amo na sliki 2, kjer smo za parameter
izbrali c = 0.3+0 .5i . Tu je struktura že mnogo zapletenejša in rob množice
Je je dobil značilno fraktalno ob liko - če bi sliko povečevali v okolici kakšne
robne točke, bi odkrivali vedno finejše podrobnosti in strukture, ki bi na
pogled zelo spominjale na začetno sliko . Ko parameter c oddaljujemo od
izhodišča, postaja množica Je vse tanjša in nekje se zgodi , da razpade na
prah nepovezanih točk, ki se sčasoma skoraj popolnoma razkadi in izgine
z naše slike .

Če slike 1, 2, 3 in 4 pogledamo podrobneje, opazimo, da so vse Ju­
liajeve množice omejene. Ali je to zgolj naključje ali velja splošneje? V
resn ici velja splošno. Prepričajmo se!

Naj bo c E Q:; parameter množice Je in z R označimo večje od št evil 2
in ic i. Vzemimo seme z lastnostjo Iza l > R. Dokazali bomo , daje njegova
orbita neomejena in da zato ne pripada Juliajevi množici Je. Tako se
bomo prepričali, da je vsa množica Je res znotraj kroga okoli izhodišča s
polmerom R .

Definirajmo q = Izal - 1. Ker velja Iza l > R?: 2, velja tudi q > 1. Za
poljubno naravno število k ocenimo

(1)

S pomoejo te formule in indukcijo dokažimo, da za polj ubno naravno
število k velj a

(2)
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Za k = O, nam (1) pravi :

IZ!I ici
~ 2: JzoJ- ~ > Izol- 1= q ,

in če zgornjo neenakost še množimo s št evilom Izol , že dobimo trditev (2)
za primer k = O. Vzemimo sedaj poljubno naravno števi lo n in pred­
postavimo, da trdit ev (2) drži za števil a k < n. Če bomo s pomočjo te
pr edpostavke dokazali, da velja tudi za število k = n, nam bo princip
matematične indukcije zagotovil veljavnost formule (2) za vsa naravna
št evi la k. Po indukcij ski pr edpostavki velj a

Zato. velja tudi - Izcnl 2: - Izcol' Upoš te vaj mo še formulo (1) za k = n in
ocenimo

S te m je formula (2) dokazana za število k = n, in s tem za vsa naravna
števila k. Od tod sledi zveza

za vsako naravno št evilo n . Ker geometrijsko zap oredj e (qn)nE raste prek
vsake m eje za q > 1, j e orbita seme na Zo neomejena in za to takšno sem e
ne pripada Juliajevi množici . S tem smo omejenost J uli aj evih množic
dokazali.

To dejstvo nam zelo olajša risanj e množice Jc s pomočjo računalnika .

Če želimo za neko kompleksno število Zo preveriti , alije element J uliaj eve
množice, zaporedoma računamo elemente Zn njegove orbite in takoj, ko za
neko naravno število n dobimo oceno IZnl > max{2 , lel }, lahko zatrdimo,
d a Zo ni eleme nt Jul iaj eve mn ožice .

Mandelbrotova množica

Kot vidimo na slikah 1 do 4, niso vse Juliaj eve množice povezan e. Če
bi im eli na razpolago več primerov , bi opazili, da j e Juliajeva množica
povezana natanko tedaj , ko vsebuj e točko O. Na podlagi tega kriterij a
lahko ločimo parametre c E <C v dve družini :

1. na t iste c E <C , za katere j e OE Jc, in j e zato Jc povezana množica ,

2. na t iste c E <C , za katere Orf- Jc, in je zato Jc nepovezana množica.
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Mn ožico kom pleksnih števil c iz prve družine im enujem o Mandelbro­
tova m nožica in jo označimo z M :

Če to rej želimo za dano kompleksno št evi lo c preveriti , ali pripada Man­
delbrotovi množici , mor amo preveriti, ali j e orb ita sem ena ZQ = Opri po­
linomu Pe omejen a . T akšna orbita j e oblike

O . 02 2 ( 2 )2ZQ = , Z l = + c = c, Z2 = C + c, Z3 = c + c + c,

Če ugotovimo, da absolutne vrednosti elementov talilne or bite ostanejo
omejene (ne ras tej o prek vsake m eje) , je št evilo c elem ent Mandelb rotove
množice. Po dobno kot pri Juliaj evi m nožici se lahko t ud i t u prepričamo ,

da takšna orbita gotovo ni omejena, če kateri od njenih elementov postane
po abso lutni vrednos t i večj i od števila 2. Zato j e v resni ci dovo lj preveriti,
ali so vsi elementi orb ite om ejeni s številom 2. Ker j e število c samo tudi
element orbite (*), lahko sk lepamo , da se Mandelbrotova množica nahaja
v krogu okoli izhodišča spoimerom 2.

Za zgled preveri mo , ali j e št evi lo -2 elem ent Mandelbrotove množice.
Oglejmo si orbito sem ena Opri c = - 2:

O, -2, (_2) 2 - 2 = 2, 22 - 2 = 2, 2, 2 ,

Orbita se ustali pri št evilu 2 in je za to omejena, to pa pom eni , da je
-2EM.

Og lejmo si sedaj sliko 5, kjer j e Mandelb rotova m nožica predstavljena
s črno barvo. Rob Mandelbrotove množice j e fra ktalen - bliže si ga ogle­
dujemo , bogatejšo strukturo lahko opazimo . Na sliki 6 smo povečali del
slike 5 okoli točke -0.76315 - 0.08855i za pri bl ižno 1000-krat . Mno žica
M j e sicer povezana, a jo vendar lahko razbijemo na več kom ponent , ki
se med seboj dot ikaj o le v eni točki . Največj a kom ponenta ima obli ko
krivulj e srčnice , ostale pa so okrogle in so raz porejene ob robu največj e .

Konci posam eznih kom ponent so okrašeni še s tank imi laski , ki pa j ih na
sliki zaradi pr eslabe reso lucij e žal ni najbolje videti .

Kako llarisati Mandefbr-otovo a li Juliajevo množico ?

Od govor je prep rost - z računaln ikom . Kako? P resenetlj ivo enost avno,
le definiciji obe h množic j e t reba up ošt evati . Deni mo, da želimo na za­
slonu pri kazati J ul iaj evo množico Je pri izbran em c E <C . Kot vemo , j e
zas lon razdelj en na m x n točk , ki j e vsa ka lahko obarvana z eno od barv
0, 1,2, . . . , b. Pon avadi pomen i O črno barvo in jo porabimo za barvanje
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množice :Je, ostale pa za barvanje zunanjosti. Šte vila m , n , b so seveda
odvisna od zmoglj ivosti računalnika in programskega jezika , v katerem
programiramo. Vsaki točki zaslona priredimo ustrezno točko dela kom­
pleksne ravnine, ki ga želimo predstaviti na zaslonu . Za vsako od teh
m x n točk moramo preveriti, ali pripadaj o množici :Je ali ne. V ta na­
men izberemo neko dovolj veliko naravn o število N, ki bo predstavlj alo
maksimalno št evilo iteracij, ki jih bo računalnik izved el.

Za vsako od m x n točk kompleksn e ravnine, denimo Za, pričnemo

računati zaporedj e

Zn + l = z~ + c.

Določimo število R tako, da bo veljalo R > 2 in R > Ici . Če pri nekem
številu k dobimo oceno IZkI > R , to pomeni, da točka Za ni eleme nt
množice :Je in računanj e nasl ednjih členov zaporedj a (zn) lahko opu­
stimo. Zanimive barvne učinke dosežem o, če takšno točko obarvarno z
neko barvo, ki je odvisna od št evila k, denimo z barvo (k modb) + 1, lahko
pa poskusimo t udi s kakšno drugo funkcijo števila k .

Če števila IZkI ostanejo om ejena s številom R za vse k ~ N, lahko
domnevamo, da točka Za pr ipada množici :Je, in zato pripadajočo točko

na zaslonu ob arvarno z barvo O (črno) .

Podobno predstavimo na računalniku Mandelbrotovo množico M .
Vsaki točki zaslona zopet priredimo ustrezno točko kompleksn e ravnine
in za vsako od njih , denimo c, pr everimo, ali ostaj a zaporedj e

Za = O, Zn+ l = z~ + c,

omejeno po ab solutni vrednost i s številom 2. Če zaporedj e pri nekem
št evilu k pobegne iz kroga okoli izhodišča s polmerom 2, pobarvamo us tr e­
zno točko na zaslonu neko barvo, ki naj bo odvisna od k, če pa zaporedj e
ostan e omejeno z 2 za vse k ~ N, točko počrnirno.

Na takšen način dobimo seveda le približno podobo Mandelbrotove
in Juliajevih množic. Večj e šte vilo iteracij N izberemo, bliže je podoba
resni ci. Tako smo pri sliki 7 postavili št evilo it eracij na 100, pri sliki 8,
kjer so nas zanimale finej še podrobnosti, pa kar na 1000 .

Primož Potočnik

MUHE - Rešitev s str. 277

Poljubne tri točke vedno leže v isti ravnini , poenostavlj eno torej tudi tri
muhe.

Marija Vencelj



Fizika I
PRVA ŠOLA PLAVANJA

---------+-+- - - - - - - - - - - - - -~~------

gp tSh = gpShp (1)

Bliža se čas počitnic in z njim poletno kop anj e. V mislih na pr ijet no
rekreacijo kolikor mogoče pr eprosto ob delaj mo plavanj e. Fi zik poj av opa­
zuje, razčleni in nj egove člene poj asni z osnovnimi zakoni . Tako okvirno
razume tudi zapletene poj ave v nar avi in v vsakdanjem življe nj u , čeprav

ima prem alo pod atkov , da bi jih opisal v podrobnostih . To je stvar speci­
alistov , ki se posebej zanimajo za te poj ave, na primer strokovnjakov , ki
svetujejo vrhunskim plavalcem.

Po fizikovi navadi spremljamo op is poj avov s pr epros t im i računi. Pl a­
vanje na vodni gladini obravnavamo v dveh korakih . Najprej se lotimo
primera , pri katerem te lo in voda mirujet a in ki sodi v hidrostatiko, nato
pa primera , pri katerem se deli telesa in deli vode gibljejo in ki sod i v
hidrodin amiko.

Za telo, ki miruje na vodni
gladini , uporabimo izrek o ravno-
vesju. Po njem sila Zemlj e na telo
navpično navzdol , to je teža, ur av­
novesi silo vode na telo navpično

navzgor , to je vzgon. Po Arhime­
dovem zakonu j e vzgo n enak teži
izpodrinj ene vode. Telo naj im a
obliko pokončne prizme z višino h,
osnovno ploskvij o S in gostoto Pt .
Prostornina telesa je S h , masa
PtSh in teža gPt Sh s težnim po­
speš kom 9 = 10 m/s2 . Težo izp o­
drinjene vod e gpS hp določata t udi
višina potopljenega dela prizme hp

in gostota vode p. Z enačbo

izračunamo višino dela prizme, ki
gleda iz vod e (slika 1):

P - Pt
hs = h - hp = h - - .

P

Slika 1. Težo (Fg ) mirujočega telesa na
gladini vode u ravnovesi statičn i vzgon
(Fv ) .

Gostota telesa mo ra bi t i manjša od gostot e vode. Ni t reba, da bi bilo
te lo homogeno, se pravi, da bi vsi njegovi deli im eli enako gostoto. Za
Pt vzamemo povprečno gostoto, ki jo dobimo, ko m aso te lesa delimo z
njegovo prostorni no.
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Go stota vode v jezerih, rekah in bazenih je 1000 kg/ m 3
, za gostoto

človeškega telesa pa vzamemo 960 kg/m3
. V tem primeru gleda iz vode

petindvajsetina višine telesa, pri višini 1,7 m je to 7 cm. V pokončni legi
je to premalo, da bi bila usta nad gladino in bi nemoteno dihali. P lavalec
si pomaga tako, da glavo nagne nazaj, al i se uleže na hrbet in "p lava
mrtvaka" . Vsi ljudje nimajo enake gostote. Povprečna gostota te lesa je
tudi nekoliko manjša, če globoko vdihnemo in zrak zadržimo . Gostota
morske vode je zaradi raztopljenih soli večja, 1030 kg/rn". Zato se ob
sicer nespremenjenih podatkih del višine nad vodo poveča na 12 cm. V
morju je precej laže plavati .

S takim plavanjem se ne moremo zadovoljiti . Še vedno naj se telo na
gladini vode ne premika. Vendar naj zdaj roke in noge potiskajo dele vode
navzdol. Ne da bi se zanimali za podrobnosti, mislimo na del vode z maso
m, ki spočetka miruje, pa ga zajame roka ali noga in ga odrine navzdol
s hitrostjo v. Tako plavalec poganja navzdol curek vode. Sila F roke ali
noge pospeši del vode od hitrosti Ona hitrost v v času t. Po Newtonovem
zakonu je F = m (v - O) lt in F = v . mit = vef; , če vpeljemo masni
tok vode ef; = mit. To je sila roke ali noge na del vode, a po zakonu o
vzajemnem učinku deluje curek vode na roko ali nogo z nasprotno enako
silo, nasprotno silo curka . To silo Fd = v ef; , ki v našem prim eru deluje
navpično navzgor , imenujemo dinamični vzgon za razliko od prejšnjega
statičnega vzgona z enako smerjo . Deli vode v curku nim ajo vsi enake
hitrosti, vrhu tega se med zamahom rok in nog razmere sprem inj ajo s
časom . Upoštevamo pač povprečni tok vode tj; in povprečno hitrost v .

Da bo račun preglednejši, vzemimo, da je učinkovita površina rok in
nog enaka preseku te lesa S. Pri tem upoštevamo, da ne odrivajo vode
samo dlani in podplati, ampak - čeprav manj učinkovito - tudi podlahti,
goleni , nadlahti in stegna. V tem primeru je m asni tok ef; = pvS in meri
nasprotna sila curka Fd = pv2 S . Zaradi tega pogleda več telesa iz vode.
Težo telesa uravnovesita namreč statični vzgon, ki še naprej deluje, in
nasprotna sila curka ali dinamični vzgon: gptSh = gpS h 1 + pv2S. Zdaj
je višina potopljenega dela telesa h1 = lip, I p - v2 Ig in gleda iz vode del
z višino (slika 2)

p - Pt v 2

h - b, = h-- + - = h, + hd .
P 9

Pri tem je h« = v 2 Ig višina, ki bi gledala iz vode, če ne bi bilo statičnega

vzgona.



Fizika I

Slika 2. Težo (Fg ) te lesa uravnovesita
stati čn i vzgon (Fv ) in dinamični vzgon
(n. k .) . Dinamičn i vzgon nastane zaradi
toka vod e , ki ga odivajo navzd ol d eli t e­
lesa .

---~~L-+ - - - - - - - - - - - - - -~L-- ---

Vzemimo, da sta oba prispev­
ka enaka: h, = hd . V tem pri-
meru gled a iz vode nekaj manj kot
14 cm, kar omogoči nemo teno diha­
nje . Za hi trost delov vod e dobimo
v = J9hd = J ghl25 = 0,85 m i s.
Če bi zahteval i li« = ths , bi bila
hitrost delov vod e 0,60 m i s in bi
gledal iz vod e del te lesa z višino
10 cm , kar bi tudi še omogočilo ne­
mo teno dihanj e.

Za nasprotno silo curka mor a
plavalec dela ti , kar za st atični

vzgon ni potrebno. Moč dobimo z
izrekom o kinetičn i energ ij i. Sila
rok in nog m or a opravit i pri po­
speš evanju m ase vode m od hitro­
st i Odo hitrosti v delo, ki j e enako
kinetični energij i vode : A = t m v2.
Enačbo delimo s časom in dobi mo
za moč P = ~vF = ~pvS . v2 =
=t pv3S. - -

Kdo bi u tegn il ugovarjati, da
dobimo moč F v = q;v2 = pv3 S , ko
silo F po m nožimo s hitrostj o roke
ali noge v . Vendar bi to veljalo le,
če bi se prijemališče sile, to j e roka
ali noga, ves čas oddalje valo s hi t rostj o v . Toda roka in nog a se v pov­
prečju ne oddalj ita in vselej znova zajame ta vodo s hi trostj o nič in jo
pospešit a do hit ros ti v. Zato moramo moč izračunat i s povprečno hi t rost­
jo (O + v)/2 = tv.

Moč j e izrazito odvisna od hit rost i. Pri hitrost i 0,85 mis dobimo
zanjo 12 W, pri hi t ros ti 0 ,6 m is pa nekaj več kot 4 W . Rok e in noge
odrivajo dele vod e z gibanjem v levo in desno in jo pospešuj ejo tud i v
vodoravni sme ri, tako da nas taj ajo vrt inci. Naj brž ne zgrešimo dosti , če

ocenimo moč pl avalca , ki se ne prem ika in skr bi za to , da nemoteno di ha
z ustmi nad vodo, na nekaj m anj kot dese t wattov.

Doslej smo se omej ili na primere, pri kateri h se plavalec ni pr emi ka l.
Težo te lesa ur avnovesit a sila mirujoče vod e na telo , to j e statični vzgon,
in sila delov gibajoče se vode na te lo , to j e naspro tna sila curka. Razmere
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so okvirno dokaj pregledne. Gibajoči se deli telesa, to je roke in noge, od­
rivajo navzdol tok vode, ki je v povprečju konstanten, tako da so razmere
v povprečju stacionarne .

Curek vode navzdol zaradi sil med deli vode postaja vse počasnejši in
vse manj izdaten in nazadnje nedaleč proč od plavalca deli vode obmiru­
jejo . Delo, ki ga oddaja plavalec, se nazadnje porabi za povečanje notranje
energije vode: voda se segreje. Plavalec odda vsako seku ndo okoli deset
joulov. Če upoštevamo, da se kilogram vode segreje za stopinjo Celzija,
ko prejme 4200 joulov in je masa vod e okol i plavalca velika, nismo pre ­
senečeni, da temperaturne razlike ne moremo opaziti . John Prescott Joule
se je moral v štiridesetih letih prejšnjega stoletja precej po truditi, da je
izmeril povišanje temperature majhne mase vode ali druge kap ljevine v
toplotno izolirani posodi, ko ji je dovajal delo zmešalom.

Čeprav z besedo plavanje večkrat opišemo telo na gladini vode, ki se
ne premika, navadno z njo mislimo na telo, ki se pre mika. Prav zaradi tega
premikanja je kopanje zanimivo : Kar pomislite na tekm ovanj e, kdo bo
hitreje plaval, in na lovljenje v vodi . Načelno je zadeva preprosta. Plavalec
s tem, da spremeni lego telesa in kretnje rok in nog, preusmeri curek vod e
iz navpične smeri (slika 3) . Če plava enakomerno v vodoravni smeri,
so v ravnovesju vse sile: težo uravnovesita statični vzgo n in navpična

komponenta nasprotne sile curka, ki ji še naprej lahko rečemo dinamični

vzgon , vodoravno komponento nasprotne sile curka pa uravnovesi upor.

n .k ,

----------------;;:1--------------------

P; v .k.

Slika 3 . Plavalec se premika zaradi vodoravne komponente nasprotne si le curka (v .k .),
ki jo uravnovesi upor (Fu ) . Navpična komponenta nasprotne sile curka (n je) skupaj
s statičnim vzgonom (Fv ) uravnovesi težo (Fg ) . Plavalec se giblje s hi trostjo Vp proti
levi .

Mislimo si, da plavalca, ki drži roke in noge pri miru, vlečemo po
vodi s konstantno hitrostjo "»: Pri tem uravnovesi silo vrvi upor : Fu =
= }cupv~ S . Koeficient upora Cu je za kroglo 0,4 in za telo ribje oblike 0,04.
Vnaprej ne vemo, kolikšen je koeficient upora za plavalca, pa še s časom
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se sp reminja zar adi gibanja rok, nog in t rupa. Povprečna vrednost j e
odvisna od načina plavanja. Poznamo simetrična načina pr sno in delfin te r
nesimetrična hrbtno in pr osto (krav l) . Če razmišljamo povprek , ocenimo,
da dosežejo tekmovalci hitrost okoli 100 m /60 s = 1,7 mis in več, zelo
počasni plavalci pa hitrost 2 km/h = 0,6 m is in m anj .

proga moški hi trost ženske hi trost

100 m prsn o 60,60 s 1,65 mis 67,02 s 1,49 mi s

100 m delfin 52,27 1,91 57,93 1,73

100 m hrbtno 53,86 1,86 60,16 1,66

100 m prosto 48 ,21 2,07 54,01 1,85

800 m prosto 496 ,22 1,61

1500 m prosto 881,66 1,70

Tabela 1. Sv et ovni rek ordi v p la va nj u za m ošk e in že ns ke .

Izenačimo vod oravno komponento naspro t ne sile curka pv2S z upo­
rom ~etiPv;S , pa do bimo za hi t rost delov vode, ki jih odriva plavalec v

nasprotni sme ri premikanj a : v =~vp ,
Moč plavalc a i zračunamo zop et tako , da m asni to k pomnožim o s po­

lovično hi trostj o de lov vode. Upoštevati m or amo dele vode, ki se giblj ejo
v sm eri gibanja pl avalca , in dele, ki se gibljejo v nasprotni smeri:

pSeu v~ . ~ vp + pS v2
. ~ v = ~ eu pv~ (1 + Jeu / 8).

Pri tem smo up or abili zvezo m ed hit rostma .
S to zvezo lahko moč pl avalca prepišemo tudi v obliko pS v2 (vp + ~v).

To enačbo pojasnimo s stališča plavalc a , med tem ko smo doslej st ali na
stališču opazova lca , ki je miroval glede na nemoteno vodo . Za plavalca se
namreč del nem otene vode giblje s hit rostj o vp , potem ko ga odrine, pa s
hitrostj o v + vp ' Nasprot no silo cur ka izračunamo z razliko hi trost i , to je
v , za hi t rost prijemal i š č a sile ro k in nog pa mor amo up oštevat i povprečno
hi t rost ~(vp + v + vp) = vp + ~v. Za plavalca sila upora ne op rav lja dela ,
ker nj eno prij emal išče m iruje. Na navpično kom ponento nasprotne sile
cur ka , ki j e precej m anj ša , se pri računanju sploh nis mo ozirali.

Tekmovalec doseže za kratek čas moč , ki ni dosti m anjša od kilo­
watt a . Zar adi vrtincev v vodi gre nekaj t e moči v izgubo. Vzem imo za
učinkovito moč 600 wattov in jo i zenačimo z i zračunano močj o pl avalc a.
S to zelo površno oceno pridem o do povprečnega koeficien ta up ora nekaj
m anj kot 0,3, kar se zdi dokaj smiselno . S tem koeficientom dob im o za zelo
počasnega plavalc a moč nekaj več kot 30 wa t tov, kar se t ud i zd i smiselno .
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Nazadnje obdelajmo še nihanje plavalca. Naj prej se vrnimo na za­
četek in na znani način opazuj mo plavalca, ki v navpični legi miruje na
gladini. Kako bi se gibal, če bi ga kdo malo potunkal in sp ustil? Še naprej
ga opišimo s pokončno prizmo. V rav novesju bi se plavalec zaradi dodatne
majhne sile F' navpično navzdol dodatno potopil za višino h', za katero
velja enačba gptSh + F' = gpS(h' + hp ) . Zaradi zveze (1) preostane za
dodatno silo zveza F ' = gpSh' . Na plavalca, ki je potopljen dodatno za
višino h' , vod a deluje z dodatno silo F' = gpSh' navpično navz gor. Doda­
tni odmik navzdol povzroči dodatno silo navzgor. To je značilno za nihalo.
Iz Newtonovega zakona ni težko razbrati , da sorazmernosti koeficient med
silo F' in premikom h', deljen z maso telesa, da (2rrIto)2, če je to nihajni
čas . Maso telesa izrazimo kot PtSh, pa dobimo za sorazmernostni koefi­
cient gpSIpt Sh = gpl php = glhp , če upoštevamo enačbo (1) . Plavajoče

telo niha potemtakem z nihajnim časom to = 2rrJhpIg, ki se ujema z
nihajnim časom nitnega nihala z dolž ino hp . Za plavalca v navpični legi s
prejšnjim podatkom hp = 24hl25 = 1, 63 m dobimo nazadnj e to = 2,5 s.
V vodoravni legi, ko je višina potopljenega dela okoli 10 cm ali več , pa bi
dobili krajši nihajni čas 0,6 s.

Nihanje je zaradi upora močno duš eno , tako da ga komaj lahko zasle­
dujemo. Zanesemo pa se lahko na ugotovitev, da se plavalec v ravnovesno
lego vrne po času z velikostno stopnjo sekunde. Iz tega izhaja, da plava­
lec s sunki rok in nog v pravem časovnem razmiku lahko izkoristi nih anje ,
da pridejo usta v pravem tr enu tku dovolj visoko nad vodo in nemoteno
vdihne.

Človek ni ·prizm a . Roke in noge nimajo enake ploščine kot pr esek
teles a . Pri podrobnejšem računanju bi bilo treba ugotoviti razmerje med
čelnim pr esekom telesa S in učinkovitim presekom rok in nog S'. Pri na­
sprotni sili curka bi kazalo upoštevati efektivni pres ek c~ S' , podobno kot
smo upoštevali efekt ivni pr esek cuS pri računanju upora. Naš e privzetke
spremljajo še druge pomanjkljivosti. Vendar je preprosta slika, ki smo
si jo ustvarili , dokaj uporabna in pripravna za izpopolnitve . Bralci Pre­
seka jo lahko v naslednjem pol etju preskusijo v okviru kake srednješolske
raziskovalne naloge. Ob tem lahko raziščejo , kako je pri različnih načinih

plavanj a , če plavamo samo z rokami ali samo z nogami , pri plavanju pod
vod o in še veliko drugega. Primerjali bi lahko tudi gibanje človeka na
meji med vodo in zrakom z gibanjem živa li, ki živijo v vodi in katerih
povprečna gostota je enaka gostoti vod e.

Jan ez Strnad
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ŠE ENKR AT O FIB ON ACCIJEV IH ZAPOREDJIH

Presek je o Fibonaccijevih zaporedjih v tem letniku že pisal (glej Po­
splošena Fibonaccijeva zaporedja, Presek 24 (96/97), št. 3, str . 150-152).
V prispevku smo ob ravnavali posplošena Fibonaccijeva zaporedja, to je
zaporedj a , določena z začetnima členornac- = a in a2 = b ter rekurzivno
zvezo ak +l = ak + ak - l, k 2: 2. Pri tem smo se omejili na zaporedja s po­
zitivnima celoštevilskima začetnimačlenomaain b. Med takimi zaporedji
smo iskali t isto, ki vsebuje število 1000000, hkrati pa je zanj vsota a + b
najmanjša. Nalogo smo rešili z "metodo grobe sile". Z rekurzivno zvezo
la hko iz dveh zaporednih členov zaporedja izračunamonaslednje, pa tudi
prejšnje člene . Ker je bilo število 1000000 v zaporedju, smo kar preizku­
sili vse kandidate za prejšnj i člen , to so bila števila od 1 do 999999 , in z
računanjem nazaj izračunali začetna člena. Tako smo v nekaj sekundah
dobili odgovor a = 154 in b = 144.

Opisana rešitev j e bila primerna za zastavljeno nalogo, saj jo je
mogoče hitro domisliti in sprogramirati, pa tudi možnosti , da bi se zmotili,
ni prav veliko. V nadalj evanj u prispevka pa bomo pokazali, kako z nekaj
razmišljanj a poiščemo še bistveno boljšo rešitev , tako, ki jo bo mogoče

uporabit i tudi za računanje s svinčnikom in papirjem (no, tudi žepnega
računala se ne bomo branil i).

Označimo z fI = h = 1, h = 2, f4 = 3, . . . običajna Fibonacci­
jeva števila. V že omenjenem pr ispevku smo ugotovili, da za člene po­
sp lošenega Fibonaccijevega zaporedja velja

ak = f k- 2 . a + fk -l . b ,

pri čemer vzamemo f- l = 1 in fo = O. Podobno la hko zapišemo tudi for­
m ulo za predhodne člene. Recimo, da poznamo člena an in an -l. Potem
za i 2: O velj a

(1)

Da gornja formula res velja, se prepričamo z matematično indukcijo, se­
veda pa nam a lahko verjamete tudi na besedo. Poglejmo primer računanja
predhodnih členov . Recimo, daj e v zaporedju število 100, člen pred njim
pa je enak 62. Potem z računanj em nazaj, pr i tem uporabljamo rekurzivno
zvezo an -i = an-i+2 - Cln -i+l, do bimo

100, 62, 38, 24, 14, 10, 4, 6, - 2, 8, - 10, . . . (2)
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Seveda nas zaporedj e pr edhodnih členov zanim a le toliko časa , dokler so
vsi njegovi členi pozit ivni. In koliko začetnih členov je pozitivnih? V zgor­
njem primeru j ih je 8. V splošnem pa razmišlj ajmo takole. Pri računanju

pr edhodnih členov so ti pozi t ivni to liko časa , dokler je novi predhodni
člen strogo manjši od pr edh odnega člena, izračunanega na prejšnj em ko­
raku . Če j e novi pr edhodni člen večji ali enak prejšnj emu, bo nasl ednji
izračunani predhodni člen enak Oali manjši od O. To pomeni, da se usta­
vimo pri prvem indeksu i , za katerega velja

(3)

Tedaj im a zaporedj e predhodnih členov na začetku natanko i+ 1 pozitivnih
členov . Če v (3) upoštevamo zvezo (1) , dobimo

(_ l )i /;-1 . an - (_l) i /; . an-l ~ (-1 )i-l /; -2 . an - (-1 )i- l /; -1 . an- l ,

kar nam po preoblikovanju da

(_l)i/; . an ~ (-l)i/;+I' an- I '

Pogoj , ki nas pri računanju predhodnih členov zaustavi , j e tako

(4)

Pomembni so torej količniki zaporednih Fibonaccijevih števil. Zapišimo
jih prvih nekaj :

O 1 1 2 3 5 8 13 21 34 55
1 ' 1 ' 2 ' 3' 5 ' 8 ' 13 ' 21 ' 34 ' 55 ' 89 '

Pokažem o lahko , d a se količniki bližajo razmerj u zlatega reza, to je vre­
dnosti

v'5 -1.
<p = - 2- =0.6180339 .. .

Natančneje, količniki J.:lL
j

2. , i = 0,1 , . . ., so strogo manjši od <p in rastejo
2 1+1

pr oti tp, količniki jj2 .+1 , i = 0,1 , . .., pa so večji od <p in pad ajo proti <p o O
2 1+2

tem se lahko prepričamo, na primer s pomočjo Cassinijeve identitete

2 i/;+l/; - 1 - fi = (-1) , i > O.

Prikažimo prvih nekaj količnikov in pripadajoče intervale še na številski
premier:
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o
3 5 6

lE I II )1
1 3 5 2
2" 5" \08 3"

4 2
)1 )1
1

Št evilke nad intervali povedo , s koliko pozitivnimi člen i se z ačne za­
poredj e predhodnih členov , če j e količnik med an-l in an na izbranem
intervalu . Na primer , če a~:, E [ ~ , ~ ), potem dobimo z računanjem na­
zaj poleg an in an - 1 še štiri pozitivne člene , preden nal etimo na prvi
nepozitivni člen. Poglejmo še primer (2) . Tu je a ~: , = 1

6020. Kol ičnik

t ako leži med fs- = ~i == 0.619 in 1.- = ~ = 0.625 . Pogoj (4) ni izpolnj en
za noben sod indeks i , pri lihih pa ne velja za i = 1,3 in 5. Najmanjši i ,
za katerega je izpolnjen , j e t ako 7, zaporedje pa ima na začetku 8 pozitiv­
nih členov . Napoved iz pogoj a (4) se torej ujem a s številom izračunanih

pozi tivnih členov v (2) .
Pričakujemo lahko , da bo vsota zadnjih dveh po zitivnih členov (to­

rej vsota začetnih členov posplošenega Fibonaccijevega zaporedj a iz naše
naloge) tem manjša , č im več pozitivn ih členov bomo naračunali iz an in
an-l . To predvidevanje potrdi t udi račun . Če j e a n

- l na intervalu med
an

11.- 3 in 1'1-" pri čemer j e in ter val pri 11.- 3 odprt , pri l'J~1 pa zaprt , z
1- 2 I 1 - 2 t

računanjem nazaj dobimo (vključno z a n in an-d i pozitivnih členov . Če

j e količnik a
n

_ l enak 1'1~1 , sta zadnj a pozitivn a člena enaka, njuna vsota
an •

paje bala . Ko pa se s količnikom an
_ l bližamo drugi meji intervala, številu

• an

j : = ~ ,se predzadnji pozitivni člen bliža O, zadnji pa gre proti 17~ 2 . Vsot a
ob eh se tako od sp od aj približuj e 17~ 2 . Za majhne vrednosti ind eksa i so

gornj e ugotovit ve prikazane tudi v sp odnji tabeli (pri tem se vrednostim v
zadnj em stolpcu lahko le po ljubno približamo, ne moremo pa jih doseči):

število pozi tivnih Ji interval za vrednost a + b

členov i količnik a n
_ l najmanj ša T največj a 1:2an

2 1 [1, oo) 2a n OO

3 2 (O , tj an an

4 3 [ ~ , 1) ~ an3

5 5 (t,~ J ~ !!.n-
5 2

6 8 [ ~ , ~) !!.n- !!.n-
4 3

7 13 ( ~ , fkJ ~ !!.n-
I'



{ prvi kandidat }

{ drugi kandidat }

{ razmerje zlatega r eza }
{ največji in tekoča člena zaporedja }

{ števec pozitivnih členov }

IRačunalništvo
Še poseb ej zanimiva je izbira a:_ 1 = <p o Tedaj je zaporedje predh odnih
členov sestavljeno iz samih pozitivnih št evil, ki padajo proti O, a te vre­
dnosti nikoli ne dosežejo. Seveda v tem primeru vsaj eden od an ali an- 1

ni celo število, saj <p ni racionalno št evilo .
Tako, teoretično smo razjasnili vse podrobnosti . Poglejmo še , kako te­

orijo koristno uporabimo pri reševanju nalog e, ki smo jo opisali na začetku

prispevka. Če naloga ne bi zahtevala, da sta a in b celi št evili , bi bila prava
izbira seveda an - 1 = <pan' Ker pa <pan ni celo število, sta kandidata za
an - 1 dva. To sta zaporedni celi števili , m ed katerima leži <pan: l<pan j in
r<pan[ . Da bo rešitev popolna, dopišimo še program:

program posploseni.Fibonacci;
{ Učinkovito poišče začetna člena posplošenega Fibonaccijevega }
{ zaporedja. }
var

fi : extended;
an,al,a2: longint;
i: integer;

begin
fi := (sqrt(5)-l) j2;
repeat

write('Vpisi pozitivni elen, ki ga poznas: ')i readln(an);
unti! an>O;
a2 := an; al := truncffiean} ; i := 2;
write('an = ' ,a2,' an-l = ',a l )i
whi!e al <a2 do

begin al := a2-ali a2 := a2-al ; i := i+l i end;
writeln(' a = ' ,a l ,' b = ',a2,' (',i,' clenov) ');
a2 := ani al := trunclfieanj-l-L; i := 2i
write('an = ',a2, ' an-l = ',al);
whi!e al<a2 do

b egin al := a2-al; a2 := a2-al i i := i-l-L; end;
writeln(' a = ',al, ' b = ' ,a2,' (' ,i,' clenov) ');
readln;

end.

Pri an = 1996 je <pan = 1233 .5958 .. ., torej sta kandidata za an - 1

št evili 1233 in 1234 . Daljše zaporedje določa število 1233, kjer dobimo
a = 49 in b = 6, medtem ko pri an - 1 = 1234 dobimo a = 40 in b = 34.
Pri an = 19961996 sta kandidata za an - 1 števili 12337192 in 12337193.
Tudi tokrat je boljši prvi kandidat , za katerega dobimo a = 704 in b = 692.
Omenimo še, da ima zaporedje, ki ga določa prvi kandidat, 23 pozitivnih
členov , zaporedj e, ki ga določa drugi , pa le 20, torej kar 3 manj.

Martin Juvan , Katarina Kokalovič



Slika 1. P osebni leg i Jup it ra g led e na So nce,
g leda no z Zemlje. Z - Zemlja , S - Sonce ,
J I - konjunkcij a s Soncem (planet j e nevi­
d en), h - o p ozicij a s So nc em (plane t j e vi ­
d en vso noč).

Astronomija I
OPAZUJEMO PLANET JUPITER

V astronomskih efemeridah ali v računalniškem programu lahko zasle­
dimo, da bo Jupi ter v sredini tega let a v primerni legi za opazovanj e.
Spomladi je še jutranji plan et , avgusta pa bo viden vso noč , ker je v opo­
zicij i s Soncem. Potem bo zah ajal vedn o bolj zgodaj , postajal tako večerni

planet in se pol agoma izgubil v Sončevi svetl obi .

Predlagam, da izkoristite jutro, noč ali pa večer in opazujet e največji

planet našega Oson čja , St ari Grki so mu rekli Stilbon - Sveteč, tu di Zevs ,
Rimljani pa Jupiter. Ker je bila latinščina dolga st oletj a uradni evropski
jezik , se je pr av to ime preneslo v vse jezike in se ohranilo do dan es .

Preden začnemo z opazovanjem Jupitra , si oglejmo dve značilni legi
Jupitra glede na Sonce, gledano z Zemlj e. Jupiter kro ži okrog Sonca po
tiru , ki leži zun aj Zemljinega . Takemu planetu rečemo zunanji planet.

Ko je Zemlj a v legi Z, Jupiter lahko zasede na svojem tiru različne

lege. Če leži v legi J 1 , j e za Soncem , ozirom a Sonce je med Zemljo in
Jupitrom. Pravimo, da je Jupiter v konjunkciji (navid eznem stiku) s
Soncem . Jupiter vzhaja is točasno s Soncem in je na nebu podn evi , za to
je nevid en .

Če j e Jupiter levo od Sonc a,
zahaja za Soncem in j e viden zve­
čer , če pa je desno od Sonca, vzha­
j a pr ed Soncem in je viden zju­
traj. Naj primernejšo lego za opa­
zovanje z Zemlj e pa zavzame Ju­
pi ter (oz. zunanj i plan et) , ko je v
legi J 2 . Takrat nam kaže vso osve­
tleno ploskvi co in je hkrati še naj­
bližj e Zemlji . Ta njegova lega se
imenuje opozicij a s Soncem. Pl a­
net je viden vso noč. Vzide, ko
Sonce zaide.

Jupi ter najprej opaz ujemo s
pro stim očesom. V opoziciji s Son­
cem ga i ščemo v ozvezdju Kozo­
rog . Hitro ga izsledimo , saj je zelo
svetlo nebesno telo. Op azuj emo
ga pribl ižno vsak deseti dan . Opazili bom o prem ik planet a glede na od­
dalj ene zvezde. Tako odkrijem o Jupitrovo navidezno gibanje.
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Slika 2. Takole z Zemlje opazujemo (doživljamo) Jupiter ob opoziciji s Soncem [geo­
cent rično gledanje). Jupiter vzide , ko Sonce zaide.

Slika 3 . Jupiter bo ob opoziciji (9.8.1997) viden v ozvezdju Kozorog - računalniška

slika.



Astronomija - Rešitve nalog I
Nato ga opazujemo še z daljnogledom . Že z daljnogledom manj še

povečave ob Jupitru zasledimo št iri drobne svetl e pike - njegove največj e

lune. Če pa Jupiter pogledamo z zmoglji vejšim daljnogledom , vidimo še
po drobnos ti v Jupitrovi atmosferi.

Če razpolagamo z računalniškim programom, lahko razna posnem a­
nja Jupitra gledamo kar na zaslonu računalnika . V učbenikih in enciklope­
dijah pr eberem o še kakšne zanimivosti o Jupitru , o najnovejših raziskavah
pa na Internetu .

Namen našega prispevka je, da vas spo dbudimo , da greste ven in v
objemu nar ave občudujete in opazujete ta resnično lepi planet.

Nalogi

l . Z odročenima rokam a prikaži­
te, kako z Zemlje opazujemo
Jupiter ob konjunkciji s Son­
cem (geocentrično gledanje) .
Jupiter vzhaj a in zah aja s
Soncem.

2. Naj bo Zemlj a v legi Z, Jupi­
ter pa v legi J . Ali j e Jupiter
viden? Če j e, ali j e vid en zju­
traj ali zvečer? Kdaj vzh aj a
oziroma zah aj a?

Ma rijan Pros en

MIHA IN RAZLIKA DVEH KVADRATOV ­
Rešitev s str. 296

Sklepanje se zdi na prvi pogled logično. Vend ar je v njem napaka. Če j e
v razcepu a 2 - b2 = (a + b)(a - b) ra zlika števil a - b enaka 1, ne morem o
sklepat i , da je šte vilo a 2 - b2 sestavlje no . Nekaj primerov , ko je pr aštevilo:
22

- 12 = 3, 32
- 22 = 5, 42

- 32 = 7, . . . , (medtem ko 5 2 - 42 = 9 ni
prašte vilo) .

Marija Vencelj
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UČITELJI RIŠEJO - Rešitev s str. 276

Morda so se vam zdele objavljene naloge pr elahke, vendar pa morate pri
oceni nji hove težav nosti upoštevati , da so imeli slušatelji za reševanje na­
log na voljo le dobri dve šolski ur i , poleg sedmih nalog iz loga pa so morali
rešiti še podobno število nalog o baz ah podatkov .

1. Zaporedj e ukazov

es
REPEAT 4 [

FD 100 LT 90 FD 100 LT 90 FD 100 LT 90 PU FD 100 PD
]

nariše

EB
Celotni lik me ri v višino in v širi no po 200 enot , vsaka čr ta pa je
narisan a natanko enkr at . Začetn i in končni položaj želve je na sredini
lika .

2. P rav ilna odgovora sta (b) in (c). Zaporedji
(a) in (d) nar išeta nekoliko zasukan lik:

3. Križec s kraki dolžine 100 enot narišemo takole:

TO krizec
REPEAT 4 [ FD 100 PU BK 100 PD RT 90 ]

END

Dvigovanje in spuščanje peresa pr i vračanj u želve v središče lahko
t udi izp ustimo .

4. Naj prej zapišimo pomožni ukaz, s katerim narišemo enakostrani č ni

t rikotnik s stranicami do lžine 150 enot.

TO t r i kot ni k
;Nar i še enakostraniCni trikotnik v l evo napre j gl ede na
; t renutno s mer .

REPEAT 3 [ FD 150 LT 120 ]
END
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Risbo cveta dobimo, če iz vseh štirih oglišč kvadrata pravilno usmer­
jeni pokličemo ukaz t r ikotnik. Ne sm emo tudi pozabi ti , da mora
biti središče cveta na sredini zaslona.

TO cve t
es ; P očistimo zaslon in se postavimo na njegovo sredino .
PU
SETPOS [ - 75 -75 ] ; Pomik v levi spodnji vogal kvadrata .
PD
REPEAT 4 [

trikotnik
FD 150 RT 90

]

END

Omenimo še , da se vsaka stranica kvadrata nariš e dvakrat : najprej pri
risanj u trikotnika, nato pa še pri premiku v nasl ednji vogal kvadrata .

5. Smreko začnemo risati na dnu debla. Sest avlj ena je iz d delov , vsak
meri 30 enot. Tudi veje so dolge 30 enot .

TO smreka :d
REPEAT :d [

FD 30 ;del debla
RT 135 FD 30 BK 30 ;desna veja
LT 270 FD 30 BK 30 ; leva ve j a
RT 135

]

END

Po koncu risanja se želva nah aj a na vrhu debla in je obrnjena v
isto smer kot na začetku. Z večkratno uporab o ukaza s mreka lahko
nari šemo zelo zanimive like. Poskusite na pr imer nasl ednj e zap oredj e
ukazov:

es SETPENSIZE [5 5] REPEAT 6 [ smreka 3 BK 90 RT 60 ]

6. Ker je stopnišče sestavlje no iz 25 stopnic , vsaka stopnica pa meri 20
enot v širino in 10 enot v višino , bo celotna slika široka 500 , visoka
pa 250 enot. Ker želimo sliko narisati na sredini zaslona, bomo njen
levi spodnji vogal postavili v točko (-250, - 125). V rešitvi bomo
up orabili pomožni ukaz stopnica, s katerim narišemo posamezno
stopnico .
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TO s t opn ica
LT 90
REPEAT 2 [

FD 10 RT 90 FD 10 RT 90 FD 10
]

RT 90
END

Ukaz stopnica risanje posamezne stopnice začne in konča na sredi
njene osnovnice. Celotno stopnišče pa narišemo takole:

TO s topnice
es PU SETPOS [ -250 - 125 ] PD RT 90
MAKE "d O ;dol ž i na podpornika stopnice
REPEAT 25 [

FD 10 LT 90 FD :d
stopnica
BK :d RT 90 FD 10
MAKE "d :d+l0

]

END

Po konc u risanja je želva v desnem spodnjem vogalu slike in je obr­
njena v desno . Če želite sliko naredi t i bo lj zan imivo, lahko gornjo
rešit ev dopolnite na primer z barvanjem posam eznih stopnic z na­
ključn imi barvami.

7. Čeprav j e op is naloge nekoliko daljši, pa je rešit ev zelo preprost a :

TO lomlj enk a :n :d
es ; Ri s anje začnemo na sredini zas l ona.
REPEAT :n [ ; Nar isali bomo :n daljic.

RT 90 *(- l +RANDOM3) ;naključni zasuk
FD :d ;Dalj i ce so dol ge :d enot .

]

END

V rešitvi smo upoštevali , da je zasuk za - 90 stopinj v desno enak
zasuku za 90 stopinj v levo . Tako za izbiranje nove sm eri ne potre­
bujemo odločitvenega stavka rF, zadošča, da naključno izberemo eno
od števi l - 90, O ali 90.

Martin Juvan



Zanimivosti - Razvedrilo I
PANORAMSKE PERMUTACIJE

Zame, ki nisem preveč izkušen planinec, j e vsakič najbolj zagonet en pa­
noramski pogled , ko pridem na vrh kakega hriba. Sami vrhovi naokoli .
Naj prej poiščem Triglav in grem potem s pogledom na desno. Vrh sledi
vrhu vse naokrog, dokler na zagl edam spet Triglava . Le kje se skr iva
Razor? Včasih j e pr av hecno : hodiš po po ti pa je na levi Viševnik , pot em
Triglav , pa Rjavina in na skrajni desni Debela peč . Kasneje pa se vrstni
red močno pomeša . Za izkušenega planinca ni to noben problem , za ma­
te mat ika pa je taka zmeda lahko vzpodbuda, da si zas tavi nove naloge, ki
mu kr aj šaj o čas med hoj o.

Če im amo opravka z n knjigami , jih lahko na polico zložimo na n! =
=n(n -l)(n - 2) · . .. · 3 · 2 · 1 načinov . Vsaki razporedi tvi rečemo permu­
tacija. Vseh pr emutacij n eleme nto v je torej n!. Štev ilo vseh permutacij
z rastočim n zelo hitro narašča.

n n!

1 1

2 2

3 6

4 24

5 120

6 720

7 5040

8 40320

9 362880

10 3628800

Zdaj pa im am o problem. Izberimo si n gorskih vrhov. Privzemimo,
da nob en vrh ne zakriva nob enega drugega . Na j bo lje j e, da si t retjo
razsežnost kar odmislimo in dogaj anj e prenesem o v ravnino: na prim er
na zemljev id . Postavimo se nekam na zemljevid in si oglej mo v kakšn em
vrst nem redu lahko vidimo vrhove od leve proti desni. Recimo, daje n = 4
in vidimo vrhove v zaporedj u 1234. Potem lahko začnemo tud i pri vrhu
2 in jih vidimo v zaporedj u 2341 , pa še v zaporedju 3412 in končno 4123.
Vsaki od te h štirih permutacij bom o rekli panoram ska permu tacija. Če

se prem aknem o v drugo točko zemlj evid a bomo v splošne m dobili druge
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štiri panor am ske permutacije. Vedn o se postavimo v točko zemlj evida, ki
ne leži na nobeni premici skozi poljubna dva vrhova.

Vprašanja: Koliko panoramskih permutacij dobimo, če štiri točke

postavimo v oglišča kvadrata? Koliko pa jih je, če oblikujejo tri točke ena­
kostranični trikotnik, in postavimo četrto v trikotnikovo središče? Kako
postaviti št iri točke v ravnino, da bo število panoramskih permutacij
največje? Ista vprašanja lahko zastavimo za n = 5 in n = 6. Ali obstaj a
razporeditev n točk v ravnino , da bodo zanjo vse permutacije panoram­
ske? Če j e odgovor na zadnje vprašanje "ne", ali je mogoče vsaj oceniti ,
kako hitro narašča število panoramskih permutacij z rastočim n?

Toma ž Pisanski

ŠTIRI LAHKE

Šahovska deska.

Koliko kvadratov je na šahovski deski? (Ne prenaglite se z odgovo­
rom!)

Datumi.

Datum 8. 8. 1988 lahko krajše zapišemo tudi 8. 8. 88, torej s samimi
enakim i št evkami.

Kolikokrat se v enem stoletju pojavi tak datum, da zapišemo dan ,
mesec in zadnji dve mesti letnice s samimi enakimi št evkami?

Skrit račun.

Poiš či vse možnosti za račune oblike

kjer so A , B , Crazlične desetiške števke.

Majhen čoln.

Dva moža in dva dečka bi radi prečkali reko. Imajo majhen čoln , ki
nosi lahko samo enega moža ali samo dva dečka. S seboj nimajo nob ene
dovolj dolge vrvi ali kaj podobnega , da bi lahko prazen čoln potegnili čez

reko naz aj . Ali lahko pridejo vsi suhi čez reko , če znajo vsi veslati?

Marija Vencelj



Matematika I
o RAČUNOVODSKEM PRAVILU

Dostikrat se znajdemo pred nalogo , kako sešteti podano končno vsoto.
Vzem imo naj prej naslednj i vsoti in ju sešt ejmo brez dokazovanja:

n(n + 1)
1+2 + · · ·+ n= ,

2
2 2 2 n(n + 1)(2n + 1)

1 + 2+· · ·+ n= .
. 6

(1)

(2)

To sta znani form uli za vsoto prvih n nar avnih števil in kvadratov
prvih n naravnih števil (glej tudi sestavek Vsota potenc naravnih št evil v
1. številki Preseka).

Vzemim o kak težji primer. Kolikšna je na primer vrednost vsote

(3)

Na prvi pog led je najbrž ne znamo preprosto ugnati . Včasih si pri po­
dobnih nalogah pomagamo s primerno in terpretacij o čl enov v dani vsoti .
Poskusimo to storit i z vsoto (3) .

Binomski simbol G) j e št evilo k-elementnih podmnožic množice z n
eleme nt i. V vsoti (3) nastopa ob binomskem sim bolu G) št evilo k . Kakšen
pomen pa im a tu k? In produkt k(~)? P remislimo. Gre za neki odnos
med eleme nt i in podmnožicami. Ker je vseh k-elementnih podmnožic G),
nam produkt k G) pove, kolikokrat je resnična izjava 'elem ent a pripada
množici X ', ko preteče a osnovno množico z močjo n , X pa vse podmnožice
z močjo k .

Vidimo to rej , da gre tu za odnos 'pripada' (E). P reden seštejemo
vsoto (3), pa razmislek posp lošimo.

Računovodsko pravilo. Naj bosta A , B končni množici in R ~ A xB
poljubna podmno žica kartezičnega produkta A x B . Podmnožici R pra­
vimo tudi relacija .

Če j e R(a) = {b E B la R b} in R- 1(b) = {a E Ala R b} in
označujejo IRI, IR(a)J, IR-l(b) 1moči množic R, R(a) in R(b) , potem je

IRI = L IR(a)1= L IR- 1(b)l ·
aEA bED

(4)

Kot običajno smo z znakom L a EA IR(a)1 označ i l i vsoto št evi l IR(a)l, ko
a preteče m nožico A, in podobno v ostalih primerih .
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Zgornjo t rd it ev naj lažj e ilustriramo ob sliki 1. Zapišimo elem ente
množice A v skrajni levi sto lpec, elemente množice B pa v zgornjo vrst ico.
Če st a elementa a in b v relacij i R (a R b), zapišimo na križišče ustrezne
vrstice in stolp ca enico , sicer postavimo tja ničlo. Potem so tri št evi la
iz enakost i (4) zaporedoma: skupno število enic, vsota enic, št eta po
vrsticah, in vsota enic, šteta po stolpcih (2 + 1 + 1 + 2 = 2 + 3 + 1 = 6).
Ta tri št evila so enaka , zato enakost (4) velj a .

bl b2 b3 b4 L
al O O 1 1 2

a2 1 1 O 1 3

a3 1 O O O 1

L 2 1 1 2 6

Slika 1. R (aJl = {b3,b4} ,R(a2) = {b1,b2,b4},R(a3) = {bt}.

Vrnimo se sedaj k uvodnemu problemu. Definirajmo množici A in B
te r relacijo Rtakole :

A= {1, 2, . . . ,n} B = P(A) = {XIX ~ A} a R b <==> a E b.

Za tako definirane A , B in R bomo uporabili računovodsko pravilo.
Vzemimo a E A in iz račun ajmo IR (a ) 1! V množici R(a) so tiste

množice iz B , ki vsebuj ejo element a. Ko liko j ih j e? Ker so vse ob like
Xu {a}, kjer j e X ~ A \ {a} (zakaj ?) , jih j e toliko kot podmnožic množice
A\{a}, t eh pa je 2n - l . Nato še za b E B i z računajmo IR - l (b)l . Množica
b premore Ibl elementov , zato j e IR-l(b)1 = Ibl. Iz računovodskega pravila
(4) sled i:

IRI = L 2
n

-
l = L Ibl ·

aEA bE B

Levo vsoto sest avlj a n členov enakih 2n - l , v desni združimo člene gled e
na moč množice b in dobimo:

Vso to (3) sm o torej sešteli .
Osnovna ideja računovodskega pravila j e, da pr ešt ejemo moč re lacij e

R na dva načina . S primerno izbiro množic A , B in R la hko dobimo
zanimive enakost i . Poiščimo jih še nekaj.
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• Naj bo A = B = {1,2 , .. . , n } in a R b <=> a ::; b. Pot em j e med 1
in n takih šte vil, ki so manjša ali enaka a, ravno aj števil večjih od b, pa
je n - b + 1. To vstavimo v (4) in dobimo

n n

L a=L(n-b+1).
a=l b=l

Ker tečeta a in b v obeh vsotah po istih številih, lahk o v drugi vsoti
namest o b pišem o a, ga prenesemo na levo in izračunamo novo desno
vsot o:

n n

2La = L(n+ 1) = n(n+ 1).
a=l a=l

Če enačbo (5) še delimo z 2, dobimo vsoto (1).
• Naj bo tokrat

(5)

A = {1,2, . .. , n } B = A x A

Elem enti množice B so v te m pri meru pari števil. Parov (b l ,b2 ) , pri
katerih sta obe komponenti večji ali enaki a, je (n - a + 1)2 (zakaj ?).
Če pa je dan par (bl , b2 ) , taka št evil a a, da velja a ::; bl in a ::; b2 , kar
naštejmo: to so 1,2 , ... , bl , če j e bl ::; b2 , in 1, 2, . . . , b2 , če j e b2 ::; bl.
V splošnem jih je to rej min(bl ,b 2), kjer min(bl, b2 ) označuje manjše od
števil bl in b2 . Sedaj dobimo iz (4) :

n n n

L(n - a + 1)2 = L L min(h , b2 ) .

a=l b, = l b2 =1

(6)

Leva vsota v (6) je pr avzaprav vsota kvadratov prvih n narav nih števil,
torej leva stran enakost i (2). Poglejmo še desno vsoto. Razstavimo jo
takole:

n n

L L min(b l ,b 2 ) = L bl + L b2+ L bl. (7)
b, =l b2 =1 b, <b2 b2 <b, b , =b2

V (7) st a na desni st rani pr vi dve vsoti ena ki, zato izračunajmo le eno :

n n n n n

L L bl = L bl (n - bl) = n L bl - L bi. (8)
b , = l b2=b,+1 b , =l b , =l b, =l
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V (8) seštevamo le še prvih n naravnih števil in kvadrate prvih nnar avnih
števil, zato iz (6), (7) in (8) sledi

n n

3 L bi = (2n + 1) L bl .
b, = l b, = l

(9)

Iz (9) in (1) pa z deljenjern s 3 sledi enakost (2).
• Za naravno šte vilo n označimo z D(n) množico vseh deliteljev števi-
la n. Definirajmo:

A = D(n) B={1 ,2 , .. . ,n} a R b {::::=? a lb .

Poglejmo, kaj dobimo v tem primeru . Naj bo a delitelj št evila n . Vsa z a
deljiva števila, ki ležijo med 1 in n , so:

n
a, 2a , 3a, ... , - a. (10)

a

V (10) je natančno ~ šte vil. Naj bo sedaj b št evilo iz množice B . Koliko
je deliteljev štev ila n , ki de lijo število b? Delitelji števila n , ki delijo t ud i
število b, so sk upni deli telji obeh števil. Vse skupne delitelje št evil b in
n bom o dobili , če bo mo opazovali delit elje naj večjega skupnega delitelja
obe h št evil , torej m nožico D(d(b, n)). Tu d(b, n) označuje največj i skupni
delitelj šte vil b in n. Uvedimo še dve oznaki: če j e n naravn o šte vilo , naj
bo r( n) št evilo njegovih delitelj ev , 0'(n) pa vsota vseh delitelj ev št evila n.
Primer :

r(6) = 1{1 ,2 , 3,6}1=4, 0'(6) = 1 + 2 +3 + 6 = 12.

Sedaj lahko odgovorimo na gornje vp rašanje . Deliteljev števil a n, ki delijo
tudi šte vilo b, j e r(d(b ,n)). Upo ra bimo (4):

Ker pa je

n

L!: = Lr(d(b ,n)).
a

ain b= l

(11)

(12)

(deli telj i so v (12) samo našteti v obratnem vrstnem redu) , dobimo iz (11)
in (12)

n

O' (n) = Lr(d(b, n)) .
b= l
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P resku simo enačbo za n = 6:

7 (1) + 7(2 ) + 7(3 ) + 7 (2) + 7(1) + 7( 6) = 1+2 +2 + 2 +1+4 = 12 = 1T(6).

• Vzemi mo sedaj

A = {1, 2, . . . , n} B =A x A

Naj bo a E A . Koliko takih pa rov (b1,b2 ) obstaja, da je a = b1b2?
Opazim o, da je par (bl, b2 ) določen že z izbiro delite lja bl , saj je b2 =
= ff; . Vseh parov je to rej to liko, kot je delitelj ev števila a, teh paj e 7(a).
Poglejmo še ob ra tno . Za vsak par (bl , b2 ) E B obstaja le eno tako štev ilo
a , da je a = b1b2 , to je h b2 . Toda produkt b1b2 mora ležati v A , če naj
bo b1b2 R (bl , b2 ) . Zato je

če j e b1b 2 ::; n
če je bl b2 > n .

Vstavimo zadnja dva rezultata v (4) . Dobimo:

(13)

Če v (13) fiksiramo bl , potem zadoščajo neenačbi b2 ::; -e; naslednj a števila
iz množice A:

n
1, 2, .. . , l ~J, (14)

kjer smo z lxJ označi l i naj večj e celo št evilo, ki j e manjše ali enako številu
x. Iz (14) sledi

Iz (13) in (15) do bimo

n n

L7(a) =L l ~ J .
a= l b. = l

(15)

(16)



IMatematika - R ešitv e nalog

To pot vsote nismo znali sešt eti , smo jo pa preoblikovali . Navedimo še
računski primer , zop et za n = 6. Leva stran v (16) postane:

r(l) + r(2) + r(3) + r(4) + r(5) + r(6) = 1 + 2 + 2 + 3 + 2 + 4 = 14,

desna stran pa

Ker je za velike n računanje izraz a r(n) zamudno, je vsoto (16) lažje
računati po desni strani .

l uan Lisac

BUHTELJNI V LABIRINTU - Rešitev s str. 278

Začnimo od zad aj. Na CILJ lahko pridemo le s polj a 13, po poti označeni
z DA . Na polju 13 je vprašanj e: ALI MORAŠ OD GOVOR NA TO
VPRAŠANJ E ZANIKATI? Vprašanj e se seveda nanaša na pr avil o 4.
Kot ste verj etno že sami ugotovili , ni mogoče v nob enem primeru zapu­
stit i polj a 13 v sme ri DA , če za potezo izb erete svinčnik , ki kaže na to
p olj e. Ko pr avil o 4 ni akt ivno, je odgo vor NE in morat e naprej po pot i
NE. Ko je pravilo 4 vklj učeno , j e od govor na zastavljeno vprašanje DA,
za radi pravila 4 pa morate naprej tudi v tem prim eru v smeri NE.

Ali j e sploh mogoče pr iti na CILJ? Uporabit i moramo polje 10, ki
drugi svinčnik pošlje v smeri DA . Priti moramo to rej v položaj , ko je
en svinčnik na polju 13, drugi na polju 10 in za potezo izb erem o tistega
na polju 10. P ri te m ne sme biti akt ivno pr avil o 4. Na kr atko bo mo to
označi li s parom št evil: (13,10).

(Pri vsakem paru označuje številka v mas tnem tisku svinčnik, ki ga
m oramo izbrati za naslednjo po tezo. Ko bo aktivno pravilo 4, bom o par
označili z * .)

Do polj a 13 pridem o preko polj a 11 v smeri NE. To je izvedlj ivo le,
če j e akt ivno pr avilo 4. Na poti k cilj u moramo torej najmanj enkr at
vključiti pravilo 4 in ga še pr ed zadnjo potezo izključi ti .

Položaj (8,9) * je edini, iz katerega lahko pri dem o v bližino cilja (s
polj a 11 na polj e 12) in nat o pravočasno izključimo pr avil o 4.

Do položaj a (8,9) * pelje več poti. Ali lahko najdeš najkrajša?

Ena od možnih r ešitev:
(1,3) , (1,9)' (1 ,11) , (2 ,11) , (7 ,11), (8,11) , (8, 7), (4 ,7) , (9,7) *, (8,9) *,
(8,11)*, (8,12)*, (4 ,12)*, (2 ,12) , (7 ,12)' (7 ,13) , (10 ,13)' (l ,CILJ)

Iztok Arčon
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KRIŽANKA "PRIZORIŠČA MATEMATIČNIH IN FIZIK.
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BILJARD

Fizika I

Ste se že kdaj vprašali , v kakšni višini moramo s koni co palice suniti kroglo
za biljard , da se bo lepo zakot alil a po mizi ? Po občutku - malo nad sredino
kro gle, kajne? Pa poskusimo natančno izračunati , kako visoko!

Kr ogla se kotali , kadar je njena hitrost v enaka pr oduktu njenega
polmera in kotne hitrosti vrtenja okrog težišča , torej v = R . w. Kad ar
se krogia za svojo hitrost vrti prepočasi , se malce "drsa" po podlagi , če

pr ehi t ro, pa "koplje" kot kolesa avtomo bila pri grobem speljevanju. Da bo
med hitrostjo in kotno hitrostjo veljala napisana zveza , mor amo krogli ob
sunku s palico podeliti gibalno in vrtilno količino v pr avšnjem razmerju.

Naj v začetku krogia polmera R
miruje na bi ljardni mizi. Konico pa­
lice natrem o s kredo , da ne drsi po
krogli , in v vodoravni smeri sunemo
kroglo v višini r nad njenim težiščem.

Kr ogla im a zdaj gib aln o količi­

no, ki je kar enaka pr ejet emu sunku
sile G = F · b..t, obenem pa tudi vr- R
tilno količino , ki je tolikšna kot sunek
navor a palice glede na vodoravno os
skozi težišče krogle r = M · b..t =
= r · F· b..t.

Delimo drugo enačbo s prvo , vstavimo za gibalno količino G = m . v
in za vrtilno količino r = J . w = ~mR2 . w t er up oštevajmo, da se krogla
po trku kot ali (w = vi R ):

r _ !. _ J . w _ ~mR2 . w

-G-m· v- m ·v

S palico moramo to rej sunit i v kroglo na sedmih desetin ah njene višine
2R. Preni zek ud arec povzroči, da se krogia pod rsa ali celo odskoči od miz e,
pr i pr evisokem zadetku pa kroglo s palico "povalj amo" po mizi. Spr etni
igr alci bilj arda v posebnih primerih v igri t udi namenom a uporabijo takšne
nečiste ud ar ce.

Tudi rob biljardne mize igra podobno vlogo kot palica . Krogla , ki se
prikotali do roba , se mor a t am odbit i in kotaliti t udi nazaj grede. Tako
so tudi robovi miz e pr ibližno sedem desetin premera krogl e nad igralno
površino . Če bi jih postavili više, bi krogle ob odboju zdrsavale podnje ,
se zatikale in izgubljale kinetično energijo. Prenizek rob pa bi povzročil ,

da bi krogle skakale z miz e, in bilj ard bi post al nevar en šport .
lVIatjaž Vencelj



I N ovice

NAŠ ASTRONOM HERMAN MIKUŽ ODKRIL
DVA ASTEROIDA

Zelo sem vesel, da j e Slovencu enkr at uspelo odkrit i nekaj novega v vesolj u
in se vpisati med odkritelje. Ali gre za plod dolgoletnih opazovanj ali se
j e to zgodilo naključno ? Kaj bi lahko povedal o svoj em odkritju?

Asteroida sta bil a najdena kot stransk i produkt fotomet rij e šibkih kom e­
tov , s čimer se ukvarjam že nekaj let . Pri opazovanju kom eta 119P /Par­
ker-Hart ley dne 30 . j anu arj a 1997 (komet je imel sij oko li 17m ) sem
pri natančnejšem pr egledovanj u št irih zaporednih posnet kov opazil šibko
"zvezdico", ki se j e počasi pr em ikala med zvezdami. Opazovanja sem po­
nov i11.februarja 1997 in v bliži ni omenj enega astero ida naš el še eneg a .

Kako bo im e novim a ast eroidoma in kakšni so podatki o njunih tirih , če

so že znani?

Vsekakor j e še pr ezgodaj , da bi raz miš ljalo imenih . Po imenovanje bi bilo
možno le, če bi uspel naj t i asteroida t udi ob nas lednjih dveh op ozicijah.
Glede na to , da sta bila opazovana le v kr at kem časovnem intervalu 10
dni, močno dvomim, da mi ju bo uspelo naslednj e leto ponovno najti.
Dodatna težava je tudi v tem , da gre za zelo šibka objekta s sij em med
18. in 19. magnitudo , kar pomen i, da sta na meji det ekcij e z našim 36-cm
teleskopom.

Vem , daje tvoja glavna usm eritev raziskovanj e kometov. Kako si trenutno
zaposlen s kom etom Hale-Bopp ?

Komet Hale-Bopp me zapos luj e že vse od od kritja v j uliju 1995. Ta j e
po leg Hyak utakej a , ki smo ga opazovali lansko leto , drugi zares svetel
komet po več kot dvajset ih leti h . Konec marca mu je narastel sij na
okoli - 1m , kar ga uvršča med najsvet lejše komete tega sto letja. Glede
opazovanj nam gre letos zelo na roke lepo vreme, ki s krajšimi prekin itvami
traja že vse od j anu arj a .

ln kakšne načrte im aš za prihodnost ?

Tu di v prihodnje bodo kom et i ost ali v središču mojega zanimanja. Še
napr ej se name ravam ukvarj a t i z opazovanj i kometov. Ta usmeritev j e
dala zelo dobre rezultate, naš e delo poznajo in cenij o tudi v tujini. Na vsak
način pa si bom prizadeva l, da bi naše l oba astero ida tudi ob nas lednj ih
opozicij ah , saj bi ju potem lahko poimenoval.

S Herm anom Mikužem se j e preko računalnika pogovarja l Marijan
Prosen .



Naloge - R ešitve nalog I
VRHOVI

Programski jezik logo je znan predvsem po želvj i grafiki. Tod a to še zdaleč

ni vse, kar nam ponuja. Zan imivo j e tudi delo s seznami, ki so ena od
osnovnih podatkovnih struktur v logu .

Tokrat vam zas tavlj am nasl ednjo nalogo. Posku site sest aviti ukaz
vrhovi : s , ki vrn e seznam tistih eleme ntov seznama : s , ki so strogo večji

od vseh svoj ih pr edh odnikov. Na primer, klic vrhovi [3 2 5 4 5 8 7]
naj vrne seznam [3 5 8] .

111artiu Ju van

KRIŽANKA "SLOVENSKI PRAŠTEVILSKI
VRHOVI" - Rešitev s str. 288
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IRešitve nalog

ŠTIRI LAHKE - Rešitve s str. 345

Šahovska d eska.

Na ša hovski deski so 204 kvadra t.i osmih velikost. i: 64 kvadrat.ov po
eno polje , 49 kvadr at.ov po 2 x 2 po lj i, it.d.

Datumi.

Vseh datumov, ki ji h lahko na predlagani način zapišemo s samimi
enakim i števkami , j e t rinajst. Poleg očitn ih devet ih : 1. 1. 11, 2. 2. 22, ... ,
9. 9. 99, še naslednji štirje:

Il. 1. I l

1.11.11

11.11.1 1

22. 2. 22

Skrit račun.

Edini račun pr ed lagane ob like je 25 x 25 = 625. Rezultat lahk o
dobimo s posku šanj em , več j e seveda vreden pre mis lek:

Če označimo B C z x , j e x dvomest.no število, manjše od 32, ker je
njegov kvadr a t t. rimestno število.

Nadalje lah ko zapišemo

x 2 = 100A + :z: ,

ozrroma

x (x - 1) = 25 . 4A .

Ker sta x in x - I sosednji in za to tuji šte vili, j e natanko eno od njij u
delji vo s 25 in zar ad i zgornj e ocene enako 25.

Presku s pokaže, da mo žnost :z: - 1 = 2.5, oziroma x = 26, odp ade .
Dru ga izbir a x = 25 pa je do bra .

Majhen č oln,

Če označimo z D dečka in z M moža ter pom eni ----t voznj o čez
reko v sm eri potovanja, f-- pa vožnj o nazaj , poteka pr evoz v nas lednjem
zaporedj u:

2D D M D 2D D M D 2D
----t ,f-- , ----t,f-- ,----t , f-- ,----t,f-- , ----t .

Marija Ven celj



Matematika I
o CATALANOVI DOMNEVI

Naravni števili 8 in 9 sta zaporedni, 8 + 1 = 9; prv o 8 = 23 je kub
naravnega št evila 2, d rugo 9 = 32 kvadrat naravnega št evi la 3. Kvadratov
12,22 ,32 ,42,52, . . . in prav tako kubov 13, 23, 33, 43, 53, . . . j e neskončno.

Toda 8 in 9 imata neko pos ebnost .
Če opazujemo naravna števila do 1000 , vidimo, da razen primer a 8,

9 za kubom nikoli ne pri de kvadrat . Ali se to zgodi pri št evilih nad 1000?
Kub naravnega števila y je y3, naslednje naravno št evilo je y3 + 1. Če naj
bo kvadrat, mora veljati

y3 + 1 =x2 (1)

pri naravnih x , y . Enačba (1) pa raz en x = 3, y = 2 ne prem ore nob ene
druge naravn e rešitve. Toje let a 1738 dogn al L. Euler (1707-1783) . Na­
ravni števili 8 , 9 sta tako edini, ko kubu sledi kvadrat . V tem je njuna
posebnost .

Ali lahko za kvadratom sledi kub? Tedaj m ora biti

(2)

Da se ta ena čba v naravnih št evi lih ne da izpolnit i , j e prav tako ugotovi l
Euler . Kvadratu torej nikoli ne sledi kub .

Dokaz Eu lerj evih ugotovitev ni preprost . Povzemimo:

A . Od dveh zaporednih naravnih števil je manjše k ub in večje kvadrat
le v primeru 8, 9; nikdar p a ni manjše kvadrat in večje kub.

Potenca ab j e prava, če st a a, b od ena večj i naravni števil. P ravih
potenc je neskončno, m ednj e spadajo vsi kvadrati in kubi razen 1. Poraja
se vprašanje: Ali sta poleg 8, 9 še kateri pr avi potenci zaporedni naravni
števili?

Belgijski matematik Eugene Catalan (1814- 1894) j e bil prepričan,

da je odgovor na zastavlj eno vprašanje ne . Leta 1844 je ena takrat še
redkih matematičnih revij objavila Catalanovo javno pismo , v katerem
m ed drugim beremo:

"Zaporedni naravn i št evili, različni od 8 in 9, ne moreta biti pravi
potenci . Drugače povedano: Enačba

(3)

v kater i so neznanke naravna števila, ima eno samo rešitev ."



Mat ematika

Ta trditev se imenuje Catala nova do mneva. Ker gre v (3) za pravi
pote nci x m , yn , so vrednosti neznank x , y , m , n večj e od 1. (Če j e od
eksponentov m , n vsaj ede n enak 1, im a enačba (3) neskončno rešitev v na­
rav nih števi lih. ) Rešitev , o kateri govor i trdit ev , j e x = n = 3, y = m = 2;
pripadat a ji pravi potenci 9, 8. Catalan j e pripomnil, da trdit ve ne m ore
pop olnoma dokazati in da bod o im eli dru gi morda pri tem več sreče . No,
do d an es se to še ni zgodilo .

Enačbe (3) so se loteval i največ tako, da so eno ali dve nezn anki iz­
brali in za poenostavljeno enačbo dokazovali Catala novo domnevo. Izbira
m = 2, n = 3 pripelje npr . do enačbe (1), m = 3, n = 2 do enačbe (2) .
Obravn avajmo nekaj takšnih zgledov.

a) Za m = n 2: 2 preide enačba (3) v

(4)

Pri x ~ y j e x m - v" ~ O. Če to rej obstaj a rešitev za (4), mora biti x > y .
Ker naj bosta x , y naravn i števili, pri nar avnem števi lu c velj a x = y + c.
Po binomskem izreku je potem

Vsota na koncu vseb uje m seštevancev , ki so naravna števila . Ker je
m 2: 2, j e njena vrednost vsaj 3. To pomeni , da se enačba (4) pri m 2: 2
v nar avnih š tevilih ne da izpolnit i.

Sed aj t ako j vidimo , da za enačbo

(5)

kjer sta i . k naravni števili , ni naravnih rešitev. Res! Če je j = k , im amo
opravit i z enačbo (4) ; zanjo pa že vem o, da ne pr emore naravnih rešitev.
Pri j > k lahko (5) zapišemo

in naravn i št evi li x 2j
-

k

, y , bi dali rešitev za (4) prt m
Podobno odpravimo še i < k . Zato:

B. Pra vi potenci xm, ym nikoli nista zaporedni naravni št evili. En ako
velja za pravi pot enci x 2j

, y 2
k

•
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b) Za x = 3, y = 2 dobi enačba (3) obliko 3m
- 2m = 1 ali

(6)

Iščemo rešitev , ko sta m , n na ravni št evili in m 2: 2, n 2: 2.
Naj bo najprej m 2: 3. Tak m je ali deljiv zlihim praštevilom ali pa

je pr ava po tenca števila 2.
Če je m deljiv zlihim praštevilom p , je m = tp , kjer je t nar avno

št evilo . Levo stran v (6) razstavimo

3t p _ 1 = (3t - 1)(3t (p - l ) + 3t (p- 2) + ...+ 3t + 1) . (7)

V zadnjem oklepaju je p lihih naravnih št evil , njihova vsot a v je zato liho
število nad 1. Po (7) je v delitelj za 3m - 1. Če bi veljalo (6), bi liho
št evilo v > 1 delilo 2n

. To ne gre . V (6) torej m = tp , kjer je p liho
pr aštevilo, ni mogoče .

Naj bo zdaj m prava potenca števila 2, m = 2', kjer je s naravno
št evilo nad 1. Enakost (6) je tedaj

(8)

Z indukcijo lahko preverimo, da je pri s 2: 2 leva stran v (8) deljiva s 5.
Toda desna st ran 2n v (8) nima nikdar delit elja 5. Zato pri m , ki je prava
potenca števila 2, enakost (8) ne mor e držati .

Ostane še m = 2. Takrat se (6) glasi 32 - 1 = 2n ali 8 = 2n in n = 3.
To rešitev že poznamo. Sklep :

c. Pravi potenci 2n , n"# 3, nikoli ne sledi prava potenca 3m .

c) Za m = y , n = x iz (3) izhaja

(9)

Na desni stoji liho število . Razlika naravnih števil xY , yX je liha le, če je
x sod in y lih ali pa x lih in y sod . Ta opazka omogoča dokazati , da je
x = 3, y = 2 edina rešitev za (9) v naravnih številih . (Za sodi x je dokaz
enostaven, ne tako za lihi x .) Zanimiv dokaz , da ni naravnih števil x , y ,
x "# 3, y "# 2, ustrez aj očih enačbi (9), je našel G . Skand alis let a 1982.
Dokaz pot eka takole:

Indukcija potrdi, da je

2X > 2x + 2 pri naravnem x 2: 4 .
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Od tod z indukcijo sledi

pri nar avnem x 2: 5 . (10)

Zar adi yX - xY = -(xY - yX ) j e absolu tn a vredn ost

IxY - YX I (11)

neobčutna za zamenjavo x z y. Zato smemo v (11) pri vzeti , da je x > y ,
saj x = y ne pride v poštev. V nadaljnjem naj bost a x , y na rav ni št evili
in x > y 2: 2. Pok azati je treba, da je IxY - yX1 =f:. 1 za x =f:. 3, y =f:. 2.

Če j e x =4, y = 3, je 143
- 34

1 = 17 =f:. 1.
Če j e x 2: 5, y = 2, je Ix2

- 2x I =f:. 1 zar adi (10).
Ostane še možnost y > 3.
Spomnimo se, da (1+ I)Svztrajno raste in je pod e = 2,718 . .. < 2,8,

ko se s veča proti neskončno po pozitivnih (ne nujno celih) številih . Za
pozitivno šte vilo r in ~ = t velja

(12)

pri vsakem pozitivnem s in r .

Ker je x > Y 2: 3, je z = x - y naravn o štev ilo. Po (12) je (1+ ~)Y < eZ

in dobimo

yX yZ+Y yZ (Y) Z 3 1 1
xY = (y + z )Y = (1 + ~r> ; > 2,8 = 1+ 14 > 1+ xY' (1 3)

Na koncu upošt evamo, da je l/(xY) ~ 1/(43 ) = 1/64 < 1/14 pr i y 2: 3 in
x> y. Po množenju z x Y se iz (13) najde

IxY - yX1 > 1 za vse x > y 2: 3 .

Zato velja

D. Če sta x, y naravni števili nad 1 in ni x = 2, y = 3 ali x = 3, y = 2,
nar avni števili xY , yX nist a sosednj i.

č) Izbira n = 2 v (3) prip elje do enačbe

(14)



Ar!atematika I
Zanj o je V. A. Leb esgue let a 1850 pokazal, da ne pr emore naravne rešitve,
pri kateri bi bilo m 2: 2. Na trši oreh naletimo pri enačbi

(15)

ki jo daj e (3) za m = 2. Z nas lonitvijo na nekatera prejšnja dognanja
je dokazal Chao Ko leta 1964, da je x = 3, y = 2, n = 3 edina rešitev
za (15) v narav nih številih večj ih od ena. Po teh ugot ovitvah trditev A
razširjamo na

E. V zaporedju naravnih št evil za k vadratom nikoli ne pride prava po­
ten ca; pa tudi pravi potenci ne sledi k vadrat razen v primeru 8, 9.

Pov rn imo se k enačbi (3) . Recimo, da je pri naravnih številih a, b,
m, n , ki so vsa nad ena

(16)

Zaradi B števi li m, n ne moreta biti enaki in tudi ne potenci št evila 2. Za
m , n so tako le tri možnosti :

i) m = gp, n = 2u in g , unaravni števili , p liho praštevi lo

ii) m = 2v , n = hq in h , v naravni števili, q liho praštevilo

iii) m = gp , n = hq in g , h naravni št evili , p , q lihi praštevili .

Če velja prva možnost, lahko (16) zapišem o

in kvadratu (b2U-
1
)2 bi sledi la prava potenca (ag)P. Po E to ne gre in prva

možnost odpade.
Pri drugi možnosti (16) preoblikujemo v

in pravi potenci bi sledi l kvadrat . Po E gre to le, ko je a2 V
-

1 =3, bh =2,
q = 3 in tako v = 1, a = 3, h = 1, b = 2, q = 3. S tem je tudi druga
možnost odpravljena.

Ob t retji možnost i (16) izrazimo
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in x = ag , y = bh j e naravna rešitev za enačbo

(17)

v kateri sta p , q različni lihi praštevili. (Za p = q preide enačba (17) v
enačbo (4) ; zanjo B potrjuje, da nima naravnih rešitev .)

Velja torej

F. Če sta ptevi potenci , ki nista 8, 9, zaporedni naravni šte vili, ju lahko
zapi šem o kot po tenci z različnima lihima praštevil skima eksponentoma.

J . W . S. Cassels je okrog let a 1960 odkril , da im ajo rešitve enačbe

(17) lastnost

G. Če lihi praštevili p, q in naravni št evili x , y povezuj e enačba xP - yq =
= 1, p deli y in q deli x.

Na podlagi ugotovitve G so našli precej lihih praštevilskih parov p,
q, ko ni naravnih x, y , ustrezajočih enačbi (17).

Strnimo gornje vrstice:
Znani so mnogi pari nar avnih št evil m , n, ko enačba (3) nima narav­

nih rešitev x, y; prav t ako razni pari naravnih št evil x, y , ko ni naravnih
m , n, da bi veljalo (3) . Razen x = 3, m = 2, y = 2, n = 3 za enačbo (3)
ni bil a najdena še nob ena druga rešitev v naravnih št evilih , večjih od ena .

Catalano va domneva bi bil a t akoj razjasnjen a , če bi ugotovili, kolik o
naravnih rešitev ima enačba (3) . Kaj j e bilo doseženo v tej smeri ?

C . L. Siegel (1896-1981) je let a 1929 dokaz al: Če sta naravni števili
m 2': 2, n 2': 2 izbrani , j e kvečj emu končno mnogo par ov nar avnih števil x,
y , ki izp olnijo enačbo (3) . Tako npr . x 3 - y7 = 1 ali nima naravn e rešitve
ali pa j e takih rešitev le končno mnogo; podobno enačba x l! - y17 = 1
in tako naprej . Število rešitev enačbe (3) bi kljub Siegelovi ugotovitvi
moglo bi ti neskončno . Za m, n je namreč treb a up oštevati neskončno

par ov (m imo onih, za katere se ve , da ni rešitev). Do napr edka je pri šlo
let a 1976, ko j e R . Tijdem an dognal

JI. Vsa ko od naravnih števil m 2': 2, n 2': 2, x, y . ki jih veže pogoj
x m - yn = 1, j e m anjše od fik sn e k on stan te IC

Ugotovite v H pov e, da enačba (3) ne more im eti neskončno naravnih
rešitev m 2': 2, n 2': 2, x, y. Če j e po leg x = n = 3, y = m = 2
še kakšna rešitev, jo je iskati me d naravnimi št evili pod J(, Morebitne
reš itve bi se t akoj razkrile v sezn amu vseh pravih potenc ab , a < J( , b < J( .

Tega sezn ama pa tudi s pomočjo računalnika ni mogoče sestavi t i, ker j e
konstanta K pr evelika.



Mat ematika I
Tako ostaj a Catalanova domneva odprta.

Dodatek.

a ) Št evil a Fn = 22n
+1, n = 0,1 ,2 ,3 , .. . se imenuj ejo Fermato va . Ker j e

FO = 22°+ 1 = 3, FO ni prava pot enca . Pri n 2': 1 j e F; = (22n
-

1
) 2 + 1

naslednik kvadrata (22n
-

1
) 2 in zato po E ni pr ava potenca . Sklep :

Fermatovo št evilo nikoli ni prava potenca.

b) Ker Catalanova domneva ni dokaz an a , si lahko zast avimo vprašanj e:
Ali obstajajo tri zaporedna naravna števila, ki so obenem prave po­
tence? Naj bo a naravno število in a , a+ 1, a + 2 pr ave potence. Ker
m ed števili do 10 tega ni , vzamem o a > 10. Po F je potem

a = xP , a + 1 = yq, a + 2 = z r

in p, q, r so liha praštevi la, x , y, z naravna števila . Iz (18) sledi

(18)

in G pove, da q deli x in z . Zar adi z r - x p = 2 potem q deli 2. Ne
gre, saj je q lih . Zato: Od treh zaporednih naravnih števil vsaj eno
ni prava potenca.

c) Z naravnim številom c 2': 3 opredelimo posplošen a Fermatova števila

Fc,n = ccn + 1 , n = 1, 2, 3, .. .

Ali j e m ed temi št evili kakšna prava potenca? Če j e c potenca
števila 2, j e zar adi n 2': 1 število Fc,n Fermatovo in po do dat ku a)
ni prava potenca. Če c nipotenca šte vila 2, velj a c = tq pri lihem
pr aštevilu q in nar avnem št evilu t. Potem je

(19)

za y = (tq)t nqn
- ' in q deli y . Zaradi c 2': 3, n 2': 1 j e ccn > 8. Če j e

torej ccn + 1 pr ava po tenca , j e po F mogoče pisat i ccn + 1 = xP pri
lih em praštevilu p in nar avnem x . Iz (19) potem sledi xP-yq = 1. Po
G pr aš tevil o q deli x ; ker pa q deli t udi y , bi t ako q delilI. Nemogoče .

Torej : Posplošeno Fermatovo število nikoli ni prava potenca . (Za
Fc,o = c + 1 to ni nujno.)

Jože Grasselli
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KJE JE NAPAKA?

Prvi primer:

Rešujmo enačbo:

7 = 13x - 7 = x - 13,

x + 5 4x - 40
5 - - - = - - -

x -7 x - 13

4x - 40 4x - 40
x - 7 - x - 13 '

Ker smo pri šli do protislovja, enačba nima rešitve. Vendar se lahk o s
preizkusom prepričamo, da štev ilo 10 reši dan o enačbo.

Kje v sklepanju je napaka?

Drugi primer:

V množici realnih števil rešuj mo enačbo x + ~ = 1. Ker x ne mo re biti
enak nič , lahko enačbo pomnožim o z x in dobimo enačbo x 2 + 1 = x, ki
je ekvivalent na pr ejšnji. Ta enačba nima realnih rešitev. Pa seštejmo obe
enačbi :

x 2 + X + 1 + 1 = 1+ x, oziroma x 2 + 1 = Oali x3 + 1 = O. Ta enačba im ax x
v realnem rešitev x = -1.

Kaj smo nar edili narobe, da sm o dobili enačbo, ki ni ekvivalentna prvotni?

Olga Arnuš

OPAZUJEMO PLANET JUPITER ­
Rešitev 2. naloge s str. 340

Da. Jupiter je viden po polnoči , torej t udi zj ut ra j. Vzh aja opolnoči, šest
ur pred Son cem (900 je 6 ur ).

Marijan Prosen



Zanimivosti - Razvedrilo I
GOBELIN

Gobelin je log ično razv edr iina uganka , pri ka teri j e potrebno na osnovi
l og i čnega sklepanj a izp olniti prazno mrežo s kvad ra tki po določenih pra­
vilih. Običajno j e reši tev slika , ki nekaj predstavlj a. To je lahko predmet ,
dog ajanje, napis , pač odvisno od avtorj eve ideje.

Rešuj em o ga tako, da na podlagi števil ob zgornj em in levem robu s
sv i nčn ikom barvamo (črnimo) polja v mreži. Števila ob robu vsake vrstice
in vsak ega st olpca povedo, koliko skupin črnih polj j e v vrstici oziroma
stolpcu in koliko črn ih polj j e v vsaki strnjeni skupini (torej brez vm esnih
belih) . Med sosed nj ima skupina ma črnih polj pa je vsaj eno (lahk o tu di
več) belo polje. Vrstica ozirom a stolpec se la hko začn e s črnim ali belim
polj em. Števi la , ki povedo šte vilo črn ih polj v skup ini, so vedno zapi sana
v pr avem vrs tn em redu (od leve proti desni za vrstice in od zgoraj navzdol
za stolpce).

Če so na primer pr ed vrsti co št evila 2, 3, 2, 4, to pomeni, da sta v
pr vi skupini z leve st ra ni dve črn i polji , pot em je vsaj eno belo, na to t ri
črna polj a , pa spet vsaj eno belo, pot em spet dve č rn i in v zadnj i skupini
v vrstici še štiri črna polja . Pr ed prv o skupino in za zadnjo so lah ko bela
po lja.

Kako r ešujemo?

Začnemo z vrsticami (stolpci), ki imajo kakšno št evilo večj e od po­
lovice dolžin e vrstice (st olp ca) . Tedaj lahko v sredini vrstice (st olp ca)
počrnimo nekaj polj , ki so zagotovo črna (pr esek množic). Če j e pr ed vr­
stico število 9, vrstica pa je dolga 15 polj , lahk o srednja tri polja počrnimo

(kje leži ostalih šest polj , zaenkrat še ne vem o). Logiko reševanj a od kri­
vamo sprot i. Menim, da za br alce Pr eseka ni potrebn o navaj ati pod rob­
nej ših navodil.

Med reševanj em kombiniram o reševanj e vrstic in stolpcev ter sprot.i
označuj emo (s pikami ali križ ci) polj a, ki so zagot ovo bela.

Veliko veselja pri reševanju vam želi avtor!

Slika , ki nast aj a , vas ne sme zavesti , da bi polja č rn i l i po občutk u.

Počrnite le t isto, do česar ste pri šli po pr emisl eku!

Gobelin mora bit i eno l ično rešljiv .

Mark o Bokali č
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Računalništvo I
ALENKA TEKMUJE Z BRIGITO BUKOVEC

Na atletskem stadionu je Alenka srečala Brigito Bukovec. Beseda je dala
besedo in domenili sta se, da bosta tekmovali v teku na 100 m . Brigita
preteče 100 mv 10 sekundah", Alenka pa potrebuje še enkrat to liko, torej
20 sekund. Da bi bila tekma zanimivejša, da Brigita Alenki prednost
10 m . Čez koliko sekund in kje bo Brigita prehite la Alenko?

Razdaljo, na kateri sta dekleti v času t, zapišemo s formulo

s(t ) = v . t + so,

kjer je v hitrost in So začetna razdalja. Brigitina hitrost je 11
000 mis =

= 10 m is, Alenkina pa 12000 mis = 5 mis. Definirajmo razdaljni funkciji
za obe dekleti :

rn_br i g i ta(t ) := 10 t + O

rn_ale nk a (t) := 5 t + 10.

Enačba za čas, ko Brigita ujame Alenko, se torej glasi

10 . t = 5 . t + 10 .

Odštejemo 5t,

5 · t = 10

ter delimo s 5 in že smo pri rešitvi t = 2.
Brigita to rej ujame Alenko po 2 sekundah. Toda, razmislimo:

Brigita ne bo nikoli prehitela Alenke: po 1 sekundi bo Brigita tam,
kjer j e Alenka začela - torej pri 10m. V tej sekundi pa je Alenka pretekla
5 m in je sedaj pri 15 m . Brigita potrebuje še pol sekunde, da bo prišla do
razdalje 15 m . Venda r v tem času Alenka preteče dodatna 2.5 m inje sedaj
pri 17.5 m . Brigita potrebuje še četrt sekunde, da pride do tja, in takrat je
Alenka že pri 18.75 m . . oo Ne glede na to, kako dolgo nadaljujemo, vedno
j e Alenka vsaj malo pred Brigito.

Rešitev enačbe in "zdrava pamet" nam povesta, da Brigita prehiti
Alenko. Kaj je narobe z zgornjim razrnišljanjem ?

Nekaj računstva nam pomaga, da izpolnimo tabelo:

1 Res je, da je Brigita malce počasnejša. Venda r bomo tako laže računali .
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čas od zadnjega skupni čas kj e j e Brigita kje j e Alenka
opazovanja

1. Os O s Om 10 rn

2. 1 s 1 s 10 ID 15 ID

3. ~ s 1 + ~ = 1.5 s 15 ID 17 .5 ID

4. t s 1 + ~ + t = 1.75 s 17 .5 ID 18.75 rn

5 . t s 1 + t + t + t = 1.875 s 18 .7 5 rn 19.375 rn

6. ks 1.9375 s 19. 375 rn 19.6875 ID

Ker je nadaljevanje računanja zamudno, si pomagamo z računalni­

kom . Uporabili bomo program DERIVE.
Poglejmo, kaj se zgodi po 20 opazovanj ih:

o o 10

1.5 15 17 .5

1.675 18.75 19 .375

1. 96lJ75 19 .6875 19 .8i375

1.9921875 19 .921875 19 .9609375

1 .9980i6875 19 .90016875 19 .999231375

1. 99951171875 19 .9951171875 19 .997 55859375

1 .9998779296875 19 .9987792%875 19 .9993896181375

1 .999969482121875 19 .99969182421875 19 .999817412109375

1 .9999923706851&875 19.99992378&051&675 19 .9999&185362731 375

Vidimo torej, da ne glede na to, koliko opazovanj naredimo - vedno
to počnemo v času krajšem od dveh sekund! Podobno nam tretji in četrt i

stolp ec kažeta, da bo Brigita ujela Alenko pri 20 metrih.
In kaj je torej narobe s prvotnim razmislekom ?

Matija in Mojca Lokar



Astronomija I
OCENIMO SONČEV PREMER

Na našem nebuje Sonce najsvetlejše vesoljsko telo. Ker nam je v vesoljskih
merilih razmeroma blizu (oddaljeno je "le" 1.50 milijonov kilometrov) in
ker je njegovo površje zelo vroče (okoli 6000 K), moramo zelo paziti na
oči, kadar ga opazujemo.

SONCA NIKOLI NE OPAZUJEMO S PROSTIM OČE­

SOM, SPLOH PA NE NEPOSREDNO Z DAL.JNOGLEDOM,
ker lahko poškodujerno mrežnico očesa, si poslabšamo vid ali
celo oalopirno,

V prispevku Projiciranje Sončevega mrka v 4. številki Preseka ste
lahko prebrali, kaj potrebujemo za varno opazovanje Sonca.

Tokrat si oglejmo kako brez nevarnosti za oči na preprost način oce­
nimo velikost oziroma premer Sonca.

Večjo lepenko na sredini preluknjamo z debelejšo šivanko. V sončnem

vremenu jo postavimo na okno. Pramen Sončeve svetlobe skozi luknjico
ujamemo na bel papir, ki leži pravokotno na Sončeve žarke. Sliko Sonca
na papirju izostrimo s spreminjanjem razdalje med lepenko in papirjem.
Da bi čim bolje opazovali sliko Sonca, prostor čim bolj zatemnimo ali vse
skupaj pokrijemo z večjim kosom temnejšega blaga.

CI

~/iltA. Se" CA
I
I
I

Takole s preprostim opazovanjem ocenimo velikost Sonca.



Astronomija - R ešitve nalog

Krožno sliko Son ca omejimo z dvema vzporednicama, ki j u zar išem o
na papi r . Natančno izme ri mo razdalj o d med vzporednicam a , to j e prem er
slike Sonca, in razdaljo r papirja od luknj ice . Razdaljo Zemlj e od Son ca so
izm erili že ast ronomi in m eri R = 150 milijonov km, kar j e Il 700 premerov
Zemlj e.

Ker st a si narisana t rikotnika podob na, velja

DjR =dj r .

Vstavimo podatke in izračunamo pr eme r Son ca D = R d]r ,
Nared im o 10 m eri tev in izračunamo povprečno vrednost Sončevega

prem era . To svojo oceno primerjamo z natančno vrednostjo, ki j e 109
prem erov Zemlj e.

M arija n Prosen
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A1atematika I
RAČUNANJE PRIBLIŽKOV KVADRATNEGA
KORENA IZ N ARAVN EGA ŠTEVILA

Znanih je več metod za računanje racionaln ih pribli žkov iracionaln ega
števila V2. Eno izm ed njih lahko opišemo zrekurzivni m zaporedjem

X l = 1 ,
X n + 2

Xn +l =--­
X n + 1

za n = 1,2 ,3 , . .. (1)

Izračunajmo prvih nekaj členov zap oredj a:

1 + 2 3
X 2 = 1 + 1 = "2 = 1.5 ,

3/2 + 2 7
X3 = 3/2 + 1 = "5 = 1.4 ,

7/5 + 2 17
X 4 = 7/5 + 1 = 12 ~ 1.41667 ,

17/12 + 2 41
X 5 = 17/12 + 1 = 29 ~ 1.41379 .

Ker je v2~ 1.41421 , postavimo domnevo, da zaporedj e {x n } konvergira
proti X = V2. To pome ni, da poljuben odprti interval (a,b), ki vsebuj e
št evilo x, vsebuje vse člene zap oredj a , razen (mo rda) končno mn ogo. Po­
vedano drugače : Za vsak par realnih št evil a in b z lastn ostjo a < x < b
obstaja tak ind eks N E lN, da velja a < x n < b za vsako nar avno št evilo
n 2: N, tj. člen i XN , XN+l , X N + 2 , XN+3, . . . ležijo na intervalu (a,b).

V tem članku bomo to metodo posplošili na računanje ra cionalnih
pr ibližkov kvadratn ega korena iz poljubnega naravnega števila , jo ut eme­
lj ili in s te m potrdili zgoraj omenje no domnevo.

Naj bo k poljubno naravno število. Očitno j e zan imi v le primer ,
ko k ni kvad rat naravnega št evila . Ponovimo najprej , kaj je celi del [x]
rea lnega šte vila x. To je največj e celo štev ilo, ki ne presega števila x .

Tako je npr . [5] = 5, [V2] = 1 in [-V2] = - 2. Ker celemu števi lu [x] sledi
celo št evilo [x] + 1, velja neenačba

[x] ::; x < [x]+ 1 . (2)
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Sedaj definirajmo zaporedj e

X n + k
Xn + l = X

n
+ 1 za n=1 ,2 ,3 , . . . (3)

Očitno v primeru k = 2 dobimo zaporedj e (1). Ogl ejmo si še en primer .
Vzemimo k = 5 in računajmo :

X l = [V5] = 2 ,

2 + 5 7
X2 = -- = - R:J 2.33333

2 + 1 3

X 3 = 7/3 + 5 = 22 = .!..!:. = 2.2
7/3+1 10 5 '

= 11/ 5 + 5 = 36 = ~ = 2 25
X 4 11/5 + 1 16 4 . ,

9/4 + 5 29
X5 = 9/4 + 1 = 13 R:J 2.23077,

X = 29/13 + 5 = 94 = 47 ~ 2.23810 . d
6 29/13+ 1 42 21 '- It .

Če dobljene približke primerjamo z vrednostj o koren a V5, ki j e na 5 de­
cimalk natančno enaka 2.23607, vidimo, da j e

Zato upravičeno domnevamo, da člen i zapo redja (3) z lihimi indeksi strogo
naraščajo in so manjši od Vk, člen i s sod imi ind eksi pa st rogo padaj o in
so večj i od Vk. Br alec bo potrdil to domnevo, ko bo rešil prve tri naloge
ob kon cu tega čl anka.

Tukaj bom o dokazali , da zap oredj e (3) konvergir a proti Vk. Dokaz
tega dejs tva bomo oprl i na naslednjo oceno:

Za vsako realno število X 2: [Vk] - 1 velj a neenakost

I
X+ k I-- - ..Jk ~ cIx - ..Jkl ,
x + 1 ,

kjer j e c = (Vk - l) /[Vk] < 1.

(4)
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Dokažimo jo. Najprej j e zarad i ocene (2) število c m anjše od 1.

Očitno je neenakost (4) ekvivalent na z neenakostjo

[Vk]l x + k - xVk - Vkl :'s (Vk - l)(x + l) lx- Vkl ,

oziroma

[Vk]I(l - Vk)( x - Vk)1 :'s (Vk - l)(x + l)lx- Vkl·

Če je x = "ff, potem neen akost oči tno velja, sicer jo pokraj šamo s pozi­
tivnim številom (Vk - 1) lx- v'kl. Ker doblj ena neen akost

velja po pr edpostavk i, je ocena (4) tako dokaz ana.
Z namenom, da oceno (4) up orabimo za x = X n (n E lN), se pre­

pričajmo , da za zaporedje {x n } velja neenakost

k - x l
x l < X n < - - = y. (5)

- - X l - 1

Očitno (5) velja za n = 1, z neposrednim računom pa ugotovimo , da velja
tudi za n = 2. Princip matematične indukcije zagotavlja, da je dovolj
dokazati , da iz x l :'s X n :'s y sledi Xl :'s Xn +l :'s y . Ker je

k - l
X n + l = 1+-­

X n + 1

in ker po indukcij ski pr edp ostavki velja X l :'s X n :'s y , imamo

k - 1 X l + k
Xn +l < 1 + - - = - - = X 2 < Y

- X l + 1 X l + 1 -

111

k - 1
xn+l > 1 + -- = X l ,

- y+l

torej je Xl :'s Xn+l :'s y . S tem je neenakost (5) potrjena.
Če torej v oceno (4) vstavimo X = X n (n E lN), dobimo neenakost
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Z večkratno uporabo zadnje neenakosti izpelj emo verigo neen akosti

IXn-vkl :::; e IXn- l -vkl :::; e2 Ixn _2- vkl:::; ... :::; en- l IXl - vkl < en- l .

Zadnj a neenačba j e posledica ocene lXI - .Jk[ = .Jk - [.Jk] < 1. Tako
smo pokazali, da za vsak n E IN velja

(6)

Od tod sledi , da zaporedj e {xn } konv ergi ra pr ot i številu .Jk. Res! Vzem i­
m o polj uben odprti interval (a,b) , ki vsebuje števil o .Jk, Po t em je zaradi
neenakosti (6) pogoj a < X n < b zan esljivo izpolnj en , če j e

a < vk - en- 1 in .Jk + en- 1 < b ,

ozirom a

en - 1 < vik - a 111 en - 1 < b - .Jk ,
kar lahko zapišemo na kr a tko en

- l < d, kjer j e d = min{.Jk - a, b - .Jk}.
Ker j e a < .Jk < b, je d > O. Izber im o tak~ naravno število N, da j e
eN -1 < d. To j e mogoče , ker je O < e < 1. (Za N lahko vzame m o
polj ubno naravn o štev ilo , ki je večje od števila 1 + lnd/lne.) Potem za
vsako naravno šte vilo n ~ N velj a en - l :::; eN - 1 < d, in za to X n E (a , b)
za vsak n ~ N . Dokazali sm o torej , da zaporedje {Xn}nE kon vergira pro t i
številu .Jk.

Članek končajmo z nalogami . Reši tv e prvih t reh nalog so eleme n­
tarne, zad nja pa zah t eva poznavanj e pojma logaritma.

1. Dokaži , da za za poredje (3) velja enakost

(k + l)xn +2k
X

n
+2 = 2x n + (k + 1)

za vsako naravno števil o n.

2. S pomočjo n al oge 1 p okaži , d a so člen i zaporedja (3 ) z lihimi in deksi

manjši od .Jk, členi s sodim i indeksi pa večji .

3. S pomočjo naloge 2 do kaž i, da členi zap oredja (3) z lihimi inde­
ksi strogo naraščajo, člen i s sodimi indeksi pa strogo padajo, to rej
X l < X 3 < X 5 < .. . in X2 > X4 > X 6 > ....

4. K ateri členi zaporedj a (1) ležijo na in tervalu (1.414, 1.415)?

Roman Drnovšek



Rešitve nalog I
VRHOVI - Rešitev s str. 356

Najprej si osvežimo spomin . V programskem jeziku logo poskušamo sesta­
viti ukaz vrhovi : s, ki bo za dani seznam: s vrnil seznam tistih njegovih
elementov, rekli jim bomo vrhovi, ki so strogo večji od vseh svojih pred­
hodnikov .

Op išimo postopek reševanja. Prazni seznam (zanj klic EMPTYP : s
vrne vrednost resnično) nima vrhov , torej je tudi rezultat prazen seznam.
Kadar je vhodni seznam neprazen, je njegov prvi eleme nt vedno vrh , saj
nima pr edhodnikov . Tako za začetno vrednost seznama vrhov vzamemo
seznam, ki vsebuje prvi element seznama: s. Prvi element seznama do­
bimo z ukazom FIRST, seznam pa naredimo z ukazom LIST. Nato v zanki
REPEAT po vrsti pr egledamo še ostale elemente seznama: s . Ker prvi ele­
ment obravnavamo ločeno, zanko ponovimo enkrat manj , kot je dolžina
seznama: s. Dolžino seznama ugotovimo z ukazom COUNT. V zanki naj­
prej z ukazom BF odvržemo že pregledani element na začetku, nato pa
primerjamo prvi eleme nt ostanka z njegovim največjim predhodnikom.
Največjega predhodnika ni težko poiskati, to je kar zadnji elem ent doslej
zgrajenega seznama vrhov. Zadnji element seznama dobimo z ukazom
LAST. Če j e novi kandidat vrh , ga z ukazom LPUT dodamo na konec se­
znama vrhov. Po koncu zanke kot rezultat vrn emo zgrajeni seznam vrhov.

TO vrhovi :s
Vrne seznam tistih elementov seznama :s,
ki so strogo večji od vseh predhodnikov.
LOCAL "vrh ;Spremenlj ivka, v kateri gradimo rešitev.
LOCAL "dol ;Dolžina vhodnega seznama.
IF EMPTYP :s [OP :sJ
MAKE "vrh (LIST FIRST :s) ;Prvi element je gotovo vrh.
MAKE "dol COUNT :s
REPEAT :dol-1 [

MAKE "s BF : s ; Odvržemo že pregledani element.
IF (LAST :vrh)«FIRST : s ) [MAKE "vrh LPUT FIRST :s :vrhJ

]
OP :vrh

END
Če se vam pr eoblikovanje seznamov

ne zdi dovolj zanimivo, lahko poskusite
vrhove tudi narisati . Na primer tako,
kot so za klic vrhovi [3 2 5 4 5 8 7]
prikazani na spodnji sliki .
Seveda sliko lahko še pol epšate z napisi,
oznakami, drugače odebelite ali obar­
vate st olp ce .. . 2 4 8 7

Martin Ju van
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KJE JE NAPAKA - Rešitev s str. 365

Prvi p rimer:

Ulomka z en akima št evcem a sta ena ka , če se ujem ata tudi v imenovalcu,
ali pa če j e števec enak nič, kar je edino možno v naš em primeru . Rešit ev
enačbe j e torej x = 10.

Drugi primer:

Potek reševanja si oglej mo v sp lošnem . Imamo enačbo f (x) = g(x). Če
število O ne more biti rešit ev ena čbe (enačbo rešujemo v m nožici realnih
števil brez nič) , potem smemo enačbo množiti z x in dobimo x f (x ) =
= xg(x) . S sešt evanjem obeh enačb pa dobimo enačbo oblike (x+ l )f(x ) =
= (x + l)g(x ), ki im a kot eno od rešit ev št evilo - 1.

Olga A rnuš

GOBELIN - Rešitev s str. 366

Marko Bokalič



Tekmovanja I
18. MEDNARODNO MATEMATIČNO

T EKMOVANJE MEST

Na lanskoletnem 17. mednarodnem tekmovanju mest so naši tekm ovalci
zelo usp ešno reševali naloge. Kar deset jih je prejelo pohvale: Matija
MAZI, Ta dej STARČIČ , Matjaž KONVALINKA, Gor azd LAMPIČ , Ma­
tej MARINČ , Drago BOKAL (vsi Gimn. Bežigrad) , Polona GREŠAK
(Gimn. Trbovlje) , Igor KLEP (Gimn. Ptuj), Tomaž KOSEM (Gimn. Lava)
in Andrej VODOPIVEC (Gimn. Celje) .

Z novim šolskim letom se je začel tudi nov cikel tekmovanja mest . Na
jesenskem krogu letošnjega tekmovanja mest so tekmovalci reševali naloge
dva dni. V la žjem sklopu nalog so tekmovalci reševali naslednje na loge:

Prva skupina

1. Ali obstaj a 10 zaporednih naravnih št evil , kat erih vsota kvadratov je
enaka vsoti kvadratov nas lednjih devetih naravnih števil?

2. Poiš či vsa taka naravna št evila n , za kat era lahko enakostranični tri­
kotnik s st ranicami dolž ine n razrežemo na trapeze s stranicami 1, 1,
1 in 2.

3. (a) Ali obstaja taka družba 10 deklet in 9 fantov, da so št evila fantov,
s katerimi se posamezna dekleta poznajo, med seboj različna,

števila deklet, s katerimi se posamezni fantje poznajo, pa so med
seboj enaka?

(b) Ali obstaja družba 11 dekl et in 10 fantov z zgornjo lastnostjo?

4. Krožnica naj seka vsako stranico romba v dveh točkah , ki jo razdelita
na tri dal j ice. Sprehodimo se po stranicah romba v smeri urinega
kazalca tako, da začnemo obhod v oglišču in po vrsti barvamo odseke
z rdečo , belo in modro barvo. Pokaži, da je vsota do lžin modrih
odsekov enaka vsoti do lžin rdečih odsekov.

D r u ga skupina

1. Naj bodo a, b in eparoma nevzporedne in paroma disjunktne stranice
kocke. Poi š či množico točk v notranjosti kocke, ki so enako oddaljene
od danih treh stranic.

2. Ali lahko papirnati krog razrežemo na take kose, da iz njih sestavimo
kvadrat z enako ploščino? Režemo lahko le po daljicah ali po krožnih
lokih, dovoljenih pa je le končno mnogo rezov. .
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3. Parabola y = x 2 leži v ravnini xOy. Zbrišemo koordinatne osi (pa­
rabola ostane, vendar lege koordinatnega izhodišča ne poznamo) . Z
uporabo šestila in ravnila rekonstruiraj koordinatni osi.

4. Za katera naravna št evil a n > 1 obstaj a družba (n + 1) deklet in n
fantov , da so šte vila fantov , s katerimi se posamezna dekleta poznajo,
m ed seboj r azlična, št evila deklet , s katerimi se posamezni fantj e
poznajo, pa so med seb oj enaka?

V težjern sklopu nalog j esenskega kroga so t ekmovalci reševali šest
nalog. Obj avljamo po dve za vsako skupino:

Prva skupina

1. Ali obstaja taka trojica različnih praštevil p, q in r , da je število p2+d
deljivo s produktom qr, št evilo q2 + d deljivo z rp in število r2 + d
deljivo s pq , če j e

(a) d = 10,

(b) d = Il?

2. (a) Kvadrat j e razrezan na enake pravokotne trikotnike s katetama
dolžin 3 in 4. Pokaži, da je št evilo trikotnikov sodo .

(b) Kvadrat j e razrezan na enake pravokotne trikotnike s katetama
dolžin 1 in 2. Pokaži , da j e št evilo trikotnikov sodo.

Druga skupina

1. Pokaži , da taka (lahko tud i nezvezna) funkcija y = f( x), za katero bi
veljalo f(J(x)) = x2

- 1996 za vse x E IR, ne obstaja.

2. "Matematična tombolska" kartica j e tabela, sestavljena iz 100 =
= 10·10 polj. Igralec označi 10 polj na kartici injo pošlje (v kuverti).
V n aslednjih dneh j e v vseh časopisih objavljeni h 10 prepovedanih
polj. Pokaži ,

(a) da lahko igralec izp olni 13 kartic tako , da bo vsaj ena kartica
"zm agala" (tj. ne bo vsebovala prepovedanega polj a) ,

(b) da med 12 karticami ni nujno zmagovalne kartice.

A leš Vavpetič
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