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MANDELBROTOVA IN JULIAJEVE MNOZICE

Matematika si ljudje ponavadi predstavljajo kot zamisljenega in raztrese-
nega ¢loveka, oblecenega v zastarela ter malce premajhna oblaéila, kako
zgolj s kredo v roki na tablo izpeljuje teZzavne in navadnemu smrtniku pov-
sem nerazumljive matematicne teorije. Kot ni dima brez ognja, je tudi v
tej predstavi kanéek resnice. Kljub temu pa je veéina sodobnih matema-
tikov odkrila, da je sem in tja poleg krede in lastnega genija koristno pri
svojem delu uporabiti tudi modernejsa sredstva, denimo racunalnik. Hu-
domusni bralec bi sicer pripomnil, da so do tega spoznanja prisli le tisti,
ki jim primanjkuje bodisi krede bodisi genija, vendar ostaja dejstvo, da
S0 se s pojavom in razvojem racunalnikov pospeseno zaéela razvijati tudi
nekatera matematiéna podroéja. Eno taksnih je tudi podroéje fraktalov
in kaosa, kamor lahko uvrstimo tudi pri¢ujoéi prispevek.

Fraktali in kaos so se zelo hitro uveljavili tudi v nematematiénih kro-
gih, saj jih ponavadi spremljajo presenetljivo lepe in zanimive slike, ki
lahko navdusijo gledalca zgolj s svojo estetsko vrednostjo. Nekaj lepih
primerkov fraktalov se je pojavilo tudi Ze v Preseku (glej prispevek Ma-
tija Lokarja o praprotih v 1. stevilki letnika 1995/96 in Milana Ambrozica
o Newtonovi metodi v 5. stevilki istega letnika).! Tokrat bomo predsta-
vili fraktale, ki se imenujejo po matematikih Juliaju in Mandelbrotu. Ker
je Presek tudi list za mlade matematike, je prav, da poskuSamo mate-
matiéno ozadje, ki se skriva za lepimi barvnimi slikami, ¢im razumljiveje
predstaviti.

Nasa zgodba se bo odvijala v mnozici kompleksnih stevil €, ki si jo
bomo predstavljali kot ravnino — vsakemu kompleksnemu stevilu = + iy
pripada tocka s koordinatami (z,y) v ravnini. S kompleksnimi stevili
znamo racunati:

(z+iy)+(utiv) = (z+u)+i(y+v), (z+iy)(utiv) = (2u—yv)+i(zv+yu)
in jim dolo¢iti absolutno vrednost

|z +iy| = Va2 +y?,

ki v resnici predstavlja oddaljenost slike kompleksnega stevila od koordi-
natnega izhodisca.

! Fraktale nahajamo tudi v naravi. Zanimiv primerek kazeta fotografiji na naslov-
nici in II. strani ovitka.
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Juliajeve mnoZice
Za izbrano §tevilo ¢ € € definirajmo kvadratni polinom

Pz)=2%+ec.

Taksen polinom nam preslikuje tocke kompleksne ravnine nazaj v komple-
ksno ravnino, zato lahko za poljubno stevilo zy € € opazujemo zaporedje

zs, 71 = Pe(z), 23 = Pe(z1),.-., Zny1 = Pe(Zn);---

Temu zaporedju recemo orbita tocke zy, tocki zy pa seme orbite.

Dogodi se lahko dvoje:

1. orbita lahko séasoma pobegne dale¢ od izhodisca, ali z drugimi bese-
dami, mnozica {|zg|, |z1|, ...} Je neomejena,

2. orbita ostane na nekem omejenem podroéju kompleksne ravnine, kar
pomeni, da je mnozica {|zg|, |21],-..} omejena.

Mnozico tistih semen, katerih orbite so omejene, ozna¢imo z J. in ji
recemo Juliajeva mnozica pri parametru c.

Za pokusino si oglejmo primer Juliajeve mnozice pri parametru ¢ = 0.
Tedaj je orbita poljubnega semena z; € € enaka kar zq, 23, 2, 2§, . . ., torej
By = za‘“. _Od tod sledi analogna formula za absolutne vrednosti |z,| =

= |z0|*". Ce za seme izberemo §tevilo znotraj enotskega kroga (lz0] < 1),
bo otitno tudi za orbito veljalo |z, | = ]4013 < 1, kar pomeni, da je taksno
seme gotovo element Juliajeve mmnozice, saj je njegova orbita omejena.
Velja pa tudi obratno: ¢e za seme izberemo stevilo zp zunaj enotskega
kroga (lzo] > 1), se bo orbita (z,) oddaljevala od izhodis¢a prek vseh
mej z vecanjem Stevila n. To pa pomeni, da je Juliajeva mnozica 7, prl
parametru ¢ = 0 enaka kar enotskemu krogu (s srediséem v izhodiscu in
polmerom 1).

Nié posebnega, boste rekli, samo zelo zapleten naéin definiranja enot-
skega kroga. Mnogo bolj zanimivo pa postane, ¢e za parameter c izberemo
kaksno drugo kompleksno stevilo.

Slika 1. Slika 2.
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Slika 3. Slika 4.

Poglejmo si slike 1, 2, 3 in 4. Struktura teh Juliajevih mnoizic je
ze mnogo zapletenejsa. Na sliki 1 imamo mnozico . pri parametru
e¢ = 0.15 4 1.254, torej pri parametru, ki je relativno blizu izhodis¢u kom-
pleksne ravnine. Tu je Juliajeva mnozica do neke mere e podobna krogu.

Precej drugacno situacijo imamo na sliki 2, kjer smo za parameter
izbrali ¢ = 0.340.5¢. Tu je struktura Zze mnogo zapletenej$a in rob mnozice
J. Je dobil znaéilno fraktalno obliko — ¢e bi sliko povecevali v okolici kakéne
robne tocke, bi odkrivali vedno finejse podrobnosti in strukture, ki bi na
pogled zelo spominjale na zacetno sliko. Ko parameter ¢ oddaljujemo od
izhodii¢a, postaja mnozica J. vse tanj$a in nekje se zgodi, da razpade na
prah nepovezanih tock, ki se sasoma skoraj popolnoma razkadi in izgine
z nase slike.

Ce slike 1, 2, 3 in 4 pogledamo podrobneje, opazimo, da so vse Ju-
liajeve mnozice omejene. Ali je to zgolj nakljugje ali velja splosneje? V
resnici velja splosno. Prepricajmo se!

Naj bo e € € parameter mnozice 7, in z R oznacimo vecje od &tevil 2
n |e|. Vzemimo seme z lastnostjo |zg| > R. Dokazali bomo, da je njegova
orbita neomejena in da zato ne pripada Juliajevi mnozici 7.. Tako se
bomo prepric¢ali, da je vsa mnoZica J. res znotraj kroga okoli izhodisca s
polmerom R.

Definirajmo ¢ = |zg| — 1. Ker velja |zg| > R > 2, veljatudi ¢ > 1. Za
poljubno naravno stevilo k& ocenimo

zee1l _ Jzetel o 2l — el =i |c]
|2 lzel =l

= lak| - 7= - (1)
|2k

S pomoéjo te formule in indukeijo dokaZimo, da za poljubno naravno
stevilo & velja

[2zk41] > glzx] - (2)
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Za k=0, nam (1) pravi:

|21] le| _

IZB[ > Izﬂl - |30| > |ZD| -1=gq,
in e zgornjo neenakost Se mnozimo s stevilom |zg|, Ze dobimo trditev (2)
za primer k = 0. Vzemimo sedaj poljubno naravno stevilo n in pred-
postavimo, da trditev (2) drii za stevila k < n. Ce bomo s pomogjo te
predpostavke dokazali, da velja tudi za stevilo & = n, nam bo princip
matematicne indukcije zagotovil veljavnost formule (2) za vsa naravna
stevila k. Po indukcijski predpostavki velja

lzn| > qlzn-1] > ¢*lzn—2| > ... > ¢"|20] > 20

Zato velja tudi _!z_c,.f > —o1- Upostevajmo se formulo (1) za k = n in
ocenimo

Zoitt ¢ e
‘I—:—l—‘z|zn|-,'z—n'lz|zo|—%>|zoi~1=q.

S tem je formula (2) dokazana za stevilo k = n, in s tem za vsa naravna
stevila k. Od tod sledi zveza

|znl > qlzn—1] > ¢*|2n-2| > ... > ¢"|2|

za vsako naravno stevilo n. Ker geometrijsko zaporedje (¢"),¢ raste prek
vsake meje za ¢ > 1, je orbita semena 2y neomejena in zato taksSno seme
ne pripada Juliajevi mnozici. S tem smo omejenost Juliajevih mnozic
dokazali.

To dejstvo nam zelo olajsa risanje mnozice J. s pomodcjo racunalnika.
Ce zelimo za neko kompleksno stevilo zp preveriti, ali je element Juliajeve
mnoZice, zaporedoma ra¢unamo elemente z, njegove orbite in takoj, ko za
neko naravno stevilo n dobimo oceno |z,| > max{2, |¢|}, lahko zatrdimo,
da zp ni element Juliajeve mnozice.

Mandelbrotova mnozica

Kot vidimo na slikah 1 do 4, niso vse Juliajeve mnozice povezane. Ce
bi imeli na razpolago veé primerov, bi opazili, da je Juliajeva mnozica
povezana natanko tedaj, ko vsebuje tocko 0. Na podlagi tega kriterija
lahko lo¢imo parametre ¢ € € v dve druzini:

1. na tiste ¢ € C, za katere je 0 € T, in je zato J. povezana mnozica,

2. na tiste ¢ € C, za katere 0 € 7., in je zato [J. nepovezana mnozica.
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Mnozico kompleksnih &tevil ¢ iz prve druzine imenujemo Mandelbro-
tova mnoZica in jo oznacimo z M:

M:{CEG, Uejc}.

Ce torej zelimo za dano kompleksno stevilo ¢ preveriti, ali pripada Man-
delbrotovi mnozici, moramo preveriti, ali je orbita semena zg = 0 pri po-
linomu P, omejena. Taksna orbita je oblike

20=0, z21=024+¢c=¢, za=c+e, 232(62+C)2+C,... ()

Ce ugotovimo, da absolutne vrednosti elementov taksne orbite ostanejo
omejene (ne rastejo prek vsake meje), je Stevilo ¢ element Mandelbrotove
mnozice. Podobno kot pri Juliajevi mnozici se lahko tudi tu prepricamo,
da taksna orbita gotovo ni omejena, ¢e kateri od njenih elementov postane
po absolutni vrednosti veéji od stevila 2. Zato je v resnici dovolj preveriti,
ali so vsi elementi orbite omejeni s §tevilom 2. Ker je stevilo ¢ samo tudi
element orbite (x), lahko sklepamo, da se Mandelbrotova mnozica nahaja
v krogu okoli izhodis¢a s polmerom 2.

Za zgled preverimo, ali je stevilo —2 element Mandelbrotove mnozice.
Oglejmo si orbito semena 0 pri ¢ = —2:

0, -2, (-2)2~-2=2,22-2=2 2 2, ...

Orbita se ustali pri &tevilu 2 in je zato omejena, to pa pomeni, da je
-2eM.

Oglejmo si sedaj sliko 5, kjer je Mandelbrotova mnozica predstavljena
s ¢rno barvo. Rob Mandelbrotove mnozice je fraktalen — blize si ga ogle-
dujemo, bogatejso strukturo lahko opazimo. Na sliki 6 smo poveéali del
slike 5 okoli tocke —0.76315 — 0.08855i za priblizno 1000-krat. MnoZica
M je sicer povezana, a jo vendar lahko razbijemo na veé komponent, ki
se med seboj dotikajo le v eni tocki. Najvedja komponenta ima obliko
krivulje srénice, ostale pa so okrogle in so razporejene ob robu najveéje.
Konci posameznih komponent so okraseni e s tankimi laski, ki pa jih na
sliki zaradi preslabe resolucije Zal ni najbolje videti.

Kako narisati Mandelbrotovo ali Juliajevo mnozico?

Odgovor je preprost — z raéunalnikom. Kako? Presenetljivo enostavno,
le definiciji obeh mnoiic je treba upostevati. Denimo, da Zelimo na za-
slonu prikazati Juliajevo mnozico 7, pri izbranem ¢ € €. Kot vemo, je
zaslon razdeljen na m x n tock, ki je vsaka lahko obarvana z eno od barv
0,1,2,...,b. Ponavadi pomeni 0 ¢rno barvo in jo porabimo za barvanje
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mnozice J., ostale pa za barvanje zunanjosti. Stevila m,n,b so seveda
odvisna od zmogljivosti racunalnika in programskega jezika, v katerem
programiramo. Vsaki tocki zaslona priredimo ustrezno tocko dela kom-
pleksne ravnine, ki ga Zelimo predstaviti na zaslonu. Za vsako od teh
m x n tock moramo preveriti, ali pripadajo mnozici 7, ali ne. V ta na-
men izberemo neko dovolj veliko naravno stevilo N, ki bo predstavljalo
maksimalno stevilo iteracij, ki jih bo racunalnik izvedel.

Za vsako od m x n tock kompleksne ravnine, denimo zp, priénemo
racunati zaporedje

Zn4l = Z',gl +c.
Doloéimo stevilo R tako, da bo veljalo R > 2 in R > |¢|. Ce pri nekem
tevilu k dobimo oceno |zx| > R, to pomeni, da toéka zp ni element
mnozice J. in racunanje naslednjih ¢lenov zaporedja (z,) lahko opu-
stimo. Zanimive barvne uéinke dosezemo, ¢e taksno tocko obarvamo z
neko barvo, ki je odvisna od &tevila k, denimo z barvo (kmodb) +1, lahko
pa poskusimo tudi s kaksno drugo funkeijo stevila k.

Ce stevila |z;| ostanejo omejena s Stevilom R za vse k < N, lahko
domnevamo, da tocka zo pripada mnoizici ., in zato pripadajoco tocko
na zaslonu obarvamo z barvo 0 (érno).

Podobno predstavimo na racunalniku Mandelbrotovo mnozico M.
Vsaki tocki zaslona zopet priredimo ustrezno toéko kompleksne ravnine
in za vsako od njih, denimo ¢, preverimo, ali ostaja zaporedje

_ _ .2
zg =0, Zn41 = Z, +C,

omejeno po absolutni vrednosti s stevilom 2. Ce zaporedje pri nekem
stevilu k pobegne iz kroga okoli izhodisca s polmerom 2, pobarvamo ustre-
zno tocko na zaslonu neko barvo, ki naj bo odvisna od k, ¢e pa zaporedje
ostane omejeno z 2 za vse k < N, totko poérnimo.

Na takSen nacin dobimo seveda le priblizno podobo Mandelbrotove
in Juliajevih mnozic. Vegje stevilo iteracij N izberemo, blize je podoba
resnici. Tako smo pri sliki 7 postavili stevilo iteracij na 100, pri sliki 8,
kjer so nas zanimale finejSe podrobnosti, pa kar na 1000.

Primoz Potoénik

MUHE - Resitev s str. 277

Poljubne tri tocke vedno leze v isti ravnini, poenostavljeno torej tudi tri
mubhe.

Marija Vencelj
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PRVA SOLA PLAVANJA

Bliza se ¢as pocitnic in z njim poletno kopanje. V mislih na prijetno
rekreacijo kolikor mogoée preprosto obdelajmo plavanje. Fizik pojav opa-
zuje, razcleni in njegove ¢lene pojasni z osnovnimi zakoni. Tako okvirno
razume tudi zapletene pojave v naravi in v vsakdanjem zivljenju, ceprav
ima premalo podatkov, da bi jih opisal v podrobnostih. To je stvar speci-
alistov, ki se posebej zanimajo za te pojave, na primer strokovnjakov, ki
svetujejo vrhunskim plavalcem.

Po fizikovi navadi spremljamo opis pojavov s preprostimi racuni. Pla-
vanje na vodni gladini obravnavamo v dveh korakih. Najprej se lotimo
primera, pri katerem telo in voda mirujeta in ki sodi v hidrostatiko, nato
pa primera, pri katerem se deli telesa in deli vode gibljejo in ki sodi v
hidrodinamiko.

Za telo, ki miruje na vodni
gladini, uporabimo izrek o ravno- h
vesju. Po njem sila Zemlje na telo
navpicno navzdol, to je teza, urav-
novesi silo vode na telo navpiéno
navzgor, to je vzgon. Po Arhime- F,
dovem zakonu je vzgon enak tezi
izpodrinjene vode. Telo naj ima
obliko pokonéne prizme z visino h, h
osnovno ploskvijo S in gostoto p;.
Prostornina telesa je Sh, masa
peSh in teza gp Sh s teznim po- F
speskom g = 10 m/s%. Teio izpo-
drinjene vode gpSh, dolocata tudi
visina potopljenega dela prizme h,
in gostota vode p. Z enacbo

gpeSh = gpSh, (1)

izragunamo visino dela prizme, ki ) i L
gleda iz vode (slika 1): VIR L: Tk (85,) mirglolhpe falmann
- gladini vode uravnovesi statiéni vzgon

(Fu).

hszh—hpzhp—pt‘
p

Gostota telesa mora biti manj$a od gostote vode. Ni treba, da bi bilo
telo homogeno, se pravi, da bi vsi njegovi deli imeli enako gostoto. Za
p¢ vzamemo povprecno gostoto, ki jo dobimo, ko maso telesa delimo z
njegovo prostornino.
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Gostota vode v jezerih, rekah in bazenih je 1000 kg/m?, za gostoto
¢loveskega telesa pa vzamemo 960 kg/m3. V tem primeru gleda iz vode
petindvajsetina visine telesa, pri vidini 1,7 m je to 7 cm. V pokonéni legi
je to premalo, da bi bila usta nad gladino in bi nemoteno dihali. Plavalec
si pomaga tako, da glavo nagne nazaj, ali se uleZe na hrbet in “plava
mrtvaka”. Vsi ljudje nimajo enake gostote. Povprecna gostota telesa je
tudi nekoliko manjsa, ée globoko vdihnemo in zrak zadrZimo. Gostota
morske vode je zaradi raztopljenih soli vegja, 1030 kg/m®. Zato se ob
sicer nespremenjenih podatkih del visine nad vodo poveca na 12 cm. V
morju je precej laze plavati.

S takim plavanjem se ne moremo zadovoljiti. Se vedno naj se telo na
gladini vode ne premika. Vendar naj zdaj roke in noge potiskajo dele vode
navzdol. Ne da bi se zanimali za podrobnosti, mislimo na del vode z maso
m, ki spoéetka miruje, pa ga zajame roka ali noga in ga odrine navzdol
s hitrostjo v. Tako plavalec poganja navzdol curek vode. Sila F' roke ali
noge pospesi del vode od hitrosti 0 na hitrost v v ¢asu ¢. Po Newtonovem
zakonu je F = m(v — 0)/t in F = v - m/t = v, Ce vpeljemo masni
tok vode ¢ = m/t. To je sila roke ali noge na del vode, a po zakonu o
vzajemnem uéinku deluje curek vode na roko ali nogo z nasprotno enako
silo, nasprotno silo curka. To silo Fy = v¢, ki v naSem primeru deluje
navpiéno navzgor, imenujemo dinamiéni vzgon za razliko od prejinjega
statiénega vzgona z enako smerjo. Deli vode v curku nimajo vsi enake
hitrosti, vrhu tega se med zamahom rok in nog razmere spreminjajo s
¢asom. Upostevamo pa¢ povprecni tok vode ¢ in povpreéno hitrost v.

Da bo racun preglednejsi, vzemimo, da je uéinkovita povrsina rok in
nog enaka preseku telesa S. Pri tem upo$tevamo, da ne odrivajo vode
samo dlani in podplati, ampak — éeprav manj u¢inkovito — tudi podlahti,
goleni, nadlahti in stegna. V tem primeru je masni tok ¢ = pvS in meri
nasprotna sila curka Fy = pv*S. Zaradi tega pogleda veé telesa iz vode.
Tezo telesa uravnovesita namreé statiéni vzgon, ki Se naprej deluje, in
nasprotna sila curka ali dinamicni vzgon: gp;Sh = gpSh; + pv’S. Zdaj
je visina potopljenega dela telesa hy = hpy/p — v?/g in gleda iz vode del
z visino (slika 2)

_ 2
g e IR NN
p g

Pri tem je hy = v?/g visina, ki bi gledala iz vode, ¢e ne bi bilo staticnega
vzgona.



330 Fizika

Vzemimo, da sta oba prispev-
ka enaka: h, = hg. V tem pri- ha
meru gleda iz vode nekaj manj kot hy
14 cm, kar omogo¢i nemoteno diha- hs
nje. Za hitrost delov vode dobimo =~ — 1 _____________

v = \/ghqa = \/gh/25 = 0,85 m/s.

Ce bi zahtevali hy = 1h,, bi bila

hitrost delov vode 0,60 m/s in bi n.k.
gledal 1z vode del telesa z visino i
10 em, kar bi tudi se omogo¢ilo ne- e P

moteno dihanje.

Za nasprotno silo curka mora
plavalec delati, kar za staticni F
! 5 : g

vzgon ni potrebno. Mo¢ dobimo z
izrekom o kineti¢ni energiji. Sila
rok in nog mora opraviti pri po-
spesevanju mase vode m od hitro-
sti 0 do hitrosti v delo, ki je enako
kinetiéni energiji vode: A = fmv?.

Enacbo delimo s ¢asom in dobimo X yv
za moé P = LoF = pvS - v? =
= 1p3S.

Kdo bi utegnil ugovarjati, da Slika 2. Teio (Fy) telesa uravnovesita
dobimo moé Flv = qﬁyz - ,O’UES, ko statiéni vzgon (Fy) in dinamiéni vzgon
silo F pomnoizimo s hitrostjo roke (n.k.). Dinamiéni vzgon nastane zaradi

toka vode, ki ga odivajo navzdol deli te-

ali noge v. Vendar bi to veljalo le, iy

¢e bi se prijemalisce sile, to je roka

ali noga, ves cas oddaljevalo s hitrostjo v. Toda roka in noga se v pov-
precju ne oddaljita in vselej znova zajameta vodo s hitrostjo ni¢ in jo
pospesita do hitrosti v. Zato moramo moc¢ izracunati s povprecno hitrost-
jo (0+v)/2=1v.

Mo¢ je izrazito odvisna od hitrosti. Pri hitrosti 0,85 m/s dobimo
zanjo 12 W, pri hitrosti 0,6 m/s pa nekaj ve¢ kot 4 W. Roke in noge
odrivajo dele vode z gibanjem v levo in desno in jo pospesujejo tudi v
vodoravni smeri, tako da nastajajo vrtinci. Najbrz ne zgresimo dosti, e
ocenimo mo¢ plavalca, ki se ne premika in skrbi za to, da nemoteno diha
z ustmi nad vodo, na nekaj manj kot deset wattov.

Doslej smo se omejili na primere, pri katerih se plavalec ni premikal.
Tezo telesa uravnovesita sila mirujoge vode na telo, to je stati¢ni vzgon,
in sila delov gibajoce se vode na telo, to je nasprotna sila curka. Razmere
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so okvirno dokaj pregledne. Gibajoéi se deli telesa, to je roke in noge, od-
rivajo navzdol tok vode, ki je v povpreéju konstanten, tako da so razmere
v povprecju stacionarne.

Curek vode navzdol zaradi sil med deli vode postaja vse pocasnejsi in
vse manj izdaten in nazadnje nedale¢ pro¢ od plavalca deli vode obmiru-
jejo. Delo, ki ga oddaja plavalec, se nazadnje porabi za povecanje notranje
energije vode: voda se segreje. Plavalec odda vsako sekundo okoli deset
joulov. Ce upostevamo, da se kilogram vode segreje za stopinjo Celzija,
ko prejme 4200 joulov in je masa vode okoli plavalca velika, nismo pre-
seneceni, da temperaturne razlike ne moremo opaziti. John Prescott Joule
se je moral v stiridesetih letih prejsnjega stoletja precej potruditi, da je
izmeril povisanje temperature majhne mase vode ali druge kapljevine v
toplotno izolirani posodi, ko ji je dovajal delo z mesalom.

Ceprav z besedo plavanje veckrat opiSemo telo na gladini vode, ki se
ne premika, navadno z njo mislimo na telo, ki se premika. Prav zaradi tega
premikanja je kopanje zanimivo: Kar pomislite na tekmovanje, kdo bo
hitreje plaval, in na lovljenje v vodi. Nacelno je zadeva preprosta. Plavalec
s tem, da spremeni lego telesa in kretnje rok in nog, preusmeri curek vode
iz navpicne smeri (slika 3). Ce plava enakomerno v vodoravni smeri,
so v ravnovesju vse sile: teZo uravnovesita statiéni vzgon in navpicéna
komponenta nasprotne sile curka, ki ji e naprej lahko reéemo dinamiéni
vzgon, vodoravno komponento nasprotne sile curka pa uravnovesi upor.

Slika 3. Plavalec se premika zaradi vodoravne komponente nasprotne sile curka (v.k.),
ki jo uravnovesi upor (Fy). Navpi¢na komponenta nasprotne sile curka (n.k.) skupaj
s statiénim vzgonom (Fy) uravnovesi teio (Fy). Plavalec se giblje s hitrostjo v, proti
levi.

Mislimo si, da plavalca, ki drzi roke in noge pri miru, vleéemo po
vodi s konstantno hitrostjo v,. Pri tem uravnovesi silo vrvi upor: Fy =

= %cupvg S. Koeficient upora ¢, je za kroglo 0,4 in za telo ribje oblike 0,04.
Vnaprej ne vemo, kolikSen je koeficient upora za plavalca, pa Se s ¢asom
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se spreminja zaradi gibanja rok, nog in trupa. Povprecna vrednost je
odvisna od nacina plavanja. Poznamo simetriéna naéina prsno in delfin ter
nesimetriéna hrbtno in prosto (kravl). Ce razmisljamo povprek, ocenimo,
da dosezejo tekmovalei hitrost okoli 100 m/60 s = 1,7 m/s in veé, zelo
pocasni plavalci pa hitrost 2 km/h = 0,6 m/s in manj.

proga moski hitrost Zenske hitrost
100 m prsno 60,60s 1,65 m/s 67,02s 1,49 m/s
100 m delfin 52,27 1,91 57,93 1,73

100 m hrbtno | 53,86 1,86 60,16 1,66

100 m prosto 48,21 2,07 54,01 1,85

800 m prosto 496,22 1,61
1500 m prosto | 881,66 1,70

Tabela 1. Svetovni rekordi v plavanju za moske in Zenske.

Izenacimo vodoravno komponento nasprotne sile curka pv?S z upo-
rom %cupvﬁs, pa dobimo za hitrost delov vode, ki jih odriva plavalec v

nasprotni smeri premikanja: v = «,{%cuvp.
Moc plavalca izracunamo zopet tako, da masni tok pomnozimo s po-

loviéno hitrostjo delov vode. Upostevati moramo dele vode, ki se gibljejo
v smeri gibanja plavalca, in dele, ki se gibljejo v nasprotni smeri:

pScuvg Ly, + pSv? - %*v = %cupvg(l +\/cu/8).

Pri tem smo uporabili zvezo med hitrostma.

S to zvezo lahko moé¢ plavalca prepisemo tudi v obliko pSv? (vp + %v).
To enacbo pojasnimo s staliséa plavalca, medtem ko smo doslej stali na
stali§éu opazovalca, ki je miroval glede na nemoteno vodo. Za plavalca se
namrec del nemotene vode giblje s hitrostjo vp, potem ko ga odrine, pa s
hitrostjo v + v,. Nasprotno silo curka izra¢unamo z razliko hitrosti, to je
v, za hitrost prijemaliiéa sile rok in nog pa moramo upostevati povpreéno
hitrost (v, +v+vp) = v, + 2v. Za plavalca sila upora ne opravlja dela,
ker njeno prijemalisée miruje. Na navpiéno komponento nasprotne sile
curka, ki je precej manjsa, se pri racunanju sploh nismo ozirali.

Tekmovalec doseze za kratek ¢éas moé, ki ni dosti manjsa od kilo-
watta. Zaradi vrtincev v vodi gre nekaj te moéi v izgubo. Vzemimo za
uéinkovito mo¢ 600 wattov in jo izenacimo z izraé¢unano mocjo plavalca.
S to zelo povrino oceno pridemo do povpreénega koeficienta upora nekaj
manj kot 0,3, kar se zdi dokaj smiselno. S tem koeficientom dobimo za zelo
pocasnega plavalca mo¢ nekaj ve¢ kot 30 wattov, kar se tudi zdi smiselno.
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Nazadnje obdelajmo 8e nihanje plavalca. Najprej se vrnimo na za-
etek in na znani nacin opazujmo plavalca, ki v navpicni legi miruje na
gladini. Kako bi se gibal, ¢e bi ga kdo malo potunkal in spustil? Se naprej
ga opisimo s pokonéno prizmo. V ravnovesju bi se plavalec zaradi dodatne
majhne sile I’ navpiéno navzdol dodatno potopil za visino h', za katero
velja enacba gp;Sh + F' = gpS(h' + h,). Zaradi zveze (1) preostane za
dodatno silo zveza F' = gpSh'. Na plavalca, ki je potopljen dodatno za
visino k', voda deluje z dodatno silo F' = gpSh’ navpiéno navzgor. Doda-
tni odmik navzdol povzroéi dodatno silo navzgor. To je znaéilno za nihalo.
Iz Newtonovega zakona ni tezko razbrati, da sorazmernosti koeficient med
silo F' in premikom h’, deljen z maso telesa, da (2w /to)?, ¢e je to nihajni
¢as. Maso telesa izrazimo kot p;Sh, pa dobimo za sorazmernostni koefi-
cient gpS/peSh = gp/phy = g/hp, Ee upostevamo enacbo (1). Plavajoce
telo niha potemtakem z nihajnim ¢asom ¢y = 2m\/h, /g, ki se ujema z
nihajnim ¢asom nitnega nihala z dolzino h,. Za plavalca v navpicni legi s
prejsnjim podatkom hp, = 24h/25 = 1,63 m dobimo nazadnje to = 2,5 s.
V vodoravni legi, ko je visina potopljenega dela okoli 10 cm ali veé, pa bi
dobili krajsi nihajni ¢as 0,6 s.

Nihanje je zaradi upora moéno duseno, tako da ga komaj lahko zasle-
dujemo. Zanesemo pa se lahko na ugotovitev, da se plavalec v ravnovesno
lego vrne po ¢asu z velikostno stopnjo sekunde. Iz tega izhaja, da plava-
lec s sunki rok in nog v pravem ¢asovnem razmiku lahko izkoristi nihanje,

da pridejo usta v pravem trenutku dovolj visoko nad vodo in nemoteno
vdihne.

Clovek ni prizma. Roke in noge nimajo enake ploséine kot presek
telesa. Pri podrobnejsem racunanju bi bilo treba ugotoviti razmerje med
celnim presekom telesa S in u¢inkovitim presekom rok in nog S’. Pri na-
sprotni sili curka bi kazalo upostevati efektivni presek ¢/, S’, podobno kot
smo upostevali efektivni presek e,S pri raunanju upora. Nase privzetke
spremljajo Se druge pomanjkljivosti. Vendar je preprosta slika, ki smo
si jo ustvarili, dokaj uporabna in pripravna za izpopolnitve. Bralci Pre-
seka jo lahko v naslednjem poletju preskusijo v okviru kake srednjesolske
raziskovalne naloge. Ob tem lahko raziséejo, kako je pri razliénih nacinih
plavanja, ée plavamo samo z rokami ali samo z nogami, pri plavanju pod
vodo in Se veliko drugega. Primerjali bi lahko tudi gibanje ¢loveka na
meji med vodo in zrakom z gibanjem Zzivali, ki zivijo v vodi in katerih
povprecna gostota je enaka gostoti vode.

Janez Strnad
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SE ENKRAT O FIBONACCIJEVIH ZAPOREDJIH

Presek je o Fibonaccijevih zaporedjih v tem letniku ze pisal (glej Po-
splosena Fibonaccijeva zaporedja, Presek 24 (96/97), §t. 3, str. 1560-152).
V prispevku smo obravnavali posploena Fibonaccijeva zaporedja, to je
zaporedja, doloéena z zacetnima ¢élenoma a; = a in az = b ter rekurzivno
ZVEZO Qpy1 = @i + ag—1, k > 2. Pri tem smo se omejili na zaporedja s po-
zitivnima celostevilskima zacetnima ¢lenoma a in b. Med takimi zaporedji
smo iskali tisto, ki vsebuje Stevilo 1000000, hkrati pa je zanj vsota a + b
najmanjsa. Nalogo smo resili z “metodo grobe sile”. Z rekurzivno zvezo
lahko iz dveh zaporednih élenov zaporedja izraéunamo naslednje, pa tudi
prejsnje clene. Ker je bilo stevilo 1000000 v zaporedju, smo kar preizku-
sili vse kandidate za prejsnji ¢len, to so bila Stevila od 1 do 999999, in z
ra¢unanjem nazaj izracunali zacetna ¢lena. Tako smo v nekaj sekundah
dobili odgovor a = 154 in b = 144.

Opisana resitev je bila primerna za zastavljeno nalogo, saj jo je
mogoce hitro domisliti in sprogramirati, pa tudi moznosti, da bi se zmotili,
ni prav veliko. V nadaljevanju prispevka pa bomo pokazali, kako z nekaj
razmi§ljanja pois¢emo Se bistveno boljso reditev, tako, ki jo bo mogoce
uporabiti tudi za ratunanje s svinénikom in papirjem (no, tudi zepnega
racunala se ne bomo branili).

Oznagimo z fi = fo = 1,f3 = 2, f4 = 3,... obi¢ajna Fibonacci-
jeva stevila. V Ze omenjenem prispevku smo ugotovili, da za élene po-
sploSenega Fibonaccijevega zaporedja velja

ar = fy—2-a+ fr_1-b,

pri ¢emer vzamemo f_; = 1 in fy = 0. Podobno lahko zapisemo tudi for-
mulo za predhodne élene. Recimo, da poznamo élena a,, in a,_;. Potem
za i > 0 velja

p—§ = (_l)if:'—l L (_l)ifi 0p—1 . (1]

Da gornja formula res velja, se prepricamo z matematic¢no indukcijo, se-
veda pa nama lahko verjamete tudi na besedo. Poglejmo primer ra¢unanja
predhodnih ¢lenov. Recimo, da je v zaporedju stevilo 100, élen pred njim
paje enak 62. Potem z racunanjem nazaj, pri tem uporabljamo rekurzivno
ZVeZO (p—j = Gp_it+2 — Un—i41, dobimo

100, 62, 38, 24, 14, 10, 4, 6, —2, 8, —10, ... (2)
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Seveda nas zaporedje predhodnih élenov zanima le toliko éasa, dokler so
vsi njegovi ¢leni pozitivni. In koliko zagetnih ¢lenov je pozitivnih? V zgor-
njem primeru jih je 8. V splosnem pa razmisljajmo takole. Pri ra¢unanju
predhodnih élenov so ti pozitivni toliko ¢asa, dokler je novi predhodni
¢len strogo manjéi od predhodnega ¢lena, izracunanega na prejénjem ko-
raku. Ce je novi predhodni élen veéji ali enak prejsnjemu, bo naslednji
izracunani predhodni ¢len enak 0 ali manjsi od 0. To pomeni, da se usta-
vimo pri prvem indeksu 7, za katerega velja

Ap—i 2 Qn—ipl - (3)

Tedaj ima zaporedje predhodnih ¢lenov na zagetku natanko i+1 pozitivnih
¢lenov. Ce v (3) upostevamo zvezo (1), dobimo

(=1)fic1 - an — (1) fi - @n—1 > (=1)"" ' ficg - an — (=1)" "' fic1 - @no1,

kar nam po preoblikovanju da
(-1)'fi-an 2 (=1) fisa -an-1.
Pogoj, ki nas pri racunanju predhodnih ¢élenov zaustavi, je tako

ifi o qyi%n-1
1y s st

(4)
Pomembni so torej koliéniki zaporednih Fibonaccijevih stevil. Zapisimo
Jjih prvih nekaj:

01123538 1382 35
17178y 13’ 21’ 34’ 55’ 89"
Pokazemo lahko, da se koliéniki blizajo razmerju zlatega reza, to je vre-
dnosti

3 5
5" 8’

o= ‘/52_ L - 0.6180339. ..

Natanéneje, koliéniki ?f-:—l, i=0,1,..., so strogo manjsi od ¢ in rastejo

proti ¢, koli¢niki J,L:—_I—;, i=0,1,..., paso vedji od ¢ in padajo proti ¢. O

tem se lahko prepricamo, na primer s pomocjo Cassinijeve identitete
firrfic1 — £} = (-1), i>0.

Prikazimo prvih nekaj koliénikov in pripadajoée intervale Se na stevilski
premici:
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3 D 6 4 2

[T 5
T 21 >

or
[ *

2
3

(=38 ]
afen

Stevilke nad intervali povedo, s koliko pozitivnimi éleni se zaéne za-
poredje predhodnih ¢lenov, ¢e je koliénik med a,_; in a, na izbranem
intervalu. Na primer, ¢e “":‘ € [2, %), potem dobimo z ra¢unanjem na-
za] poleg a, in a,—; 8e &tiri pozitivne ¢lene, preden naletimo na prvi
nepozitivni len. Poglejmo Se primer (2). Tu je “2=* = £%. Kolicnik
tako lezi med % = %?— = 0.619 in -}E = g = 0.625. Pogoj (4) ni izpolnjen
za noben sod indeks i, pri lihih pa ne velja za i = 1,3 in 5. Najmanjsi 7,
za katerega je izpolnjen, je tako 7, zaporedje pa ima na zacetku 8 pozitiv-
nih élenov. Napoved iz pogoja (4) se torej ujema s §tevilom izracunanih
pozitivnih ¢lenov v (2).

Pricakujemo lahko, da bo vsota zadnjih dveh pozitivnih élenov (to-
rej vsota zacetnih ¢lenov posplosenega Fibonaccijevega zaporedja iz nase
naloge) tem manjia, ¢im veé pozitivnih élenov bomo naraéunali iz a, in
an—1. To predvidevanje potrdi tudi ra¢un. Ce je 22=L na intervalu med
f,‘%: in %, pri éemer je interval pri i‘:: odprt, pri %‘—'— pa zaprt, z
racunanjem nazaj dobimo (vkljuéno z a,, in a,_) i pozitivnih ¢lenov. Ce

je koliénik “::‘ enak ;-:-r"_—‘, sta zadnja pozitivna ¢lena enaka, njuna vsota
a

paje 27“'“- Ko pa se s koliénikom
;:::, se predzadnji pozitivni ¢len bliza 0, zadnji pa gre proti j—"‘x Vsota
obeh se tako od spodaj priblizuje ff! Za majhne vrednosti indeksa 7 so

;:‘ blizamo drugi meji intervala, stevilu

gornje ugotovitve prikazane tudi v spodnji tabeli (pri tem se vrednostim v
zadnjem stolpcu lahko le poljubno priblizamo, ne moremo pa jih doseéi):

stevilo pozitivnih | f; [ interval za vrednost a + b
¢lenov i koliénik “;:1 najmanjsa 2—;.'.'1 najvecja f_?lL:
2 1 [1,00) 2a, oo
3 2 (0, %] an i
N 2 o
s |s| G 0. i
o |s| w3 : e
T |n] @ o %
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On—1

Se posebej zanimiva je izbira = . Tedaj je zaporedje predhodnih
clenov sestavljeno iz samih pozitivnih stevil, ki padajo proti 0, a te vre-
dnosti nikoli ne dosezejo. Seveda v tem primeru vsaj eden od a, ali a,_;
ni celo Stevilo, saj ¢ ni racionalno stevilo.

Tako, teoretiéno smo razjasnili vse podrobnosti. Poglejmo se, kako te-
orijo koristno uporabimo pri resevanju naloge, ki smo jo opisali na zacetku
prispevka. Ce naloga ne bi zahtevala, da sta a in b celi stevili, bi bila prava
izbira seveda a,_1 = wa,. Ker pa gpa, ni celo stevilo, sta kandidata za
an—1 dva. To sta zaporedni celi stevili, med katerima lezi pa,: |@pa, | in
[¢an]. Da bo resitev popolna, dopisimo Se program:

program posploseni_Fibonacci;

{ Uéinkovito pois¢e zacetna élena posplosenega Fibonaccijevega }
{ zaporedja. }

var
fi: extended; { razmerje zlatega reza }
an,al,a2: longint; { najveéji in tekoca élena zaporedja }
i: integer; { stevec pozitivnih élenov }
begin
fi := (sqrt(5)—1)/2;
repeat
write(’Vpisi pozitivni clen, ki ga poznas: ’); readln(an);
until an>0;
a2 := an; al := trunc(fi*an); i = 2; { prvi kandidat }
write(’an = ’,a2’ an—1 = ’,al);

while al<a2 do
begin al := a2-—al; a2 := a2—al; i := i+1; end;
writeln(’ a = ’,al,” b = a2, (i, clenov)’);
a2 := an; al := trunc(fi*an)+1; i := 2; { drugi kandidat }
write(’an = ’,a2,’ an—1 = ’al);
while al<a2 do
begin al := a2—al; a2 := a2-al; i := i+1; end;
writeln(’ a = ’,al,” b = a2’ (i, clenov)’);
readln;
end.

Pri a, = 1996 je pa, = 1233.5958..., torej sta kandidata za ap—;
stevili 1233 in 1234. Daljse zaporedje doloca stevilo 1233, kjer dobimo
a =49 in b = 6, medtem ko pri a,_; = 1234 dobimo a = 40 in b = 34.
Pri a, = 19961996 sta kandidata za a,_, Stevili 12337192 in 12337193.
Tudi tokrat je boljsi prvi kandidat, za katerega dobimoa = 704 in b = 692.
Omenimo e, da ima zaporedje, ki ga dolo¢a prvi kandidat, 23 pozitivnih
¢lenov, zaporedje, ki ga dolo¢a drugi, pa le 20, torej kar 3 manj.

Martin Juvan, Katarina Kokalovié
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OPAZUJEMO PLANET JUPITER

V astronomskih efemeridah ali v raéunalniskem programu lahko zasle-
dimo, da bo Jupiter v sredini tega leta v primerni legi za opazovanje.
Spomladi je e jutranji planet, avgusta pa bo viden vso nog, ker je v opo-
ziciji s Soncem. Potem bo zahajal vedno bolj zgodaj, postajal tako vecerni
planet in se polagoma izgubil v Soncevi svetlobi.

Predlagam, da izkoristite jutro, no¢ ali pa vecer in opazujete najvecji
planet nasega Osonéja. Stari Grki so mu rekli Stilbon — Svete¢, tudi Zevs,
Rimljani pa Jupiter. Ker je bila latinééina dolga stoletja uradni evropski
jezik, se je prav to ime preneslo v vse jezike in se ohranilo do danes.

Preden zaénemo z opazovanjem Jupitra, si oglejmo dve znacilni legi
Jupitra glede na Sonce, gledano z Zemlje. Jupiter krozi okrog Sonca po
tiru, ki lezi zunaj Zemljinega. Takemu planetu recemo zunanji planet.

Ko je Zemlja v legi Z, Jupiter lahko zasede na svojem tiru razlicne
lege. Ce lezi v legi Ji, je za Soncem, oziroma Sonce je med Zemljo in
Jupitrom. Pravimo, da je Jupiter v konjunkeiji (navideznem stiku) s
Soncem. Jupiter vzhaja istotasno s Soncem in je na nebu podnevi, zato
Jje neviden.

Ce je Jupiter levo od Sonca, s, Ji
zahaja za Soncem in je viden zve- 4
cer, ¢e pa je desno od Sonca, vzha-
Ja pred Soncem in je viden zju- 3 '
traj. Najprimernejso lego za opa-

zovanje z Zemlje pa zavzame Ju- = “'!f_:z%’f'f
piter (oz. zunanji planet), ko je v 3«*‘? ------- 3 {—3;}-;——-—__‘)3{
legi Jo. Takrat nam kaze vso osve- N

tleno ploskvico in je hkrati e naj-
blizje Zemlji. Ta njegova lega se
imenuje opozicija s Soncem. Pla-
net je viden vso noé. Vzide, ko
Sonce zaide.

Jupiter najprej opazujemo s
prostim ocesom. V opozicijis Son-
cem ga 18¢emo v ozvezdju Kozo-
rog. Hitro ga izsledimo, saj je zelo
svetlo nebesno telo. Opazujemo

Slika 1. Posebni legi Jupitra glede na Sonce,
gledano z Zemlje. Z — Zemlja, S — Sonce,
Jy — konjunkecija s Soncem (planet je nevi-
den), J2 — opozicija s Soncem (planet je vi-
den vso noc).

ga priblizno vsak deseti dan. Opazili bomo premik planeta glede na od-
daljene zvezde. Tako odkrijemo Jupitrovo navidezno gibanje.
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Slika 2. Takole z Zemlje opazujemo (dozivljamo) Jupiter ob opoziciji s Soncem (geo-
centriéno gledanje). Jupiter vzide, ko Sonce zaide.
_ ; = .

Slika 3. Jupiter bo ob opoziciji (9. 8. 1997) viden v ozvezdju Kozorog — raéunalniska
slika.
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Nato ga opazujemo Se z daljnogledom. Ze z daljnogledom manjse
povecave ob Jupitru zasledimo stiri drobne svetle pike — njegove najveéje
lune. Ce pa Jupiter pogledamo z zmogljivejsim daljnogledom, vidimo e
podrobnosti v Jupitrovi atmosferi.

Ce razpolagamo z racunalniskim programom, lahko razna posnema-
nja Jupitra gledamo kar na zaslonu racunalnika. V ucbenikih in enciklope-
dijah preberemo $e kaksne zanimivosti o Jupitru, o najnovejsih raziskavah
pa na Internetu.

Namen naSega prispevka je, da vas spodbudimo, da greste ven in v
objemu narave obéudujete in opazujete ta resniéno lepi planet.

Nalogi _.

1. Z odrocenima rokama prikazi- "
te, kako z Zemlje opazujemo i :
Jupiter ob konjunkciji s Son-
cem (geocentricno gledanje).
Jupiter vzhaja in zahaja s
Soncem.

e T -

2. Naj bo Zemlja v legi Z, Jupi-
ter pa v legi J. Ali je Jupiter E
viden? Ce je, ali je viden zju- L
traj ali zvecer? Kdaj vzhaja
oziroma zahaja?

Marijan Prosén

MIHA IN RAZLIKA DVEH KVADRATOV —
Resitev s str. 296

Sklepanje se zdi na prvi pogled logi¢no. Vendar je v njem napaka. Ce je
v razcepu a? — b? = (a + b)(a — b) razlika stevil a — b enaka 1, ne moremo
sklepati, da je stevilo a? — b? sestavljeno. Nekaj primerov, ko je prastevilo:
P-1P=3,8-2L=b8—-3 =7, ..., (medtem ko 5%~ 4® = 9§ ni
prastevilo).

Marija Vencelj
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UCITELJI RISEJO — Resitev s str. 276

Morda so se vam zdele objavljene naloge prelahke, vendar pa morate pri
oceni njihove tezavnosti upostevati, da so imeli slusatelji za reSevanje na-
log na voljo le dobri dve sSolski uri, poleg sedmih nalog iz loga pa so morali
resiti e podobno §tevilo nalog o bazah podatkov.

1.

Zaporedje ukazov
Ccs
REPEAT 4 [
FD 100 LT 90 FD 100 LT 90 FD 100 LT 90 PU FD 100 PD
5|

narise

Celotni lik meri v vi§ino in v Sirino po 200 enot, vsaka érta pa je

narisana natanko enkrat. Zacetni in konéni polozaj zelve je na sredini
lika.

Pravilna odgovora sta (b) in (c). Zaporedji
(a) in (d) nariSeta nekoliko zasukan lik:

Krizec s kraki dolzine 100 enot nariSemo takole:

TO krizec
REPEAT 4 [ FD 100 PU BK 100 PD RT 90 ]
END

Dvigovanje in spusCanje peresa pri vracanju zelve v sredisée lahko
tudi izpustimo.

Najpre] zapisimo pomozni ukaz, s katerim nariSemo enakostrani¢ni
trikotnik s stranicami dolzine 150 enot.

TO trikotnik
;Narise enakostrani¢ni trikotnik v levo naprej glede na
jtrenutno smer.
REPEAT 3 [ FD 150 LT 120 ]
END
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Risbo cveta dobimo, ¢e iz vseh §tirih oglis¢ kvadrata pravilno usmer-
jeni pokliéemo ukaz trikotnik. Ne smemo tudi pozabiti, da mora
biti sredisce cveta na sredini zaslona.

TO cvet
CS ;Pogistimo zaslon in se postavimo na njegovo sredino.
PU
SETPOS [ -75 -756 ] ;Pomik v levi spodnji vogal kvadrata.
PD
REPEAT 4 [
trikotnik
FD 150 RT 90
]
END

Omenimo 3e, da se vsaka stranica kvadrata narise dvakrat: najprej pri
risanju trikotnika, nato pa Se pri premiku v naslednji vogal kvadrata.

Smreko zaénemo risati na dnu debla. Sestavljena je iz d delov, vsak
meri 30 enot. Tudi veje so dolge 30 enot.

TO smreka :d
REPEAT :d [
FD 30 ;del debla
RT 135 FD 30 BK 30 ;desna veja
LT 270 FD 30 BK 30 ;leva veja
RT 135

]
END

Po koncu risanja se Zelva nahaja na vrhu debla in je obrnjena v
isto smer kot na zacetku. Z veckratno uporabo ukaza smreka lahko
narisemo zelo zanimive like. Poskusite na primer naslednje zaporedje
ukazov:

CS SETPENSIZE [5 5] REPEAT €6 [ smreka 3 BK 90 RT 60 ]

Ker je stopnisce sestavljeno iz 25 stopnic, vsaka stopnica pa meri 20
enot v §irino in 10 enot v vidino, bo celotna slika siroka 500, visoka
pa 250 enot. Ker Zelimo sliko narisati na sredini zaslona, bomo njen
levi spodnji vogal postavili v toéko (—250,—125). V resitvi bomo
uporabili pomozni ukaz stopnica, s katerim nariSemo posamezno
stopnico.
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TO stopnica

LT 90
REPEAT 2 [
FD 10 RT 90 FD 10 RT 90 FD 10
]
RT 90
END

Ukaz stopnica risanje posamezne stopnice za¢ne in konéa na sredi
njene osnovnice. Celotno stopniice pa narisemo takole:

TO stopnice
CS PU SETPOS [ -250 -125 ] PD RT 90
MAKE "d 0 ;dolZina podpornika stopnice
REPEAT 25 [
FD 10 LT 90 FD :d
stopnica
BK :d RT 90 FD 10
MAKE "d :d+10
]
END

Po koncu risanja je zelva v desnem spodnjem vogalu slike in je obr-
njena v desno. Ce zelite sliko narediti bolj zanimivo, lahko gornjo
resitev dopolnite na primer z barvanjem posameznih stopnic z na-
kljuénimi barvami.

Ceprav je opis naloge nekoliko daljsi, pa je resitev zelo preprosta:

TO lomljenka :n :d
CS ;Risanje zaZnemo na sredini zaslona.
REPEAT :n [ ;Narisali bomo :n daljic.
RT 90 *(-1+RANDOM 3) ;nakljuZni zasuk
FD :d ;Daljice so dolge :d enot.
]
END

V resitvi smo upostevali, da je zasuk za —90 stopinj v desno enak
zasuku za 90 stopinj v levo. Tako za izbiranje nove smeri ne potre-
bujemo odlocitvenega stavka IF, zadoica, da nakljuéno izberemo eno
od stevil —90, 0 ali 90.

Martin Juvan
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PANORAMSKE PERMUTACIJE

Zame, ki nisem preveé¢ izkuSen planinec, je vsakié najbolj zagoneten pa-
noramski pogled, ko pridem na vrh kakega hriba. Sami vrhovi naokoli.
Najprej poiscem Triglav in grem potem s pogledom na desno. Vrh sledi
vrhu vse naokrog, dokler na zagledam spet Triglava. Le kje se skriva
Razor? Vcasih je prav hecno: hodis po poti pa je na levi Visevnik, potem
Triglav, pa Rjavina in na skrajni desni Debela pe¢. Kasneje pa se vrstni
red moéno pomesa. Za izkuSenega planinca ni to noben problem, za ma-
tematika pa je taka zmeda lahko vzpodbuda, da si zastavi nove naloge, ki
mu krajSajo ¢as med hojo.

Ce imamo opravka z n knjigami, jih lahko na polico zlozimo na n! =
=n(n—1)(n—2)-...-3-2-1nacinov. Vsaki razporeditvi re¢emo permu-
tacija. Vseh premutacij n elementov je torej n!. Stevilo vseh permutacij
z rastoéim n zelo hitro narasca.

n!

n

1

2

3 6

4 24
5 120
6 720
7 5040
8 40320
9 362880

10 3628800

Zdaj pa imamo problem. Izberimo si n gorskih vrhov. Privzemimo,
da noben vrh ne zakriva nobenega drugega. Najbolje je, da si tretjo
razseznost kar odmislimo in dogajanje prenesemo v ravnino: na primer
na zemljevid. Postavimo se nekam na zemljevid in si oglejmo v kak$nem
vrstnem redu lahko vidimo vrhove od leve proti desni. Recimo, dajen =4
in vidimo vrhove v zaporedju 1234. Potem lahko zaénemo tudi pri vrhu
2 in jih vidimo v zaporedju 2341, pa se v zaporedju 3412 in konéno 4123.
Vsaki od teh stirih permutacij bomo rekli panoramska permutacija. Ce
se premaknemo v drugo tocko zemljevida bomo v splosnem dobili druge
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Stiri panoramske permutacije. Vedno se postavimo v tocko zemljevida, ki
ne lezi na nobeni premici skozi poljubna dva vrhova.

Vprasanja: Koliko panoramskih permutacij dobimo, ¢e stiri tocke
postavimo v oglis¢a kvadrata? Koliko pa jih je, ¢e oblikujejo tri tocke ena-
kostraniéni trikotnik, in postavimo éetrto v trikotnikovo sredisée? Kako

postaviti &tiri toéke v ravnino, da bo Stevilo panoramskih permutacij
najvecje? Ista vprasanja lahko zastavimo za n =5 in n = 6. Ali obstaja
razporeditev n tock v ravnino, da bodo zanjo vse permutacije panoram-
ske? Ce je odgovor na zadnje vprasanje “ne”, ali je mogoce vsaj oceniti,
kako hitro narasca stevilo panoramskih permutacij z rastocim n?

Tomaz Pisanski

STIRI LAHKE

Sahovska deska.

Koliko kvadratov je na Sahovski deski? (Ne prenaglite se z odgovo-
rom!)

Datumi.

Datum 8. 8. 1988 lahko krajse zapiSemo tudi 8. 8. 88, torej s samimi
enakimi Stevkami.

Kolikokrat se v enem stoletju pojavi tak datum, da zapiSemo dan,
mesec in zadnji dve mesti letnice s samimi enakimi stevkami?
Skrit racun.

Poiséi vse moZnosti za racune oblike
BC x BC = ABC,

kjer so A, B, C razlicne desetiske stevke.

Majhen ¢éoln.

Dva moza in dva decka bi radi preckali reko. Imajo majhen ¢oln, ki
nosi lahko samo enega moza ali samo dva decka. S seboj nimajo nobene
dovolj dolge vrvi ali kaj podobnega, da bi lahko prazen ¢oln potegnili cez
reko nazaj. Ali lahko pridejo vsi suhi ¢ez reko, ée znajo vsi veslati?

Marija Vencelj
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O RACUNOVODSKEM PRAVILU

Dostikrat se znajdemo pred nalogo, kako sesteti podano konéno vsoto.
Vzemimo najprej naslednji vsoti in ju sestejmo brez dokazovanja:

1
1+2+---+n:@, (1)
1)(2 1
12427 4. gt = BT )6[“+ ) ()

To sta znani formuli za vsoto prvih n naravnih stevil in kvadratov
prvih n naravnih stevil (glej tudi sestavek Vsota potenc naravnih stevil v
1. stevilki Preseka).

Vzemimo kak tezji primer. Koliksna je na primer vrednost vsote

Q@)oo

Na prvi pogled je najbrz ne znamo preprosto ugnati. Véasih si pri po-
dobnih nalogah pomagamo s primerno interpretacijo ¢lenov v dani vsoti.
Poskusimo to storiti z vsoto (3).

Binomski simbol (}) je stevilo k-elementnih podmnozic mnozice z n
elementi. V vsoti (3) nastopa ob binomskem simbolu () stevilo k. Kaksen
pomen pa ima tu k? In produkt k(})? Premislimo. Gre za neki odnos
med elementi in podmnozicami. Ker je vseh k-elementnih podmnoizic (}),
nam produkt k(:) pove, kolikokrat je resniéna izjava ‘element a pripada
mnozici X ', ko pretece a osnovno mnozico z mocjon, X pa vse podmnozice
z mocjo k.

Vidimo torej, da gre tu za odnos ‘pripada’ (€). Preden sestejemo
vsoto (3), pa razmislek posplosimo.

Racunovodsko pravilo. Naj bosta A, B konéni mnoziciin RC AxB
poljubna podmnozica karteziénega produkta A x B. Podmnozici R pra-
vimo tudi relacija.

Ce je R(a) = {be€ B|a Rb}in RF'Y(b) = {a € A|a R b} in
oznacujejo |R|, |R(a)|, |R~1(b)| moéi mnozic R, R(a) in R(b), potem je

|R| =" IR(a)| = ) IR (B)]. (4)
a€A beB

Kot obicajno smo z znakom ) . , |R(a)| oznacili vsoto stevil |R(a)|, ko
a pretece mnozico A, in podobno v ostalih primerih.
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Zgornjo trditev najlazje ilustriramo ob sliki 1. ZapiSimo elemente
mnozice A v skrajni levi stolpec, elemente mnozice B pa v zgornjo vrstico.
vrstice in stolpca enico, sicer postavimo tja niélo. Potem so tri stevila
iz enakosti (4) zaporedoma: skupno Stevilo enic, vsota enic, Steta po
vrsticah, in vsota enic, Steta po stolpeith (24+14142=2434+1=6).
Ta tri $tevila so enaka, zato enakost (4) velja.

by |by |bs |ba |3
a |00 1|1 ]2
az [1 |1 0|1 |3
as [1 |0 [0 [0 |1
sl2 1 ]1]2]6

Sli.kﬂ 1. R(ﬂ]) = {bs,bq},R(ﬂ.'zj = {b;,bz,ih;},ﬂ(aa) = {b]}‘

Vrnimo se sedaj k uvodnemu problemu. Definirajmo mnozici A in B
ter relacijo R takole:

A={1,2,....n} B=PA)={X|XCA} aRbeach.

Za tako definirane A, B in R bomo uporabili rac¢unovodsko pravilo.
Vzemimo a € A in izracunajmo |R(a)|! V mnozici R(a) so tiste
mnozice iz B, ki vsebujejo element a. Koliko jih je? Ker so vse oblike
X U{a}, kjer je X C A\{a} (zakaj?), jih je toliko kot podmnozic mnozice
A\{a}, teh pa je 2"~'. Nato e za b € B izraéunajmo |R~'(b)|. Mnozica

b premore |b| elementov, zato je |R™1(b)| = |b]. Iz racunovodskega pravila
(4) sledi:
Bl=Y 2= "
agA beB

Levo vsoto sestavlja n ¢lenov enakih 2°~!, v desni zdruzimo élene glede
na moé¢ mnozice b in dobimo:

Z“: k (’;) =n2™L,
k=0

Vsoto (3) smo torej sesteli.

Osnovna ideja racunovodskega pravila je, da prestejemo moc relacije
R na dva naéina. S primerno izbiro mnozic A, B in R lahko dobimo
zanimive enakosti. Poiséimo jih e nekaj.
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e NajboA=B={1,2,...,n}ina Rb<= a <b. Potem je med 1
in n takih stevil, ki so manjsa ali enaka a, ravno a; stevil vecjih od b, pa
jen—0b+1. To vstavimo v (4) in dobimo

Za—Z(n—b—}—l

a=1

Ker teceta a in b v obeh vsotah po istih stevilih, lahko v drugi vsoti
namesto b piSemo a, ga prenesemo na levo in izracunamo novo desno
vsoto:

QZG_Z(R+1)—n n+1). (5)

a=1

Ce enacbo (5) e delimo z 2, dobimo vsoto (1).
e Naj bo tokrat

A={1,2,...,n} B=AxA a R (b,bs) <= a<b;ina<b;.

Elementi mnozice B so v tem primeru pari 8tevil. Parov (by,bs), pri
katerih sta obe komponenti veji ali enaki a, je (n — a + 1)? (zakaj?).
Ce pa je dan par (b, bs), taka stevila a, da velja a < by in a < by, kar
nastejmo: to so 1,2,...,b1, ¢e je by < by, in 1,2,...,bq, Ce je by < by.
V splosnem jih je torej min(by, by), kjer min(by, b2) oznacuje manjse od
stevil by in by. Sedaj dobimo iz (4):

n

Y n—a+1)2=>" 3" min(by, ba). (6)

a=1 bi=1bz=1

Leva vsota v (6) je pravzaprav vsota kvadratov prvih n naravnih stevil,
torej leva stran enakosti (2). Poglejmo Se desno vsoto. Razstavimo jo
takole:

3N minby,ba)= D0 b4+ Y bt Y b (7)

bi=1bs=1 by <ba ba<by bi=ba

V (7) sta na desni strani prvi dve vsoti enaki, zato izraéunajmo le eno:

Do =) _bhn—b)=nd_ b-> b (8)

by=1ba=by+1 bi=1 by=1 by=1
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V (8) sestevamo le e prvih n naravnih stevil in kvadrate prvih n naravnih
stevil, zato iz (6), (7) in (8) sledi

3252 2n+l)Zb; (9)

bi=1 b=l

Iz (9) in (1) pa z deljenjem s 3 sledi enakost (2).
e  Za naravno stevilo n ozna¢imo z D(n) mnozico vseh deliteljev stevi-
la n. Definirajmo:

A=D(n) B={1,2,...,n} aRb&alb.

Poglejmo, kaj dobimo v tem primeru. Naj bo a delitelj stevila n. Vsa z a
deljiva stevila, ki lezijo med 1 in n, so:

a,2a,3a,...,§a. (10)

V (10) je natanéno I stevil. Naj bo sedaj b stevilo iz mnozice B. Koliko

Jje deliteljev stevila n, ki delijo Stevilo b7 Delitelji stevila n, ki delijo tudi
stevilo b, so skupni delitelji obeh stevil. Vse skupne delitelje stevil b in
n bomo dobili, ¢e bomo opazovali delitelje najvecjega skupnega delitelja
obeh stevil, torej mnozico D(d(b,n)). Tu d(b, n) oznacuje najvecji skupni
delitelj stevil b in n. Uvedimo Se dve oznaki: ée je n naravno stevilo, naj
bo 7(n) stevilo njegovih deliteljev, o(n) pa vsota vseh deliteljev stevila n.
Primer:

7(6) = {1,2,3,6}| =4, 0(6) =1+2+3+6=12.

Sedaj lahko odgovorimo na gornje vprasanje. Deliteljev stevila n, ki delijo
tudi stevilo b, je 7(d(b,n)). Uporabimo (4):

E&—ZT(M n)). (11)

aln
Ker pa je
3 ==Y4a (12)
n®

(delitelji so v (12) samo nasteti v obratnem vrstnem redu), dobimoiz (11)
in (12)
o(n) = 3 7(d(b,n)).

=1
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Preskusimo enacbo za n = 6:
() +72)+7B)+7(2) + (1) +7(6) =14+2+2+2+1+4 = 12 = ¢(6).
¢  Vzemimo sedaj

A={1.2 .. .0} B=AxA a R (by,bsy) <= a = b1bs.

Naj bo a € A. Koliko takih parov (b1, bs) obstaja, da je a = b1bs?
Opazimo, da je par (by,bs) dolocen Ze z izbiro delitelja by, saj je by =
— f; Vseh parov je torej toliko, kot je deliteljev stevila a, teh pa je 7(a).
Poglejmo se obratno. Za vsak par (by, bs) € B obstaja le eno tako stevilo
a, da je a = biby, to je bybs. Toda produkt bybs mora lezati v A, ¢e naj
bo bibs R (by,bs). Zato je

ce je bibg S n
ce je biba >n’

R (b bl ={

Vstavimo zadnja dva rezultata v (4). Dobimo:

= . 2y 1, cejebiba<n
ZT(G)_ZZ{O, ce Je biby > n’ (13)

a=1 bi=1 ba=1

Cev (13) fiksiramo by, potem zado&Eajo neenaébi by < BHT naslednja stevila
iz mnozice A:
n

s

kjer smo z |z oznacili najvecje celo stevilo, ki je manjse ali enako stevilu
z. Iz (14) sledi

B - (14)

A W Lo a L i
1, tejeba < & ~ . n
ZZ{O, (":eje@)bi" = I"b_IJ (15)
b1=1ba=1 1 b1=1 ba=1 by=1
Iz (13) in (15) dobimo
n n n .
Y r(a) = L3 (16)
1
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To pot vsote nismo znali sesteti, smo jo pa preoblikovali. Navedimo Se
racunski primer, zopet za n = 6. Leva stran v (16) postane:

() +72)+7(3)+7(4)+7(5)+7(6)=1+24+2+3+2+4=14,

desna stran pa

14151+ 51+ 151+ 131+ (3 =6+3+2+14+141=14,

Ker je za velike n racunanje izraza 7(n) zamudno, je vsoto (16) lazje
racunati po desni strani.

Tvan Lisac

BUHTELJNI V LABIRINTU - Resitev s str. 278

Zacnimo od zadaj. Na CILJ lahko pridemo le s polja 13, po poti oznaceni
z DA. Na polju 13 je vprasanje: ALI MORAS ODGOVOR NA TO
VPRASANJE ZANIKATI?. Vprasanje se seveda nanasa na pravilo 4.
Kot ste verjetno Ze sami ugotovili, ni mogoce v nobenem primeru zapu-
stiti polja 13 v smeri DA, ée za potezo izberete svinénik, ki kaze na to
polje. Ko pravilo 4 ni aktivno, je odgovor NE in morate naprej po poti
NE. Ko je pravilo 4 vkljuéeno, je odgovor na zastavljeno vprasanje DA,
zaradi pravila 4 pa morate naprej tudi v tem primeru v smeri NE.

Ali je sploh mogoée priti na CILJ? Uporabiti moramo polje 10, ki
drugi svincnik poslje v smeri DA. Priti moramo torej v polozaj, ko je
en svincénik na polju 13, drugi na polju 10 in za potezo izberemo tistega
na polju 10. Pri tem ne sme biti aktivno pravilo 4. Na kratko bomo to
oznacili s parom stevil: (13,10).

(Pri vsakem paru oznacuje stevilka v mastnem tisku svinénik, ki ga
moramo izbrati za naslednjo potezo. Ko bo aktivno pravilo 4, bomo par
oznacili z *.)

Do polja 13 pridemo preko polja 11 v smeri NE. To je izvedljivo le,
¢e je aktivno pravilo 4. Na poti k cilju moramo tore] najmanj enkrat
vkljuéiti pravilo 4 in ga Se pred zadnjo potezo izkljuciti.

Polozaj (8,9)* je edini, iz katerega lahko pridemo v bliZino cilja (s
polja 11 na polje 12) in nato pravocasno izkljuéimo pravilo 4.

Do polozaja (8,9)* pelje ve¢ poti. Ali lahko najdes najkrajso?

Ena od moznih resitev:
(1,3), (1,9), (1,11), (2,11), (7,11), (8,11), (8,7), (4,7), (9,7)*, (8,9)",
(8.11)", (8.12)*, (4,12)%, (2,12), (7.12), (7,13), (10,13), (1,CILJ)

Iztok Aréon
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BILJARD

Ste se Ze kdaj vprasali, v kaksni visini moramo s konico palice suniti kroglo
za biljard, da se bo lepo zakotalila po mizi? Po obéutku — malo nad sredino
krogle, kajne? Pa poskusimo natané¢no izracunati, kako visoko!

Krogla se kotali, kadar je njena hitrost v enaka produktu njenega
polmera in kotne hitrosti vrtenja okrog tezisca, torej v = R -w. Kadar
se krogla za svojo hitrost vrti prepocasi, se malce “drsa” po podlagi, ée
prehitro, pa “koplje” kot kolesa avtomobila pri grobem speljevanju. Da bo
med hitrostjo in kotno hitrostjo veljala napisana zveza, moramo krogli ob
sunku s palico podeliti gibalno in vrtilno koliéino v pravénjem razmerju.

Naj v zacetku krogla polmera R
miruje na biljardni mizi. Konico pa-
lice natremo s kredo, da ne drsi po
krogli, in v vodoravni smeri sunemo
kroglo v visini r nad njenim teziscem.

Krogla ima zdaj gibalno kolici-
no, ki je kar enaka prejetemu sunku
sile G = F - At, obenem pa tudi vr-
tilno koli¢ino, ki je tolikéna kot sunek
navora palice glede na vodoravno os
skozi tezisce krogle I' = M - At =
=iiyte B AN

Delimo drugo enacbo s prvo, vstavimo za gibalno koli¢ino G =m - v
in za vrtilno koli¢inoI' = J -w = %mR2 -w ter upostevajmo, da se krogla
po trku kotali (w = v/R):

' Jo.w 2mR.w ZR? %
P — = = ==
G m-v m-v v

= = =R.

[ R ]

S palico moramo torej suniti v kroglo na sedmih desetinah njene visine
2R. Prenizek udarec povzroéi, da se krogla podrsa ali celo odskoci od mize,
pri previsokem zadetku pa kroglo s palico “povaljamo” po mizi. Spretni
igralci biljarda v posebnih primerih v igri tudi namenoma uporabijo taksne
neciste udarce.

Tudi rob biljardne mize igra podobno vlogo kot palica. Krogla, ki se
prikotali do roba, se mora tam odbiti in kotaliti tudi nazaj grede. Tako
so tudi robovi mize priblizno sedem desetin premera krogle nad igralno
povrdino. Ce bi jih postavili vise, bi krogle ob odboju zdrsavale podnje,
se zatikale in izgubljale kineti¢no energijo. Prenizek rob pa bi povzrocil,
da bi krogle skakale z mize, in biljard bi postal nevaren Sport.

Matjaz Vencelj
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NAS ASTRONOM HERMAN MIKUZ ODKRIL
DVA ASTEROIDA

Zelo sem vesel, da je Slovencu enkrat uspelo odkriti nekaj novega v vesolju
in se vpisati med odkritelje. Ali gre za plod dolgoletnih opazovanj ali se
Je to zgodilo nakljuéno? Kaj bi lahko povedal o svojem odkritju?

Asteroida sta bila najdena kot stranski produkt fotometrije sibkih kome-
tov, s ¢imer se ukvarjam ze nekaj let. Pri opazovanju kometa 119P/Par-
ker-Hartley dne 30. januarja 1997 (komet je imel sij okoli 17m) sem
pri natanénejdem pregledovanju &tirih zaporednih posnetkov opazil §ibko
“zvezdico”, ki se je pocasi premikala med zvezdami. Opazovanja sem po-
novil 1. februarja 1997 in v blizini omenjenega asteroida nasel Se enega.

Kako bo ime novima asteroidoma in kaksni so podatki o njunih tirih, ée
so Ze znani?

Vsekakor je Se prezgodaj, da bi razmisljal o imenih. Poimenovanje bi bilo
mozno le, ¢e bi uspel najti asteroida tudi ob naslednjih dveh opozicijah.
Glede na to, da sta bila opazovana le v kratkem éasovnem intervalu 10
dni, mo¢no dvomim, da mi ju bo uspelo naslednje leto ponovno najti.
Dodatna tezava je tudi v tem, da gre za zelo Sibka objekta s sijem med
18. in 19. magnitudo, kar pomeni, da sta na meji detekcije z nasim 36-cm
teleskopom.

Vem, da je tvoja glavna usmeritev raziskovanje kometov. Kako si trenutno
zaposlen s kometom Hale-Bopp?

Komet Hale-Bopp me zaposluje ze vse od odkritja v juliju 1995. Ta je
poleg Hyakutakeja, ki smo ga opazovali lansko leto, drugi zares svetel
komet po veé kot dvajsetih letih. Konec marca mu je narastel sij na
okoli —1m, kar ga uvrica med najsvetlejie komete tega stoletja. Glede
opazovanj nam gre letos zelo na roke lepo vreme, ki s krajsimi prekinitvami
traja Ze vse od januarja.

In kaksne nacrte imas za prihodnost?

Tudi v prihodnje bodo kometi ostali v srediséu mojega zanimanja. Se
naprej se nameravam ukvarjati z opazovanji kometov. Ta usmeritev je
dala zelo dobre rezultate, nase delo poznajo in cenijo tudi v tujini. Na vsak
nacin pa si bom prizadeval, da bi nasel oba asteroida tudi ob naslednjih
opozicijah, saj bi ju potem lahko poimenoval.

S Hermanom MikuzZem se je preko racunalnika pogovarjal Marijan
Prosén.
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VRHOVI

Programski jezik logo je znan predvsem po Zelvji grafiki. Toda to e zdalec
ni vse, kar nam ponuja. Zanimivo je tudi delo s seznami, ki so ena od
osnovnih podatkovnih struktur v logu.

Tokrat vam zastavljam naslednjo nalogo. Poskusite sestaviti ukaz
vrhovi :s, ki vrne seznam tistih elementov seznama : s, ki so strogo vedji
od vseh svojih predhodnikov. Na primer, klic vrhovi [3 2 56 4 5 8 7]
naj vrne seznam [3 & 8].

Martin Juvan

KRIZANKA “SLOVENSKI PRASTEVILSKI
VRHOVI” — Resitev s str. 288
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STIRI LAHKE — Resitve s str. 345

Sahovska deska.

Na sahovski deski so 204 kvadrati osmih velikosti: 64 kvadratov po
eno polje, 49 kvadratov po 2 x 2 polji, itd.
Datumi.

Vseh datumov, ki jih lahko na predlagani naé¢in zapiSemo s samimi
enakimi 8tevkami, je trinajst. Poleg oéitnih devetih: 1.1.11,2.2.22, ...,
9. 9. 99, e naslednji stirje:

s 1. 11
Y. d:k. 11

11, 11. 11
22. 2. 22

Skrit raéun.

Edini racun predlagane oblike je 25 x 25 = 625. Rezultat lahko
dobimo s poskusanjem, vec je seveda vreden premislek:

Ce oznaéimo BC z z, je x dvomestno Stevilo, manjse od 32, ker je
njegov kvadrat trimestno stevilo.

Nadalje lahko zapiSemo

z2=100A+ =z,
oziroma
z(zx—1)=25-4A.

Ker sta z in z — 1 sosednji in zato tuji Stevili, je natanko eno od njiju
deljivo s 25 in zaradi zgornje ocene enako 25.

Preskus pokaze, da moznost # — 1 = 25, oziroma z = 26, odpade.
Druga izbira = 25 pa je dobra.

Majhen ¢oln.

Ce oznacimo z D decka in z M mozZa ter pomeni — voinjo éez
reko v smeri potovanja, +— pa voZnjo nazaj, poteka prevoz v naslednjem
zaporedju:

Marija Vencelj
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O CATALANOVI DOMNEVI

Naravni 8tevili 8 in 9 sta zaporedni, 8 + 1 = 9; prvo 8 = 23 je kub
naravnega stevila 2, drugo 9 = 3? kvadrat naravnega stevila 3. Kvadratov
12,2232 42 5% ... in prav tako kubov 13,23 33 43 53 ... je neskonéno.
Toda 8 in 9 imata neko posebnost.

Ce opazujemo naravna stevila do 1000, vidimo, da razen primera 8,
9 za kubom nikoli ne pride kvadrat. Alise to zgodi pri stevilih nad 10007
Kub naravnega stevila y je y®, naslednje naravno stevilo je y3 +1. Ce naj
bo kvadrat, mora veljati

¥+1=2 (1)
pri naravnih z, y. Enacba (1) pa razen z = 3, y = 2 ne premore nobene
druge naravne resitve. To je leta 1738 dognal L. Euler (1707-1783). Na-
ravni stevili 8, 9 sta tako edini, ko kubu sledi kvadrat. V tem je njuna

posebnost.
Ali lahko za kvadratom sledi kub? Tedaj mora biti

P +1=2%. (2)

Da se ta enacba v naravnih stevilih ne da izpolniti, je prav tako ugotovil
Euler. Kvadratu torej nikoli ne sledi kub.
Dokaz Eulerjevih ugotovitev ni preprost. Povzemimo:

A. Od dveh zaporednih naravnih stevil je manjse kub in vecje kvadrat
le v primeru 8, 9; nikdar pa ni manjse kvadrat in vecje kub.

Potenca a® je prava, ¢e sta a, b od ena veéji naravni Stevil. Pravih
potenc je neskonéno, mednje spadajo vsi kvadrati in kubi razen 1. Poraja
se vprasanje: Ali sta poleg 8, 9 Se kateri pravi potenci zaporedni naravni
stevili?

Belgijski matematik Eugéne Catalan (1814-1894) je bil preprican,
da je odgovor na zastavljeno vprasanje ne. Leta 1844 je ena takrat se
redkih matematiénih revij objavila Catalanovo javno pismo, v katerem
med drugim beremo:

“Zaporedni naravni §tevili, razliéni od 8 in 9, ne moreta biti pravi
potenci. Drugace povedano: Enacba

2™ -yt =1, (3)

v kateri so neznanke naravna stevila, ima eno samo resitev.”
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Ta trditev se imenuje Catalanova domneva. Ker gre v (3) za pravi
potenci ™, y™, so vrednosti neznank z, y, m, n vecje od 1. (Ce je od
eksponentov m, n vsaj eden enak 1, ima enacba (3) neskonéno resitev v na-
ravnih stevilih.) Resitev, o kateri govori trditev, jez =n =3,y =m = 2;
pripadata ji pravi potenci 9, 8. Catalan je pripomnil, da trditve ne more
popolnoma dokazati in da bodo imeli drugi morda pri tem vec srece. No,
do danes se to Se ni zgodilo.

Enacbe (3) so se lotevali najvec tako, da so eno ali dve neznanki iz-
brali in za poenostavljeno enacbo dokazovali Catalanovo domnevo. Izbira
m = 2, n =3 pripelje npr. do enacbe (1), m = 3, n = 2 do enacbe (2).
Obravnavajmo nekaj taksnih zgledov.

a) Zam =n > 2 preide enacba (3) v
:nnl i ym _ 1 ) (4)

Priz < yjez™—y™ < 0. Ce torej obstaja resitev za (4), mora biti z > y.
Ker naj bosta x, y naravni stevili, pri naravnem stevilu ¢ velja z = y+c.
Po binomskem izreku je potem

=y = (y+e)" -y =my" e+ .+ mye™ ! 4 ™.

Vsota na koncu vsebuje m sestevancev, ki so naravna stevila. Ker je
m > 2, je njena vrednost vsaj 3. To pomeni, da se enacba (4) pri m > 2
v naravnih stevilih ne da izpolniti.

Sedaj takoj vidimo, da za enacbo

27 ok
zv -y =1, (5)
kjer sta j, k naravni tevili, ni naravnih resitev. Res! Ce je j = k, imamo

opraviti z enacbo (4); zanjo pa Ze vemo, da ne premore naravnih resitev.
Pri j > k lahko (5) zapisemo

(xzi**)”"* g =l

in naravni stevili 22’ ", y, bi dali resitev za (4) pri m = 2%. Ne gre.
Podobno odpravimo se j < k. Zato:

B. Pravi potenci @™, y™ nikoll nista zaporedni naravni stevili. Enako
. " 5 1 k
velja za pravi potenci z2°, y? .
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b) Za z =3, y =2 dobi enacba (3) obliko 3™ — 2 =1 ali
3 —1 =2", (6)

Is¢emo resitev, ko sta m, n naravni stevili in m > 2, n > 2.

Naj bo najprej m > 3. Tak m je ali deljiv z lihim prastevilom ali pa
Jje prava potenca stevila 2.

Ce je m deljiv z lihim prastevilom p, je m = ip, kjer je t naravno
tevilo. Levo stran v (6) razstavimo

3P —1=(3-1)3C- N 3r-D 4 43 +1). (7)

V zadnjem oklepaju je p lihih naravnih stevil, njihova vsota v je zato liho
stevilo nad 1. Po (7) je v delitelj za 3™ — 1. Ce bi veljalo (6), bi liho
stevilo v > 1 delilo 2". To ne gre. V (6) torej m = ip, kjer je p liho
prastevilo, ni mogoce.

Naj bo zdaj m prava potenca stevila 2, m = 2%, kjer je s naravno
stevilo nad 1. Enakost (6) je teda]

3 ~1=23". (8)

Z indukcijo lahko preverimo, da je pri s > 2 leva stran v (8) deljiva s 5.
Toda desna stran 2" v (8) nima nikdar delitelja 5. Zato pri m, ki je prava
potenca stevila 2, enakost (8) ne more drzati.

Ostane e m = 2. Takrat se (6) glasi3?>—1=2"ali8 =2"inn=3.
To resitev Ze poznamo. Sklep:

C. Pravi potenci 2", n # 3, nikoli ne sledi prava potenca 3™.

c) Zam=y,n=uziz (3) izhaja

oV —yf =1. 9)

Na desni stoji liho stevilo. Razlika naravnih stevil 2¥, y* je liha le, e je
z sod in y lih ali pa z lih in y sod. Ta opazka omogoca dokazati, da je
z = 3, y = 2 edina resitev za (9) v naravnih stevilih. (Za sodi z je dokaz
enostaven, ne tako za lihi .) Zanimiv dokaz, da ni naravnih stevil z, y,
x # 3, y # 2, ustrezajocih enacbi (9), je nasel G. Skandalis leta 1982.
Dokaz poteka takole:

Indukcija potrdi, da je

27 > 242 pri naravnem ¢ > 4.
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Od tod z indukcijo sledi
2° —2?>1  pri naravnem z > 5. (10)
Zaradi y* — z¥ = —(2¥ — y*) je absolutna vrednost

|2¥ — y*| (11)

neobéutna za zamenjavo z z y. Zato smemo v (11) privzeti, da je z > y,
saj ¢ = y ne pride v postev. V nadaljnjem naj bosta z, y naravni stevili
in z > y > 2. Pokazati je treba, da je |2V —y®| £ lzaz # 3,y # 2.

Cejex=4,y=3,je |43 34 =17#1.

Cejez >5,y=2, je |2? — 2%| # 1 zaradi (10).

Ostane Se moznost y > 3.

Spomnimo se, da (l-t-;l-)" vztrajno raste in je pod e = 2,718 ... < 2,8,
ko se s veca proti neskoncno po pozitivnih (ne nujno celih) stevilih. Za

pozitivno stevilo r in & = % velja
fr
s 1
(145 =(1+3) < (12)

pri vsakem pozitivnem s in r.
Ker jez > y > 3, je z = z—y naravno stevilo. Po (12) je (I+E)0< e
in dobimo
v gy v

Na koncu upostevamo, da je 1/(z¥) < 1/(43) =1/64 < 1/14 pri y > 3 in
z > y. Po mnozZenju z z¥ se iz (13) najde

|[z¥ — ¥°| > 1 zavsez >y >3.

Zato velja

D. Ce sta z, y naravni stevilinad I inniz=2,y=3aliz=3,y=2,
naravni Stevili z¥, y* nista sosednji.

¢) lzbira n =2 v (3) pripelje do enacbe

™ —y? =1, (14)
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Zanjo je V. A. Lebesgue leta 1850 pokazal, da ne premore naravne resitve,
pri kateri bi bilo m > 2. Na trsi oreh naletimo pri enacbi

zg_yﬂzll (15]

ki jo daje (3) za m = 2. Z naslonitvijo na nekatera prejsnja dognanja
je dokazal Chao Ko leta 1964, da je z = 3, y = 2, n = 3 edina resitev
za (15) v naravnih Stevilih veéjih od ena. Po teh ugotovitvah trditev A
ra.ZSIr_]a.mo na

E. V zaporedju naravnih stevil za kvadratom nikoli ne pride prava po-
tenca; pa tudi pravi potenci ne sledi kvadrat razen v primeru 8, 9.

Povrnimo se k enaébi (3). Recimo, da je pri naravnih stevilih a, b,
m, n, ki so vsa nad ena

" -t =1, (16)

Zaradi B stevili m, n ne moreta biti enakl in tudi ne potenci stevila 2. Za
m, n so tako le tri moznosti:

i) m = gp, n = 2" in g, u naravni stevili, p liho prastevilo
il) m = 2Y, n = hq in h, v naravni Stevili, ¢ liho prastevilo
ill) m = gp, n = hq in g, h naravni stevili, p, ¢ lihi prastevili.

Ce velja prva moinost, lahko (16) zapisemo

(a%) — (52“")2 =

in kvadratu (62“"1)2 bi sledila prava potenca (a?)?. Po E to ne gre in prva
moznost odpade.
Pri drugi moznosti (16) preoblikujemo v

GO

in pravi potenci bi sledil kvadrat. Po E gre to le, ko je a2’ = 3,0 =2,
g=3intakov=1,a=3, h=156=2 ¢g=23. S tem je tudi druga
mozZnost odpravljena.

Ob tretji moznosti (16) izrazimo

(a9)” — (") =
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in # = a?, y = b" je naravna resitev za enacbo
P —yi=1, (17)

v kateri sta p, ¢ razliéni lihi prastevili. (Za p = ¢ preide enacba (17) v
enacbo (4); zanjo B potrjuje, da nima naravnih resitev.)
Velja torej

F. Ce sta pravi potenci, ki nista 8, 9, zaporedni naravni stevili, ju lahko
zapisemo kot potenci z razlicnima lihima prastevilskima eksponentoma.

J. W. §. Cassels je okrog leta 1960 odkril, da imajo resitve enacbe
(17) lastnost

G. Celihi prastevili p, ¢ in naravni stevili z, y povezuje enacha P — y? =
=1, p deli y in q deli z.

Na podlagi ugotovitve G so nasli precej lihih prastevilskih parov p,
q, ko ni naravnih z, y, ustrezajoéih enacbi (17).

Strnimo gornje vrstice:

Znani so mnogi pari naravnih stevil m, n, ko enacba (3) nima narav-
nih resitev z, y; prav tako razni pari naravnih stevil z, y, ko ni naravnih
m, n, da bi veljalo (3). Razen z =3, m =2, y = 2, n = 3 za enacbo (3)
ni bila najdena Se nobena druga resitev v naravnih stevilih, vecjih od ena.

Catalanova domneva bi bila takoj razjasnjena, ¢e bi ugotovili, koliko
naravnih resitev ima enacba (3). Kaj je bilo dosezeno v tej smeri?

C. L. Siegel (1896-1981) je leta 1929 dokazal: Ce sta naravni stevili
m > 2, n > 2 izbrani, je kvec¢jemu konéno mnogo parov naravnih stevil z,
y, ki izpolnijo enacbo (3). Tako npr. #2 — y7 = 1 ali nima naravne resitve
ali pa je takih resitev le konéno mnogo; podobno enacba z'! — y'7 = 1
in tako naprej. Stevilo resitev enacbe (3) bi kljub Siegelovi ugotovitvi
moglo biti neskoncéno. Za m, n je namreé treba upostevati neskonéno
parov (mimo onih, za katere se ve, da ni resitev). Do napredka je prislo
leta 1976, ko je R. Tijdeman dognal

H. Vsako od naravnih stevil m > 2, n > 2, z, y. ki jih veZe pogoj
™ — y™ = 1, je manjSe od fiksne konstante K.

Ugotovitev H pove, da enacba (3) ne more imeti neskonéno naravnih
refitev m > 2, n > 2, 2, y. Cejepolegz =n =3,y =m=2
Se kaksna resitev, jo je iskati med naravnimi stevili pod K, Morebitne
reditve bi se takoj razkrile v seznamu vseh pravih potenc a®, a < K,b < K.
Tega seznama pa tudi s pomoéjo rac¢unalnika ni mogoce sestaviti, ker je
konstanta K prevelika.
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Tako ostaja Catalanova domneva odprta.

Dodatek.

a)

Stevila F, = 22" 4+1,n=0,1,2,3,... se imenujejo Fermatova. Ker je
Fo = 2 +1 = 3, Fy ni prava potenca. Prin > 1je F, = (22" )2 41
naslednik kvadrata (22"~")? in zato po E ni prava potenca. Sklep:
Fermatovo 3tevilo nikoli ni prava potenca.

Ker Catalanova domneva ni dokazana, si lahko zastavimo vprasanje:
Ali obstajajo tri zaporedna naravna stevila, ki so obenem prave po-
tence? Naj bo a naravno &tevilo in @, a+ 1, a+ 2 prave potence. Ker
med Stevili do 10 tega ni, vzamemo a > 10. Po F je potem

a=zF, a+l1l=y?, a+2=:" (18)
in p, q, r so liha prastevila, @, y, z naravna §tevila. Iz (18) sledi
yPl—-azf=1, g —-yt=1

in G pove, da ¢ deli z in z. Zaradi z" — 2P = 2 potem ¢ deli 2. Ne
gre, saj je ¢ lih. Zato: Od treh zaporednih naravnih stevil vsaj eno
ni prava potenca.

Z naravnim Stevilom ¢ > 3 opredelimo posplosena Fermatova stevila
Ba=¢ +1, n=133,...

Ali je med temi Stevili kaksna prava potenca? Ce je ¢ potenca
stevila 2, je zaradi n > 1 stevilo F,. , Fermatovo in po dodatku a)
ni prava potenca. Ce ¢ ni potenca stevila 2, velja ¢ = tg pri lihem
prastevilu ¢ in naravnem §tevilu ¢. Potem je

¢f =y (19)

zay = gtg)*"‘?"_l in gdeliy Zaradiec>3,n>1je EC" > 8. Ce je
torej ¢® + 1 prava potenca, je po F mogoce pisati ¢ + 1 = 2P pri
lihem prastevilu p in naravnem z. Iz (19) potem sledi 2 —y? = 1. Po
G prastevilo ¢ deli ; ker pa ¢ deli tudi y, bi tako ¢ delil 1. Nemogoce.
Torej: Posploseno Fermatovo stevilo nikoli ni prava potenca. (Za
F.o=c+1 to ni nujno.)

Joze Grasselli
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KJE JE NAPAKA?
Prvi primer:

Resujmo enacbo:
z+5 4r—40
z—7 z-—13

4z —40 4z —40
e—T7 2—13°

5

z—T=z—13, T=13
Ker smo prisli do protislovja, ena¢ba nima resitve. Vendar se lahko s
preizkusom prepri¢amo, da Stevilo 10 resi dano enacho.

Kje v sklepanju je napaka?
Drugi primer:

V mnozici realnih &tevil reSujmo enaébo = + j; = 1. Ker z ne more biti
enak ni¢, lahko enaébo pomnozimo z z in dobimo enacbo z? + 1 = z, ki
je ekvivalentna prejsnji. Ta enacba nima realnih resitev. Pa sestejmo obe
enachi:

244+ %—& l=1+z, oziroma22+% =0ali 22 +1 =0. Ta enacba ima
v realnem resitev ¢ = —1.

Kaj smo naredili narobe, da smo dobili enaébo, ki ni ekvivalentna prvotni?

Olga Arnus

OPAZUJEMO PLANET JUPITER -
Resitev 2. naloge s str. 340

Da. Jupiter je viden po polnoéi, torej tudi zjutraj. Vzhaja opolnoéi, Sest
ur pred Soncem (90° je 6 ur).

Marijan Prosén
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GOBELIN

Gobelin je logi¢no razvedrilna uganka, pri kateri je potrebno na osnovi
logicnega sklepanja izpolniti prazno mrezo s kvadratki po doloéenih pra-
vilih. Obicajno je resitev slika, ki nekaj predstavlja. To je lahko predmet,
dogajanje, napis, pa¢ odvisno od avtorjeve ideje.

Resujemo ga tako, da na podlagi stevil ob zgornjem in levem robu s
svinénikom barvamo (érnimo) polja v mrezi. Stevila ob robu vsake vrstice
in vsakega stolpca povedo, koliko skupin érnih polj je v vrstici oziroma
stolpeu in koliko ¢rnih polj je v vsaki strnjeni skupini (torej brez vmesnih
belih). Med sosednjima skupinama érnih polj pa je vsaj eno (lahko tudi
vet) belo polje. Vrstica oziroma stolpec se lahko zaéne s ¢rnim ali belim
poljem. Stevila, ki povedo &tevilo érnih polj v skupini, so vedno zapisana
v pravem vrstnem redu (od leve proti desni za vrstice in od zgoraj navzdol
za stolpce).

Ce so na primer pred vrstico stevila 2, 3, 2, 4, to pomeni, da sta v
prvi skupini z leve strani dve érni polji, potem je vsaj eno belo, nato tri
¢rna polja, pa spet vsaj eno belo, potem spet dve érni in v zadnji skupini
v vrstici e &tiri érna polja. Pred prvo skupino in za zadnjo so lahko bela
polja.

Kako resujemo?

Zacnemo z vrsticami (stolpci), ki imajo kaksno Stevilo vecje od po-
lovice dolzine vrstice (stolpca). Tedaj lahko v sredini vrstice (stolpca)
pocrnimo nekaj polj, ki so zagotovo érna (presek mnozic). Ce je pred vr-
stico Stevilo 9, vrstica pa je dolga 15 polj, lahko srednja tri polja poérnimo
(kje lezi ostalih Sest polj, zaenkrat Se ne vemo). Logiko resevanja odkri-
vamo sproti. Menim, da za bralce Preseka ni potrebno navajati podrob-
nejsih navodil.

Med resevanjem kombiniramo reSevanje vrstic in stolpcev ter sproti
oznacujemo (s pikami ali krizei) polja, ki so zagotovo bela.

Veliko veselja pri resevanju vam Zeli avtor!

Slika, ki nastaja, vas ne sme zavesti, da bi polja ¢rnili po obéutku.
Pocrnite le tisto, do Gesar ste prisli po premisleku!

Gobelin mora biti enoli¢no resljiv.

Marko Bokali¢
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ALENKA TEKMUJE Z BRIGITO BUKOVEC

Na atletskem stadionu je Alenka srecala Brigito Bukovec. Beseda je dala
besedo in domenili sta se, da bosta tekmovali v teku na 100 m. Brigita
preteée 100 m v 10 sekundah®, Alenka pa potrebuje e enkrat toliko, torej
20 sekund. Da bi bila tekma zanimivejga, da Brigita Alenki prednost
10 m. Cez koliko sekund in kje bo Brigita prehitela Alenko?

Razdaljo, na kateri sta dekleti v éasu t, zapiSemo s formulo

s(t) = v-t+ sq,

kjer je v hitrost in sp zaCetna razdalja. Brigitina hitrost je %m/s =
= 10m/s, Alenkina pa ¥ m/s = 5m/s. Definirajmo razdaljni funkeiji

za obe dekleti:
m_brigita(t) =10 t+0
m.alenka(t) :=5 t+10.

Enacba za ¢as, ko Brigita ujame Alenko, se torej glasi

10-t=5-1+10.
Odstejemo 5t,
=10

ter delimo s 5 in Ze smo pri resitvi ¢ = 2.
Brigita torej ujame Alenko po 2 sekundah. Toda, razmislimo:

Brigita ne bo nikoli prehitela Alenke: po 1 sekundi bo Brigita tam,
kjer je Alenka zacela — torej pri 10 m. V tej sekundi pa je Alenka pretekla
5 m in je sedaj pri 15 m. Brigita potrebuje Se pol sekunde, da bo prisla do
razdalje 15 m. Vendar v tem éasu Alenka pretece dodatna 2.5 m in je sedaj
pri 17.5 m. Brigita potrebuje e ¢etrt sekunde, da pride do tja, in takrat je
Alenka Ze pri 18.75 m. ... Ne glede na to, kako dolgo nadaljujemo, vedno
Je Alenka vsaj malo pred Brigito.

Resitev enacbe in “zdrava pamet” nam povesta, da Brigita prehiti
Alenko. Kaj je narobe z zgornjim razmisljanjem?
Nekaj rac¢unstva nam pomaga, da izpolnimo tabelo:

! Res je, da je Brigita malce pocasnejsa. Vendar bomo tako lae raéunali.
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cas od za.dn__iega skupni ¢as kje je Brigita |kje je Alenka
opazovanja

1. 0s Os Om 10 m

2, ls 1s 10 m 15 m

3. s 1+3=15s 15m 17.5m
4. is 143+5=175s 17.5m 18.75 m

5. Ls 1+1+14+1=1875s| 1875m 19.375 m
6. s 1.9375 s 19.375 m 19.6875 m

Ker je nadaljevanje ra¢unanja zamudno, si pomagamo z rac¢unalni-
kom. Uporabili bomo program DERIVE.
Poglejmo, kaj se zgodi po 20 opazovanjih:

#9:  RAZDALJN(Z0)

kda j m_briglta m_alenka

1 0 0 10

3 1.5 15 7.5

5 1.875 18.75 19.375

? 1.96875 19.6875 19.84375

9 1.9921875 19.921875 19.9609375
11 1.998046875 13.90046675 19.,996234375
13 1.99951171875 19.9951171875 19.997558593375
15 1.9998779296875 19.998779296875 19.9993896484375
1? 1.999969482421875 19.99969482421875 19.999847412109375
19 1.99999237060546875 19.9999Z237600546875 19.,99996185302734375

1.9999980926513671875  19.999980926513671875  19.9999904632568359375

COMRAND : Build Calculus Declare Expand Factor Help Junmp solue Manage
Options Plot Quit Remove Simplify Transfer Unremove mole Window approX

Enter option Derive X
yimp(89) C:INDERIVE™INBRIGITA  Free:106x Ins

Vidimo torej, da ne glede na to, koliko opazovanj naredimo — vedno
to poénemo v asu krajsem od dveh sekund! Podobno nam tretji in cetrti
stolpec kazeta, da bo Brigita ujela Alenko pri 20 metrih.

In kaj je torej narobe s prvotnim razmislekom?

Matija in Mojca Lokar
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OCENIMO SONCEV PREMER

Na nasem nebu je Sonce najsvetlejse vesoljsko telo. Ker nam je v vesoljskih
merilih razmeroma blizu (oddaljeno je “le” 150 milijonov kilometrov) in
ker je njegovo povrije zelo vroce (okoli 6000 K), moramo zelo paziti na
o€, kadar ga opazujemo.

SONCA NIKOLI NE OPAZUJEMO S PROSTIM OCE-
SOM, SPLOH PA NE NEPOSREDNO Z DALINOGLEDOM,
ker lahko poskodujemo mreznico ofesa, si poslabfamo vid ali
celo oslepimo.

V prispevku Projiciranje Soncevega mrka v 4. stevilki Preseka ste
lahko prebrali, kaj potrebujemo za varno opazovanje Sonca.

Tokrat si oglejmo kako brez nevarnosti za o€l na preprost naéin oce-
nimo velikost oziroma premer Sonca.

Vecjo lepenko na sredini preluknjamo z debelejso sivanko. V sonénem
vremenu jo postavimo na okno. Pramen Sonéeve svetlobe skozi luknjico
ujamemo na bel papir, ki lezi pravokotno na Sonceve zarke. Sliko Sonca
na papirju izostrimo s spreminjanjem razdalje med lepenko in papirjem.
Da bi éim bolje opazovali sliko Sonca, prostor éim bolj zatemnimo ali vse
skupa] pokrijemo z ve¢jim kosom temnejSega blaga.

Takole s preprostim opazovanjem ocenimo velikost Sonca.
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KroZno sliko Sonca omejimo z dvema vzporednicama, ki ju zariSemo
na papir. Natanéno izmerimo razdaljo d med vzporednicama, to je premer
slike Sonea, in razdaljo r papirja od luknjice. Razdaljo Zemlje od Sonca so
izmerili Ze astronomi in meri R = 150 milijonov km, kar je 11 700 premerov
Zemlje.

Ker sta si narisana trikotnika podobna, velja

D/R=d[r.

Vstavimo podatke in izraéunamo premer Sonca D = Rd/r.

Naredimo 10 meritev in izracunamo povprecno vrednost Soncevega
premera. To svojo oceno primerjamo z natanéno vrednostjo, ki je 109
premerov Zemlje.

Marijan Prosén

KRIZANKA “PRIZORISCA MATEMATICNIH IN
FIZIKALNIH OLIMPIAD?” — Resitev s str. 352

2 o e e et | w | o o [ B o | - | B om0
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RACUNANJE PRIBLIZKOV_KVADRATNEGA
KORENA IZ NARAVNEGA STEVILA

Znanih je ve¢ metod za racunanje racionalnih priblizkov iracionalnega
stevila v/2. Eno izmed njih lahko opisemo z rekurzivnim zaporedjem

2
m=1, :r:n+1:r“+ D ¢ B 1% S (1)
x

Izracunajmo prvih nekaj élenov zaporedja:

N E TR T
24 = ;;21? = %m 1.41667,
5= ﬁﬁ%: % A~ 1.41379.

Ker je v/2 & 1.41421, postavimo domnevo, da zaporedje {x,} konvergira
proti # = /2. To pomeni, da poljuben odprti interval (a,b), ki vsebuje
stevilo &, vsebuje vse ¢lene zaporedja, razen (morda) konéno mnogo. Po-
vedano drugace: Za vsak par realnih stevil a in b z lastnostjo a < 2 < b
obstaja tak indeks N € IN, da velja a < 2, < b za vsako naravno stevilo
n> N, tj. ¢leni zx, TN41, TN42, TN43, - - - leZijo na intervalu (a,b).

V tem élanku bomo to metodo posplosili na ra¢unanje racionalnih
priblizkov kvadratnega korena iz poljubnega naravnega stevila, jo uteme-
ljili in s tem potrdili zgoraj omenjeno domnevo.

Naj bo k poljubno naravno &tevilo. O¢itno je zanimiv le primer,
ko k ni kvadrat naravnega Stevila. Ponovimo najprej, kaj je celi del [z]
realnega stevila z. To je najvecje celo stevilo, ki ne presega stevila z.
Tako je npr. [5] = 5, [V2] =1 in [-V/2] = —2. Ker celemu stevilu [z] sledi
celo stevilo [z] + 1, velja neenacba

[l <z<[z]+1. (2)
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Sedaj definirajmo zaporedje

T, + k

3‘-‘1=[\/f:], Tppl = |

za n=123,... (3)

Ocitno v primeru k = 2 dobimo zaporedje (1). Oglejmo si Se en primer.
Vzemimo k = 5 in ra¢unajmo:

z1 = [vVb] =2,

,,.Fg{_?z %m2.33333,
w3=%=%=§=2‘2’
%
2 gﬁii‘:i—gmzzsow,

20/13+5 _ 94 _ 4T 503810 itd.

= 20/13+1 42 21

Ce dobljene priblizke primerjamo z vrednostjo korena /5, ki je na 5 de-
cimalk natanéno enaka 2.23607, vidimo, da je

Ty <z3<zs<VbH in T3> 4> 26> V5.

Zato upraviceno domnevamo, da ¢leni zaporedja (3) z lihimi indeksi strogo
naras¢ajo in so manjsi od v/k, éleni s sodimi indeksi pa strogo padajo in
so vecji od Vk. Bralec bo potrdil to domnevo, ko bo resil prve tri naloge
ob koncu tega ¢lanka.

Tukaj bomo dokazali, da zaporedje (3) konvergira proti vk. Dokaz
tega dejstva bomo oprli na naslednjo oceno:

Za vsako realno stevilo z > [v/k] — 1 velja neenakost

z+l_

VA <cle - VA, (@)

kjer jee = (Vk — 1)/[Vk] < 1.



374 Matematika

Dokazimo jo. Najprej je zaradi ocene (2) stevilo ¢ manjse od 1.
Ocitno je neenakost (4) ekvivalentna z neenakostjo

VE]|z + k — 2vEk — V| < (VE = 1)(z + 1) |z — VE|,
VK1 - VE)(z - VE)| < (VE=1)(2 + )]z - VE].

Ce je = vk, potem neenakost oéitno velja, sicer jo pokrajsamo s pozi-
tivnim stevilom (vk — 1)|z — vk|. Ker dobljena neenakost

Wk <z+1

velja po predpostavki, je ocena (4) tako dokazana.
Z namenom, da oceno (4) uporabimo za ¢ = z,, (n € IN), se pre-
pri¢ajmo, da za zaporedje {z,} velja neenakost

k—'il!l

i R

=9 (5)

1:1—1_

Ocitno (5) velja za n = 1, z neposrednim raéunom pa ugotovimo, da velja
tudi za n = 2. Princip matematiéne indukcije zagotavlja, da je dovolj
dokazati, da iz z; < z, < ysledi #; < 2,41 < y. Ker je

E—1
Tn + 1

Tpyr =1+

in ker po indukeijski predpostavki velja ¢, < z, < y, imamo

k—1 1+ k
$11+1S1+$1+1= 17];+1 =z3<Yy
in
-’-'«’n+121+;i=1'1,

torej je 21 < £n41 < y. S tem je neenakost (5) potrjena.
Ce torej v oceno (4) vstavimo z = z,, (n € IN), dobimo neenakost

|41 —\/ﬂ <clen — \/ﬂ
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Z veckratno uporabo zadnje neenakosti izpeljemo verigo neenakosti
|2n—Vk| < ¢|zn-1—VE| < |zn_2—VE| < ... < "V |2 —VE| < L

Zadnja neenacba je posledica ocene |2, — vVk| = Vk — [Vk] < 1. Tako
smo pokazali, da za vsak n € IN velja

VEk—c" 1<z, <VEk+c" . (6)

Od tod sledi, da zaporedje {z, } konvergira proti stevilu v/k. Res! Vzemi-
mo poljuben odprti interval (a, b), ki vsebuje stevilo Vk. Potem je zaradi
neenakosti (6) pogoj a < z, < b zanesljivo izpolnjen, ée je

a<Vk-c"' in Vk+cl<b,
oziroma
" l<vk—a in " '<b-—Vk,

kar lahko zapisemo na kratko ¢"~! < d, kjer je d = min{v/k — a, b — V/k}.
Ker je a < vk < b, je d > 0. Izberimo tako naravno stevilo N, da je
V-1 < d. To je mogoce, ker je 0 < ¢ < 1. (Za N lahko vzamemo
poljubno naravno stevilo, ki je ve¢je od Stevila 1 4 Ind/Inc.) Potem za
vsako naravno §tevilo n > N velja ¢"~! < ¢N=! < d, in zato z, € (a,b)
za vsak n > N. Dokazali smo torej, da zaporedje {z, },¢ konvergira proti
stevilu v/k.

Clanek kon¢ajmo z nalogami. Resitve prvih treh nalog so elemen-
tarne, zadnja pa zahteva poznavanje pojma logaritma.

1. Dokazi, da za zaporedje (3) velja enakost

(k+ 1)z, + 2k
Tnd2= " — = 7L 1 1%
2z, + (k+1)
za vsako naravno stevilo n.
2. S pomogjo naloge 1 pokazi, da so éleni zaporedja (3) z lihimi indeksi
manjsi od vk, éleni s sodimi indeksi pa vedji.

3. S pomocjo naloge 2 dokazi, da ¢leni zaporedja (3) z lihimi inde-
ksi strogo naras¢ajo, ¢leni s sodimi indeksi pa strogo padajo, torej
1 <3< 25< ... 1IN Ta>T4>T6> ...

4. Kateri ¢leni zaporedja (1) lezijo na intervalu (1.414,1.415)7

Roman Drnovsek
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VRHOVI — Resitev s str. 356

Najprej si osvezimo spomin. V programskem jeziku logo poskusamo sesta-
viti ukaz vrhovi :s, ki bo za dani seznam :s vrnil seznam tistih njegovih
elementov, rekli jim bomo vrhovi, ki so strogo veéji od vseh svojih pred-
hodnikov.

Opisimo postopek reSevanja. Prazni seznam (zanj klic EMPTYP :s
vrne vrednost resniéno) nima vrhov, torej je tudi rezultat prazen seznam.
Kadar je vhodni seznam neprazen, je njegov prvi element vedno vrh, saj
nima predhodnikov. Tako za zagetno vrednost seznama vrhov vzamemo
seznam, ki vsebuje prvi element seznama :s. Prvi element seznama do-
bimo z ukazom FIRST, seznam pa naredimo z ukazom LIST. Nato v zanki
REPEAT po vrsti pregledamo Se ostale elemente seznama :s. Ker prvi ele-
ment obravnavamo loéeno, zanko ponovimo enkrat manj, kot je dolzina
seznama :s. Dolzino seznama ugotovimo z ukazom COUNT. V zanki naj-
prej z ukazom BF odvriemo Ze pregledani element na zacetku, nato pa
primerjamo prvi element ostanka z njegovim najvecjim predhodnikom.
Najvecjega predhodnika ni tezko poiskati, to je kar zadnji element doslej
zgrajenega seznama vrhov. Zadnji element seznama dobimo z ukazom
LAST. Ce je novi kandidat vrh, ga z ukazom LPUT dodamo na konec se-
znama vrhov. Po koncu zanke kot rezultat vrnemo zgrajeni seznam vrhov.

TO vrhovi :s

; Vrne seznam tistih elementov seznama :g,

; ki so strogo veZji od vseh predhodnikov.

LOCAL "vrh ;Spremenljivka, v kateri gradimo resitev.

LOCAL "dol ;DolZzina vhodnega seznama.

IF EMPTYP :s [OP :s]

MAKE "vrh (LIST FIRST :s) ;Prvi element je gotovo vrh.
MAKE "dol COUNT :s

REPEAT :dol-1 [

MAKE "s BF :s ;0dvrZzemo Ze pregledani element.
IF (LAST :vrh)<(FIRST :s) [MAKE "vrh LPUT FIRST :s :vrh]
1
0P :vrh
END

Ce se vam preoblikovanje seznamov
ne zdi dovolj zanimivo, lahko poskusite
vrhove tudi narisati. Na primer tako,
kot so za klic vrhovi [3 2 5 4 5 8 7]
prikazani na spodnji sliki.

Seveda sliko lahko se polepsate z napisi,
oznakami, drugace odebelite ali obar-
vate stolpce ...

w

Martin Juvan
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KJE JE NAPAKA — Resitev s str. 365

Prvi primer:

Ulomka z enakima Stevcema sta enaka, ¢e se ujemata tudi v imenovalcu,
ali pa ¢e je Stevec enak nié, kar je edino mozno v nafem primeru. Resitev
enacbe je torej z = 10.

Drugi primer:

Potek resevanja si oglejmo v splosnem. Imamo enacbo f(z) = g(z). Ce
stevilo 0 ne more biti resitev enacbe (enacbo resujemo v mnozici realnih
Stevil brez ni¢), potem smemo enacbo mnoziti z z in dobimo zf(z) =
= zg(z). S seStevanjem obeh enacb pa dobimo enacho oblike (z+1) f(z)
= (z + 1)g(z), ki ima kot eno od resitev stevilo —1.

Olga Arnus

GOBELIN — Resitev s str. 366

Marko Bokali¢
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18. MEDNARODNO MATEMATICNO
TEKMOVANJE MEST

Na lanskoletnem 17. mednarodnem tekmovanju mest so nasi tekmovalci
zelo uspesno reSevali naloge. Kar deset jih je prejelo pohvale: Matija
MAZI, Tadej STARCIC, Matjaz KONVALINKA, Gorazd LAMPIC, Ma-
tej MARINC, Drago BOKAL (vsi Gimn. Bezigrad), Polona GRESAK
(Gimn. Trbovlje), Igor KLEP (Gimn. Ptuj), Tomaz KOSEM (Gimn. Lava)
in Andrej VODOPIVEC (Gimn. Celje).

Z novim Solskim letom se je zacel tudi nov cikel tekmovanja mest. Na
jesenskem krogu letosnjega tekmovanja mest so tekmovalci resevali naloge
dva dni. V lazjem sklopu nalog so tekmovalci resevali naslednje naloge:

Prva skupina

1. Ali obstaja 10 zaporednih naravnih stevil, katerih vsota kvadratov je
enaka vsoti kvadratov naslednjih devetih naravnih Stevil?

2. Poisci vsa taka naravna stevila n, za katera lahko enakostraniéni tri-

kotnik s stranicami dolZine n razrezemo na trapeze s stranicami 1, 1,
1in 2.

3. (a) Aliobstajatakadruzba 10 deklet in 9 fantov, da so stevila fantov,
s katerimi se posamezna dekleta poznajo, med seboj razliéna,
stevila deklet, s katerimi se posamezni fantje poznajo, pa so med
seboj enaka?

(b) Ali obstaja druzba 11 deklet in 10 fantov z zgornjo lastnostjo?

4. Kroznica naj seka vsako stranico romba v dveh toékah, ki jo razdelita
na tri daljice. Sprehodimo se po stranicah romba v smeri urinega
kazalca tako, da zaénemo obhod v ogligéu in po vrsti barvamo odseke
z rdeco, belo in modro barvo. Pokazi, da je vsota dolzin modrih
odsekov enaka vsoti dolZin rdeéih odsekov.

Druga skupina

1. Najbodo a, b in ¢ paroma nevzporedne in paroma disjunktne stranice
kocke. Pois¢i mnozico tock v notranjosti kocke, ki so enako oddaljene
od danih treh stranic.

2. Ali lahko papirnati krog razrezemo na take kose, da iz njih sestavimo
kvadrat z enako ploséino? Rezemo lahko le po daljicah ali po kroznih
lokih, dovoljenih pa je le konéno mnogo rezov.
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3.

Parabola y = a2 lezi v ravnini z0y. Zbrisemo koordinatne osi (pa-
rabola ostane, vendar lege koordinatnega izhodiséa ne poznamo). Z
uporabo Sestila in ravnila rekonstruiraj koordinatni osi.

Za katera naravna stevila n > 1 obstaja druzba (n + 1) deklet in n
fantov, da so stevila fantov, s katerimi se posamezna dekleta poznajo,
med seboj razliéna, Stevila deklet, s katerimi se posamezni fantje
poznajo, pa so med seboj enaka?

V tezjem sklopu nalog jesenskega kroga so tekmovalci resevali Sest

nalog. Objavljamo po dve za vsako skupino:

Prva skupina

1

Ali obstaja taka trojica razliénih prastevil p, ¢ in r, da je stevilo p*+d
deljivo s produktom gr, stevilo ¢* + d deljivo z rp in stevilo +% + d
deljivo s pq, ce je

(a) d=10,
(b) d=117

(a) Kvadrat je razrezan na enake pravokotne trikotnike s katetama
dolzin 3 in 4. Pokazi, da je stevilo trikotnikov sodo.

(b) Kvadrat je razrezan na enake pravokotne trikotnike s katetama
dolzin 1 in 2. Pokazi, da je stevilo trikotnikov sodo.

Druga skupina

1,

Pokazi, da taka (lahko tudi nezvezna) funkcija y = f(z), za katero bi
veljalo f(f(z)) = #% — 1996 za vse 2 € IR, ne obstaja.

“Matematicna tombolska” kartica je tabela, sestavljena iz 100 =
= 10 - 10 polj. Igralec oznaci 10 polj na kartici in jo poslje (v kuverti).
V naslednjih dneh je v vseh &asopisih objavljenih 10 prepovedanih
polj. Pokazi,

(a) da lahko igralec izpolni 13 kartic tako, da bo vsaj ena kartica
“zmagala” (tj. ne bo vsebovala prepovedanega polja),

(b) da med 12 karticami ni nujno zmagovalne kartice.

Ales Vavpetic
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PRESEK — list za mlade matematike, fizike, astro-
nome in racunalnikarje — 24. letnik, leto 1996 /97,
stevilke 1-6, strani 1-384

MATEMATIKA

Z matematiko nad posto (PrimoZ Poto€nik) ..........coiiiiiuiiinn. 14-18
Vsota potenc naravnih stevil (Aleksander Turnsek).................. 48-52
Visinska tocka trikotnika in stoZnice (Nada Razpet) ................. 74-77
Porazdelitev prastevil v mnozici IN (Gregor Pavli€) ............... 140-143
O deljenju z ostankom in & o ¢em (Ivan Vidav)................... 206-209
Metoda plostine (Silva Kmeti€). ... ..ocooiiiiiiiiiiiiiiiiiiii, 226-229
Nenavadna aritmetika ali ne poskusajte tega v soli!

e T R e SR R S M A e i M 290-295
Mandelbrotova in Juliajeve mnoZice (Primoz Pototnik)............ 322-327
O ragunovodskem pravilu (Ivan Lisac) .......coovvviiiiiniinninnnn. 346-351
O Catalanovi domnevi (Joze Grasselli}.............cooiiiniiiian.. 358-364
Racunanje priblizkov kvadratnega korena iz naravnega stevila

Eiro vl | EryrsintD SRV VAR TN Sl e e e e o) I 372-375
FIZIKA
Hélo, ¢éudoviti naravni pojav — 1. del (Matej Roviek)................. 6-13
Raketa na vodo in stisnjen zrak (Goran Saboli¢, Mirke Cvahte}...... 34-38
Se o Mpembovem pojavu (Janez Strnad). ..............coeveeeinnnnn. 42-46
Aristotel in Arhimed o vzvodu (Janez Strnad)....................... 70-72
Sprehod po megli (JoZe Rakovec) ... .........coiiiveiiiiianane.. 102-106
Svetlobni mlinéek (Janez Strnad) ......iiieiiveviiiveiiiiiiieinees 130-134
Halo, éudoviti naravni pojav — 2. del (Matej Rovek).............. 144-145
Milni mehurcki na snegu (Alojz Kodre) ........................... 194-198
Projiciranje Soncevega mrka (Zoran Arsov) .........cooviieiieiiia 216-217
Fotografija in matematika I — Upodabljanje (Peter Legisa)........ 258-269
Prva Eola-plavanja/(Janez Strnad) .« oo ials wv v il dnivan 328-333
Biljard ((Matiaz Vencal}) <o uii: i inims i st e g v o 354
ASTRONOMIJA
Odkritje rjavih pritlikavk (Mirjam Galifi€) .......covvivnieennnennnnnns 2-4
Opazujemo Venero (Marijan Prosén).....c.ccovvnceiniiiiaininenes 39-41

Iskanje izvenzemeljskih civilizacij in bakterije z Marsa (Mirjam Gali¢i€) 65-69
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Hijade {Mariiatit BRosen) ol te o vitde s vevion bt e it SRR E 92-94
Izmerimo Lunin premer (Marijan Prosén)............ccooiiiiinnn 138-139
Kaj je doslej odkrilo vesoljsko plovilo Galileo? (Mirjam Galici¢) ... 202-205
Zanimiva sonéna ura — res. str. 231 (Marijan Prosén) ............. 218-220
Prihaja komet Hale-Bopp (Andrej Gustin)........coovvvvvniiinnns 270-275
Opazujemo planet Jupiter — res. str. 365 (Marijan Prosén) ........ 338-340
Ocenimo Sonéev premer (Marijan Prosén) ............o..ooooun... 370-371
RACUNALNISTVO
O Zrtmih kodah (Bojan Mohab}. citoiiiisoiiaimevss i siiis ssaontn: 20-24
Pocrstimo il (Mama FTokar) .. s oulb o Voot b de Shoain bl e 28-31
Narisimo mreZo kocke (Matija Lokar) ..........cooovviiiiiiiiiianannn 78-81
Posplosena Fibonaccijeva zaporedja (Martin Juvan)............... 150-152
Naredi svoj Paintbrush (Joze Maringek)...........coovviiineinin... 210-214
Ucitelyi mgejor(Marbin’ Suvan )il et st e s s e ae s 276-277
Se enkrat o Fibonaccijevih zaporedjih (Martin Juvan,

L ov U A0y e A N OO S S S S 334-337
Alenka tekmuje z Brigito Bukovec (Matija in Mojca Lokar)........ 368-369

ZANIMIVOSTI - RAZVEDRILO

Zapeljivi radiolar — res. str. 94 (Vilko Domajnko).................... 26-27
Krizanka “Ragunalniske povezave” — re. str. 90 (Marko Bokali€) .... 32-33
Krizanka “Presekovi uredniki” — res. str. 159 (Marko Bokalig) ....... 96-97
Napisite pesmico (Marija Vencelj).........ccoovviiiiiiiiiieninnena. 158-159
Krizanka “Druzabne igre” — res, str, 235 (Marko Bokali¢) ......... 160-161
Sestavljanje tevil — res. str. 229 (Martin Juvan).................. 199-200
Krizanka “Sah” - res. str. 296 (Marko Bokali€).................... 224-225
Kateri datum manjka? (Marko Petkoviek)........................ 230-231
Buhteljni v labirintu - res. str. 351 (Iztok Argon) ................. 278-279
Krizanka “Slovenski prastevilski vrhovi” — res. str. 356

L 22 v 2T T ) e e S Ao (et 3 o S s | T 288-289
Panoramske permutacije (Tomaz Pisanski). ..........ocooiunn.. 344-345
Krizanka “Prizoriséa matemati¢nih in fizikalnih olimpiad” —

peg, gtr. 3T (Marko BoRABEY. o cn o i s missite v simsia s el 352-353

Gobelin- —Tes. str. 377 (Marko Bolealit) v visiinn - aiisiiamay 366-367
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RESITVE NALOG

Izpitni nalogi — s str. 134 (DuSan Murovec, prir. Marija Vencelj) .. 236-237

Napisite pesmico — pesnikov pa ni! (Marija Vencelj) ....:.........oo.0. 275
Ugitelji risejo — s str. 276 (Martin Juvan) ........cooviiiiinivinns. 341-343
TEKMOVANJA

11. drzavno tekmovanje iz znanja racunalnistva za osnovnosolce

(Ethomil SIERC): ot o i i e adih bre st b s i R e 54-55
32. tekmovanje za Zlato Vegovo priznanje (Aleksander Potoénik) . ... 56-57
Drzavno tekmovanje iz fizike za Zlata Stefanova priznanja 1995/1996

[JelisavaSakelliek)l o n e L e S e 57-59
40. matematitno tekmovanje srednjesolcev Slovenije (Matjaz Zeljko). 59-61
34. tekmovanje iz srednjesolske fizike (Ciril Dominko) ............... 61-64
Mednarodna matematicna olimpiada 1997 (Matjaz Zeljko). ............ 107
11. drzavno tekmovanje v raéunalnistvu za osnovnosolce, 1. del —

P s T9 (P lomil Slete) Lo i i e et e e e 107-111
31. podrocno tekmovanje za Srebrno Vegovo priznanje — res. str. 173

{Alekeanaer Pabormile) s s s e v i A e 112-116
16. podro¢no tekmovanje iz fizike za osnovnoSolce — res. str. 175

o TR o5 1 RS S e I LRI 8 T el s el S Re e i 117-119

Mednarodno matematiéno tekmovanje mest, 1. del (Matjaz Zeljko) 119-122
Izbirno tekmovanje iz matematike — res. str. 188 (Matjaz Zeljko) .. 123-124
Naloge s predtekmovanja iz srednjesolske fizike — res. str. 167

{Ciril Dominko, Bejan: Golli )i ool sl g bl L el 124-128
Urnik tekmovanj v letu 1997 (Darjo Felda).......c.oovvviiiiiiinn.. 165-167
11. drzavno tekmovanje v racunalnistvu za osnovnosolce, 2. del -

res. str. 244 (Tihomil Slenc, Martin Juvan) .................... 182-184

Mednarodno matematiéno tekmovanje mest, 2. del (Matjaz Zeljko) 185-187
32. drzavno tekmovanje za Zlato Vegovo priznanje — res. str. 297

(Adeksander-Potofnile) o doiavonibas i iosmuranirei 238-239
16. drzavno tekmovanje iz fizike za osnovnoSolce — res. str. 299

(Mojca CEpIt) : -vvsrs vruisis st fae ek Fi e aiaa s o SRR 239-244
Drzavno tekmovanje iz matematike za srednjeSolce — res. str. 307

ENVEARET A FelIkO ) e e e el s e e e R S 247-249
37. mednarodna matemati¢éna olimpiada — res. s str. 135

GUTEE e iSRS MR e o R e 250-251
Naloge z drzavnega tekmovanja iz srednjeSolske fizike — res. str. 313

(Fane Baje: Hojan o) 63 2 Vi e e G TTa il e e 251-256

18. mednarodno matemati¢no tekmovanje mest (Ale§ Vavpeti¢) ... 378-379




Letno kazalo 383

PISMA BRALCEV
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