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TRIDIMENZIONALNE TEZAVE
GOSPODA PLOSCAKA

Zivimo v tridimenzionalnem prostoru. To pomeni, da ima gibanje in
opazovanje v nasem prostoru tri prostostne stopnje. Poenostavljeno bi
rekli, ¢e govorimo le o gibanju, da lahko pridemo iz vsake tocke nasega
prostora do poljubne druge njegove tocke s kombinacijo treh gibanj v treh
smereh, ki jih lahko vzamemo tudi kot medsebojno pravokotne. (No, ce
smo posteni, je gibanje gor-dol za nas véasih rahlo problematicno; svet je
nekoliko bolj tridimenzionalen za ptice in ribe kot za nas.)

V prejsnji stevilki Preseka smo objavili prispevek o tem, kako si lahko
predstavljamo §tiridimenzionalno kocko. Kaj pa predstava o éetrti dimen-
ziji nasploh, to je o smeri, pravokotni na vse smeri, ki jih zaznavamo v
nasem tridimenzionalnem svetu? Je sploh moZna njena mentalna slika?

Eden najboljsih nacinov za predstavljanje cetrte dimenzije je analo-
pomagamo s predstavo o podobnih naporih, ki bi jih imela dvodimenzio-
nalna bitja, ée bi si hotela predstavljati tridimenzionalne predmete. Dvo-
dimenzionalnemu bitju, ¢igar napore bomo opazovali, bomo rekli Plos¢ak.
Zivi v Ploski dezeli.

Ploska deZela je ravnina, ¢udna dvodimenzionalna deZela, naseljena
z geometrijskimi liki, ki mislijo, govorijo in imajo ¢loveske obéutke. Vse
njihovo gibanje in opazovanje je omejeno na ravnino.

2

A\

Ploséak se je prvié pojavil z imenom A. Square v knjigi Flatland,
angleskega Solnika in teologa Edwina A. Abbotta okrog leta 1884. Ne
vemo, ali je Abbott res zacetnik ideje o tovrstnem razvoju predstave o
éetrti dimenziji. Morda je dobil navdih v Platonovi alegoriji o votlini, v
kateri poznajo jetniki tridimenzionalni svet le po senénih slikah.
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Abbottov Flatland, s podnaslovom Romanca o veé dimenzijah, je
tudi imenitna satira na viktorijansko Britanijo. Polozaj prebivalca Ploske
dezele je dolocen z njegovo obliko, zacensi z najvisjo — svecenikom kot
krogom, nato pa preko veckotnikov (vec oglisé imas, vet veljas!) tja dol
do daljic, ki predstavljajo Zenske. Knjiga — takih danes ne pisejo ve¢ — ki
Jjo je vredno prebrati!

Pa se vrnimo k nasemu Plos¢aku. Zamislimo si, da je Ploska dezela
velik list papirja. Po njem se Ploséak lahko giblje naprej-nazaj in levo-
desno ter opravi poljubno kombinacijo teh dveh gibanj.

Pri sodezelanu lahko loéi stevilo oglis¢ (ne pozabimo, da vidi le v
dveh dimenzijah, torej le projekcijo na premico, ki je pravokotna na smer
gledanja), ker vsepovsod prisotna meglica povzroca, da so bliznje tocke
svetlejse, kar pomaga pri razpo-
znavanju oblik. Ne more pa z lis-
ta papirja, e ve¢, popolnoma je ‘h
tudi prikrajsan za védenje o kate- ‘v

rikoli drugi dimenziji, razen o tis-
tih dveh, ki ju pozna.

Ko se je neke no¢i Obla (po-
vrije tridimenzionalne krogle) od-
logila, da ga pouéi o tretji dimen-
ziji, je imela zelo trdo delo.

Prva stvar, ki jo je Obla po-
skusila, je bilo preprosto gibanje
naravnost skozi Plos¢akovo delov-
no sobo. Ko je Obla prvi¢ prisla
v stik s tistim dvodimenzionalnim
obmoéjem svojega tridimenzio-

nalnega prostora, ki je bil Ploska
dezela, je Plos¢ak zagledal tocko.
Ko je Obla nadaljevala svojo pot,
je toéka prerasla v majhno kroz-
nico, ki se je najprej vecala, nato o
pa manjsala, se stisnila v tocko in Sy
na koncu izginila. N

NN NN
6D | 16D
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Ploséakova reakcija na ta ¢udni pojav je bila: “To Ze ne bo kroZnica,
ampak najbrz zelo spreten Zongler.” In kaj bi rekli mi, ée bi naenkrat
zaslisali skrivnostni glas iz nedoloéljive smeri, ki bi oznanil: “Sem hipers-
fera. Rada bi vas poucila o getrti dimenziji in v ta namen bom sedaj
presla vas prostor.” In nato bi se pojavila pika, ki bi pocasi narascala do
velike oble, se nato spet pocasi skréila v tocko in poniknila. Ploséakovo
in nase dozivetje prikazuje naslednja slika.

| BED DB -

Z naSega vidika je razlika med obema izkusnjama ta, da zlahka vi-
dimo, kako se nakladajo kroznice v tretjo dimenzijo, da dobimo oblo, ni
pa jasno, kako naloziti oble v éetrto dimenzijo, da bi dobili hipersfero.

Pojdimo spet v Plosko dezelo k gospodu Ploséaku. S tem, da se
je Obla Ploséaku prikazala, ga ni prepricala. Tako se je odloéila za nove
trike. Najprej je izmaknilaiz Plos¢akove zidne omare neki predmet, ne da
bi omaro odprla ali podrla kaksno steno. Kako je bilo to mogoce? Omara
Je v Ploski dezeli le zaprta dvodimenzionalna figura kot npr. pravokotnik.
Vendar lahko v tridimenzionalnem prostoru sezemo vanjo, ne da bi vdrli
njene dvodimenzionalne stene.

- it
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Analogija s tem trikom je, da bi lahko &tiridimenzionalno bitje, na
primer, izmaknilo rumenjak iz jajca, ne da bi strlo lupino. Lahko bi po-
bralo denar iz sefa, ne da bi odprlo sef ali zato moralo iti skozi katero od
njegovih sten. Ali bi se, denimo, pojavilo ta hip tu med nami, ne da bi
prilo skozi vrata, okna, stene, strop ali tla. Ideja analogije ni v tem, da
bi se Stiridimenzionalno bitje dematerializiralo ali nehalo eksistirati, da
bi lahko §lo skozi zaprta vrata. NaSemu prstu ni potrebno, da preneha
eksistirati, ¢e naj ga postavimo v notranjost kvadrata, narisanega na pa-
pirju. Gre za to, da je ¢etrta dimenzija pravokotna na vse nase normalne
tridimenzionalne smeri in da zaprte mnoZice v tridimenzionalnem svetu
nimajo mej v tej smeri. Sleherna stvar na Zemlji leZi odprta pred oémi
gtiridimenzionalnega opazovalca, celo naSe srce.

Edini naéin, da je Obla lahko prepri¢ala Plos¢aka o realnosti tretje
dimenzije, je bil, da ga je dejansko dvignila iz Ploske dezele in mu prikazala
gibanje v treh dimenzijah. Imamo mi kaksno moznost, da kaj podobnega
dozivimo? Kot podobno doZivetje bi si lahko predstavljali, da so nekje
Stiridimenzionalna bitja, ki bi nas z nekim zaporedjem dejanj dvignila iz
nasih stlacenih treh dimenzij in nam pokazala “resni¢éni prostor”. Tisti
pravi!

Veliko ljudi je v nekaj takega verjelo v ¢asu spiritisticnega giba-
nja okrog leta 1900. Osrednja misel tega gibanja je bila, da so duhovi
stiridimenzionalna bitja, ki se lahko pojavijo ali izginejo na vsakem kraju,
bitja, ki vse vidijo ... Zelo ugleden astronom, profesor Zéllner, je celo na-
pisal knjigo z naslovom Transcendentna fizika, v kateri je opisal Stevilne
seanse, ki jim je prisostoval s pricakovanjem, da bo dokazal, da so “du-
hovi” res stiridimenzionalna bitja. Videti je, da je bil Zollner brezupen
lahkovernez in njegova knjiga je povsem neprepricljiva. (Nekaj protislovij,
ki jih najdemo v njegovi knjigi, je v eni svojih knjig uporabil za zglede tudi
pri nas znani Martin Gardner in jih seveda ovrgel). V splosnem je videti,
da so avtorji idejo o ¢etrti dimenziji ponizali na nivo okultnih ved, name-
sto, da bi jih ta ideja vodila k razjasnitvi matematiénih vprasanj. Dejstvo,
da je nekaj tezko, Se ne pomeni, da je zmedeno. Najboljda knjiga o éetrti
dimenziji, napisana z misticnega vidika, je Tertium Organum astronoma
Ouspenskega, ki je napisal tudi zelo dobro poglavje o éetrti dimenziji v
svoji knjigi Novi model vesolja.

Kakorkoli, Abbottova Ploska dezela se konéa kmalu po Ploséakovem
izletu v tretjo dimenzijo. Ko jih je hotel prepric¢ati o obstoju tretje di-
menzije, so ga Ploskodezelani zaprli (in vrgli kljug stran).
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Najdemo pa posreceno nadaljevanje Ploscakove zgodbe v knjizici
ameriskega matematika Rudolfa Ruckerja Geometrija, relativnost in éetr-
ta dimenzija, ki je izsla leta 1977 pri zalozbi Dover. Avtor takole naveze
svojo zgodbo:

Imel sem veliko sreco, da mi je prisla v roke resni¢na kronika ostanka
Ploscakovega zivljenja.

Ploséak je bil ze kakih deset let zaprt, ko se je pojavila v njegovi
borni celici Obla spet kot kroznica spreminjajoce se velikosti. “Kaj se ti
je pripetilo, dete?”

“0, presvetla Obla, ko bi te le ne bil nikoli videl; ko bi bil vsaj zaradi
premalo oglis¢ nesposoben dojeti tvoj dokaz!”

“Pa saj Se nisi kaj dosti videl. Bi rad, da te dvignem iz te celice in
postavim nazaj v Zenino sobo? Ves, bojim se ti povedati, da zivi sedaj v
tvoji hisi velik oster enakokraki trikotnik.”

“Obla, Obla, ko bi mi vsaj verjeli! Nobenega smisla nima, spraviti
me ven. Takoj bi me spet zaprli, morda celo giljotinirali. Toda tu si in jaz
imam naért. Obrni me, obrni me in moje lastno telo bo dokaz, da tretja
dimenzija obstajal!”

Nato je Ploscak razlozil svojo idejo. V jeci je nekaj ve¢ premisljeval
o Premi dezeli. Premo dezelo je videl v sanjah pred davnimi leti. To je
bila premica, po kateri so sem in tja drsele daljice - Premséaki, prebivalci

Plogéak je premisljal o Premi dezeli podobno kot mi o Ploski dezeli.
Svoje tezave s tretjo dimenzijo je premagal, ko si je predstavljal tezave
Prems&cakov z drugo dimenzijo.

Prisel mu je na um nacin trajne spremembe, ki jo je bil sposoben
napraviti v Premi dezeli. (Seveda bi lahko izmaknil kako daljico, toda
to bi lahko proglasili za nenavadno izginotje.) Dopustil je, da ima vsaka
daljica na levem koncu bas, na desnem tenor. Ce bi eno od daljic obrnil,
bi vsakdo v Premi dezeli lahko opazil to spremembo.

B B

B Tewr N\ Z
AT

Ce bi torej Ploséak lahko obrnil daljico okrog tocke, mar ne bi mogla
Obla obrniti Ploséaka okoli daljice? Obla bi lahko obrnila Ploscaka v
njegovo zrcalno sliko! In vsakdo v Ploski dezeli bi to spremembo lahko
dojel, saj ima vsak, ki ima oko na severu, usta na vzhodu.
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Plosc¢ak Ardiold

Receno, storjeno. Plogcak (ali bolje ds520l9 ) je poklical strazo: “Glej-
te, vi tepci omejeni, zavrteli so me skozi tretjo dimenzijo. Postal sem svoja
lastna zrcalna slika. Ho, ho, ho, ho! PokaZite me sveceniku! Sedaj bo, ne,
sedaj bo moral verjeti!”

No, na Ploskodezelane je naredil velik vtis. Tako velik, da so ga
obsodili na smrt.

Preden nadaljujemo s to srh vzbujajoco zgodbo, premislimo analogno
svojo situacijo.

Videti je, da bi nas lahko stiridimenzionalno bitje obrnilo v naso
lastno zrcalno sliko z rotacijo skozi éetrto dimenzijo okrog ravnine, ki bi
sekala nase telo, recimo da bi §la skozi nos, popek in hrbtenico. In kaj
bi éutili, ée bi nas takole obrnili? Ne vem. Dokaj neokusna misel je, da
bi bilo vse, kar bi ostalo v tridimenzionalnem prostoru, ¢e bi bil zasuk
povrsno izveden, ravnina, okrog katere bi nas zasukali. Bili bi torej plosk
clovekov presek. Podobno, kot bi od Plos¢aka ostala le prese¢na daljica,
ée bi Obla odnehala na pol poti.

Pa se enkrat obis¢imo ubogega Ploscaka. PloskodeZelani so ga po-
imenovali “predmet gnusa za ljudstvo” in ga sklenili takoj giljotinirati.
(Nasa tridimenzionalna giljotina deluje tako, da pride ravninski segment
med dva dela Zrtvinega telesa. Giljotina v Ploski dezeli pa je daljica, ki
pride med dva dela obsojencevega poligonskega telesa.)
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Ploscak se je potil od groze. Bil je tako prestrasen, da ni niti malo
zmogel uZivati v svoji zrcalni sliki - piSo¢ nazaj in podobne stvari. Klical
je Oblo na pomo¢, a nié se ni zgodilo.

Nekega sivega mracnega jutra so ga odpeljali na Polje groze, kjer je
bila pripravljena giljotina. Videl je veliko starih prijateljev, a nobeden ga
ni gledal v o¢i. Obsodbo so prebrali in dva ostra enakokraka trikotnika
sta zacela potiskati strasni in§trument proti njemu. In tedaj ...

P

Tedaj se je pojavila Obla. Pohitela je do tocke med Ploscakom in
rezilom giljotine in zacela vleGi navzgor. Zacela je raztegovati Plosko
dezelo v smeri tretje dimenzije in jo je raztegovala, dokler ni bil prostor
med obsojencem in rezilom tako velik, da rezilo Ploséaka ni moglo dose¢i.

Ploskodezelani so bili zelo prevzeti. Ko je nato vzela Obla Se srce
iz sveCenika, pa tudi mocno prestrasSeni. Zahtevali so pomilostitev za
Plos¢aka.

Nekoé obsojeni veckotnik je postal vodilni raziskovalec na Univerzi v
Ploski dezeli. Poglavitni cilj njegovih raziskav je bila ukrivljenost Ploske
dezele in razlaga tretje dimenzije.

Analogija Ploiéakove resitve v naem prostoru pa je Ze tezja mate-
mati¢na zgodba. Rece se ji neevklidska geometrija.

Marija Vencelj
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VOZNJA PO BANKINI

Pri prehitri voznji z avtomobilom lahko v ovinku kaj hitro z zunanjimi
kolesi zavozimo na bankino in tezave, v katere tako zaidemo, potem le e
naras¢ajo. Voznja se dostikrat konca v obcestnem jarku, zato si oglejmo,
kaj nas uéi o tem fizika.

Avtomobil naj enakomerno vozi s hitrostjo v skozi ovinek s krivin-
skim radijem r. Opazovali ga bomo v koordinatnem sistemu, ki je pripet
nanj. V tem vrtecem se koordinatnem sistemu avtomobil v radialni smeri
navzven vlece centrifugalna sila F.:

Fo="C, &)
ki ji nasprotuje sila lepenja:
Fi = mgk, (2)

kjer je k koeficient lepenja, m masa avtomobila in g teZni pospesek. Av-
tomobil, ki je sirok [ (razdalja med kolesi), naj ima tezisée na sredini na
vigini h (slika 1). Vsako kolo na cesto pritiska s Cetrtino teze avtomo-
bila in zato polovica celotne sile lepenja (2) deluje na levi, polovica pa
na desni par koles. Dokler centrifugalna sila ni veéja od sile lepenja, avto
lepo sledi ukazom volana in brez drsenja pelje skozi ovinek. Najveéjo hi-
trost v, s katero Se lahko varno prevozimo ovinek, dobimo z izenaéitvijo
centrifugalne sile (1) in sile lepenja (2):

Um = \/mgk. (3)

Vidimo, da je v, enaka kot najveéja hitrost, s katero pri enakem koefi-
cientu lepenja lahko ovinek prevozi motorist, o ¢emer smo v Preseku ze
lahko brali. Ce v ovinek pripeljemo hitreje, kot Je Um, je centrifugalna
sila vecja od sile lepenja in avtomobil bo zatel drseti proti zunanjemu
robu ceste. Ko avtomobil zacne drseti, centrifugalni sili ne nasprotuje veé
sila lepenja ampak manjsa sila trenja, saj je koeficient trenja manjsi od
koeficienta lepenja. Avto bo zato Se bolj drsel proti bankini. Zaviranje v
takem primeru ni uspes$no. Drsenje lahko zaustavimo tako, da skozi ovi-
nek zavijamo manj ostro — vozimo po ovinku z veéjim krivinskim radijem
in centrifugalna sila se zato zmanjsa. To lahko naredimo le, e je cesta
dovolj siroka. Drugace z zunanjimi kolesi zavozimo na bankino, kar je
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4
2

Slika 1. Slika 2.

lahko ze zelo kriticno. Na bankini je koeficient lepenja (k) manjsi kot na
cesti. Sila lepenja je tedaj enaka:

mg mg
Fi=—k+ —k, 4
1 ) + 5 b (4)
in ko upostevamo, da je kp priblizno polovico manjsi kot k, vidimo, da se
sila lepenja zmanjsa za Cetrtino, saj se tista polovica sile lepenja, ki deluje
na zunanjih kolesih, razpolovi (slika 2):

Fi=gFi+iFRi="SR, (5)
Najvecja hitrost v, se zaradi tega zmanjsa za priblizno 15 %.

V resnici je sila lepenja e manjsa, saj so vsa kolesa enako obreme-
njena le med enakomerno voznjo naravnost. Med voznjo skozi ovinek sta
zunanji kolesi bolj obremenjeni kot notranji, saj se avtomobil nagne nav-
zven (slika 3). Vsota vseh sil, s katerimi cesta v navpiéni smeri deluje na
kolesa, je enaka sili teze avtomobila, tako da dobimo enacbo:

mg = F, + F;, (6)

kjer je F, sila ceste na notranji in F, na zunanji par koles. Celotna sila
lepenja je:

= an £ kaz- (7)

Na avtomobil deluje navor zaradi sile teze in centrifugalne sile, ki prije-
mljeta v tezis¢u, in navor sile podlage na notranji kolesi F,,. V ravnovesju
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Slika 3. Slika 4.

mora biti vsota vseh navorov, ki delujejo na avtomobil, enaka nié. Ce
vrtisée postavimo v zunanji kolesi (slika 4), dobimo enaébo:
1
2

Iz enacb (7) in (8) izracunamo sili podlage na notranji in zunanji par
koles:

Fggz Fch‘{‘Fal. (8)

1

T
Fy= 3mg = F':T in (9a)
Fy = %mg = Fc?. (9b)

Podobno kot sta pri zaviranju prednji kolesi bolj obremenjeni od zadnjih,
sta pri voZnji skozi ovinek zaradi navora centrifugalne sile zunanji kolesi
bolj obremenjeni kot notranji. Ko to upoStevamo, dobimo enacho za
maksimalno hitrost v,,, s katero lahko prevozimo ovinek, ¢e sta zunanji
kolesi na bankini:

- 1r'."3'("% + kb)

o= \/2 1+ (Blka— ko)’

Iz enatbe (10) lahko ocenimo, da se v, zmanjsa za 25 % (odvisno tudi
od visine in §irine avtomobila).

Razliéno obremenjenost zunanjih in notranjih koles upostevajo tudi
pri dirkah na ovalnih dirkalis¢ih (Formula Indy), popularnih predvsem v
Ameriki. Tam vozijo po dirkalis¢u, ki ima dva dolga ovinka, vmes pa sta
ravnini. Ves ¢as torej zavijajo le v isto smer in zunanji kolesi sta skozi vso
dirko bolj obremenjeni od notranjih. Na zunanja kolesa zato namestijo

(10)
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bolj trde gume, saj je obraba teh
dosti vedja od notranjih. Prav
tako imajo na zunanji strani dir-
kalnikov vgrajene bolj trde vzme-
ti in ostale dele podvozja.

Na koncu ocenimo 3e, za ko-
liko se pri voznji skozi ovinek av-
to nagne v bocni smeri (slika 5).
Iz enacb (9a) in (9b) vidimo, da
je dodatna sila, s katero sta obre-
menjeni ali razbremenjeni zuna-
nji in notranji kolesi, enaka F, h/l. Zaradi tega se zunanje vzmeti stisnejo,
notranje pa raztegnejo za Ay, kar izracunamo iz enacbe:

F.h
Ay = %, (11)

kjer smo s k, oznaéili koeficient vzmeti. Kot, za katerega se v ovinku
avtomobil nagne, je podan s trigonometrijsko enaébo:

ZAy mv’h
tgle) = 2L = 00 (12)

Pri hitri voZnji skozi ovinke se mora avtomobil &im manj nagibati. Vidimo
tudi, da je za Sportno voznjo ugodno imeti ¢im nizji in ¢im §irsi avtomobil
(¢im manjse razmerje h/l) ter ¢im trse vzmeti (velik koeficient vzmeti).
Prevec¢ trdih vzmeti pa avtomobil spet ne sme imeti, ker se neravnine na
cesti prevec cutijo in je voznja neudobna. Druga skrajnost pa je naprimer
Citroenov “spacek”, ki ima izrazito mehko vzmetenje in se pri hitri voznji
ze kar grozljivo nagiba.

Ugotovili smo, s kolikéno hitrostjo lahko z avt.omobllom Se varno pre-
vozimo ovinek. Ce to hitrost prekoracimo, se kot verizna reakcija zacnejo
tezave. Avto zaéne najprej drseti in silo lepenja, s katero je “pripet” v ovi-
nek, nadomesti sila trenja, ki je manjsa, zato Se bolj drsi proti jarku. Ce
zaénemo voziti bolj naravnost, avto veé ne drsi, vendar takrat lahko zavo-
zimo na bankino, kjer je koeficient lepenja manjsi kot na cesti. Neugodno
pri tem je Se to, da so pri hitri voznji skozi ovinek notranja kolesa zelo
razbremenjena. Vecino teze prenaSajo zunanja kolesa, s katerimi pa vo-
zimo po bankini, ki je veliko bolj spolzka od asfalta, Velja torej previdnost
in ne prehitro v ovinek, vsekakor pa ne hitreje, kot je vy, iz enacbe (10).

Mitja Slavinec
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PTIC

Ko se bo pomlad zacela pre-
veSati v poletje, se bodo vse
vise zacele vzpenjati zvezde
poletnega neba. Pozno zve-
¢er in ponoci lahko tedaj
opazujemo tipiéno poletno
ozvezdje Labod (slika 2).
Ozvezdje ima obliko kriza.
Zato mu re¢emo tudi Severni
kriz.

V ozvezdju Laboda lah-
ko opazujemo veé zanimivih
nebesnih teles. Eno med nji-
mi je prav gotovo druga naj-
svetlejsa zvezda tega ozvezd-
ja, to je f Laboda, imeno-
vana Albireo. Albireo je
arabska beseda in pomeni
Pti¢. Ta zvezda lezi v pod-
nozju Kriza. Ni preve¢ svet-
la, vendar jo z lahkoto izsle-
dimo (slika 1).

Ozvezdje Labod po grs-
kem bajeslovju upodablja na
nebu Fetonovega zvestega
prijatelja. Ta se je potapljal
in potapljal v reko, v katero
je strmoglavil Feton, ko je
vozil &ez nebo sonéni voz
svojega oceta Helija, in se
pri tem smrtno ponesreéil.
Ko je vrhovni bog Zevs vi-
del, kolikéno vdanost in lju-
bezen je prijatelj izkazoval
Fetonu, ga je spremenil v la-
boda, da bi se laze potapljal

CYGNUS °
Deneb $§

Yega

Albireo

1 S

Delphinus

Altair

Slika 1. Ozvezdje Labod (lat. Cygnus) je pri nas
zvecer vidno od junija do decembra. Poleti ga opa-
zujemo skoraj nad glavo. Najsvetlejia zvezda je
« Laboda — Deneb; 8 Laboda je Albireo — Ptic.

in nasel prijatelja. Ko je omagal pri iskanju prijateljevega trupla, so ga
bogovi odnesli na nebo in tam pripeli ter ovekoveéili kot ozvezdje Labod.
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B Cyg
Slika 2. Takole po Velikem vozu najdemo tri Slika 3. Albireo je dvojna
tipiéna poletna ozvezdja: Labod, Lira in Orel. zvezda: or — oranzna, mo -
Najsvetlejse zvezde teh ozvezdij sestavljajo zna- modra. Po‘flan Je sij posame-
¢ilen poletninebesni trikotnik, ki je ponoéi visoko zne zvezde in kot med njima.

na nebu in ga ne moremo prezreti.

Predlagam, da v jasni brezlunini no¢i najdete Pti¢a in ga opazujete.
Nato vzemite lovski daljnogled, ga postavite na trdno stojalo in opazujete
Ptica z daljnogledom. Z lahkoto boste opazili, da je dvojna zvezda.

Marijan Prosén

KONSTRUKCIJA BREZ UPORABE
PODOBNOSTI

Kadar sta v trikotniku znana dva kota in ena od daljic (npr. stranica,

kotnik in ga nato z ustreznim raztegom povecamo ali pomanjsamo, da
dobi znana daljica potrebno dolzino.
Naloga: Brez uporabe podobnosti narisi trikotnik z danima dve-

Hprit;.
Dusan Modic
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O DELITVI DEDISCINE

Zacnimo s staro zgodbo o kamelah. Bogat trgovec z Bliznjega vzhoda je
zapustil svojim trem sinovom 17 kamel. V oporoki je dolocil, naj dobi
najstarejsi polovico, srednji tretjino in najmlajsi devetino teh kamel. Si-
novi niso vedeli, kako naj si razdelijo dediséino, saj bi radi vsi imeli samo
Zive Zivali, posamezni kosi jim ni bi dosti koristili. Srednjemu bi na pri-
mer pripadalo pet kamel in e dve tretjini. Zato so se za nasvet obrnili na
kadija. Ta jim je naroéil, naj ¢redo privedejo na njegovo dvoriéée. Ko je
bilo to storjeno, je dodal k trgovéevim Se eno svojo kamelo, tako da jih je
bilo zdaj 18. Nato je razsodil takole: najstarejsi naj vzame polovico crede
18 kamel, torej 9, srednji tretjino, to je 6, in najmlajsi devetino, se pravi
2. Sinovi so odpeljali 9+ 6+ 2 = 17 kamel. Ena kamela, namreé kadijeva,
pa je ostala. Bratje so bili z razdelitvijo zelo zadovoljni, saj so vsi dobili
samo Zive Zivali in vsak celo nekaj ve¢, kakor bi mu pripadalo po oporoki:
najstarejsi pol kamele ve¢, srednji tretjino in najmlajsi devetino kamele
ved,

Kako je kadi naSel tako imenitno resitev naloge? Tega seveda ne
vemo. Danes pa bi lahko razmisljali takole: Ker je vsota ene polovice, ene
tretjine in ene devetine enaka 17/18, torej manj kakor 1, sinovi ne dobijo
vse za.puéc“:ine, (“:e se dobesedno drzimo oporoke. So pa njihovi delezi v
razmerju 1 : 3 : 5. Zato bo povsem v skladu z ocetovo voljo, Ce se celotna
¢éreda razdeli v tem razmerju. Ker je prvi sin dobil 18/2, drugl 18/3 i "
tretji 18/9 kamel, je kadi res razdelil zapustino v razmerju ; 1:1: L
Povrh se je delitev izéla s celimi zZivalmi.

Oglejmo si zdaj splosni primer. Denimo, da znasa dedi§éina k kamel
in da dobi najstarejsi sin m-ti del, srednji n-ti del in najmlajsi p-ti del
teh kamel. Tu so m, n in p naravna stevila. Ce tevilo k ni deljivo z m,n
in p, ne bodo dobili vsi sinovi samo Zivih Zivali. Nadalje ni reéeno, da
je vsota vseh delezev enaka dediséini, lahko je manjsa, lahko tudi veéja.
Zato spet razdelimo kamele v ustreznem razmerju, se pravi v razmerju
L. % : %‘ Torej bo dobil prvi sin Z-, drugi = in tretji = kamel, kjer je
r sorazmernostni faktor, ki ga moramo tako izbrati, da bodo vse kamele
razdeljene, da bo torej

Z 4 4=k (1)
i O R

Denimo, da pripada pri tej delitvi vsakemu dediéu celo stevilo Zivali. Po-
tem so kvocienti r/m,r/n in r/p cela stevila. To pa pomeni, da je tudi r
celo §tevilo, in sicer je r skupni veckratnik m,n in p, saj je z vsemi temi
stevili deljiv.
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Ce so naravna stevila m,n, p dana, lahko vzamemo za 7 poljuben
njihov skupni veckratnik in nato izra¢unamo k iz enacbe (1). Pri tem
stevilu kamel se delitev med dediéi izide z Zivimi Zivalmi. Zgled: Naj bo
m=2,n=231in p=4. Za r vzamemo najmanjsi skupni veckratnik, torej
r = 12. Iz enacbe (1) izracunamo k = 13. Prvi sin dobi r/m = 12/2 = 6,
drugi r/n = 12/3 = 4 in tretji r/p = 12/4 = 3 kamele, skupaj 13 kamel.

Zapisimo enacbo (1) v tejle ekvivalentni obliki

do 1,1 & (1)
mon P -7
Imamo tri moznosti: ali je r = k, alir > k, ali pa r < k. V prvem primeru
zadoséajo naravna Stevila m, n, p enacbi

1 [ §
—+—+-=1, (2)
m n p

v drugih dveh primerih pa eni izmed neenacb

1 | R |
_+_+_<13 ?)k, (3)
m n p

oziroma
1 ) R |
—+—+=->1, r<k (4)
m n p

kadar je manjsa, in neenacba (4), kadar je vecja od dediscine.

Poiséimo najpre]j resitve enacbe (2). Smemo vzeti — to bomo v na-
daljnjem vselej storili — da so naravna stevila m,n, p takole urejena po
velikosti: m < n < p (to pomeni, da mlajsi brat ne dobi ve¢ kakor sta-
rejsi). V enachbi (2) mora biti m vecji od 1, ker je pri m = 1 leva stran
vecja od 1. Ne more pa biti m vegji od 3, saj je pri m > 3 leva stran
manjsa od 1. Zato sta samo dve moznosti: ali je m = 2 ali m = 3. Pri
m = 2 dobimo iz (2)

n p 2
Oé¢itno mora biti tu n veéji od 2 in manjsi od 5. Pri n = 3 imamo p = 6,
pri n = 4 pa p = 4. Ostane Se moznost m = 3. Tedaj sta tudi n in p
enaka 3, sicer bi bila leva stran v (2) manjsa od 1. Tako smo ugotovili, da
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premore enacba (2) v bistvu samo tri resitve v naravnih stevilih m,n, p.
Te resitve kaZe razpredelnica I:

[X)
w e |w|s
W ||

Razpredelnica I.

Ce torej razdelimo dediséino med tri osebe tako, da dobi prva m-ti
del, druga n-ti del in tretja p-ti del, kjer so m, n, p naravna stevila, pri tem
pa je vsa dedii¢ina razdeljena, imamo samo tri moZnosti: (a) ena oseba
dobi polovico, ena tretjino in ena Sestino, (b) ena oseba dobi polovico,
ostali dve obe po cetrtino in (c) vsaka oseba dobi tretjino. Denimo, da je
dediséina éreda kamel. Ker obravnavamo primer k = r in je r veckratnik
stevil m, n in p, se delitev izide s celim stevilom zivali, e je pri prvi resitvi
stevilo kamel k veckratnik Stevila 6, pri drugi veckratnik 4 in pri tretji
veckratnik stevila 3.

Oglejmo si zdaj neenacbo (3). Ta je oéitno izpolnjena, ¢e so vsa tri
§tevila m,n in p veGja od 3. Zato je resitev nesteto.

Neenacba (3) velja tedaj, ko je k < r, in je zato veckratnik r vegji
od &tevila kamel. V tem primeru dodamo k éredi, ki je dediséina, e
r — k kamel, tako da jih imamo potem r. Najstarejsemu pripada m-ti del,
srednjemu n-ti del in najmlajSemu p-ti del od érede r kamel. Vsi trije
bratje dobijo skupaj k kamel (to pove enacba (1)), dodanih r — k kamel
pa ostane.

V zgodbi, ki smo jo navedli v zacetku, je kadi dodal eno samo kamelo.
Kdaj to gre, se pravi, kdaj je enacba (1*) resljiva pri r — k = 1?7 Ce je
k = r—1, jo lahko zapisemo v obliki

ofn e gk 5)
m n p r
Is¢emo resitve v naravnih stevilth m,n,p in r. Tudi tu bomo privzeli,
da je m < n < p < r (zadnja neenakost velja zato, ker je r veckratnik
m,n, p). Hitro vidimo, da je m najmanj enak 2 in najve¢ 4 (pri m =1 je
namreé leva stran v (5) vecja od 1, pri m > 4 pa manjsa od 1). Zaénimo
torej z m = 2. Potem je otitno n najmanj 3. Ce je n = 3, dobimo iz (5)
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enacbo

-+

1

P 6

Vidimo, da je p vegji od 6, toda
manjd§i od 13 zaradi pogoja
p < r. Cele resitve dobimo prip =
=17,8,9,10 in 12. Nadaljujemo z
n = 4, nato za n = 5 itd. Tako
najdemo brez tezave vse resitve
enacbe (5) v naravnih Stevilih.
Stirinajst jih je, kaze pa jih raz-
predelnica II.

Pogoj, da je r veckratnik m, n
in p, je izpolnjen pri vseh resitvah
razen pri dveh, namre¢ pri resitvi
m=2,n=3,p=10,7=151n pri
m=3,n=p=4,r=6.

Stevilo kamel je tu enako k =
= r — 1, torej k = 41 pri prvi
reitvi iz razpredelnice. Ker je v

| (|
-

_—

3
2 3 8 24
2 3 9 18
2 3 10 15
2 3 12 12
2 4 5 20
2 4 () 12
2 4 8 8
2 5 5 10
2 6 6 6
3 3 4 12
3 3 6 G
3 4 1 6
1 4 1 1
Razpredelnica II.

tem primeru m = 2,n =3 in p = 7, dobi prvi sin polovico, drugi tretjino
in tretji sedmino. Delitev napravimo tako, da dodamo 41 kamelam se
eno. Prvemu pripada potem polovica od 42 kamel, se pravi 21, drugemu
tretjina od 42, to je 14, in tretjemu sedmina od 42, torej 6. Vsi sinovi
skupaj dobijo 21 + 14 + 6 = 41 kamel, dodana kamela pa seveda ostane.
Kako je z resitvami neenacbe (4) v naravnih stevilih? Takoj vidimo,
da mora biti m manjsi od 3, ker je leva stran manjsa ali enaka 1, e je
m > 3. (Tudi tu privzamemo, da je m < n < p.) Pri m = 1 sta lahko n
in p poljubni naravni stevili. Pri m = 2 pa so tele moznosti: n = 2,p je
poljuben, nadaljen = 3,p= 3, potemn = 3,p=4 in konénon = 3,p = 5.
Spet sestavimo razpredelnico resitev:

n

poljuben

poljuben

poljuben

B | B | =

3

L

3
3
3

!
3

Razpredelnica ITT.
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Delitev kamel med dedice v tem primeru ni tako preprosta, ker mo-
ramo najprej nekaj zivali odvzeti (zaradl r < k) in potem spet dodati.

Enacbe (2) ne sre¢amo smo pri (9
delitvi dedisGine med tremi oseba-
mi, temveé tudi drugod. Oglejmo
si primer iz geometrije. Radi bi po-
krili ravnino s trikotnimi plogéami,
in sicer tako, da sta dva trikotnika
tega pokritja zrcalni sliki drug dru-
gega, e imata skupno stranico. S
kaksnimi trikotniki to gre? Imejmo B c!
torej trikotnik ABC s koti «, 3,7. Slika 1.
Ce ga zrcalimo cez stranico AB,
dobimo skladen trikotnik ABC", ki pa je nasprotno orientiran kakor ABC
(slika 1). Zrcalimo zdaj trikotnik ABC" prek stranice AC’. Novi trikotnik
AB'C" je nasprotno orientiran kakor ABC', torej enako orientiran kakor
prvotni ABC'. Trikotnik A B'C” nastane tudi z vrtenjem prvotnega trikot-
nika ABC' okoli oglisca A za kot 2a. Nadaljujmo z zrcaljenji, in sicer vedno
prek stranic, ki imajo eno krajisée v tocki A. Po 2m korakih pridemo do
trikotika, ki ga dobimo tudi tako, da prvotni trikotnik zavrtimo za kot
2ma okoli oghséa A. Ali se lahko zgodi, da ta trikotnik pri primerno
izbranem m natancno pokrije prvotni trikotnik ABC? O¢itno je to res
tedaj, kadar smo trikotnik ABC z 2m zrcaljenji zavrteli za 360°, se pravi,
kadar je 2ma = 360°. Od tod dobimo e = 180/m. Tudi obratno velja: ée
je & m-ti del iztegnjenega kota, pridemo po 2m zrcaljenjih do trikotnika, ki
se ujema z danim trikotnikom ABC' (z orientacijo vred). Z 2m trikotniki
pokrijemo natanko enkrat neko okolico ogliséa A. Pri tem sta dva sosednja
trikotnika vedno zrcalni sliki drug drugega.

Kar smo povedali za ogliite A4 in kot «, velja seveda tudi za oglisce
B in kot 3, oziroma za C' in kot . Zdaj zrcalimo Cez stranice, ki imajo
eno krajisée v toéki B. Ce je 8 = 180/n, kjerje n naravno §tevilo, bomo z
2n trikotniki natanko enkrat prekrili neko okolico oglis¢a B. In e je v =
= 180/p, zrcalimo pa ¢ez stranice, ki imajo eno krajisce v tocki C', pokrije
2p trikotnikov neko okolico ogliséa C. Denimo, da so ti pogoji izpolnjeni
pri vseh treh ogliscih, da se torej koti trikotnika izrazajo takole

180 180 180

Tedaj pokrijemo z zrcalnimi trikotniki okolice vseh treh oglisé A, B in C,
z nadaljnimi zrealjenji pa tudi okolice na novo dobljenih oglis¢ C', B’ itd.
Séasoma bodo torej trikotniki prekrili vso ravnino natanko enkrat. Lahko
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re¢emo, da smo na ravnino polozili parket, kjer so parketne plosce trikot-
niki. Dve ploséi, ki imata skupno stranico, sta vselej zrcalni sliki druga
druge.

Ce sestejemo kote (6) in upostevamo, da je vsota trikotniskih kotov
180°, dobimo enacbo, ki se po krajsanju s faktorjem 180 glasi

L LW »
m n p

To pa je enacba (2). Ugotovili smo, da ima enacba (2) v bistvu le tri
reSitve v naravnih stevilih m,n in p. Ce namre¢ privzamemo, da je
m<n<p jebodisim=2 n=3p=06bodisim=2n=p=41
bodisi m = n = p=3. V prvem primeru imamo kote o« = 180/2 = 90°,
g = 180/3 = 60°, v = 180/6 = 30°; pripadajoéi trikotnik je polovica
enakostrani¢nega trikotnika. V drugem primeru so koti o = 180/2 = 90°,
B = v = 180/4 = 45°; trikotnik je polovica kvadrata. V tretjem primeru
pa je a = f = v = 180/3 = 60°; trikotnik je enakostranicen (slika 1).
Pokritje ravnine s prvimi trikotniki kaze slika 2, z drugimi slika 3.

Ry | 1| TR : f
gy 1y i — H iyl
! HHLYd i
i 1l 1l A 1l il
S A WA
CAANY B i == | i
ey - e { Hi III "o III ':I =
e Ei E:II' '”{i 2\ IHF' :::i 2\
S ——i i) | e i} | =
: < ey |} == i
N = . S H i ) h i
- ] - [ It it Il I|'|
K : RN A Hlll' I":',' 2, “”' 'll::
The £ pe = el ==} :
Slika 2. Pokritje ravnine s skladnimi tri- Slika 3. Pokritje ravnine s skladnimi tri-
kotniki s koti oo = 90°, 3 = 60°, v = 30°. kotniki s koti & = 90°, 8 = v = 45°.
Osenéeni in neosenéeni trikotnik sta ved- Osenceni in neosenceni trikotnik sta ved-
no zrealni sliki drug drugega. no zrecalni sliki drug drugega.

Kaj pa neenacbi (3) in (4)? Zvezo (*) med &tevili m,n in p smo
izpeljali iz dejstva, da je vsota notranjih kotov v trikotniku 180°. To
velja za naso obicajno evklidsko geometrijo. V neevklidski geometriji pa
je vsota kotov manjsa od 180°. Ce ho¢emo pokriti neevklidsko ravnino na
podoben naéin s skladnimi trikotniki, ugotovimo kakor prej, da se morajo
koti e, 3,7 teh trikotnikov izrazati v obliki (6), kjer so m,n in p naravna
dtevila. Ker je vsota kotov zdaj manjsa od 180°, zadoscajo m,n in p
neenacbi (3). Ta pa ima nesteto reSitev v naravnih stevilih. Zato lahko
neevklidsko ravnino pokrijemo na neskonéno razliénih naéinov s skladnimi
trikotnimi ploscami.
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Sferiéni trikotnik je trikotnik na sferi (povrsini krogle). Njegove stra-
nice so loki glavnih krogelnih krogov, glavni krogelni krog pa dobimo, e
prerezemo sfero z ravnino, ki gre skozi sredisée sfere. Vsota notranjih
kotov sferiénega trikotnika je veéja od 180°. Ce si spet zastavimo na-
logo pokriti sfero s trikotniki tako, da sta dva trikotnika, ki imata skupno
stranico, zrcalni sliki drug drugega, ugotovimo, da se koti a, 3, trikot-
nikov izrazajo v obliki (6). Ker je vsota kotov ve¢ja od 180°, velja zdaj
med m,n in p neenacba (4). Resitve v naravnih stevilih kaze razpredel-
nica III. Vendar reditve, pri katerih je m = 1, ne pridejo v postev, ker
so koti v trikotniku manjsi od 180°. V evklidski in neevklidski geometriji
Je stevilo skladnih trikotnikov, ki pokrivajo ravnino, neskonéno. Sfera pa
ima konéno povrsino, zato je stevilo trikotnikov, ki jo prekrivajo, konéno.

Povejmo se to, da je razdelitev sfere na skladne oziroma zrcalne tri-
kotnike povezana s pravilnimi poliedri.

lvan Vidav

NAJVECJI ZORNI KOT - Z ISKUSTVENE PLATI

V Preseku 4 je bila objavljena geometrijska resitev naloge o zornem kotu,
zastavljene v Preseku 3.

Naloge se lahko lotimo tudi na osnovi vsakdanjih izkusenj. Ko si npr.
v druzbi ogledujemo fotografije, si jih podajamo iz rok v roke. Fotografijo
zelimo imeti ne samo na primerni razdalji od o¢i, ampak tudi naravnost
pred seboj, pravokotno na smer opazovanja. Podobno je z gledanjem
televizije. Veéina ljudi sede nasproti ekrana.
Tudi v kinu sedemo, ée je le mogoce, na sre-
dino vrste. (Zanimivo: Kratkovidnezi gremo \

b

raje v sprednje vrste, ¢etudi imamo na nosu
optimalna ocala. RazprSilne korekcijske lece
ocal zmanjSajo sliko in s tem v osrednje vidno

polje preslikajo veé slike, kot jo dobe v ta del
ljudje, ki ocal ne potrebujejo. Zato kratkovid-

ni ocalarji tudi v prvih vrstah kinomatografov X
vidimo vse platno, drugi gledalci pa bi tam \ '/
|

|
|
|
|
|
Id
]

morali obracati glavo.)
Zorni kot 3, pod katerim vidimo neki ob-
jekt, je tem veéji, éim blize je ta objekt in éim
sirsi je (slika 1). Slika 1.



Resitve nalog

To, da Zelimo imeti opazovane objekte
vzporedno z ofmi, opozori e na nekaj: Zorni
kot ni odvisen od &irine objekta, ampak od
njegove projekcije na smer, pravokotno na
smer gledanja. Ce kot zasuka o ni prevelik, je
projekeija priblizno enaka bcose in za zorni
kot velja (slika 2):

tgg = 54 o8
Jaka naj torej svoj napis obesi tako, da bo
2% najvecji. Najboljsi je torej polozaj, ki ga
kaze slika 3. Slika stoji pravokotno na smer
opazovanja (cos @ = 1), razdalja d pa je pravo-
kotna oddaljenost tocke T' od zidu, torej naj-
manjSa mozna.
Kaksna naj bo torej oddalje-
nost napisa od vogala trga? Za

ostre kote & (glej sliko 3) je
= §ms
z=acosd — g,

e je ta vrednost pozitivna. Ce
je ta vrednost negativna, moramo

bcosa

|
|
|
Id
|
I
I
|

vzeti # = 0, saj bl se sicer napis
skril za vogal. Isto velja za tope

kote 4.

Slika 3.

Razdalja z torej je odvisna od oblike trga, to je od kota d.

Joze Rakovec

Nas dopisnik profesor Joze Rakovec ima seveda prav in se mu za
opozorilo na napako v resitvi naloge lepo zahvaljujem. Ce Jaka svoj
napis Sele postavlja, mora ravnati, kot je razvidno iz zgornjega napotka.
Ce pa napis ze stoji, je zveza med oddaljenostjo z napisa od vogala trga,
njegovo dirino b in Jakovo oddaljenostjo a od vogala trga taksna, kot je-
izpeljana v resitvi v 4. stevilki Preseka, to je z(z + b) = a®>. Kam naj
se Jaka postavi, ¢e napis ze visi, pa torej res ni odvisno od oblike trga.

Marija Vencelj
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RACUNALO RIMLJANOV

Znano je, da so tudi Rimljani poznali in uporabljali rac¢unala. Njihovo
racunalo vidite na naslovnici. Sliko smo posneli na razstavi roénih racun-
skih strojev v Sofia Antipolisu, v Franciji.

Racunalo naj bi Rimljani povzeli od Grkov (le-ti pa po vsej verje-
tnosti od Kitajcev), katerih stevna deska je imela polozaje za enice, de-
setice, stotice itd. Bolj komplicirane stevne naprave so imele tudi utore
za Stetje vmesnih vrednosti: petic, petdesetic, petstotic itd, glede na za-
pisano vrednost denarja (drahme), ki so ga uporabljali. Poznejsa rimska
priroénej$a racunala so imela na zgornjem krajSem utoru en éep, ki je
lahko drsel gor in dol po utoru. Spodnji utor je bil daljsi in je hranil 4
cepke. Spodnji ¢epki so predstavljali enice, desetice, stotice, ..., enojni
zgornji cepki pa petice, petdesetice, petstotice, ... Tako, na primer, poma-
knjen ¢ep nad enico navzgor in spodnja dva od §tirih prav tako dvignjena
za dve mesti nam skupaj pomenijo (1-5+2:1=) 7, oziroma VII. Pred-
videno je bilo ve¢ stolpcev za vec desetiSkih mest. To lepo vidimo tudi
na sliki, kjer so znaki za rimska Stevila vgravirani med spodnjo in zgor-
njo rezo: I (1), X (10), C (100), M (1.000), XM (10.000), CM (100.000),
MM (1,000.000) in [X]| (10,000.0007) ter ® (1/107). Slednji simbol naj
bi pomenil ulomljene vrednosti do ene petine (desetine). Najvetja vre-
dnost, ki jo ragunalo lahko zabelezi, je 10,000.000. V uébeniku latinéine
bomo sicer nasli za oznako |X| pomen decies centena millia (deset sto-
tic tisotev), kar naj bi pomenilo milijon. Vidimo pa, da se po desetiskih
mestih vrednost ne ujema s tem pojmom. Prav tako bomo za znak |D|
prebrali vrednost 50,000.000. Tudi to se povsem ne sklada s sistematiko
oznach na racunalu, kjer bi ji dali vrednost 500,000.000. Vprasamo se
lahko tudi, zakaj niso za vrednosti 10.000, 100.000, 500.000 uporabljali ze
znanih oznak X, C,D. Tako, na primer, je pomenilo XX vrednost 20.000,
CC pa 200.000. Pogresamo tudi oznake V (5), L (50) in D (500), ki jih
poznamo iz zapisov rimskih stevil in ki jih pri roénem ra¢unalu predsta-
vljamo s polozajem zgornjih cepov.

Kot zanimivost povejmo 8e, kako so nastali simboli za vrednosti mo-
dula pet: V (5) naj bi simboli¢no predstavljal roko s petimi prsti. Za 50
so najprej uporabljali simbol |, zatem so ga poenostavili v L, ki so ga
kasneje zamenjali z L-jem. Za 500 so najprej uporabljali dva simbola ID
(apostrophos ali narobe C). Tako je pomenilo IDD vrednost 5.000, med-
tem ko je IDDD simboliziralo 50.000. Pozneje so simbol 1D zamenjali z
D. Najprej so uporabljali zapis za 1000, ki so ga povzeli od Grkov, in
sicer ®. Zato tudi simbolika za tisoé, ki so jo izpeljali iz 500. C na levi
Je pomenil veckratnik vrednosti, zato je simbol CID (®7) pomenil 1000,




Zanimivosti — Razvedrilo — Resitve nalog 279

tisti z dvojnim CC na levi, torej] CCIDD pa 2 - 5000 = 10.000! Zapletena
aritmetika, kajne? Pozneje so za 1000 uporabili simbol M (mille). Za 100
so najprej uporabljali gréki ©, zatem Sele svoj C (centum).

Uganka ostajajo simboli S, C in Z, ki jih prav preberemo le z druge
strani. Kaj so pomenili? Morda gre za oznaéevanje polovice, cetrtine in
osmine zadnje ulomljene vrednosti, podobno kot pri grskem abaku, kjer
so dodatni ¢epki oznacevali 1/2, 1/4 in 1/8 drahme!

Omeniti moramo, da je v antiki uporaba petic kot posebnega stolpca
pri ve¢jih (namiznih) racunalih in &tirth éepov ter enega za petice pri
rocnih raéunalih vseskozi vplivala na razvoj tovrstne naprave. Zaradi
tega so Rimljani uporabljali sistem zapisa stevil, ki je sicer navidez zaple-
ten, vendar omogoéa hiter zapis Stevila z abaka. Ko pa Zelimo mnoziti
ali deliti, se sele pokaze vsa zamotanost tega sistema. To oéitno starih
Grkov in Rimljanov ni motilo, saj so za znanstvene izra¢une uporabljali
Sestdesetiski sistem iz Babilona, njihove tablice za mnozZenje in njihovo
niclo ter zapis Stevil s polozajem stevk, podoben desetiskemu,

Veselko Gustin

PREVRTANI KROGLI — Resitev s str. 210

Prostornino prstana V, izra¢unamo tako, da od prostornine krogle odste-
jemo prostornino valja v sredini in prostornini obeh krogelnih kapic na
vsaki strani valja. Za vecjo kroglo s polmerom R je npr.:

3 2
Vp = Vier — (Vo + 2Via) = % — (7R*h+2- %(&R——v)),

kjer smo z R’ oznacili polmer valja, z v pa
visino krogelne kapice. Ce v tem izrazu upo-
Stevamo, da je v = 2B~k in R'? = R?—(4)?,
dobimo:
7h3

=g
Prostornina prstana je, nekoliko presenetlji-
vo, neodvisna od polmera krogle. Torej sta
prostornini obeh prstanov enaki. i T

Vilko Domagnko
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KDAJ JE LAHKO VSOTA ZAPOREDNIH
NARAVNIH STEVIL KVADRAT - Resitev s str. 207

a) Vsota dveh zaporednih naravnih stevil n, n 41 je liho tevilo 2n+ 1.
Kvadrat sodega Stevila je sodo, kvadrat lihega §tevila liho stevilo. Ker
naj bo 2n + 1 kvadrat, mora biti 2n + 1 = (2s + 1)? pri naravnem stevilu
s in dobimo n = 2s? + 2s. Za vsak takSen n je vsota n+ (n + 1) =
= (252 + 2s) + (252 + 2s + 1) = (25 + 1)? zmeraj kvadrat. Ustrezajo vsi
n=2s>+2s,5s=1,2,3,...in nobeno drugo stevilo.

b) Sedaj je j = t in t liho naravno Stevilo. Pri ¢ = 1 ima vsota en
sumand, ki je kvadrat. Kvadratov 12,22 32, ... pa je neskonéno. Ce je t
veéji od 1, je t = 25+ 1 pri naravnem Stevilu s. Vsoto 2s + 1 zaporednih
naravnih stevil lahko zmeraj zapisemo v obliki

(n=s)+(n—(s=1))+++ (=) bn-t(n+ 1)+ (n+(s=1))+(n+s) (1)

in n > s. Clen n je v sredini, simetri¢na ¢lena glede na sredino dajeta
sesteta 2n. Na vsako stran od n je s ¢lenov, zato vsota znasa 2ns +n =
= (25+1)n = tn. Stevilo n je gotovo kvadrat, & je n = tb%, b pa naravno
stevilo.

c) Prij = 2%¢t1{ kjer je a ni¢ ali naravno in ¢ liho naravno §tevilo,
ravnamo podobno kot v primeru b). Vsoto (1) nadomesti vsota

(n~ (% - 1))+- = D+nt(n+ 1)+ -+(n + (% - 1))+ (n+ %)
(2)

Na levo od n je % — 1, na desno '72— sumandov, vsota znasa 211(% —1)+n+
+ (n+ -%) = %(211 +1) = 229¢(2n + 1). To stevilo je gotovo kvadrat, &e je
2n + 1 = tb%. Pri tem mora biti b lih, ker je 2n+ 1 lih, in b > 29V/2, da
bo n — (% — 1) naravno Stevilo. Taksnih naravnih b je neskonéno.
d) Zaj=2%¢ kojea naravno in ¢ liho naravno stevilo, spet uporabimo
vsoto (2). Njena vrednost 4(2n + 1) = 22=1¢(2n + 1) je sodo Stevilo, ki
pa ne more biti kvadrat. V tem sodem &tevilu nastopa namreé prastevilo
2 v lihi stopnji 2a — 1, ker sta faktorja f, 2n + 1 liha. Sodo &tevilo, ki je
kvadrat, pa vsebuje prafaktor 2 v sodi stopnji.

Pripomba: V primeru c¢) za a =0, ¢ = 1 velja j = 2 in imamo primer
a), ko so navedene vse resitve. Sicer pri b) in c) niso zajete vse resitve.
Do vseh resitev pripelje natanénejdi premislek, ki ga tu opuséamo. Naj
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bo r naravno stevilo veije od 2. Ce se bralec zgleduje po zgoraj opisa-
nem reSevanju, mu ne bo tezko ugotoviti, pri kaksnih naravnih stevilih
j je vsota j zaporednih naravnih Stevil neskonénokrat enaka r-ti potenci
naravnega Stevila.

Joze Grasselli

PET RAZBOJNIKOV — Resitev s str. 209

Nalogo lahko uzenemo npr. tako, da pois¢emo in resimo sistem enacb za
neznane deleze drugega, tretjega, cetrtega in petega razbojnika. Sistem
je sicer linearen in ga ni tezko resiti, vendar Ze sam njegov zapis zahteva
nekaj ¢asa in potrpljenja.

Hitreje pridemo do resitve, ¢e zacnemo razmisljati od zadnje podvo-
jitve proti prvi.

Da bo pregledneje, zapisimo deleze razbojnikov na posameznih kora-
kih delitve v tabelo:

prvi drugi | tretji | d&etrti peti
raz- raz- raz- raz- raz-
bojnik | bojnik | bojnik | bojnik | bojnik
G A 1 1 1 1 1
po konéani delitvi 5 £ : g =
1 1 1

pred peto podvojitvijo 10 10 T 11_0 %
% — 1 1 1 11 6

pred ¢éetrto podvojitvijo 20 20 % % 35
. o 1 1 21 11 6

t s e vy P £l

pred tretjo podvojitvijo 0 0 0 e &

pred drugo podvojitvijo -t% :-—;- g_(li % 86_0
q dvoiitvii 81 41 21 11 6

pred prvo podvoytvie | 760 | 160 | 160 | 160 | 160

Ker je imel prvi razbojnik na zacetku 81 cekinov, je moralo biti v mosnji
160 cekinov. Ostali so jih imeli zapored 41, 21, 11, 6.

Marija Vencelj
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ISKANJE SIROKIH STEVIL

Pred ¢asom sem obljubil, da bom napisal nekaj o Stetju sirokih stevil.
Predno pa se poglobimo v programiranje, se spomnimo, da je Stevilo
giroko, e je vsota njegovih stevk enaka njihovemu produktu.

Ugotoviti sem zelel, koliko je Sirokih stevil, ki so manjsa od mili-
jarde. Ker ugotavljanje, ali je &tevilo giroko, ni zapleteno, danasnji osebni
rac¢unalniki pa so zZe zelo hitri, sem se problema lotil z metodo grobe sile.
Sestavil sem spodnji program, ki za vsako stevilo od 1 do izbrane zgornje
meje po definiciji preveri, ali je siroko.

program SirokaStevilal;
{ Poiiée vsa siroka stevila do 10" z zaporednim preverjanjem po definiciji. }

const
maxN=9;
var
n: integer; { I5éemo Siroka stevila do 10™. }
nl0: longint; { n10= 10" }
max Vsota: integer; { najveéja mozna vsota Stevk }
vsota,produkt: integer; { vsota in produkt Stevk }
S: longint; { stevec najdenih sirokih stevil }
i,j: longint;
ost: integer;
begin
writeln('Iskanje sirokih stevil do 10tn."); { vnos }
write(’ Vpisi n (n<’;maxN+1,") : ’); readln(n);
nl0 := 1; for i:=1 to n do nl0 := 10=nl0; { Izraéunamo 10". }
maxVsota := 9xn; { najvecja mozna vsota stevk }
5= 0D
for i := 1 to nl0 do begin
j := 1i; vsota := 0; produkt := 1;
while j>0 do begin { Doloéi vsoto in produkt stevk. }
ost := j mod 10; j := j div 10;
vsota := vsotatost; produkt := produkt=ost;
if produkt>maxVsota then break;
end; { while }
if vsota=produkt then S := S+1; { Ali je stevilo Siroko? }
end; { for }
write('Sirokih stevil do ',n10," je ',S,"."); readln;
end.

V zanko while, ki preverja, ali je Stevilo Siroko, sem dodal pogojni stavek
if, ki z ukazom break prekine zanko, ¢e produkt stevk prekoraci najvedjo
mozno vsoto stevk. Zal tudi ta majhna izboljsava ni pomagala. Ze ko
sem gornji program preizkusil pri vrednosti n = 6, sem na odgovor éakal
dobrih dvajset sekund. Hitro sem ocenil, da bi pri n = 9 na rezultat ¢akal
vsaj Sest ur, odloéno preveé¢ za tako preprosto nalogo.
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Nekoliko razocaran zaradi neuspeha sem tako ugotovil, da resevanje
naloge zahteva korenite spremembe v pristopu. Za nekaj nasvetov sem
poprosil de kolego Marka Petkovska, ki ima vedno na zalogi kaksno upo-
rabno idejo. Tako sem se odlocil za resevanje s sestopanjem, ki pa sem ga
dopolnil z uéinkovitim testom, ki pove, kdaj je nadaljevanje poskusanja
Se smiselno. Zaradi laZjega programiranja sem uporabil rekurzivni zapis
glavnega podprograma. Nastal je naslednji program.

program SirokaStevila2;
{ Poisce vsa siroka stevila do 10™ s sestopanjem. }

const
maxN=64;

var
n: integer; { I3¢emo Siroka stevila do 10", }
stevke: array[0..maxN] of 1..9; { 0. mesto je pomozno. }
S: longint; { stevec najdenih Sirokih stevil }

m: integer;

procedure Ragsiri(i,m: integer; vsota,produkt: integer);
{ Doloc¢amo i-to Stevko, skupaj z njo jih moramo doloéiti §e m;
vsota je vsota, produkt pa produkt prvih i—1 Stevk. }
var
1:.k: integer;
p: longint;
begin
if m>0 then
for j:=stevke[i—1] downto 1 do begin
stevke[i] := j;
if produktsj<=vsotatm=j then Razsiri(i+1,m—1,vsota+j,produkt=j);
end
else if vsota=produkt then begin { Izraéuna, koliko Stevil smo nasli. }
pe=1 k=1
for j:=2 to i—1 do begin

P = p*j;
if stevke[j]<>stevke[j—1] then
S
else { Stevka se ponovi. }
begin k := k+1; p := p div k; end;
end; { for }
S = S+4p; { Zgrajeno siroko stevilo predstavlja p Sirokih stevil. }

end; { else if }
end; { Razsiri }

begin
writeln('Iskanje sirokih stevil do 107n.’); { vnos }
write(' Vpisi n (n<’;maxN+1,") : '); readln(n);
S := 0; stevke[0] := 9; { zacetni vrednosti }

for m:=1 to n do Razsiri(1,m,0,1);
write('Sirokih stevil do 101',n," je ',S,"."); readln;
end.
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S podprogramom Razsiri postopno, stevko po stevko, v globalni
spremenljivki stevke gradimo kandidate za Siroka stevila. Podprogram
ima §tiri parametre: prvi nam pove, na katero mesto moramo postaviti
naslednjo stevko, drugi steje, koliko stevk moramo §e izbrati, in nam sluii
v pogoju, s katerim koncamo rekurzijo, tretji in cetrti pa sta vsota in
produkt Ze izbranih stevk. Siroka stevila, ki so manjsa od 10", imajo
lahko od 1 do n stevk. Zato v glavnem programu podprogram Razsiri
klicemo n-krat. Vrednosti parametrov pri teh klicih so 1, m, 0 in 1, kjer
m zavzame vrednosti med 1 in n. Tako zacetno stevko postavimo na prvo
mesto v tabeli stevke, iScemo Siroka Stevila z m Stevkami, zacetna vsota
stevk je enaka 0, zacetni produkt stevk pa je enak 1.

Nobeno siroko stevilo ne vsebuje stevke 0, zato pri gradnji kandi-
datov za Siroka Stevila uporabljamo le stevke od 1 do 9. Da zmanjsamo
potrebno delo in omogocimo uéinkovito preverjanje, ali je nadaljevanje po-
skusanja smiselno, gradimo le stevila, katerih stevke tvorijo nenaraséajoce
zaporedje. Tako naslednja Stevka ne sme biti veéja od prejénje. Ce nam
manjka Se m Stevk, vemo pa, da nobena ne bo veéja od j, se vsota stevk
lahko poveéa kve¢jemu za mj. Hkrati vemo, da se produkt tevk pri do-
dajanju nenicelnih stevk ne more zmanjsati. Tako dobimo pogoj, ki ga
preverimo, preden naredimo rekurzivni klic.

Ker gradimo le Stevila z nenaraséajoéim zaporedjem stevk, nam vsako
siroko stevilo, ki ga najdemo, ¢e ima vsaj dve razliéni Stevki, pravza-
prav predstavlja vet sirokih stevil. Tako moramo, na primer, ko najdemo
stevilo 4211, Steti Se Stevila 4121, 4112, 1421, 1412 in 1142 ter Se Sest
stevil, ki jih dobimo iz nastetih, ¢e zamenjamo stevki 2 in 4. Recimo, da
ima dobljeno siroko stevilo n stevk. Vseh razliénih permutacij teh stevk je
n(n—1)-...-1. To stevilo oznacimo z n! in ga imenujemo fakulteta stevila
n. Vendar pa nekatere permutacije dajo enako stevilo, saj medsebojne za-
menjave enakih stevk stevila ne spremenijo. Da dobimo dejansko stevilo
razliénih Stevil, moramo n! deliti Se s fakultetami stevil tistih stevk, ki v
dobljenem sirokem &Stevilu nastopijo veckrat. V zgornjem primeru imamo
stirimestno §iroko stevilo 4211, Ker v njem le Stevka 1 nastopa veckrat, in
sicer dvakrat, nam to Stevilo predstavlja 3 = 12 razli¢nih sirokih stevil.
Ta smo ze opisali.

Ko sem preizkusil gornji program, sem bil prijetno presenecen. Na-
slednjo tabelo je izracunal Ze v nekaj sekundah.



Raéunalnistvo — Resitve nalog 285

n | Siroka Stevila do n | bistveno razli¢na Siroka stevila do n
1010 595 23
10%° 31017 39
1g%0 401783 55
1040 1155831 67
10%° 8415630 80
1060 77309547 92

Ovira, ki preprecuje nadaljnje stetje Sirokih stevil z gornjim programom,
ni ve¢ ¢as racunanja, ampak obseg v turbo pascal vgrajenega tipa lon-
gint. Sirokih stevil se pocasi nabere preveé, da bi njihovo stevilo lahko
shranili v spremenljivko tega tipa, tako da pride do prekoraéitve obsega.

V tabelo sem vkljucil se dodatni stolpec, ki pove, koliko je “bistveno”
razliénih irokih &tevil, torej takih, ki jih sestavljajo razliéne skupine stevk
oziroma njihove stevke tvorijo nenaraiéajoée (ali pa nepadajoce, obojih
Je enako) zaporedje. Tudi ta stolpec sem izraéunal z majhno spremembo
(pravzaprav poenostavitvijo) gornjega programa. Pove nam, da so sku-
pine &tevk, ki dolocajo siroka stevila, zelo redke. Tako je do vrstnega reda
stevk natanéno 4411111111 edino desetmestno siroko stevilo. Mimogrede,
racunalnik je tudi odkril, da stiriindvajsetmestno siroko stevilo ne obstaja.

Martin Juvan

NEKAJ NALOG ZA MLADE VEGOVCE - Resitve s
str. 221

6. razred
1. 5555 dni 13 ur in 20 minut.
2. Ker je vsota prvih stirih ulomkov vegja od 24—0, sledi, da je vsota vseh
ulomkov veéja od ;1}-.

3.a) 27 kock; V = 0,027 m3.

b) Rob kocke meri 30 cm.

c) Razlika povrsin teles je 20 dm? = { m?
4 2.a43.a=90° 2o = 36° ali 40% pravega kota

o =18° 3 -a =54° ali 60% pravega kota.
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5. a) Stevilo mora biti deljivo s 3 in 4. Torej: 4212, 4512, 4812, 4116, 4416,

b

8.

4716.

b)Ker je v produktu Sest zaporednih &tevil, mora biti stevilo deljivos 5

in z 2, torej z 10; zadnja cifra je torej 0. Podobno ugotovimo, da sta v
produktu dve stevili, deljivi s 3, torej je produkt deljiv z 9. Produkt
je 665280.

razred
Kvadrat produkta je deljiv z 9, ker je 32 = 9; sledi, da mora biti tudi
desna stran enakosti deljiva z 9. Desno Stevilo je 492804. Kvadrat
neznanega faktorja na levi je 492804 : 9 = 54756 in /54756 = 234.
Torej: (3 - 234)? = 492804. A 2
0=2r(2+7),p=4r

ab:%a‘:c:?x=%b. Stranico b / \
moramo povecati za 25%. 1 2
Stevilo (1000'°%° lahko zapisemo kot 1000---0, s 3000 ni¢lami; tudi
stevilo 1000199°—1 zapisemo 999 - - -9 s 3000 devetkami. Ce to stevilo
delimo z 9, dobimo koliénik 111 - -1 s 3000 enkami. Koliénik je deljiv
s 3. Dani izraz (10001%%° — 1) lahko delimo z 9 in Se s 3, kar pomeni,
da je deljiv s 27.

0=2-2r-5 4+ nr = 3rr = 30m, sledi r = 10 cm.
p=2r+2.7-(5)2—3 -w-r?

p=2r? = 200 cm?

Ploséina figure je tudi enaka ploséini pravokotnika.

razred
Naj bo znani ulomek §. a+b a 1
% 519
@ 9. 8,1
20 20 b9
ja - a1
2 b 2 b9

Ce zapisemo z = ¢, dobimo

Iskani ulomek je -;-.
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2. (42+1)2+15= 1622 +8z + 16 = 8(22% + z + 2). Izraz je deljiv z 8.

—_ 4m-9
3.a)z = 5=

b)m = 3.

)0 < #8=2, Ulomek je pozitiven, e je 4m > 9, torej m > 2%.
Am=9 < 1 ali 4m — 9 < 21 ali 4m < 30, torej m < 73.
Veljati mora 2% <m< ?-;-, torej so iskana stevila 3, 4, 5 in 6.

4, (n—=1)-n-(n+1)+n=n3

5. Jx+4y—12=0,y= —%x + 3. Koordinati presecisé sta:
T:(4,0),Ty(0,3) in ploséinap= 1 -4-3=6.
Iskana razdalja g je visina na hipotenuzo trikotnika T, T, 0. T} St"y2 =
=P+ P T, =5lng= ;_T=15—'-’-=2,4‘

Pavel Zaje

KAJ KDO POUCUJE? — Resitev s str. 231

Nalogo najlazje reSimo s pomo¢jo razpredelnice:

Pleterski Kopriva Prijatel] Godnié Merhar Novak

ekon. X X X X X 2
slov. X X X P X X
franc. e X X X X X
zgod. X X X X P X
lat. X P X X X X
mat. X X s X X X

Upostevati moramo, da sta osebi, ki uc¢ita matematiko in latiniéino,
istega spola in iste starosti, torej ne moreta biti Merhar in Novak. Od tod
in iz ostalih podatkov sklepamo, da mora Merhar pouéevati zgodovino,
Novak pa ekonomijo. Nadaljni sklep je, da uci slovenscino gospa Pleterski.
Od preostalih treh je lahko le Prijateljeva skupaj z Merharjem hodila v
srednjo solo, zato mora ona biti uciteljica matematike.

Neza Mramor - Kosta
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Zanimivosti — Razvedrilo
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NEWTONOVA METODA IN LEPI FRAKTALI

Enagba z" = 1, kjer je n naravno &tevilo, ima n kompleksnih resitev. Za
vsak n je ena od resitev z = 1. Vse resitve leie na enotski kroznici v
kompleksni ravnini in so razporejene tako, da dele kroznico na enake dele.

Resitve torej poznamo, zanimivo pa je vprasanje, h kateri izmed n
reSitev nas pripelje kaksna iteracijska metoda, ¢e zacnemo iteracijo s po-
ljubnim kompleksnim zacetnim priblizkom.

Izbrali smo si Newtonovo metodo, ki jo na kratko opigimo. Ce igéemo
reitve enacébe f(z) = 0 in je zp zacetni priblizek, dobimo naslednje pri-
blizke s formulo:

flzr)

Zr4l = 2y — f;(z ):!
s

kjer je f" odvod funkeije f po spremenljivki z. V nasem primeru je f(z) =
= z" — 1, od koder dobimo:

zp —1
Z —_— T
r+1 T nz,'-‘hl
Ce je zacetni priblizek dovolj blizu kaksni od resitev, potem se naslednji
priblizki k njej hitro blizajo. V splosnem pa ne moremo vnaprej vedeti, h
kateri od resitev se bodo stekali.

Lahko pa zacetne priblizke sortiramo glede na to, h kateri od resitev
nas je pripeljala Newtonova metoda. Ce v kompleksni ravnini z enako
barvo pobarvamo tocke, ki kot zacetni priblizki vodijo k isti reditvi, in z
razliénimi barvami tiste, ki vodijo k razli¢nim resitvam, dobimo ¢udovit
vzorec. Ta ima fraktalno strukturo, kar pomeni, da se njegova razvejanost
ne neha pri Se tako majhnih merilih. Ce vzamemo pod drobnogled del
vzorca z veliko barvno raznolikostjo in ga povecamo, se raznolikost ohrani
pri poljubni povecavi.

Na zadnji strani ovitka so prikazani vzorci za n = 3,4,5 in 6. Sami
jih lahko dobite tako, da napiSete program in ga poZenete na svojem
racunalniku. Se podatek o priblizni zahtevnosti: Na racunalniku PC 386
(40 MHz) z matemati¢nim koprocesorjem narise program v turbopascalu
celotno sliko v priblizno petnajstih minutah.

Milan Ambrozic
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MALO IN VELIKO PREPROSTO STEVILO —
Resitev s str. 219

V nalogi smo najprej sprasevali po najmanjSem preprostem Stevilu, ki je
veije od 1995. Stevilo 2048 = 2! je preprosto, tako da iskano &tevilo
ne bo vedje od njega. Ker je 3-2° = 1536 < 1995 in 3 - 2'0 > 211 bj
moralo biti morebitno manjse preprosto stevilo deljivo z 9. Zlahka pa
se prepri¢amo, da nobeno od stevil 1998, 2007, 2016, 2025, 2034 in 2043
ni preprosto. Najmanjse preprosto stevilo, ki je vecje od 1995, je stevilo
2048.

Bolj zanimivo pa je drugo vprasanje, ki sprasuje po 1995. preprostem
stevilu. Teorija pravi, da je n-to preprosto stevilo nekje med steviloma
éZ\/E" log3 i 9v/2719823 (e vstavimo n = 1995 in rezultat zaokrozimo,
dobimo oceno, da bo iskano stevilo med 10?3 in 9 - 10%3. Imelo bo torej
stiriindvajset mest.

Iskanje pa vendarle ni tako brezupno, kot se zdi na prvi pogled.
Ceprav je iskano stevilo zelo veliko, ga lahko izraéunamo Sele &isto na
koncu, v samem programu pa ga hranimo v obliki para eksponentov, s
katerima v njegovem razcepu nastopata prastevili 2 in 3. Ce Ze poznamo
nekaj prvih preprostih stevil, tudi iskanje naslednjega ni zelo zamudno, le
na problem moramo pogledati s prave strani. Naslednje preprosto stevilo
bo namreé dvakratnik ali trikratnik enega od prejsnjih, ze znanih stevil.
Poiskati moramo le najmanjsi preprosti stevili, katerih dvakratnik oziroma
trikratnik je vecji od zadnjega najdenega stevila, in izbrati manjsega. Ker
bomo vsa odkrita preprosta stevila hranili v tabeli, gornjih operacij ne bo
tezko izvesti. Vsako preprosto &tevilo je ene od naslednjih oblik: potenca
stevila 2, potenca &tevila 3 ali pa veékratnik stevila 6. Hitro se lahko
prepricamo, da sta kandidata za naslednje preprosto stevilo enaka, ée in
samo e je naslednje preprosto stevilo veckratnik stevila 6. Tako sestavimo
naslednji program.

program PreprostaStevila;
{ Poisée po velikosti 1995. preprosto stevilo. }

const
N=1995;
eps=0.001; { meja natanénosti }
var
PS: array([1..N] of array[2..3] of integer; { tabela preprostih stevil }
dva,tri: integer; { oznaki kandidatov }
i: integer;

razlika: real;
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begin
PS[1][2] := 0; PS[1][3] := 0;
dva := 1; tri := 1;

for i:=2 to N do { doloéamo i-to preprosto stevilo }
if (PS[dva][3]<>0) and (PS[tri][2]<>0) then { enaka kandidata }
begin

PS[i](2] := PS[dva][2]+1; PS[i][3] := PS[dva][3];
dva := dva+1; tri := tri+1;
end

else { razliéna kandidata; potence imajo prednost }
if (PS[dva][3]=0) and (PS[tri][2]<>0) then
begin PS[i][2] := PS[dva][2]+1; PS[i][3] := 0; dva := dva+1; end
else if (PS[tri][2]=0) and (PS[dva][3]<>0) then
begin PS[i][2] := 0; PS[i][3] := PS[tri][3]+1; tri := tri+1; end
else begin { dve potenci; primerjamo ju s pomoéjo logaritmov }
razlika := (PS[dva][2]41)/(PS[tri][3]4+1)—In(3)/In(2);
if abs(razlika)<eps then
begin write(chr(7),'Blizu skupaj!’,i:5); readln; end;
if razlika<0 then
begin PS[i][2] := PS[dva][2]4+1; PS[i][3] := 0; dva := dva+l; end
else
begin PS[i][2] := 0; PS[i][3] := PS[tri][3]+1; tri := tri+1; end;
end;
write('Po velikosti ’,N,". preprosto stevilo je 21’ PS[N][2],'«31",PS[N][3],".");
readln;
end.

Program v hipu kot odgovor vrne stevilo 237 - 326, Po krajsem racunu
dobimo

237 . 326 — 349351379311776170508288,

to pa je res v mejah, ki smo jih napovedali.

Stevea dva in tri v programu oznatujeta najmanjsi preprosti stevili,
katerih dvakratnik oziroma trikratnik je strogo veéji od zadnjega najde-
nega preprostega stevila. Dvakratnik stevila PS[dval in trikratnik stevila
PS[tri] sta torej edina kandidata za naslednje preprosto stevilo. Ce
PS[dval ni potenca stevila 2 in PS[tri] ni potenca stevila 3, potem sta
oba kandidata enaka. Tako vzamemo kar prvo Stevilo in povecamo oba
stevca. Sicer pa loéimo veé moznosti. Ce je prvi kandidat potenca stevila
2, drugi pa ni potenca stevila 3 ali pa je drugi potenca stevila 3, prvi
pa ni potenca Stevila 2, je manjsi tisti, ki je potenca. Ce bi bil namreé
manjsi tisti, ki je veckratnik Stevila 6, potem bi morala biti oba kandi-
data enaka. Toda kandidata nista enaka. Ostane e moZnost, ko je prvi
kandidat potenca Stevila 2, drugi pa je potenca Stevila 3. V tem primeru
se brez racuna ne moremo odloéiti, kateri kandidat je manjsi. Primerjati
moramo torej Stevili oblike 2 in 37. Ker ne Zelimo racunati s prevelikimi
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gtevili, raje primerjamo njuna logaritma ¢In2 in jln 3. Se bolje pa je, e
pogledamo predznak razlike Jl - %. V program je dodan $Se izpis opo-
zorila, kadar je ta razlika manjSa od predpisane konstante eps. Pri zelo
majhni razliki bi se namreé¢ lahko zgodilo, da bi bil predznak rezultata
zaradi zaokroZitvenih napak napaéen, tako da bi se odloéili za napaéno
stevilo. Gornji program nas na majhno razliko opozori pri i = 1386. Pri
tej vrednosti sta kandidata za naslednje preprosto stevilo potenci 2°° in
341, Koli¢nik eksponentov g—f— = 1.58537 je kar dober priblizek za %2—‘3- =
= log, 3 = 1.58496. Ker je kolicnik eksponentov vecji od kolicnika loga-
ritmov, je 1386. preprosto stevilo 34!, naslednje pa je 2%5. Seveda gornji
program kljub opozorilu deluje pravilno, saj je v turbo pascalu koli¢nik
dveh realnih vrednosti natancen vsaj na deset mest. Pravilnost delovanja
lahko preverimo tudi tako, da program izvedemo pri zmanjsani konstanti

eps = 0.0001, kjer se izvede brez opozoril.
Martin Juvan

“ASTRO” KRIZANKA — Resitev s str. 224
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NAJMANJSI KROG

1. Uvod

V lanski 4. stevilki Preseka je na strani 213 Martin Juvan zastavil nasled-
njo nalogo:

Opisi algoritem, ki za dano konéno mnoZico tock v ravnini poisce
krog z najmanjsim polmerom, ki vsebuje vse tocke iz mnozice. Algoritem
naj bo éim uéinkovitejsi (in tudi dovolj preprost, da ga je mogoce brez
prevelikih tezav sprogramirati).

V naslednji stevilki Preseka pa je bil na straneh 296, 297 objavljen
Juvanov algoritem, kako takSen krog poiskati.

Ker ima omenjena naloga kar precejsnjo zgodovino in tudi posplosit-
ve, spregovorimo o njej nekoliko obsirneje.

V literaturi najdemo podatek, da je nalogo v letu 1857 zastavil J. J.
Sylvester. Tri leta zatem je konstrukcijsko resitev podal B. Peirce, v letu
1885 pa je do enakega postopka kot Peirce prisel tudi G. Chrystal. Njun
pristop k reSevanju naloge je sedaj znan pod imenom Chrystal — Peirceov
algoritem (C-P algoritem). Ogledali si ga bomo pozneje.

Zanimanje za nalogo se je spet pojavilo po drugi svetovni vojni z
razvojem operacijskega raziskovanja in matemati¢nega programiranja. V
prvo podrocje sodi npr. naslednja praktiéna naloga:

Kje naj postavimo urgentno helikoptersko resevalno postajo, da bo
razdalja do najbolj oddaljenega kraja éim manjsa?

Pri tej nalogi imajo vsi kraji enako “tezo”. Ce pa upostevamo, da so
kraji lahko razliéno “obteZeni”, dobimo splosnejso nalogo. Kot kriterij za
razliéne obtezitve je npr. stevilo prebivalcev.

Posplositev Sylvestrove naloge dobimo tudi, ¢e namesto mno#ice tock
v ravnini vzamemo konéno mnozico tock v 3-razseznem ali pa kar n-
razseznem prostoru (n > 3). V tem primeru iS¢emo n-razseino kroglo
z najmanj$im polmerom, ki vsebuje vse tocke dane mnozice. To nalogo
sta J. Elzinga in D. W. Hearn prevedla v posebni problem nelinearnega
programiranja, ki je redljiv v konéno mnogo korakih.

2. C-P algoritem

Osnovan je na naslednji oéitni lastnosti trikotnika:

— za topokotni (ali pravokotni) trikotnik je najdaljSa stranica hkrati
premer najmanjsega kroga, ki trikotnik vsebuje;

— za ostrokotni (ali pravokotni) trikotnik je najmanjsi krog, ki vsebuje
ta trikotnik, kar njemu ocrtani krog;
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in na izreku:

Naj bo ABC topokotni trikotnik s topim kotom pri ogliséu B in
tocka D znotraj trikotniku ABC' ocrtanega kroga K. Ce je kot ADC <
< 4ABC, potem ima trikotniku ADC oc¢rtani krog K| manjsi polmer,
kot je polmer kroga K, in v K, se nahaja tudi tocka B.

Dokaz izreka. Na sliki je toéka O sredidée kroga K, tocka Q; pa
sredisée kroga K. Sredisci obeh krogov sta na simetrali s daljice AC.
Ker je tocka D znotraj kroga K, seka simetrala s; daljice CD (na tej
simetrali je sredis¢e kroga K) simetralo s v tocki Oy, ki se nahaja med
tocko O in razpoloviséem daljice AC. Krog K; ima zato manjsi polmer,
kot je polmer kroga K, in celotni lok ABC brez krajnih tock je znotraj
kroga K, torej tudi tocka B.

Preidimo sedaj na prikaz C-P algoritma.
Naj bo S konéna mnozica tock v ravnini. Is¢emo najmanjsi krog, ki
to mnozico vsebuje.

Korak 0 (zacetni korak). Naridemo krog, ki poteka skozi dve tocki A,
B mnozice S in vsebuje vse tocke te mnoZice.

Korak 1. Med tockami mnozice S — {A, B} poiséemo tocko, pri ka-
teri je kot 4 ADB najmanjii. Najdeno tocko (ki morda ni enoli¢no
dolo¢ena) oznacimo s C'.
a) Ce je JACB > 7 Je naloga resena. Daljica AB je premer naj-
manjSega kroga, ki vsebuje mnozico S.
b) Ce je 4ACB < 5 preidemo na naslednji korak.
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Korak 2. Trikotniku ABC' oértamo krog.

a) Ce trikotnik ABC ni topokoten, je naloga resena. Njegov o¢rtani
krog je najmanjsi krog, ki vsebuje mnozico S.

b) Ce je ABC topokotni trikotnik, odstranimo izmed totk A,B
tisto, pri kateri je topi kot — naj bo to npr. tocka B — in preidemo
na korak 1, pri katerem tocko B zamenja tocka C.

Skladno z izrekom bo vsak naslednji krog, ki ga konstruiramo, manjsi
od predhodnega in bo vseboval vse tocke mnozice S. Pri iskanju naj-
manjsega kota v prvem koraku pa ni treba ve¢ upostevati tock, ki jih
odstranimo v drugem koraku. Ker je tock mnozice S konéno mnogo in se
pri vsaki ponovitvi iskanja manjSega kroga, ki vsebuje mnozico S, polmer
zmanjsa, je algorifem koncen.

V zvezi z zadetnim korakom, ki je nekako nedoreéen, sta R. K. Cha-
kraborty in P. K. Chaudhuri (1981) predlagala poseben postopek, po ka-
terem najdemo zacetni par tock A, B. Prav tako sta opazila, da v drugem
koraku lahko poleg tocke B odstranimo iz nadaljnjih racunov oziroma
konstrukeij tudi vse tiste tocke D € S—{A, C}, pri katerih je JADC topi
kot.

Racunske izkusnje, do katerih sta pri preskusanju algoritma prisla
avtorja ¢lanka, ki je naveden v uvodu, so zelo ugodne. Stevilo tock v
mmnozici S je bilo med 100 in 1100. Stevilo operacij je bilo sorazmerno s
stevilom tock v mmnozici S.

3. Zakljuéek

Da bi bil prikaz resevanja Sylvestrove naloge popolnejsi, navedimo se
naslednje.

V delu B. J. Oommen, An Efficient Geometric Solution to the Mini-
mum Spanning Circle Problem, Operations Research 35(1987)1, 80-86, je
prikazan algoritem, ki izboljsa tudi korak 2b v P-C algoritmu. Pri vseh
racunskih poskusih, razen v zelo redkih izjemah, je bil s tem algoritmom
najmanjsi krog najden v natanko dveh iteracijah. Oommen navaja, poleg
drugih doseikov, tudi metodo, ki jo je razvil N. Megiddo (1982). Problem
najmanjSega kroga Megiddo prevede v dvorazsezni problem linearnega
programiranja in ga resi v ¢asu, ki je linearno odvisen od stevila tock.

Zanimivo je omeniti, da je Oommen svoj algoritem preskusal tudi pri
iskanju najmanjiih krogov, ki objemajo Velika jezera Severne Amerike.
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Za bralce bosta morda zanimivi naslednji nalogi:

1. Kje je sredisée najmanjSega kroga, ki vsebuje Slovenijo (brez morja)
in koliden je njegov polmer?
2. Kako bi poiskali najveéji krog, ki ga lahko vrisemo v Slovenijo?

Pripomoéki: Uvodna karta v Atlasu Slovenije, prozorni papir, da nanj
prerisemo slovensko mejo, ravnilo, Sestilo.

Pri resevanju 1. naloge dobimo tocko, ki je blizu Cemsenika. Od
geometriénega sredis¢a Slovenije (GEOSS) je oddaljena priblizno 12 km.
Tocka GEOSS, ki se nahaja pri Spodnji Slivni zahodno od Va&, pomeni
namrec tezisce lika, ki ima obliko Slovenije.

Stane Indihar

Cedilnik A.: MATEMATICNI PRIROCNIK, Didakta,
Radovljica 1995, 462 str.

Po svetu izhajajo mnogi matematiéni priroéniki na razliénih nivojih, v slo-
ven&¢ini pa matematiénih priroénikov ni kaj dosti. Poleg prevoda priroéni-
ka, ki je namenjen v prvi vrsti §tudentom na univerzi, imamo Se priroénik
Aleksandra Cokana, ki je izSel pred nekaj leti in se precej zvesto drii
takratnih uénih naértov v srednji Soli.

Priroénik Antona Cedilnika je nastajal skoraj istofasno z omenje-
nim, je pa trajalo res dolgo, da je zagledal lué sveta. Po izboru snovi
Jje obsirnejsi od prvega, saj delno presega srednjesolsko snov. S pridom
ga bodo uporabljali srednjesolci, pa tudi Studenti na univerzi, ki si bodo
zeleli osveziti srednjeSolsko znanje ali poiskati pozabljene formule. Kot
navaja avtor v predgovoru, priro¢nik nikakor ni namenjen uéenju. Koristi
le, ée snov vsaj okvirno Ze poznamo.

V priroéniku je mnogo primerov, ki ilustrirajo teorijo ali posredu-
jejo kaksno dodatno ugotovitev k navedeni teoriji. Zelo pomemben del
priroénika je obsirno stvarno kazalo. Napisan je zelo skrbno. Posebna
odlika priro¢nika je natan¢no matematicéno izrazanje in moderna korek-
tna uporaba matematiéne simbolike, ceprav je ta, zal, véasih v razkoraku
z man]j korektno tradicionalno simboliko, ki je v rabi v Solah.

Za najmlajse Presekove bralce je v njem bolj malo dostopnega; znat-
ni deli priroénika pa Ze bodo razumljivi uéencem zadnjih dveh razredov
osnovne Sole.

Anton Suhadolc
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NEKAJ ZAVITIH ZA ODVIJANJE

Skoraj kvadrati: Poiséi naslednji élen v zaporedju
1, —4, 9, =16, 7
Zmanjsane potence: Doloéi naslednja ¢lena zaporedja
0 1, 8N N 4 R

Zdruzitev: Vstavi manjkajoce gtevilo:

Veé kot stevila: Poisci naslednja ¢lena zaporedja
2.3 5, T, 11, 13, 7, 7
Prepletanje: Poid¢i naslednja élena v zaporedju
1, 4, 3. 6, b, 7, ¥

Ulomki: Nadaljuj zaporedje ulomkov vsaj Se z dvema ¢lenoma:

2 5 10 17
Ll L R
Cetrtina levo in desno: Dolo¢i manjkajoce stevilo:
3 (6) 21
T () 21
10 (7) 50

Obrati in 3e kaj: Nadaljuj zaporedje vsaj e s tremi éleni:
1234, 5321, 2235, 7, 7, 7

Plesoée stevke: Dopolni shemo z manjkajocima steviloma:

53 (523) 25
64 (674) 76
7 (189) ?

Trojke: Poiséi naslednji ulomek v zaporedju
1 5 13
2+3" 647 14415’
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Z nogami brez rok: Izracunaj manjkajoce stevilo:

Neznana osnova: Ce velja 12 + 12 = 101, koliko je potem 22 + 227
Lepljenje: Katero stevilo mora biti vpisano v sredino desnega trikotnika?

Dvojiski vzorci: Nadaljuj zaporedje
2, 11, 4T, ...

Dvodelna torta: Vstavi manjkajoée stevilo:

Vsote: Ugotovi, katero stevilo manjka:

123 — 6
134 — 8
234 — 7

Prafaktorji: Izracunaj manjkajoéce stevilo:

15 — 2
30 — 3
64 — 1
1996 — 7

Dodaj ali odvzemi: Ce je 1934 enako 6 in je 1234 enako —4, koliko je
potem 12347
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Vedno veé: Vstavi manjkajoca stevila v zadnja kvadrata:

3 13 213 17

T 44 8 v W |

Koordinate: Zapolni kvadrat z manjkajoéimi stevili:

0f-1(-2]-3
1{0]-1)7
211 7|1
7121

Druga na prvo: Ugotovi manjkajoce stevilo:

513
-111
-1]1

2
3
9

00| b2 |+~

Stikanje tako in drugaée: Pozorno si oglej levi kvadrat in nato doloéi
manjkajoci §tevili v desnem:

11 13

32 24

Omejeni prafaktorji: Ugotovi pravilo, po katerem dobivamo ¢lene na-
slednjega zaporedja:

1, 2, 3, 4, 6, 8, 9, 12, 16, 18, 24, ...

Stiska: Ce iz 281 dobimo 16, iz 532 pa 30, koliko nam da 4567
ZdruZeni kvadrati: Ugotovi manjkajoce stevilo:

13[4
212"
513125
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Nerodna pisava: Razresi enakosti:

256 = 28
7.=32

Martin Juvan

DOLOCI VLOGE - Resitev s str. 210

Pomagajmo si s tabelo. McBride nastopa v vlogi morilca, ali pa Zrtve. Pa
recimo, da je bil morilec, Russel pa je bil rabelj:

Johnson McBride Ford Newton Saunders Russel

zrtev X X x P X X
morilec X P X X X X
prica X X 2 X X X
policist P X X X X X
sodnik X X X X P X
rabelj X X X X X P

Izbira je bila dobra — dobili smo resitev. Pokazati moramo $e to, da
Jje edina. Torej recimo, da je bil McBride Zrtev in Russel morilec.

Johnson McBride Ford Newton Saunders Russel

irtev X P X X X X
morilec X X X X X P
prica X X X 7 X X
policist P X X X X X
sodnik X X X X
rabelj X X X X

Ford bi moral biti sodnik ali rabelj, to pa nima nobenega smisla, saj
je bil Ford v zvezi z umorom aretiran.
Neza Mramor - Kosta
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GIBANJE DELCA V PASTI

V prejsnji stevilki Preseka smo na kratko opisali zanimiva merjenja s
pastmi za naelektrene delce. Ali ne bi kazalo nekoliko podrobneje ob-
delati elektriénega in magnetnega polja ter gibanja naelektrenega delca v
njiju? Tako bi tudi najbolje izpodbili oéitek, da je Presek maéehovski do
elektri¢nih in magentnih poglavij iz fizike.

V pasti je elektricno polje. Najpreprostejse je homogeno polje med
elektrodama ploicatega kondenzatorja dovolj daleé od robov. Kako moéno
je, pove njegova jakost E. V homogenem polju je jakost povsod enaka in
ima isto smer. Zato je tudi sila polja F' = eF na delec z nabojem e povsod
enaka in kaZe v isto smer. Ion se v takem polju giblje podobno kot utez, ki
jo spustimo, da pade. Pozitivni ion se enakomerno pospeseno giblje proti
negativni elektrodi kondenzatorja (glej ¢lanek G. Planinsi¢a, Dogodek v
ploséatem kondenzatorju, Presek 16 (1988) 90). Ploscati kondenzator ne
deluje kot past.

Al bi lahko uporabili dva nasprotno obrnjena ploscata kondenza-
torja? Srednja, dvojna elektroda bi motila, a misel ni slaba. Pa vseeno
raje uporabimo elektricno polje, ki nad vodoravno srednjo ravnino narasca
v eno smer, pod njo pa v drugo. Za jakost elektri¢nega polja v smeri osi z,
ki jo izberemo pravokotno na to ravnino, velja v tem primeru:

B, ==Kz (1)

Minus opozarja, da elektriéno polje nad srednjo ravnino pri z = 0 vlece
ion navzdol, pod to ravnino pa navzgor. K je konstanten sorazmernostni
koeficient.

Ne moremo pricakovati, da bi ion miroval v ravnini pri z = 0, kjer
elektriéno polje nanj ne deluje. Kako se giblje ion z majhno hitrostjo
v navpiéni smeri, povprasajmo Newtonov zakon za gibanje v tej smeri:
F. =ma, = eE, = —eKz. Pospesek je sorazmeren z odmikom od ravno-
vesne lege in kaze proti tej legi. To je znacilno za sinusno nihanje. Osno
frekvenco v., s katero niha ion v smeri osi z in ki je enaka obratni vrednosti
nihajnega ¢asa t,0, preberemo iz zapisane enacbe a; = (27 /t;0)%z:

1 1 [eK

izu:% m’

v, =

Ion z dovolj majhno energijo niha v navpiéni smeri okoli ravnine pri z = 0
in se ne oddalji znatno od nje. V smeri osi z past deluje.

Toda elektriéno polje z edino komponento jakosti elektriénega polja
(1) v smeri osi z ne more obstajati. Imeti mora Se drugo komponento.
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Zanima nas le osno simetriéno polje, v katerem so vse smeri v ravnini,
pravokotni na os z, enakopravne in je komponenta v tej ravnini odvisna
samo od razdalje r od osi z. Elektriéno polje izvira od nabojev. V delu
prostora, v katerem se giblje ion, ni drugih nabojev, zato tam ne more biti
izvirov polja. V tisti del prostora mora vstopati enak elektriéni pretok,
kot iz njega izstopa. Vedeti moramo samo, da je elektriéni pretok skozi
doloéeno ploskev sorazmeren s povriino ploskve in pravokotno kompo-
nento jakosti elektriénega polja. Polje si lahko ponazorimo s silnicami: v
opazovani del prostora mora teci toliko silnic, kot jih tece iz njega, nobena
silnica ne more izvirati iz tega dela prostora ali se v njem koncati, saj v
tem delu prostora ni naelektrenih delcev.

V homogenem polju v valj, ki ima z elektrodama vzporedni osnovni
ploskvi z radijem r, vstopa skozi zgornjo elektri¢ni pretok, sorazmeren s
7r2 I, in enak pretok skozi spodnjo ploskev izstopa. V polju [12) pa skozi
zgornjo osnovno ploskev pri z vstopa pretok, sorazmeren z 27r°E,, skozi
spodnjo osnovno ploskev pri z = (0 pa ga ni¢ ne izstopa. Ta pretok mora
izstopati skozi plasé. Pretok skozi plasc je sorazmeren z 2nrzE,., ¢e je E,
radialna komponenta jakosti elektricnega polja. Iz zahteve, da sta pretoka
nasprotno enaka, sledi:

B = _rE; =
2z
Radialna komponenta elektriénega polja na pozitivni ion deluje z ra-
dialno silo F, = eE, od osi z navzven. Elektri¢no polje — zadnji¢ smo mu
rekli kvadrupolno polje — sicer zadrzuje ione v smeri osi z, a jih v radialni
smeri razpriuje. Zaradi tega naprava s samim elektriénim poljem Se ne
deluje kot past. Elektriénemu polju dodamo homogeno magnetno polje v
smeri osi z. Kako gosto je polje, dolo¢a gostota magnetnega polja B =
= B,. V homogenem polju je gostota povsod enako velika in kaZe v isto
smer. Na naelektren delec magnetno polje deluje samo, ¢e se delec giblje,
in sicer je sila pravokotna na smer polja in na smer hitrosti. Na ion, ki
se giblje v smeri magnetnega polja, to je v smeri osi z, magnetno polje ne
deluje. Kar smo ugotovili o nihanju, zato velja kljub magnetnemu polju.
Obravnavajmo zdaj gibanje iona v ravnini, ki je pravokotna na ma-
gnetno polje. Na ion s hitrostjo v deluje tako polje s silo ev B, ki je vselej
pravokotna na smer gibanja. To je znagilno za centripetalno silo mv?/r.
Izraza izena¢imo in izraéunamo hitrost v = erB/m, ki jo izrazimo kot
produkt poti pri enem obhodu 27r in obhodnega éasa tp.. Za obratno
vrednost tega ¢asa, za frekvenco kroZenja dobimo:

1 B

:E_Qﬂ'm‘

Kr. (2)

3)

Ve
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To je ciklotronska frekvenca, ki ni odvisna ne od hitrosti ne od radija tira.
Ime ima po kroznem pospesevalniku ciklotronu, ki izkoriica tako gibanje
ionov.

7 magnetnim poljem smo resili tezavo odbojne radialne komponente
elektricnega polja. Zapisimo Newtonov zakon za ion, ki se v ravnini z = 0
s hitrostjo vy giblje po krogu z radijem ry: Fry = mam = e(E, — vy, B).
Hitrost vy, smo usmerili tako, da ima sila magnetnega polja na ion na-
sprotno smer kot sila elektricnega polja. Vse te sile delujejo v radialni
smeri in pospesek a,, krozecega iona kaze proti izhodis¢u in je po veliko-
sti enak v /ry,. V enatbo —mv2 /7y, = eE, — ev, B = %ef{rm — evm B
postavimo vy, = 277y, [tom = 27,y in upoStevamo enacbi za v, in v.
Nastane kvadratna enacba za frekvenco v:

vV —vv+iv2=0.

Radialno elektriéno polje, katerega sila ima nasprotno smer od sile ma-
gnetnega polja, zmanjsa frekvenco ciklotronskega krozenja na v, = v, — 4.
To je prvi od dveh korenov enaébe. Iz prve Vietove enaébe izhaja, da je
potem drugi koren enak d. Iz kvadratne enatbe preberemo, da je drugi
koren vy, = § priblizno enak

2
Yz

Ve =
2.’

¢e je frekvenca vy, veliko manjsa kot frekvenca v.. Za elektrone je pri-
blizek zelo dober, za ione pa je nekoliko slabsi. Enakomernemu krozenju
naelektrenega delca s frekvenco v, pravimo magnetronsko gibanje. Ime
izvira iz besede magnetron, elektronke, ki jo uporabljajo na primer pri ra-
darjih in v mikrovalovnih pecicah in v kateri se gruce elektronov gibljejo
na opisani nacin.

Moéno homogeno magnetno polje okoli srednje ravnine ustvari super-
prevodna tuljava. Obliko elektrod, ki dajo polje s komponentama jakosti
(1) in (2), ugotovimo tako, da izracunamo delo, ki ga opravimo, ko pre-
maknemo ion zelo pocasi iz izhodiS¢a v smeri osi z in v radialni smeri:

e[ E,dz+e/ Epdr = —eK - 322+ eK - 3r? = —eK (2% — 37%). (4)
0 0

Pri premikanju elektrona po povr§ju elektrode ne opravimo nobenega dela,
povrije elektrode je ekvipotencialna ploskev. Zaradi tega je izracunano
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delo enako za vse tocke na povriju doloéene elektrode. Obstajata dve
resitvi:

2 1.2 1

2 12:23 in 5%~ ar :—Erg.

& - 5!"
Prva ustreza kapicama rotacijskega hiperboloida z najmanjso razdaljo
med njima 2z in druga obro¢astemu rotacijskemu hiperboloidu z notra-
njim premerom 2ry = 2v/2z; (slika 1).

Slika 1. Elektriéne silnice in presek skozi elektrode v pasti. Tangenta na silnico kaze v
vsaki tocki polja v smeri vektorja jakosti elektri¢nega polja s komponentama FE. in E:
tgy = dz/dr = E.[/E, = —2z/r. Enaba dz/z = —2dr/r ima resitev z = konst/r2.
V vsaki tocki polja je ekvipotencialna ploskev pravokotna na silnico. Povrija elektrod
so ekvipotencialne ploskve. Ce ne bi bila sila elektricnega polja pravokotna na povrije
elektrode, bi povzrocala tok elektronov po kovini preéno na povrije.

Tako znamo narisati nacrt za past. V njej je med kapico in obroc¢em
napetost Uy = 3Kz2. V pasti za pozitivne delce prikljuéimo kapici na
negativni prikljuéek enosmernega izvira napetosti in obro¢ na pozitivni
prikljuéek. V pasti za negativne delce pa prikljuéimo kapici na pozi-
tivni prikljuéek in obro¢ na negativnega. V pasti za vodikove ione, pro-
tone, s pozitivnim osnovnim nabojem ey so uporabili magnetno polje z
gostoto 5,05 T in elektri¢no napetost 53,1 V ob razdalji zp = ro//2 =
= 1,12 mm. Magnetronska, osna in ciklotronska frekvenca so bile po vrsti
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enake 0,6628 MHz, 10,01 MHz in 76,34 MHz (1 MHz = 10% s~1). V pasti
za elektrone so uporabili magnetno polje z gostoto 5,872 T in elektriéno
napetost 10,22 V ob razdalji zo = ro/ V2 = 3,35 mm. Magnetronska, osna
in ciklotronska frekvenca so merile po vrsti 0,01185 MHz, 64,42 MHz in
1,644 - 105 MHz.

Slika 2. Sestavljeno gibanje naelektrenegadelca v elektriénem in magnetnem polju pasti
v klasiéni mehaniki. Najhitrejse je ciklotronsko kroZenje po krogu z majhnim radijem
v smeri pravokotno na magnetno polje, srednje hitro osno nihanje in najpocasnejie
magnetronsko krozenje po velikem krogu.

-

Slika 3. Stanja geonija. Levi stolpec vsebuje stanja, ki zadevajo ciklotronsko gibanje, ce
elektron ne bi imel “vrtenja” — fiziki ga opisejo s spinom. Drugi stolpec z leve uposteva,
da so ciklotronska stanja zaradi delovanja magnetnega polja razcepljena. Nastaneta
po dve stanji, katerih frekvenci se razlikujeta za vq = av,, ¢e meri koeficient a okoli
0,001. Tretji stolpec kaze nadaljnjo razcepitev stanj zaradi osnega nihanja in Zetrti
zaradi magnetronskega gibanja. Energijske razlike med stanji niso narisane v merilu.
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Gibanje naelektrenega delca v pasti potemtakem sestavljajo pocasno
magnetronsko krozenje, hitrejSe nihanje v smeri osi z in zelo hitro ci-
klotronsko krozenje (slika 2). Taka predstava je le zasilna, ker moramo
gibanje elektrona opisati v kvantni mehaniki. Zdaj lahko povemo nekaj o
energijskih stanjih geonija. Energijsko razliko med sosednjima stanjema,
to je energijo, ki jo izseva ali absorbira geonij, dobimo, ée klasi¢no fre-
kvenco — dobimo jo po starem, ne da bi upostevali kvantno mehaniko —
pomnozimo s Planckovo konstanto h = 6,6 - 10734 Js, znaéilno za kvan-
tno mehaniko. Prehodom med ciklotronskima stanjema ustreza energija
hv,, prehodom med nihajnima stanjema hv, in prehodom med magne-
tronskima stanjema hvp, (slika 3).

Ta prispevek je zahtevnejsi, kot je bil prvi prispevek o pasteh za
naelektrene delce, ker so v njem trditve izpeljane iz osnovnih zakonov
ali druga iz druge. Tako jih fizik razume in si jih laZe zapomni. Brez
racunanja fizik ne pride dale¢. Vendar ne smemo misliti, da je to njegova
najpomembnesa ali celo edina dejavnost.

Janez Strnad
RAZREZI TETRAEDER - Resitev s str. 231

Spodnja risba na levi predstavlja enega od Sestih med seboj podobnih
razrezov. Bralcu ga najbrz ni bilo tezko najti. Dolo¢a ga ravnina, ki gre
skozi enega od robov tetraedra in skozi razpolovisée “nasprotnega” roba in
razdeli tetraeder na dve skladni trikotni piramidi. Nekoliko tezje je najti
razrez na desni strani. Ravnina, vzporedna s parom nesosednih robov, ki
gre skozi razpoloviica preostalih robov, razdeli tetraeder na dve skladni
posevni trikotni prizmi.

Poskusite izdelati papirnata modela obeh prizm. Preprosta tetrae-
derska sestavljanka, ki jo boste dobili na ta naéin, bo za marsikoga, ki ne
pozna razreza, presenetljivo trd oreh. .

Vilko Domajnko



IES Nove knjige

Hladnik M.: MODERNA KVADRATURA KROGA,
Knjiznica Sigma, DMFA Slovenije, Ljubljana 1995,
156 str.

Pred kratkim je pri DMFA Slovenije izsla knjiga, katere naslov izhaja iz
enega klasiénih problemov starogrske matematike — kako z ravnilom in
Sestilom konstruirati kvadrat, ki je plos¢insko enak danemu krogu. Ze od
prejsnjega stoletja dalje je znano, da ta problem ni resljiv. Pri moderni
kvadraturi kroga opustimo zahtevo o konstrukciji s Sestilom in ravnilom
in se vprasamo le, ali je mogoce dani krog razdeliti na konéno manjsih
delov in iz teh delov sestaviti kvadrat. Avtor v pricujo¢i knjigi obravnava
dva pristopa k resitvi zastavljenega problema:

e V smislu elementarne geometrije lahko dani lik razdelimo z dalji-
cami (ali kroznimi loki) na konéno manjsih, kjer postane delilna daljica
(ali lok) rob dveh novih, ne nujno sosednjih likov.

e V smislu teorije mnoZic lahko dani lik razbijemo na konéno mnogo
poljubnih, vendar paroma disjunktnih mnozic.

Knjiga je razdeljena na devet razdelkov. Po prvem razdelku, v ka-
terem avtor podrobno predstavi problem, sta drugi in tretji razdelek po-
sveéna konstruktivni in aksiomatiéni definiciji plo§éine. Cetrti razdelek
je posveéen klasiénemu Bolyai-Gerwienovemu izreku, ki pravi, da lahko
iz danega poligonskega lika z razdelitvijo na manjse dele sestavimo drug
poligonski lik natanko tedaj, ko imata oba lika enako ploséino. Nasle-
dnja dva razdelka obravnavata problem nekoliko bolj splosno: lik lahko
razrezemo tudi vzdolz krivulje ali pa dopustimo samo nekatere izometrije.
V sedmem razdelku dobi problem novo razsezinost. Bralec bo v tem raz-
delku zasledil, da v trirazseZznem prostoru analogija Bolyai-Gerwienovega
izreka ne velja. Zadnja dva razdelka pa sta posvecena problemu v smislu
moderne teorije mnozic.

Da bi bila knjiga dostopna ¢im S§irSemu krogu bralcev, najdemo v
treh dodatnih razdelkih Se dokaz obstoja baze v poljubnem vektorskem
prostoru, opis grup izometrij v evklidskih prostorih nizkih dimenzij in
osnovne pojme o Lebesguovi meri.

Predstavitev knjige zaklju¢imo s povabilom, ki ga je v uvodu zapi-
sal avtor: “...obravnavana tematika lahko primerno prispeva k splosni
matematicéni izobrazbi srednjesolskega ucitelja. Ce pa bo po knjizici pose-
gel tudi kaksen dijak, bo njen (vzgojni) namen v celoti dosezen, maoj trud
pa poplacan.”

Matjaz Zeljko
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RESITVE NALOG Z DRZAVNEGA TEKMOVANJA
1Z SREDNJESOLSKE FIZIKE, 2. del — s str. 187

Skupina A

1. Gibanje prve klade od trenutka, ko naleti na vdolbino, do trenutka, ko

izstopi iz nje, razdelimo na tri dele. Na klancu se giblje enakomerno
pospeseno in ji v éasu tg = (v — vg)/a hitrost naraste na vy; v} =
= v + 2al, & je | = 2h dolzina klanca in h globina vdolbine. Vo-
doravni del predrsi s hitrostjo v; = /v +4ah = 1,8 m/s v ¢asu
ty, = l/vy. Za dvig iz vdolbine potrebuje enak ¢as kot za spust va-
njo, torej je celotni ¢as potovanja prve klade enak 2t + tf, = 0,68 s.
Druga klada se giblje vseskozi enakomerno s hitrostjo vy in za pot
s2 = 24/3 h + | porabi ¢as ty = so/vg = 0,78 s. Prehiteva torej prva
klada. Mejno dolzino  vodoravnega dela dobimo iz pogoja, da sta
Casa enaka t}) = 2tg+ z/v; = th = (2v/3 h+ z)/vo. Resitev enacbe je
z = 5,0 cm.
Opomba: Strogo geometrijsko obravnavanje stika klanec-vodoravna
podlaga vodi do zakljucka, da prva klada skoéi, ko naleti na vstopni
klanec v vdolbino. Ker v tekstu naloge ni bilo posebej poudarjeno, da
je stik primerno zaobljen, tako da klada ne izgubi stika s podlago, je
upraviéeno tudi tako razmisljanje. V tem primeru klada celo preskoéi
klanec. Vodoravna komponenta hitrosti se med skokom ohrani in zato
drsita kladi vstric do vznozja izstopnega klanca vdolbine, kjer zaéne
prva zaradi dviganja zaostajati. Sledi, da bo prva klada zaostajala
ne glede na dolzino vodoravnega dela vdolbine.

2. Sile, ki delujejo na palico, so teza Fy, sila vrvice F,, sila podlage N,
sila lepenja F; in vleéna sila F'. Iz ravnovesja sil na palico dobimo
F=F4+F/2inN=F;+ F,,\/E/Q, iz ravnovesja navorov pa v
prvem primeru Se Fl/2 = Fjl/2. Najvegjo silo F, pri kateri palica
Se ne zdrsne, dobimo iz pogoja Fi < kN, kjer je k koeficient lepenja
med palico in tlemi. Zadnjo neenacbo poenostavimo v

2k
2 — (14 kv/3)

V drugem primeru sila F' prijemlje na visini 3/ /4. Ravnovesje navorov
je Fl/4 = 3Fl/4 in od tu sila F = —3,4 - 10?2 N, kar je fizikalno
nesmiselno, saj palice ne potiskamo, ampak vleéemo; palica ne zdrsne
pri Se tako veliki sili.

F<F, =3,6.10% N.
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Oznaéimo z z visino dela zgornje (lazje) klade, ki gleda iz vode. Tedaj
je dolzina dela spodnje klade, ki je v vodi, enaka y = hg—1y — (h—2),
kjer hg pomeni vi§ino vodne plasti, ly dolZino vrvice in h visino klade.
Vzgon vode in Zivega srebra uravnovesi tezo obeh klad:

Sho, + F, = S(h — z)oo,
Shos = F, + S (yoo + (h — y)ong),

kjer pomeni S osnovno ploskev klade, F, silo v vrvici, o, o5, 09 in
oHg pa po vrsti specificno tezo zgornje in spodnje klade, vode ter
zivega srebra. Dobimo

::::2h+lo—h0+{ho—fu);%—haza-;a’
E -4

= 6,3 mm.

Za silo v vrvici dobimo F, = S(oy(h — z) —o.h) = 19 N.

Skupina B

i

Za spodnjo klado bo najbolj neugodno, ¢e je dolzina vodoravnega
dela vdolbine enaka ni¢. V tem primeru je ¢as potovanja druge klade
ty = 2h/(tgavg). Hitrost prve klade na dnu je v? = v2 + 2gh, ¢as
potovanja po klancu navzdol pa ty = (v; — vg)/(gsina). Enak cas
porabi za gibanje po klancu navzgor; t; = 2¢5. Da bo prva klada po
izstopu iz vdolbine prehitevala, mora veljati ¢; < t2, kar nam da

gh

2(1 —cos a) = o

vp < CcOs

Opomba: Glej opombo pri resitvi prve naloge A skupine.

Maso vlaka dobimo iz Newtonovega zakona m = F/ag = 100 t. Z
dolzinskima gostotama (masa na dolzinsko enoto) p; na zacetku in
12 na koncu maso lahko zapisemo tudi kot m = (p; + p2)l/2, torej
p2 = 1500 kg/m. Gostota vlaka se z razdaljo & spreminja; pu(z) =
= 1 + (p2 — p1)z/l. Da se del vlaka od tocke z do konca vlaka
pospesuje s pospeskom a, mora nanj delovati sila

:a“,_(:liﬂ%(;_z)_

Fy
2
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Pretrganje droga je odvisno le od napetosti v njem, p,, =
= F,,/(rd% /4) = F/(nd?/4), kjer je F,, = 100 kN najveja sila, ki
jo zdrzi drog premera d,, = 1,0 cm. Zahtevam ustreza drog premera
najmanj 1,9 cm.

V prvem primeru se voda ne segreva in velja Nhm(R? — r?) = hnR?,
kjer je R polmer posode, r polmer diska in h debelina diska oziroma
zacetna visina vode. Dobimo N = 5,3 cm, kar pomeni, da gleda iz
vode Sesti disk. V drugem primeru se naloge lotimo korakoma. Ko v
vodo polozimo prvi disk, je konéna temperatura sistema

_ C4Ta+ (Cy + O)T,
= C+Cv o+ Cd

kjer je C4 = 0,89 kJ/K toplotna kapaciteta enega diska, C' toplo-
tna kapaciteta posode in C, = 1,3 kJ/K toplotna kapaciteta vode v
loncu. S Ty = 200°C je oznacena zacetna temperatura diskov, s T, =
= 20°C pa zacetna temperatura lonca in vode v njem. Ker 7e en disk
precej dvigne temperaturo sistema, predvidevamo, da bo del vode
povrel. Dovedena toplota je Q1 = nCy4(Ty — Tp), kjer je Tp = 100°C
temperatura vrelis¢a vode. Toplota se porabi za segretje lonca z vodo
do Tp in za vretje vode: Q2 = (Tp — T,)(C + C,) + Amg;, kjer je
Am izpareli del vode in g; izparilna toplota vode. Da bo n-ti disk se
potopljen, mora veljati

T

= 87°C,

my — Am
h — —
RS pym(R? —r?) ,

kjer je m, zaCetna masa vode v loncu in p, gostota vode. Dobimo
n < 3,7, kar pomeni, da iz vode pogleda 4 disk.

Na klancu razdelimo tezni pospesek na komponento gsin a, vzpore-
dno s klancem, in komponento g cosa, pravokotno na klanec. Cas
enega poskoka dobimo iz gibanja v pravokotni smeri in je enak t; =
= 2wosin /(g cos ), kjer je @ naklon klanca, ¢ pa naklon zaéetne
hitrosti glede na klanec. Poskoki so prozni, zato trajajo vsi enako
dolgo, to je cas #y. Dinamicna komponenta sile teze zavira gibanje
kroglice navzgor po klancu. Kroglica se zaéne vracati po casu ¢, =
= vgcos p/(gsina). Stevilo poskokov je N < t;/to = 14,3, torej
napravi kroglica med dviganjem po klancu najve¢ 14 poskokov.

Jure Bajc
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4. DRZAVNO TEKMOVANJE OSNOVNOSOLCEV
V ZNANJU MATEMATIKE — Resitve s str. 247

7 &
: 8

. razred

razred

Zaradi 243 =24+ 3 in 35=1-35=5-7 je z € {-35,—7,—5,—1,
1.5,7:35}

v(2,3,4,5,6,7,8,10)=23-3-5-7 = 840.
a) Ker je 17436 = 20 - 840 + 636, moramo Stevilo 17436 zmanjsati
za najmanj 636.
b) Ker je 17436 = 21 - 840 — 204, moramo stevilo 17436 povecati za
najmanj 204.
c) Iskano stevilo je 17640.

817 s 2?9 gy 913 i [34)7 i {33)9 - (32)13 = 328 o~ 327 g 326 =
=3 (3 —-3-1)=3":5=8:9:p =345,

Rob vegje kocke je £a, povrsina pa P; = 6- (£a)? = 284%. Od tod

K 2 .. . 5 5
dobimo £ = 26, — 216 _ 144 poyrsina kocke se je tedaj povecala

za 44 %.

ri=1m,7a=3m,r3=5m,
ra =Tm,rs =9 min pygx =
= m’g — m‘% + m’% = rrrf =
m(49—-254+9—1) = 327 =
100,48 m2. Od tod dobimo
1004800:64=15700. Porabili

bodo priblizno 15700 kock.

Iz besedila naloge dobimo enagbo

V@ (@e-2-22)"—21:542=
= 4, ki ima reditev z = 22. Iskano
stevilo je 22.

Pred tekmovanjem: #t82teta — 9 5ip g; 4ay+...+a, = 2,5-n.
Po tekmovanju: 51153—;‘;_'_—1'"3“—"'—5 =3, zatoa; +as+...4a,+5 =

=3-(n+1). Od tod dobimo 23245 = 3 in n = 4. Tone je imel v
redovalnici 4 ocene.
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1 _ 1 . s 3
3. Izraz 4m5+12m+1o = @mrapa ima najvecjo vrednost za m = —3.
Premica y = 4:5 -+ 10 seka koordinatni osi v tockah N (O, 1o

M (—— 0). paomn = 0,54, d(M,N) = 1,5, razdalja premice od
koordinatnega izhodis¢a pa 0,72.

4. Ker je aj+ 1+ = 360°, dobimo
enacbo 9t+ 16t +20¢ = 360, ki ima
resitev ¢ = 8. Zunanji koti merijo
oy =122 B =128% inn =160°%,
notranji pa a = 108°, 3 = 52° B
iny =20°. {BEA = $+4 =
= 54° +20° = 74° in 4DAE =
=90°—<4BEA =90°—74° = 16°.

5. Prostornina sestavljenega telesa je

Vr = 14a3, prostornina oértane pi-

: _ 64a® .
ramide pa V, = *~. Razmerje

prostornin je Vp : Vp, = 21 : 32.

E;;VT = 31 =0,524. Prostornina
T

piramide je veéja za 52,4 %.
Aleksander Potocénik

39. MATEMATICNO TEKMOVANJE SREDNJE-
SOLCEV SLOVENIJE — Resitve s str. 254

Prvi letnik

1. Preverimo najprej deljivost produkta s stiri. Ce sta dve stevili sodi
(denimo a in b) in dve lihi (denimo ¢ in d), potem 4 deli (a — b)(c — d).
Ce pa so vsaj tri Stevila soda oziroma liha (denimo a, b in ¢), po-
tem je (a — b)(a — ¢)(b — ¢) deljiv celo z 8. V obeh primerih 4 deli
(a—b)(a—c)(a—d)(b—c)(b— d)(c— d). Preverimo se deljivost pro-
dukta s tri. Od stirih Stevil a, b, ¢ in d imata vedno vsaj dve stevili
(denimo a in b) enak ostanek pri deljenju s 3, zato 3 deli (a — b).
Stevili 4 in 3 sta tuji, zato 12 deli (a—b)(a—c)(a—d)(b—c)(b—d)(c—d).

2. Kerjeagbgc>o,je£§£22,o<étﬁ<21n°—-i-—=>1 Torej
je “2;5’ > 2(a—b), % > 2(c—b),sajjec<b,in b" >a—c.
Sestejemo leve in desne strani neenakosti in dobimo prvotno neena-
kost.
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Naj bo n stevilo ovc v krdelu. Potem je njun zasluzek enak n? =
= (2k 4+ 1)10 + s, kjer za konéni ostanek s velja 0 < s < 10. Ce
piemo n = 10a + b, kjer je 0 < b < 10, dobimo 2(5a2 + ab)10 + b2 =
= (2k+1)10+s. Ker ima desna stran lihe desetice, mora to veljati tudi
za levo stran. Prvi élen ima sode desetice, zato ima b2 lihe desetice.
Tako je b% lahko le 16 ali 36, torej je s = 6, saj so enice v prvem &lenu
na levi strani enake 0. Da poravnata ra¢une, mora starejsi brat dati
mlajsemu 2 zlatnika, zato je pipec vreden 2 zlatnika.

Recimo, da sta simetrali vzporedni. Za- ¢
radi simetrije lahko predpostavimo, da D
simetrala kota pri DAB seka BC v tocki '
E in simetrala kota pri BCD seka AD
v F. Zaradi vzporednosti je 4DFC =
= J4DAE = <4QEAB in {4BEA =
= JBCF = JFCD. Torej sta si trikot-
nika FCD in AEB podobna in je
JABC = {CDA. A B

Se v drugo smer: &e bi se simetrali sekali v notranji tocki @ stirikotni-
ka ABC D, biimela gtirikotnika ABCG in AGC D po tri enake kote in
bi morala imeti enak tudi Cetrti kot pri G: SAGC = 180°. To bi po-
menilo, da se simetrali ujemata. Ce se simetrali ne sekata v notranji
tocki Stirikotnika, pa poglejmo spet na sliko in oznaéimo 4 EAB = z,
JABC = z in 4BCF = y. Potem je 4CFD = 180° —y — z in je
JAFC = y+z. Analogno dobimo $AEC = z+z. Ker je vsota kotov
v stirikotniku AECF enaka 360°, je z+ (z + z) + y+ (2 + y) = 360°
in z+y-+z=180° kar pomeni SCFD = z.

Drugi letnik

L.

Naj bo b —a=z. Potemso b—z, b, b+ z in 3b + z? prastevila. Iz
slednjega razberemo, da stevilo z ni deljivo s 3. Tore] je eno izmed
prastevil b — z, b in b+ « enako 3. O¢itno to stevilo ni niti b+ z niti
b (iz b = 3 sledi a = 2 in ¢ = 4), torej je a = 3. Seveda z # 1. Ker pa
je € < a, mora biti z = 2. Tako imamoa=3,b=5,¢=7,d=19
in abed = 1995.

Enakost f(n) = n pomeni, da je a + b + ¢ + ab+ ac + be + abe =

= 100a + 10b + ¢. Potem je ¢ = %J;ﬁ%é‘é. Ker pa je ¢ < 9, sledi

99a — ab + 9b < 9a + 9b + 9ab in od tod 90a < 10ab. Stevilo n
je trimestno, zato a # 0, torej je 9 < b in mora biti b = 9. Sledi
gi= gi“—“;’“gf—l = 9. Vidimo, da je stevka a poljubna, torej so vse
resitve 199, 299, 399, 499, 599, 699, 799, 899 in 999,
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Ker je IMDQ = § = IMAQ,
je stirikotnik AM QD tetivni. Kot p C
MQ@D je zato pravi. Analogno je
tudi stirikotnik NCDP tetivni in
je kot DPN pravi. Ker pa je tudi N
IMBN = 7, je MBNQP tetivni
petkotnik in sredi3ée njemu oértane
kroznice je v tocki R. Sledi |PR| = _
= |RQ. & R

Vsak od produktov je lahko enak 1
ali —1. Ker je vrstic (in stolpcev) ¥
liho, sta stevili stevil 1in —1 med A M B

vrstiénimi produkti razliéne parno-

sti. Ce naj bi bila vsota vseh produktov enaka 0, bi moralo biti
stevilo stolpcev, katerih elementi imajo produkt —1, enako Stevilu
vrstic, katerih elementi imajo produkt 1. To pa pomeni, da je stevilo
§tevil —1 med vrstiénimi produkti razli¢ne parnosti kot stevilo stevil
—1 med stolpénimi produkti. Ce torej zmnozimo vse produkte po
vrsticah, dobimo razliéno stevilo, kot ée zmozimo vse produkte po
stolpcih (eno je 1, drugo —1). Toda obe stevili sta enaki produktu
vseh elementov v tabeli in ne moreta biti razliéni. Vsota torej res ne
more biti enaka 0.

fSE
Q

B

Tretji letnik

&

Naj bo polinom p(z) = a,z™ + a,_12" "' + -+ a1z + ag s celimi
koeficienti in naj bosta r in s celi stevili. Potem velja p(r) — p(s) =
= (r — s) - g, kjer je tudi g celo tevilo. V nasem primeru zapisemo

b—c=p(a)—p(b)=(a—b) q
c—a=p(b)—plc)=(b—c) g
a—b=p(c)—pla) =(c—a) g

Ker je produkt levih strani teh enakosti enak produktu desnih, velja
1 = q1q2q3, zato je tudi |a — b| = |a — ¢| = |b — ¢|. Od tod sklepamo,
da je bodisi a —b = b — c ali pa a — b = —b + c. Iz zadnje enakosti
sledi protislovje a = ¢, saj so a, b in ¢ med seboj razli¢na cela stevila.
Po drugi poti pa pridemo do a — b = b — ¢ = ¢ — a, od koder sledi
2a = e+b, 4b—2¢ = c+b in konéno b = ¢, ki ne more veljati. Podobno
bi prisli do protislovja, ¢e bi postavilia — b =b— ¢ = —c + a, saj bi
dobili @ = b.
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3 1 .
2. Kerje f(n) = s l(f(l) +f(2) 4+ f(n-1)), je
FO)+f@2)+---+ fln) =
1
= f() 4+ fn = 1) + < (F(1) + -+ f(n 1)
2
n
= (n—_Im(f(l)+f(2)+'--+f[ﬂ—1))=
_ n? (n=1)?  (n-2? 22 _
“(n=1)(n+1) (n=2n (n—-3)(n—-1) 1-3 N
f .
CTn+ lf(l)'
Torej je
)= 2 g1} fn f{1996)= )
" (n+41)n? T 098
3. Privzamemo lahko, da je |[BC| = 1. Oz-
nacimo kot FAD z a. Potem je tga = F C
= %E in sta zato kota a in <C DB ena- a P
ka. Torej je AF 1L BD. Racunajmo
V2 1 E
= |AB| tg(% — =——=—.
|EB) = 1AB| ta(5 ~20) = o = 5
Totka E je tako razpoloviice stranice =
BC in sta zato daljici EF in BD vzpo- B
redni. Sledi AF L EF.
% ==

3k pravokotnikov
(k2> 3) (k> 0)

3k + 1 pravokotnikov

3k 4+ 2 pravokotnikov

(k> 3)

S slik razberemo, kako pravokotnik razrezemo na 9, 4 ali 11 pravo-
kotnikov. Z rezanjem enega od manjsih pravokotnikov na §tiri enake
dele pove¢amo Stevilo pravokotnikov za 3. Tako opazimo, da naloga

ne bi bila resljiva za n = 2, 3, 5, 6 in 8.
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Cetrti letnik

1.

Denimo, da bi tako aritmeti¢no zaporedje obstajalo. Oznacimo ¥/p =
=a, g = a+md in /r = a+nd, kjer so p, ¢ in r razliéna prastevila,
Vi-p _m
=y
in od tod m/r — nyq = (m — n)yYp. Zadnjo enakost kubirajmo:
m3r — n?q — 3mnYrq(myr — nyYq) = (m — n)3p, izraz v oklepaju
zamenjajmo (uporabimo isto enakost), pa pridemo po preureditvi
do 3mn(m — n)Ypgr = m®r — n®q — (m — n)®p. Ker je leva stran
zadnje enakosti iracionalno stevilo, desna pa racionalno, smo prisli
do protislovja, zato takega zaporedja ni.

m in n pa razliéni naravni stevili. Velja seveda

Fed
Ker je p(z) = 1_1 , 80 £ = COS 2’;" +ssm”‘—" (k=1 2 3 4
niéle polinoma p. Delimo: p(2%) = k(z) - p(z) + r(z). Potem je 5 =
= p(1) = p(e}) = k(ex) - plex) + r(ex) = r(ex) za k = 1, 2, 3, 4.
Stopnja polinoma r(z) — 5 je kve¢jemu 3 in ima 4 razli¢ne niéle &,
€2, €3 ter g4. Torej je r(z) = 5.

@

Najprej opazimo da je funkcija injektivna (Ce je f(z) = f(y), J
o¢itno tudi z = y), in je zato dovolj pokazati enakost f(0) = 0
Vstavimo v pogo_] ¢ = 0 in nato e z = f(0) ter dobimo 4f(f(0)) =
= 27(0) + 0 oziroma 2£(£(0)) = £(0) in 4(/(f(0))) = 27((0)) +
+£(0) = £(0)+£(0) = 2£(0). Pridemo torej do f(£(£(0))) = f(£(0))
in zaradi injektivnosti sledi f(0) = 0.

Ker je rob BF pravokoten na
ravnino osnovne ploskve in je H
kot AXF pravi, je AXB = 7.
Analogno je tudi JAXD = %
in zato lezi tocka X na diagonali
BD. Opazimo tudi, da je AX F
visina na hipotenuzo BD pra-
vokotnega trikotnika ABD.
Ker je 4BAD = 7, leii tocka D AV f--=-q----2 C
A na kroznici s premerom BD. P .
Ker je JFXH = I, lezi tocka 2 X
X na kroznici s premerom FH.
Ker je |FH| = |BD|, sta visini

.
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na hipotenuzo pravokotnih trikotnikov BDA in FHX enako dolgi.
Ker je rob AE pravokoten na ravnino ploskve EFGH, je dolzina
visine na hipotenuzo F H pravokotnega trikotnika F H X enaka |AE|.
Torej je |[AX| = |AE| in zato je JAXE = 7.

Darjo Felda

17. MEDNARODNO MATEMATICNO
TEKMOVANJE MEST

Na lanskoletnem mednarodnem tekmovanju mest so se nadi tekmovalci
izvrstno odrezali. Za uspesno reSevanje nalog so prejeli pohvale: Jernej
BARBIC (Gimn. Tolmin), Mitja PIRC (Gimn. Brezice), Saso ZIVANO-
VIC in Andrej VODOPIVEC (oba Gimn. Celje) ter Martin KLANJSEK,
Miha VUK, Anze SLOSAR, Mitja SLENC in Gorazd BIZJAK (vsi Gimn.
Bezigrad).

Z novim Solskim letom se je zael tudi nov cikel tekmovanja mest.
Na jesenskem krogu letosnjega tekmovanja mest so se tekmovalci zbrali
dvakrat. V prvem delu so resevali naslednje naloge:

Prva skupina

1. Na ravnini lezi kvadrat in oseba A si izbere tocko P v ravnini tega
kvadrata. Ce oseba B potegne premico v ravnini, ji oseba A pove, ali
le71 toéka P na tej premici oziroma na katerem bregu premice lezi.
7 najmanj koliko vprasanji lahko oseba B ugotovi, ali lezi tocka P v
notranjosti kvadrata?

2. Al obstaja 100 pozitivnih celih stevil, da je njihova vsota enaka nji-
hovemu najmanjSemu skupnemu veékratniku?

3. Papirnat pravokotnik ABC D ploé¢ine 1 prepognemo tako, da oglisci
A in C sovpadeta. DokaZi, da je ploi¢ina dobljenega petkotnika
manjsa od 3/4.

4. Na nosilki stranice BC trikotnika ABC lezijo tocke K, M in N tako,
da je AK tangenta na trikotniku oértano kroznico, AM in AN pa
simetrala notranjega in zunanjega kota pri A. Dokaii, da je |[M K| =
= |KN]|.
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Druga skupina

1.

Na ravnini lezi kvadrat in oseba A si izbere tocko P v ravnini tega
kvadrata. Ce oseba B potegne premico v ravnini, ji oseba A pove, ali
lezi tocka P na tej premici oziroma na katerem bregu premice lezi.
Z najmanj koliko vprasanji lahko oseba B ugotovi, ali lezi tocka P v
notranjosti kvadrata?

Ali obstaja

(a)4, (b)5
razliénih pozitivnih celih stevil, da je vsota poljubnih treh izmed njih
prastevilo?

Prva stevka 6-mestnega Stevila je 5. Ali lahko vedno k temu stevilu
z desne pripiSemo Se 6 stevk, da bo tako dobljeno 12-mestno stevilo
popolni kvadrat?

Na ravnini lezijo razlicne totke A, B in C. Konstruiraj premico
m skozi C, da bo produkt razdalj od tock A in B do te premice
maksimalen. Alije premica m s to¢kami A, B in C enoliéno dolo¢ena?

V drugem delu jesenskega kroga so tekmovalci izbirali med Sestimi nalo-
gami. Objavljamo po dve za vsako skupino:

Prva skupina

1.

Prvih pet ¢lenov nekega zaporedja je 1, 2, 3, 4 in 5. Od Sestega ¢lena
dalje je vsak ¢len za 1 manjsi od produkta vseh predhodnih. Dokaii,
da je produkt prvih 70 ¢lenov enak vsoti njihovih kvadratov.

Na mizi imamo tablo 1 x 1000 in n Zetonov v skatli poleg nje. Igralca
zaporedoma prestavljata Zetone. Prvi igralec lahko vzame vsakié, ko
Jje na vrsti, najve¢ 17 Zetonov iz Skatle ali pa s table in jih postavi
na tablo tako, da v nobenem polju ne lezi ve¢ kot en Zeton. (Prvi
igralec lahko vzame nekaj Zetonov iz skatle, nekaj pa s table.) Drugi
igralec pa lahko vzame s table poljubno mnogo Zetonov, ki zasedajo
zaporedna polja, in jih polozi v skatlo. Prvi igralec zmaga, ée zapolni
nekih n zaporednih polj table.

(a) Dokazi, da lahko prvi igralec zmaga pri n = 98.

(a) Doloéi najvedji n, pri katerem lahko zmaga prvi igralec.
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Druga skupina

Vzdolz tekaske steze je postavljenih 1000 sedeZev, zaporedoma oste-
viléenih s stevili od 1 do 1000. Organizator je pomotoma prodal n
(100 < n < 1000) vstopnic. Na vsaki vstopnici je bilo odtisnjeno
stevilo med vkljuéno 1 in vkljuéno 100. Seveda je bilo lahko za nek
sedez prodanih vec kart.

Teh n gledalcev prispe na tekmo zaporedoma. Vsakdo najprej poisce
svo] sedez in sede, ¢e je sedez prost. Ce pa sedeZ ni prost, vzdihne
“oh” in se premakne do prvega naslednjega prostega sedeza, pri éemer
vzdihne “oh” vsakig, ko gre mimo zasedenega sedeza. Dokazi, da je
stevilo vzdihov “oh” neodvisno od vrstnega reda prispelih gledalcev,
ceprav je seveda odvisno od odtisnjenih Stevil na vstopnicah.

Pustolovec je prispel na Otok zakladov kroine oblike, ob obali kate-
rega raste Sest palm: A, B, C, D, E, F, ne nujno v tem vrstem
redu. Zaklad se nahaja na razpoloviséu daljice, ki povezuje visinski
tocki trikotnikov ABC' in DEF. Najmanj koliko lukenj mora izkopati
pustolovec, e ne ve, s katero érko je oznacena posamezna palma?

Matjaz Zeljko
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