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IMatem atika

ZGODBA OPRAVOKOTNEM TETRAEDRU

Za devetimi gor ami in devetimi vodami leži mesto likov in teles. V njem
živijo krogi , trikotniki , kvadrati , kocke, te traedri, razne prizme, ikozaedri

in še mnoga druga čuda

najrazličnej ših obl ik in ve­
likost i. Nekateri so okrogli,
drugi koničasti , tr etji bolj
podolgovati, četrti bolj sti­
snj eni. Vsi pa se strinjajo ,
da je med njimi najimenit­
nejši trikotnik , ki ima en
kot pravi . Med vsemi tri­
kotniki so le njegove st ra­
nice takšne, da zadoščajo

slavni Pitagorav i enačbi

a2 + b2 = c2
.

Med prebivalci mest a pa je tudi debelušček pr avokotni tet ra eder .
Zanj se nihče ne zm eni in zato je zelo nesrečen . Pa vend ar , si pr avi , mora
bit i tudi na meni kaj imeni tnega in zanimivega . Kon ec koncev nisem čisto

navaden te t raeder . Moj e str an ske ploskve so pravokotni t rikotniki (in sem
zato lep vsaj za tri pr avokotn e trikotnike) . Njihove katet e se elegantno
dviguj ejo proti vrhu, hipotenuz e pa obdajajo pr av mično osnovno ploskev .
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Gotovo tudi zame velja kakšen izrek . Tako ra zmišlja pr avokotni tetrae der,
se gleda v ogledalu in meri t er računa. Na kon cu pa le odkrije nekaj
čudovitega . Steče na ulico in pove vsakemu , ki ga sreča:

Če seštejem kvadrate ploščin svojih stranskih ploskev, do­
bim kvadrat ploščine osnovne ploskve. Torej:

A 2 + B2 + C2 = 7)2 .
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To je prišlo na uho tudi mest­
nemu matem atiku . Novica o tak-
šni skladnosti tet raedrovih plos­
kev ga je zelo pr esenetila . Kar je
naš tetr aeder zmeril , j e hotel stro­
kovnj ak preveri ti s svinčn ikom in
papirjem. Narisa l j e poljuben pra­
vokotni tetrae der in razmišljal t a­
kole: Označimo vrh tet raedra
z O in oglišča osnovne ploskve z
A , B, e. Koti <tAOB , «eoc,
<teOA pr avokotnega tet rae dra so
pr avi. Narišimo višino t rikotnika
ABO na AB in nožišče označimo

sT. Nari šimo še višino osnovne
ploskv e (ABC ) skozi C . Zdi se
nam , da im a ta višina ist o nožišče B
T kot višina OTo Preverimo:

A

2 2 2.

~ ------t --+ ----+ --+ ----+
T e AB = (OC - OT)(OB OA )=

---+ ---+ ----+ ---+ ----+---+
= OB oe - OA oe - OT(OB

------+
OA) = O.

T e je pravokotn a na st ranico AB in im a krajišče v e in je zato res
višina osnovne ploskv e. Pod obno bi se lahko prepričali še za druge višin e
in ugot ovil i:

Višine stranskih ploskev imajo z višinami osnovne ploskve
skupna no ži š ča.



IMat ematika

P roj icirajmo sedaj vrh tetraedra O pravokotno na osnovni co A BC.
Kaj je projekcija? Iz skice lahko domnevamo, da je to višinska točka H
osnov ne ploskve. Dokažimo:

-----4- ----+- -+ --+ ----+- ---+ ~
OH = OT +TH = OT +kTC , AB OH

--+ ---+ ---+ -----+
OT AB + k T C AB = O.

Daljica OH j e torej pravokotna na stranico AB in enako bi se prepričali ,

da je pr avokotna t udi na stranico AC. Ker se da vsak vektor v ravnini
--t --t

osnovne ploskve zapisati kot linearna kombinacija vektarjev A B in AC,
j e OH pravokotna na vso ploskev ABC. To pa že pomeni , daje točka H
res pr avoko tna projekcija vrha O na osnovno ploskev . Povedano drugače:

Višinska točka osnovne ploskve je hkrati nožišče t elesne vi­
šine pravokotnega tetraedra.

Sedaj, ko smo opravičiliprivzetke, ki smo jih naredili ob risanju skice,
lahko preverimo trditev našega tetraedra. Z A, B, C označimo ploščine

stranskih ploskev OAB, OBC, OCA in z 7) ploščino osnovne ploskve
ABC. Z a, b, e označimo dolžine st rani c stranskih plosk ev in z d dolžino
stranice AB. V računu bomo potrebovali še dolžini višin OT in CT, ki ju
bomo označili z s in v . Iz skice lahko preberemo:

A = ab
2 '

B - be
- 2 '

C = ca.
2

Nekaj več težav je z računanjem ploščine osnovne ploskve:

dv
7) = 2 '

Trikotnika ATO in AOB sta si podobna, saj imata en kot skupen , drugi
pa je pri obeh kar pravi . Zato velja

s : a = b : d .

Od tod dobimo:

In ker je d2 = a 2 + b2
, sledi:

a2 b2 + b2 e2 + e2 a2

7)2 = =A 2 + B2 + C2
.

4



lV! atematika I
Matematik , ki je bil v mestu likov in teles zelo cenjena oseba (ko bi

vsaj bilo tudi kje drugje tako ...) , se je tako prepričal v pr avilnost tetrae­
drove trditve. Rezultat mu je bil všeč in je zato računal dalj e. Spomnil se
je Evklidovega izreka, ki pravi , da je v pravokotnem trikotniku produkt
osnovnice in proj ekcije katete na osnovnico enak kvadratu kat ete. Ana­
logno je v pravokotnem tetraedru označil projekcijo stranske ploskve na
osnovno z A' in daljico T H z s' . Sedaj je prebral s skice:

ds' dv d2 s' v
A'V=22= -4- '

Trikotnik TOG j e pravokoten in zato velja

s' v = S 2 ,

A'V = (dS) 2 = A 2 .
2

Se pravi, da se tudi pravokotni tetraeder lahko ponaša z
Evkl'idovirn izrekom.

Matematik je računal še in še ter odkril še mnogo zanimivih lastnosti .
Vse to je nato objavil meščanom in ti so sedaj postali pon osni , da živi
med njimi pol eg pr avokotn ega trikotnika še en tak lepotec. Tetraeder se
jim ni zdel več dolgočasen in nezanimiv in vsi so ga vabili v svojo druž bo .

Ugibanje, kaj vse zanimivega je matemat ik še odkrilo pr avokotnem
tetraedru , pa prepuščamo nadobudnim bralcem . Naj le še nami gnemo ,
da se da do neke mere posplošiti t udi višinski izrek . Vprašam o pa se
lahko tudi, ali so pravokotni tetraedri edini takšni tetraedri , ki zadoščajo

posplošenemu Pitagorovemu izreku . Opazimo, da ne (najdi primer!), če

pa pol eg Pitagorove formule zahtevam o še nekaj dodatnih omej itev, res
dobimo tudi zadostni pogoj za pr avokotnost tetraedr a.

Naloge:

1. Naj bosta a in b kat eti , c pa hip otenuza pr avokotnega trikotn ika. Z
v označimo višino na hipotenuzo. Dokaži, da velja

1 1 1 1
v 2 = a 2 + b2 + c2 .

Izpelji analogno formulo za pravokotni tetraeder .

2. Ali j e lahko osnovna ploskev pravokotnega tetr aedra topokotna?

3. V kakšnem odnosu so si nasprotni robovi pr avokotnega tet raedra?

Prim ož Potočnik
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STO LET RADIOAKTIVNOSTI

Odkritje Henrija B ecquerela

Proti kon cu leta 1895 je Conrad Wilhelm Rontgen odkril rentgensko sve­
tlobo in na začetku let a 1896 odkritje objavil. Vest se je hitro razširila po
svetu . O žarkih X, kakor so nezn ano predirno sevanj e spočetka imenovali,
so se pogovarjali učeni možje in drugi ljudje. 20. januarja 1896, tri dni
pr ed Rontgenovim edinim predavanj em , je o odkritju v francoski akade­
miji znanosti v Parizu poročal matematik in fizik Henri Poincare. Pogovor
je nanesel tudi na mesto v katodni cevi , kjer katodni žarki, to je elektroni,
zad enejo st eno in kjer se st eklo zelenkasto sveti . Tam najizdatneje nastane
rentgenska svetloba. Na zasedanju je bil tudi Henri Becquerel, ki ga je
to svet enj e še pos ebej zanimalo. Njegov oče Edmond Becquerel je vneto
razi skoval luminiscenco. Tako imenuj emo poj av, da snov seva svetlobo,
ki je značilna za snov . Če povzroča luminiscenco svetloba, govorimo o
fluor escenci . Edmond Becquerel je zbral in raziskal veliko snovi, ki fluo­
rescirajo . Brž ko je Henri Becqu erel slišal, da v Rontgenovi cevi izhaja
rentgenska svetloba iz fluorescirajočega dela cevi, se mu je porodila misel ,
"da bi kazalo pogledati , ali las tnost sevanja žarkov ni tesno povezana s
fluorescen co" .

Sli ka 1. Antoine Henri Becquerel (1852 do 1908) j e iz­
v ira l iz znane narav oslovne družine. Nj ego v oče Al exan­
dre Edmond j e raziskoval sv etlobo , p osebej fluorescenco ,
in m a gnetizem, nj eg ov ded Antoine Cesar p a fluorescenco
in električne in m a gnetne p oj ave. Izmeril j e kvocien t n a­
b oj a in m a se d elcev , ki jih od d ajajo radioaktivne snovi , in
ugot ovil, d a j e za n ekatere d elce približno t olikšen kot za
el ek t rone. Te delc e so poznej e imenovali delci (3. Opazil
j e , da sevanj e iz radi a oktivnih sn ovi ionizira zrak , in neod­
visno od P ier ra Curieja u gotovil, d a t o se vanje poškoduje
tkivo.

Poskuse je začel februarj a s skorj astimi prozornimi kristali kalij evega
ur anil su lfata , ki se svetlikajo, ko jih osvetl imo z vidn o svetlobo. Foto­
grafsko ploščo j e zavil v dvoj en črn papir , kije zadržal vidno svetlobo. Na
papir je dal kristal in postavil vse skupaj za nekaj časa na sonce. Nato je
ploščo razvi l in glej : na njej se je pokazal počrnj en obris kristala. Zdelo se
je, da je s fluor escenco zar es povezano sevanj e predirne svetl obe, podobne
Rontgenovemu sevanju . Becquerel j e obj avil odkritje 24. februarj a 1896 .
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Slika 2. Prva počrnitev na fo t ografiji , ki j e
marca 1896 pokazala, d a kris tali uranove so li
sami od sebe od dajajo predirno se vanje .

V nasledjih dn eh ni bilo sonca , tako da je ploščo s krist alom, ki jo
je mis lil upor abi ti pri nadaljnjih posku sih , pustil v pr edalu . 1. mar ca
je ploščo vseeno razvil. Mislil si j e pač, da je mord a na p lošči kri stal
zapustil šibke sledi , saj je ne­
kaj vidne svetlobe vendarl e
dosp elo do njega . Presenečen

je na plošči opa zil zelo j asen
obris kri stala. Takoje Becqu e­
rel ugotovil , da kristal urani!
sulfata odda ja pr edirno seva­
nj e, tudi če ga pr ej ni osvet lil
s sončno svetlobo. Prekli cal j e
prejšnj e odkritje in 2. marca
sporočil novo: uranove soli , ne
glede na to, ali fluor escirajo ,
če jih osvet limo z vidno sve­
tlobo , ali ne, oddaj ajo same
od sebe, ne da bi jih motili od
zunaj, pr edirno sevanje.

Pozneje so uvideli , da so ta poj av opazili že prej . Abel Niepce de St.
Victo r j e let a 1847 iz sreb rovega jodida , j aj čnega beljaka in škroba zmešal
prvo fotografs ko emulzijo . Dvajset let pozneje je ugotovil , da so krist ali
neke uranove soli povzročili šibko počrnitev , ko je ploščo razvil , čeprav j e
bil med njimi in ploščo papir . Vendar pojava ni dalj e raziskov al.

Ob kon cu prejšnj ega stoletj a se je poj ava lotilo več raziskovalcev , med
njimi fizik P ierre Curie in njegova žena Marie. Ugotovili so, da oddaj aj o
sevanj e tudi torij eve sp ojine. Gospa Cur ie je predl agala , da bi nenavadne
žarke imenovali po Becquerelu , a predlog ni obvelj al. Pač pa se je pojava
pr ijelo ime radioaktivnost , brž ko je leta 1898 predlagala to im e. Pozneje
sta z možem odkrila nova radioaktivn a elementa polonij in ra dij . Let a
1903 so dobili Nobelovo nagr ado za fiziko Henri Becquerel "za od kritj e
spontane radioak ti vnosti " , drugo polovico pa Pierr e Curie in Marie Cur ie
"za skup na raziskovanj a sevalnih poj avov, ki jih je od kril profesor Becqu e­
rel" . Gos pa Cur ie je let a 1911 dobil a še Nobelovo nagr ado za kemij o "za
od kritje elementov radij a in polonij a , za izloči tev radija in za raziskovanj e
narav e in spoj in tega znameni tega eleme nta" . Radioakt ivnost je spravila
fizike v zagato, ker najprej niso vedeli , od kod izvira energija sevanj a.
Nazadnje so ugotovili , da atomi niso nespremenlj ivi. S tem se je začela

spreminj ati stara slika o svetu .
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Becquerelovo odkritje štejejo med osem odkritij v zad nj ih dvesto letih
fizike, za katera ob nj ihovem času ni bilo nob enega teoretičnega namiga
in nobene znane razlage. Dandanes se pogosto sprašujemo, v kolikšni
meri j e bilo odkritje naključno. Raz iskovanje v fiziki - kot vsako človeško

dejavnost - spremljajo seveda tudi naključne sestavine. Ka ko to , da radio­
aktivnosti niso odkrili pred Becquerelom? Kako to, da je začel Becqu erel
poskuse pr av z uranovo soljo? Kako to , da je Becqu erel razvil plošče,

čeprav jih ni izpostavil sončni svet lob i? Ne kaže na silo iskati odgovorov
na ta in podobna vprašanj a . Pomembno je, da nas je odkritje radioak tiv ­
nosti pr ipeljalo precejšen korak dalje v znanj u o na ravi .

Janez Strnad

NALOGI O 1996 - Rešitev s str. 133

1. naloga: Ker je 11 + 92
- 961 1 = 14, je k :s 14. Dokažimo, da je

k = 14. Zadnja št evka št evila 9n je enaka 9, če je število n E lN liho ,
in je enaka 1, če je sodo. Zadnja števka števila 96n pa je enaka 6. To
nas pr ipelj e do ugotovitve, da je zadnja števka števila 11 + 9m

- 96n
1

enaka 4 ali 6. Dokaz bo torej končan, če se prepričamo , da k ni enako 4
ali 6. Torej želimo dokazati , da za po ljubni naravni št evili m in n velja
9m - 96n rt. {-7, - 5, 3, 5}. Ker je število 9m - 96n deljivo s 3, med vsemi
pr imeri ostane samo možnost 9m - 96n = 3. Če j e n :::: 2, je št evilo
9m - 96n deljivo z 9 in zato ne more biti enako 3, pr i n = 1 pa dobimo
enačbo 9m = 99, ki tudi ni rešljiva v naravni h št evilih . Torej j e k = 14.

2 . naloga: Naj bo k št evilo št evk (v desetiškem zapisu) št evila 1996n .

Torej je 10k - 1 < 1996n < lOk. Ker je 103 < 1996, je 103n < 1996n < io­
in zato k :::: 3n + 1. Predpostavimo, da število 1996n + 4n nim a k št evk ,
to rej je 1996n +4n :::: l Ok = 2k ·5k > 1996n . Ker je 1996 = 4·499, dob imo
(po krajšanju s 4n ) neenakost 499n + 1 :::: 2k - 2n . 5k > 499n . Od tod sledi,
da je

499n + 1 = 2k
-

2n ·5k
.

Očitno pri n = 1 ta enačba ni rešljiva. Pokažimo, da enačba ni rešlj iva v
naravnih številih tudi v primeru , ko je n :::: 2. Ker je tedaj k :::: 3n + 1 :::: 7
in k - 2n :::: n + 1 :::: 3, j e število 2k - 2n ·5 k deljivo z 23 .5 3 = 1000 , medtem
ko ima št evi lo 499n + 1 pri deljenju s 1000 ostanek 2 ali 500 . Res! S
pomočjo dejstva, da je št evilo 4992 - 1 = (499 - 1)(499 + 1) = 498 . 500
deljivo s 1000, se hitro prepričamo, da ima število 499n pr i deljenj u s 1000
ostanek 1, kadar je število n sodo, in 499 , kadar je št evilo n liho. Naloga
je tako rešena.

Roman Drnovšek
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SKRIVNOSTNI IZBRUHI VODE

Zaradi lepšega izgled a velikokrat izdelamo st vari, ki fizikalno niso bo lj
smotrne . Tako je na pri m er z okroglimi bazeni za ot roke na ur ejenih
morskih plažah (Bazen-bur kalnik?; Presek , 22. letnik , št. 5). Voda je v
njih na določenih m estih zelo nem irna, tako da otro ci niso povsod na
varne m , zaradi oblike lagune pa bazeni lepo dop olnjujejo izgled pl aže.

Okrogli baz eni se obnašajo kot krogeIn a konk avna zrcal a , ki j ih po­
stavimo na pot vodnim valom. Valovi na gladini vode so kombinacija
longitudinalnih in t ransverzalnih valov, zar adi poenost avit ve pa j ih obrav­
navajmo kot transverz aIno valovanje . V bazen prihaj a ravn o valovanje, saj
j e oddalj enost izvira valovanja ponavadi velika. Vzporedni žarki , ki pr ed­
st avljajo ravne valo ve, pa se združijo v gorišču (slika 1). Zar adi zdru žitve
žarkov nastan e pljusk v razd alji po lovice kri vinskega radij a od tem ena zr­
cala . Tolikšna je ravno goriščna raz dalja. V pr ime ru, da vpadajo č i žarki
niso vzporedni z optično osjo , nast an e izbruh nekj e v goriščni ravnini (slika
2). Ker se izbruhi vod e ne poj avlj aj o po celem bazenu , so otroci v njem
lahko na varne m , če se izogib aj o območja okoli goriščne ravnine.

Slika 1. Žarki vp a d aj o na zr calo vzp oredno z optično osjo ( črn maksimum) .
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Slika 2. Poše vno vpadajo či žarki .

Slika 3. Vzporedno vpadajoči žarki (bel m aksimum).
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Pljusk je posebej izrazi t , kad ar se vrh odbitega vala sestavi z vrhom
vpadajočega vala. Če se tvori stoj eče valovanj e tako, da je v gorišču hrbet
valovanj a , j e lahko namesto pljuska v gorišču gladina vode mirna, ali pa
imamo dolino (slika 3) nam est o vrh a valovanj a (slika 1) . Pri različnih

valovnih dolžinah (sliki 6 in 7) je razp orejenost hrbtov s toj ečega valovanj a
različna . Zato ni nujno, da nastan e izrazit pljusk v gorišču . Lahko se
poj avi tudi na kakem drugem mestu (slika 7) .

Zanima nas še, zakaj se valovi konstruktivn o sestavijo v pljusk , kako
je to odvisno od velikosti odprt ine ter od razm erja med krivinskim radi­
jem in valovna dolžino . Reševanja teh problem ov sm o se lotili eksperi­
mentalno. Iz pleksi stekla smo izdelali primerne ovire ter na to opazovali
obnašanje vodnega valovanja na vzpodbujevalniku valov . Valovanj e smo
vzpodbujali z izvirom ravn ih valov (vzporednih žarkov) .

Vprašanja interference se bomo lažje lotili, če predpostavimo, da so
vsi odbiti žar ki vzporedni. V resni ci nekaj žarkov zara di uklona vpad a na
zrcalo poševno glede na optično os. V bazenu z m anj šo odprtino je uklon
lepo viden (slika 5) , saj j e velikost odprtine pr im erljiva z valovna dolžino .

V pomoč pri razmišlj anju o sup erp oziciji j e shem a pot eka žarkov pri
odboju na zrcalu (slika 4) .

m erilo 1 :2

..
velika od p r ti na

m al a od p rtina
•

r
2"

r

o v krožcih ima od b ito val ovanj e n a krog v zrcalu is to fazo (vsi ža rki opravijo isto
pot 10 cm)
žarki , ki se od bij ajo n a krog elnem zrcalu

-- žarki , ki se od bi jajo n a paraboličnem zrcalu

Slika 4 . P o t ek žarkov p r i odboju n a paraboli č nem oz . k r ogelnem zrcal u .



Fizika

Največjo zbiralno moč ima paraboličnozrcalo. Žarki, ki so v fazi pred
odbojem, so v fazi tudi po združitvi v gorišču. Parabola je namreč taka
krivulja, da se žarki iz vseh smeri odbijejo natančno v gorišče in pri tem
opravijo isto dolžino poti. Ker se krožnica ne razlikuje dosti od parabole,
se tudi pri krogelnem zrcalu zberejo valovi v pljusk . Čeprav se žarki v isti
fazi ne srečajo natančno v gorišču (glej krožce na sliki 4), pa se jih večina

le zbere blizu gorišča, zato pričakujemopljusk.
Seveda pa valovna dolžina v primerjavi z razsežnostjo zrcala ne sme

biti majhna, sicer bi bile razlike poti že v majhnem območju okoli gorišča

tolikšne, da bi začelo prihajati do destruktivne interference. Razlika poti
mora biti manjša od četrtine valovne dolžine, da se valovi le seštevajo.
V našem primeru sta res valovni dolžini v (v. ~ 1.2 cm, Vz ~ 2.0 cm) v
primerjavi s krivinskim radijem r (r = 10 cm) veliki. Drugače bi bilo, če

bi obravnavali svetlobo.
Pri majhni odprtini pljusk nastane bolj natačno blizu gorišča, saj je

del stene, kjer se žarki odbijajo, ožji in se zato bolj prilega paraboli . Raz­
liko opazimo s pomočjo merila na slikah 5 in 6. Zaradi različnih odprtin
je razlika med bazenoma poleg uklona še v valovitosti vode ob robovih.

Slika 5. Bazen z malo odprtino. Lepo je viden odklon. Ob robovih bazena ni valov.



Slika 6 . Bazen z veliko odprtino pri večj i frekven ci .

Fizika I

Slika 7. Bazen z veliko odprtino pri manjši frekven ci.
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va lovanja

p ot..

Slika 8 . Vz pod bujeva ln ik val ov . I

Kot zanimivost pa še dve vprašanji za bralce: Kak o merimo valovno
dolžino na vzpodbujevalniku valov (slika 8)? Zakaj nast anejo temne in
svetl e proge na fot ografij ah in kako se njihova širina spreminja s kotom ,
po d kater im , glede na pot valovanj a , pade svetloba?

Zoran A r-sov

P REGRADIM O TRIKOTNIK, 2. del ­
Rešitve nalog s str. 148

xA
1 o'IAXI = - - ctg -.

7r+ 0' 2

krožni ce IC . Ker pol eg tega velj a
enakost IAXI = r ctg 'i , j e

1. Predpost avimo, da se nosiln a krožnica IC loka.cx dotika kraka AX ,
saj prav takrat razdalja tAxI doseže iskano (najmanjšo) vrednost .

S slike 1 vidimo, da središčni

kot loka .cx meri 7r + 0' . Od tod
izračunamo polmer

Slika 1.



R ešitve nalog I
2. Vzemimo po ljubno kr ivulj o K dolžine 1, ki veže točko X s točko

Y =F A na drugem kr aku kot a , in jo nad om estimo s krožnim lokom
12 = LXY iz trditve 1. Lok 12 lahko leži ves na enem bregu premice AY
(slika 2a) , lahko pa ga ta prem ica s točko Z =F Y razdeli na lok Li s
krajiščema X in Z te r lok 122 s krajiščema Z in Y (slika 2b) .

A
Slika 2a.

X A
Slika 2b .

x

V pr vem primeru prezrcalimo 12 prek premic e AY na L' in s tem X
na X ' (slika 3a) , v drugem pa lok 12 2 prezrcalimo prek točke Z , njegovo
zrcalna sliko združimo z Li v krivuljo M (dolžine 1), ki jo nato prezrcalimo
preko premice AY na M' (slika 3b) .

A

Slika 3a .

X A

Slika 3b .

X

Krivulj i 12 in E' oziroma M in M' se združita v krivuljo C oziroma
M * dolžine 21 s krajiščema X in X ' . Skozi točki X in X ' poteka natanko
ena krožn ica s središčem na prem ici AY , katere lok N s kraji š čema X



Slika 4.
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in X' , ki leži na nasprotnem bregu premice X X' kot A , mer i 21. Po
trditvi 1 ima lik , ograjen z lokom N in daljicama AX in AY , vsaj to likšno
ploš čino kot lik , ki ga ograjujeta daljici AX in AY ter krivulja C oziroma
krivulja M* . Od tod zaradi simetričnosti likov sledi, da je iskana krivulja
lok krožnice s središčem na premici AY in z dolžino l .

3. Kadar sta krajišči krivulje K na nasprotnih st ranicah kvadrata, je
očitno njena dolžina vsaj 1, kadar pa sta na sosednj ih stranicah kva­
drata , uporabimo trditev 2 in upoštevamo naslednje: Pri pogoju m ~

~ n ~ (7r - l)m ima krožni izsek s ploščino ml(m+n), ki pripada pravemu
kotu , lok dolg vsaj l.

4. Naj bo K krivulja, ki razdeli
krog s premerom 1 in s središčem'

S na ploščinsko enaka dela, A in
E pa različni točki s K , ki ležita
na obodu kroga.

Če je dolžina k krivulje K manjša
od 1, potem za vsako točko C na
krivulji K velja lACI + ICEI ~ k,
zato K leži velipsi z goriščema A
in E in veliko osjo k. Ker je IASI+
+ IESI = 1, ta elipsa ne mor e vse­
bovati središča kroga. Od tod hi­
tro sledi, da K ne more razpola­
vljati ploščine kroga.

Boris Lavrič

KDAJ JE LAHKO VSOTA ZAPOREDNIH
N ARAV N IH ŠTEVIL KVADRAT?

Na zgledih 4 + 5 = 32, 12 + 13 = 52, 24 + 25 = 72, 40 + 41 = 92'
vidimo, da je vsota dveh zaporednih na ravnih št evil včasih kvad rat
(naravnega števila) . Poišči vse take primere. Naj bot liho na ravno
števi lo, a naravno število. Ugotovi: Če j e j =t ali j = 22a - 1t , je vsota
j zaporednih naravnih št evil neskončnokrat kvadrat. (Npr. za j = 3 je
2 + 3 + 4 = 32, 11 + 12 + 13 =62, 26 + 27 + 28 = 92 itd.) Nadalje: Če
j e j = 22at , vsota j zaporednih naravnih št evil nikoli ni kvadr at.

Jože Grasselli
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SAMOTNA
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Slika 1. Takole s pomočjo oz vez dja Le v
n ajla že najd em o Samotno .

O
R.AK.LEVo

Denebola

Samotna j e ime najsvetlej še zvezde
v ozvezdj u Vodn a kača ali Hidra.
To prekrasno zvezd o sem občudoval

vso lansko pomlad (slika 1) . Delček

svojega občudovanja bi rad pr ene­
sel t udi na vas . Zato predlagam,
da letošnj o pomlad to zvezdo opa­
zujet e kar sami .

Ozvezdj e Vodna kača štejemo
med pomladan ska ozvezdja, saj j e
najbolje vidno od februarj a do ma­
j a . J e zelo razpot egnj eno ozvezd­
je. Vije se v št evilnih zvezdnih vi­
jugah (serpentinah) skoraj po čet r­

tini neba. V tem ozvezdju opazu­
jem o veliko število šibkih zvezd.

Slika 2. Ozvezdje Vodna kača j e vidno spom la di ni zko na južn em d elu n eba. J e zel o
d olgo ozve zdje in sega od Malega psa d o Tehtnice . Meji kar na trinajst oz vezdij . J e
razmeroma zamot ano oz vezdje. Za vas b i bil že usp eh , če ga izsledite . Vendar z vezd e
Alfard - Samotne ni prav nič težko naj ti . Zvezdi A llard so nekdaj rekli Srce vo dne
kače. Prav z vbodljajem v srce je Herkul zadal Vodni kači sm r tn i udarec.
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Edina svetla zvezda v tem razvlečenem ozvezdju je oranžna zvezda Alfard
- Samotna (iz besedne zveze al fard al šija, kar v arabščini pomeni samot­
na v vijugah, osamljena v serpentinah) . Ime ji res ustreza, saj j e edina
svetlejša zvezda na vsem pustem predelu neba, po katerem se vije Vodna
kača.

zn f5 .JIJ. oj(. 21.

Slika 3. Skica pomembnejših spomla­
danskih ozvezdij naj vas vodi pri opazo­
vanju spomladanskega zvezdnega neba.

PET RAZBOJNIKOV

60·

20·

Po grški legendi j e Vodna ka­
ča postavljena na nebo kot spomin
na po šastno vodno kačo ali hidro,
ki je strašila v nekem močvirju v
Grčiji in ki jo j e šele po dolgotraj­
nem boju pr em agal največji grški
pravljični junak"Herkul.

Poskusite najti Samotno in jo
opazovati. Ker pa so tedaj na ne­
bu še Lev, Volar, Devica, opazujte
še zvezde teh, in seveda tudi dru­
gih ozvezdij. V pomoč vam je lah­
ko priložena skica.

Marijan Pros en

Mladim Presekovim bralcem predlagam, da poskušajo s č im manj ra­
čunanja ugnati naslednjo, že kar zgodovinsko nalogo.

Pet razbojnikov je ukradlo mošnjo s cekini . Pri delitvi plena je
najmočnejši pograbil 81 cekinov; ostali manj , toda tudi ti med seboj
neenake količine . Seveda so se sprli. Mimo je prišel razbojniški pogla­
var in posegel v spor. Ukazal je, naj najprej tisti, ki je vzel največ,

podvoji število cekinov ostalim. Ko je bilo to opravljeno, j e moral isto
ponoviti tisti, ki je na začetku prigrabil drugi največji znesek, nato raz­
bojnik s tretjim največjim začetnim zneskom in tako naprej do petega
razbojnika. Na koncu se je izkazalo, da ima vsak od petih razbojnikov
enako število cekinov.

Koliko j e bilo cekinov v mošnji in koliko je na začetku pograbil
vsak?

Marija Vencelj
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PREVRTANI KROGLI

Leseni krogli različnih polmerov R in r prevrtamo s svedroma ustreznih
velikosti t ako , da gre simetrijska os obeh vrtenin skozi središči krogel,
obenem pa je višina preostalih krogelnih "prstanov" enaka . Kateri prstan
ima večjo prostornino?

.- - - - - ....

... .... ... _ ---
Vi lko Dom aj nk o

DOLOČI VLOGE

. Preiskava o zločinu , ki je dolge mesece buri l domišlj ijo meščanov , se je
osredotočila okrog šestih mož , ki so v tej zgodbi odigrali vlogo žrtve, mo­
rilca , priče , policista, sodnika in rab lja. Imenovali so se Johnson, McBride,
Ford , Newton , Saun ders in Russel. Dejstva so bila preprosta. Žrtev je
umrla v hipu , vzrok sm rti pa je bi l strel iz neposredne bližine. Priča

zločina sicer ni videla , toda pr isegla je, da je slišala glasen prepir , ki mu
je sledil strel. Po dolgotrajnem soj enj u so morilca obsodili na smrt in ga
ob esili.

• Saunders je poznal tako žrtev kot morilca .
• Na sodišču j e sodnik zaprosil Johnsona, da po svoj e opiše streljanje.
• Russel je bil med vsemi šest imi zadnji , ki je vide l McBridea živega .
• Policist je na sodišču izjavil, da je aretiral Forda blizu mesta zločina.

• Newt~n in Russel se niko li nista srečala.

Kako so se pisali posamezni udeleženci te črne zgodbe?

N eža Mramor - Kosia
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VSAK MESEC NOVA. BARVNA ŠTEVILKA REVIJE ZA UUBITEUE ASTRONOMIJE,
KI PRINAŠA NOVICE, VSE O SONCU, PLANETIH; %EMU I, ZVEZDAH,

GALAKSIJAH, ASTROFIZIKI, KOZMOLOGIJI, ASTRONAVTIKI,
ASTROFOTOGRAFIJI, ARHEOASTRONOMIJI... .

ZA AMATERJE MESEČNO SVEŽE·EFEMERIDE IN ZVEZDNA KARTA.
O TELESKOPIH, UPORABNIH PROGRAMIH...

IN ŠE OSNOVE ZA ZAČETNIKE, RAziSKOVALNI KonČEK, rssn,
ZNANSTVENA FANTASnKA. MALI OGLASI TER NAGRADNA IGRA!

ReVijo naročajte na naslov: Spika, Poštni predal 9, 611 09 Ljubljana. Četrtletna

naročnina (15% popusta) je 1070,00 SIT, polletna naročnina (ZO% popusta) je
2015,00 SIT, celoletna naročnina (Z5% popusta) je 3780,00 SIT.



Računalništvo I
PROBLEM TRDNIH ZAKONOV

Obstaj a nekaj problemov , ki jih na začetku poskuša reši ti vsak zagnan
programer. Kdo še ni poskušal poiskati prvih sto pr aštevil , postaviti kra­
ljic na šahovsko desko tako, da se ne napadajo , izpisati vseh permutacij
ali pa s skakačem obi skati vseh polj šahovnice?

Tudi naloga o trdnih zakonih je podobne vrste. Morda je nekoliko
manj znana , čeprav jo najdemo v mnogih knjigah , ki obrav navajo pro­
gramiranje. Opisana je tudi v prvem delu Wirthovega Računalniškega

programiranj a" . Naloga zahteva nasl ednj e: Dani st a skupini n fan tov in
n dekle t . Naš a naloga je, da sestavimo n (zakonskih ) paro v, in sicer tako,
da bodo sklenj eni zakoni trdni . Vsak fant in vsako dekle namreč sestavi
svoj seznam naklonjenosti do oseb nasprotn ega spola. Zakoni so t rdni, če

ne obstajata fant F in dekle D , ki med seboj nista poročena, a j e fant F
bolj naklonjen dekletu D kot svoj i ženi , dekle D pa ima fanta F raj ši od
svojega moža.

Poglejmo primer: Fantje naj bodo Aleš, Igor in Mih a, deklet a pa
Breda , Karin in Neli . Seznami naklonjenosti so naslednj i:

Aleš

Igor

Miha :

Breda , Karin , Neli

Neli , Breda, Karin

Breda, Neli, Kar in

Breda : Igor , Mih a , Aleš

Karin : Aleš, Igor , Miha

Neli : Miha, Aleš, Igor

Pri t em je na začetku seznama oseba, ki jo imajo najrajši , z osebo na
koncu pa bi se poročili le v skrajni sili . Zakoni Aleš-Karin , Igor-Breda
in Miha-Neli naj bi bili trdni, medtem ko zveze Aleš-Br ed a, Igor-Karin
in Miha-Neli ne, saj ima Igor rajši Bredo kot Kar in , Breda pa je bolj
naklonjena Igorju kot Alešu .

Če imamo n fantov in n deklet , j ih lahko med seboj poročimo na
n(n - 1) . . .. ·1 = n! različnih načinov . Nekatere izbire bodo trdnejše od
drugih. Ni pa takoj jasno, da pri poljubnih seznamih naklonjenosti vedn o
obstaj ajo trdni zakoni .

V nadaljevanju prispevka bomo opisa li postopek, ki bo kot vhod dobil
sezname naklo nj enos ti za fa nte in d ekle t a ter vrnil t rdn e zakonske zveze .
Pri tem bomo tudi dokazali, da trdni zakoni vedn o obstaj ajo.

Iskanje trdnih zvez poteka takole: Na začetku nobena oseba ni zaro ­
čena. Dokler niso vsi fantj e zaročeni , ponavlj amo. Izberemo nezaročenega

fanta . Ta med deklet i , ki jih še ni zaprosil, zaprosi tisto, ki ji j e najbolj

1 N. Wirth, Računalniško programiranje, 1. del, DMFAS , Ljubljana, 1989.
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naklonjen . Ce dek le ni zaročeno ali pa ima prosilca raje od svoj ega tre­
nutnega zaročenca, razdre morebitno zaroko in se zaroči s prosilcem . Ko
so vsi fantje zaročeni , so pari sestavljeni , zato le še sklenemo zakon e.

Gornji postopek bomo zapisali v obliki podprograma v pascalu, Glav­
ni program, ki poskrbi za vnos podatkov in privlačen izpis (t er tolažb o
za nesrečno , čeprav trdno poročene) , pa bomo izpustili. Predno se lotimo
programiranja, se moramo domeniti, kako bomo v podprogramu predsta­
vili podatke. Kot običajno, bomo fante in dekleta predstavili s števili od 1
do n . Podprogram TrdniZako ni , s katerim sestavljamo pare, bo imel štiri
parametre: tri vhodne in enega izhodnega, v katerem bomo vrnili sesta­
vljene par e. Vhodni podatki so št evilo fantov oziroma deklet n ter t abe li
f in d , s katerima podamo sezname naklonjenosti fantov in deklet . Tako
bo f [iJ ej] število, ki pr edstavlja dekle, ki j e v seznamu naklonjenosti
fanta i na mestu j . Podobno bo d [iJ ej] fant , ki ga ima i-to dekle na
j-tem mestu v svoj em seznamu naklonjenosti. Pare bomo vrnili v tabeli
z . Pri te m bo z Ci] fant , s katerim poročimo i-t o dekle.

{ največje št evilo fan tov oziro ma deklet }
c o n s t

maxN = 50 ;
type

seznam = array[1..maxN] of integer ;
tabela = array[l..maxN] of in t eger ; { podatkovna struktura za }

{ sezname naklonjenosti }

{ Na začetku noben fant ni zaročen. }

{ Fan t i bo naslednjič zaprosil de kle f[i][nasl[i}]. }
{ število trenutno nezaročenih fan tov }

{ seznam trenutno nezaročenih fantov }
{ pomožni št evci }

{ Na začetku noben fant ni zaročen. }
{ Tudi nobeno dekle ni zaročeno. }

{ Fantj e najprej za prosijo de kleta, k i jih imaj o n ajraje. }

procedure TrdniZakoni(n: integer; vzr f,d: tabela; var z: seznam);
{ Sklene trdne zakon e gl ed e na sezname n aklonjenosti f in d }

var
. nasl: se zn am;
stp : int eger;
p rost i : seznam;
i ,j ,k : integer;

begin
stp := n;
for i:= l to n do begin

prost[i] := 1;
zri] := O;
n asl[i] := 1 ;

e n d;
while stp>O do b egin { Dokler ne zaročimo vseh fantov , pona vljamo. }

i := prosti[stp]; { Izberemo nezaročenega fanta. }
j := f[i][nasl[i]]; { Fant i zaprosi dekle j . }
k := 1; { Ali ima dekle j rajši fanta i kot svoj ega zaročenca z[j]? }
while (d(j][k] < > i) and (d(j][k] < > z(j]) do k := k-j-I;

{ Opomba: lahko je z[j]= O }
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if d[j][k]=l then b egin
if z[j]< >O then

prost[stpJ .- z[j]

else
stp := stp-l;

z[j] := i ;
e n d; { if }
n asl[i ] := n asl[i] + 1;

end; { while stp>O }
e nd; { TrdniZakoni }

Računalništvo I

{ razdremo zarok e }
{ Fant , ki j e bil zaročen z j-tim deklet om, }

{ ni več zaročen . }

{ še en srečen par več .}

{ zaroka }

{ Naslednjič bo fant i zaprosil naslednje dekle }
{ s seznam a . }

Gornji podprogram je kar kr at ek in tudi program ersko ne pr ezahte­
ven , še vedno pa nismo utemeljili , da se izteče , da se torej zun anja zanka
while konča in da so sklenj eni zakoni res t rdni.

Prepričaj mo se najprej , da podprogram ne obtiči v neskončni zanki.
Ves čas postopka je število nezaročenih fantov enako šte vilu nezaročenih

deklet , saj vsako dekle in vsakega fanta zaročimo kvečjemu z eno osebo
nasprotnega spo la . Nobeno zaročeno dekle tudi ne postane nezaročeno ,

morda le zamenja zaročenca z novim fantom , ki mu je bolj nakl onjena.
Ker pa vsak nezaročen fant po vrsti zaprosi vsa dekleta, se vsako dekl e
slej ko pr ej zaroči . Torej se zaročijo in končno tudi poročijo vsa dekleta
in vsi fantj e.

Nekoliko težje se je prepričati, da so sklenjeni zakoni res t rdni. Obi­
čaj no za vsako pomembno zanko v programu poiščemo invarianto, ki se
pri ponovitvah zanke ohranj a . To je las tnost ali skupina lastnosti , ki
nam pomaga, da pokažemo pravilnost delovanja. V našem primeru je
invarianta zunanje zanke while lastnost, da so ves čas izvajanja zanke
sklenjene zaroke trdne pri pogoju , da nezaročenih oseb ne up oštevam o. Na
z ačetku to gotovo dr ži, saj nimamo nobenega zaročenega para. Prever iti
moramo še, da se v vsaki ponovitvi zanke ta lastnost ohrani. Recimo, da
v zanki sprem enimo zaročene pare. Naj bosta fant F in dekle D novo
zaročeni par . Ker so vsi ostali zaročeni pari ostali nespremenjeni , mora
biti med morebitnima nesrečnima osebama, ki porušit a t rdnost zarok ,
bodisi fan t F bodisi dekle D . Ločimo dve mo žnosti :

a) Recim o, da im a fan t F raj ši dekle Dl , ki j e poročena s fan tom FI,
kot svojo zaročenko D . Pot em je fan t F nekoč že zaprosil dekle Dl in
t a ga je zavrnila . Torej j e takrat imela zaročenc a, ki ga je imela raj ši
od fanta F. Ker deklet a zamenj aj o zaročence le s fan ti , ki jih im ajo
še raj ši , ima dekle D l t udi svojega trenut nega zaročenca FI rajši od
fanta F . Fan t F torej ne pok vari t rdnosti zarok .
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b) Naj ima dekle D rajši fanta Fi, ki je zaročen z dekletom Dl, kot pa
svojega zaročenca F. Potem fant Fi še ni zaprosil dekleta D . Ker pa
je že zaprosil dekle Dl , saj je z njo zaročen, jo ima rajši kot dekle D.
Torej tudi dekle D ne more porušiti trdnosti zarok.

Vse zaroke so torej trdne tudi po koncu zunanje zanke while. 'Potem
pa so trdni tudi zakoni, ki nastanejo iz njih.

Če vas zgornji argumenti niso prepričali, lahko trdnost sklenjenih
zakonov preverite tudi s spodnjim funkcijskim podprogramom. Seveda bi
bilo treba tudi tokrat pokazati , da podprogram deluje pravilno, a tako
pikolovski vendarle ne bomo.

function Preveri(n: integer; var f,d: tabela; var z: seznam): boolean;
{ Preveri, ali so zakoni , podani s tabelo z, trdni . Če so , vrne TRUE, }
{ sicer pa FALSE. }

var
trdni: boolean;
i,j,k,l: integer;

begin .
trdni := true;
i := 1; { Za vsakega fanta z[i] preverimo, ali bi zapustil svojo ženo i. }
while trdni and '(i < = n ) do begin

j := 1; { Za vsa dekleta, ki jih ima fant zri] rajši kot svojo ženo, }
while trdni and (f[z[i]][j]<>i) do begin {preverimo, ali bi tudi dekle}

1 := f[z[i]][j]; { zapustilo svojega moža zaradi fanta zri]. }
k := 1; . {Ali ima dekle l rajši fanta z[i] kot svojega moža z[l]? }
while (d[l][k]<>z[i]) and (d[l][k]<>z[l]) do k := k+1 ; .
trdni := d[l] [k]=z[l];
j := j-l-L ;

end;
i := i+1;

end;
Preveri := trdni;

end; { Preveri}

Zgodbe pa tu še ni konec. Podprogram TrdniZakoni lahko upora­
bimo tudi za drugačne naloge in ne le za sestavljanje trdnih zakonov . Tako
lahko na primer z njim sestavimo pare za ples , športno ekipo, pri čemer

igralci navedejo svoja priljubljena igralna mesta, hkrati pa poznamo nji­
hovo uspešnost na posameznih položajih, opravimo razdelitev daril (ali
pa domačih nalog) in še bi lahko naštevali.

Seveda pa ima reševanje z opisanim postopkom tudi svojo slabo stran.
Opisani pristop namreč zahteva, da seznamov naklonjenosti potem, ko jih
določimo, ne smemo več spreminjati. To pa je pri nalogah iz vsakdanjega
življenja zelo redko .

Mariin Juvan
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KAKO SI PREDSTAVLJAMO
ŠTIRIDIMENZIONALNO KOCKO?

Beseda kocka nam običajno pomeni geometrijsko telo, ki ga narišemo ta­
kole (slika 1):

./ ./

./ ./

Slika 1.

S sliko smo ponazorili tridimenzionalno kocko . Kako pa izgledajo
kocke nižjih dimenzij?

Začnimo s točko T1 . Ta lahko predstavlja ničdimenzionalnokocko Ko.
Enodimenzionalno kocko 1(1 dobimo, če točko T1 premaknemo za neko
razdaljo po premici . Odločimo se lahko kar za razdaljo 1. Enodimenzio­
nalna kocka je daljica T1T2 • Omej ujeta jo dve točki , dve ničdimenzionalni

kocki . Če to daljico premaknemo v smeri pravokotno nanjo za enoto ,
dobimo kvadrat T1T2T3T4, ki nam predstavlja dvodimenzionalno kocko
1(2. Nje n rob vsebuje št iri enodimenzionalne kocke (st ranice) . Če kva­
drat premak nemo za enoto pravo kotno na oba prejšnja prem ika , dobimo
tridimenzionalno kocko T1T2T3T4T5T6T7T8 . To pokriva šest dvodimenzi­
onalnih kock (slika 2) .

11 13

[IJ
t;

~./ .s-:
Te

T4
l

17

Slika 2.

Kako pa naprej? Sposobnost naš e prostorske predstave nam ne do­
voljuje , da bi našli še eno smer , pravokotno na prejšnje t ri. Pa kaj zato!
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T~

.A--------,--~ Ti

Slika 3 .

~-----__T-+--....".. T~

T~

T{

Recim o, da se to da vseeno na­
rediti . Četrti "prem ik" naj na
sliki izgleda tako, kot da bi koc­
ko K 3 "napihnili" ali "skrči li" .
Temu , kar dobimo, recimo šti­
ridimenzionalna kocka K 4 (sli­
ka 3).

K4 vsebuj e osem tridimen­
zionalnih kock (Katere so to?) . ](4
Za našo prostorsko pr edstavo
sicer TiT2T3T4T{T~T~T~ ne iz­
gleda kot prava kocka . Ampak ,
rok o na src e, tudi pri risanju tri­
dimenzionalne kocke ne rišemo
sam ih kvadratov (Ti T4T8Ts je
paralelogram), pa nas to nič ne
moti .

V matematiki so včasih stvari bolj preprost e, če si jih ne skušamo za
vsako ceno nazorno predst avlj ati , ampak poiščemo ustrezni model. En a
najbolj up or abnih iznajdb v matematiki j e uvedba koordinatnega sistem a
ali določitev točk s št evili. V eno dome nziona lnem prostoru (na premici)
lahko vsako točko določimo z enim številom (koordinato) , če smo pr emico
seveda ustrezn o oprem ili s koordinatnim začetkom in enoto . Vzemimo, da
začetna točka Ti predstavlj a koordinatno izhodišče , torej šte vilo O, T2 pa
naj predstavlja štev ilo 1. Predstavitev kock Ki , K 2 in K3 s koordin atami
pr ikazuje slika 4.

(O, l) (1, 1)

D (1, 1, O)

(1, 1, 1)

(1, O, O)

lV ./'
(I,O, J)

(0,1 ,0)
./' ./'

(0,0 ,0)

(0,1,1)
(O , O,

(1, O)(0,0)

(l )
•

(O)
•

Slika 4 .

Pri K4 pa dobijo oglišča še četrto koordinato (slik a 5) .
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Ta model lepo poka­
že, zakaj uvedb a nove di-
menzije število oglišč pod- (0 ,1 ,1,1) (1,1 ,1,1)
voji (vsem prejšnjim ogli š­
čem dodamo novo koordi­
nato z vrednostrn a Oin 1) .
Št evilo kock K a v kocki
K 4 dobimo z naslednjim
razmislekom: eno koordi­
nato je t reba fiksirati (po­
stavim o vrednost bodisi O
ali pa 1) . Ker smo to na-
redili s katerokoli od štirih (1,1,0,1)

koordinat , j e vseh mož-
nosti skupno 4 . 2 = 8. Če (0 ,0,0 ,1) (1 ,0,0 ,1)

j e na primer četrta koordi-
nata O, na ostalih mestih Slika 5.

pa up ošt evamo vse možne
razvrsti tv e ničel in enic, dobimo kar prv otno kocko Ka (notranj o na sliki) .

Spomnimo se še, kako naredimo mehanski model kocke iz kock nižje
dimenzij e. Začnimo z enodimenzionalno kocko - daljico, ki jo lahko pred­
stavimo s palico . Iz št irih takih palic lahko oblikuj emo kvadrat. Za tri­
dimenzionalno kocko potrebuj emo šest kvadratov (mreža kocke). Zlepiti
mor amo ustr ezne robove (slika 6).

D

Slika 6.
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Štiridimenzionalno kocko bi bilo po analogiji mogoče oblikovati iz
osmih tridimenzionalnih kock , če zlepimo ustrezne mejne ploskve. Analo­
gijo ponazarj a slika 7.

/' /'

/'" /'
/' /'" /' /'

.-/

/'
/' /' /' .-/

/' .-/

/' .-/

/' /'

Slika 7.

Zaključimo s sliko slikarja Salvadora Dalija, kije upodobil Kristusa na
križu, ki predstavlja mrežo štiridimenzionalne kocke. S četrto dimenzijo je
verjetno skušal doseči bolj nezemeljski učinek. Slika je na notranji strani
ovitka, zadaj .

Olga Arnuš

MALO IN VELIKO PREPROSTO ŠTEVILO

Naravno število bomo imenovali preprosto, če v njegovem razcepu na
prafaktorje nastopata le praštevili 2in 3. Tako so števila 1 = 2° . 3°,
8 = 23 in 24 = 23.3 preprosta, število 15 pa ne, saj v njegovem razcepu
nastopa tudi praštevilo 5. Zastavimo si dve nalogi, lahko in nekoliko
težjo:

(a) Poišči najmanjše preprosto število, ki je večje od 1995.
(b) Poišči po velikosti 1995. preprosto število.

Prvo nalogo se da rešiti samo s svinčnikom in papirjem, medtem
ko se pri reševanju druge uporabi računalnikaskoraj ni mogoče izogniti.

Martin Juvan
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NATANČNO MERJENJE S PASTJO

S kratkim zgledom pokažimo presentljivo natančnost , ki jo dosežejo pri
merj enju z antiprotoni v pasti. Na izhodu ojačevalnika so opazovali efek­
tivno napetost med elektro dama pasti v odvisnosti od frekvence zunanj e
izmenične napetosti v bližini ciklotronske frekvence (slika 1) . Dva vrhova

-10·20-30

j

" ,1.,
.~~~

·50 -40
sol

sta pokazala, da sta v pas ti dva anti protona z različnimi lastnostmi . Za ci­
klotronsko frek venco smo izpeljali enačbo Veo = eoE j27rm. Enačba velja ,
če sm emo antiprotone obravnavat i v okviru Newt onove mehanike. Pri zelo
natančnem merjenju moramo up orabi ti mehaniko posebn e teo rij e relativ­
nosti . Ne da bi to posebej utemeljili , povejmo sa mo, da marsikatero staro
enačbo prevedem o v novo, če maso m nadomestimo z mj(l - v2j c2)1/2.
Pri tem je v hitrost delca in c hitrost svet lobe. To velja tudi v naš em
primeru , tako da je ciklo tronska frekvenca:

Slika 1. Efektivna napetost na izhodu
ojačevalnika pri antiprotonski pasti v
odvisnosti o d fr ekvence zunanje izrn e­
nične napetosti . P oskus je naredila raz­
isk ovalna sku p in a Geralda G ab rielsej a
leta 1990 . Po Gabriels ejevem mnenju
j e t a p oskus primer en tudi za šol sk o fi­
ziko : Re1ativistic m as s in crease at low
speeds, American J ournal of Physics 63
(1995) 568 .

Naj prej smo up orabili kot približek samo pr va člena bin omske formule
(1 - xt = 1 - n x + ... in na to vpeljali kineti čno energijo v Newtonovi
mehaniki Wk = ~mv2 in lastno energijo WO= m c2. V eD j e pri tem ciklo­
tronska frekvenca za ant iproton s kinetično energijo O, ki meri v našem
primeru 89258426 S-l in ji ustreza ničla na abscisni osi v diagramu. Iz
enačbe za V eD izračunamo, da je gosto ta magnetn ega polja 5,85 T . Z dia­
grama razberemo, da je prvemu antiprotonu ustr ezala za 19,6 S-l nižja
frekvenca in drugemu za 37,9 s- l nižja frekvenca. Iz enačbe

W
2 V eD - V e

k = mc
V eD
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dobimo za kinetično energijo prvega antiprotona 206 eV in za drugega
398 eV, če upoštevamo, da je lastna energija protona ali antiprotona
938 .106 eV. Antiprotona imata zelo majhno kinetično energijo , pa je
vseeno treba upoštevati posebno teorijo relativnosti . To bi težko verjeli,
če ne bi naredili računa. Vzrok za to tiči v zelo natančnem merjenju
ciklotronske frekvence .

Janez Strnad

NEKAJ NALOG ZA MLADE VEGOVCE

6. razred

1. Koliko časa bi šteli od 1 do milijarde, če preštejemo povprečno 125
števil v 1 minuti in bi šteli neprekinjeno. Pokaži, da bi potrebovali
več časa, kot je povprečna starost šestošolca.

2. Na čim krajši način pokaži, da je vsota ulomkov 116, (7' 1~' 11g, 2
10

večja od ulomka i.
3. a) Koliko kock z robom 1 drn je

zloženih v telesu, ki ga vidiš
na sliki? Izračunaj prostor­
nino telesa in jo izrazi v m" .

b) Ali lahko iz vseh kock sestaviš
kocko, in če jo, koliko meri
njen rob?

c) Izračunaj površino danega te­
lesa in površino kocke, sesta­
vljene iz manjših kock . Iz­
računaj razliko obeh površin.

4. V prakokotnem trikotniku merita ostra kota 2a in 3a .
• Koliko stopinj merita ostra kota? .
• Kolikšen del pravega kota je 2a in kolikšen del 3a? Količnika

izrazi v odstotkih.

5. a) Namesto črk ain b zapiši taki števki, da bo 4a1b deljivo z 12.
b) Produkt šestih zaporednih naravnih števil je 66a28b. Poišči neznane

števke, označene z a in b.
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Nalog e I
7. razred

1. V zvezi (3· * * 4)2 = 492 * 04 nadomesti zvezdi ce s t akimi števkam i,
da bo to enakost .

2. Izrazi obseg in ploš čino dane
figur e z r.

3. Pravokotnemu igrišču s stranicama a in b so stranico a skrajšali za
t nj ene dolžine. Kolikšna mora biti druga stranica , da se plo š čina

igrišča ne spremeni ? Za koliko odstotkov moramo podaljšati stra­
nico b?

4. Pokaži , da j e izraz (1000 1000 - 1) deljiv s 27.

5. Obseg figure, ki jo vidiš
na sliki je enak 307r cm.
Izračunaj ploščino figur e.

8. razred

1. Če v nekem ulomku pri­
štejemo števcu in imeno­
valeu imenovalec, dobi­
mo ulomek , ki j e za i
večji od danega ulomka.
Poi šči prvotni ulomek .

2. Pokaži , da j e izraz (4x + 1)2 + 15 deljiv z 8.

3. Dana je enačba H7x+ 3) : ~ = m : 2.
a) Reši enačbo , če je neznanka x in m znano število .
b) Določi vrednost m, če j e x = ~ .

c) Za katere cele vrednosti količine m jeO < x < 1?

4. Pokaži, da j e produkt treh zap orednih naravnih šte vil, povečan za
srednje t eh šte vil, enak kubu srednjega števila . (Nasvet : srednje
število označi zn).

5. Izračunaj ploščino trikotnika , ki ga omejuj et a koordinatni osi in pr e­
mica 3x+4y-12 = O. Kolikšna je razdalja premice od koordinatnega
začetka?

P avel Zajc
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PRVA ZNANA ASTRONOMKA

Po nam znanih zgodovinskih podatkih je bila prva znanstvenica - astro­
nomka - Grkinja Hipatija, ki je živela v Aleksandriji od leta 370 do leta
415 . Bila je hči aleksandrijskega matematika Teona, znanega po tem, da
je napisal delo o astrolabu (astronomska opazovalna naprava), komentar k
najpomembnejši knjigi antike Almagestu, v kateri je znameniti astronom
in geograf Ptolemej (2. stol.) zagovarjal geocentrični sistem, in s pojasnili
in dopolnili na novo izdal Evklidova Načela (geometrijo) .

Hipatija je bila očarljiva ženska in zelo dobra govornica. Predavala
je astronomijo, matematiko in filozofijo v aleksandrijski knjižnici . Ljudje
so zelo cenili njeno mnenje in nasvete ne samo v znanosti in literaturi,
ampak tudi v vsakodnevnem življenju. Razen z astronomijo, matematiko
in filozofijo se je Hipatija ukvarjala tudi še z medicino.

Napisala je komentar k Diofantovi Aritmetiki in komentar k Stožčas­

tim presekom Apolona Pergskega. Njenemu peresu pripisujejo še druga
dela iz astronomije in matematike, ki pa se na žalost niso ohranila.

Hipatijaje imela veliko znancev in prijateljev med kristjani, sama pa
je ostala poganka - helenka, verna tradicijam svojih predhodnikov. Bila
je žrtev verskega fanatizma kristjanov .

Ko se je nekoč vračala s predavanj domov, jo je napadla naščuvana

množica kristjanov, jo odvlekla k cerkvi in jo s kamenjanjem ubila. Zatem
so njeno zmaličeno truplo zažgali na grmadi .

Znan je tale zapis o Hipatiji (skrajšano in prirejeno): "Bila je lju­
bljenka številnih študentov. Zelo radi so poslušali njena predavanja. Ve­
dno so jo navdušeno pozdravljali ob vhodu v predavalnico. To pa ni bilo

všeč menihom. Niso opustili nobene priložnosti,
da je ne bi dražili. Nagajali so ji tudi tedaj, ko
je odhajala iz knjižnice . Večkrat je lahko slišala
nesramne pripombe menihov, da hodijo študentje
na njena predavanja zato, da bi videli lepo pre­
davateljico, ne pa, da bi se od nje kaj naučili .

Komaj je Hipatija tistega dne prišla iz knjiž­
nice in sedla v kočijo, že so se zaslišali kriki. Nek­
do je odtrgal vrata kočije. Težka roka je zgrabila
rame lepe Helenke in jo vrgla na tla. Tolpa razjar­
jenih ljudi se je vrgla na Hipatijo . Vlekli so jo za
lase, trgali z nje obleko, končno pa so jo s kamenji
ubili. To je bilo leta 415 v Aleksandriji . Tako so
verski fanatiki obračunavali z nasprotniki ."

Marijan Prosen
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Slika 1. Tomo nihalo. Med vrtečo se
n agnjeno ploščo in nihalom je plast ko­
lofonije.

Fizika I

VIOLINA IN LOK

Violino najpogosteje igr ajo z lokom, ki drsi po strunah . Ni lahk o razumeti ,
zakaj pri tem strune nih aj o. Izkušnja uči , da nih anje hitro izzveni, če se
st ru ne le dotaknemo. Lok pa s precejšnjo silo pri tiska na st ru no in ji s
tem celo pomaga nihati . Pojav bomo razložili na preprostejšem primeru
nih ala , ki ga vzbujamo s trenjem . Poskus naredimo z vrtečo se kovinsko
ploščo in nihalom (slika 1). Nagnj ena plošča s polmerom dveh decimetrov
naj se enakomerno vr ti . To najl a­
že dosežemo tako, da jo pr itrdimo
na manjši elekt romotor. Nihalo
naredimo iz 100 gramske ut eži , ki
jo vpnemo v pentIjo vrvice. Do­
bro očiščeno ploščo natremo s ko­
lofonijo, prav tako drsno ploskev
nihala. Ko na nagnjeno ploščo , ki
se vrti s primerno kotno hitrostjo,
položimo nihalo , to začne nihati z
vse večjo amplitudo. Vrteča ploš­
ča torej vzbuja nihalo prav tako
kot lok , natrt s kolofonijo, vzbuj a
st rune . Pomembno je, da smo
ploščo natrli s kolofonijo. Če po­
skus ponovimo s ploščo , ki je na­
trta z voskom, vzbujanj a ne opa­
Zimo .

Pozorn o opazovanj e nih ala daj e slut it i, kaj se pri poskusu dogaj a. Ko
se nihalo giblj e v isto smer kot podlaga , je medsebojna hitrost nih ala in
plošče zelo majhna . Takrat se nih alo za hip pril epi na ploščo in ta ga nekaj
časa vleče s sabo. Ko pa se niha lo giblj e v nasprotni smeri , je tr enje med
nih alom in ploščo m anj izrazito. Res podrobnejša opazovanja pot rjuj ejo ,
da je koeficient tr enja med podlagama, ki st a nam azan i s kolofonijo, zelo
odvisen od njune medsebojne hitrosti. Tako nihalo poganj a izmenična sila,
ki je takrat , ko se nih alo giblje v isto smer kot podlaga, večj a kot takrat ,
ko se giblje v nasprotno smer. Velikost sile se spreminj a torej skladno
z gibanjem nihala, zato je frekvenca nihanja zelo blizu lastni frekven ci
nih ala . Na začetku , ko nihalo miruj e, zadošča naj manjša motnja, da se
niha lo začne vzbujati. Pri violini za to motnjo poskrbi kar lok.
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Slika 2. Ob odna hi trost kot funkcij a ča­

sa pri zaviralnem poskusu. Pri konstan­
tni zaviralni sili b i izm erki ležali na vri ­
sani premici .
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Naredi li smo poskus , pri ka­
terem smo izmeri li koeficient tre­
nja tako, da smo zaustavljali vr­
teče se masivno kolo. Kolo smo
poveza li z meri lnikom obodne hi­
trosti , ki smo ga povezali z osci­
loskopom. Tako smo lah ko opa­
zovali poj emanje obodne hitrosti
s časom , ko smo s koščkom ko­
lofonije pritiskali s konstanto silo
na obod kolesa (slika 2) . P ri kon­
stantnem koeficientu tr enja bi bi­
lo poj ernanje kotne hitrosti ena­
komerno, vsako sekundo bi se
obodna hitrost kolesa zmanjšala
za enako vrednost . Na grafu, kjer
bi risali obodno hit rost v odvisno­
sti od časa, bi opazili premico.

Newtonov zakon , prirejen za vrtenje tog ega telesa okrog stalne osi ,
se glas i:

M =Ja,

kjer je M navor sile, ki deluje na telo , J vztrajnostni moment telesa
okrog dane osi in o kotni pospešek telesa. Pri zaustavljanju s tr enjem
na obodu je navor kar sorazmeren s silo trenja, kotni posp ešek pa so­
razmeren obodnemu pospešku telesa. Sila trenja in obodni pospešek
sta si torej sorazmerna. Če poskrbimo, da je sila, s kat ero pritiskamo
na obod kolesa ves čas enaka, je tudi koefecient trenja sorazmeren s
pospeškom. Pri našem poskusu nas zan ima le razmerje med koeficien­
toma trenja pri dani hitrosti in pri velikih hitrostih , zato ni potrebno
vedeti sorazmernostnega faktorja med koeficientom t renja in obodnim
pospeškom.

Pri pos kusu pa smo opazili, da se je obodna hitr ost kolesa spr emi­
njala enakom erno le, če j e bila večja od 2 ms-l . Iz teg a sklepamo, da
je koeficient trenja na tem območju neod visen od hitrosti ; označimo ga s
koo . Pod enim metrom v sekundi pa se hitrost manjša tem izdatneje, čim
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Slika 3 . Razmerj e m ed koeficientom trenja
pri hitrosti v in tistim pri velikih hitrostih,
ki smo ga izluščili iz izm erkov na sliki 2.
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manjsa je. Slika 3 kaže razmerje k(v)jkoo , ki smo ga dobili na pod­
lagi izmerkov s slike 2. Vidimo, da je koeficient tr enja pri hitrostih
blizu nič kar štirikrat večji od
tistega pri velikih hitrostih . Za k

oceno sm o izmerili koeficient tre- koo 4
nja pri majhni hitrosti in dobili
k(O) ~ 0,5, kar pom eni , da je
koo ~ 0,1.

Sedaj razumemo, zakaj se
amplituda pri tornem nihalu veča.

Ko se nihalo giblj e v smeri plošče,

je sila trenj a večja kot takrat , ko se
giblj e v nasprotni smeri . To spo­
minja na poganjanje gugalnice, ki
jo potiskamo le v eni smeri , ko se
vrača, pa ne. Ko doseže ampli­
tuda določeno velikost , se nihalo
za hip celo prilepi na ploščo . Od
takrat naprej se amplituda ne spreminja več . Ko hitrost plošče nekoliko
povečamo , se poveča tudi končna amplituda nihala. Pri igranju violine
je prav tako - večja hitrost loka pomeni tudi večjo amplitudo nihanja
strune in s tem glasnejši zvok . Obravnava gibanj a violin ske strune, ki jo
vzbujamo z lokom, je zelo zaplet ena. Tomo nih alo pa nam le odgov ori na
osnovno vprašanje, ki smo si ga zastavili na začetku .

Andrej Likar

FIZIKALNA OLIMPIADA Z NETEKMOVALNE
PLATI

Matura se je vendarle končala. Misel na "prihajajoči fizikalni " od dih se
je zato s tako lahkoto vselila v naše glave. Avstralij a ... za nas le sanjska
dežela! A postopoma so sanj e postaj ale realnost , ko smo se prvega v juliju
podali na prvi polet . Mimogrede - vseh skupaj je bilo kar sedem in postali
smo pravi "stari letalski mački" .

Začelo se je torej z dvem a dnev om a poletov. Za to kaže iskati razlog e
v razmeroma dolgih postankih na letališčih . Zapolnili smo jih s pomočjo

t aroka ali pa, vsaj v Jakarti , z "učenjem indonezijščine". Na to so nas
napeljali napisi na trgovinah in na vratih , ki vodij o v "prostore olajšanja" ,
po indonezijsko imenovane kamar keeil. Po dveh pretežno prebedenih
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nočeh smo se tako znaš li v Sydneyu . Dan se je tam kom aj začel , a svoje
oči smo le st ežka držali odprte. Pa bi bil pravi greh imeti zap rt e oči, ko
pa imaš edinstveno priložnost ogledovat i si Sydney.

Nas lednj i dan sm o se povzpeli tudi na 325 m visok Sydney Tower in
dodobra posebej prečesali t ist i del Sydneya v bližin i našega hotela Koala
na Oxford Str eetu.

Dan za tem nas je že čakal polet v Canberro , prizorišče 26. fizikaln e
olimpiade . Tam je bil a zima že bolj podobna evropskim kontinentalnim.
Temperature so se gibale okro g tem pera ture, pri kateri vod a prehaja iz
t rdnega v kaplj evinasto agregatno stanj e. A samemu poj avu nismo bili
priča , saj v Canberr i ni bilo snega .

Po naselitvi v št udents kem naselju so skrb za nas prevzeli organi­
zatorji . Še ist ega dn e zvečer sm o posluša li predavanj e prof. Mal colma
Long air a o merj enju osnovnih fizikalnih konstant . Biološko uro sm o do
tedaj nekako le uspeli pr em akniti za osem ur . O njeni natančnosti bi bilo
seveda še mogoče razpravljati , nikakor pa ji ne pritakniti imena "švicarska
ur a" . Olimpiada se je formalno začela šele nasl ednji da n , in sicer z mi­
mohodom zastav in pri žiganj em olimpijskega ognj a . V tem pri meru se je
imenoval Flame of Science, pač st roki primerno.

Malokat era dejavnost ima, kar se tiče neenostavn ost i, tako zelo po­
dobni dve plati - fizikaln o in praktično - kot ravno met anj e bu mera ngov.
Drugo pla t smo na lastni koži okušali kar precej časa, potem ko smo si
ogledali spretnosti avstralskega prvaka v metanju tega ZNLP (znanega
nedojemlj ivega letečega predmeta) . Prvi plati pa se kaže izogibati kar
najdlj e časa...

Nas lednj i dan je bilo zaželeno, da pokažem o pr av to plat naš ih spo­
sobnosti, čez dva dni pa mešani co obeh. Tako smo vsega skupaj deset ur
brskali po naših glavah in jih posku šali prepričati , da bi doj ele nih anj e
boj e, potovanj e zvoka po morju in rdeči pomik . Pomoč rok pa naj bi j im
zagotovila , da bi nekako ugotovile lastn osti laserske svet lobe in padanj a
valjev v viskozni kaplj evini.

Po vsem te m pa so se naše zimske(?) počitnice , pač brez snega ,
vsemu navkljub le začele . Ob ogledovanju znamenitost i nam je Canberra
počasi začela postajati vsaj nekoliko domača - še posebej pa , ko smo
gost ovali v slovenskem klubu , kamor nas je povabilo osebje naše ambasade
v Avstraliji . Seveda smo se srečali tudi s kenguruj em . Kako prijazen zna
biti t a vrečar v človeški dru žbi, sm o se prepričali na neki km etiji , ki se
ukvarj a s turizmom. Nekoliko manj družabne predst avn ike vrečarj ev j e
bilo mogoče opaziti v nar avnem rezer vatu Tidbinbilla.



Novice - Rešitve nalog I
Kot se za fizikaln o olimpiado spo dobi , smo si tudi ogledali C.D.S.C .C.

(Canberra Deep Space Com unication Com plex) . To je ena od treh postaj
NASA , ostali dve sta v Španiji in v ZDA. Kompleks se nahaja v dolini
Tidbinbilla Valley, kar je idealna postavitev . Okoliške vzpetine namreč

preprečujejo inte rferenco z radijskimi valovi, ki prihajajo od drugih izvo­
rov .

Tako nikakor ni mogoče tr dit i, da so nam dnevi do zaključne slo­
vesnosti počasi mi nili. P rav nasprotno, marsikatero urico zasluženega
spanca, smo žrtvovali v drugačne na mene, ki so bili povsem zabavljive
narave. Prav zadnjo noč, ti k za slavnostnim banketom, pa smo krat­
komalo prez rli . . . S tem je bila časovna zmeda še popolnejša. Tako je
lahko raz umeti , zakaj smo ob vrnitvi domov izgledali nekako tako, kot bi
na jmanj mesec dn i prež iveli ob prisilnem delu na Antarktiki . . .

Martin Klanj šek

KRIŽANKA "MATEMATIČNEKRIVULJE"
Rešitev s str. 160
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INaloge

KAJ KDO POUČUJE?

Na neki srednji šoli v Ljublj ani poučuj ej o ekonomijo, slovenščino , fran coš­
čino, zgodovino , l atinščino in matematiko til e uči telji : gospa Pleterski ,
gospa Kopriva, gospa Prijatelj , gospod Godnič , gospo d Merhar in gospo d
Novak , vendar ne nujno v tem vrs tn em redu.

• Osebi , ki učita matem atiko in latinš čine , sta ist e starosti in sta si v
študentskih letih delili sobo v študent skem domu.

• Merhar je nekaj let starejši od Novaka , vendar še ne poučuj e tako
dolgo kot oseba, ki uči ekonomijo .

• Pl et erskij eva in Koprivova st a obiskovali isto srednjo šolo, ostali pa
so vsi hodili v srednjo šolo drugam.

• Novak je oče osebe, ki uči francoščino.

• Oseba, ki uči slovenščino , j e najstarejša v šesteri ci t ako po letih kot
po učiteljskem stažu. Pravzaprav sta bili osebi, ki učita mat ematiko
in zgodovino, njena učenca.

• Gospa Pl et erski j e starejša od osebe, ki uči latinščino .

Kdo poučuj e kateri pr edmet ?

Neža Mramor - Ko ste

RAZREŽI TETRAEDER

Na koliko različnih načinov j e
mogoče pr erezati pravilni te­
traeder z ravnino na dva skla­
dna poliedra?

Vilko Domajnko



Rešitve nalog I
NAJVEČJI ZORNI KOT - Rešitev s str. 158

Nalogo post avimo naj prej v geometrijski okvi r. Dan je kot z vrhom V
in krakorna h in k . Na kraku h leži točka T za a oddaljena od V , na k
pa daljica AB dolžine b. Pois kat i moramo oddaljenost x t ist ega krajišča

da lj ice AB od V , ki leži bliže V , če vemo, da je A B vidna iz T pod
največjim možnim kotom (slika 1).

h

V a

Slika 1.

T

Rešitev : Pod enakim kotom kot iz T je daljicaAB vidna iz vseh točk

tistega krožnega loka nad da ljico AB , ki poteka skozi T . Velja še: Iz točk ,

ki pripadajo razl ičnim krožnim lokom nad daljico A B (na ist em bregu) ,
vidimo dalji co A B pod različnimi zorn imi kot i.

Med krožnimi loki s krajiščema A in B , ki imajo skupno točko s
krakom h, moramo torej naj ti tist ega, ki razpenja nad tetivo AB največji

obodni kot .
Če je ta kot oster, je rešitev na dlani: Dani tetivi pripada pri manjših

krožnicah večji središčni in s tem večji obodni kot . Torej iščemo na jmanjšo
krožnico, ki poteka skozi A in B in ima s krakom h skupno točko. Očitno

je to krožnica, ki se kraka h dotika. Do enakega sklepa pridemo , če je
naj večj i zorni kot top ali pravi, le da je tedaj krožnica, ki se kraka h
dotika , naj večj a možna krožnica .

Po tej ugotovitvi lahko zvezo med a, b in x preberemo s slike 1. Na
dva načina (enkrat preko sekante k, drugič preko tangente h) zapišemo
potenco točke V glede na krožnico K :
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Iskani x je pozitivna rešitev te kvadratne enačbe . Zanimivo je, da v
koeficientih enačbe nastopata le a in b. Torej je razdalja x, s katero
bomo pomagali Jaku, odvisna le od širine napisa in od oddalje nosti vhoda
trgovine od vogala trga, pr av nič pa ne od velikosti kota, ki ga oklepata
pločnik in zid .

Konstrukcijo razdalje X vidimo na sliki 2: eD = b j e prem er krožnice
KI, vr = aje tangenta na KI , ve = x , pri čemer poteka nosilka da­
ljice ve skozi središče kro žnice. Pravilnost konstrukcije potrjuj e dvojni
izračun potence točke V glede na krožnico KI .

k

v cl

Slika 2.

T

Nekoli ko lažj a je konstrukcija, če poznamo X in b ter želimo narisati
a . Tedaj si npr . lahko pomagamo z Evklidovim izrekom za pr avokotni
trikotnik (slika 3) .

k

B

x

v (1 T

Slika 3.

It

Marija Ven celj



Tekmovanja I

15. DRŽAVNO TEKMOVANJE IZ FIZIKE ZA
OSNOVNOŠOLCE - Rešitve s str. 182

Slika 1.

r, = 1 N;

1
F S 1 = .J3 N;

2
Fk 1 = .J3 N;

1
F S 2 = F S 1 = .J3 N;

Fs3 = 2Fg = 2 N.

7 . razred

Rešitve teoretičnihnalog:

Naloga 1:

1. Posoda je široka ravno za en premer krogel. Zato krogle pritiskajo
samo na ožji stranici posode . Iz simetrije naloge je razvidno, da
pri razstavljanju sil lahko uporabimo povezave, ki veljajo za enako­
stranični trikotnik. Sile, ki delujejo na stene posode, smo označili

z indeksom s in številko kro-
gle, ki povzroča silo, sile med
kroglami z indeksom k in šte-
vilko ustrezne krogle . Krogle
smo oštevilčili od zgoraj nav­
zdol.
Pri določanju sil smo upošte­
vali, da krogle mirujejo in so
zato sile v ravnovesju . Tako Tr,
so sile po velikosti enake (glej t
sliko 2):

2. Sile prve krogle na stene in drugo kroglo se ne spremenijo:

Fg = 1 N;

1
F S 1 = .J3 N;

2
Fk1 = .J3 N.
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Sila druge krogle na t retjo bo
dvakrat večja od sile pr ve na
drugo, ker na spodnj o kr oglo
pritiskat a dve kro gli:

2
Fk2 = 2Fk1 =2J3 N.

Spodnj a kr ogi a deluj e na ste­
ne v dveh sm ereh - navpični ,

kjer se na podlago pr enese te­
ža vseh treh krogel ,

Fs4 = 3Fg = 3 N,

in vod or avni , kjer se na st ene
pr enese komponenta sile Fk2 ,

ki je pa dvakrat večja kot sila
. Fk1 v pr vem delu naloge

2
FS 3 = 2Fs1 = J3 N.

Slika 2.

Vsota vseh sil v vodoravni smeri mora biti prav t ako enaka O, za to

Naloga 2:

Sila vzgona na posamezno oro dje z balonom je večj a kot teža oro dja.
Zato oro dj i ne poton et a . Ker se z globino t lak povečuj e , se prostornina
balon ov zm anj šuj e. Potaplj ač lahko spust i orodje na t ist i glob ini, kj er je
sila vzgo na manj ša kot sila teže. Teži in pros t ornini orodij označimo s
F1 in V1 t er F2 in V2 , pros to rn ini balonov pa z Vr za rdeč balon in Vm

za mo drega. Specifi čno težo vod e označimo s O'v . Težo zraka v balonih
zan emarrrno,

1. rdeči balon :

F 1 -O'v V1 _ 50 N - 10 N _ 2 O d 3
Vr = - N - . m

O'v 10
dm3

/



Tekmo vanja I
Iz tabele preberemo, da ima rde~ bal on prostornino 2 drn'' pri tlaku
1.5 bara, kar se zgodi v globini 5 m . Potapljač lahko spusti prvo orodje'
na globini 5 m .

2. modri balon :

V
m

= F2 - (J'v V2 = 60N - ~O N = 4.0 dm3.
a; 10

dm3

Iz t ab ele preberemo, da ima modri balon prostornino 4 drrr' pri t laku 1.3
bara, kar se zgodi v globini 3 m . Potapljač lahko spust i drugo orodj e na
globini 3 m.

Naloga 3:

Ko smo v mešanico začeli dovajati toploto, se je najprej talil led. V tem
času se temperatura mešanice ni spreminjala . ,Iz grafa ugot ovimo, da je
to trajalo 1 minuto. V tem času je grelec. dovedel vodi toploto Ql :

J
Ql = 1000- x 60 s = 60kJ .

s

V učbeniku za 7. razred poiščemo podatek za taliino toploto vode, qt =
= 336 kj/kg, in izračunamo maso ledu (ml):

a, 60 kJ
ml = - =~ = 0.18 kg = 18 dag.

qt 336ICg ,

Po 1 minuti je v posodi samo še voda . Iz grafa preberemo, da se v dveh
minutah voda segreje za (T - To) = 50°C . V tem času je grelec dovedel
vodi toploto:

J
Q2 = 1000- x 120 s = 120 kJ .

s
Iz učbenika za 7. razred preberemo, koliko toplote je potrebno, da segre­
jemo 1 kg vode za 1°C (c = 4.2 kJ) , in izračunamo , koliko vode (mv) je v
posodi :

Q2 120 kJ
mv = (T T,) = kJ = 0.57 kg = 57 dag .

c - o 4.2Kg"C x 50°C

Na z ačetku je bilo v posodi torej 39 dag vode in 18 dag ledu .
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Predlagane rešitve eksperimentalnih nalog:

Naloga 1:

1. Stehtamo dve menzuri (m enzure so lahk o tudi različne). Prva men­
zura im a maso ml , druga pa maso m 2.

2. V prvi menz uri odmerimo določeno prostornino suhega in določeno

prost ornino mokrega fižola, np r . 0.1 dm3 , ki sta lahko tudi različni.

Ob e menz uri st ehtamo (m~ in m~ ) . Masi fižolov v posodah sta :

msuh = m~ - ml

mmoker = m~ - m 2·

3. Med fižolovimi zrrn Je mn ogo praznega prostora . Zato ta prostor
zap olnimo z vodo. Odmerimo določeno prostornino vode ( VI , V2 ) ,

ki je dovolj velika, da bo pokrila fižol v menzurah . Vodo prelij emo
pr eko fižola v menzur ah in odčitamo, kje se je ust alila vodna gla dina
(V{ ,Vn . Iz teh podatkov lahk o izračunamo prost ornino fižolovih zrn :

Vsuh = V; - VI

Vrno ker = V~ - V2 .

4. Izračunamo še specifično gostoto suhih in mokrih fižolovih zrn :

msuh
Psuh = - ­

1!;;uh

mmoker
Prnoker = .

Vrnoker

Večj a j e gosto ta suhih fižolovih zrn. Mokr a fižolova zrna so vpila
vod o, ki ima manj šo specifično gosto to kot suha fižolova zrn a , in je
zato specifična gostota mokrih fižolovih zrn manj ša .

Naloga 2:

Naredili smo improvizir an o te htnico, kot je vid eti na sliki 3. Deska je na
vsaki strani valj ast e posod e enako dolga , ker pa so v lesu grče, je navad no

' potrebno desko uravnovesiti z dod atn o utežjo - plast elinom. Navora, ki
deluj et a na vsako stran deske, sta v ravn ovesju enaka .

o
Slika 3.



Ko smo dodali na eno stran preutež , se je deska nagnila. Deska se je
zakotalila po valjasti posodi tako, da je na strani , kjer je preutež, kr ajši
del deske , na drugi strani pa daljši (slika 4). Na strani, kjer je preutež , je
ročica krajša , na strani , kjer je ni , pa daljša , zato st a navora (produkta
sile in ročice) , ki deluj eta na desko, v ravnovesju.

1238 Tekmo vanja I
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Slika 4.

Na tisti strani , na kateri j e preutež , j e krajišče deske nižje , na drugi pa
višje. Odvisnost višin e desn ega krajišča od uteži na deski je pr edstavljena
na grafu (slika 5). Uteži na desni strani deske, ki desno krajišče deske
znižujejo, smo na grafu nanesli kot negativne, ut eži na levi st rani deske, ki
desno krajišče dvigujejo, pa kot pozitivne. Kot izhodišče grafa je izbr an a
ravnovesna lega deske.

h

3cll1

2

-20 -10

- 1

-2

-3

Slika 5.

10 20 g 111

Merj enec tehta približno 20 g. KeF njegova masa ni natančno enaka 20 g,
se deska ne uravnovesi v ravnovesni legi. Zato izmerimo višino desnega
kraji š ča in iz grafa poiščemo , koliko se masa kvadra razlikuj e od mas e
uteži (slika 5): npr . - 4 mm, kar predstavlja maso -3 g. Masa kvadra je
17 g.
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8 . razred

R ešitve teoretičnih nalog:

N aloga 1:

Dejan ska hitrost av tomo bila pri oznaki hi trost i na merilniku 60 km /h je:

s 10 krn
v = - = -1-1- = 54.5 km/h.

t 6 0 h

Ko kaže merilnik hitrosti 60 km /h, je torej dejanska hi t rost avtomobila
54.5 km/h. Merilnik lahko na avt ocest i pokaže nekoliko več :

60
vx = - 120 km/h = 132 km/h.

54.5

Merilnik hitrosti lahko pokaže 132 km/h .

N aloga 2:

Mase vagonov označimo z m , njihove dolžine z 1 in hitrost vlaka z v .
• Celotna kompozicija ima na začetku kineti čno energijo :

1 1
Wk = 2"(5m)v 2 = 2" x 5 x 1000 kg x (6.7 m/s)2 = 1.125 x 105 J .

• S to kin eti čno energijo bi se vlak lahko povzpel do višin e:

h= Wk =
5mg

1.125 X 10
5

J 2 = 2.25 m .
5 x 1000 kg x 10 m/s

Ker je klanec strm, odgovarja t a višina (po dobnost z enakostraničnim

trikotnikom) dolžini

s = 2h = 4.5 m,

kar je približno dol žina enega vagona. Privzetek , da se na klan cu
znajde vlak v celoti , je torej napačen . Zat o računamo post opoma,
kako se potencialn a energija vlaka veča na račun kinetične , ko se
vagoni post opoma vzp enj aj o po klancu.

• Na kl anec se povzpn e 1 vagon
Potencialn a energij a 1 vagona:

1 5
Wp = mgh = mg4 = 0.125 x 10 J .
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V računu smo upoštevali, daje masa vagona zbrana v sredini vozila in
da prevožena dolžina x na klancu pr edstavlja vzpon za višino ~ . Ce­
lotna kompozicija ima 0.125 x 105 J pot encialne in 1 x 105 J kinetične

energije. Vlak se bo še vzp enjal.
• Na klanec se povzpneta 2 vagona

Sešt eli smo pot encialni energij i vagona, ki se je kom aj znašel na na­
gnj enem delu proge, in vagona, ki j e pred njim za dolž ino enega va­
gona dalje na klancu. Celotna kompozicij a ima 0.5 x 105 J potencialne
in 0.625 x 105 J kineti čne energije. Vlak se bo še vzp enjal.

• Na kl anec se povzpnejo 3 vagoni

Celotna kompozicija ima 1.125 x 105 J potencialne in nob ene kinetične

energije. Vlak se ne bo več vzp enj al.
Na klanec se bodo povzpeli trij e vagoni , kar pomeni , da bo prvi vagon
pri šel 15 m daleč po klancu.

Naloga 3:

Konstrukcija žarkov je pr edstavlj ena na slik i 6.

~
..:.

. ..
:3 4

\ \

\ \
\ \

\ \
\ \

\ \
\

Slika 6.
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Predla gane r ešit ve eksp er im en ta ln ih n alog

N aloga 1:

Rešitve so v tabeli na sliki 7.

[J wčrna < Wb ela
Wčrna = H'bela
Wčrna > Wb ela

15 .0 Wčrna > H'bela

16 .0 Wčrna > Wb ela

17.0 H'črna > Wb ela

18.0 H'črna > ~Vbela

19 .0 Wčrna < Wb e1a

20.0 Wčrna < H'bela

} , I ; / /

I ' t, " Wbela
I 1 , I / I
I I -' , I . / I

I I '~/ I I
I I ) <, i. I
I I 1./ I 1"" I W~

I 1 ./ ( I I "1 .... .=.rna

I J ./ I I I

.... /" I I I I
I I · I I I

d

15 ,0 16,0 17,0 18 ,0 19 ,0 20 ,0 lUlU

Slika 7. Tabela in gr af.

l. Opazovanja pos kusov pokažejo , da je kinet i čna energij a črne kro­
glice enaka energij i bele kroglice, ko je razdalj a med tiri (približno)
17,3 mm. Skupna energij a obeh kroglic po t rku ne mo re biti večja ,

kot je energ ija obeh kroglic pred trkom .
2. V gra fu je potr ebno up oštevati ugotovitve opazovanja, da se z veča­

njem razdalj e me d t iroma kinetična energij a črne kroglice zm anjšuj e
in kinet i čna energij a bele kroglice povečuj e , da obstaj a takšna ra zda­
lja med ti roma, ko sta energ ij i obeh krog el enaki (v grafu prese či š č e

obeh kri vulj ), in da pri šir inah med t iri, ki so večj e , kot je om enjena,
pri de do dveh trkov , ker bela kroglica čez nekaj časa ponovno ujame
črno . V graf vnesemo eksperimentalno ugotovljeno točko prese č i š č a

(Wbele = Wčrne) - koord inat a na y osi je poljubno izbr an a , koor­
din a t a x osi p a izmerjen a - in poteg n emo za črno k roglico skozi to
prese či š če kri vulj o, ki z d pad a , in za belo kroglo skozi prese č i š č e

kri vuljo, ki z d narašča .

3. Opazovanj a kažejo, da se z manj šanj em razdalje med tiri k inetična

energ ija druge kroglice res povečuj e (toda pri t rku krogel na ravni mizi
bi ugotovili, da se bela kroglica ne ustavi) in zato je njena začetna

kinetična energij a vselej večja od kinetične energije črne krogle, ki j e
pred trkom mirovala , kar velja tudi zaradi izreka o kinetični energij i.
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Naloga 2:

Ker je na voljo ampermeter , lahko izm erimo tok skozi znani up or. Ta
je 10 = 0.062 A. Ta pod at ek in znana vrednost up ornika Ro = 100 n
omogočata izračunati napetost napeto stnega vira: Ug = Ro . 10 =
= 100 n .0.062 A = 6.2 V .
Pri vzporedni vezavi lahko izm erimo tok v veji z žarn ico. Tedaj je napetost
na žarn ici enaka nap et osti na up oru (6.2 V) . Z žarn ico zap oredn o vezani
ampermeter kaže Iv = 0.118 A, zato j e upor žarn ice v tem primeru H; =
=u,/Iv = 6.2 V/0 .118 A = 52 n. Druga možnost je, da merimo skupni
tok skozi vzporedno vezani upornik in žarnico, ta tok je I~ = 0.184 A.
Iz Ohmovega zakona in enačbe za nadomestni upor vzporedn o vezanega
upornika in žarn ice

U = RoR~ t'
9 Ro + R~ v

izračunamo nezn ani upor

R' _ UgRo
v - R olv - Ug

6.2 V · 100 n n
100 n · 0.184 A - 6.2 V = 51 .

V zaporedni vezavi pa velja: Ug = Rolz + R zlz . Izm erjeni tok je Iz
= 0.047 mA , zato

R , = Ug - Ro . Iz = Ug _ R o = 6.2 V -IDO n = 32 n.
Iz Iz 0.047 A

t:v

R'v

Ro

Slika 8. Vezalni načrt i pri m erj enju.

V vzporedni vezavi žarnica bolj sveti , kar pomeni, da ima višjo temp era­
turo, njen upor je večji kot pri zaporedni vezavi , ko je tempera tura žarnice
nižja (saj manj sveti) . Z naraščajočo tempera turo up or žarnice raste.

Mojca Čepič
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REŠITVE NALOG Z DRŽAVNEGA TEKMOVANJA
IZ SREDNJEŠOLSKE FIZIKE, 1. del - s str. 187

Opom ba uredništ va:
Zaradi pom anjkanja prost ora objavljamo v tej št evilk i le rešit ve za sk upini
C in D, reši t ve za sk upini A in B bom o objavili v naslednji šte vilki Preseka.

Skupina C

1. Da bo živo srebro teklo po cevi dolžine 1, mora biti komp onenta
m agn etne sile vzd olž cevi večj a ali kvečj emu enaka dinamičn i kom­
po nent i teže: mg sin Q' ::; l aB cos Q' , kjer j e Q' kot nagiba cevi proti
vodoravnici , 1 tok , ki teče prečno skozi živo srebro, in a prečna di­
menzija cevi. Upo r živega srebra v cevi j e R = (aj(a l) = (J I, masa
pa m = a2 lp. Nap etost , ki ustreza dovolj velikemu toku , j e od t u
U 2: a(pgtgQ'j B = 56 /-lV.

2. Vsota sil na telo , ki kroži po kro žnici polmera r s hitrostj o v, j e
po drugem Newtonovem zakonu e5l(41r€o r2

) ± eovB = m ov2 j r , kjer
prvi del predstavlja električno silo m ed jedrom in elektronom z maso
m in nab oj em - eo, drugi del pa magnetno silo zaradi gibanj a elek­
trona v magnetnem polju . Predznak ± j e posl edi ca pr ost e izbir e
sm eri m agnetnega polj a , ki lahko kaže navzgor ali navzd ol , če j e rav­
nin a kroženja vodoravna. Iz Bohrovega postulat a za vrtilno količino

rm v = hj21r dobimo za B = O tako imenovani Bohrov radij R =
€ h2

- _ 0_
2

= 5, 32 .10- 11 m. Za B =/= O dobimo kvad ratno enačbo za
1rmeo .

polmer krož enj a r. Enačba j e pregledn ejša, če jo zapišem o br ezdi­
menzij sko, z novo spremenlj ivko x == r j R:

±ax 2 + x - I = O; a == 2RBh€0 = 4, 28 . 10-4 .

m ea

Dva pr edznaka parametra a določata dve kvadratni enačbi, zato do­
bimo št ir i formalne reši tve

-1±v1±4a
x = ------:- - -

±2a

Ker je a ~ 1 lahko rešitve zapišemo pr ibli žno kot X1 ,2 = 1 ± a in
X 3 ,4 = ±(l-a )ja. Prvi dve rešitvi sta fizikalno sm iselni in nam das ta
r = R±.6.r ; .6.r = aR = 2,2 8.10- 14 m. Drugi dve rešitvi st a prib ližno
r = ±Rja = ±1 24 nm. Negativna rešitev ni smiselna, poz it ivna pa
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pr edstavlja kro ženje skoraj prostega elektrona v magnetnem polju
E . Slednja rešitev bi bila dosegljiva iz začetnega vezanega stanja
elektrona le z veliko večjim magnetnim poljem , ko bi parameter a
postal primerljiv z 1.

3. Plošča krogli ce privlači , zato je stabilna lega na neki razdalji z pod
ploščo , kjer se bosta izenačili električna sila na kroglico in teža kro­
glice. Električno polj e vzdolž osi luknje izračunamo tako, da na­
domestimo ploščo z luknjo z neskončno veliko ploščo brez luknje z
gostoto naboja (J = -15 J.lAsjm 2 in enakomerno nasprotno nabito
ploščo z radijem luknj e 1' . Električno polj e na osi luknje ima od nič

različno le komponento v smeri osi z: E, = (Jz . Dobimo
2E:o v z2+ 1'2

e(Jz .
mg = eE; = ln od tu z = -1 ,9 cm.

2E:oVz2 + 1'2

4. Protoni v magnetnem polju krožijo po krožnicah z različnimi polrneri
l' = mv j eE , kjer sta m in e mas a in naboj protona, v pa njegova
hitrost . Skr ajna radija, ki še vodita proton skozi režo, sta .Rl =
= a in R2 = a - d + d2j 2a ~ a - d, kjer je a = 20 cm velikost
stranice področja z magnetnim poljem in d = 1, O mm velikost reže.
Protona , ki letita po teh dveh skr ajnih tirih , se nat o odkloni ta še
v električnem polju v kondenzatorju, kjer se giblj eta po parab oli .
Če postavimo koordinatno izhodišče v spodnji rob reže, je odklon
prv ega pro tona YI = d + (eEjm)tU2, kjer je tI = ajVI čas preleta.
Tir drugega protona je Y2 = V2yt2 + (eEjm)tV2, kjer je i z = ajv2x
čas pr eleta drugega protona skozi kondenzator . Komponente hitrosti
drugega protona dobimo iz geometrije; V2x = v2(a - d)j R2 in V2y =
=- v2d(1 - dj(2a))j R 2.

Iščemo razliko YI - Y2 ~ d ( 2- 27:2) = 1, 5 mm.

Skupina D

1. Zdrs nastopi , ko sila , s katero je napeta palica, preseže lep enje. Tik
pr ed tem velja l' = I(T) + 6..1 , kjer je I(T) dolžina nevpete palice pri
t emperaturi T in 6..1 raztezek palice zaradi sile lepenja. Ker je zdrs
kratek , se temperatura vmes zan emarljivo malo spr emeni. Velja 6..1 =
= IFk1j (S E ). Palica im a v tem trenutku prožnostno energijo Wpr =
= k6..1 2 j 2, kjer je k = SEJI prožnostni koeficient pali ce. Ker lepenje
ne vzdrži, se palica skrči, nakopičena prožnostna energija pa se porabi
za pr emagovanje trenja in dodaten stisk palice Wpr = W~r + Atr·
Zdaj je palica skrčena za 6..I', tako da velja
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Rešitvi kvadratn e enačbe st a .!:lI' = -.!:l I in .!:lI' = .!:l1(1 - 2(3), kj er
je fJ == F ktl (k .!:l /) = ktl klo Prva rešitev ustr eza začetnemu stanj u
in nas ne zanima, druga pa ustreza skrčitv i pa lice zaradi zdrsa . Da
zopet zdr sne , se mora pali ca ohlaj at i čas t o, da velja R tood = .!:lI+

. 1 Ra S E
+.!:lI'=2.!:l1(1 - (3) . FrekvencapokovJeod tuv=to = (k k)

2F t > t

2. Zar adi ravi t aci·ske sile zvezdi krožita s kot no hitr ostjo w =
G(M + m)/ R3 , kjer je G gravitacijs ka konstanta in R razda­

lj a med zvezdam a . Svet lobni tok s posamezne zvezde, ki ga meri mo
na Zemlj i, je sorazm eren s celotnim izsevanim svet lobnim to kom z
zvezde. Zvezdi sevata kot črni t elesi, svetlobni to k prv e je L 1 =
= 47rrrO"Tt, druge pa L 2 = 47IT~ (J"Ti , kjer sta rl in 1'2 polmera zvezd
(rl < 1'2) , T1 in T2 pa nj uni temp eraturi. Naj bo manjša zvezda
označena z indeksom 1. Ko se zvezdi ne pr ekrivata, izmerimo m aksi­
malni svet lobn i tok, ki je sorazmeren z Lo = L 1 + L 2 . Ko m anj ša
zvezda po po lnoma zaide za večjo , izmerimo svetlobni tok, ki j e so­
razm eren z L m in 1 = L 2 . Ko je m anjša zvezda pred večj o , izmerimo
svet lob ni to k , ki je soraz meren z Lm in2 = L1 + L2( 1 - (1'1/1'2)2) , ker
manjša zvezd a pre kriva del večj e. Relativno zmanjšanje svet lobn ega
to ka je LmindLo = 0, 24 za prv i in Lmin2/ Lo = 0,9996 za drugi
mrk . Mr k traja od začetka navideznega prekri vanj a ob eh zvezd do
trenutka, ko se zvezdi ne prekri vata več , torej j e čas tr ajanja mrka
2(1'1 + r2)/(Rw ) = 13 h . Oba mrka t ra jata enako dolgo. Zahod male
zvezde za večjo t raj a 2r1/(Rw) = 0,5 h.

3. Pristanek uteži obravnavamo kot neprožni t rk. Na desko pril eti s hi­
t rostjo Vo = J2g(H - h). Ohranitev vrtiln e kol iči ne nam da kotno

hi Vo 12m1 k . i vrti tik oo nri. itrost Wo = -1 . 9 ' s at ero se sist em u t eži vrt i ti po pn-
ml +m2

stanku uteži 1. Če im a utež 2 dovolj majhno maso, bo utež 1 udarila
ob t la in tam obstala, medtem ko bo utež 2 odskoč i la do višin e

P ogoj , d a utež 1 udari ob t la, dobimo iz pogoj a , da ima pri t le h
hitrost večjo ali enako n i č , kar nam da m 2/m1 :s 3( J I + 3H/h - 1).
V nasprotnem primeru deska zaniha in v zrak od leti utež 1, ki pa se
zaradi neprožnega pristanka na desko ne dv igne do začetne višine H ,
temveč do višine

( )

2
12m1

H1 =h+(H -h) .
9m1 + m2

Jure Baj c
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REŠITVI IZBRANIH NALOG S
36. MATEMATIČNE OLIMPIADE

1. Očitno obstaja rešitev pri n = 4. Točke Al , . . . , A 4 naj bodo oglišča

enotskega kvadrat a in 1'1 = ...= 1'4 = i.
Dokažimo s protislovje m, da za n = 5 prob lem ni rešlji v. Ploščino

t rikotnika A iAjAk , 1 :s i < j < k:S 5, označimo s Pij k .

Št evila 1'1, . - . , 1'5 so vsa različna , saj iz npr. 1'4 =1'5 sledi P124 =P125

(torej A 4A5 II A lA2) ter P234 = P235 (tor ej A 4A 5 II A 2A 3) in bi bile
po tem točke A l, A 2 in A 3 kolinearne.

Nadalje opazimo, da pri konveks nem št irikotniku AiAjAkAI velja
1'i + r» = 1'j + 1'/ . (Slednje izpeljemo iz enakost i Pij k + Piki =
=Pij l + Pjk l.)

Ločimo sedaj tri primere:

(a) Konve ksna ogrinjača množice točk {A l , . . . , Ad je petkotnik.
Ker sta štirikotnika Al A 2A 3A4 in A l A 2A3A5 konveksna, sledi
1'1 + 1'3 = 1'2 + 1'4 in 1'1 + 1'3 = 1'2 + 1'5 . P rišli smo do protislovja,
saj je potem 1'4 = 1'5 .

(b ) Konveksna ogrinjača množice točk {Al" " , A 5} je št irikotnik,
recimo A lA2A 3A4- Predpostavimo lahko, da A 5 leži v triko­
tniku A l A 3A4. Potem je tudi A lA2A 3A5 konveksni štirikotnik
in pridemo do ena kega protislovja kot v prejšnj i točki .

(c) Konveksna ogrinjača množ ice točk {Al , . . . , Ad je t rikotnik, re­
cimo A lA2A3. Potem pa iz enakosti

P1 24 + P234 + P 3l4 = P125 + P235 + P3l 5

2.

izp eljem o 1'4 = 1'5 . To pa je protislovj e.

Ker torej naloga ni rešljiva pri n = 5, ni rešljiva niti pri nob enem
večjem n in je zato n = 4 edina rešit ev.

Preoblikujmo rekurzivno zvezo: 2x; - ( Xi - l + _ 2_) Xi + 1 = O. Sledi
X t -l

1
Xi = - Xi 12 - ali

1
Xi= --·

Xi -l

Z indukcijo dokažimo naslednj e: Za vsak i = 0, 1, 2, . . . j e Xi = 2kixgi
,

kjer je ki celo št evilo , Ik;j:S i, in a; = (_l) ki+i .
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Pri i = O t rditev oči tno dr ži (postavim o ko = O in 0"0 = 1). Naj
sedaj trditev velja pri ind eksu i - 1. Če j e Xi = ~Xi - 1 ' mora biti
k i = k i- 1 - 1 in a, = O"i- 1 . Pri X i = _ 1_ pa velj a k i = - k i- 1 in

Xt _l

O"i = -O"i-1 . V obeh primerih torej velja X i = 2k i xg' , Ikil :s i in
a; = (-l )k,+i .

Označimo k = k 1995 in o" = 0"1995 = ( _ 1) 1995+k. Po tem iz pogoja
naloge sledi Xo = 2kxg. Število k ni liho, saj bi bil tako o" = 1 in
enačb i 2k = 1 bi zato zadoščal le k = O.
Torej je k sod o število in je zato o" = -1. Sledi x6 = 2k . Ker je
Ikl :s 1995 in je k sodo štev ilo, j e k :s 1994. Sledi Xo < 2997

.

Nazadnje preverimo, da zaporedj e

{

2 997-i

X i = 2997 ',

zadošča pogojem naloge.

i=0 ,1 , . . . ,1994
i = 1995

Matjaž Željko

4. DRŽAVNO TEKMOVANJE OSNOVNOŠOLCEV
V ZNANJU MATEMATIKE

V soboto, 20.maja 1995, se je 203 sedmošolcev in 300 osmošolcev, ki so se
na občinskih tekmovanjih najbolje od rezali, zbr alo v Lju bljani , Marib oru ,
Celj u , Kopru , Novi Gori ci in Novem mestu na 4. državnem tekmovanju ,
ki j e bilo že enaint rideseto tekmovanj e slovenskih osnovnošolcev v znanj u
matematike, petindvajsetič pa je nosilo ime po našem slavnem matema­
t iku Juriju Vegi .

Zlato Vegovo priz nanj e je osvoj ilo 55 sedmošolcev in 93 osmošolc ev ,
prej eli pa so ga sedmošolci , ki so osvoj ili vsaj 13 od 25 možnih točk , in
osmošolci, ki so osvoji li najmanj 16 od 25 možnih točk .

Tekm ovalci so reševali naslednje nal oge:

7. razred

1. Poi š č i vsa cela števila x, za katera je t udi vredno st izraza 2x t 35 celo
število. Rešite v utem elji.

2. Petmestno št evilo 17436 je delj ivo z nekaterimi izm ed št evil 2, 3, 4,
5, 6, 7, 8 in 10. Za koliko najmanj moraš to št evilo

a) zmanjšati,
b) povečati ,

da boš dobil število, ki bo delj ivo z vsemi naštet imi števili?
c) Katero od dobljenih št evil se od danega petmestnega števila naj­

manj razlikuj e?
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3. Pokaži, da je razlika 817 - 279 - 913 večkratnik št evila 45.

4. Dana je kocka z rob om a. Če rob kocke povečamo za 20 %, se njena
prost orn ina poveča za 91 cm:' . Za koliko odstotkov se tedaj poveča

površina kocke?

5. Del mestnega trga, ki ima obliko kroga s premer om 18 m, bodo pre­
krili z asfaltom in granitnimi kockami. Na sredin i bo krog s premerom
2 m , prekri t z asfaltom, nato pa bodo izmenično sledili 2 m široki ko­
lobaj i, prekriti s kockami, in 2 m široki kolobarji , prekrit i z asfaltom.
Približno koliko granitnih kock bodo porabili , če meri ploščina kva­
drata na taki kocki 64 cm 2?

8 . razred

1. Neko naravno število smo pomnožili z 2, nato zmn ožek zmanjšali za
~ njegove vrednosti. Tr i četrt ine doblj enega št evil a smo kvadrirali,
odšte li 21 in nato izračunali kvadratni koren. Ko smo vrednos t kva­
dr atn ega koren a delili s 5 in koli čniku pri šteli 2, smo dobili število 4.
Izračunaj neznano število.

2. Tone se je odloči l, da bo sodeloval na matematičnem tekmovanju .
Njegova povp rečna ocena iz m atematike je 2,5. Če bo na tekm ovanju
usp ešen , bo za nagrado dobil petico in povprečna ocena se bo zvišala
na 3. I z računaj , koliko ocen je imel Tone zap isanih v redova lnici pre d
te kmovanjem.

3. Zapiši enačbo premi ce y = ~ . (m + 3)x - ~m za ti st o vrednost
spr em enljivke m , za katero ima izraz 4m 2+1

1
2m+1 o naj večjo vrednost .

Izračunaj razdalj o te premi ce od koordinatn ega izhodišča .

4. Razmerje zunanj ih kotov t rikotnika 6 ABC j e 9:16:20. Izračunaj

velikost kot a , ki ga oklepata simetrala največj ega notra njega kota in
višina z vrha istega kota na nasprotno st ranico .

5. Telesu T na skici, ki j e sestavljeno iz kock
z robom a , očrt aj št irist ra no pir amid o. V
kolikšnem razmerju sta prostornini te lesa T
in o čr t ane piramide? Za koliko odstotkov je
pr ostorn ina očr t ane piramide večj a od pro­
st orni ne te lesa T?

A leksander Pot očn ik
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10. DRŽAVNO TEKMOVANJE IZ ZNANJA
RAČUNALNIŠTVAZA OSNOVNOŠOLCEl

1. SKUPINA (učenci do 3. razreda )

D D D D
D D D D

1. n aloga (25 točk) :

Želvica naj nariše vazo, kak ršna j e na sliki. Ve­
likost vaze naj bo sp remenlj iva, in sicer tako , da
bo do lžina vratu vaze enaka 10 enotam , loki pa
četrtin i (zgornj i del vaze) oziroma po lovici kroga
(spodnj i del vaze) . Želvi ca naj risanj e vaze kon ča

tam, kj er ga j e začela . Primer klica : vaza 5 .

2. naloga (25 točk):

Zap iši program za risanje kolesa , kot ga vidiš na
sliki . Kolesu lahko ob kli cu spreminjamo velikost.
Želvica naj konča z risanjem tam, kjer j e začela .
Primer klica: kolo 10.

3. n aloga (25 točk) :

Želvica naj riše "hrib e" tako , da
bodo vsi "vrhovi" v vodoravni sme­
ri (glej sliko) . Kot na "vrhu" hriba
naj se ujema s kotom v "dolini".
Pri klicu dolo či tri po datke : št evilo
"vrhov" , kot med "bregovoma" in
dolžin o "brega" . Primera klica:
hribi 3 60 5 0 , hr i bi 4 120 30 .

4 . n aloga (25 točk) :

Naučimo želvi co tl akovati dvorišče s
ploščicami . Pri kli cu ukazov želvi ci
povemo velikost stranice plošči ce , št e­
vilo ploščic v vrsti in št evilo vrst s
ploščicami . Stranica notranjega kva­
drata naj bo enaka po lovici st ranice
plošči ce . Želvi ca naj z risanjem začne

in konča na ist em mestu . Primer kli­
ca : tlak 50 4 2 .

1 Op omba uredništva: Od poročevalca nismo dobili p odatka, v kat er ih programskih
j ezikih so r eševali naloge v p osameznih tekmovalnih skupinah .
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2. SKUPINA (učenci 4. razreda)

1. naloga (25 točk):

S pomočjo želvice nariši smreko. Ob klicu ukaza določi

višino debla do prve veje, ki se ujema z dolžino te veje.
Vsaka naslednja veja je za osmino kr aj ša od prejšnje.
Razmak med vejami je vedno enak. Na koncu risanja
naj bo položaj želvice t ak kot na začetku. Primer klica:
drevo 50 .

2. naloga (25 točk):

Želvica naj nariše pajka. Ob klicu po­
veš velikost pajka . Če uporabiš npr .
ukaz paj ek 1, bo želvica pri risanju
t rupa naredila 360 "korakov"; noge so
dolge 40 enot, trup pa je 3-krat širši
kot glava in 8-krat širši kot oči . Konč­

ni pol ožaj želvice naj bo tak , kot je bil
na začetku. Primer klica: paj ek 1.

3. naloga (25 točk):

Iz krogov, lokov in ravnih č rt naj želvica nanse
"nasmej ano" son ce. Usta naj bodo po velikosti
enaka pol ovici glave (glej sliko) . Uporabi spre­
menlji vko, ki določa velikost slike. Primer klica:
glava 1.

4. naloga (25 točk): f-
Računalnik naj nariše v vrsti
tr i enaka drevesa (glej sliko) .f-f­
Sam naj določi, kje bo začel

risati pr vo drevo, nob eno dre-
vo pa ne sm e segati čez rob
zaslona. Razmak med spodnj ima vejama sosednjih dreves naj bo enak
širini debl a . Vsak a glavn a veja drevesa ima stransk o, ki je post avljena na
sredino glavne veje. Veje so razporejen e enakomerno v kotu 180 st opinj .
Računalnik naj naključno določi velikost dreves oz. delov:

- deblo je dolgo od 20 do 80 enot in široko od 3 do 13 enot ,
- dolžin a glav nih vej je enaka višini debla,
- dolžina stranskih vej je ena ka dvema širinama debl a,
- šte vilo vej je od 3 do 6,
- koti med glavnimi in stranskimi vejami so od 30 do 70 st opinj .

Želvica naj konča risanj e dreves tam, kjer ga je začela . Primer klica :
drevesa.
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3. SKUPINA (učenci 5. r azreda)

1. naloga (25 točk) :

Napiši program , ki na zas lon računalnika izpiše vse delit elje danega na­
ravnega števila. Št evilo vnesemo preko t ipkovnice.

2. naloga (25 točk):

Preko t ipkovnice vnašamo naravna števila eno za drug im . Posamezna
št evila po velikosti ne presegaj o 3000 0. Napiši progr am , ki bo pri kazo­
val šte vila v t reh stolpcih , in sicer v srednj em stolpcu bodo vsa vnešena
št evila , v levem st olpcu vsa lih a in v desnem vsa sod a št evi la . Izvaj anj e
programa naj se konča , ko s števili zapolnimo zaslon , ali pa če vt ipkamo
število O. Zaslon naj ima 24 vrst ic . P rim er izgleda zas lona:

Liha š t evila:
17

35
91

1

Vs a števil a:
46

82
17

4
35
91

1

66

O

Soda števil a:
46

82
4

66

3. naloga (25 točk):

Napi ši pr ogram, ki na sredino zaslon a nari še trikotnik iz zvezdic . Število
vrs ti c t rikot nika pr eberem o pr eko t ipkovni ce. Trikot nik velikosti 2 im a
dve vrs ti ci, v pr vi j e ena, v drugi pa tri zvezdice. Trikotnik velikosti 3 ima
v t retj i vrstici 5 zvezdi c. Trikotnik velikosti 4 ima to rej v četrt i vrs ti ci 7
zvezdi c itd. Zaslon im a 25 vrstic.

4. naloga (25 točk) :

Napiši program , s kat er im boš i zračunal povprečno težo svoj ih sošoIcev.
Preko tipkovnice boš vnašal pod atke o teži na 10 dag natančno , dokler ne
boš na nek način (izberi sam) poveda l, da si vnesel vse podatk e. P rogram
naj izpi še št evilo sošolcev, nj ihovo skup no težo in nj ihovo povprečno težo
v kilogramih (n a 10 dag natančno).
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4 . SKUPINA (učenci 6 . r azreda)

1. n aloga (25 točk):

Glej 2. nalogo 3. skupine .

2. n aloga (25 točk) :

Napiši program, ki med naravnimi števili od 1 do 1000 poišče tisto , ki ima
največ delitelj ev.

3. naloga (25 točk):

Glej 3. nalogo 3. skupine.

4 . n aloga (25 točk) :

Glej 4. nalogo 3. skupine.

5 . SKUPINA ( učenci 7. r azr eda)

1. n aloga (30 točk) :

Dežurni meteorolog je prejel podatke o temperaturi zračnih plasti v da­
toteki TEMP. DAT v nas lednji obliki:

VISI NA, TEMPERATURA,

Višin a značilne temperaturne plasti (v metrih) in temp eratura (v st opi­
njah Celzija) sta izmerjeni z natančnostjo ene deset inke.
Datot eka običaj no vsebuje 20 do 50 vrstic takih podatkov , ki so urejeni
po naraščaj oči višini .
Pripravi meteorologu progr am, s kat erim bo izvedel, kolikšna je temp e­
ratura na poljubni višini in kolikšna je spr em emb a temp erature za vsak
meter višine .

2 . naloga (20 točk):

Glej 2. nalogo 4. skup ine .

3. naloga (25 točk):

V besedilu dolgem do 255 znakov bi radi zamenjali del besedil a (ki se
lahko večkrat ponavlja) z drugim besedilom . Dolžina novega niza je lahk o
razl ična od tis tega , ki ga bomo nadomest ili. Napiši pro gram, ki na zaslon
izpiše popravljeno besedilo. Pozor : Pri zam enjavi je lahko novo besedilo
dalj še od 255 znakov!
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4. n aloga (25 točk ):

Napiši program, s katerim na zas lon najprej narišeš ok vir preko celotne
zgornje leve četrt ine zaslona , pot em pa program ta okvir in sliko znotraj
njega razt egne čez celotni zas lon . Pomagaj si z naslednjimi ukazi:

• RECTANGLE ( Xi, Yi , X2, Y2 ) , ki nari še okvir z diagon alo med Xi ,
Yi in X2 , Y2 ;

• GETPIXEL ( X, Y: int eg er ): wor d , ki vrne številko barv e na točk i

X, Y;

• PUTPIXEL (X, Y: i n t eger ; COLOR: wor d) , ki nari še piko določene

barve na X, Y.

6 . SKUPINA (učenci 8. r a zreda )

1. n aloga (20 točk) :

Glej 2. nalogo 4. skupine.

2. naloga (25 točk):

Glej 4. nalogo 5. skupine.

3. n aloga (25 točk) :

Napiši program, ki bo z zvezdicam i narisal diagonali zas lona . Položaj
zvezdic mora izračunati računalnik. Zaslon naj vsebuj e 79 stolpcev in 25
vrsti c.

4. naloga (30 točk) :

Na piši program, s ka terim izračunaš naraščanje št evila zajcev v lovskem
revirj u (za vsako leto posebej za prvih 10 let po naselit vi). Preko t ip­
kovni ce vnesem o podatek , koliko par ov enolet nih zaj cev smo naseli li v
revirju , program pa naj izračuna šte vilo novo roj enih in poginulih zajcev
te r skupno št evilo zaj cev.
Samica zajcev, ki j e star a eno leto ali dve , ima vsako let o v povprečj u

m ed 3 in 6 mladičev (slučajni izb or) , od tega je po lovico (ali ena manj )
samičk . Lisice, lovci, bolezni in huda zima iztrebijo vsako leto od 60 do
80% vseh zaj cev , ne glede na st arost.

Naloge so pr ip ravili : N. Gru bar , J . Pečovnik, S. Bižal in dr . J . Ur­
banči č.

Ivan Gerlič
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39. MATEMATIČNO TEKMOVANJE
SREDNJEŠOLCEV SLOVENIJE

Poročilo o 39. matematičnem tekmovanju srednješo lcev Slovenije je bilo
objavljeno v prvi številki Preseka letošnjega letnika , kjer najdem o imena
najuspešnejših tekmovalcev . V tej šte vilki obj avljam o še naloge, s katerimi
so se na Gimnaziji Kranj, ki je bila 22. in 23. aprila 1995 gost itelj ica tek­
movanj a , spopadli najboljši mladi matematiki - srednj ešolci . Poskusite,
ali bi se tudi vam posreči lo rešiti naloge v predvidenem času 210 minut ,
ne da bi pri tem uporabljali kakršnekoli pripomočke. Vzemite svinčnik in
papir te r poskusite. Morda boste tako pregnali t remo pred tekm ovalnimi
nalogami .

Prvi letnik

1. Naj bodo a , b, c in d cela št evila. Pokaži, da je produkt

(a - b)(a - c)(a - d)(b - c)(b - d)(c - d)

deljiv z 12.

2. Za pozitivna realna šte vila a , b in c velja a ~ b ~ c. Pokaži , da velja

3. Brat a sta prodala krd elo ovac . Za vsako ovco st a dobila to liko zlatni­
kov , kolikor ovc je bilo v krd elu . Zaslužek sta si razdelila na naslednji
način: najprej je vzel starejš i br at 10 zla tnikov, potem mlaj ši 10, pa
spe t starejši 10 . . . Na koncu , ko je bil na vrsti mlajš i br at , j e ostalo
manj kot 10 zlatnikov. Vzel je torej ostanek in še pip ec starejšega
brata, pa je bil zaslužek pošt eno razdeljen . Koliko je vreden pip ec?

4. Dan je konveksni štirikot nik ABCD. Dokaži , da sta simetr ali kotov
DAB in BCD vzporedni nat anko tedaj , ko je 4.ABC = 4.CDA.

Drugi letnik

1. Za praštevila a , b, c in dvelja b - a = c - b = J d - a - b - c ::; a .
Izračunaj produkt abcd.
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2. Naj abe pomeni trimestno št evilo , ki im a št evko a na mestu stotic, b
na mestu desetic in e na mestu enic. Funkcija f vsakemu t rim estnemu
št evilu x yz priredi vrednost x + y + z + x y + xz + yz + xyz , to rej
f (x yz ) = x + y + z + x y + xz + yz + x yz . Poišči vsa trimestna št evila
n, za katere j e f(n) = n .

3. Naj bost a M in N t aki točki na st ranicah AB in B C kvadrata
ABCD , da velja 4.M D N = ~ . Presečišči diagonale AC z dalj icama
M D in N D označimo s P in Q, točka R pa naj označuje razp olovišče

dalj ice M N . Dokaži , da j e IPRI= IRQI·

4. V vsakem polju tabele n x n , kjer j e n liho šte vilo, je vpi san o eno od
št evil 1 oziroma - 1. Pod vsak stolpec zapišem o produkt eleme ntov
tega st olpca, desn o od vsake vrs ti ce pa pr odukt eleme ntov te vrst ice .
Pokaži , da vsota vseh produktov ne more biti enaka o.

Tretji letnik

1. Pokaž i , da ne mor e veljati

p(a) = b, p(b) = e lil p(e) = a,

če so a , b in e med seboj r azlična cela št ev ila in p polin om s celimi
koeficienti.

2. Dana je funkcija f , ki vsakemu naravnemu številu priredi neko vre­
dn ost . Vemo, da je f(1) = 1995 in da za vsak n > 1 velja

f(1 ) + f(2) + ...+ f (n) = n 2 f (n) .

Koliko j e f (1995)?

3. Naj bo Frazpolovišče stranice CD pr avokotnika ABCD. Na st ranici
B C izberemo tako točko E, da j e AF simetrala kot a EAD. Dokaži,
da sta daljici AF in E F pravokotn i, če velj a I~ ~[ = V2.

4. Pravokotnika st a si podobna, če im ata stranice v ist em razm erju.
Pokaži , da se da vsa k pr avokotnik razr eza t i na n sebi pod obn ih pra­
vokotnikov za vsa nar avna št evila n , ki niso manjš a od 9.
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Četrti letnik

c

F

B

H~ G

I
I
I
I
I

D .. --- - - - - - --
/

/
/

/
I

/

A

E .-_---L- ..,

4.AXF = 4.FXH = 4.HXA = ~

1. Pokaži, da nob eno aritmetično zap oredj e ne more imeti tr eh členov,

ki bi bili kubični koreni tre h različnih praštevil.
2. Danj e polinomp(x) =x4 +X3 +x2 +x + 1. Poišči ostanek pri deljenj u

polin ama p(x5 ) spolinomom p(x ).
3. Funkcija f: JR -+ JR zadošč a pogoju

4f(J(x )) = 2f(x)+ x za vsak realen
x. Dokaži , da je f( x ) = O natanko
tedaj , ko je x = O.

4. Naj bo X točka na ploskv i A BCD
kvadra ABCDEFGH. Izračunaj

4.AXE , č e j e

Darjo Fe/da
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NESKONČNOST

Kaj j e neskončno?

Neskončen je čas,

neskončna j e cesta,

ki nim a kon ca .. .

Neskončna j e

svet loba son ca

in vesolj e,

glob oko m orj e

in obzorje,

kjer se tisoč bar v

zliva v neskončni vzorec. . .

Saj se tudi neb o

nikj er ne konča ,

v nar avi pravzaprav

nič nima kon ca!

Prav si imel Escher ,

neskončnost je čudna ,

tako nen avadna ,

da misel j e t ru dna,

ko veš,

da nekaj prepros to nima kon ca . ..

David Bedrač

(dijak ptuj ske gimnazij e)

Slika surrealis tičnega sli ka rja
Sa lvador a Dalij a (k članku n a
strani 21 6) .




