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Za dober zacetek 1

CAKANJE NA AVTOBUS - NAGRADNA NALOGA

Klemen in Tilen sta Ze deveto leto soSolca. Potem ko sta osem let hodila
v Solo v sosednji ulici, se morata po novem vsak dan voziti z avtobusom
nabirat srednjedolsko uéenost na nasprotni konec mesta. Vsako jutro se
kake pol ure pred zacetkom pouka dobita na bliznji avtobusni postaji in
se nato z eno od obeh linij, ki vozita v Zeljeno smer, odpeljeta v Solo.

Z avtobusi in profesorji pa je kriz. Medtem ko prvih, ko si najbolj
pozen, od nikoder ni, pri drugih zamuda avtobusa ni utemeljen razlog za
zamudo pri pouku.

Ko sta se tako nasa prijatelja neko jutro spet zaman ozirala po cesti
za avtobusom, se jima je porodilo vprasanje, koliko je pravzaprav na njuni
domadéi postaji povpreéna ¢akalna doba na avtobus. Na postajni tabli je
pisalo, da vozijo avtobusi prve proge vsakih Sest minut, avtobusi druge
proge pa na osem minut. i

Klemen je pohitel z raéunom: “Ce bi vozili le avtobusi prve proge,
bi bila povpreéna ¢akalna doba enaka % -6 minut = 3 minute, e bi
vozili le avtobusi druge proge pa % -8 minut = 4 minute. Ker pa se
lahko odpeljeva z eno ali drugo linijo, je povpreéna ¢akalna doba enaka
1.(3+44) minute = 3% minute.”

Tilen je ugovarjal: “Ne, to ne bo prav. Drugae morava racunati.
Najmanjsi skupni veckratnik stevil 6 in 8 je 24. Vsakih 24 minut pripelje-
jo mimo Stirje avtobusi prve proge in trije avtobusi druge proge. Skupaj
pripelje torej mimo v 24 minutah sedem avtobusov, kar pomeni, da mine
med dvema zaporednima prihodoma avtobusov v povprecju %-24 minut =
= 3% minute. Povpreéna éakalna doba je enaka polovici tega ¢asa, torej
% -3% minute = 1% minute,”

Kateri od obeh prijateljev ima prav? Utemeljene odgovore posljite
najkasneje do 15. oktobra na Urednistvo Preseka, Ljubljana, Jadran-
ska 19, p.p. 64. Na dva izirebana resevalca s pravilnima odgovoroma
cakata zanimivi knjigi.

Marija Vencelj




2 Matematika

NA OBISKU PRI BARBARI

V nedeljo smo bili na druzinskem obisku pri prijateljih. Prav gotovo
vas zanima, kaj smo dobrega pojedli in popili, pa vas bom razocaral.
PetoSolka Barbara in njen oée sta mi pokazala zanimivo matemati¢no
nalogo. Pravzaprav je nalogo iz Sole prinesla Barbarina sestra Alenka, ki
je ze gimnazijka, ampak Barbara se kljub temu ves ¢as ni ganila od mize.
Takole je pisalo:

15732(g) = z[) -

Drugaée povedano: Stevilo, dano v osmiskem stevilskem sistemu, zapisi v
Sestiskem stevilskem sistemu. Seveda smo nalogo znali resiti, zanimalo pa
nas je, ¢e je res potrebno osmisko stevilko pretvoriti najprej v desetisko
in to potem v Sestisko, ali pa gre morda hitreje.

Odgovor je seveda pritrdilen, saj vemo, da desetiski stevilski sistemn ni
ni¢ bolj ‘naraven’ od ostalih. Res je, da imamo deset prstov na rokah. Prav
toliko so jih imeli tudi Babilonci, pa so vseeno uporabljali Sestdesetiski
sistem. Osnova 60 se je do danes ohranila pri merjenju ¢asa, povsod
drugje je prevladal desetiski stevilski sistem. (O zgodovini matematike,
tudi o zacetkih Stevilskih sistemov, si lahko preberete veé¢ v knjigi Ma-
tematika skozi kulture in epohe Vladimirja Devideja iz knjiznice Sigma.)
Poleg dandanes prevladujocega desetiskega sistema v racunalnistvu veliko
uporabljajo tudi dvojiski (ali binarni) in njegova ‘bratranca’, osmiski in
sestnajstiski stevilski sistem.

Torej smo se lotili dela. Osmiska stevilka apar_ ...aza,ay je zapis
stevila

ar8* 4+ ap_ 18514+ @28 + a18 + ag.
Torej je treba Stevila, ki nastopajo v gornjem izrazu, najprej zapisati v
Sestiskem zapisu, potem pa jih zmnoziti in sesteti (pozor!) ‘po Sestisko’.
To pomeni, da je treba racunati v SestiSkem Stevilskem sistemu.
Poskusimo z gornjo nalogo.
Najprej si pripravimo zapise potenc osnove 8:
8 = 12
8% = 64[y) = 144g)
8% = 51219 = 2212
8% = 409610) = 30544(g)
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Zdaj pa zapisimo v SestiSkem zapisu Se stevke ag, ay,...,a4: ag =
= 28 = 26}, a1 = 3(g) = e}, @2 = Tg) = llg}, a3 = Sy5) = Hyg), a4 =
= l[g] = lg) in jih po Sestisko pomnozimo z ustreznimi potencami osnove
8.

a0 = 2g)
a8 = 3(6)12[6) = 40[4)
To gre po Sestisko takole: 3 krat 2 je 6(10) = 10, zapisemo 0, 1 dalje;
3 krat 1 je 3 in 1 je 4 (tako v desetiskem kot Sestiskem sistemu).

as8% = 11(6)144(6) = 2024(¢)
a38> = 5(5)2212(5) = 15504q)
a48* = 1(5)30544(5) = 30544()

Po 3estisko sestejmo!
2{6] + 40[5] —+ '2[]'24[5] + 15504[5] + 30544[6] = 53002[5]

Za kontrolo lahko naredimo racun po starem: ZapiSemo 15732(g =
= T130[10) in delimo: 7130 : 6 = 1188 z ostankom 2, 1188 : 6 = 198
z ostankom 0, 198 : 6 = 33 z ostankom 0, 33 : 6 = 5 z ostankom 3.
Lahko reéemo e 5 : 6 = 0 z ostankom 5, zberemo ostanke in sklenemo:
7130 = 53002(6).

Osnovi 8 in 6 nista ni¢ posebnega. Prav tak postopek kot prej lahko
naredimo za poljuben par stevilskih sistemov, recimo z osnovama p in
q. Naloga je sedaj splosnejsa: Dano imamo Stevilo, zapisano v p-iskem
stevilskem sistemu s stevkami ag ...ayaq, zelimo ga zapisati v ¢-i8kem
stevilskem sistemu. Naredili bomo takole:

Zapisemo p°, p', p?, ..., p* v g-iskem sistemu.

Zapisemo ag,...,ay,ag, v ¢g-iskem sistemu.

Zmnozimo ayp, asp?, ..., arp* v g-iskem sistemu.
Sestejemo ag + ayp + asp® + - - - + axp* v g-iskem sistemu.

BN

Za konec e dve opombi.

Ce kak par osnov uporabljamo veékrat, je bolje zapise potenc prera-
¢unati vnaprej in jih hraniti v tabeli. Potem delo pri totki 1 naredimo
samo prvic.

Za nekatere pare osnov p in q je ratun Se precej preprostejsi., Vzemimo
na primer p = 4, ¢ = 2. Vsaka stevka v §tiriskem zapisu da dve Stevki v
dvojiskem zapisu.



4 Matematika — Naloge

Primer: 312034 = 11 01 10 00 11[1

Ce pa vzamemo p = 2 in ¢ = 4, po dve stevki dvojiskega zapisa
doloéita Stevko v stiriskem zapisu.

Primer: 111011001f5 = _1 = 13121y

11 01 10 01
R e a0
Verjetno ste Ze uganili, da tako preprosta zveza velja, kadar je p
potenca ¢ ali ko je q potenca p. Za bistre glave, ki jih »—iski stevilski
sistemi Se niso povsem utrudili, pa Se naloga: Poiscite bliznjico za prepis
iz p-iskega stevilskega sistema v g—-i8ki Stevilski sistem, ¢e sta pin ¢ potenci
z isto osnovo, na primer p =7 in ¢ = 17 !

Janez Zerovnik

PRI NASTAJANJU PRESEKA POMAGAJO S
PROGRAMSKO OPREMO PODJETJA:
MARAND, MARMIS IN SKUPINA ATLANTIS

DELJIVOST

Pokazi, da je stevilo, ki ima v desetiskem zapisu stevilko
10 10 10 ... 10 1,
—_—
26—krat

deljivo s 27, stevilo s stevilko

1010 10 ... 10 1
—_—
80—krat
pa deljivo z 81.

Marija Vencelj



Fizika 5

PRVI PARNI STROJI

Proti koncu 17. stoletja se je v Angliji pojavila potreba po strojih z
veéjo moéjo od tistih, ki so jih poganjali ljudje, konji ali mlinska kolesa.
Predvsem so jih potrebovali za érpanje vode iz vse globljili rudnikov. Ta
praktiéna potreba je pripeljala do novih spoznanj. Pravijo, da dolguje
fizika parnemu stroju veé kot parni stroj fiziki.

Zgodbo zaénimo s Christianom Huygensom, ki so ga v Parizu pov-
prasali, ali bi bilo mogoée s strojem érpati vodo v vodovod za versajske
vodomete. Leta 1673 je namreé razmisljal o stroju na smodnik, a je za-
misel opustil kot prenevarno. Vprasanje je postavil mlajSemu sodelaveu
Denisu Papinu, ki je bil spreten eksperimentator. Njegov dobri glas je se-
gel do Roberta Boyla, ki ga je leta 1675 povabil kot pomoénika v London,
preden je lahko odgovoril na Huygensovo vprasanje. V Londonu je Papin
leta 1679 izumil tlagni lonec, v katerem je bilo mogoce kuhati v vodi pri
vigjem tlaku pri temperaturi nad 100°C.

Tedaj so ze vedeli, da kapljevina izpareva pri temperaturi, to je pri
vreli3éu, ki je zanjo znacilna, in da je vrelisée odvisno od tlaka. Papin je
zares ugotovil, da vre voda v loncu pri vi§jem tlaku pri vigji temperaturi,
in priblizno dolocil odvisnost vreliséa vode od tlaka. Lonec je imel tudi
varnostno zaklopko, ki je preprecevala, da bi tlak v njem preveé narastel.
Pri vigji temperaturi so se jedi skuhale hitreje in so se zivila bolj zmehcala.
Zaradi tega odkritja je bil Papin izvoljen v Kraljevo druzbo, anglesko
akademijo znanosti. Ob tej priliki je ¢lanom druzbe postregel s kosilom,
ki ga je skuhal v svojem loncu.

Leta 1690, ko je delal v Marburgu, je Papin v ¢lanku Nov naéin,
kako dobiti znatne gonilne sile po nizki cent opisal “prvi stroj, ki lahko s
silo ognja dviga vodo”. Pri tem se je oprl na Huygensovo zamisel in na
poskuse magdeburskega Zupana Otta von Guerickeja. Temu je zraéni tlak
dvignil bat z bremenom, ko je iz valja nad batom z zraéno razredéevalko
izérpal vedji del zraka. Izkusnje s tlaénim loncem so Papina napeljale na
misel, da je mogoce silo pare uporabiti za opravljanje dela.

V stroju je Papin s paro dosegel znizani tlak. V valj z batom je
uvedel paro pri tlaku, ki ni bil znatno visji od zragnega tlaka. Potem je
zunanjost valja oblil s hladno vodo, da se je para v valju utekoéinila. V
valju je nastal znizani tlak in razlika zracnega tlaka na zunanjo stran bata
in znizanega tlaka v notranjosti je dvignila bat (slika 1). Osem let pozneje
je izdelal Se parni stroj na zvisan tlak, ki pa ni vplival na nadaljnji razvoj.
Mislil ga je vgraditi v ladjico, toda nezauplivi €olnarji so jo uniéili.
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Slika 1. Risba Papinove érpalke na zniZani tlak iz
Elanka v reviji Acta eruditorum leta 1690. V valju
A se je gibal bat B, ki je bil povezan z drogom M.
Valj je bil obeden v D in po cevi E je dotekala vanj
para pod tlakom, ki je bil malo visji od zracnega.
Para se je utekocinila, ko so valj oblili s hladno
vodo, in zmanjsani tlak nad batom je posrkal bat
navzgor.

Na angleske potrebe po crpalkah se
je odzval Thomas Savery. Kot izumitel]
je bil ¢élan Kraljeve druzbe in je njenim
¢lanom leta 1699 predvajal érpalko, ki jo
je patentiral leto poprej. Za razliko od
Papinove ni imela bata. Najprej je para
pod visokim tlakom stisnila vodo iz po-
sode skozi navpiéno cev navzgor (slika 2).
Nato so posodo ohladili, da se je para v njej
utekocinila in je nastali znizani tlak posrkal
vodo po navpiéni cevi iz spodnjega rezer-
voarja. Zaklopke, ki so urejale tok pare in
vode, so vkljuéevali rocno. Savery je za-
gotavljal, da bodo njegove érpalke poceni
¢rpale vodo iz rudnikov in da se bo anglesko rudarstvo moéno razmahnilo.
Glede tega se je motil. Crpalk v rudnikih niso mogli uporabljati. Potre-
bovali bi namre¢ paro pri tlaku veé¢ barov, ¢esar pa v tistem casu Se niso
obvladali. Uporabljali so jih le za ¢rpanje vode v stavbe in v rezervoarje
za vodomete pri visinski razliki manj kot deset metrov. Za ta primer je
namreé zadostovala para pod tlakom, le malo vegjim od zraénega tlaka.
Vseeno je Saveryjeva érpalka poganjala prve vrtee se stroje okoli leta
1750: vodo so érpali v rezervoar v vigini kakih 5 metrov in z njo poga-
njali mlinska kolesa. Saveryjeve ¢rpalke kljub izdatni uporabi ni veliko
prispevala k razvoju parnega stroja.

Pomembnejsi korak je naredil Thomas Newcomen. O njegovi izo-
brazbi je mogoée le ugibati, a zdi se, da sta si on in njegov pomoénik
John Cawley vsaj z izkusnjami pridobila veliko spretnost. Celo poroéilom
njunih sodobnikov ni mogoée zaupati, saj najdemo med njimi tudi never-
jetne zgodbe. Tako naj bi na primer samodejne zaklopke iznasel fant, ki bi
moral roéno uravnavati zaklopke pri érpalki, pa je v tem €asu raje odhajal
lovit ribe. Prva Newcomnova érpalka, ki so jo postavili leta 1712 v oko-
lici Birminghamna, je dobila dokonéno obliko 5 let pozneje. Naslednjih
petdeset let so jo izpopolnjevali, ne da bi spremenili zasnovo.
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Iuilss Transacts Fzzy

Slika 2. Risba Saveryjeve érpalke iz knjizice Rudarjev prijately iz leta 1702. Iz parnega
kotla B nad kuriséem A je pritekla para pod dokaj visokim tlakom v valja D in je vodo
iz njiju skozi notranji zaklopki in zgornji navpiéni cevi G iztisnila na prosto (ob zaprtih
zunanjih zaklopkah E). Nato so oblili valja s hladno vodo, da se je para uteko€inila.
Znizani tlak je skozi zunanji zaklopki E in spodnji navpiéni cevi posrkal vodo navzgor
po cevi H v valja (ob zaprtih notranjih zaklopkah E).
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Newcomnova érpalka je tako kot Papinova imela v valju bat. Zanjo
je bil poleg samodejno delujoéih zaklopk znaéilen delovni vzvod v obliki
jarma. Na eni strani je bil nanj z verigo pritrjen bat, na drugi pa tezki
drog érpalke. V valj so skozi zaklopko uvedli paro pri tlaku, ki je bil malo
vi§ji od zraénega tlaka, iz parnega kotla pod valjem. Ob tem se je zaradi
svoje teze drog spustil in to je dvignilo bat. Nato so v valj skozi drugo
zaklopko vbrizgali hladilno vodo (slika 3). Tlak pod batom se je znizal
na kako polovico zraénega tlaka in zraéni tlak na zgornji del bata je bat
pognal navzdol in dvignil drog skupaj z vodo. Tako je naprava posnemala
delovanje érpalk z vzvodom, s kakrsnimi pogosto dvigajo vodo iz vodnja-
kov. Take érpalke vidimo Se danes v filmih z naftnih polj jugozahodnega
dela ZDA, le da je v njih elektromotor nadomestil parni stroj. Newco-
mnov parni kotel je bil iz bakra kot kotli v pivovarnah. Tlak v njem ni bil
znatno vi§ji od zraénega tlaka, saj je imel prvi kotel varnostno zaklopko
naravnano na tlaéno razliko dobre desetine bara.

Na zaéetku so menda tudi Newcomnovo érpalko hladili s tem, da so
val] z zunanje strani oblivali s hladilno vodo kot pri Papinovi. Nekot je
po nesreci voda vdrla v valj in tako hitro utekoéinila paro, da je vrglo bat
iz valja. To naj bi bil razlog, da so v prihodnje vbrizgavali hladno vodo v
valj in s tem dosegli, da je ¢rpalka delovala hitreje in zmogla veé kot deset
gibov na minuto. Papinova érpalka, pri kateri so valj oblivali z vodo,
Jje bila znatno pocasnejda; zmogla je 3 do 4 gibe na minuto. Valj prve
Newcomnove ¢rpalke je imel premer pol metra in pri 14 gibih na minuto
Je ¢érpalka delala z mo¢jo vet kot 4 kW. Pozneje so érpalke te vrste dosegle
skoraj dvajsetkrat veéjo moc.

Newcomnova érpalka je zadovoljila potrebe tedanjega ¢asa in je imela
pomembno vlogo. Zato v njej ne kaze videti samo nakljuéne prehodne
razvojne stopnje. Na drugi strani pa je res, da Newcomen kljub svoji
spretnosti ni nasel nekaterih boljsih resitev, o katerih bi se lahko poudéil v
starejsih knjigah.

Izuceni mehanik James Watt je bil drugacnega kova. Prvié je prisel v
stik z Newcommnovo érpalko leta 1763, ko so mu prinesli v popravilo model
za poucevanje. Po dveh letih razmisljanja je uvidel, kako bi bilo mogoce
izkoristek érpalke in njeno moé izdatno povecati.

Pare ni veé utekoéinjal v valju, saj je trajalo precej ¢asa, preden je
nato para ohlajeni valj zopet segrela. Paro je odvedel in utekoéinil v
loéenem kondenzatorju in s tem Se pospesil gibanje. Poleg tega je izko-
ristil dvejno delovanje; najprej je uvedel paro nad bat, da ga je stisnila
navzdol, nato pa pod njega, da ga je dvignila. Z ekscentrom, drogom in
vztrajnikom je gibanje sem in tja spremenil v vrtenje. Nazadnje je valj e
postavil v vodoravno lego,
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Uporabil je tudi centrifugalni regulator, ki so ga dotlej poznali v
mlinih, za povraine vez. Naprava, ki so jo sestavljali dve utezi v obliki
kroglic, vijaéna vzmet in vzvodi, se je vrtela z enakim Stevilom vrtljajev
na minuto kot stroj. Vzmet se je stiskala tem bolj, ¢im hitreje se je vrtela
naprava, in z vzvodom tem bolj zapirala zaklopko za dovajanje pare. V
valj je priteklo tedaj manj pare in stroju se je nekoliko zmanjsalo stevilo
vrtljajev na minuto. Tako so dosegli, da se stevilo vrtljajev na minuto ni
znatno oddaljilo od naravnane vrednosti.

N 2 %%Z’/é
2 7 ] . A/ 7 ‘

Slika 3. Poenostavljena risha Newcomnove érpalke: K kotel, Z vstopna zaklopka, V
valj, B bat, VE veriga, D delovni vzvod, DR drog, VV vbrizgavanje hladilne vode, C
érpalka za hladilno vodo.

AT
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Slika 4. Poenostavljena risba Wattove érpalke: K kotel, V valj, B bat, KO kondenzator,
C érpalka za zrak.

James Watt je svoje iznajdbe patentiral leta 1769, a Sele leta 1775
je zgradil prvi stroj. Tedaj je parni stroj zacel svojo pot, na kateri je
omogocil razvo] industrije v Angliji. Dandanes pa ga ve¢ ne uporabljajo,
popolnoma ga je izpodrinila parna turbina.

Sadi Carnot je opazoval ta razvoj in obZaloval, da Francija v gradnji
parnih strojev zaostaja za Anglijo. Namenil se je storiti kaj proti zaosta-
janju. Na sploéno je raziskal znaéilnosti parnega stroja. Podrobnosti ga
niso zanimale, osredotoéil se je na tok toplote. Ugotovil je, da stroj poleg
“visoke temperature potrebuje tudi nizko”. Stroj je primerjal z mlinskim
kolesom. Ce pade na lopatice voda z maso m za visinsko razliko z5 — 21,
stroj v najugodnejSem primeru odda delo, ki je sorazmerno z maso vode
in visinsko razliko:

Aodd x m(zz — z1).
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Slika 5. Zivljenski ¢as moz, ki so zasluini za razvoj parnega stroja. Denis Papin iz
Coudraisa blizu Bloisa v Franciji je konéal studij medicine. Najprej je kot fizik delal v
Parizu in nato v Londonu. Kot protestant se ni vrnil v Francijo, ampak je nekaj éasa
prezivel v Italiji in se nato preselil v Neméijo. Umrl je v reviéini v Londonu. Thomas
Savery iz Shilstona je izumil veé naprav. Umrl je v Londonu. Thomas Newcomen
iz Darthmoutha je bil trgovec z Zeleznino in izdelovalec kovinskih predmetov. Tudi
on je umrl je v Londonu. O obeh Anglezih in 5e posebej o Newcomnu in njegovem
pomoéniku Johnu Cawleyu so podatki nenavadno skopi. James Watt iz Greenocka na
Skotskem se je kot vajenec v Londonu izuéil za mehanika. Predpisi niso dopuséali,
da bi odprl lastno delavnico, zato je leta 1756 postal mehanik na glasgowski univerzi,
kjer je ostal do upokojitve leta 1800. Dosegel je veliko éasti, plemiski naslov pa je
odklonil. Umrl je v Heathfieldu blizu Birminghama. Kot enoto za moé je vpeljal
konjsko moé. Ugotovil je namreg, da lahko konj v sekundi dvigne breme 150 funtov
za 3% cevlja: 1 KM = 550 teza funta-cevelj/s. Danes uporabljamo kot enoto za moé
watt: 1 W=1 kgmz,fsa; 1 KM= 746 W, 1 kW = 1,34 KM.

Po podobnosti toplotni stroj odda delo

Aodd o Q(Tg = T])

Masi vode ustreza toplota @, ki jo prejme toplotni stroj pri vi§ji tempe-
raturi Ty, viSinski razliki pa razlika temperatur 75 — T7. Carnotu je bila
podobnost domaéa, saj so tedaj imeli toploto za nekaksno snov. Zato je
Carnot mislil, da stroj odda pri nizji temperaturi T enako toploto, kot jo
pri vi§ji prejme. Danes vemo, da ni tako: stroj prejme pri vi§ji tempera-
turi toploto @2 in pri nizji temperaturi odda manjso toploto @;. Oddano
delo je razlika obeh toplot: —A = @2 — Q1. Po odkritju energijskega
zakona sredi prejénjega stoletja so v tem pogledu dopolnili Carnotovo iz-
vajanje. Vseeno je Sadi Carnot s knjizico O gibalni moéi ognja in o strojih,
namenjenth tzkoriséanju le moci leta 1824 zacel razvoj, ki je pripeljal do
entropijskega zakona ali drugega zakona termodinamike (glej Presek 10
(1982/83) 24).

Janez Strnad
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PENROSE — ESCHER — REUTESWARD
Zapeljevanje

Nizozemskega grafika M. C. Eschera (1898 — 1972) smo v Preseku Ze
spoznali. Nobena skrivnost ni, da se je Escher pri svojem umetniskemn delu
v veliki meri ukvarjal s problemi, ki so ponavadi blizje matematikom kakor
paljudem iz umetniskih krogov. Pri tem pa je Escher sam zmeraj dosledno
zanikal kakrsnokoli tesnejso povezanost z matematiéno znanostjo.

Tako je precej svoje pozornosti namenil tudi studiju lastnosti trodi-
menzionalnega prostora in objektov v njem. V svojih zapisih za predava-
nja iz leta 1964 je Escher o tej temi med drugim tudi takole razmisljal:
“Veasih se mi zdi, da smo ljudje kar preve¢ obremenjeni z neko notranjo
teznjo priti kar se le da blizu nemogoéemu in vsem njegovim skrivnostim,
Kakor da bi se nam realnost okoli nas, ves ta trodimenzionalni svet, ki
nas obdaja, zdela preve¢ navadna, preveé dolgotasna in vsakdanja. Hre-
penimo po nadnaravnem ali celo supernaravnem, po tem, kar ne obstaja,
tore] po cudezu.

Kakor da bi ta vsakodnevna realnost ne bila Ze sama po sebi dovolj
zagonetna.

Saj se prav vsakemu izimmed nas lahko pripeti, da kdaj povsem ne-
pricakovano ujame trenutek, v katerem se sreéa z impulzi, ki izvirajo iz
same srzi vsakdanjega Zivljenja in realnosti. V mislih imam trenutek, ko
postanemo obéutljivi tudi za nerazlozljivo, tudi za ¢udesa okoli nas. Gre
preprosto za nekak ¢udeZ tega trodimenzionalnega prostora, v katerem
zivimo in skozi katerega se premikamo skorajda povsem rutinsko; véasih
se nam namreé prostor sam po sebi razkrije na zares osupljiv naéin.

Veckrat se mi je na mojih dolgih samotnih sprehodih skozi gozd okoh
Baarna primerilo, da je kar nenadoma izginila tiSina okrog mene. In ves
navdusen sem obstal, takorekoé iz o¢i v o¢i s povsem nerealnim in neo-
brazlozljivim. Tedaj sem natanko zaZutil, kako zagonetna je pravzaprav
ta razdalja med menoj in, recimo, drevesi okoli mene in koliko presene-
tljivega skriva v sebi prostor, v katerem stojim.

Prostora preprosto ne poznamo. Ne moremo ga videti, ne moremo ga
slisati, niti ob¢utiti. Stojimo sredi njega, smo celo del tega prostora, pa
o njem samem vendarle nicesar ne vemo. Seveda lahko, recimo, izmerim
razdaljo med seboj in bliznjim drevesom. Toda ko regem: “Trije metri,”
mi to Stevilo z nicemer ne razkrije skrivnostnosti prostora. V prostoru
lahko vidimo zgolj meje in obrise, prostora samega po sebi pa zal ne.”
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Penrose

Leta 1958 je znameniti angleski fizik, astronom in matematik Roger
Penrose (roj. 1932) objavil skupaj s svojim oéetom v reviji British Yournal
of Psychology ¢lanek, v katerem je predstavil nekaj t.i. nemogoéih pred-
metov. Na sliki 1 vidimo le enega izmed njih. Poslej ga bomo imenovali
kar Penrosov trikolnik, ceprav bi bilo morebiti natantnejse poimenovanje
zanj Penrosov nemogoéi model trikotnika.

Slika 1.

Penrosov trikotnik je trodimenzionalna konstrukeija, ki je vsaj navi-
dez sestavljena iz treh kvadrastih tramov. Vendar pa se nam Ze samo ob
pogledu nanj, torej brez kaksnih dodatnih pojasnil, zazdi, da tak predmet
v resnici najbrz sploh ne obstaja. Seveda se lahko eksistenci tega pred-
meta postavimo po robu tudi s povsem resnimi, matematiéno zasnovanimi
argumenti. Oglejmo si jih nekaj:

1) Otitno je, da lezi tram C (glej risbo) vodoravno in da se nam tram A

priblizuje, tram B pa oddaljuje, ¢e ju spremljamo od njunega stika s

C proti drugemu koneu. Povsem nemogoce je torej, da bi se tramova

A in B sploh kdajkoli staknila, kakor prikazuje risba.
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2)

Konstrukeijo si lahko zamislimo v dvodimenzionalnem prostoru kot
model trikotnika, éigar stranice ponazarjajo tramovi A, B in C. Na
rishi lahko lepo opazimo, da stojijo tramovi med seboj pravokotno.
To pomeni, da bi bila vsota notranjih kotov tega trikotnika 270°.
Seveda vemo, da kaj takega ni mogoce.

V tretje pa se oprimo na znanje stereometrije. Zamislimo si, da je na
vsaki izmed stranskih ploskev tramov, ki jih oznacujejo na sliki naj-
svetlejsa ploskev (B), nekoliko temnejsa ploskev (A) in najtemnejsa
ploskev (C'), poloZene ravnine. Na ploskvi B naj bo to ravnina X g, na
ploskvi A naj lezi ravnina £ 4, na ploskvi C pa ravnina Xc. Premice,
v katerih se sefeta po dve ravnini, oznacimo takole:

e N Eg=p, ¥p N X4=4q, Ya N Bg=7r.

Z risbe se da lepo razbrati, da so ravnine 4,Xp in ¢ paroma
nevzporedne. Iz teorije vemo, da se tri takSne ravnine setejo zmeraj
v natanko eni toéki. Vendar pa to v primeru ravnin na ploskvah
Penrosovega trikotnika ni res, saj se premice p,q in r secejo v treh
razli¢nih tockah. Obstoj tega predmeta bi nas torej znova privedel
do logi¢nega protislovja.

Escher

V ¢asu, ko je bil objavljen
Penrosov ¢lanek, se je Escher
tudi Ze sam ukvarjal z risanjem
nemogoéih predmetov. Tako je
imel tedaj za seboj Zze Nocko z
magiénimi trakovi, 1957 (slika 2).
In prav Penrosovi nemogoéi pred-
meti so Escherju pomenili pre-
cejSnjo pomo¢ in vzpodbudo pri
nadaljevanju tovrstnih raziskav.
Tako je po branju Ze omenjenega
Penrosovega clanka v kratkem
izdelal se tri litografije (slike 3,
4, 5).

Slika 2. Kocka z magiénim trakom
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Slika 3. Belvedere (1958)
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Slika 4. Po stopnicah navzgor in navzdol (1960)

S Slapom se bomo sedaj poskusali seznaniti nekoliko podrobneje. Ze
ob pogledu nanj zaslutimo, da verjetno ponazarja problem, ki je v osnovi
zelo soroden s tistim, ki ga gledalcu ponuja Penrosov trikotnik. Znano je,
da je Escher v izdelavo te grafike vlozil ogromno truda. Pred njo je izdelal
dolgo vrsto risb s samimi nemogoéimi predmeti. In naposled mu je v
konéni verziji uspelo nekaj zares izjemnega. Poleg tega, da je skonstruiral
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Slika 5. Slap (1961)

objekt, ki je v realnem nemogo¢ ze iz povsem geometrijskih razlogov, je
njegovo zagonetnost podkrepil e s fizikalnega vidika. Ker tece voda na
risbi po kanalih navzgor “kar sama od sebe” in ker je ta njen tok o€itno
veéen, je Escherju hkrati uspelo skonstruirati tudi svojevrsten perpetuum
mobile (veéno gibalo). Znano pa je, da je obstoj taksnega predmeta (sis-
tema) v hudem nasprotju z nekaterimi osnovnimi fizikalnimi zakoni.
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Na vrhu vsakega izmed obeh stolpov opazimo Se dodatno zanimivost.
Gre za dva velika poliedra, ki ju sicer nekoliko redkeje srecujemo. Levi
predstavlja tri sekajoce se kocke, desni pa par sekajocih se oktaedrov.
Escher je dejal, ko je komentiral to svoje delo, da poliedra na tej sliki
nimata nobenega prav posebnega pomena in da ju je narisal pa¢ preprosto
zato, ker so ga poliedri zmeraj zanimali in se je z njimi Ze od vsega zacetka
rad ukvarjal.

Reutesward

Risba na sliki 6 nam kaze enega izmed vec tiso¢ (!) nemogocih pred-
metov, ki jih je uspel skonstruirati svedski grafik Oscar Reuteswird (roj.
1915). Lahko jo razumemo tudi kot pojasnilo k Escherjevemu Slapu. Nje-
gova pa je tudi sedaj ze kar znamenita nemogoca konstrukeija na sliki 7.

C-;m 1 Ol zutiarsd i 134

Slika 6.

Domaca naloga

Za konec si oglejmo Se nekaj zanimivih problemov, ki so povezani s
Penrosovim trikotnikom.

1) Recimo, da bi nam uspelo sestaviti Penrosov trikotnik iz dvanajstih
kock, kjer ima vsaka izmed njih rob z dolzino 1 dm (slika 8). Potem
bi lahko seveda govorili tudi o “prostornini” in o “povrsini” tako
nastalega telesa. Ali ju znate izraéunati?
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Slika 8. Slika 9.

2) Recimo, da bi nam uspelo zgraditi poseben Penrosov trikotnik z za-
obljenimi robovi (slika 9). Po njem naj bezi se pikapolonica, ki pa se
giblje zmeraj le naprej in nikdar ne zaide ¢ez nobenega izmed robov
tega trikotnika. Poleg tega naj bo na nekem mestu tega telesa zari-
san sklenjen obroé¢, kakor kaze slika. Povejte — najmanj kolikokrat bi
morala pikapolonica steéi éez obro¢, ¢e bi hotela priti spet nazaj na
svoje izhodi§éno mesto!

3) In kako pojasniti fotografijo na naslovni strani Preseka? Mar ta
fotografija ne zanika tega, kar smo v tem ¢lanku zvedeli o nemogocih
predmetih?

Nadaljnje branje

1) Gardner Martin: Aha! pa te imam, Ljubljana, DZS, 1988,
2) Smullyan Raymond: Poznale naslov te knjige?, Ljubljana, DZS, 1987.

Vilko Domajnko

TRIKOTNIKI S POSEBNO LASTNOSTJO

Iz ogliséa A trikotnika ABC narisemo kotno simetralo, iz B teZis¢nico k
stranici AC in iz C visino na stranico AB. Dokazi, da gredo te tri premice
skozi isto totko natanko tedaj, kadar razdeli visina iz ogliséa C stranico
AB v razmerju stranic AC : AB.

Tvan Vidav
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NOS

Tudi nos najdemo na nebu — sicer ne éloveskega, ampak Zivalskega. Nos
konja, vendar ne navadnega. Najdemo nos krilatega nebesnega konja —
Pegaza.

Sredi jeseni visoko na juznem delu neba lahko opazujemo ozvezdje
Pegaz (slika 1). To ozvezdje upodablja tistega konja, ki ga je po starogrski
pripovedi prvi ukrotil in zajahal veliki grski junak Perzej. Z njim je letal
po nebu. S Pegazovo pomocjo je Perzej opravil Stevilna junastva. Resil
je tudi lepo princeso Andromedo, ki jo je, prikovano na skalnato peéino,
hotel pozreti ogromen posasten morski kit.

Slika 1. Ogzvezdje Pegaz, v njem zvezda Nos in kroglasta kopica M 15. Fizikalne
karakteristike zvezde in kopice poiséite v kakem zamnesljivem priroéniku, na primer
v Karti severnega in juinega neba, ki je izsla pri DMFA Slovenije, ali v kaksnem
racunalnigkem programu.

Za nebesnega Pegaza je znacilno troje: ima krila, zato lahko leta;
vetinoma je narisan obrnjen na glavo; nikdar ga ne prikazujejo celega,
vedno le kot polovico konja. To pojasnjujejo tako, da naj bi ozvezdje
predstavljalo pravkar rojenega konja, takega, ki pravkar leze iz morja.
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Pegaz je neko¢ na neki gori
v Gréiji moctno poskakoval. Za-
radi udarca njegovih kopit se je
udrla zemlja. Iz udrtine je prite-
kla voda. To je bil slavni konjski
izvir. Voda iz tega izvira je imela
nenavadno ¢éarobno moé. Kdor jo
je pil, ga je navdihnila s pesniko-
vanjem. Ne samo zaradi junastev,
tudi zaradi ¢arobne vode so stari
Grki tako castili Pegaza, da so ga
postavili na nebo, kjer so ga obéu-
dovali.

Ozvezdje Pegaz je sestavljeno
iz stirih svetlih zvezd, ki oblikujejo
na nebu velik “kvadrat” (Miza),
od katerega strlita dva razliéno

Slika 2. Kroglasta zvezdna kopica M 15,
posneta z zelo zmogljivim daljnogledom.

ADLUARIS

Slika 3. Takole je ozvezdje Pegaz narisal nemski astronom Johann Boyer v svojem

zvezdnem atlasu Uranometrija (1603).
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dolga zvezdna kraka. Na koncu daljsega éepi zvezda Enif (¢ Pegaza), kar
v arabséini pomeni Nos (konja) (sliki 1 in 2). To zvezdo omenjamo zato,
ker jo brez tezave najdemo v jasnih jesenskih noéeh, v njeni neposredni
bliZini pa e lezi znana kroglasta zvezdna kopica - gruca M 15.

Predlagam, da v jasni no¢i brez mesecine s prostim ocesom najprej
poiséete in opazujete zvezdo Nos. Potem vzemite lovski daljnogled in z
njim opazujte Se prekrasno zvezdno kopico M 15. Vidna je kot nezen
drobeen puhast oblagek.

Marijan Prosén

QUANTUM IN KVANT

Ruska matematiéno-fizikalna revija “Kvant”, ki jo poznamo tudi pri nas,
je zacela izhajati leta 1970. Presek ji je namenil nekaj besed ob njeni
dvajsetletnici (18 (1990/91) 47). Tedaj je zacel izhajati njegov ameriski
dvojéek “Quantum”, o katerem lahko povemo danes nekaj vec.

Osnovali so ga matematik William P. Thurston, dobitnik Fieldsove
medalje, fizik Sheldon Lee Glashow, dobitnik Nobelove nagrade, in Jurij
Ossipyan iz moskovskega urada “Kvanta” pri Akademiji znanosti. Spocet-
ka je “Quantum” samo prevajal clanke iz “Kvanta”, zdaj pa so zZe priblizno
enako zastopani prevodi in originalni prispevki. “Quantum” izdajata
amerisko Zdruzenje uéiteljev naravoslovja in moskovski urad “Kvanta”
v sodelovanju z Ameriskim zdruzenjem uéiteljev fizike in Drzavnim sve-
tom uciteljev matematike, zaloznica pa je mednarodna zalozba Springer.
Na leto izide Sest Stevilk s po 84 stranmi. “Quantum” je mogoée najti
tudi Zze v nekaterih nasih knjiznicah. Najbrz je za slovensko trzisée za-
radi pisave in jezika zanimivejsa angleska revija kot ruska. Tudi papir in
tisk “Quantuma” sta precej boljsa, slike in risbe pa se §e vedno precej
zgledujejo po “Kvantu”. Podobne revije v angleséini doslej ni bilo, zato
se bo “Quantum” najbrz dobro uveljavil, zatetne tezave je Ze prebrodil.
Pri nas je “Presek” imel naravno ozadje v Drustvu matematikov, fizikov
in astronomov, v tujini pa takega ozadja ni, ker imajo matematiki in fi-
ziki samostojna drusdtva. “Quantum” ima podobne rubrike kot “Kvant”
in “Presek”. Objavlja ¢lanke iz matematike in fizike, matemati¢ne in
fizikalne naloge, opise poskusov, novosti in posveta precej pozornosti pri-
pravi na mednarodna tekmovanja iz matematike in fizike. Zanimivo je
“Quantum” primerjati s prvovrstno poljudno-znanstveno revijo “’Scienti-
fic American”. V “Americana” pisejo vrhunski strokovnjaki, a ¢lanki so,
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so, teprav brez enach, pogosto dokaj zahtevni. V “Quantum” ne pisejo
tako znani raziskovalci, a €lanki so manj zahtevni, éetudi se ne izogibajo
enacbam. Po zahtevnosti na splosno nekoliko presega “Presek” in je na-
menjen predvsem srednjesolcem. Podobno kot ima “Scientific American”
izdaje v drugih jezikih, se obetajo tudi “Quantumu” izdaje v tujih jezikih,
pred kratkim so ga zaceli izdajati v griéini.

Ob zacetku izhajanja “Quantuma” je nekaj misli zapisal W. P. Thur-
ston. Te je urednik Bill K. Aldridge povzel v letosnji maréni oz. aprilski
stevilki:

“Naravoslovno in $e posebno matematiéno pisanje se nagiba k temu,
da je gosto in polno nevarnih zavojev in zahrbtuih jam z Zivim peskom. Ko
sem bil otrok, sem bil ponosen na to, da sem prebral veliko strani na uro.
Na koledzu sem spoznal, kako neumen sem bil. Pri branju matematike je
lahko deset strani na dan zelo velika hitrost. Celo stran na dan utegne biti
precejinja hitrost.

Clanki v “Quantumu” niso napisani kot élanki v raziskovalnih revijah,
toda ko jih beremo, lahko uporabimo nekatere podobne navade. Ne bojte
se zaustaviti sredi odstavka ali sredi stavka, ée vas kaj preseneti ali se vam
zdi uganka, Hitrost ni pomembna. Ne mislite si, da je nekaj oitno, éetudi
‘se tako zdi piscu. Kar pri strani sami izpeljete, zahteva veliko veé ¢asa, a je
veliko veé vredno, kot tisto, kar ste prebrali na hitro.”

Za pokusnjo si iz omenjene Stevilke “Quantuma” sposodimo podatke
iz naloge “Stehtajmo vesoljca”. Obdelala sta jo Arthur Eisenkraft in
Lary D. Kirckpatrick, ki skrbita tudi za amerisko mostvo na fizikalnih
olimpiadah.

Doma se ni tezko stehtati. Stopite na osebno tehtnico, ki pokaze tezo
in iz nje sklepamo na maso, kolikor tehtnica ni Ze umerjena v kilogramih.
Navadno te7o uravnovesi sila proznega telesa v tehtnici. To silo izmerimo
po spremembni oblike telesa, ki jo povzroéi. V vesoljski postaji, ki se giblje
okoli Zemlje kot umetni satelit, to ni mogoée. Telo v prostem padanju ne
éuti teze. (Albert Einstein je imel spoznanje, da krovec med padanjem
s strehe, ne ¢uti teZe, za eno izmed svojih najbolj posreéenih zamisli, na
njej je zgradil teorijo gravitacije — splodno teorijo relativnosti.) V postaji
bi osebna tehtnica lebdela enako kot vesoljec in bi kazala niclo. O tezi
prosto padajoéega telesa ni mogoce preprosto govoriti. Zato maso vesoljca
merimo. Ta masa je zclo pomembna, ker pove nekaj o zdravstvenem
stanju vesoljca.
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Za merjenje kot prej izkoristimo prozno telo, toda zdaj ne merimo
spremembe oblike v ravnovesju ampak nihanje. Nekaksen stol so opremili
na nogah z vzmetmi v obliki ukrivljenih trakov, ki so bili pritrjeni na
ladjo. Vesoljec se usede na stol, se priveze kot v letalu, se s pritiskom nog
na steno odrine, popusti in izmeri nihajni éas. Najbolje je izmeriti ¢as
trajanja desetih nihajev in izmerek deliti z deset. Deli stola in vesoljca se
gibljejo premo, zato lahko uporabimo znano enaébo za nihajni éas nihala

na vijaéno vzmet:
m—+ mp
to = 2my [ ———.
¢ V%

m je masa vesoljca, mg masa stola in k koeficient vzmeti. Napravo za
merjenje telesne mase BMMD so umerili na Zemlji, tako da so ugotovili
zvezo med dodatno maso m in nihajnim ¢asom ty (slika 1):

m (kg) to (s)

0,00 0,901
14,06 1,250
23,93 1,444
33,80 1,615
45,02 1,788
56,08 1,944
67,05 2,088

Slika 1. Z merjenjem z napravo za merjenje telesne mase BMMD ugotovljena odvisnost
nihajnega ¢asa ty od dodatne mase m in krivulje za k = 744 N/m in mo = 15,3 kg, ki
se podatkom najbolje prilega.
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Najprej za vsako izmed vrstic izratunamo (to/27)? in od podatkov
za m in (to/27)* v dani vrstici odstejemo podatka iz zgornje vrstice.
Tako dobimo Am in A(tp/27)? in izratunamo koeficient vzmeti k =
= Am/A(to/27)?. Nato v vsaki vrstici izraéunamo maso stola my =
= k(to/27)? — m. Kratek raéun, pri katerem si pomagamo z Zepnim
ratunalom, da

k= (7441 7) N/m in mo = (15,34 0,3) kg.

Kot ponavadi rac¢unamo na toliko mest, da je zadnje negotovo kvecjemu
za nekaj enot.

Owen K.Garriott, ki je prebil v Skylabu 58 dni, je imel na zacetku
na stolu nihajni as 2,012 s in na koncu 1,981 s. Enaéba m = k(to/27)* —
— mg da za maso na zacetku 61,1 kg in na koncu 58,8 kg. Navadno se
vesoljcem zaradi tega, ker ne tutijo teze, masa nekoliko zmanjsa. Merjenj
med zafetkom in koncem bivanja v Skylabu, ki so dala podatke o telesnem
stanju vesoljeca med poletom, élanek ne navaja. Kljub temu je mogoce ze
po povedanem ugotoviti, da “Quantum” ponuja zanimivo étivo.

Janez Strnad

MANJKAJOCE STEVILO

Dobili smo magnetni trak, na katerem je zelo velika datoteka, ki vsebuje
naravna stevila od 1 do neznane zgornje meje. Vemo Se, da je zgornja
meja zelo velika, recimo nekaj deset milijonov. Obvestilo tudi pravi, da
na datoteki manjka natanko eno stevilo s tega intervala, vsa ostala stevila
pa so na datoteki zapisana natanko enkrat. Seveda stevila na datoteki
niso zapisana urejeno.

Nasa naloga je, da poiséemo manjkajoce stevilo. Zal pa imamo na
razpolago le raéunalnik z zelo majhnim pomnilnikom, majhnim diskom in
poéasno traéno enoto. Zato mora biti program, ki bo poiskal manjkajoce
§tevilo, kratek, uporabiti mora malo dodatnih spremenljivk, pa tudi da-
toteko mora prebrati ¢im manjkrat, da iskanje ne bo trajalo predolgo.

Martin Juvan
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PRESENETLJIVI PRIKAZ POPOLNEGA
NOTRANJEGA ODBOJA

1. PRIKAZ

Slika 1 prikazuje stekleno bugko, napolnjeno priblizno do polovice s frni-
kulami. Bucka stoji na tleh velike steklene posode, delno napolnjene z
vodo.
svetlobni zamadek : svellobni iarek
L

Zarsk 4 7z -

Slika 1.

Slika 2 je fotografija z vrha steklene bucke navpi¢no navzdol. Crni
krog na sredini steklene bucke je gumijasti zamagek. Frnikule lahko vi-
dimo skozi tisti del steklene bucke, ki je nad vodno gladino.
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Ce v posodo dotoéimo vodo, frnikul ne vidimo veé. (Glej sliko 3.)

Slika 3.

Na sliki 4 vidimo, da so frnikule Se zmeraj skrite, tudi ¢e se opazovalec
nekoliko odmakne od navpicnice. Pri ve¢jem odmiku postanejo frnikule
spet vidne. Na sliki vidimo oznaébo, ki je natisnjena na zunanji povrsini
steklene buécke, in njeno podobo, ki je nastala zaradi odboja od notranje
povrsine.

Slika 4.
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2. RAZLAGA

Oglejmo si podrobneje svetlobna Zarka 1 in 2 s slike 1.

Robovi steklene bucke so strmo nagnjeni. Svetlobni Zarek 1, ki gre
od frnikule proti opazovalcu, potuje skozi zrak, nato skozi steklo v vodo,
ter na koncu v zraéni prostor (glej sliko 5).

Najprej prehaja iz optiéno redkejSe snovi v optiéno gostejso snov, kjer
se svetlobni Zarek lomi proti vpadni pravokotnici. Pri prehodu iz stekla
v vodo pa se svetlobni Zarek lomi od vpadne pravokotnice. Prav tako se
svetlobni zarek lomi od vpadne pravokotnice, ko gre iz vode v zrak.

Zato frnikul ne vidimo, ¢e gledamo od vrha steklene bucke navpiéno
navzdol. Potopljeni del bucke je videti zelo svetal zaradi popolnega odboja
svetlobe iz okolice.

Na sliki 6 vidimo potek svetlobnega Zarka 2 s slike 1. ¢ predstavlja
vpadni kot, ¢, lomni kot znotraj steklene bucke, 3 pa kot Zarka v buéki.

steklo voda

I
: steklo
| My

Ny

2arek 2

2orek 1

Slika 5. Slika 6.

Ce se kot ¢; poveéuje, se poveéuje tudi kot w3. Pri mejni vrednosti
kota ¢, postane kot 3 enak 90°. Za kote ¢q, ki so vedji od te mejne
vrednosti, se Zarek na meji med steklom in zrakom v celoti odbije. Zato
govorimo o popolnem odboju. Mejni kot ¢ lahko izratunamo takole:
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Upostevamo lomni zakon za vsako ploskev na sliki 6 in za @3 posta-
vimo 90°, dobimo ny sin ¢; = ngsin s = nzsinps = ns.

Ce vstavimo za n; = 1.33 (lomni kvocient za vodo) in nz = 1.00
(lomni kvocient za zrak), sledi:

1.33sinp; = 1.00
singp; = 1/1.33 = 0.752
P = 49°,

Tako smo, neodvisno od lomnega kvocienta za steklo ns, dobili mejni
kot totalnega odboja za prehod iz vode v zrak. Zarki, ki imajo vpadni
kot manjsi od 49°, se le delno odbijejo.

Ce je steklena buéka v zraku, sta n; in nz enaka 1.00 in popolnega
odboja ni, saj je ¢ = ¢3.

Pri poskusu smo uporabili:
- stekleno posodo (27 cm x 17 em x 20 cm),
- stekleno bué¢ko (1000 ml),
- 100 frnikul s premerom 1.5 cm,

- zamasek.

Za popestritev lahko v majhnih skupinah prikazemo, kako frnikule
postopno izginjajo, ob dodajanju vode, v zunanjo posodo. Po razgovoru
in razlagi tega eksperimenta odstranimo zamasek in nato¢imo vodo v ste-
kleno buéko, da bodo frnikule postale ponovno vidne. Namesto frnikul
uporabimo bonbone, s katerimi se po poskusu lahko tudi posladkamo.

Tilka Jakob

1Z DRUZINSKE KRONIKE

Andrej je brskal po druzinski kroniki in v zapisu za leto 1918 odkril po-
datek, da je bila tistega leta starost njegovega pradeda trikratnik vsote
stevk pradedove rojstne letnice. Praded je Ze tedaj imel dva sinova, od
katerih je bil mlajsi Andrejev ded. Zanimivo — vsak od njiju je bil tedaj
v starosti vsote Stevk svoje rojstne letnice. Koliko je bil star praded ob
rojstvu Andrejevega deda?

Marija Vencely
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MNOZENJE ZA TISTE, KI POZNAJO LE
POSTEVANKO STEVILA 2

Zastavimo si naslednji problem: Predpostavimo, da znamo seStevati na-
ravna Stevila, mnoziti in deliti pa znamo le s stevilom dve. Ali lahko s tem
znanjem izracunamo produkt poljubnih naravnih stevil m in n? Seveda:
Ce zapisemo n-krat stevilo m v stolpec in sestejemo, dobimo rezultat.

Tu si oglejmo nekoliko krajso metodo. Menda so jo poznali Ze stari
Egipéani, sedaj pa jo nekateri imenujejo metoda ruskih kmetov. Zanimiva
je tudi zato, ker je vseeno, v kateri osnovi dtevila zapisujemo. VaZno je
le, da znamo mnoZiti z dve, deliti z dve in seStevati.

Postopek je takle:
1. Stevili, ki ju Zelimo zmno#ziti, zapisemo na vrh stolpcev.

2. Stevila v prvem stolpcu zaporedoma delimo z dve, kvociente podpi-
sujemo in ostanke enostavno pozabimo. Konéamo, ko pridemo do 1.
Stevila v drugem stolpcu pa zaporedoma mnozimo z dve. Ko pridemo
vzporedno z enojko na levi, konéamo.

3. V desnem stolpeu preértamo Stevila v tistih vrsticah, kjer je v levem
stolpcu sodo stevilo.

4. Stevila v desnem stolpcu, ki jih nismo preértali, sestejemo. Vsota je
produkt stevil m in n.

Oglejmo si postopek na primeru m = 76 in n = 27.

76 27
38 —H4
19 108
9 216
4 432
2 864
1 1728

Sestejemo 108 + 216 + 1728 = 2052, kar je res enako 76 x 27.

Poglejmo Se, zakaj ta metoda deluje.
S stevilom m se dogaja sledece: Najpre) ga delimo z 2 in dobimo
kvocient m; ter ostanek by. Nato delimo z 2 stevilo m; in tako dalje.
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Kvociente oznaéimo z my, ms, ..., mg, ostanke pa z bg, by,. .., b.
m = 2-m + b
mi = 2 my  + bl
M1 = 2:-mp + by
mg = b
Konéamo pri mp = b = 1. Stevila by, by, ..., br so ostanki pri

deljenju z dva in so enaka 0 ali 1. Vstavimo sedaj izraz za m; v izraz za
Mg_1, 12raz za my_, Vv izraz za my_s in tako vse do m. Dobimo:

m = 2(2(2(2---(2bk + bk—-1) + be—2) +---) + b1) + bo.
Od tod sledi:

m= 250 + 25" i1+ -+ 2By + Bp.

Pomnozimo sedaj tako zapisani m s stevilom n:
m-n= 2"nbt + 25 nbe_y 4 - - - 4+ 2nby + nby.

Ker so bg,by,..., by enaki 1 ali 0, je produkt m - n zapisan kot vsota ne-
katerih od stevil n, 2n, 4n, 8n,...,2fn. V zgornji vsoti so od ni¢ razlicni
sumandi seveda tisti, pri katerih je ostanek po deljenju z dva, to je pripa-
dajoci bj, enak 1. To pa je tam, kjer imamo v levem stolpcu liho stevilo.
Ce je v levem stolpcu sodo tevilo, je ustrezen produkt s potenco dvojke
pomnoZen z (), zato smo ga preértali. To pomeni, da je nas na¢in mnozenja
pravilen.

Vidimo, da je vseeno vredno se nauéiti vse postevanke. Stevilo ope-
raclj (mnozenj in deljenj z 2 ter seStevanj), ki jih moramo izvesti pri tem
mnoZenju, je namreé zelo veliko v primerjavi z ustreznim stevilom operacij
pri obi¢ajnem mnozZenju.

Mirko Dobovisek

SLAMICA

Koliko sme najveé biti dolga ravna slamica, da po njej e lahko navpiéno
iz kozarca pijemo sok?

Matjaz Vencelj
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KRIZANKA “STAROGRSKI MATEMATIKI”

Tokrat je pred vami krizanka, v kateri boste nasli 13 starogrskih matematikov
in filozofov. Opisi zanje so v debelejsem tisku.

20

21

37

42 43

48 53

54

58

62

70 ral
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VODORAVNO:

1. klic, poziv ljudstvu, 5. griki matematik iz 3.stoletja, ki je prvi sistematic¢no
obravnaval algebro in preu¢eval enaébe z racionalnimi reitvami, te se Se danes
imenujejo po njem, 12. atensko pristaniicée, 14. najvecji anticni matematik, ki se
je ukvarjal s ploiéinami ravninskih likov in prostornino teles ter med drugim
izracunal zelo natancen priblizek Stevila 7, 15. trava druge kosnje, 16. griki mate-
matik iz 4. stoletja pred nasim Stetjem, ki je obravnaval stevila, uvriéamo ga
med pitagorejce, 17. preéni drog v kozolcu, 18. igralna karta z enim znakom na sredini,
19. vecja reka v juzni Sibiriji, ki izvira v Mongoliji in se izliva v Amur, 21. jegulji podobna
velika roparska morska riba, 22. industrijsko oblikovanje (nasa pisava), 25. zagetnici igralca
Rozmana, 26. izbocen del obraza, 27. slovenska igralka (Stanislava), 29. najdaljsi pritok Oba,
31. oée, 32. zadetnici dirigenta in skladatelja Danona, 33. mesto s katedralo v juzni Spaniji,
34. veéji kraj pri Domzalah z zelo razvitim drobnim gospodarstvom, 38. vecje mesto v Zam-
biji ob meji z Zairom, 41. zaéetnik starogrske geometrije in astronomije, trgovec iz
Mileta, 42. zagetnici avstrijskega pisatelja Handkeja, po materi slovenskega rodu, 44. dan
v sredini meseca po starorimskem koledarju, 45. sprednji del trupa, 46. kraj nad Slovensko
Bistrico, 48. &ebelji samec, 49. zdravilo, pridobljeno iz opija, 50. kozje parjenje, 51. mehiski
pesnik, dobitnik Nobelove nagrade leta 1990 (Octavio), 54. zaiéitno premazno sredstvo,
55. skupek med seboj povezanih stvari, 57. slovenski skladatelj zabavne glasbe (Mojmir),
58. star angleski kolidz zahodno od Londona, 60. tanek izrastek na glavi, 61. grski ma-
tematik, ki je izpeljal (po njem imenovan) obrazec za plos¢ino trikotnika in
racunal prostornine teles, 62. ime teniske igralke Jausovec, 63. veliki griki mate-
matik, ki je postavil temelje danasnji geometriji, 65. zacetnici ilustratorke Osterc,
66. predsednik Toga (Etienne), 68. del veéje vojaske enote v razporeditvi eden za drugim,

NAVPICNO:
1. griki matematik, preuceval je krivulje, ki jih dobimo pri preseku okroglega
stozca, 2. griki filozof s Samosa, ki je svetu znan predvsem po izreku o pravoko-
tnem trikotniku, 3. griki matematik in geograf, ki je izraéunal obseg Zemlje in
odkril reseto za dolocanje prastevil, 4. slovenski igralec in gledaliski vzgojitelj (Ivan,
1888 — 1950), 5. poklonjen predmet, 6. mehko usnje iz koz divjadi, 7. zunanji, varovalni
del naprave, okrov, 8. vezni kos z navojem pri ceveh hisne napeljave, 9. siitska milica v Li-
banonu, 10. neubranost, disharmonija, 11. razliéna soglasnika, 13. zacetnici igralke Avbelj,
16. otok pred severozahodnim rtom Sardinije, 18. ime tenorista in glashenega pedagoga Da-
riana, 20. sto kvadratnih metrov, 23. zadnja avstrijska kraljica, 24. sirski predsednik (Hafez
el), 27. zagetnici filmskega reziserja Sprajca, 28. slovenski operni baritonist in reziser, or-
ganizator slovenske opere (Josip, 1841 — 1902), 30. velika azijska driava, 35. clovek v prvih
letih Zivljenja, 36. maséoba v trdnem stanju, 37. znizana nota “e", 39. ameriski dramatik,
pisec filmskih scenarijev (Clifford, 1906 — 1963), 40. avtomobilska oznaka italijanskega me-
sta Lecceja, 42. aleksandrijski matematik in astronom, zaéetnik trigonometrije,
avtor “Velikega zbornika astronomije” ali Alimmagesta, 43. edina omenjena sta-
rogrika matematicéarka, avtorica komentarjev o klasié¢nih matematikih, 45. ze-
mlja, 47. aleksandrijski matematik, razlagalec pitagorejske aritmetike, 48. zelo
slisen zvok ob udarcu ali padcu, 50. kakovostno dalmatinsko &rno vino, 51. slovenska igralka
(Vera, poroéena Erzen), 52. griki bog sonca, 53. griki filozof in matematik iz Elee, ki
se je ukvarjal z neskonéno velikim in neskonéno majhnim, avtor veé paradoksal-
nih problemov (npr. o Ahilu in Zelvi), 56. rodovna grupacija v praskupnosti, 57. mesto
ob reki Meuse v severovzhodni Franciji, 59. ime slovenske sopranistke Vidmar, 61. bivalna
zgradba, 64. albanska denarna enota, 67. zagetnici TV voditeljice Longyke, 69. simbol za
litij.

Marko Bokalié
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O PRESLIKAVAH RAVNINE, PRAPROTI IN
STISKANJU PODATKOV

Kaj imajo skupnega preslikava ravnine, praprot, kot jo vidite na sliki 1,
in stiskanje podatkov? Na prvi pogled nié. Kot bomo videli s pomoéjo
¢lanka iz novembrske Stevilke revije PC Magazine, pa zveza med njimi
obstaja. Tako smo praprot narisali s pomog¢jo stirih preprostih preslikav
ravnine. Ce sliko dobro pogledate, lahko opazite, da je vsak list kopija
celotne praproti. To lastnost pa uporablja tudi postopek, ki ga uspesno
uporabljajo za stiskanje (kompresijo) podatkov.

Totkam, ki so nekaj ¢asa mirno zdele na koordinatni ravnini, je po-
stalo dolgéas. Zato so se odloéile, da si malo pretegnejo noge. Ker tako
odliéna zdruzba ne more poéeti niéesar, ne da bi to dobro pretehtala, so
to pretegovanje nog opravile po naértu. Tako se je vsaka totka T s svo-
jega starega mesta, podanega kot par koordinat (z,y), odpravila na novo
mesto 7", katerega polozaj je bil dan z (z',y’). Pri tem je veljalo

2’ =azx+by+e
Y =cx+dy+f.

Da bi bilo potovanje zanimivejse, so se vrednosti koeficientov a, b, ¢, d, e
in f od ¢asa do ¢asa spremenile.

Tako se je na pot odpravila tudi to¢ka (0,0). Ker tocke hodijo zelo
hitro, je dokaj hitro opravila 10000 korakov. Kot zelo sistematiéna oseba
si je skrbno belezila vsa mesta, ki jih je obiskala, pa tudi koeficiente, ki
jih je pri vsakem premiku uporabila za izra¢un svojega novega polozaja.
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Opazila je, da so se izmenjevali le tirje nabori koeficientov, vendar so
nekateri nastopali pogosto, drugi pa redkeje. Zlozila jih je v tabelo:

a | b | ¢ | d]| e | f |Kkoliko
0.00/ 0.00| 0.00{0.16[0.00{0.00| 100
0.85| 0.04|—0.04|0.85(0.00{1.60| 8500
0.20(—0.26| 0.23{0.22(0.00|1.60| 700

—0.15| 0.28| 0.26]0.24|0.00|0.44| 700

Nad sliko obiskanih tock (slika 2) pa se je Se sama zacudila: “Saj to je
¢isto prava praprot.”

Preslikavam, kot so jih opravile nase tocke, uéeno reéemo afine pre-
slikave. Morda se bomo z njimi natanéneje spoznali kdaj drugié¢. Ker pa
smo tokrat v racunalniskem delu Preseka, nas predvsem zanima, kako bi
tudi mi narisali takole praprot. Zadeva je preprosta. Kot vidimo, mo-
ramo uporabiti Stiri afine preslikave. Vsaka preslikava ima prirejeno se
pogostost uporabe, ki doloéa njeno pomembnost. V naSem primeru je
najpomembnejsa druga preslikava, ki nastopa v 85% primerov.

Zagnemo s toc¢ko (0,0) in s podanimi verjetnostmi izberemo eno od
afinih preslikav. Izraéunamo novo toéko in to ponavljamo. Sprva nesmi-
selni razpored to¢k se nam bo ob dovolj ponovitvah izoblikoval v sliko
praproti. Slike zaradi nakljuéne izbire preslikav sicer niso vedno povsem
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enake, vendar pa jih pri dovolj velikem Stevilu to¢k s prostim otesom sko-
raj ne moremo lo¢iti. Ceprav ne dvomim, da bi znali program, ki narise
sliko, napisati tudi sami, ga vseeno zapisimo Se tukaj.
SCREEN 12
WINDOW (-4, 0)-(6, 10)
RANDOMIZE TIMER
X=0:Y=0
WHILE INKEY$ = "
R = RND
IF R < .01 THEN
A=0: B=0:C=0:D=.16: E=0: F=0
ELSEIF R < .86 THEN
A= .85: B= .04: C=-.04: D= .85: E=0: F= 1.6
ELSEIF R < .93 THEN
A= ,2{ B==-,26:C= ,23: D= .22: E=103 F=1.6
ELSE
A=-,15: B= .28: C= .26: D= .24: E=0: F = .44
END IF
NOVIX = (A * X) + (B * Y) + E
NOVIY = (C * X) + (D # Y) + F
X = NOVIX
Y = NOVIY
PSET (X, Y); 2
WEND

Program je zapisan v QBASICU, programskem jeziku, ki ga lahko
uporabljajo vsi, ki imajo na racunalnikih operacijski sistem MS-DOS, pa
ceravno za ta programski jezik verjetno Se vedo ne. Poklicemo ga z uka-
zom QBASIC in vtipkamo gornje ukaze. S stavkom SCREEN 12 povemo,
da uporabljamo grafiéni naéin VGA. Tocke, ki jih dolo¢ajo nase stiri afine
preslikave, lezijo v kvadratu (—4,6) x (0, 10). Zato s ukazom WINDOW po-
skrbimo, da bomo sliko dobili raztegnjeno na cel zaslon. No, véasih nam
kaksna tocka pobegne z zaslona, vendar takih enostavno ne upostevamo.
Glavna zanka, v kateri generiramo tocke, se ponavlja, dokler ne priti-
snemo poljubne tipke. V njej glede na vrednost nakljuénega stevila iz-
beremo ustrezno preslikavo in s stavkom PSET (X,Y), 2 nariSemo zeleno
(to barvo dologa stevilo 2) tocko.

Sedaj, ko je program napisan, se lahko malo poigramo s koeficienti
v tabeli. Z nekaj poskusanja in kombiniranja lahko ustvarimo prav za-
nimive slike. Nekaj jih vidimo na slikah 3, 4 in 5. S poskusanjem tudi
ugotovimo, da ée izpustimo tretjo preslikavo, izgubimo levo polovico veje,
cetrta preslikava pa je zadolZena za desno stran. Koeficienta b in ¢ skrbita
za upognjenost praproti, koeficent f pa vpliva na njeno “potlacenost”.
Razlogov, zakaj s kombinacijo teh &tirih preslikav dobimo sliko praproti,
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ni lahko pojasniti. Osnovni kljué je samopodobnost slike — veje, ki se-
stavljajo glavno vejo praproti, so same spet “praproti v malem”. Afine
preslikave nam omogoé¢ajo, da del ravnine povetamo ali pomanjsamo, ga
zasukamo in prestavimo v poljubni smeri. Ce torej vzamemo majhen kva-
dratek iz slike praproti, ga lahko s primernim zaporedjem afinih preslikav
razmnozimo po vsej ravnini tako, da nam sestavi celotno sliko.

Slika 3. Slika 4.

Slika 5.
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In kje je tukaj stiskanje podatkov? Da bi v ra¢unalnik shranili celo-
tno sliko 2, nam ni potrebno shraniti podatkov, katera izmed 640 - 480 =
= 307200 toék zaslona je pobarvana in katera ne, ampak le tabelo koefi-
cientov stirih afinih preslikav. V prvem primeru bi potrebovali priblizno
307200/8 = 38000 zlogov pomnilnika. Ker za hranjenje realnega stevila
ponavadi potrebujemo stiri zloge, za hranjenje tabele koeficientov potre-
bujemo le 4-7-4 = 112 zlogov. To pa je kar 340-kratni prihranek. Si pred-
stavljate, da bi lahko vse podatke v racunalniku hranili tako uéinkovito.
Na eno samo disketo bi 8lo veé podatkov kot na disk velikosti 400 MB. Ko-
nec problemov z vedno premajhnimi diski! In kako to, da nam na diskih
nasih ra¢unalnikov Se vedno primanjkuje prostora? Zarota prodajalcev di-
skov? Zal ni tako. Postopek stiskanja je namreé zelo pocasen in ra¢unsko
zahteven. Prvotne podatke v nestisnjeni obliki lahko dobimo precej hitro
— nas program nam Je iz stisnjenega zapisa slike praproti (tabele koefici-
entov in verjetnosti izbir posameznih afinih preslikav) kar hitro prikazal
njeno podobo na zaslon. Doloéiti, kako podatke stisniti, pa gre veliko
pocasneje, Izredno tezavno je namreé dolociti vse potrebne preslikave,
njihovo Stevilo, koeficiente in verjetnosti. Drugi razlog je, da obi¢ajno
podatki niso dovolj “samopodobni”. Zato jih ni mogoée uéinkovito opi-
sati z nekaj afinimi transformacijami. Bolj uspesno je tako opisovanje pri
slikah. Tam namreé “samopodobnost” delov slike lazje dosezemo, e malo
“pogoljufamo”. Pri sliki namreé (obi¢ajno) ni ni¢ hudega, ¢e kako tocko
malo “popravimo”, saj tega praktiéno ne bomo opazili. Res pa je, da
slika, ki jo bomo dobili iz opisa z afinimi transformacijami, ne bo povsem
enaka originalu. To si pri sliki lahko dovolimo, pri drugaénih podatkih
pa seveda ne. Zato tam uporabljamo drugaéne metode stiskanja, ki pa
so veliko manj uéinkovite. Ponavadi prihranimo najve¢ pol prostora —
dosezemo torej faktor 2.

Kot smo Ze omenili, je postopek opisovanja slike z afinimi preslika-
vami zelo zapleten in zahteva veliko ¢asa. Dva znanstvenika sta razvila
postopek, s katerim lahko to naredimo pri poljubni sliki v sprejemljivem
¢asu. Tako je kar nekaj slik, predvsem v multimedijskih enciklopedijah
(npr. v Microsoftovi Encarti), zapisanih na ta nacin. Vsi podatki o po-
stopku niso znani, saj je sam postopek naprodaj v obliki programa. O
njem vemo to, da sliko razdeli na posamezna nepravilna obmoéja in po-
tem dolo¢i ustrezne afine preslikave. Te niso vedno le stiri. Lahko jih je
tudi ve¢ deset ali pa tudi ve¢ kot sto. Na ta naéin dosezejo, da za zapis
posamezne slike porabijo v povpre¢ju okoli stokrat manj prostora.

Matija Lokar
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DEVET VPRASANJ O SIROKIH STEVILIH

Naravno stevilo bomo imenovali Siroko, ¢e je vsota njegovih stevk v de-
setikem zapisu enaka njihovemu produktu. Vsoto stevk bomo imenovali
Sirina Stevila. Opremljeni s tema definicijama poskusimo razresiti nasle-
dnja vpraSanja:

1. Katera med naslednjimi stevili so Siroka:

7, 22, 123, 1234, 13131, 1212127

2. Poisci vsa dvomestna siroka stevila. Namig: takih stevil je zelo malo.
3. Opisi vsa Siroka stevila, ki imajo vse tevke enake.
4. Poiséi vsa Siroka Stevila Sirine 3. Poiséi Se vsa s Sirino 4.

5. Ali za vsako naravno Stevilo n obstaja Siroko Stevilo Sirine n? Za
n=12...,910 trditev drzi. Na primer, za n = 9 lahko vzamemo
kar stevilo 9, pri n = 10 pa §tevilo 11125.

6. Poiséi vsa Siroka Stevila s Sirino 1995.
7. Izmisli si opis poljubno velikih sirokih Stevil.

8. Prejsnja tocka trdi, da je Sirokih Stevil neskonéno. Utemelji, da
sirokih Stevil z enako Sirino ne more biti neskonéno.

9. Za konec pa Se ena programerska. Videli smo, da je sirokih $tevil
neskonéno. Ni pa jasno, ali jih je kar nekaj, bolj malo, zelo malo
ali celo zelo zelo malo. Ugotovi torej, koliko je sirokih Stevil, ki so
manj$a od milijarde (ali pa vsaj od milijona).

Martin Juvan
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GEOMETRIJSKA IN HARMONICNA VRSTA

Sestevanje realnih Stevil je po definiciji preslikava
z,y — z+y,

ki paru dveh (poljubnih) realnih stevil priredi tretje, njuno vsoto; mnozi-
ca realnih stevil je za to operacijo komutativna grupa, pri ¢emer je enota
stevilo 0, nasprotni element stevila z pa je —z.

Sestevanje je potemtakem sestevanje dveh stevil. Ker velja zakon
asociativnosti, lahko vsoto posplosimo tako, da je v njej poljubno mnogo
sumandov:

Ty + 2o+ 23 := (21 + 22) + =3,

z1+ 22+ 23+ 24:= (01 + T2+ 23) + 24

in tako naprej. V vsakem primeru pa je v vsoti le konéno stevilo élenov.
Ce je v vsoti veliko élenov, ji véasih reéemo konéna vrsta in uvedemo
zanjo poseben simbol:

n
Tyttt =y Tk, (1)
k=1
Znak za sestevanje je podan z veliko grsko érko sigma, ki oznacuje isti glas

kot latinski S in namiguje na zacetnico latinske besede summa = vsota.
Nekaj preprostih primerov:

Za:a+a+---+a=nm

k=1
n

k=1424---4+n=n(n+1)/2.
k=1

Z(a-{—kd)=a+(a+d)+(a+2d)+---+(a+nd]=(n+l)(a+nd/2)
k=0

(vsota aritmetiénega zaporedja).
n
Sapt=ataptap’+---+apt =a(l-p")/(1-p)  (2)
k=0

(vsota geometrijskega zaporedja).

Matematika pa gre Se dlje in uvede neskonéno vrsto (ali kar vr-
sto): vzamemo neskonéno zaporedje z1, z3, r3, ... realnih stevil in iz njega
naredimo

0o
2:1+1!2+$3+---=E:Ek. [3)
k=1
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Seveda pa je tej reci najprej treba dati vsebino. Ce so vsi ¢leni od nekega
mesta dalje enaki 0, naj bo to kar obicajna vsota, npr.:

1+ +2m+04+04+-ci=21 4+ T,

Ce pa niso, pa¢ ravnamo “po obéutku”, vzamemo ra¢unalnik in sestejemo,
recimo, tiso¢ &lenov vrste (3); e pri tem ugotovimo, da so nadaljnji ¢leni
vrste ze tako majhni, da jih pri racunanju z ra¢unalnikom lahko zanema-
rimo, rezultat na ekranu razglasimo za vsoto ali vrednost vrste (3).

Zadnji stavek ni ravno vzor matemati¢ne natanénosti. Ze zato ne,
ker je vsota vrste tedaj odvisna od kvalitete racunalnika. Poskusimo biti
zato malce bolj objektivni! Uvedimo delne vsote vrste (3):

§1:=12I1, $2:=T1+ Tz S3: =21+ T2+ Ty,

Na splosno torej velja:

Sedaj pa recimo: Stevilo S je vsota vrste (3):

oo
S= L, (4)
k=1

¢e se vse delne vsote z dovolj velikimi indeksi razlikujejo od S za tako
malo, kot le hoéemo. Ce je torej indeks n delne vsote s, res zelo velik, je
razlika |S — s, | manjsa od Se tako majhne vnaprej postavljene vrednosti.
To simboliéno zapiSemo takole:

D= nlingc 8n (5)
in preberemo: “S je limita zaporedja delnih vsot” ali “Delne vsote kon-
vergirajo k S”, ali tudi: “Delne vsote gredo k Stevilu S”. Simbol lim je
okrajsava latinske besede limes, ki v dobesednem prevodu pomeni mejo.

Ze iz definicije same sledi, da vrste nimajo zmeraj vsote. Ce se namreé
vse delne vsote z dovolj velikimi indeksi lo¢ijo od vsote vrste za poljubno
malo, se tudi med seboj loé¢ijo najvec za dvakratni “poljubno malo”. Ker
pa se zaporedni delni vsoti s,_ in s, lo¢ita ravno za z,, je potemtakem
¢len z, z dovolj velikim indeksom n nujno zelo blizu 0. Sklepamo tedaj,
da ¢e vrsta (3) ima vsoto, nujno velja:

lim z, = 0. (6)

n—oo
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Tako npr. vrsta 1 + 1 + 1 + ... nima vsote.

Pravzaprav je na mestu vprasanje, ali sploh ima kaksna vrsta s pre-
teZno nenicelnimi éleni svojo vsoto.

Zanimivo je, da so se s tem vprasanjem srecali ze antiéni Grki. Slavni
Zenonov paradoks govori ravno o tem. Ustrelimo proti taréi (v originalni
verziji paradoksa z Ahilom lovimo Zelvo); izstrelek najprej preleti pol poti,
potem pol od polovice, potem Se pol od polovice od polovice, pa tako
naprej brez konca. No, in prav zato, ker preletavanje polovick nima konca,
izstrelek morda nikoli ne prileti do tarée. Dejansko se sprasujemo, ali ima
vrsta

1. 4 3 .1 =, 1.;

atitetit ‘g(z) (7)
svojo vrednost. Zdrava pamet nas uci, da jo mora imeti in da je ta vsota
enaka 1 (to je, cela pot). Vendar ne smemo zato misliti, da je bil Zenon
malce pregloboko pogledal v kozarec. Prav nasprotno je res: dejstvo, da je
opazil problem v sicer tako samoumevnem pojavu, jasno kaze na njegove
izjemne intelektualne sposobnosti.

Geometrijska vrsta je

oo

atap+ap’ +ap o=y apt.
k=0
Delno vsoto s, imamo Ze v (2). Recimo, da je —1 < p < 1. Kaj se dogaja
s p"*1, ko n raste preko vseh mej? Natancen racun je nekoliko dolg, za

silo pa se da to ugotoviti tudi z racunalnikom. Odtipkajmo katerokoli
stevilo med —1 in 1 in pritiskajmo tipko kvadriranje. Primer:

0,990000 [22] 0, 980100 [22] 0,960596 [2%] 0,922745 [2%] 0, 851458
0, 724980 [z?] 0, 525596 0, 276252 0,076315 0,005824
0, 000034 0, 000000

Torej je 0,99%%*® = () na vsaj 6 decimalk.
Tako eksperimentiranje z zepnim rac¢unalnikom ni vselej zanesljivo, v
tem primeru pa je dobra osnova za (pravilno!) domnevo:
lim p"*! = 0.

n—o0

Od tod in iz (2) lahko sklepamo, da velja:

> ap = 1= (8)
k=0

l1-p

V (7) je a = p = § in rezultat je res 1.
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Ce pa ne velja —1 < p < 1, geometrijska vrsta nima vsote; precej
otitno je, da (6) tedaj ne velja.

Ali je res pogoj (6) tisti, ki odloéa o tem, ali bo vrsta imela vsoto ali
ne? Glede na to, kako smo ga dobili (torej iz predpostavke, da vrsta ima
vsoto), je pogoj (6) potreben, e naj vrsta ima vsoto. Zadosten pa ni.

Harmoniéna vrsta

1 1 1 o |
1 —_— - - iy — —_—
+stgtat éﬁ (9)

ima izpolnjen pogoj (6), saj se cleni res manjsajo in so vse blize 0. Pokazali
pa bomo, da nima vsote. Drugaée receno, ée bi sedteli dovolj ¢élenov
harmonicne vrste, bi dobili poljubno velik rezultat.

V ta namen Se malo eksperimentirajmo z Zepnim racunalnikom. Izbe-
rimo si poljuben pozitiven z in izracunajmo stevili —1 ter In(z) (naravni
logaritem, torej logaritem z osnovo €). Hitro opazimo, da je In(z) vedno
manjsi od z — 1, razen za z = 1, ko sta oba izraza enaka (. Tako je npr.:
1=2-1>1In(2) = 0,693; —% = —;- -1> ln(-.j:;) = —0,693. Imejmo to za
eksperimentalni dokaz ocene

In(z)<z—1 (z>0). (10)

S posebnim postopkom, ki se mu reée odvajanje, se da (10) tudi strogo
dokazati.

Ce nariSemo grafa funkeij z — 1 in In(z), dobi (10) preprosto vsebino:
krivulja y = In(z) ima premico y = ¢ — | za tangento pri z = 1, pri é¢emer
Jje - razen v dotikaliséu - premica nad logaritemsko krivuljo.

(6]

-2

Slika 1.
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Uporabimo (10)! Naj bo k naravno stevilo, veéje od 1.

1 1
In(k — 1) = In(k(1 — E)) = In(k) + In(1 — E) <In(k) — %
Od tod:

1 1 1 1 1 1
]n(I)Sln(?)daglnw)—g—- 55---5111(n)—;—r_—1—--~—§.
Ce povezemo le zac’:gtek in konec izpeljave, dobimo:

1+1+l+"'+l<ln[n)+l (11)

23 n = '
Ponovno uporabimo (10), tokrat za k > 1.
In(k + 1) = In(k(1 + %)) =In(k) +In(1 + %) < In(k) + %

In(n) <In(n—1)+ anl <lIn(n—2)+ anz'l'ﬁ < e < lu(l)+%+---+
ES an]) kar nam da:

ln(n}+1<1+l+---+l (12)

n - 2 n’

Delna vsota s, = 1 + %+ R % harmoniéne vrste je torej vkleséena
med meji

In(n) + é < sp <lIn(n) + 1. (13)

Ker z neomejeno naraséajoéim n raste preko vseh mej tudi njegov logari-
tem In(n) (éeprav res mnogo pocasneje), pa (13) pove, da tudi delne vsote
harmoniéne vrste neomejeno rastejo. Potemtakem harmoniéna vrsta nima
vsole.

Ocena (13) se da za velike n izboljsati. Precej zahtevna izpeljava
namre¢ pokaze, da za dovolj velik n velja poljubno natanéno:

sy & In(n) + C,
kar lahko zapisemo tudi takole:

lim (s, —In(n)) = C. (14)

n—00

Pri tem je C = 0,57721566... Eulerjeva konstanta, ravno tak ¢uden
spak, kot sta stevili # = 3,14159... ali e = 2, 71828...
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Za konec Se naloga, ki se jo da resiti z uporabo (14). Do katerega n
je treba sesteti harmonicno vrsto, da bo dobljena delna vsota s, priblizno
19947 Ce bi imeli racunalnik, ki bi ra¢unal z dovolj decimalkami in bi
vsako milijonino sekunde pristel po en ¢len harmoniéne vrste, kaj menite,
koliko sekund (ur, morda celo dni) bi sesteval do vsote 19947
(Odgovor: n = 5,4 - 10%%; gas raéunanja = 1,7 - 10352 Jet)

Anton Cedilnik

NA KOLIKO NACINOV SE POLICIST
LAHKO ZMOTI?

Policist je ustavil 4 pesce, ki so &li pri rdeéi luéi éez cesto. Skupno jih je
oglobil s 16 tiso¢aki. Vzel je belezko in svinénik ter zacel ratunati, koliko
mora vsak plagati. Takole je racunal:

1§24=_..

4 v G gre enkrat, ostane 2; podpiSem enico:

16 :4=1:.
12

Nato je ugotovil, da gre 4 v 12 se trikrat in je dobil rezultat 16 : 4 = 13.
Kolegu policistu se je zdel rezultat nekoliko sumljiv, pa je napravil
preizkus s sestevanjem:

13
13
13
13
16

Pri tem je takole racunal: 34+34+3+3+ 14141+ 1=16. Stima!

Za vsak slucaj so §li Se h komandirju. Ta je vzel svinénik in raéunal:

4 x3 =12, 4x1 = 4, seStejem 12 + 4 = 16

H

ter potrdil pravilnost racuna.

In sedaj naloga za Presekove bralce: Poiséi vsa dvomestna stevila, za
katera dobis po zgornjem vzorcu “pravilen” rezullat, ki naj bo tudi dvo-
mesino stevilo; delilelj naj bo enomesten.

Anton Suhadole
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LEPI USPEHI SLOVENSKIH DIJAKOV NA
OLIMPIADAH 1Z MATEMATIKE, FIZIKE IN
RACUNALNISTVA

Z racunalniske olimpiade na Nizozemskem je nasa srednjesolska ekipa pri-
nesla dve srebrni in eno bronasto medaljo, na fizikalni v Avstraliji so tek-
movalci dobili eno bronasto in eno pohvalo, matematiki pa so v Kanadi
dosegli tri pohvale.

CESTITAMO!

Zeljko, M. s sodelavci: ALTIUS, CITIUS, FORTIUS,
Drustvo matematikov, fizikov in astronomov Slovenije,
Ucbeniki in priroéniki, Ljubljana 1995, 212 str.

Knjiga z olimpijskim geslom v naslovu je delo osmih mladih avtorjev,
Studentov in asistentov matematike, ki so leta 1994 vodili priprave slo-
venske ekipe na mednarodno matematiéno olimpiado. Svoje zapiske s teh
priprav so zdruzili v enajst izbranih poglavij: Geometrija, Analitiéna geo-
metrija, Kompleksna Stevila, Teorija stevil, Neenakosti, Polinomi, Kombi-
natorika, Teorija grafov, Zaporedja, indukcija in Se kaj, Diferenéne enacbe
in Rodovne funkeije. Dodatno dvanajsto poglavje prinasa reene naloge z
mednarodnih matematiénih olimpiad od leta 1987 do lani.

V teoreti¢nem delu posameznega poglavja najdemo definicije in trdi-
tve, potrebne za reSevanje nalog, ki slede v nadaljevanju poglavja. Dokazi
trditev niso navedeni, éeprav se jih da veéino izpeljati s srednjesolskim
znanjem matematike. Gre torej za nekaksen priroénik, s katerim na hitro
spoznamo ali ponovimo doloéeno snov iz naslova poglavja.

Uéencem, ki imajo radi matematiko, in njihovim mentorjem bodo
dobrodosle naloge, ki jih v zbirki ni malo. Njihova posebna vrednost je
v tem, da so dodane precej podrobne resitve, iz katerih se da Se marsikaj
nauéiti, ¢etudi smo nalogo znali sami resiti.

Naj zakljuéim z opozorilom, ki ga je v predgovoru knjige zapisal Ma-
tjaz Zeljko, avtor z najve¢ zaslugami za nastanek priroénika: Knjiga ni
zakljucena zbirka napotkov in formul, namenjenih tekmovalcem iz mate-
matike — je le zvezek, namenjen srednjesolcem, ki jim Solski orehi niso
dovolj trdi.

Knjigo lahko kupite pri Komisiji za tisk DMFAS, Ljubljana, Jadran-
ska 19,

Marija Vencely
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31. TEKMOVANJE ZA ZLATO VEGOVO PRIZNA-
NJE V SOLSKEM LETU 1994/95

Najboljsi sedmosolci in osmosolci z obéinskih tekmovanj so se v soboto,
20. maja 1995, pomerili v Sestih regijah v naslednjem stevilu:

REGIJA 7. razred | 8. razred
- Ljubljana 86 133
- Maribor 52 70
- Celje 26 37
- Koper 15 21
- Nova Gorica 9 16
- Novo mesto 15 23
SKUPAJ 203 300

Zlato Vegovo priznanje so prejeli sedimosolci, ki so osvojili najmanj 13
od 25 moznih tock, in osmosolci, ki so osvojili najmanj 16 od 25 moznih
tock.

Vsem ucencem, ki so osvojili zlato Vegovo priznanje, je Drustvo
matematikov, fizikov in astronomov Slovenije poklonilo knjigo Stevilske
krizanke.

Novost: V prihodnjem Solskem letu bo dosedanje obéinsko tekmova-
nje nadomestilo podroéno tekmovanje za srebrno Vegovo priznanje.

Nagrade najuspesnejsim tekmovalcem:

7. razred

I. nagrada:
Miha JUKIC‘, 0OS Center, Novo mesto;
Jure BEZGOVSEK, OS Miha Pintarja Toleda, Velenje;
Barbara GROBELNIK, OS Nade Cilensek, Grize;
Tina TONI, OS Notranjskega odreda, Cerknica.

II. nagrada:
Katja BAJEC, OS Center, Novo mesto;
Jaka HAJNSEK, 1. OS Rogaska Slatina, Rogaska Slatina;
Crtomir PRESERN, OS Ledina, Ljubljana;
Miha SUSTERSIC, OS Miroslava Vilharja, Postojna;
Saso JELENCIC, OS Stiéna, Ivanéna Gorica.
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III. nagrada: i
Tomaz NAHTIGAL, OS Dr. Vita Kraigherja, Ljubljana;
Crto KREFT, OS Mladika, Ptuj.

8. razred:

I. nagrada:
Klemen CADEZ, OS Ivana Groharja, Skofja Loka;
Rok SKUFCA, OS Ivana Groharja, Skofja Loka;
Samo JURETIC, OS Milojke Strukelj, Nova Gorica;
Ajda SKARLOVNIK, OS Prezihovega Voranca, Ljubljana:
Igor JAUSOVEC, OS Slivnica, Orehova vas;
Tomaz WEISS, OS Tabor I, Maribor.
II. nagrada:
Jure KALI?ENIK, QS Bratov Juhart, Sempeter;
Nina JAMSEK, OS Ivana Cankarja, Trbovlje;
Marjeta BUH, OS Smartno pod Smarno goro, Ljubljana-Smartno.
IIT. nagrada:
Jani SLIVNIK, OS Cirkovce, Cirkovee;
Miha RENKO, OS Marjana Nemca, Radeée;
Gorazd KARER, OS Milojke Strukelj, Nova Gorica;
Justin CINKELJ, OS Ob Rinzi, Kocevje;
Dejan_LAVBIC, OS Smarje pri Jelsah:
Filip SRAMEL, OS Smarje pri Jelsah;
Danijel KOVACIC, OS Valentina Vodnika, Ljubljana.

Aleksander Poloénik

10. DRZAVNO TEKMOVANJE 1Z ZNANJA
RACUNALNISTVA ZA OSNOVNOSOLCE

Tudi v letosnjem letu so se najboljsi racunalnicarji osnovnih ol Slovenije
pomerili v znanju raé¢unalnistva na drzavnem tekmovanju, ki je potekalo v
sklopu FESTIVALA RACUNALNISTVA na Fakulteti za elektrotehniko
in raéunalnistvo v Ljubljani od 12. do 14. 5. 1995.

10. jubilejno tekmovanje, kakor tudi vsa predtekmovanja (Solska in
podroéna), Ze od vsega zafetka uspesno vodi Komisija za ratunalnistvo
Zveze organizacij za tehni¢no kulturo Slovenije. Tokrat se je organizator
ge posebej potrudil, saj je ob tekmovanju potekalo Se niz drugih dejavnosti,
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kot npr. sre¢anje mladih raziskovalcev (zagovori raziskovalnih nalog iz po-
droéja racunalnistva), tekmovanje programov, okrogle mize za mentorje,
predavanja in predstavitve, razstave itd. Izkazali so se tudi sponzorji, ki
so prispevali izredno lepe in uporabne nagrade; glavni sponzor tekmovanja
je bil HERMES SoftLab.

Tekmovanja se je udelezilo 118 osnovnosolcev iz vse Slovenije. Pred-
hodno so tekmovali na 140 osnovno3olskih in 8 podroénih tekmovanjih.
Skupno se je tekmovanj v preteklem Solskem letu udelezilo okoli 2000
osnovnosolcev. Tekmovalci so imeli na vseh nivojih (Solsko, podroéno in
drzavno) na voljo 2 Solski uri ¢asa za resevanje nalog. Pri delu so lahko
uporabljali poljubno literaturo, uradni programski jeziki tekmovanj pa so
bili: LOGO, BASIC, VISUAL BASIC in PASCAL. Na drzavnem tekmo-
vanju so uéenci lahko resevali naloge tudi v drugih programskih jezikih.

Tekmovanja zahtevajo znanje:

— osnov informatike in raéunalnistva,
— programiranja v izbranem programskem jeziku in
— praktiéno delo na ra¢unalniku.

Znagéilnost letosnjega jubilejnega tekmovanja osnovnosolcev je bila
med drugim tudi uvedba nove tekmovalne skupine, in sicer objektno orien-
tirano programiranje v okolju Windows s programskim jezikom VISUAL
BASIC. To tekmovanje je letos potekalo le na drzavnem nivoju. Vsaka
ekipa je najprej predstavila projekt oz. programski izdelek, ki ga je na
Soli izdelala v sklopu priprav na tekmovanje. Republiska komisija je ta
projekt ocenila, ekipe pa so v omejenem asu (dve Solski uri) se dodatno
resevale enostavnejso nalogo.

Osnovnosolci so tekmovali v Sestih starostnih skupinah in dodatni
skupini VISUAL BASIC. V prvih dveh skupinah so uporabljali program-
ski jezik LOGO, v ostalih stirih pa LOGO, BASIC ali PASCAL. Med
najboljsimi so letos bili:

1. skupina (1. - 3. razred):

Rok Mejaé, Osnovna $ola Martina Krpana, Ljubljana;
Mitja Trampus, Osnovna Sola Majde Vrhovnik, Ljubljana;
Urban Cujes, Osnovna $ola Ob Dravinji, Slovenske Konjice;
Matjaz Veber, Osnovna 3ola Oskarja Kovaéi¢a, Ljubljana.

B e

2. skupina (4. razred):

. Andrej Osterman, Osnovna $ola Menges;

. Andrej Veber, Osnovna sola Oskarja Kovaéiéa, Ljubljana;
. Vito Ti¢, Osnovna sSola Pod Goro, Slovenske Konjice;

. Borut Likar, Osnovna Sola Ledina, Ljubljana.

= Lo b =
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3. skupina (5. razred):

1. Primoz Bratani¢, Osnovna Sola Louisa Adamica, Grosuplje;
2. Ivo List, Osnovna Sola Oskarja Kovaéi¢a, Ljubljana;
3. Jure Meréun, Osnovna sola Maksa Pecarja, Ljubljana;
4. Marko Dolenc, Osnovna Sola Polhov Gradec.
4. skupina (6. razred):
1. Ales Zamuda, Osnovna Sola Velika Nedelja;
2. Janez Langus, Osnovna $ola Krize;
3. Davorin Lesnik, Osnovna Sola Majsperk;
4. Ales Hribar, Osnovna Sola Menges.
5. skupina (7. razred):
1. Andraz Tori, Osnovna $ola Oskarja Kovaéi¢a, Ljubljana;
2. Dejan Dolenc, Osnovna Sola Simona Jenka, Kranj;
3. Matej Breznik, Osnovna Sola Valentina Vodnika, Ljubljana;
4. Miha Pirnat, IV. osnovna 3ola, Celje.
6. skupina (8. razred):
1. Jure Leskovec, Osnovna 3ola Polhov Gradec;
2. Miha Kadune, Osnovna Sola Josipa Plemlja, Bled;
3. Matevz Harlander, Osnovna sSola Grm, Novo mesto;
4. Damjan Cvetko, Osnovna Sola Prule, Ljubljana.
7. skupina (Visual Basic):
1. Iztok Heric, II. osnovna $ola, Murska Sobota;
2. Blaz Fortuna, Osnovna Sola Gorenja vas, Skofja Loka;

3. Egon Kocjan, Osnovna $ola Jurija Dalmatina, Krsko.
Vsem tekmovalcem iskreno cestitamo!

Ivan Gerlié

DRZAVNO TEKMOVANJE OSNOVNOSOLCEV
1Z FIZIKE ZA ZLATA STEFANOVA
PRIZNANJA 1994/95

Drustvo matematikov, fizikov in astronomov Slovenije in Oddelek za fiziko
na Pedagogki fakulteti v Ljubljani sta bila organizatorja 15. drzavnega
tekmovanja iz fizike za osnovnoSolece. V predavalnicah in laboratorijih
Pedagoske fakultete v Ljubljani se je v soboto 6. 5. 1995 pomerilo v
znanju fizike 33 ekip sedmih in 33 ekip osmih razredov.
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Na drzavnem tekmovanju so sodelovali najbolje uvrséeni uéenci na
podroénem tekmovanju, ki je bilo 1. 4. 1995 v devetih mestih Slovenije.
Sodelovalo je 312 ekip sedmih in 352 ekip osmih razredov, skupaj 1328
ucencev. Tretjina udeleZencev je prejela srebrna Stefanova priznanja.

V letosnjem Solskem letu so uéenci sedmih in osmih razredov prvié
prejeli za sodelovanje na tekmovanju enotne bronaste, srebrne in zlate
Stefanove znacke.

Najuspesnejsi tekmovalei za zlata Stefanova priznanja:

Sola Prvi tekmovalec Drugi tekmovalec Tocke
7. razred

l.nagrada

O$ Ledina, Ljubljana Crtomir Presern Matej Kalan 13,5
OS Rogaska Slatina Jaka Hajnsek  Lidija Prah 13,5
3. nagrada

OS Maksa Petarja, Ljubljana Eva Fiirst Vita Vukasinovié 13
OS Simona Jenka, Kranj Dejan Dolenc  Gregor Hribar 13
OS Josipa Plemlja, Bled Ziga Jan Jure Slivnik 13
OS Dob Metka Osredkar Janez Svetlin 13
Priznanja

OS Oskarja Kovati¢a, Ljubljana Andraz Tori Miha Ravnik 12
OS Dravlje, Ljubljana Matija Lesnjak Alja Brajic 11,5
OS Miha Pintarja Tolede, Velenje Jure Bezgoviek Sonja Cinsegar 11,5
O$ Mirna Pe¢ Spela Zaletel Matej Bobnar 11,5
OS Lenart Lovro Ziberna  Zoran Duh 11
0OS Race Matjaz Ogrizek Tadej Vindis 11
8. razred

1. nagrada
OS Tabor I, Maribor Tomaz Weiss Klemen Sitar 17
2. nagrada
1. OS Slovenj Gradec Matej Perkus  Luka Pusnik 16
3. nagrada
OS Milojke Strukelj, Nova Gorica Gorazd Karer Samo Jureti¢ 15
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Sola Prvi tekmovalec Drugi tekmovalec Toéke
Priznanja

OS Lenart Alen Stanojevié¢ Jasmina Ferk 14,5
OS Narodnega heroja M. Pecarja, Primoz Bedenk Boris Car 14
Ljubljana

OS Dr. Vita Kraigherja, Ljubljana Luka Lipar Miha Cirman 13
OS Bistrica, Trzi¢ Jure Kokalj Primoz Meglic 13
0S8 Lava, Celje Mitja Jurkovnik Vasilij Centrih 12,75
IV OS, Celje Jure Sveticic Samo Peni¢ 12,5
OS Cvetka Golarja, Skofja Loka  Jernej Porenta Jure Oresek 12,5
0S8 Cirkovce Jani Slivnik Uros Medved 12
08§ Koroskih jeklarjev, Miha Erjavec  Matej Rozman 12

Ravne na Koroskem

Prvih deset ekip osmih razredov se bo udelezilo fizikalnega razisko-
valnega tabora, ki bo na Bledu od 15. do 30. 9. 1995. Nagrado podeljuje
DMFA Slovenije v sodelovnaju in pod pokroviteljstvom Ministrstva za
Solstvo in Sport Republike Slovenije.

Jelislava Sakelsek

39. MATEI_\/IATICNO TEKMOVANIJE
SREDNJESOLCEV SLOVENIJE

V sobotnem dopoldnevu 22. aprila 1995 se je 169 dijakov v prostorih
Gimnazije Kranj spopadlo z nalogami na 39. matemati¢nem tekmovanju
srednjesolcev Slovenije, popoldan pa so si lahko ogledali Dovzanovo sote-
sko, protokolarni objekt Brdo ali pa Jezersko in Preddvor.

Za uspedno reSevanje nalog je drzavna tekmovalna komisija podelila
naslednje nagrade in pohvale:

PRVI LETNIK:

1. nagrada:
Tadej Staréi¢, Gimnazija Bezigrad, Ljubljana.
3. nagrada:

Tomaz Kosem, Srednja tehniska sola, Celje; Matija Mazi, Gimnazija
Bezigrad, Ljubljana; Martin Knapi¢, Gimnazija Sentvid, Ljubljana.
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Pohvala:

Matjaz Titan, Gimnazija Murska Sobota; Andrej Puksi¢, Srednja
tehniska sola, Celje; Primoz Berli¢, Gimnazija Ledina, Ljubljana; Malej
Rizman, II. gimnazija Maribor; Dejan Beznec, Gimnazija Murska Sobota;
Reya Rok, Gimnazija Skofja Loka; Damir Podlesek, Gimnazija Murska
Sobota; Martin Milanié¢, Gimnazija Koper; Andreja Avbersek, Gimnazija
Kranj.

DRUGI LETNIK:

1. nagrada:

Gorazd Bizjak, Gimnazija Bezigrad, Ljubljana.

2. nagrada:

Matjaz Konvalinka, Gimnazija Bezigrad, Ljubljana; Mitja Slenc, Gi-
mnazija Bezigrad, Ljubljana; Andrej Vodopivee, Gimnazija Celje.

Pohvala:

Klemen Kenda, Gimnazija Jurija Vege, Idrija; Sasa Fratina, Gim-
nazija Bezigrad, Ljubljana; Mitja Lustrek, Srednja $ola Rudolfa Maistra,
Kamnik; Gorazd Lampié, Gimnazija Bezigrad, Ljubljana.

TRETJI LETNIK:

1. nagrada:

Gorazd Brumen, Gimnazija Bezigrad, Ljubljana.

3. nagrada:

Polona Gresak, Gimnazija in ESS_, Trbovlje; Sanja Fidler, Gimnazija
Bezigrad, Ljubljana; Jernej Tonejc, SSC - Gimnazija Ptuj; Karla Smigoc,
Srednja tehniska Sola, Celje.

Pohvala:

Anze Slosar, Gimnazija Bezigrad, Ljubljana; Kristijan Cafuta, SSC
- Gimnazija Ptuj; Blaz Vehar, Gimnazija Sentvid, Ljubljana; Matjaz
Kosak, Gimnazija Novo mesto; Miha Vuk, Gimnazija Bezigrad, Ljub-
ljana; Andrej Zorko, Gimnazija in ek. sr. Sola, Brezice; Saso Zivanovié,
Srednja tehniska Sola, Celje; Drago Bokal, Gimnazija Bezigrad, Ljubljana;
Bojan Pavsié, II. gimnazija Maribor.
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CETRTI LETNIK:

1. nagrada:

Mitja Pire, Gimnazija in ek. sr. Sola, Brezice; Martin Klanjsek, Gim-
nazija Bezigrad, Ljubljana.

3. nagrada:

Jernej Barbié, Gimnazija Tolmin; Andrej Studen, Gimnazija Kranj;
Dejan Veluséek, Gimnazija Bezigrad, Ljubljana; Tade) Novak, Srednja
sola Rudolfa Maistra, Kamnik.

Pohvala:

Blaz Mavéi¢, Gimnazija Bezigrad, Ljubljana; Saso Puksi¢, Srednja
tehniska sola, Celje; Peter Kink, Gimnazija in ek. sr. Sola, Brezice; Mar-
tin Jesenko, Gimnazija Bezigrad, Ljubljana; Marko Znidarig, II. gimnazija
Maribor; Andrej Salamun, Gimnazija in ESS, Trbovlje; Manca Cirk, Gi-
mnazija Kranj; Matjaz Pugelj, Sr. tehn. in zdrav. Sola, Novo mesto; Anzej
Lemut, Gimnazija Kranj.

V ekipo, ki je zastopala Slovenijo na Mgdnarodni matematiéni olim-
piadi v Kanadi, so se uvrstili: Jernej BARBIC, Gorazd BRUMEN, Polona
GRESAK, Martin KLANJSEK in Mitja PIRC.

Matjaz Zeljko

33. TEKMOVANJE 1Z SREDNJESOLSKE FIZIKE

Krog tekmovanj iz srednjesolske fizike se je letos zagel 8. aprila z regijskim
tekmovanjem. Udelezilo se ga je okrog 900 tekmovalcev iz 50 srednjih sol.
Tekmovanje je hkrati potekalo na osmih srednjih Solah: Gimnaziji Poljane
Ljubljana, Gimnaziji Bezigrad Ljubljana, II. gimnaziji Maribor, Gimna-
ziji Celje - Center, Gimnaziji Kranj, Srednji soli Nova Gorica, Gimnaziji
Koper in Gimnaziji in ekonomski srednji soli Brezice.

Drzavno tekmovanje je bilo 6. maja. Tekmovali so najboljsi tekmo-
valci iz vsake skupine z regijskega tekmovanja. V skupini A je tako bilo
32 tekmovalcev, v skupini B 33, v skupini C 30 in v skupini D 31. Skupaj
126 tekmovalcev iz 26 srednjih Sol.
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Organizator drzavnega tekmovanja je bila Srednja tehniska in zdra-
vstvena Sola Novo mesto. Medtem ko so tekmovalci resevali naloge, so si
njihovi mentorji ogledovali Dolenjsko. Po koncu resevanja nalog pa so si
kopanje v toplicah privoséili tudi tekmovalei.

Tekmovalna komisija DMFA Slovenije, ki so ji pri izvedbi tekmovanja
in ocenitvi izdelkov pomagali Studenti Fakultete za matematiko in fiziko,
je na razglasitvi rezultatov podelila 6 prvih nagrad, 14 drugih, 9 tretjih
in 40 pohval. Vsi nagrajeni tekmovalci so bili v zacetku junija vabljeni na
sprejem k ministru za Solstvo in Sport dr. Slavku Gabru.

Letosnje tekmovanje iz srednjesolske fizike se je zakljuéilo v sredini
maja z izbirnim tekmovanjem za olimpijsko ekipo. Udelezili so se ga
nagrajeni tekmovalci iz skupine D, v olimpijsko ekipo pa so bili izbrani
tisti z najboljsim seStevkom tock z drzavnega in izbirnega tekmovanja.

Podeljene nagrade in pohvale:

Skupina A

I. nagrada:
Martin KNAPIC, Gimnazija Sentvid, Ljubljana.
II. nagrada:

Matjaz TITAN, Gimnazija Murska Sobota; Matija MAZI, Gimnazija Be-
zigrad, Ljubljana; Tomaz OROZEL, 11. gimnazija Maribor.

Pohvale:

Andrej KRANJC, Srednja tehniska Sola Celje; Milos FIDLER, Gimna-
zija Ledina, Ljubljana; Tomaz KOSEM, Srednja tehniska Sola Celje; Jurij
STALC, Gimnazija Bezigrad, Ljubljana; Denis PETER, 1. gimnazija Ma-
ribor; Klemen ROJNIK, Gimnazija Bezigrad, Ljubljana; Dejan SMALC,
Gimnazija Novo mesto; Andreja AVBERSEK, Gimnazija Kranj; Simon
RANKEL, Gimnazija Skofja Loka; Andrej VILHAR, Gimnazija Sentvid,
Ljubljana; Blaz ZUPANCIC, Gimnazija in ekonomska SS Brezice; Drago
ZERJAV, Srednja tehn. in zdrav. $ola Novo mesto.

Skupina B

I. nagrada:

Gorazd BIZJAK, Gimnazija Bezigrad, Ljubljana.
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IL. nagrada:

Luka PREVODNIK, Srednja elektro in strojna sola Kranj; Igor VER-
STOVSEK, Gimnazija Bezigrad, Ljubljana; Blaz VEHAR, Gimnazija
Sentvid, Ljubljana.

III. nagrada:

Bostjan GLAZAR, SS za elektrotehniko in ra¢. Ljubljana; Milos JEFTIC,
Gimnazija Bezigrad, Ljubljana; Mitja MAJERLE, Srednja tehniska Sola
Celje; Mitja VARDJAN, Gimnazija Bezigrad, Ljubljana; Anita PRAPO-
TNIK, 1I. gimnazija Maribor.

Pohvale:

Jan SZILAGYI, Gimnazija Bezigrad, Ljubljana; Aleksander SLEMEN-
SEK, Srednja tehniska sola Celje; Rok SABJAN, Gimnazija Bezigrad,
Ljubljana; Bojan DOLINAR, Gimnazija Kranj; Matevi KLANJSEK, Gi-
mnazija Bezigrad, Ljubljana; Sasa FRATINA, Gimnazija Bezigrad, Ljub-
ljana.

Skupina C

I. nagrada:

Matej SPINDLER, Gimnazija Bezigrad, Ljubljana; Miha VUK, Gimna-
zija Bezigrad, Ljubljana; Klemen ZAGAR, Gimnazija Sentvid, Ljubljana.
II. nagrada:

Peter JEGLIC, Gimnazija Bezigrad, Ljubljana.

II1. nagrada:

Andrija LEBAR, Gimnazija Bezigrad, Ljubljana; Emil POLAJNAR, Gi-
mnazija Kranj.

Polivale:

Samo BEGUS, Gimnazija Jesenice; Andrej RAZPET, Gimnazija Bezi-
grad, Ljubljana; lztok HUMAR, Srednja elektro in strojna Sola Kranj;
Iztok JERAS, Tehniski Solski center Nova Gorica; Egon PAVLICA, Sre-
dnja Sola Nova Gorica; Zvone SIMONCIC, Gimnazija Novo mesto; Samir
El SHAWISH, Gimnazija E}ezigrad, Ljubljana; Bostjan GUSTIN, Gimna-
zija Koper; Franci KOPAC, Srednja tehniska sola Celje; Darko SKERL,
Srednja tehn. in zdrav. Sola Novo mesto; Robert LESAR, Gimnazija in
ekonomska SS Brezice; Drago BOKAL, Gimnazija Bezigrad, Ljubljana;
Matej JUG, Tehniski Solski center Nova Gorica.
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Skupina D

I. nagrada:
Martin KLANJSEK, Gimnazija Bezigrad, Ljubljana.

II. nagrada:

Mitja PIRC, Gimnazija in ekonomska SS Brezice; Aleksander ZAVCER,
Srednja elektro-ra¢. sola Maribor; Borut DEL FABBRO, Srednja sola
Nova Gorica; Saso PUKSIC, Srednja tehniska Sola Celje; Dejan VELUS-
CEK, Gimnazija Bezigrad, Ljubljana; Marko ZNIDARIC, II. Gimnazija
Maribor; Andrej BARTOLIC, Srednja sola Nova Gorica.

III. nagrada:

Jure BABNIK, SS za elektrotehniko in raé. Ljubljana; Peter VEK, Sre-
dnja tehniska sola Celje.

Pohvale:

Peter KINK, Gimnazija in ekonomska SS Brezice; David KONCAN, Gi-
mnazija Kranj; Tilen KOKLIC, Gimnazija Celje; Dejan TINTA, Srednja
ola Nova Gorica; Matej BAZEC, Gimnazija Koper; Marko GLAZAR,
Gimnazija Bezigrad, Ljubljana; Uro§ MALI, Srednja tehn. in zdrav. Sola
Novo mesto; Damir OMERCEN, SS za elektrotehniko in raé. Ljubljana;
Alen ORBANIC, SS za elektrotehniko in ra¢. Ljubljana.

Po izbirnem tekmovanju za olimpijsko ekipo so se na letosnjo XXVI.

olimpiado iz fizike, ki je bila od 5. do 12. julija v Canberri, Avstralija,
uvrstili:
Martin KLANJSEK, Gimnazija Bezigrad, Ljubljana; Jure BABNIK, SS
za elektrotehniko in raéunalnistvo Ljubljana; Marko ZNIDARIC, I1. gi-
mnazija Maribor; Andrej BARTOLIC, Srednja sola Nova Gorica; Saso
PUKSIC, Srednja tehniska sola Celje.

Ciril Dominko

TEKMOVANIJE IZ RACUNALNISTVA ZA
SREDNJESOLCE

V letu 1995 je tekmovanje iz racunalnistva za srednjeSolce potekalo v
precej prenovljeni shemi. V prejsnjih letih so dijaki izkazali znanje iz
raéunalnistva le na dveh relativno nepovezanih tekmovanjih: na zagovorih
raziskovalnih nalog in na tekmovanju iz znanja racunalnistva (resevanje
pisnih nalog). Letos smo obe tekmovanji povezali tako, da smo najboljsim
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tekmovalcem omogoéili nastop na t.i. zakljuénem tekmovanju (playoff),
ki je potekalo na racunalnikih. Tekmovalei so morali v treh urah napi-
sati program za dano nalogo. Najboljsi je bil tisti, ki mu je program
deloval pravilno in najhitreje. Ker prvo zakljuéno tekmovanje ni povsem
uspelo, smo ga ponovili z ozjim izborom tekmovalcev. V tem delu tek-
movanja so morali tekmovalei doma v nekaj dneh napisati program za
nekoliko spremenjeno nalogo iz prvega zakljuénega tekmovanja, napisati
dokumentacijo in narediti 5-10 minut dolgo predstavitev resitve, oboje v
angleskem jeziku. Najboljsim smo podelili 3 glavne nagrade (praksa v
ZDA) in sestavili ekipo, ki nas je zastopala na raéunalniski olimpiadi.

Poleg omenjenih tekmovanj smo uvedli se eno tekmovalno kategorijo:
tekmovanje programov. Dve nalogi sta bili razpisani 2 meseca pred tekmo-
vanjem (opis se nahaja na STENAR::PCSOFT:[TEKMOVANIJE]), cilj pa
Je bil, da vsak tekmovalec napise program, ki bo tekmoval s programi dru-
gih tekmovalcev. Namen tega tekmovanje je predvsem razvedrilo, éeprav
nalogi nista bili posebej laliki.

Na racunalniski olimpiadi, ki je potekala zadnji teden junija na Ni-
zozemskem, se je nasa ekipa odrezala odliéno. Miha Vuk in Janez Brank
sta dobila srebrno medaljo, Klemen Zagar pa bronasto.

Rezultati tekmovanja iz znanja ra¢unalniStva (3 tezavnostne
skupine in dve zakljuéni tekmovanji):

1. skupina
1. nagrada: Matej Rizman (Gimnazija Maribor);
2. nagrada: Dejan Beznec (Gimnazija Murska Sobota), Gregor Rot (Sre-
dnja sola Nova Gorica), Rok Pahulje (Gimnazija Kogevje), Dejan Dular
(Gimnazija Novo mesto);
3. nagrada: Damijan Dolenc (Gimnazija Skofja Loka), Matija Pirc (Sre-
dnja sola Kriko), Mitja Lorencak (Srednja elektro in ra¢. sola Maribor);

2. skupina
l.nagrada: Klemen Zagar (Gimnazija Sentvid Ljubljana), Klemen Kenda
(Gimnazija Jurija Vege, Idrija);
2. nagrada: Andrej Ota (Gimnazija Vig, Ljubljana), Lojze Smid (Gim-
nazija Poljane, Ljubljana), Miha Nahtigal (Gimnazija Novo mesto);
3. nagrada: Damir Cifer (Gimnazija Murska Sobota), Matej Artaé (Gi-
mnazija Kranj);
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3. Skupina
1. nagrada: Borut Jeri¢ (Srednja Sola za el. in raé., Ljubljana);

2. nagrada: Miha Vuk (Gimnazija Bezigrad);
3. nagrada: Simon Golob (Gimnazija Jurija Vege, Idrija).

Najboljsa Sola: Gimnazija Jurija Vege, ldrija.

Tekmovalci za prvo zakljuéno tekmovanje: Matej Rizman, Kle-
men Zagar, Klemen Kenda, Borut Jeri¢, Miha Vuk, Simon Golob, Drago
Bokal, Tomaz Smrkolj, Igor Klep, Jernej Kovse, Mitja Slenc, AnZe Slosar,
Borut Luki¢, Miha Gréar.

Ozji izbor tekmovalcev za drugo zakljuéno tekmovanje: Ma-
tej Rizman, Klemen Zagar, Klemen Kenda, Borut Jeri¢, Miha Vuk, Simon
Golob, Drago Bokal, Mitja Slenc, Miha Gréar, Janez Brank.

Prve tri nagrade (po drugem zakljuénem tekmovanju): Janez
Brank, Klemen Zagar, Borut Jeric.

Ekipa za olimpiado: Janez Brank, Klemen Zagar, Mitja Slenc,
Miha Gréar, Miha Vuk, Tina Kosmac.

Marko Grobelnik

16. MEDNARODNO MATEMATICNO TEKMOVA-
NJE MEST - POMLADANSKI KROG - Resitve iz
XXII/P-6, str. 374

Resitve nalog prvega dela:
Prva skupina

1. Stevilo vre¢ po 10kg, 15kg in 20 kg oznaéimo z a, b in ¢. Iz podatkov
naloge sledi

10a + 15b + 20¢ = 500
a4+ b+ e = 30.
Ko pommnozimo drugo enaébo s 15 in jo odstejemo od prve, dobimo 5e —

— ha = 50. Torej je ¢ —a = 10 in je zato ¢ > a.

2. Postavimo kobilice A, B, in C' na stevilsko premico zaporedoma v tocke
—1, 0 in 1. Oznacimo koordinato kobilice A (oz. B, C') po n sekundah z
an (0z. by, ep) in dokazimo z indukeijo, da so vsa stevila a, in ¢, liha,
stevila b,, pa soda.
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Pri n = 0 trditev drzi: ay = —1, by = 0, ¢ = 1. V dokazu in-
dukecijskega koraka pa upostevamo, da kobilica, ki se nahaja v tocki s
koordinato z, pri skoku prek y pristane v tocki s koordinato 2y — x. Ker
jez (mod 2) =2y—z (mod 2), je indukcijski korak tako dokazan. Torej
skace le druga kobilica po totkah s sodo koordinato in lahko zato le ona
pristane v srednji tocki.

3. Privzemimo oznake s slike; tocka O je

sredisée kroznice. Ker je ZAPB = 90°, D &
je razpolovisée X stranice AB sredisce
trikotniku ABP oértane kroznice. Torej S .
je R
" 0
|XP|= -;-|AB]: |PO| = |OX| ¥

in je zato ZPOX = 60°. Sledi £ZX0Q = _
= 90° — 60° = 30% S slike razberemo P

LPXQ=LPXO + LOXQ = A X B
=60" + 1(180° — 30°) =
=138°,

saj je trikotnik X QO enakokrak z vrhom pri O. Ker je /Y PS = LXQP,
je LXPY = LXPQ+LXQP+90°. Sledi LY PS = 90°+(180°—£LPXQ) =
= 135",

4. Glej resitev 4. naloge za drugo skupino.

Druga skupina

1. Disjunktni intervali [0,0.2], (0.2,0.4), [0.4,0.6], (0.6,0.8), [0.8,1] po-
krijejo interval [0, 1]. Po Dirichletovem principu zato v vsaj enem od njih
(ozna¢imo ga z I) ne lezi nobena izmed tock a, b, ¢ in d. Ker za sredisce z
intervala I velja e — 2| > 0.1, |b—2z| > 0.1, [e— 2| > 0.1in |d — 2| > 0.1,
je

1 1 1 1
< 40.
]a—a:i—l_|b—:c|+|c-—a:|+|d-—::|_ o

Ce pri tako izbranem z velja stroga neenakost, smo tocko z ze nasli, sicer
pa mora veljati |a—z| = [b—z| = |e—z| = |d—z| = 0.1. Torej lezijo tocke
a,b,e,d vse v nekem intervalu dolzine 0.2. Tako toéko z, da bo veljalo
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la—z| > 0.1, [b—2| > 0.1, |c— | > 0.1 in |[d — z| > 0.1, potem zlahka
poiséemo.

Opomba. Ce razdelimo [0, 1] na podintervale [0, D52 E D 1815
(%, 1], lahko poiséemo boljso oceno. Ce nobena izmed tock a,b,c,d ne
lezi v nobenem podintervalu dolzine %, vzamemo za tocko z sredisce tega
intervala, drugaée pa postavimo z = 0 ali z = 1. Potem veljajo ocene
la—z|> L4 b—z|> 1 Je—2|>1in|d—z[> 1 in zato je

1 1 1 1
<
o=zl " To—al =gl T =g "

2.

Ta ocena je tudi najboljsa mozna, saj je enakost dosezena pri izboru tock

=1 -8 o Soud-7
a=35,b=3,c=3ind=g.

2. Postavimo kobilice v tocke (0,0), (0,1), (1,1) in (1,0) ravninske celo-
Stevilske mreZe in oznac¢imo njihove koordinate po n sekundah z (an, b,),
(cn,dn), (én, fn), (gn, hn). Kot pri drugi nalogi iz prve skupine tudi tu z
indukecijo dokazemo, da se parnosti stevil a,, by, ..., h, ohranjajo.

Dokazimo sedaj s protislovjem, da prva, druga in tretja kobilica nikoli
ne lezijo na isti premici. Ce bi bile te kobilice kolinearne, bi veljalo

dn_bn _ fn_bn

Cpn — n €n — Qn

oziroma

(dn = bn)(en — an) = (fa — bn)(cn —an).

Slednja enakost je protislovna, saj je na levi strani liho stevilo, na desni
pa sodo. Podobno ovrzemo Se preostale tri moznosti.

3. Da je naloga smiselna, moramo zahtevati ZACB # %. Resimo nalogo
v primeru, ko je trikotnik ABC ostrokotni, druge primere pa prepustimo
bralcu.

Ker je stirikotnik ABED tetivni, je ZDEC = £LBAD. Trikotnik
BOC je enakokrak s kotom £BOC = 2-£BAD ob vrhu O. Sledi ZOCE =
= $—LBAD = 3 — LDEC. Torej sta premici OC in DE res pravokotni.

4. Predpostavimo, da je stevilo a0...09 popolni kvadrat. Potem lahko
zapisemo

a-10" +9 = m?,
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kjer je zaradi predpostavke naloge n > 2. Ker nobeno izmed stevil 109,
209, 309, ..., 909 ni popolni kvadrat, lahko predpostavimo, da je n > 3.

Preoblikujmo gornjo enaébo: a-10™ = (m—3) (m+3). Ker je razlika
med Steviloma (m 4+ 3) in (m — 3) enaka 6, nista obe Stevili deljivi s 5.
Tore] je natanko eno izmed njih deljivo s 5. Ce 5" | m+3, je m+3 > 5",
drugaée pa 5" | m — 3, od koder sledi m +3 > m — 3 > 5. V obeh
primerih torej velja m+3 > 5™. Sledim—3 <a-2" < 102" = 80-2"~3.
Ker je 5" = 125 - 5"~3, dobimo protislovno oceno

6=(m+3)—(m—-3)>125-5""3-80.2""3 > 6.

Resitve nalog drugega dela:
Prva skupina

1. Naj bo P tocka z zahtevano lastnostjo. Potem je LABP = LBAP
ali pa ZABP = LPAC. Ce je LABP = LBAP, leii totka P na notranji
simetrali kota ACB. V drugem primeru pa je

LAPB = 180° — (LABP + (60° — LPAC)) = 120°

in lezi zato tocka na tistem kroznem loku, ki poteka po notranjosti triko-
tnika, s katerega vidimo stranico AB pod zornim kotom 120°.

Iskano mnozico to¢k torej predstavljata opisani krozni lok in simetrala
kota AC'B.

2. (a) Osteviléimo zaboje po vrsti od najlaijega do najteijega. Ce vpe-
ljemo Se “nevidni” zaboj brez mase, lahko osteviléimo teh 81 zabojev v
trojgkem sistemu s stevili od 00003y do 2222(3).

Pri i-tem tehtanju (i = 1,2, 3,4) polozimo na levo stran tehtnice vse
zaboje, ki imajo v trojiskem zapisu i-to stevko enako 0, na desno stran pa
tiste zaboje, ki imajo v trojiskem zapisu i-to stevko enako 2. Pri vsakem
tehtanju torej polozimo na vsako stran tehtnice po 27 zabojev.

Pri prvem tehtanju pokaze tehtnica razliko vsote mas najtezjih 27
zabojev in vsote mas najlazjih 27 zabojev. Ker je s to razliko natanéno
doloéenih 27 najtezjih in 27 najlazjih zabojev (mase so namret razliéne),
je prva stevka pravilna.

Pri drugem tehtanju polozimo na vsako stran tehtnice po 27 zabojev:
9 zabojev, katerih oznaka se zacne s tevko 0, 9 zabojev, katerih oznaka
se zaéne s Stevko 1, in 9 zabojev, katerih oznaka se zaéne s stevko 2. Ker
pokaze tehtnica najvecjo mozno razliko vsote mas zabojev v tako izbranih
mnoZicah, je tudi druga stevka pravilna.
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Pri tretjem tehtanju poloZzimo na vsako stran tehtnice po 27 zabojev:
3 zaboje, katerih oznaka se zacéne s Stevkama 00, 3 zaboje, katerih oznaka
se zaéne s Stevkama 01, 3 zaboje, katerih oznaka se zaéne s stevkama 02,
..., In 3 zaboje, katerih oznaka se zacne s stevkama 22. Ker pokaze teh-
tnica najve¢jo mozno razliko vsote mas zabojev v tako izbranih mnozicah,
je tudi tretja Stevka pravilna.

Pri zadnjem tehtanju pa polozimo na vsako stran tehtnice po 27
zabojev, pri katerih so prve tri stevke v trojiskem zapisu paroma razliéne.
Ker tudi v tem primeru pokaze tehtnica najvecjo mozno razliko vsote mas
zabojev v tako izbranih mnozicah, je pravilna tudi zadnja — ¢etrta stevka.

(b) Pri vsakem tehtanju se izbrani zaboj lahko nahaja na tehtnici (na
levi ali na desni strani) ali ga pa ni na tehtnici. Eno tehtanje torej razdeli
zaboje v 3 skupnine, tri tehtanja pa razdelijo danih 80 zabojev v 27 skupin.
Po Dirichletovem principu torej obstaja skupina, v kateri sta vsaj dva
zaboja. Tri tehtanja zato res ne zadoscajo.

Druga skupina

1. Oznacimo tocke, kot kaze skica; AB in DC sta vzporedni stranici
trapeza.

Po Talesovem izreku sta kota AXD in BY C prava. Trikotnika OX D in
OY C sta tako podobna in lahko zapisemo |OX]|: |OD| = |0Y| : |OC]|. 1z
podobnosti trikotnikov ABO in C DO pasledi [OB| : |OA| = |0D] : |OC].
Iz dobljenih enakosti izpeljemo

|0X|-|0A| = [0Y]| - |0B|.

Tocka O torej leZi na potenéni premici kroznic K ter K5 in so zato vsi
Stirje tangentni odseki enako dolgi.
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2. Opisimo poznanstva z grafom (. Tocke grafa naj bodo osebe, povezave
pa poznanstva. Mnozico tock grafa G oznacimo z V(G).

Trditev bomo dokazali s protislovjem, zato predpostavimo Se, da sta
poljubni dve razliéni tocki grafa povezani s liho mnogo potmi dolzine 2.

Izberimo in fiksirajimo tocko a € V(G) in z S oznaéimo mnozico k
a sosednjih tock grafa G. Postavimo se N = V(G) \ (S U {a}). Vsaka
tocka iz S je povezana z a samo prek tock iz S in ima zato v S liho mnogo
sosednjih tock. Torej je v S sodo mnogo tock in je zato stopnja tocke a
soda.

Ker ima torej vsaka tocka iz S sodo stopnjo in je povezana s tocko
a in z litho mnogo tockami iz S, je povezana s sodo mnogo tockami iz N.
Med tockami iz S in tockami iz N je tore] sodo mnogo povezav. Ker je
vsaka tocka iz N povezana z a le prek S, je povezana z liho mnogo tockami
iz S. Torej je v N sodo mnogo tock.

Prisli smo do protislovja, saj bi potem imel graf liho mnogo toék.
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