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(IRTEMATIBA

ARITMETIKA S KVADRATI

Geometrijskih likov ponavadi ne seStevamo, vsaj v obiéajnem smislu ne. V
elementarni matematiki uporabljamo operacijo seStevanja najveckrat le v
Stevilskih mnoZicah; €eprav smo sicer navajeni sedtevati tudi vektorje, funkci-
Je, izraze, ...

Toda spomnimo se samo, kako velikokrat na hitro povemo Pitagorov

izrek:
a kvadrat plus b kvadrat je ¢ kvadrat.
Mar ta stavek ne govori o natanko tistem, kar smo v uvodnem odstavku
zanikali — o se§tevanju kvadratov? In tudi nekoliko izboljgana “ljudska” verzija

izreka ni bistveno drugaéna:

Vsota kvadratov nad katetama je enaka kvadratu nad hipotenuzo.

Pravzaprav le Ze dolo€neje govori o — seitevanju kvadratov!

A-KVAYQAT PLUS
B - KrABQAT
JE e-KVABRAT

Kajpak vemo, da je posredi nesporazum, ki je bolj ali manj jezikovne
narave. Po njegovi zaslugi se samo zdi, kakor da se¥tevamo in primerjamo
geometrijske like, &eprav v resnici seStevamo in primerjamo zgolj njihove
plo¥ine.

Pa izkoristimo ta jezikovni zaplet in definirajmo seitevanje kvadratov.
Ozna&imo s K mnoZico vseh kvadratov v ravnini in se domenimo, da bo
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vsota vsota ki @ ko poljubno izbranih kvadratov kj in ko iz K spet kvadrat
— in sicer tak, &gar ¥tevilska vrednost plo€ine je vsota Stevilskih vrednosti
ploggin kvadratov kj in kp:

ki @ ko = ks <= pl(k1) + pl(k2) = pl(k3) (k1. ko, kz € K).

b, k
ki k2 :

Pitagorov izrek nam pove, da je setevanje kvadratov dokaj preprosto,
Ee se ga lotimo zgolj po aritmeti&ni plati —s pomo&jo dolZin stranic kvadratov
k1 in ky izraunamo stranico njune vsote k3. Tako je na%a naloga Ze re¥ena.
Nekoliko ve® truda pa zahteva geometrijski pristop po konstrukeijski poti. V
tem primeru sta kvadrata ky in kp podana kot lika na ravnini, njuno vsoto
pa smemo, kot obiZajno, poiskati le s pomo&jo geometrijskega orodja. V
nadaljevanju nas bo zanimal predvsem ta naZin.

Geometrijsko poi¥€emo vsoto
kvadratov najelegantneje seveda s
pomo&jo Pitagorovega izreka. Ce
torej Zelimo sedteti par kvadratov,
ni treba drugega, kakor konstruirati ka
pravokotni trikotnik, Eigar kateti -
imata dolZini enaki dolZinama nju- ki
nih stranic. Vsota je potem kvadrat
nad hipotenuzo.

Definicijo lahko zelo preprosto ko
posplogimo Ze na seitevanje treh ali =

ve€ kvadratov. Tudi v tem primeru
je rezultat spet kvadrat s plo%&ino,
ki je vsota plo¥&n posameznih kva-
dratov:

k1 @ ka = k3

ki@ k@ ... B kn=kpy1 < pl(kl) +pl(k2) + ...+ p|(kn) = Pl(kn-f—l)
(kl. ky, ..., kny1 € K).



Na srefo je vsota kvadratov
asociativna (glej nalogo 3), zato si
lahko pri njeni konstrukeiji pomaga-
mo kar z zaporednim se3tevanjem
posameznih kvadratov. Tri kvadra-
te na primer sedtejemo tako, kakor
kaZe risba na desni.

Podobno lahko definiramo tudi
razliko kvadratov kiAks. Ta naj
bo tak kvadrat, katerega plo%€ina
je (3tevilska) razlika plo&in danih
kvadratov:
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ka

k

ki®ky® ks = kg

kiAks = k3 <— pl(kl) o p|(k2) = p[(k3)

Zgornja definicija je o€itno smi-
selna samo v primeru, ko je pl(k;) >
> pl(k2). Pri konstrukeiji razlike
kvadratov se spet opremo na Pita-
gorov izrek. Konstruirati moramo
pravokotni trikotnik z dano hipote-
nuzo (stranica prvega kvadrata) in
z eno izmed katet (stranica drugega
kvadrata). Preostala kateta je tedaj
stranica razlike.

(k1. k2, k3, € K)

k1

k3

kiAky = k3

Oglejmo si naposled e mnoZenje kvadrata s $tevilom. Definiramo ga
takole: produkt Stevila a in kvadrata kj je tak kvadrat ko, katerega plo&€ina

je a-kratnik plog&ine kvadrata ki:

a®ky = kp < a-pl(k1) = pl(k2)

MnoZenje, ki smo si ga zamis-
lili, je dokaj preprosto, &e je %tevilo
a naravno. V tem primeru si namre&
lahko pomagamo kar s se$tevanjem
kvadratov, ki pa ga Ze poznamo —in
to celo za primer poljubnega Stevila
sumandov. Risba na desni prikazuje
mnoZenje kvadrata s 3.

(a€R; ki, ks € K).

k1

ki

ki

Ik =kid ki @ ki = ko
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Pri mnoZenju z nekoliko ve&jimi Stevili pa bi bil opisani postopek ne-
dvomno precej neroden. Zato si v teh primerih pomagamo drugage. Oglejmo
si, kako steCe takino mnoZenje v primeru, ko je a = 17:

17® ky = (16 +.1)® ki = (16@ ki) & k1 = ko.

16 @ ky je kvadrat, ki ima 16-
krat vegjo plo¥éino od kvadrata kj.
Njegova stranica je torej 4-krat da-
lj3a od stranice kvadrata kj. Torej
pri danem kvadratu k; konstruira-
mo njegov 17-kratnik tako, kakor
kaZe risba na desni.

Za konec opi¥imo ¥e mnoZenje
kvadratov z racionalnimi 3tevili obli-
ke a = '3, kjer sta p in g poljubni
naravni Stevili in je p < g. V tem
primeru se namesto na Pitagorov
izrek raje opremo na prav tako do-
bro znani Evklidov izrek v pravokot-
nem trikotniku. Njegovo sporofilo
preberemo na desni risbi.

Za ponazoritev te metode
si oglejmo konstrukcijo produkta
t @ k, kjer je k dani kvadrat. Naj
bo na risbi na desni G/IBA dani
kvadrat k. Na stranici AB konstru-
iramo totko D tako, da je DB =
= % . AB. Tedaj je oéitno tudi
plog€ina pravokotnika HIBD ena-
ka petini plos&ine kvadrata G/BA.
S pomo&jo Talesovega izreka, da je

G

e

=

|
-DB

o

CB’=A

obodni kot nad premerom pravi kot, konstruiramo pravokotni trikotnik
AABC, kjer je DB pravokotna projekcija katete CB na hipotenuzo AB.
Kvadrat s stranico CB je tedaj %—kratnik kvadrata k.
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Naloge

1. Na ravnini izberi kvadrata ky in ko. Zatem konstruiraj;

a) k1 @ ko, b) k1Aky (ali kpAky),
(2 k)e(B®k), d)6® ks,

1 5
e)§§§k1. f)g@kl.

2. Na ravnini izberi kvadrate ki, ko in k3 tako, da bo% lahko konstruiral
tudi kvadrata ky & ko B k3 in ki A ko Aks.

3. DokaZi, da je vsota kvadratov asociativna; za poljubno trojico kvadratov
ki, ko in ks torej velja:

(ki1 ® k2) ® k3 = k1 @ (ko @ k3) = k1 @ ko & k3.

4. Dokazi, da je vsota kvadratov tudi komutativna; za poljubno izbran par
kvadratov ky in ko torej velja:

ki ko = ko @ k.

5. Kaj lahko refef o asociativnosti in kaj o komutativnosti razlike kvadra-
tov?

6. lzberi na ravnini kvadrat k. Zatem konstruiraj:
a) V3®k,
b) Vn&k, (n€IN).

7. Premisli, kako bi mnoZil kvadrate s poljubnim nenegativnim realnim
Stevilom.

8. Posploena verzija Pitagorovega izreka pravi:

V pravokotnem trikotniku je za vsako naravno $tevilo n (n > 3) vsota
ploséin pravilnih n-kotnikov nad katetama enaka plo$&ini pravilnega n-
kotnika nad hipotenuzo.

Na naslednji strani je prikazan primer za n = 6.
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a) DokaZi izrek za n = 3 in
n=6.

b) Premisli, kako bi seSteval

in od&teval poljubno izbrane
pravilne n-kotnike. Podobno k

napravi tudi za mnoZenje s
Etevilom.

c) Premisli, kako bi sedtel kva-
drat in enakostrani€ni trikot-

nik. ply +ply = pl3

Vilko Domajnko

NEZNANA OSNOVA - Resitev s str. 295

Recimo, da pri zapisu v osnovi b velja enakost

x + xx + xxx = 1000 .
Torej imamo
X+ (xb+ x) + (xb% + xb+ x) = 3x + 2xb 4 xb? = b,
Od tod lahko izraunamo x:
b3
T 3726462

Ker je imenovalec gornjega ulomka vegji od b2, je vrednost ulomka vedno
manjga od b. Prav tako pa je x > b — 2, saj je

B3> (b-2)3+2b+b%)=b—b-6.

Edina moZnost za Stevko x je tore] b — 1, Toda tudi ta izbira ne ustreza, saj
tedaj zapisa xxx in 1000 predstavljata zaporedni Etevili, $tevilo x + xx pa je
strogo ve&je od 1. Iskana osnova b torej ne obstaja.

Martin Juvan



NALOGE

BUTALSKA

V Butalah so oni dan vrtitkarjem naposled le ugodili. Po dolgem moledovanju
Stevilnih krajanov je Zupan Etirim najvztrajnejéim prosilcem dodelil 100 m?
veliko pravokotno zemljis€e, kjer si bodo lahko Ze kmalu uredili svoje male
vrtove. Pri tem se je celo izkazal za izjemno natanénega, saj so vsa 3tiri
posamezna zemljis€a v obliki pravokotnika in med seboj povriinsko enaka.

Se posebej pa se je mo¥ odrezal pri raunu. NovopeZenim lastnikom je
namreZ njihov kos zemlje namesto glede na povrSino zaragunal raje glede na
obseg zemlji€a. Vegji ko je obseg zemljis€a, veZ je moral njegov lastnik zanj
plaéati.

PreseneZenje med butalskimi vrtiZkarji pa je bilo popolno, ko so Eez €as
ugotovili, da so tudi v tem primeru vsi odteli enake vsote za zemlji€a. Vsa
Eetverica je poslej navduZena hvalila izjemno modrost svojega Zupana.

Izmed vseh najbolj zadovoljen pa je bil zagotovo Sreko Veselko, saj je
njegovo zemljié€e mejilo na vsa tri preostala. Tako bo imel, je dejal, na svojem
vrtu obilo priloZnosti za klepet s sosedi in mu ne bo treba preveé delati.

PoskuZajte sedaj kar se le da natan€no opisati obliko zemljisZa, ki ga je
Zupan razdelil med te Etiri vrtitkarje.

Vilko Domajnko

TRI ZA BISTRE GLAVE

Poskusite, kdo bo hitreje resil naslednje naloge:

1. Stiri &mne in tri rjave krave dajo skupaj v petih dneh ravno toliko mleka,
kot tri &rne in pet rjavih krav v Stirih dneh. Katere krave dajejo vet
mleka, &rne ali rjave 7

2. Martin je star dvakrat toliko kot bo Jurij takrat, ko bo PrimoZ star toliko,
kot je Martin sedaj. Kdo je najstarejsi, kdo srednji in kdo najmlajsi med
njimi?

3. Urh, AnZe, Jaka in Miha si ogledujejo in primerjajo svoje ribiske plene:

e Miha je ujel ve€ kot Jaka.

e Skupaj sta Urh in AnZe ujela ravno toliko kot Jaka in Miha.

e Urh in Miha skupaj sta ujela manj kot AnZe in Jaka skupaj.

Kako so se izkazali nagi ribi¢i? Kdo je ujel najveZ, kdo drugi najve, kdo
je bil tretji in kdo se je najslab3e odrezal?

NeZa Mramor - Kosta



- FIZIBA

OPAZOVANJE IZTOCNEGA VRTINCA

V prejénji tevilki Preseka smo prebrali €lanek o izto&nem vrtincu. Vrtinec je
zabaven vsakdanji pojav, ki ponuja veliko fizikalnih vpraZanj. Vegina jih je
precej zapletenih, tako da je v literaturi teZko najti iz€rpno razlago pojava.
Vseeno si lahko na nekatera vpra3anja poskuSamo odgovoriti sami.

Pojav vrtinZenja ni nujno odvisen od prisotnosti Coriolisove sile (npr.
turbulentno gibanje). Zato se iztoZni vrtinec oblikuje tudi v opazovalnem
sistemu, kjer ni sistemskih sil. Opazujemo posodo s kapljevino, ki ima na dnu
odprtino. Na zaZetku delZki kapljevine ohranjajo smer gibanja proti edprtini,
saj pre€nih sil ni. Pri veliki odprtini na dnu posode vrtin€enja ne opazimo.
Ce odprtino zmanjZamo pod dologeno mejo, pa nastane vrtinec.

Za ponazoritev naredimo enostaven poskus. Prvié v posodo nato€imo
sadni sirup, drugi€¢ vodo in opazujemo, ali nastane vrtinec ali ne. Rezultate
predstavimo s tabelo 1.

velika odprtina |[srednja odprtina | mala odprtina

voda — + +

sirup — - +

Tabela 1. Nastanek vrtinca v odvisnosti od viskoznosti kapljevine in velikosti iztoZne
odprtine.

IzkaZe se, da je nastanek vrtinca odvisen tudi od narave kapljevine. Pri
kapljevinah z manjo viskoznostjo ga opazimo pre;j.

Prisotnost sistemskih sil je pomembna pri napovedi smeri vrtenja. Ce
se opazovanja lotimo v kopalnici, je tezko kaj re€i o smeri vrtenja, saj so
izidi opazovanj razli¢ni. Razlog so premalo nadzorovane okolisZine, v katerih
izvajamo poskus. TeZavam se izognemo, & opazujemo v neinercialnem
sistemu, ki se glede na Zemljo vrti s tolik&no kotno hitrostjo, da postane
Zemlja pri na%i natan€nosti inercialni sistem. Zato je vpliv Coriolisove sile
na kapljevino dovolj velik, da premaga motnje. Tak sistem je npr. otroZki
vrtiljak.

V sistemu vrtiljaka smo opazovali iztoZni vrtinec v posodi z radijem 5 cm.
Po ve ponovitvah se smeri vrtenja med seboj niso razlikovale. Primerjajmo
pogoje v kopalnici in na vrtiljaku. Koordinatni sistem, ki je vezan na Zemljo,
se na na%i zemljepisni Zirini & = 46° vrti s kotno hitrostjow = 5,2-107° s 1.
Vrtiljak sem roZno poganjal s kotno hitrostjo enega obrata v 24 s (namesto
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24 urah), kar da w’ = 0,26 s~ (pribliZno pettisotkrat vet od w). Ponovimo
rafun iz &anka lzto&ni vrtinec. Hitrost delov kapljevine v kopalnici mora biti
pred zafetkom poskusa manj¥a kot 2,6 - 10~4 cm/s, da se razvije izto&ni
vrtinec v pravi smeri. Na vrtiljaku je ta hitrost Ze 1,3 cm/s. Ta pogoj lahko
hitro doseZemo, saj moramo vodo pustiti mirovati le nekaj minut (namesto
nekaj dni).

Izidi opazovanj so se ujemali s prigakovanji. lzkazalo se je, da je smer
vrtenja vrtinca enaka smeri vrtenja opazovalnega sistema (slika 1).

vrtenje v vrtenje v
nasprotni smeri smeri
urinega kazalco urinega kazalca

Slika 1. Smer vrtenja vrtinca v odvisnosti od smeri vrtenja vrtiljaka.

Poskus bi se dalo Ze lepSe izvesti na obseZnej%i vrte&i se plos€adi. MoZna
bi bila namre€ uporaba posode vegjih razseznosti (vi¥ja posoda z ve&jim radi-
jem) . Tako bi laZe fotografirali sam vrtinec ter neposredno merili hitrosti
delEkov teko&ine na razlignih oddaljenostih od osi posode. Opisano opazo-
vanje je bilo zanimivo Ze zato, ker se je dalo smer vrtenja vrtiljaka spreminjati.
S tem smo lahko pogoje v opazovanem sistemu primerjali z okolis€inami na
severni (smer vrtenja Zemlje v smeri proti urinemu kazalcu) in juZni polobli
(smer vrtenja Zemlje v smeri urinega kazalca).

Med opazovanjem tudi ugotovimo, da se vrtincu spreminja oblika med
praznenjem posode. Ce je v posodi ve& vode, je vrtinec o¥ji. Voda pritiska
proti odprtini, delci v vrtincu pa pritisku nasprotujejo zaradi vrtenja (zaradi
centrifugalne sile). Ko nekaj vode iztefe, se pritisk zmanjsa, zato vrtinec
postaja Zir3i (slika 2).
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B el L

Slika 2. Oblika vrtinca v odvisnosti od visine vode v posodi.

Vrtincu podobne pojave opazimo v meteorologiji. Tako dobimo znaéilne
oblike ciklonov (slika 3), kjer zrak te€e proti podro€jem z niZjim tlakom, in je
zato smer vrtenja ciklona enaka smeri izto¥nega vrtinca. Pri anticiklonih je
smer obratna (slika 3).

U juperabodal pagg,

Slika 3. Smer vrtenja ciklonov (obmotje nizkega zraZnega pritiska) in anticiklonov (obmotje
visokega zragnega tlaka) na severni in juini polobli.

Prisotnost velike Coriolisove sile v nasem opazovalnem sistemu lahko ko-
ristno uporabimo tudi pri opazovanju Foucaultovega nihala (slika 4). Mesto,
kjer je nihalo pritrjeno na vrtiljak, ni pomembno (kotna hitrost je na vseh
mestih enaka). Opazoval sem spremembe nihanja glede na dolZino uporablje-
ne vrvice in mase obeSene kroglice. NajboljSe rezultate (najmanj motenj pri
nihanju) dobimo pri uporabi dolge vrvice in tezke kroglice. Prvo je pomembno
zaradi ugodne frekvence, drugo pa zaradi vztrajnosti.
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Slika 4. Foucaultovo nihalo na vrtiljaku.

Zoran Arsov

NARISI PRAVOKOTNI TRIKOTNIK

Narigi pravokotni trikotnik, &e pozna% njegov obseg 2s in dol%ino simetrale
pravega kota sy.

Marija Vencelj



ASTRONUMJA

STRAZA

Kdo neki bi si mislil, da imamo celo na nebu straZo. Na nasprotni strani ojesa
Malega voza le¥ita zvezdi, ki sta poleg Severnice edini dovolj svetli zvezdi v
tem vozu, da ju z lahkoto vidimo s prostim oesom. Znani sta pod imenom
Strazarski zvezdi, StraZarki pola, Cuvajki Severnice ali kar StraZa. Njuno
imenovanje je povezano z zvezdami Velikega voza.

4

4
nEIA H A
wihery

Karta nadobzorniskih zvezd, s katero si pomagate, da izsledite zvezdico Alkor.



Velikc voz

Mali voz je del ozvezdja Malega medveda. Le v temni jasni no&i vidimo vse zvezde tega
voza. Zvezdi Beta (Kohab) in Gama (Ferkad), imenovani StraZarki pola ali Straia, pa sta
vedno dobro vidni s prostim oZesom.
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Medtem ko oba Voza navidezno kroZita okrog Severnice, ti zvezdi vedno
najdemo med Severnico in zvezdami Velikega voza. Zdi se, kot da bi zvezdi
straZili Severnico, da je ne bi ukradle svetle, ponosne in grabeZljive zvezde
Velikega voza. Zgodba namret pripoveduje, da so te zvezde Ze neko€ ukradle
eno zvezdo (Alkor) iz najmanjSega nebesnega voza — Plejad. Zvezdi sta zato
stalno na preZi, da bi vsak trenutek prepreéili roparskim zvezdam ukrasti Ze
kakZno drugo zvezdo in jo dodati na Ze tako svetel predel neba, kjer leZi Veliki
voz.

ob 21.urt

ob 19 uri

Sprememba leg zvezd Velikega in Malega voza glede na obzorje je preprost dokaz za vrtenje
Zemlje.

Druga od zgodb pripoveduje o sedmih bratih, ki so zvedeli za sedem
lepih sestra. Bile so pridne, prijazne in rade so plesale. Domenili so se, da jih
ugrabijo in vzamejo za Zene.

Presenetili so jih pri plesu med roZami na travniku. Le enemu je uspelo
ugrabiti dekle, ostale pa so u3le. Za kazen so bogovi ugrabitelje prikovali na
nebo kot sedem zvezd Velikega voza. Ob enem ugrabitelju (srednji zvezdi
Mizar v ojesu Velikega voza) s prostim ofesom res lahko vidimo drobno
zvezdico (Alkor), ki naj bi bila ugrabljena sestra.

Ker prispevek Zeli spodbujati k opazovanju, predlagam, da si izberete
jasno brezlunino not in greste dale? od moteZe svetlobe. Poskusite najprej s
prostim ofesom najti:

- Veliki voz in po njem Severnico (orientacija na zemljiZ€u),

— Mali voz in v njem StraZo,

= ugrabljeno sestrico — zvezdico Alkor ob zvezdi Mizar (Ze jo izsledite,
vedite, da dovolj dobro vidite in vam ni treba na pregled k okulistu).
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Iz istega kraja opazujte Stra%o okoli 21. ure in nato ponovno ez uro ali
dve. Opazili boste, da je StraZa (in tudi druge bliZnje zvezde) spremenila lego
glede na zemeljske predmete, zvezda Severnica pa ne. Ali bi znali pojasniti,
kaj je vzrok te spremembe?

Marijan Prosén

KAKO STEJEMO PO SLOVENSKO?

Ne boste verjeli, ampak vEeraj zvefer me je nekdo spravil v zadrego, ko
me je vpradal, kako se po slovensko ree Ztevilu, ki ga zapifemo z enico in
§tirinajstimi ni¢lami.

Zadrega nastopi, ker Ze v angles&ini Stetje ni standardizirano. Evropejci
(in s tem Angle%i) $tejemo drugate, kot to poZno AmeriZani. V sloveng&ini
velja takle dogovor pri Stetju:

1 ena
10 deset
100 sto
1000 tiso&
10000 deset tiso¥
100000 sto tisoé
1000000 milijon
10000000 deset milijonov
100000000 sto milijonov
1000000000 milijarda
10000000000 deset milijard
100000000000 sto milijard
1000000000000 bilijon
10000000000000 deset bilijonov
100000000000000 sto bilijonov
1000000000000000 bilijarda
10000000000000000 deset bilijard
100000000000000000 sto bilijard
1000000000000000000 trilijon
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Zdaj ko je sistem jasen, moramo samo ¥e ugotoviti, kako napre;j:

1000000 milijon
1000000000 milijarda
1000000000000 bilijon
1000000000000000 bilijarda
1000000000000000000 trilijon
1000000000000000000000 trilijarda
1000000000000000000000000 kvadrilijon
1000000000000000000000000000 kvadrilijarda
1000000000000000000000000000000 kvintiljion
1000000000000000000000000000000000 kvintilijarda
1000000000000000000000000000000000000 sekstilijon
1000000000000000000000000000000000000000 sekstilijarda
1000000000000000000000000000000000000000000 septilijon
1000000000000000000000000000000000000000000000 septilijarda
1000000000000000000000000000000000000000000000000 oktilijon
1000000000000000000000000000000000000000000000000000 oktilijarda
1000000000000000000000000000000000000000000000000000000 nonilijon
1000000000000000000000000000000000000000000000000000000000 nonilijarda
1000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000 decilijon
1000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000 decilijarda

Seveda bi lahko nadaljevali Ze naprej. Znati moramo 3teti latinsko.
Stevilo 10120 je torej vigintilijon, 10123 pa vigintilijarda. V tefave zaidemo
pri ¥tevilu 1012%, saj se latinsko 21 zapiZe z dvema besedama: viginti unum.
Ali je 1012 yigintiunilijon po slovensko?

TomaZ# Pisanski

POPOTOVANIJE Z LETALOM - Reditev s str. 275

Tabelo prevedimo najprej v graf. Vsaki drZavi priredimo toZko in poveZemo
med seboj vse tiste pare, ki ozna¥ujejo drfave, med katerimi obstajajo letalske
linije. Tako dobimo graf na naslednji risbi na levi. Za reitev Mavricijeve
naloge moramo v njem pre¥teti vse tiste obhode, ki gredo po vsaki povezavi
natanko enkrat. Nalogo pa si lahko ¥e dodatno poenostavimo s tem, da
namesto obhodov v grafu na levi raje pre$tevamo obhode v njegovem sosedu
na desni. Stevilo vseh obhodov po vseh povezavah je namreé v obeh grafih
enako, o &emer se bo refevalec zlahka preprial tudi sam.
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a b b

Pri vsakem izmed teh obhodov lahko gremo skozi totko d na enega izmed
naslednjih treh na&inov:

b b b

Graf na levi poenostavimo v graf Gy, ostala dva pa v graf Gj:

Denimo, da je v prvem grafu nj, v drugem pa ny sklenjenih poti, ki
gredo ez vsako povezavo po enkrat. Stevilo vseh iskanih sklenjenih poti v
zafetnem grafu dobimo tedaj z vsoto:

m+2m=2-2-242-(2-6)=32.

Pri tem smo upo$tevali, da lahko gremo po vsaki povezavi grafov na dva
razliéna nakina - v eno ali drugo smer. Enako velja tudi za zanki grafa Gj.

Glede na tekst v nalogi smemo predpostaviti, da Mavricij ne Zivi v
nobeni izmed Zestih drZav, omenjenih v njej. To pomeni, da bo lahko svoje
popotovanje zafel v katerikoli izmed teh drZav in potoval skoznje kar na
32 .6 = 192 razliZnih na&nov. Zanimivo pa je, da bo moral potovanje v
vsakemn primeru tudi konZati v tisti drzavi, kjer ga bo zaZel.

Vilko Domajnko



NOVILE

STO LET RENTGENSKIH CEVI

Pred sto leti so bile rentgenske cevi preproste steklene butke, iz katerih so
izsesali zrak (slika 1a). Med negativno elektrodo — katodo - in pozitivno
- anodo - je bilo mogote opaziti pramen katodnih Zarkov, kakor so tedaj
rekli curku elektronov. NajmoZneje je rentgensko svetlobo seval del steklene
stene, ki ga je zadel curek. Kmalu so zaZeli izdelovati cevi s katodo, ki so jo
segrevali z elektri&nim tokom do visoke temperature, tako da so iz nje izhajali
elektroni (slika 1b). Za razliko od prejinje cevi je seval rentgensko svetlobo
samo del anode, ki so ga zadeli elektroni. V tem primeru so vsi elektroni
prileteli na anodo z enako kineti€no energijo, ki jo je doloZala napetost anode
proti katodi.

Dandanes rentgenske cevi uporabljajo za zdravnigke preiskave in v meril-
nih in raziskovalnih laboratorijih. Glede na namen se cevi med seboj pre-
cej razlikujejo. Sodobno cev za zdravnigke preiskave (slika lc in naslovna
stran) priklju€&imo na napetost do 150000 V. Mog, ki jo rabi rentgenska cev,
izratunamo kot za vsak drug porabnik tako, da pomnoZimo napetost U na
cevi s tokom /. Pri napetosti 150 000 voltov in toku 0,002 A dobimo 300 W.
Samo del odstotka te moti prevzame energijski tok rentgenske svetlobe, pre-
ostanek morajo odvajati kot toplotni tok. Segreta anoda ga izseva; poleg
tega lahko hladijo anodo samo ali ohigje cevi z vodo ali ohije z zrakom.

Za rentgensko svetlobo ni leZ in zrcal, torej smo vezani na senéne slike.
Zato je pomembno, da izvira rentgenska svetloba iz &im manjSega dela anode,
da torej curek elektronov zadene &m manj3i del anode. Elektronska lea zbere
elektrone na nagnjeni anodi v ploskvi, ki jo je videti s strani kot kvadrat
s stranico milimetra ali nekaj manj. Anoda iz zlitine renija, volframa in
molibdena bi se tam kljub hlajenju preve segrela, €e je ne bi vrteli do
ve€ kot stokrat na na sekundo. (V izvedbi rentgenske cevi, ki jo vidimo
na naslovni strani, je pod kovinsko anodo debela plast grafita, ki poveta
toplotno kapaciteto anode in seva.) Temni ozki valj pod anodo je vrtljivi del
kratkosti€nega motorja, ki sega v mirujo& del zunaj cevi.

Za napajanje rentgenske cevi navadno uporabimo transformator. S
posebnimi prijemi poskrbimo, da je napetost na cevi &m bol] konstantna.
Pogosto zato uporabimo na vhodu transformatorja napetost s frekvenco ve&
deset tisoZ nihajev na sekundo. Cev lahko poganjamo neprekinjeno ali v
sunkih. Senéno sliko lahko opazujemo neposredno na fluorescen&nem zaslonu,
posredno s slikovnim pretvornikom ali na fotografiji. Rentgenska svetloba ioni-
zira in je 3kodljiva, zato poskuZajo doseéi, da preiskovanca &m manj obsevajo.
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(2) (b) ()

Slika 1. Stara rentgenska cev s hladno (a) in segreto (b) katodo in sodobna rentgenska cev
za zdravnisko rabo (c). Na naslovni strani je slika nekoliko drugaZne izvedbe cevi (c).

Na kolik¥no napetost prikljugijo cev, kako velik presek elektronskega curka na
anodi izberejo in to, ali poganjajo cev neprekinjeno ali v sunkih, je odvisno
od opazovanega dela telesa in na€ina opazovanja.

Mimogrede omenimo, da najmanj$o valovno dol%ino Mg pri rentgenski
cevi z napetostjo U doloZa enatba UMlg = 1240 V-nm. Najmanj%a valovna
dolZina pri napetosti 150 000 V meri torej 0,008 nanometrov.

Janez Strnad




[IRTEAATISA

SUNDARAMOVO RESETO

Vsi poznamo Eratostenovo redeto, ki nam omogo&a hitro in enostavno do-
lo€iti poljubno mnogo za&etnih prastevil. Manj znana in resnici na ljubo ne
tako hitra pa je metoda, ki jo je 3e kot ¥tudent odkril indijski matematik
S.P. Sundarama. Kaj nam torej svetuje na$ indijski kolega?

1. Vzemi prazen list papirja in v zgornji levi kot napigi tevilo 4. Nadaljuj
stolpec tako, da prej¥njemu Etevilu pristeje¥ 3.

2. k-to vrstico nadaljuj tako, da prejSnjemu 3tevilu v vrstici pristejed
2k + 1.

Na ta nain dobimo naslednjo tabelo:

4 2 |1 |13 | 18
12: [ IF | 22 | 27
il 13 [ 24 | 31 | 38
13 |22 | 31 | 40 | 49
16|27 | 38 | 49 | 6D

Opazimo, da stoji na preseis¥u k-te vrstice in n-tega stolpca ¥tevilo

k+ 2k +1)n= k+2kn+ n.

Sledi malce presenetljiva trditev.

Za vsako naravno 3tevilo, ki ga ni v tabeli, je njegov dvakratnik,
poveéan za 1, prastevilo. Se vei, vsako liho prastevilo se da na taksen
nacin dobiti iz naravnega Stevila, ki ga v tabeli ni.

V prvi del trditve se prepri¢amo takole:
Vzemimo naravno 3tevilo x, ki ga ni v tabeli. To pomeni, da se Stevila x ne
da zapisati v obliki n + 2kn + k za nobeni naravni Stevili n in k. Dokazati
moramo, da je 3tevilo 2x + 1 pradtevilo. Pa denimo, da ni. Tedaj se da
zapisati kot produkt dveh od 1 razlignih naravnih 3tevil:

2x+1=ab; abelN a#l, b#1.
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Ker je 2x + 1 liho Ztevilo, morata biti lihi tudi 3tevili a2 in b. To pa pomeni,
da sta Stevili
a—1 _b-1
2 2
naravni Stevili. lzratunajmo izraz:
_a—1 (a—1)(b—-1) b-1 ab-—-1

k+2kn+n= 5 +:2 1 + ks Tasas
Potemtakem se Etevilo x nahaja v nagi tabeli, in sicer na prese&iZZu k-te vrstice
in n-tega stolpca. To pa je v nasprotju z zaetno predpostavko, da Stevila
x ni v tabeli. Do protislovja smo prisli, ker smo dodatno privzeli, da 3tevilo
2x + 1 ni pradtevilo. S tem je prvi del trditve dokazan.

Lotimo se 3e drugega dela. Vzemimo liho prastevilo p. Vsako liho od 1
ve€je naravno 3tevilo - in zato tudi p - se da na en sam naé&in zapisati v obliki
2x + 1, kjer je x naravno Etevilo. Za Stevilo p poi¥¢imo takZen x. Dokazati
Zelimo, da %tevila x ni v tabeli. Parecimo, da kljub vsemu x je v tabeli. Potem
morata obstajati naravni Stevili k in n taki, da velja: x = k + 2kn + n.

Tedaj za p velja:

k=

X.

p=2x+1=2n+4kn+2k+1=(2n+1)(2k +1).

Pra%tevilo p smo torej razcepili na produkt dveh naravnih Etevil, ki sta razli€ni
od 1. To pa je po definiciji praStevila nemogoge. Predpostavka, da Stevilo x
najdemo v tabeli, nas je torej pripeljala do protislovja. Tedaj pa ni druge, kot
da priznamo, da ga v tabeli ni. S tem je trditev v celoti dokazana.

PrimoZ Potoénik

STROGO NARASCAJOCA STEVILA

Naravno 3tevilo je strogo naras¢ajoce, €e njegove Stevke (v desetiskem zapisu)
tvorijo strogo nara%€ajote zaporedje. Ker imamo na voljo deset Stevk, tevko
0 pa lahko uporabimo le na zagetku, kar pa Stevila ne spremeni, nobeno
strogo nara$Zajofe Stevilo nima veZ kot devet Stevk. Celo veg, edino strogo
nara€ajote Stevilo z devetimi ¥tevkami je 123456789, vsa ostala pa imajo
osem ali manj Stevk. NaZe vpraSanje je preprosto: koliko je vseh strogo
nara$€ajo&ih naravnih 3tevil?

Martin Juvan



FIZiGA

ODKLON PROTI VZHODU

Spoznanja ob razmiiljanju o vrtin-
cu pri iztekanju pomagajo, da ob-
delamo zanimiv pojav, pri katerem
se telo giblje navpi&no navzdol, ne
v vodoravni smeri. V tem primeru
Coriolisova sila 2mvw cos ¢ odkloni
telo proti vzhodu (slika 1). Pri tem
je ¢ geografska Sirina. Pojav je naj-
izrazitej¥i na ekvatorju, na polu pa
ga ni. Odklona ni tezko izratunati.
Tako majhen je, da si lahko mislimo,
da v navpiéni smeri telo enakomer-
no pospefeno pada zaradi tefnega
pospeska g. Njegova hitrost v nav-
piéni smeri s €asom nara%&a kot gt,

e smo telo spustili v trenutku i . o

B v ‘ b hod Slika 1. Radialna komponenta hitrosti te-
t=0. smerl proti Vz_ odu, pra- lesa pri gibanju navpi&no navzdol.
vokotno na smer padanja, ustreza

Coriolisovi sili pospe$ek 2gtw cos¢. Z njim dobimo komponento hitrosti
v tej smeri gt2wcos ¢ in ustrezni premik, torej odklon proti vzhodu, s =
= %gr3w cos ¢p. Nazadnje odklon izrazimo z visino h = %gtz. za katero telo
v tem &asu pade,

_ Qﬁwcosgah3/2
3./9 ‘

Odklon je prvi natan€no izragunal C.F.Gauss leta 1803. Zanj pa je vedel
Ze |.Newton in je celo predlagal, da naj bi ga izmerili. To so prvi€ storili
Sele leta 1791, a so izidi pri poskusih s stolpa razoZarali, ker je motil prepih
(glej preglednico). To je veljalo tudi za naslednje merjenje. Sele Reichovi
poskusi v rudniSkem jaZku so dali zadovoljive izide. Merjenja W.W.Rundella
v cornwalskem rudniku so bila manj natanZna, a so pokazala tudi majhen
odklon proti jugu. Na tak odklon je pomislil spoetka Ze Benzenberg. Prav
zaradi tega odklona, ki ga ni bilo mogoge pojasniti s Coriolisovo silo, so
nadaljevali s poskusi. Za poskuse E.E.Halla, ki ga poznamo po Hallovem
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pojavu, so na harvardski univerzi zgradili stolp, ki se je kasneje %e enkrat
vpisal v zgodovino fizike.!

Skrbna merjenja so dala napovedani odklon proti vzhodu, medtem ko
odklon proti jugu 0,045 mm ni presegal napake pri merjenju. V Parizu so
delali poskuse v Pantheonu. Omeniti kaZe, da je Ze leta 1851 edino L.Foucault
prifel na misel, da pri nihalu Coriolisova sila kaZe v prvi polovici nihaja v isto
smer kot v drugi.

Leto meril kraj 7 h Stevilo  szm Skap
merjenj

1791 Guglielmini Bologna  44° 783 m 1,89 cm 1,09 cm

1802 Benzenberg Hamburg 54° 76,3 m 0,90 cm 0,86 cm

1831 Reich Freiberg  51° 1585 m 2,84cm 2,75 cm

1902 Hall Cambridge 52° 230m 984 0,15cm 0,15 cm

1903 Flamarion Pariz 49° 680m 144 0,76 cm 0,81 cm

Tabela 1. Pregled najpomembnejiih merjenj odklona proti vzhodu teles pri prostem padanju.
V zadnjem Easu so ugotovili, da se zaradi zraZnega upora odklon poveta, v prvem priblizku
na primer za 15 % pri vig&ini 50 m in za 62 % pri vi&ini 200 m. Tako je z zraZnim uporom
mogote pojasniti manj3e izmerjene odklone od izraunanih, pri katerih ni upo3tevan zrani
upor.

Pozneje so nadaljevali poskuse z Atwoodovim $kripcem. J.G.Hagen je
leta 1912 meril pri pospetku 0,1g. Z isto napravo so najprej v mirovanju
dolo&ili navpiZnico. Na vi%ini 23 m se je izmerjeni odklon proti vzhodu
0,0899 c¢m dobro prilegal napovedanemu 0,0889 cm, ki ga je treba izraZunati
s pospetkom 0,1g. Odklon proti jugu 0,010 mm je bil manj3i od napake
pri merjenju. V tistih letih je tekla razprava predvsem o odklonu proti jugu.
Za razliko od odklona proti vzhodu ta $e ni do kraja pojasnjen. Pri precej
manjfem odklonu proti jugu ali celo proti severu je vpletena oblika Zemlje in
najbrf tudi krajevne posebnosti zemeljskega gravitacijskega polja.

Janez Strnad

1 V/ njem sta R.V.Pound in G.A.Rebka leta 1960 prviZ v laboratoriju z Mossbauerjevim
pojavom izmerila spremembo valovne dolZine svetlobe v gravitacijskem polju.

STICNA STEVILA

Poig¢i vsa naravna ¥tevila, ki so pri desetitkem zapisu enaka produktu svojih
Stevk.

Martin Juvan
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RACUNRLNISTVO

PREIZKUSNI PROGRAMI ZA MATEMATIKO

Ratunalnik lahko uporabljamo v razliene namene. Ena od moZnosti je, da
ga uporabimo kot pripomoé&ek pri u€enju. Uporabo raunalniskih programov
v ¥oli sre€amo na razliénih podro&jih. Pri pouku jih lahko uporabljamo kot
demonstracijsko sredstvo za ponazoritev doloZene snovi, pri izpeljavi vaj, kot
pripomotek pri samostojnem odkrivanju nove snovi, ...

Preizkusni programi

Poleg programov, ki jih ponujajo velike programerske hite (Microsoft, Bor-
land, Lotus, Novell) in Ze cel kup manjsih podjetij, je na trZis¢u tudi skupina
programov, ki jih kupujemo na drugaZen naén. To so ti. shareware programi.
O tem, kako besedo shareware prevesti v sloven¥&ino, se e vedno kreejo
mnenja. MoZna prevoda sta npr. programi v prostem raziirjanju in preizkusni
programi, kot jih imenuje tudi revija Monitor. Osnovna ideja teh programov
je, da jih lahko "poberemo", od koder hoZemo, jih preizkusimo in, €& nam
program ugaja, avtorju (bodisi posamezniku ali podjetju) poZljemo platilo
za njegov program. Tak program lahko brez kantka slabe vesti (to je celo
zaZeleno!) damo prijatelju, znancu, sosedu. S tem ne kr¥imo nobenih av-
torskih ali drugih predpisov, vse dotlej, dokler za tako poZetje ne zahtevamo
platila, vetjega od dejanskih strokov (disketa, strokki poZiljanja).

Praviloma ti programi v kvaliteti ne zaostajajo veliko za "pravimi” pro-
grami, vetkrat jih celo preka%ajo. Seveda poleg ne dobimo lepih priro&nikov,
programi tudi ne ponujajo barvitih $katel, a to uporabnosti samega programa
ne zmanjiuje. Seveda je precej tovrstnih programov tudi slabih, z dvomljivo
idejo in pomanjkljivo izvedbo, vendar med njimi lahko najdemo tudi take, ki
nam res ustrezajo.

Naj e enkrat poudarim, da ti programi niso brezplaéni — uporabnik naj
bi po izteku preizkusnega obdobja program prenehal uporabljati ali pa naj bi
ga registriral, torej poslal plaZilo avtorju oz. avtorjem.

Preizkusni programi niso edina skupina programov, ki se raz3irja na tak
nain (s presnemavanjem, posojanjem disket). Tako srefamo Ze brezpla&ne
programe (freeware), okrnjene programe (crippleware), programe v javni lasti
(public domain programs), demonstracijske programe (demo programs). Na
kratko opiSimo zna&ilnosti posameznih skupin programov:

shareware: Program preizkusimo. Ce nam je vie&, avtorju po¥ljemo zahte-
vano vsoto denarja. ObiZajno potem dobimo najnovejfo inafico progra-
ma, pogosto tudi tiskan priroénik. Program lahko razSirjamo naprej (ne
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prodajamo!), vendar moramo paziti, da ostane nespremenjen, z vsemi
pripadajo&imi datotekami (tudi tistimi, na katerih je reklama za avtorja).

freeware: Program lahko uporabljamo brez pla&ila. Lahko ga razdirjamo
naprej pod enakimi pogoji kot shareware. Posebna skupina programov je
ti. cardware — avtor ne zahteva pladila, v zahvalo pa pri€akuje razglednico.

public domain: Avtor je dal program v javno last. To pomeni, da lahko s
programom po&nemo, kar se nam zdi — ga vkljufujemo v svoje programe,
spreminjamo, . ..

crippleware: Program nima vseh sposobnosti pravega programa. DoloZene
funkcije manjkajo, program po dolofenem €asu ne deluje ve, med delovan-
jem se izpisujejo obvestila. Ko avtorju posljemo platilo, dobimo “zaresni"
program brez omejitev.

demo: Pogosto so demonstracijski programi okrnjeni na podoben nagin kot
crippleware. Velikokrat teZejo samiod sebe in le kaZejo moZnosti “pravega”
programa. Ce nas demostracijski program prepri¢a, kupimo pravi program.

Kako do preizkusnih programov?

Verjetno najenostavnejii natin je, da imate pri sebi disketo vsakokrat, ko ste
pri kolegu, ki tudi ima ragunalnik. Ce vidite program, ki vam je vZeZ (in
Jje to preizkusni program!), ga enostavno presnamete. Obstajajo tudi ljudje,
ki naértno zbirajo tovrstne programe in jih za majhno plagilo (omenili smo
Ze, da smemo pri raz8irjanju preizkusnih programov zaratunavati le dejanske
stroske posredovanja) razdirjajo naprej. Obstajajo tudi klubi, katerih glavna
dejavnost je zbiranje in raz&irjanje preizkusnih programov. Ce boste postali
€lan kak3nega takega kluba, bo va%a najveéja teZava, kako izbrati med tiso&i
in tiso&i programov, ki vam bodo na voljo.

Glavni natin za raz&irjanje tovrstnih programov pa so BBS-i (Bulletin
Board System). O BBS-ih ne bomo ob3irneje govorili, povejmo le, da nam
med drugim omogotajo, da preko modema presnamemo tudi tovrstne pro-
grame. V zadnjem &asu sre€amo tudi vedno ve&jo ponudbo zbirk preizkusnih
programov na CD-ROM-ih. Tako za nekaj tisoZ tolarjev dobite CD-ROM, na
katerem je tudi ve€ tisof preizkusnih programov. Poudarimo pa e enkrat, da
z denarjem, ki ga platate za CD-ROM ali za &lanarino v klubu, programoyv,
ki ste jih dobili, Ze niste plaZali. Se vedno morate avtorju programa (Ze seve-
da ne gre za brezplaéni program) poslati platilo, ki pa praviloma ne presega
3000 tolarjev.
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Programi za matematiko

Tudi na podro&ju izobraZevalnih programov je ponudba preizkusnih programov
kar velika. Posebno za matematiko in uenje angleZ€ine jih je veliko. Mnogi
med njimi so nastali, ko sta otka ali mama programer posku3ala svojim
otrokom pomagati pri spoznavanju tako zapletenih stvari, kot so seStevanje,
poitevanka ali radunanje z ulomki. Zato je tudi najve programov, ki so
namenjeni utrjevanju $tirih osnovnih ragunskih operacij. Pogosto je to u&enje
prikrito z igranjem igrice, tako da ufenje postane tudi zabava. V nadaljevanju
bomo na kratko opisali nekatere od teh programov. Ce bi do katerega radi
pri§li, se oglasite na Fakulteti za matematiko in fiziko na Jadranski 19 v
Ljubljani. Le diskete imejte s seboj.

Math rescue

V deZelo so se pritihotapile Zudne poZasti in pokradle vse tevilke. Ti, hrabri
junak, se mora¥ spustiti v podvodni svet, kjer prebivajo, in prinesti Stevilke
nazaj. Pri tem ti bo v pomo€ &v Benny, tvoje glavno oroZje pa bo hitro
in spretno reSevanje rafunskih nalog, sestavljenih iz se$tevanja in od$tevanja
razli¢nih 3tevil. Ce bo¥ dober raunar, bo¥ poSasti premagal. Glej sliko na
I1l. strani ovitka.

Lugnut city

Kot robot se prebija% preko pasti v mestu Lugnut ali TeZki orehi po nade. Na
voljo ima% lasersko pidtolo, s katero odstranjuje¥ ovire. Vendar ne vseh. Pod
ve&ino ovir se skrivajo matemati€ne zanke — tako morag pravilno preéteti pike,
povedati, ali je rafun pravilen, poiskati manjkajo€i sestevanec, izbrati pravilni
odgovor. Hkrati pa mora¥ poiskati dovolj €udeznih Eevljev, ki ojadajo tvoje
noge, da lahko skaZe% vedno vigje, in se prebiti do izhoda iz vsake sobe. Glej
sliko na Ill. strani ovitka.

Big math attack

Pozor, pozor! Na%e mesto napadajo &udni osvajalci. Spu¥&ajo bombe in vsaka
uni&i &etrtino mesta. Ti si poveljnik obrambe in na osvajaléeve bombe meri¥ z
raketami. Vendar rakete zadanejo na pravo mesto le, &e vtipka¥ pravilno %ifro.
Ta pa je odgovor na rafun, ki ga vsaka bomba nosi na sebi. Bo% uspeZnejsi
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kot tvoji predhodniki? Se bo¥ prebil na lestvico nesmrtnih braniteljev mesta?
Glej sliko na IV. strani ovitka

Sparky

Medvedek Sparky se sprehaja po parku in nenadoma zagleda Zudno drevo.
Na deblu je raun, na vejah pa se zibljejo tri gnezda, vsako s svojo 3tevilko.
Bo medvedek dovolj spreten, da bo s kamnom zadel pravi odgovor? Seveda
ga mora zadeti dovolj hitro, preden potefe odmerjeni €as. Da naloga ne bo
prete¥ka, Sparky tu le se¥teva. Ce pa avtorju poZljete 15 dolarjev, bo Sparky
moral refevati tudi teZje naloge — odZtevati, mnofZiti, deliti. Glej sliko na
IV. strani ovitka.

Function grapher

No, da se ne bomo le igrali, nari¥§imo $e kak¥no funkcijo. Function grapher je
eden od Stevilnih programov, ki nam pri tem lahko pomagajo.

The Funclion Grapher

Graph Function About!
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Berlin's cheat sheat

Berlinov elektronski plonk listek je odlien pripomoéek, &e je treba razresiti
10 pravokotnih trikotnikov, 20 krogov in %e kaj podobne navlake Vtipka
podatke, ki jih pozna¥, program pa sam zapide ostale vaine mere — brez
nadleZnega korenjenja, obraganja formul, ...

Sheets Window Options Help .
— —
a

Matija Lokar

BARVANJE KOCK - Regitev s str. 275

Stirideset sekund. Navodilo: Najprej en tabornik pobarva dve stranici prve
kocke, drugi pobarva 4 stranice druge kocke in tretji celo tretjo kocko. Nato
prvi tabornik pobarva celo Eetrto kocko, drugi dokon&a barvanje prve in tretji
druge kocke. (Opomba: Obstajajo tudi druge, podobne moZnosti. Poistite
Jih!)

Dragoljub M. Milosevi¢ - prev. in prir. Barbara Japelj
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KAJ JE KIPU?

Indijansko ljudstvo Inkov je v 13. stoletju ustvarilo veliko drZavo na ozemlju
danadnjega Peruja. Dosegli so visoko stopnjo civilizacije, ki jo lahko primer-
jamo z visokimi kulturami Starega sveta. Ceprav niso poznali koles, so razvili
obsefno in razvejano cestno omreZje. Prave pisave niso poznali, zato so
uporabljali razliéne pripomoZke za hranjenje podatkov. Prav gotovo je eden
takih tudi kipu. Inkovska centralizirana oblast v Cuzcu je zgradila svojevrsten
birokratski stroj za nadziranje svojih podloZnikov. Tako so za vsako regijo
iz3olali nekaj ljudi za izdelovanje kipujev. Ko so se ti ljudje vrnili domov, so
ze znali ravnati z njimi. Bili so mo&no privilegiran del prebivalstva, saj so bili
edini, ki so vedeli, kaj v kipujih “piZe".

PERU © 32

e T To TN B I oTT T T e e —
QUIFY, MEDHD OFf COMUMICACION DEL TAMUANTINIUYD  LAMMARTL AR

Kako je sestavljen kipu? Na preZno glavno vrvico je bilo privezanih veg
vzdolZnih vrvic. Obifajno so bile visefe vrvice organizirane v skupine, ki
so bile med seboj lo€ene z barvnimi vrvicami. Posamezna skupina je lahko
pomenila ozemeljsko, upravno ali €asovno enoto, za katero je bilo potrebno
narediti obracun ali zapis. Kipu je imel lahko vrvice usmerjene tudi navzgor.
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S temi vrvicami so zabeleZili vsoto na spodnjih vrvicah. Na eno vrvico je bilo
lahko obe¥enih ¥e nekaj drugih vrvic. Na vsaki vzdolZni vrvici so bili vozli, ki
so pomenili 3tevilo, zapisano v desetikem 3tevilskem sistemu. Tako sta dva
vozla pri vrhu in trije spodaj pomenili desetiZko 3tevilo 23. Najvegje Stevilo,
ki so ga odkrili na kakem kipuju, je bilo nekaj manj kot 100000 (natanZneje
97357). Niéle so bile predstavljene z ve&jim razmakom med skupkom vozlov.
Manj%i razmaki pa so loZevali posamezne desetiske Stevke.

Zmotno je migljenje, da je tovrstna naprava ralunski stroj, neke vrste
ratunalo ali kaj podobnega. S kipujem so Inki le beleZili tevila in pojme
(dogodke). Lahko je kipu pomenil Ze kaj drugega, na primer zapis korakov
pri plesu, kodiran zapis vzorca v blagu ali pa celo notni zapis znane verske ali
posvetne melodije.

Po pribliZno tridesetih letih, ko so Spanci “odkrili" inkovsko kulturo, so jo
tudi uni&ili. Tako se je izgubila tudi sled za tem, kas so v resnici pomenile nitke
z vozli. Ker so tudi ustvarjalci kipujev konZali kot Zrtve $panskih osvajalcev, Ze
danes ne vemo, kakZno sporo€ilo je nosil in €emu je bil namenjen posamezni
kipu. Ohranjenih je kakih 550 kipujev, ki leZijo raztroseni po raznih muzejih
po svetu.

Na sliki vidimo po3tno znamko s sliko kipuja. Kipu na znamki sodi med
preprosteje. NajobseZnejsi odkriti kipu ima sedem vrvic v skupini v devetih
nizih, kjer je vsak Ze v eni od 27-tih barv (torej 9 - 27 = 243 skupin po 7
vrvic).

Veselko Gustin

STROGO NARASCAJOCA STEVILA - Retitev s str. 341

Ugotoviti moramo, koliko je vseh strogo naraiZajoiih Stevil, torej Stevil, kate-
rih Stevke v desetiskem zapisu tvorijo strogo nara&¥ajote zaporedje. Najprej
opazimo, da je strogo narai€ajoée $tevilo enoliZno doloeno z mnoZico §tevk,
ki ga sestavlja. Vsaka Stevka namre€ lahko nastopi samo enkrat, njihov vrstni
red pa je dolofen z zahtevo po nara¥€anju Stevk. Prav tako nam vsaka
neprazna mnoZica Stevk dolo€a natanko eno strogo naraZZajofe Stevilo. Ker
imamo na voljo devet Stevk (s 3tevko 0 si ne moremo pomagati), je vseh
strogo nara¥Zajofih 3tevil ravno toliko, kolikor je vseh podmnoZic mnoZice z
devetimi elementi minus ena. To pa je 29 — 1 = 511.

Podobno bi lahko sklepali tudi pri zapisu &tevil v osnovi b, ki je razliéna
od 10. Pri osnovi b je strogo naraiZajoéih Stevil 26=1 — 1.

Martin Juvan



NOVE BNJIGE

Zmazek, V.: MATEMATIKA, zbirka vpra%anj in reSenih

nalog za pripravo na maturo, DMFA Slovenije, Ljubljana
1995, 140 str.

V za&etku leta 1995 je iz&la nova zbirka, ki ima zgovoren naslov Matematika,
priprava na maturo. V zbirki so vpraZanja, ki jih bodo dijaki sre€ali na ustnem
delu maturitetnega izpita, ter naloge z resitvami, kakréne naj bi bile na pisnem
delu.

Vsako poglavje se priéne najprej z ustnimi vpra3anji, ki so jim dodane
laZje, tipiéne, kratke naloge. Nato sledijo naloge, ki kar temeljito preverjajo
razumevanje snovi. Naloge niso lahke, najve€ jih je “srednje teZkih", zato so
reditve Ze kako dobrodogle. Na koncu zbirke najdemo formule, ki jih tudi za
pisni maturitetni izpit ni potrebno znati na pamet.

Mislim, da bodo dijaki zbirke veseli, prav tako tudi njihovi profesoriji.

Pri reSevanju nalog, ki jih najdete v zbirki, vam Zelim veliko uspeha 3e
posebej pa seveda dijakom na maturitetnem izpitu.

Mojca Lokar

DVE SPOROCILI

Naroénikom

Vse Presekove bralce, ki bodisi konéujejo z rednim Zolanjem bodisi
iz kak¥nega drugega razloga ne bodo imeli priloZnosti, da se prikljugijo
skupinskemu naroéilu na naZo revijo, vabimo, da se nanjo naroéijo osebno.
To svojo Zeljo (s polnim naslovom, na katerega Zelijo prejemati Presek) naj
sporotijo na naslov: Komisija za tisk DMFAS, Jadranska 19, 61111 Lju-
bljana, p.p.64 ali po telefonu (061) 1232-460.

Avtorjem

Vse avtorje, ki svoje prispevke pifejo ra&unalnitko, prosimo, da po
moZnosti pripravijo datoteke v TEXu ali BTEXu, oziroma tudi v ASCII for-
matu, &e v tekstu ni veliko formul. Ker Presek stavimo v TEXu, bi nam s tem
zelo olaj3ali delo.

Seveda je to le pro¥nja tistim, ki to moZnost imajo, so pa 3e vedno
dobrodogli vsi prispevki, ne glede na format, v katerem so pripravljeni.

Iz urednistva
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KRIZANKA ‘RACUNALNISTVO’
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liA TEMATIBA

SIFRIRANJE Z JAVNIM KLJUCEM

V prej3nji Stevilki Preseka smo spoznali nekaj preprostih tajnopisnih metod.
Za veéino med njimi je eden najvegjih problemov prenos 3ifrirnega kljuéa.
Ta pomembni podatek, ki ga potrebuje prejemnik za deSifriranje sporoila,
moramo pri teh metodah pogosto menjati, da bi zmedli nepoklicano osebo,
ki bi prestregla sporo€ilo; vsakokrat je treba poskrbeti za varen prenos kljuta
med pogiljateljem in prejemnikom.

V poznih sedemdesetih letih pa so razvili kriptografske metode, ki ne
zahtevajo nikakrénega prenosa kljuZa. Pravimo jim metode Zifriranja z javnim
kljuZem. Srz metode je v tem, da lahko prejemnik povsem javno objavi nekaj
gtevil, ki predstavljajo klju€ za Sifriranje sporoéil, ki bi mu jih kdo Zelel poslati.
Samo on pa pozna skrivna Stevila, s katerimi je mo& ta sporo&ila degifrirati.

Med metodami Sifriranja z javnim klju€em je najbolj znana RSA metoda.
Za uspeZno (varno) delo s to metodo uporabljajo zelo velika tevila, zato so
tako za Zifriranje kot za deZifriranje potrebni ragunalniki. Tudi z raunalniki
pa je prakti¥no nemogo€ vdor v Zifrirni sistem. Edini nagin za zlom Zifre je
namre& odkritje skrivnih deZifrirnih tevil, ki jih pozna le prejemnik. V principu
je ta Stevila sicer mo€ dobiti iz javno objavljenih 3ifrirnih Stevil, v praksi pa bi
to zahtevalo mesece dela z raunalnikom.

Metoda RSA

Metoda nosi ime po zaZetnicah priimkov Ronalda Rivesta, Adija Shamirja in
Leonarda Adlemana s TehnoloZkega instituta Massachusetts v ZDA, ki so jo
razvili leta 1978. Njena varnost temelji na dejstvu, da je razmeroma lahko
najti zelo velika pra3tevila in zelo teZko razstaviti na prafaktorje 3tevila, ki so
produkti velikih pradtevil (¢e poznamo samo produkt). V praksi uporabljajo
pradtevila, ki se dajo zapisati z najmanj petdeset deseti¥kimi $tevkami, njihovi
produkti torej z vsaj sto desetiSkimi Stevkami.

Samo teZavnost faktoriziranja lahko opazimo celo Ze pri zelo majhnih
Ztevilih. Poskusite na primer brez ragunalnika razstaviti na prafaktorje Etevilo
54 053. Videli boste, da je precej teZe priti do rezultata 54 053 = 191 - 283,
kot pa ugotoviti, da sta 191 in 283 prastevili in ju zmnoZiti.

Kot pri metodah, ki smo jih spoznali zadnji¢, tudi pri metodi RSA
nadomestimo besedila sporoéil s Stevili. Vsako &rko lahko npr. nadomestimo
s Stevilom, ki pomeni njeno mesto v abecedi. Pri tem priredimo &rkam od
A do [ Stevila 00 do 09 namesto 0 do 9. Brez tega previdnostnega ukrepa
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bi, denimo, ne vedeli, ali pomeni tevilo 12 érko M ali par &k BC (ki bo
tako predstavljen z 0102). Besedilo z n &rkami tako nadomestim z zlepkom
n dvomestnih ¥tevil, na katerega lahko gledamo kot na 2n—mestno 3tevilo.

Prejemnikova skrivna Stevila sta dve veliki prastevili p in g ter Stevilo N,
ki je tuje s produktom (p—1)(g—1). Stevili, ki ju prejemnik javno objavi, sta
produkt pg in pozitivno Stevilo M z lastnostjo, da je ostanek deljenja 3tevila
MN s stevilom (p — 1)(g — 1) enak 1, torej

MN = 1(mod (p — 1)(g — 1)).

Javno objavi tudi postopek Zifriranja. Vsak, ki mu Zeli poslati tajno sporoéilo,
katerega predstavlja 3tevilo x, naj mu posreduje $tevilo y, ki je ostanek
M s produktom pq. Sifra y je torej najmanjse nenegativno
Stevilo, ki ustreza kongruenci

deljenja Stevila x

y = xM(mod pq).

Pri tem mora 3tevilo x izpolnjevati pogoj 0 < x < pq. (Ta pogoj izpol-
njuje tudi y.) Ce je sporotilo predolgo, ga je potrebno razbiti na kose, ki
predstavljajo Ztevila, manj%a od pgq, in izvesti navedeni rafun za vsak kos
posebej.

Prejemnik deSifrira sporotilo tako, da izrafuna ostanek deljenja 3tevila
yN s produktom pg, kjer je N njegovo skrivno tevilo. Originalno 3tevilo x
(sporotilo) je torej najmanje nenegativno Stevilo, za katerega velja

X = yN(mod Pq)-

Primer. Za ilustracijo metode ne bomo uporabili velikih tevil, ki so v
navadi v praksi; potek bomo lahko pregledneje predstavili z majhnimi tevili.
Zaradi preglednosti se bomo tudi izognili podrobnemu ra&unanju, ki ga lahko
opravite sami.

Naj si je prejemnik za skrivna 3tevila izbral p = 11, g =13 in N = 7.
Ne spreglejmo, da je 3tevilo N tuje s 3tevilom (p — 1)(q — 1) = 120. Iz teh
Ztevil izratuna (z uporabo Evklidovega algoritma ali kako drugate), da je 103
najmanj$e pozitivno 3tevilo M, ki izpolnjuje pogoj 7TM = 1(mod 120).

Nato prejemnik objavi naslednje sporoéilo: “Kdor mi Zeli poslati tajno
sporotilo, ki ga na obifajni na&in (zamenjava &k z dvomestnimi Ztevili)
predstavlja Stevilo x, naj mi posreduje ostanek deljenja 3tevila x103 s ¥te-
vilom 143."
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Sedaj je na vrsti pogiljatelj. Recimo, da Zeli poslati prejemniku sporoéilo
SOS, ki ga predstavlja 3tevilo 181518 (5=18, O=15). Ker je tevilo preveliko,
ga mora razbiti na tri kose, manj3e od 143, to je na &tevila 18, 15, 18. Nato
izratuna, da je 18193 = 112(mod 143) in 1519 = 141(mod 143). (S tem je
kar nekaj dela, €e boste ratunali pe3, z ra¢unalnikom pa boste hitro gotovi.)
Odposlati mora torej 3tevila 112, 141, 112.

Ko pride to sporoilo v roke prejemniku, ta izratuna 1127 = 18(mod 143)
in 1417 = 15(mod 143) in v nizu 18, 15, 18 prepozna klic na pomoZ.

Gotovo ste se ob tem vpraZali, zakaj metoda deluje. Kako to, da
opisano zaporedje $ifrirnega in deSifrirnega postopka vrne na koncu originalno
sporofilo? Podrobnej$a razlaga razlogov bi bila za ve&ino Presekovih bralcev
pretefka. Za tiste radovednejie pa le povejmo, da je skrita v naslednjem
izreku.

lzrek. Ce sta p in g razliéni prastevili in je

MN = 1(mod (p — 1)(q — 1)),
potem velja
(xM)N = x(mod pq).

Podpisovanje

Pomemben del tajnega sporoéila pa tudi vsakega drugega dokumenta je pod-
pis, ki potrjuje njegovo verodostojnost. Ker pri pogiljanju sporoéil po elek-
tronski po¥ti ne moremo prena2ati fizienega podpisa, je potrebno poskrbeti
za druga&no potrjevanje pristnosti.

Ena dodatnih lastnosti metode RSA je prav varno prena%anje podpisa
poZiljatelja. Glede na to, da so javna Zifrirna Stevila prejemnika splo3no znana,
bi npr. lahko kdo prejemniku poslal laZzno Sifrirano sporotilo, podpisal pa
verodostojno drugo osebo in s tem prejemnika zavedel.

Spet si kar na primeru oglejmo, kako lahko z metodo RSA kaj takega
prepre€imo.

Denimo, da si Urfa in Vinko izmenjujeta tajna sporoéila. Ozna&imo z
My in ay = (pg)y ter My in ay = (pq)y Urdini oziroma Vinkovi javni
gifrirni 3tevili. Nadalje naj bosta Ny in Ny, njuni skrivni deSifrirni Stevili.
Pa naj Zeli Vinko poslati Uri svoj podpis, ki ga predstavlja Stevilo v. V
ta namen Sifrira podpis s svojim skrivnim 3tevilom Ny, in svojim javnim
Stevilom ay/, to je, izraluna najmanjSe nenegativno Stevilo z, ki izpolnjuje
pogoj z = vNV(mod ay). Urga dobljeno sporotilo deifrira s kljuZem, ki ga
predstavljata Vinkovi javni Sifrirni Stevili My, in ay, to je, pois€e najmanj3e




357
nenegativno Stevilo w, ki izpolnjuje pogoj w = zMv(mod ay). Ker je
(viv)Mv — (VMV)NV in zaradi izreka na koncu prejinjega razdelka, je
w = v. UrZa torej ve, da je sporoéilo poslal Vinko, saj bi uporaba vsakega
drugega kljuZa kot N\,, ki ga pozna le Vinko, dala rezultat, razli¢en od v.

Vendar tako Eifriran podpis lahko prebere Ze kdo drug razen Urie. Da
bi se temu izognil, lahko Sifrira Vinko svoj podpis dvakrat: najprej s klju¢em
(Ny, ay) in nato 3e z Urginim javnim kljuZem (My, ay). Le Ura lahko
prebere podpis z zaporedno uporabo kljugev (Ny, ay) in (My,, ay).

Varnost metode RSA

Iz vsega, kar smo izvedeli o metodi RSA, sledi, da je zlom 3ifre mogog,
&e vsiljiveu uspe faktorizirati javno objavljeno 3tevilo pg. Potem lahko
najde (p—1)(g —1) in, z uporabo Evklidovega algoritma za par Stevil
(p—1)(g — 1) ter javni eksponent M, izratuna skrivno degifrirno Stevilo .
Z njim pa lahko na enak naiin kot prejemnik deSifrira tajnopis. Torej je
pomembno, da sta uporabljeni prastevili p in g dovolj veliki, da je faktorizacija
produkta pg praktiénc nemogoZa.

Zaenkrat v praksi velja, da morata imeti uporabljeni prastevili vsaj pet-
deset desetiZkih mest, hitri razvoj rafunalniZkih metod za razstavljanje pa
sicer trenutno zagotavlja resnino varnost, &e imata 3tevili p in g vsaj po
petinosemdeset mest. Vendar predstavlja Ze samo Sifriranje in deSifriranje s
tako velikimi Stevili izredno zamudno delo, celo za najhitrej3e racunalnike.

Razvitje RSA metode je povzroilo mrzli¢no iskanje hitrih algoritmov za
razcep Stevil na prafaktorje.

Kakrénekoli napovedi za bodo€e so seveda nehvaleZne. Vsekakor se obe
strani, iskalci metod za generiranje velikih prastevil in iskalci metod za hitro
razstavljanje velikih Ztevil, trudita premagati druga drugo. Svoje pa prispevajo
tudi €edalje hitrej%i rafunalniki.

Marija Vencelj

SPET ENA LOGICNA - Retitev s str. 307

Novakova, ki ima pisarno E€isto na vrhu, mora biti zdravnica. Tajnica Kraljeve
mora biti Valerija, pisarna Kraljeve pa mora biti v sredini, torej je Kraljeva
arhitektka. Sanja je torej tajnica Polakove, ki je pravnica, Roza pa je tajnica
zdravnice Novakove.

NeZa Mramor - Kosta



NOVICE

CHRISTIAN HUYGENS

Ob tristoletnici smrti

Christian Huygens (slika 1) je bil ro-
jen leta 1629 v Haagu. Na zacetku
ga je pouleval ofe, ki je bil visok
vladni uradnik in si je pridobil ob-
seZno znanje jezikoslovja, glasbe in
matematike. Christian je na uni-
verzi v Leidenu konéal 3tudij pra-
va. Ze v mladosti ga je pritegnila
tudi matematika in prve uspehe je
dosegel pri sedemnajstih letih. Pri
dvaindvajsetih je objavil dognanja o
plogéini stoZnic, pri petindvajsetih
tedaj najnatan€neji podatek za T,
pozneje se je ukvarjal tudi z verjet-
nostjo.

V naravoslovje je Huygensa pri-

peljalo zanimanje za astronomijo. Z
bratom je izdelal daljnogled po last-
ni zamisli. Tudi nekateri danaZnji
daljnogledi imajo Huygensov okular.
Z_ ntka", man kot ?Sem n:‘etmv dol- Slika 1. Christian Huygens (14.aprila 1629
gim daljnogledom je odkril Saturnov do 8.junija 1695)
obro in Saturnove luno Titan?,
Orionove meglico in opazoval Marsovo povrije. S privzetkom, da seva Sirij kot
Sonce, je ocenil njegovo razdaljo na 0,42 svetlobnega leta. Sirij seva izdatneje
kot Sonce, zato je razdaljo dvajsetkrat podcenil. lzdelal je mikrometer za
merjenje kotov med zvezdami na nekaj kotnih sekund natanZno.

Pri astronomskih opazovanjih se je Huygens zavedal, kako pomembno
je natan&no meriti €as. Njegovo prizadevanje, da bi izdelal natan&no uro, je
pripeljalo do patenta leta 1656. Odkritje je objavil Zele leta 1673 v knjigi z

! Galileo Galilei s slabim daljnogledom obroZa &e ni mogel videti, pozoren pa je postal
na “trojno” sliko Saturna. Huygens je mislil, da v Oson&ju poleg 3estih planetov Merkurja,
Venere, Zemlje, Marsa, Jupitra in Saturna obstaja samo Zest lun: Luna, 3tiri Jupitrove
lune, ki jih je odkril Galilei, in Titan.
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naslovom O uri na nihalo (slika 2). Ob tem je ugotovil, da je sicer nihajni &as
nitnega nihala z dolZino / zares sorazmeren s V1, kakor je mislil Galilei, a je pri
ve&jih amplitudah odvisen od amplitude, kar je Galilei spregledal. Ob iskanju
nihala, ki nima te pomanjkljivosti, je odkril cikloidno nihalo (slika 3). Njegov
nihajni €as ni odvisen od amplitude. Obravnaval je nihanje fiziénega nihala,
togega telesa, vrtljivega okoli vodoravne osi, ki ne gre skozi teZisce. Leta
1669 je Huygens predloZil razpravo o trkih, v kateri je prvi v celoti pojasnil
proZne in popolnoma neproZne trke. Razprava je iz&la veliko pozneje (1703).
Raziskal je enakomerno kroZenje in dolo€il pospesek. Ugotovil je tudi, da je
Zemlja splo¥&ena na polih.

Slika 2. Nagrt za uro na nihalo. Tedaj so
zaZeli vodne ure nadome$Zati z mehani-
nimi urami, v katerih se je potZasi spuiZala
ute?, Te ure so bile sicer manj natanZne
kot vodne, a so zahtevale manj skrbi in
so imele dobro viden kazalec. Z nihalom
je Huygens dal uri notranjo enoto, zaradi
katere je ura tekla veliko bolj enakomerno.
Preko zobatega kolesa in zasunka je nihalo
krmililo uteZ, da se je pravi Zas zni%ala in z
delom krila izgube zaradi trenja in upora.

AT A

Leta 1678 je Huygens obdelal teorijo svetlobe, ki jo je objavil v Razpravi
o svetlobi leta 1690. Knjigo je nameraval prevesti v latini&ino, a tega zaradi
pomanjkanja €asa ni storil. Tako je vsaj utemeljil njen pozni izid. Huygens ni
obravnaval sinusnega valovanja v dana¥njem smislu, ampak motnjo, ki potuje
po snovi, sestavljeni, na primer, iz samih dotikajoZih se kroglic. Motnja se
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y < singp = 'nliuf—- z
y 155 = -gsing = —gsin st = -g;

P

Slika 3. Cikloidno nihalo (levo) in cikloida (desno). Cikloida y = /(1 — coswt), x =
= %J’(u t-+sinwt) nastane, ko se krog z radijem %a‘ kotali po spodnji strani premice y = %/,
LoZno dolzino cikloide od najniZje totke zaznamujemo z s. Nitno nihalo z dol%ino /, ki

je obegeno v totki P, niha z nihajnim Zasom 2w \///g ne glede na amplitudo, Ze se uteZ
giblie po tej cikloidi.

s trki prenasa od kroglice do kroglice. Tako je postavil Huygensovo naéelo:
Vsaka totka valovnega Zela je izvir elementarnih valov. Ovojnica elementarnih
valov da novo valovno €elo. Raziskal je dvojni lom in je pri tem moral vpeljati
dve razliéni hitrosti svetlobe, saj je motnjo razumel kot longitudinalno. Doloil
je opti&ne lastnosti islandskega dvolomca, to je ene izmed kristalnih oblik
apnenca, in odkril polarizacijo svetlobe.

Huygens si je s svojim delom v fiziki pridobil velik ugled. Leta 1660 je
obiskal Anglijo. Tri leta pozneje so ga sprejeli med ustanovne &lane Kraljeve
druzbe, angleske akademije znanosti. Na Colbertov predlog ga je Ludvik XIV
leta 1666 postavil za predsednika francoske akademije znanosti. V Parizu je
ostal do leta 1681, ko so ukinili zakon, ki je protestantom dovoljeval bivanje
v Franciji. Umrl je leta 1695 v Haagu.

Huygens je ves svoj &as posvetil raziskovanju. Nanj sta vplivala Galilei
in predvsem René Descartes. Pozneje je Descartesa kritiziral: “Gospod
Descartes je znal dose¥i, da so njegova ugibanja in predstave veljale za
resni¢ne. Bralcem njegovih Principov [Principia philosophiae 1644] se je godi-
lo kot bralcem romana, ki jim knjiga ugaja in imajo vtis, da gre za resni&no
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zgodbo. Oblike majhnih delcev in lastnosti vrtincev sprejmejo v splodnem za
pravilne. Tudi meni se je zdelo, da je vse v najlepfem redu, ko sem knjigo
prvi¢ bral. Tedaj sem bi star 14 ali 15 let. Ko sem naletel na teZave, sem
mislil, da sem bil kriv sam, ker sem napaZno razumel njegove zamisli."

Descartes je izhajal iz treh splo3nih trditev, ob katerih pomislimo na
danaZnje ohranitvene zakone:

1. Vsaka stvar (gibanje, oblika ...) ostane nespremenjena, dokler je ne
spremeni zunanji vzrok.

2. Gibanje se nadaljuje v ravni &rti.

3. Pri trku se gibanje ohrani.

Z njimi naj bi pojasnili vse pojave in dosegli enotnost fizike. Ves prostor
naj bi izpolnjevala telesa iz etra, ki naj bi v obliki vrtincev poganjala planete
okoli Sonca. Drugo na drugo naj bi namre¥ delovala le telesa, ki se dotikajo.
Huygens ni postavljal meglenih splo2nih trditev, ampak je svoje izreke izvajal
iz opazovanj in merjenj za doloEen primer.

Huygens ni sprejel Newtonove zamisli o splo3ni gravitaciji, Eeprav se je
leta 1689 sre€al z njim v Londonu. Se naslednje leto je trdil, da izvira tefa iz
razlike med centrifugalno silo teles na Zemlji, ki naredijo na njenem povriju
en obhod v 24 urah, in delci etra v Vesolju ob Zemlji, katerih obhodni €as
je krajgi. Po njegovern mnenju bi bili cetrifugalna sila in teZa v ravnovesju,
e bi delci etra obkroZili Zemljo v poldrugi uri (kot dana3nji umetni sateliti).
Pri tem se je skliceval na opazovanje vrteZe se posode z vodo, v kateri silijo
majhna telesa iz lesa proti osi. Po Huygensovem mnenju v praznem prostoru,
kakrinega je imel v mislih Newton, ne bi bilo mogo€e pojasniti ne teZe ne
svetlobe. To je bil davek Descartesovemu prepri€anju, da telo lahko deluje le
na telo, ki se ga dotika.

Za razliko od $tevilnih sodobnikov je Huygens priznaval tuje uspehe.
Ceprav je posvetil vse Zivljenje znanosti, se je zanimal %e za kaj drugega.
Spesnil je nekaj pesmi, ki jih je posvetil nekaterim lepoticam tistega €asa. V
zapus&ini so nasli znanstveno-fantastini roman o prebivalcih na Luni in risbo
stroja z notranjim zgorevanjem.

Christian Huygens je bil eden izmed najvetjih umov sedemnajstega sto-
letja. Njegova odkritja so segala na vsa podroéja tedanje fizike in astronomije.
Po uspeinosti ga je presegel najbrz samo Isaac Newton, ki mu je Huygens s
svojim delom pomagal pripraviti pot (slika 4).
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LEIBNIZ 1646 do 1716

NEWTON 1643 do 1727

HUYGENS 1628 do 1695

DESCARTES 1596 do 1650 h
KEPLER 1571 do 1630 (3) Mm% me ®

GALILEl 1564 do 1642

Slika 4. Zivljenjski £as nekaterih znamenitih mo? sedemnajstega stoletja in Zasi izidov
Huygensovih knjig: 1 Ciklometriae 1651, 2 De circuli magnitudine inventa 1654, 3 Systema
Saturnium 1656, 4 Horologium oscillatorium 1673, 5 Traité de la lumiere 1690, 6 De motu
corporum ex perkussione 1703. Galilejevi Discorsi (G) so iz&li 1638 in Newtonovi Principi
(N) 1687.

Obdelajmo nekaj Huygensovih dognanj nekoliko podrobneje z danainjega glediiZa.
Zanimivo je, da nekatera presegajo danadnjo srednjedolsko fiziko, medtem ko dognanja
njegovih predhodnikov vefinoma sodijo vanjo.

Galilei je ugotovil, da je hitrost kotalee se kroglice na klancu sorazmerna s &asom,
pot pa s kvadratom Zasa, e kroglica spotetka miruje. Pot je potemtakem sorazmerna s
kvadratom hitrosti. Domneval je, da hitrost kroglice na dnu klanca ni odvisna od nagiba,
ampak je sorazmerna z vidino v zaZetni legi. Te ugotovitve je Huygens razvil dalje.

UteZ na niti nitnega nihala se zaZne gibati v vidini y = h in doseie najve&jo hitrost
v ravnovesni legi pri ¥ = 0. Hitrost v vmesni legi je odvisna od vidine h — y, za katero se
utei spusti vZ = 2g(h - y) To Huygensovo enatbo dandanes hitro dobimo iz izreka o
kineti&ni in potencialni energiji. Postavimo v = ds/ dt. Kratek odsek poti ds in majhna
sprememba vi¥ine dy sta v zvezi ds = dy/sin ¢, &e je p kot med delom poti in vodoravno
osjo x. Velja:

dy

. (1)
sin@\/2g(h—y)

Krog z radijem ! po katerem se giblje ute¥, v bliZini ravnovesne lege pribliZno opiZemo s
parabolo y = x2/21. V priblizku, v katerem sin ¢ izenatimo s tanyp = dy/dx = x/I =

= y/2y/I, preide enatba (1) v dt = 3 \/!/gdy/\/y(h y). Integrirajmo enatbo od
vis$ine 0 do h, Eemur ustreza po Zasu integral od 0 do L 7 to, pa dobimo nihajni Zas tp =

dti=

= 2m+/I/g. Huygens je moral vse enatbe izpeljati geometrusko. saj tedaj infinitezimalni
rafun 3e ni bil razsirjen,

Po kaksni krivulji se mora gibati uteZ, da enatba za nihajni €as velja natanZno za
znatne amplitude in je torej nihajni &as neodvisen od amplitude? |z enatbe (1) razberemo,
da mora biti tedaj sin ¢ sorazmeren s ,/y. Tak3no lastnost ima cikloida, krivulja, ki so
ji v Huygensovem Zasu posveiali precej pozornosti. Bralci jo poznajo kot brahistokrono
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(Smuéanje pri veleslalomu, Presek 20 (1993) 232-236). Huygens je pribil: Ce se giblje
telo po navzgor odprti cikloidi, potrebuje do najnije totke vselej enak €as, ne glede na to,
v kateri totki se je zafelo gibati." UteZ nitnega nihala se giblje po cikloidi, Ze jo vodita
vodili v obliki obrnjene cikloide (sﬁka 3). Huygens je ugotovil, da je evolventa cikloide
tudi cikloida. Evolventa je krivulja, kl Jo opige krajif&e vrvice, ko napeto vrvico odvijamo z
druge krivulje — evolute.

Togo telo pri fizitnem nihalu je v mislih razdelil na drobna telesa in po tej poti
izratunal reducirano dolZino fizi€nega nihala, to je dolZino nitnega nihala, ki niha z enakim
nihajnim &asom kot dano fizino nihalo.

Preme proZne trke je obravnaval na osnovi treh izrekov:

1. Vsako gibajoZe se telo tefi k temu, da nadaljuje gibanje s konstantno hitrostjo, dokler
ne zadene kak3ne ovire.

2. Ce tréita enaki krogli z nasprotno enakima hitrostma, se obrneta po trku smeri njunih
hitrosti, ne da bi se spremenila velikost hitrosti.

3. lzreka veljata tudi za opazovalca na ladji, ki se glede na obalo giblje s poljubno
konstantno hitrostjo, kot za opazovalca na obali.

Slika 5. Opazovalec na obali in opazovalec na enakomerno se gibajoti ladji, s katerima si
je Huygens pomagal, ko je pojasnil trke (iz Huygensove knjige o trkih).

Tretji izrek vsebuje zakon relativnosti (slika 5). lzreki pripeljejo do ohranitve gibalne
koligine my vy + mavy; = myvy + mave. Z zamislijo, da ustreza dolo&eni hitrosti dolo&ena
vidina, do katere se lahko telo s to hltrostju dvigne, je vkljugil Huygens v razpravo izrek
o ohranitvi kinetiZne energije myv} + mzvj, = miv@ + mavi. Pri tem ni uporabljal
kinetiZne energije mv2, ampak po tedanji navadi Zivo silo mv2. Zgodbe o londonski
nagradni nalogi (MNeproZni trki, Presek 19 (1991) 72-78) ne kaZe ponavljati. Omenimo
samo, da je Descartes za gibalno kolitino napa&no postavil velikost m|v|, Huygens pa je
uposteval znak hitrosti in tako predvidel vektorsko naravo gibalne koligine.

Janez Strnad
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TECAJI 1Z VAKUUMSKE TEHNIKE ZA
PROFESORJE SREDNJIH SOL

1. O vakuumu

Uporaba vakuuma in vakuumskih tehnologij je postala nepogregljiva sestavina
nage civilizacije in kulture.

Besedo vakuum sreéujemo vsakodnevno v razliénih pomenih, vendar
je fizikalna definicija jasna razmeroma ozkemu krogu ljudi. V najSir§em
fizikalnem smislu je vakuum razred€ena atmosfera. Stopnjo razredZenja, ki
bistveno vpliva na fizikalne lastnosti plina, izrazamo v logaritemski skali, ki
se za uporabnike razteza od 1000 mbar do 108 mbar in za posebne primere
ge nize. Poimenovanje takinega razpona tlakov z besedo vakuum je sicer
sprejemljivo, a premalo za uporabnika, zato vakuum natanZno delimo Ze na
grobi, srednji, visoki in ultravisoki vakuum.

Tlak in sestava plina v nekem prostoru doloZata ionsko, elektronsko,
termiéno in zvoéno prevodnost, povriinsko stanje trdnih snovi in kapljevin,
hitrost kemijskih in fizikalnih procesov ipd. Posameznim podro&jem vaku-
uma pripadajo povsem dolo€ene lastnosti, ki omogo€ajo opazovanje mnogih
fizikalnih pojavov, delovanje naprav, izvedbo procesov in tehnologij.

Navedimo nekaj primerov, kjer imamo opraviti z dolofeno lastnostjo
vakuuma:

— mehaniZna sila oz. tlak atmosfere na stene evakuiranih prostorov: za pri-
jemanje in prena%anje predmetov, za oblikovanje termo plastiZnih ploZg,
folij in stekla; hermetiZno zapiranje in pakiranje, filtriranje, impregnacija;

— termodinamiZne lastnosti: za suSenje, destilacijo, liofilizacijo (hrana,
zdravila), izplinjevanje, vlivanje in pra¥nato metalurgijo (sintranje) kovin;

— vakuum kot izredno &sti medij oz. kot &isto okolje: za tehnologije
nanosa tankih vakuumskih plasti (polprevodniske tehnologije za izdelavo
integriranih vezij, opti¢na industrija, zrcala, antirefleksni nanosi . ..);

— vakuum kot za%€&itna atmosfera: za predhodno evakuiranje pri postopkih,
ki potekajo v Eistih inertnih plinih (Zarnice, hladilniki ...);

— ionska prevodnost: za neonska in fluorescentna svetila ter obloZnice; pri
stabilizatorjih napetosti, jedrski fuziji;

— toplotna izolacija: pri tehniki nizkih temperatur, termos steklenice, do-
seganje in opazovanje superprevodnosti;

— vakuum kot medij brez viskoznosti oz. upora: za gibanje svetlobe,
elektronov, molekul — za elektronke vseh vrst — rentgenske, slikovne;
elektronski mikroskopi, sonde, spektrometri, elektronski varilniki.
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2. Zakaj tetaj?

Znanje o vakuumski tehniki si je mogofe pri nas pridobiti z lastnim
ttudijem, z ob&asnimi teZaji, ki jih prireja Drudtvo za vakuumsko tehniko
Slovenije (DVTS), ter s podiplomskim (magistrskim) Studijem na Univerzi v
Mariboru. Dijaki srednjih %ol spoznajo to tehni€no in znanstveno panogo le
deloma, in Ze to posredno pri pouku fizike, kemije itd.

Zelimo, da bi mlade generacije dobile nekaj sistemati¢no urejenega znan-
ja s podrogja vakuuma, najprej od svojih profesorjev (pri pouku v razredu) in
nato pri eksperimentalnem delu v 3olskih laboratorijih.

Zato smo v naSem druZtvu posebej pripravili tozadevni teaj za profesorje
s kompletom “Zolskih" eksperimentov. Pri tem smo imeli polno podporo
Zavoda za Zolstvo in Ministrstva za Zolstvo in Eport. Sami smo za ta namen
izdali tudi knjiZico z naslovom "Osnove vakuumske tehnike za srednjeSolske
predavatelje” in zvezek z izborom najzanimivejgih vaj.

3. Vsebina in izvedba tetaja

TeZaj je trodnevni (Zetrtek, petek, sobota); doslej je bil izveden Ze
dvakrat (9.-11.sept.93 in 15.-17.sept.94), in sicer na Indtitutu za elektroniko
in vakuumsko tehniko (IEVT, Teslova 30, Ljubljana). Teaj je imel naslednjo
vsebino:

A. Predavanja trajanje
1. Zgodovinski oris razvoja vakuumske tehnike in 1 ura

razdelitev vakuuma in podrog&ja uporabe 1 ura
2. Fizikalne osnove 2 uri
3. Osnove delovanja &rpalk (rotacijske, difuzijske,

turbomolekularne, sorpcijske) 3 ure
4. Delovanje merilnikov in masnega spektrometra 1 ura
5. Vakuumski elementi, sistemi in naprave 1 ura
6. Vakuumski spoji in tesnilke 1 ura
7. HermetiZnost in detekcija netesnosti 1 ura
8. Materiali v vakuumski tehniki 1 ura
B. Eksperimentalni del
1. lzvajanje poskusov iz programa Osnov vakuumske tehnike

in tistih poskusov, ki naj bi jih v %olskih

laboratorijih izvajali dijaki 7 ur
2. Ogled nekaterih laboratorijev na IEVT in 1JS 3 ure

3. Diskusija in priprava poroéila 3 ure
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UdeleZenci so bili vsaki€ zelo zadovoljni; preseneéeno so se spradevali,
kako da tako zanimivemu podrogju v Solskem programu ni mo& posvetiti vet
Zasa. Mnogi profesorji so izrazili Zeljo, da bi jim prili vaje demonstrirat
na %olo in so se tudi zanimali za potrebno opremo, s katero bi sami lahko
izvajali osnovne poskuse. Ena od udeleZenk je kasneje celo pripeljala skupino
dijakov na prikaz zanimivejih eksperimentov. Mlade sta obisk na InStitutu
in predstava vakuumistike z dobrim komentarjem zelo pritegnila.

Opisana "vakuumska delavnica” je sedaj Ze uvritena v Katalog nenehne-
ga strokovnega spopolnjevanja Ministrstva za Zolstvo in Eport. Objavljena je
v Solskih razgledih, ocenjena z eno togko in pripisana je pripomba MSS, ki ta
program zelo priporofa. Predavatelji so dolgoletni strokovnjaki s tozadevnega
podro&ja, nekateri tudi univerzitetni u&itelji. Leto3nji termini so: 12.-14. maj,
11.-13. junij, 21.-23. sept. in 9.-11. november. Koordinator programa je
Bojan Jenko z Ministrstva za znanost in tehnologijo, kontaktna oseba za
prijave in informacije pa je Lidija Irmanénik-Belic (IEVT, tel.: 061-263-
461).

Stevilo udelefencev je omejeno na 15. Ce je prijav ve&, delavnico
ponovimo v najkrajiem moZnem €asu. UdeleZenci, ki opravijo zahtevane
naloge, prejmejo potrdilo o opravljenem izobraZevanju iz vakuumske tehnike.
Vabljeni!

Za DVTS Andrej Pregelj

STICNA STEVILA - ReSitev s str. 343

Naj bo n naravno 3tevilo, ki ima v desetiskem zapisu 3tevke cy, ..., cg, pri
Zemer Stevka cg oznaluje enice, vodilna tevka ¢, pa ni enaka 0. Ce je Stevilo
n enako produktu svojih 3tevk, potem velja

ck-...-cg:ck10k+...+co.

Ker 3tevke niso ve&je od 9, njihov produkt ni ve&ji od 9¥¢ci. Ker pa so tudi
nenegativne, imamo

lﬂkck510kck+“‘+c0:ck-.“-coﬁgkck.

Ker je ¢, > 0, je ta neenakost izpolnjena le pri k = 0. Iskana 3tevila so torej
natanko vsa enomestna $tevila. Enak dokaz pokaZe, da taka trditev velja tudi
za zapise v drugih osnovah.

Martin Juvan
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RESITVE NRLOE

SKLADNOST - Resitev s str. 339

1. reSitev:
Denimo, da merita stranici prvega pravokotnika a in b, stranici drugega pa x
in yv. Naloga pravi:
ab=xy in a+b=x+y.
Izrazimo iz obeh ena&b dolZino y in izena&imo:

a—b=a—|—b—x.
X

Po preurejanju enatbe dobimo

x2 —(a+ b)x+ab=0,
kar razcepimo v

(x—a)(x—b)=0

Od tod sledi: x=ainy=balix=biny=a.
2. reditev: G
Tudi tokrat naj bosta a = ABin b= AD
stranici prvega pravokotnika ABCD, x = D
= AE in y = AG pa stranici drugega
AEFG. Postavimo pravokotnika tako,
kakor kaZe risba na desni. Iz enakosti
obsegov 2 - (AD - DC) 2-(AE +
+ EF) sledi HC = HF. Otitno sta
enaki tudi plo$€ini kvadratov EBCH in

DHFG, zato je BC = GF oziroma b =
= x. Potem mora biti tudi a = y. A E B

Vilko Domajnko

TRI ZA BISTRE GLAVE - ReSitev s str. 327

1. Rjave.
2. Najstarej3i je Martin, srednji je PrimoZ, najmlajsi pa je Jurij.
3. Najve je ujel AnZe, potem pa za njim po vrsti: Miha, Jaka in Urh.

NeZa Mramor - Kosta
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BUTALSKA - Reditev s str. 327

Vsi &tirje pravokotniki (vrtovi) imajo enako plo$&ino in enak obseg. Ni se
teZko prepri¢ati, da so med seboj skladni.

Preglejmo nadalje vse moZne pravokotnike s plog&ino 100 m2, ki se dajo
razrezati na %tiri manjSe skladne pravokotnike. Ce skladnih razrezov med
seboj ne lo&imo, dobimo naslednjih $est moZnosti:

M Il 11}
v Va Vb
Primeri 1, 11 in 11l so izvedljivi za poljuben pravokotnik velikosti 100 m2,

vendar ne pridejo v poStev, saj samo primeri |V, Va in Vb prikazujejo razreze,
v katerem kak izmed manjZih pravokotnikov meji na preostale pravokotnike.

Denimo, da imajo mali pravokotniki stranice z dolZinama a in b, kjer je
a<b.

Pri razrezu IV je b = 3a. |z pogoja za plo&ino ab = 25 dobimo a = 755
min b =53 m. Iz risbe razberemo, da meri veliko pravokotno zemljige v
tem primeru a + b v dolZino in b v Eirino.

Pri obeh razrezih V je b = 2a. Po podobni poti kakor prej dobimo, da
meri zemlji&e, ki ga je delil Zupan, v tem primeru 2a+ b = 10/2 m v dol%ino
in b=15y/2 mv Eirino.

Lahko, da je bralec mnenja, da so tudi pri razrezu lll vsi pravokotniki
med seboj sosedni. Ce se domenimo, da sosedstva dveh pravokotnikov "v
eni sami to&ki" ne upo¥tevamo kot pravo sosedstvo, tega primera seveda ne
obravnavamo, v nasprotnem pa njegovo obravnavo prepu¥€amo bralcu.

Poskusite regiti podobno nalogo tudi za primer, ko je treba pravokotno
zemlji¥€e razdeliti na kak3no veg&je Stevilo pravokotnikov.

Vilko Domajnko
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KOLIKO SESTKOTNIKOV — Regitev s str. 299

Nalogo bomo resili na tri na&ine in vsakokrat prisli do enakega rezultata.
Za ratunanje bomo potrebovali enakosti ;i = ﬂﬂlﬂl s e

= ﬂll%(—m, ki ju lahko dokaZemo z indukcijo.

1. naéin:
Po vrsticah je v n-Zestkotniku zapored n, n +1,....n+n=1,....n4+1,n
1-Zestkotnikov, torej vseh 2n— 1 + 2(n + l') =3n2—-3n +1

Podobno ugotowmo da je vseh 2 §estkotmkov 3n2 — 9n+ 17, vseh m-
Zestkotnikov je 3n% — (6m — 3)n+3m? —3m 4+ 1.
Vseh Zestkotnikov v n-Sestkotniku je torej:

n
Z(Snz—(6m+3)n+3m2-3m+l)=
m=1
1)(2 1
:3n3—3n2(n+1)+3n2+n(n+ )2( = )—3n(n2+1)+n=n3‘

2. nacin:

V' n-Sestkotniku je 1 n-Zestkotnik, (n — 1)-Sestkotnikov je 1+ 6, (n — 2)-
Zestkotnikov je 146+ 12, itd., v n-Sestkotniku je 1-Zestkotnikov 146+ 12+
4+ ...46(n—1). Od tod sledi skupno 3tevilo

= 5 n k-1
> (1+) 6i)= Z(l'f'Zﬁf)—n-}-Z Y 6i=
k=0 i=1 prom ey
n
:n+Z3(k_1)k:n+ n(n+l)2(2n+1)_3n(n2+1):
k=1
3. naéin:

Ce pogledamo kocko v smeri telesne diagonale, vidimo 1-Zestkotnik, n-
estkotnik pa dobimo s pravokotno projekcijo kocke, sestavljene iz n X nx n
manj$ih kock, na ravnino, ki je pravokotna na telesno diagonalo. Stevilo
1-Zestkotnikov je tedaj enako Stevilu manjsih kock v telesu (ki je za n = 3
ilustrirano na sliki 1), torej n®> — (n—1)3 =30 -3n+1.
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L

[ [ ]

Slika 1.

Z nekaj premisleka lahko ugotovimo, da je v n-Zestkotniku toliko 2-
gestkotnikov, kot je manjgih kock v podobnem telesu, ki pripada n— 1, itd.

3-Zestkotniki

A

; [ et 2-Zestkotniki
o —
/ —_ 1-Zestkotniki

~
L

[ [ ]
1\

‘\“-\.
[ —
“--\

/
--\V
Slika 2.

Vseh Zestkotnikov v n-Sestkotniku je torej toliko kot vseh kock v vseh
takih izsekih. Teh pa je prav n®, kar smo ugotovili ¥e na oba prejEnja natina.

Cirll Pezdir
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NARISI PRAVOKOTNI TRIKOTNIK - ReSitev s str. 331

Naj bo AABC iskani trikotnik s pravim kotom pri oglig¢u C. Hipotenuzo ¢
podalj$ajmo za dolZino katete b preko A do D in za dolZino druge katete preko
B do E (glej sliko). DolZina daljice DE je torej enaka danemu obsegu 2s.
Ker sta ADCA in AECB enakokraka trikotnika, je ZCDA = %LCAB in
LCEB = }/CBA, od koder sledi, da je ZDCE = 135°. Oglig¢e C iskanega
trikotnika je torej taka totka, da vidimo iz nje daljico DE pod kotom 135°.
To pomeni, da leZi C na kroZnem loku skozi D in E in s srediem S, katerega
spojnica z D oklepa z D E kot 45°. Pritem sta C in S na nasprotnih bregovih
nosilke daljice DE.

KroZnica, katere del je ta kroZni lok, je hkrati ofrtana kroZnica trikotnika
ADEC. Torej potekata skozi njeno sredif€e simetrali stranic DC in CE.
Zaradi enakokrakosti trikotnikov ADCA in A EC B sta to tudi simetrali kotov
LDAC in LEBC. Ta dva kota pa sta zunanja kota trikotnika AABC, torej
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poteka skozi skupno totko S njunih simetral tudi simetrala notranjega kota
tega trikotnika pri ogligtu C.

Nadaljevanje konstrukcije je sedaj preprosto: na DS odmerimo dolZino
dane simetrale (DF = sy) in nariemo skozi F kroZni lok s sredis¢em S. Ta
seka (&e polmer S F ni premajhen) daljico DE v to¢kah H in G. Kako kon&no
konstruiramo ogli¥¢a A, B, C iskanega pravokotnega trikotnika, je razvidno
s slike. Narisana je le ena od dveh moZnih reSitev, ki sta skladni.

Opomba 1. lz zadnjega dela analize naloge lahko takoj ugotovimo, da
ima naloga dve (skladni) regitvi, &e je sy < s(v/2 — 1), eno (enakostraniéni
pravokotni trikotnik) za sy = s(v/2 — 1) in nobene za vegje s,.

Opomba 2. ldeja reditve je enaka, e Zelimo konstruirati trikotnik z
danim obsegom 2s, poljubnim kotom < in dolZino simetrale s,.

Marija Vencelj

ASTRONOMSKA KRIZANKA - Reditev s str. 298

Vodoravno:

poanta, mrk, sekstant, Rur, akut, Tirtej, Anet, teodolit, Oita, meteor, aktiva,
Ru, Slavke, Alba, TL, krvotok, torr, Esk, skripta, etanol, RS, Basel, Pompej,
psi, oktant, iskra, opat, Apollo, ZI, okov, jeni, %ola, EK, sik, slepar, LR,
koala, &reslo, foot, Ta, Eneas, Inki, Pau, Tang, lok, rig, parsek, lambada,
kare, komet, krater, eritrocit, nuna, Inter, galaksija.

KRIZANKA ‘RACUNALNISTVO’ - Regitev s str. 352

Vodoravno:

miska, Wordstar, Tantal, datoteka, tapir, lva, zigurat, Okopi, han, kagar,
NK, Nemke, rial, geto, PM, Arno, Kun, softver, krom, iverka, virus, akronim,
Zolnina, ventil, lekcija, Tunis, zdrk, ekloga, etan, Alice, Isar, raison, so, Bukal,
ost, es, Neer, ¥orba, tiskalnik, gliser, AN, Lee, uZenje, tat, asi, obtoZenec,
ekrazit, Kaaba, AZ, metlica.



TEAMOVANIA

16. MEDNARODNO MATEMATICNO TEKMOVANJE
MEST - POMLADANSKI KROG

V prvem delu pomladanskega kroga 16. tekmovanja mest, ki je bil 29. marca
na Fakulteti za elektrotehniko in rafunalnitvo v Ljubljani, je tekmovalo 22
srednjefolcev. Dijaki prvih in drugih letnikov so tekmovali v prvi skupini,
ostali pa v drugi skupini. ReZevali so naslednje naloge:

Prva skupina

1. V skladiggu imajo 500 kg sladkorja v vreah po 10, 15 in 20 kg. Skupaj
je 30 vre€. DokaZi, da je vre€ po 20 kg ve€ kot vre€ po 10kg.

2. Tri kobilice sedijo v to€kah A, B in C, pri &emer je B srediéce daljice
AC. Vsako sekundo ena od kobilic skoti prek ene od drugih dveh na
simetriZno toZko (&e skoti kobilica s totke X prek toZke Y na totko X,

velja XY = Y X"). Po nekaj skokih pristanejo vse tri v zaZetnih totkah
(toda ne nujno vsaka v svoji izhodisni toZki). DokaZi, da v toZki B
pristane prav tista kobilica, ki je tam sedela Ze na zaZetku.

3. Naj bo L kvadratu T; vértana kroZnica. Kvadrat Ty je vértan kroZnici L
tako, da ogli¥¢a kvadrata T leZijo na nosilkah stranic kvadrata T,. Pois&i
kote konveksnega osemkotnika, katerega ogli3€a so dotikalid¥a kroZnice
s stranicami kvadrata T; in oglis€a kvadrata To. Doloéi srediséne kote
nad loki, na katere razdelijo kroZnico L oglis€a osemkotnika.

4. Doka%i, da &tevilo 40 --09 (z vsaj eno niglo) ni popolni kvadrat.

Druga skupina
1. Naj bodo a, b, c in d %tevila z intervala [0, 1]. Doka%i, da obstaja Stevilo
x z intervala [0, 1], za katerega velja
1 + 1 o 1 & 1
Ix—al *|x—b] " |x—c| " |x—d|

< 40.

2. Stiri kobilice sedijo v ogli&€ih kvadrata. Vsako sekundo sko&i ena od njih
preko ene od drugih treh na simetriZno totko (Ee skoti s totke X preko

Y na totko X', velja 5(_\‘" — VX"), Doka#i, da po nekaj skokih nobene
tri kobilice ne morejo sedeti na isti premici.

3. Trikotnik ABC je vértan kroZnici s sredisfem v O. Naj bo q kroZnica
skozi A, O in B. Premici CA in CB sekata kroZnico q v togkah D in
E (ki sta razli¢ni od A in B). DokaZi, da sta premici CO in DE med

seboj pravokotni.
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4. Dokazi, da nobeno 3tevilo a0 ---09 (z vsaj eno nilo), kjer je a nenielna

Stevka, ni popolni kvadrat.

Za drugi del tekmovanja, ki je bil 4. aprila, je mednarodna tekmovalna
komisija pripravila po sedem (neenakovrednih) nalog za vsako skupino. Vseh
nalog ni treba regiti, saj se izdelek vsakega tekmovalca oceni z najveéjo moZno
vsoto toZk iz treh nalog. Naloge v drugem delu so precej teZje od nalog iz
prvega dela, zato si oglejmo le po dve nalogi za vsako skupino.

Prva skupina

1. Dan je enakostraniéni trikotnik ABC. Poi& mnoZico takih to&k P, za
katere sta odseka premic AP in BP, ki leZita v trikotniku, enako dolga.

2. Skupina geologov je odsla na odpravo in s seboj je vzela 80 razli¢no tezkih
zabojev hrane. Skupina je imela seznam z vsebino in tefo posameznega
zaboja. Ko so prispeli na cilj, s poskodovanih nalepk ni bilo ve€ mo&
razbrati vsebine zabojev. Kuhar je trdil, da lahko s seznamom in uporabo
tehtnice, ki pokaZe razliko med teZama predmetov z ene in druge strani
tehtnice, ugotovi vsebino posameznega zaboja, ne da bi tega odprl.
Pokazi, da
(a) so 3tiri tehtanja dovolj;
(b) tri tehtanja niso dovolj.

Druga skupina

1. Nad krakoma trapeza nariSemo kroZnici, katerih premera sta kraka tra-
peza. Presetiste diagonal naj leZi zunaj obeh krogov. DokaZi, da so
vsi Stirje odseki tangent na kroZnici od preseti¥¢a diagonal do dotikalis¢
enako dolgi.

2. Dokazi, da sta v skupini 50 ljudi vedno dva, ki imata sodo Ztevilo (lahko
tudi 0) skupnih znancev iz skupine.

Matjas Zeljko

16. MEDNARODNO MATEMATICNO TEKMOVANJE
MEST — JESENSKI KROG - Resitve s str. 252

Resitve nalog prvega dela:
Prva skupina

1. Nalogo lahko refimo %e s tremi pari plesalcev. QOstevil&éimo dekleta po
bistrosti od 1 do 3 (najbistrejSe dekle naj ima 3tevilko 3) in predpostavimo, da
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si dekleta po nara¥Zajoti lepoti sledijo v vrstnem redu 2, 3, 1. Predpostavimo
nadalje, da bo tisti fant, ki je plesal z dekletom Ztevilka k, pri naslednjem
plesu zaplesal z dekletom Stevilka (k mod 3)+1. Pri tako izbranih parih plee
en fant z dekletom, ki je lepZe in bolj bistro od prejnje soplesalke, preostala
dva fanta pa ple¥eta z dekletoma, ki sta bodisi lepZi ali bolj bistri od prejénjih
soplesalk.

2. Oznalimo sredi¥&i ve&jega in
manj$ega kroga z A in B zaporedo-
ma. Ce sredié¢i krogov sovpadata,
je iskana to¢ka C kar skupno sre-
disZe krogov. Naj bo torej A # B.
Premica skozi A in B naj seka kroga
zaporedoma v to¢kah D, E, Fin G.

Izberimo totko P (P # D, P £ G)
na ve&jem krogu. Premica skozi B, ﬂp
vzporedna AP, seka manjsi krog v (
dveh totkah in s Q ozna&imo tis- ‘
to preselice, ki leZi na istem bregu

premice skozi AB kot totka P. Oz-

natimo r = |BQ| in R = |AP|.

Ker je r < R, se premici AB in PQ sekata. Oznaimo preseéiZ€e s C in
dokaZimo, da je to iskana toZka.

Izberimo drugo totko P’/ (P’ # D, P' # G, P' # P) na ve&jem krogu.
Potem premica skozi B, vzporedna AP’, seka manjéi krog v dveh totkah in
s Q' oznafimo tisto presetiZe, ki lei na istem bregu premice skozi AB kot
totka P’. Presetiste premic P'Q’ in AB oznaEamo sC .

Iz podobnosti sledi {E—i} — %%} = H = %% g”Qm =

I
= ig,l = . Torej C' = C in je totka C ncdvoumno definirana. Preverimo:

ICF| _ r=ICB| _r _r+|CB| _ |CE|
|ICG| ~ R—|CA| ~ R~ R+|CA| ™ |CD|

ToZka C je res sredi¥€e raztega s koeficientom gr ki preslika manj3i krog na
veljega.

Sredis¥e drugega raztega, tistega s koeficientom — & dobimo na po-
doben nagin, le da izberemo za totko @ tisto presefi¥€e manjSega kroga s

premico skozi B, vzporedno k AP, ki leZi na nasprotnem bregu premice skozi
AB, kot togka P.
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3. Naj bodo to Stevila a< b< e < d <e. Postavimob—a=c—b=1
in od tod ¢ — a = 2. Nadalje zahtevamo d — ¢ = 2, saj je 2 najmanj3i
skupni vetkratnik 3tevil 1in 2. Potem jed — b =3 ind—a=4. Ker je
12 najmanjsi skupni vetkratnik 3tevil 2, 3 in 4, postavimo e — d = 12. Sledi
e—c=14, e—b=15in e—a= 16. Ce sedaj postavimo e = 1680, kjer je
1680 najmanj3i skupni vetkratnik Stevil 12, 14 in 15 in 16, lahko izraunamo
d = 1668, ¢ = 1666, b = 1665, a = 1664. Z neposrednim izrafunom
preverimo, da ta Stevila zado%Zajo pogojem naloge.

Z manj sistemati€nim pristopom lahko poi3€emo tudi manjse peterice,

npr. {36,40,42, 45,48}, {40,42,44, 45 48}, . ..

4. Vsak u€enec ima natanko dva stara ofeta. Ugenca, ki ima stara ofeta A
in B, oznafimo z {A, B} (seveda je takih uZencev lahko veg). Ce ima vseh
20 uZencev skupnega starega ofeta, je naloga refena. Predpostavimo sedaj,
da ne obstaja skupni stari ofe vseh uZencev. Potem obstaja vsaj en uZenec,
ki mu B ni stari o€e. Ker ima ta ufenec vsaj enega skupnega starega ofeta
z utencem {A, B}, mora biti to utenec {A,C}. Podobno obstaja vsaj en
u€enec, ki mu A ni stari o€e. Ker ima ta uZenec vsaj enega skupnega starega
oteta z {A, B} in {A, C}, mora biti to uZenec {B, C}. Torej imamo samo
tri razli€ne pare starih o€etov. Ker ima 20 u€encev 40 starih oetov, se mora
en par starih ofetov pojaviti vsaj 14-krat. Torej obstaja vsaj 14 ufencev, ki
imajo skupnega starega ofeta.

Druga skupina

1. V skupini naj bo n deklet in n fantov. O3tevil&imo dekleta po bistrosti
(najbistrejSe dekle naj ima 3tevilko n) in predpostavimo, da si dekleta po
nara3fajofi lepoti sledijo v vrstnem redu 2, 3, ..., n, 1. Predpostavimo
nadalje, da bo tisti fant, ki je plesal z dekletom Ztevilka k, pri naslednjem
plesu zaplesal z dekletom 3tevilka (k mod n) + 1. Pri tako izbranih parih
plefe n— 2 fantov z dekletom, ki je lepZe in bolj bistro od prejinje soplesalke,
preostala dva fanta pa pleZeta z dekletoma, ki sta bodisi lep3i ali bolj bistri
od prej3njih soplesalk. Naloga zahteva ";2 > 0.8, od koder sledi n > 10.
Naloga je torej reljiva.

2. Naj bo AB najdaljsi rob tetraedra ABCD. Ce je |AB| < |AC| + |AD|,
lahko iz daljic AB, AC in AD sestavimo trikotnik, drugi trikotnik pa je kar
trikotnik BCD. Ce pa je |[AB| > |AC|+|AD)|, pa mora zaradi |AC|+|BC| >
> |AB| in |AD| + |BD| > |AB] veljati |BC| + |BD| > |AB|. Potem pa
sta iskana trikotnika AACD in trikotnik s stranicami BC, BD in AB.
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3. Iz podatkov naloge sledi b® + ¢ + d% = —a% = (—=a)® = (b4 ¢ + d)3,
od koder potem izpeljemo (b+ ¢ + d)3 — (b3 + ¢ + d3) = (b+ ¢)(c +
+d)(d+b)=0.

4. Ozna&imo 3tevilo razli¢nih permutacij na traku 1 x n z a,. Ofitno je,
da mora leZati Stevilo n na za&etku ali koncu traku. Torej lahko dobimo a,
razli¢nih permutacij tako, da dodamo n na zaZetku ali na koncu vsaki izmed
ap—1 permutacij Stevil {1,2,...,n— 1}. Torej velja rekurzivna zveza a, =
= 2ap_1 z zaletnim pogojem a3 = 1. Sledi a, = 2" in v posebnem primeru
810:=512.

Resitve nalog drugega dela:

Prva skupina

1. Potegnimo tangente skozi My, M

in M3 in ozna&imo totke, kot kaZe ski-

ca. Zaradi [M1S| = |MiR| je totka

M, sredi¥ée pravokotnemu trikotniku

SCR ofrtane kroZnice. Ozna&imo Ze M,

@ = LM{RC. Potem je /M1 BA =

= /M;CA = . Ker je kot med teti-

vo in tangento enak obodnemu kotu

nad tetivo, je ZSM1B = /BCM; =

=T —¢@=LRSC. Sledi LSBM; =

= 2pin zato L/M{BA=3/SBA. =« S
Oznatimo nadalje ¥ = ZACM3. 5

Potem je M3 sredis€e trikotniku PCQ

ofrtane kroZnice in podobno kot

zgoraj lahko dokaZfemo, da je

LM3BQ = LCAM3 = 2+. Ker je LABM3 = %, je LABM3 = %LABQ_

Torej je LM{MyMz = LM{BM3 = %(ZSBA + LABQ) = %. Povsem

analogno dokaZemo 3¢ /My MMy = 5. Trikotnik My My M3 je res enako-

straniéen.

2. (a) Zaporedje lahko kar konstruiramo. Ozna&imo byjgg = bgg = 1 in

bi_2 = bg_1+ by za 3 < k <100. Naj bo m najmanjsi skupni veZkratnik

Stevil b, by, ..., bigo. Postavimo ay = -E:: AN =1 2000 100. Potem je

1 1 _ by bk _ bk _ 1

g A m m m a1
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(b) Ne. DokaZimo trditev s protislovjem. Naj obstaja neskonZno za-

poredje ;1;‘ 31—2, 31—3, ..., za katero velja

1 1 1

k-1 Ak k41

za vsak k. Naj bo m najve&ji skupni vekratnik 3tevil a; in a2. Z indukcijo
dokaZimo, da je m deljiv z vsemi Ztevili a. Trditev ofitno velja za k = 1
in k = 2. V dokazu indukcijskega koraka pa predpostavimo, da je m deljiv z

aj—_1 in ag. Potem sta by_; = a:“l in by = -a'ﬂk celi Stevili. Ker je
1 1 1 bg_y— by
a4l k-1 Ak m

je m = apyq1(bk—1 — bg). Torej je m deljiv tudi z ay4q. Prisli smo do
protislovja, saj je v zaporedju ay neskon&no razliénih Stevil in m ne more biti
deljiv z vsemi Eleni tega zaporedja.

Druga skupina
1. Z indukcijo bomo dokazali ekvivalentnoc neenakost

(a2 +a3)(a3 + a3) -+ (a1 + a7) 2 (a1 + af)(a2 + 33) - (an + a7). (1)

Pri n = 1 neenakost ofitno drZi. Pri dokazu indukcijskega koraka lahko
predpostavimo, da je a1 najvelje izmed Stevil a1, a2, ..., ap41. Preverimo
lahko, da je neenakost

(an+1 +ap)(a1 + ah41) 2 (a1 + 25 )(an41 + 2741) (2)

ekvivalentna neenakosti

(21 — ant+1)(an — an41)(an + an41) 2 0.

Slednje drZi zaradi predpostavke o 3tevilu a,yi. Indukcijski korak potem
dokaZemo tako, da zmnoZimo neenakosti (1) in (2).

2. Zaradi simetrije lahko predpostavimo m < n. Doka%imo najprej s pro-
tislovijem, da ne obstajata periodi€ni zaporedji s periodama m in n, ki se
ujemata v prvih m + n — 1 &lenih. Clene zaporedja s periodo m ozna&imo z
ay, tlene zaporedja s periodo n pa z by. Ker sta Stevili m in n tuji, lahko
zapiSemo n = am + p, kjer sta a in n celi §teviliin je 1 < p < m. O¢itno
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je a > 1. Analogno lahko zapifemo m = bp + g, kjer sta b in g celi Stevili
inje 0 < g < pter b> 1. Iz predpostavke, da se zaporedji (ax)x in (bi)k
ujemata v prvih m + n — 1 Elenih, sledi

(ap+1. ap+2, § P ap+m—1) = (b]_‘ b;_), G bm—l) = (31. [ i PR am_1),

Z upoStevanjem periodi¢nosti zaporedja (ay ), lahko gornjo enakost zapifemo
takole

a1 = ap+] = W¥un = abp+1,
an = ap+2 = .. = @pp42s
dq = ap+q = .+ = @bptq = am.
ag41 = 3p4g+l = ... = ai,
ag+p-1 = @2pt+g-1 = ... = 38p-1,

od koder sledi

(a]_' - L I ap..l) = (aq+1, aq+2, e aq+p_1}. (3)

S predpisom ¢ = am_pik 2a k =1,2,...,pin cgyp = ci je definirano
periodi¢no zaporedje (cx )k s periodo (najve¥) p, predpis dy = agk za k =
=1,2,...,2p—=qin dyyop_g = di pa dolota perioditno zaporedje (dy )i
s periodo (najvet) 2p — g. UpoStevamo gornje enakosti in zapid§imo nekaj
zaporednih Elenov zaporedja (¢ )g

p P—q q p—q

e R

-~ - g e, ~
ag41:---3p, 31, -4y Aq, 3q+11 a5 5 ap, - p R aq,aq+1, ...,ap_l, ap.

ter zaporedja (dy )

2p—q q p—q
g4l @pi@p+1s -+ @2p g4l o 32q?r32q+1- o dqdp—1:3q+p: -+

Iz enakosti (3) potem sledi, da se zaporedji (¢ )y in (di )i ujemata v prvih
(2p—q)+g+(p—g)—1=3p— qg—1 Elenih, saj sta &lena ap in ag4p
lahko razliéna.

Dokazali smo naslednje: Ce obstajata periodini zaporedji s periodama
m in n, kjer sta m in n tuji si $tevili, ki se ujemata v prvih m+ n— 1 &lenih,
obstajata tudi periodi¢ni zaporedji s periodama (najveg) p in (najveZ) 2p—q,
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ki se ujemata v prvih 3p — g — 1 Elenih. Kerje (m+n)—(p+(2p—q)) =
=((a+1)b—2)p+(a+2)qg > 0 (upoitevamo a, b > 1) in sta si 3tevili p in
2p— q tuji, lahko s ponavljanjem gornjega sklepa pridemo do para zaporedij s
periodama m,n, m < n, da je n=1 (mod m), saj se vsota period manj3a.
Se enkrat uporabimo zahtevo o ujemanju prvih m + n — 1 &enov in dobimo,
da sta ti dve zaporedji konstantni.

Protislovje torej dokazuje, da ne obstajata periodi€ni zaporedji s perio-
dama m in n, kjer sta m in n tuji si $tevili, ki se ujemata v prvih m+n—1
Elenih. Iz gornjega dokaza pa lahko izpeljemo, da zaporedji s periodama m
in n, ki se ujemata v prvih m + n — 2 €lenih, obstajata.

Matjaz Zeljko
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