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DMFAS, Jadranska 19, 61111 Ljubljana, p.p.64
ali po telefonu (061) 1232-460. PoloZnico za
plagilo naro€nine boste prejeli s prvo Etevilko re-
vije. Vabljeni!
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FIZIGA

DEZUJE, DEZUJE

V pomladnih, e posebno pa v poletnih mesecih se rado pripeti, da nas ujame
nevihta, ploha ali kaka drugaZna ujma nepripravljene, to je brez deZnika.
Tedaj se nam vedno postavi vpradanje, kaj v takem primeru storiti: naj
brezglavo ste€emo proti domu in se Zimprej zate€emo v varno zavetje hiSe
ali pa se raje mirno odpravimo naprej, kot da se ni¢ zgodilo, saj s tekom
niesar ne pridobimo.

V katerem primeru smo manj mokri? Velikokrat je sliZati, da je vseeno
ali te€emo ali hodimo. Ko tefemo, prestreZemo v danem Easu ve€ deinih
kapljic, medtem ko smo med hojo poZasnej3i, a zato zberemo manj kapljic v
enakem Zasu.

Privzemimo, da defuje enakomerno. V tem primeru lahko definiramo
masni tok vode (®,) na dano povriino kot maso vode, ki pade nanjo (m) v
nekem dologenem &asu (t):

O == (1)

Ker defuje enakomerno, imamo v prostornini (V) enako Ztevilo kapelj (N),
tako je gostota kapelj ns = g Naj vse kaplje padajo z enako hitrostjo vg.
Tedaj v Zasu t pade na ploskev toliko kapelj, kolikor jih je v kvadru z vigino
vg - t in osnovno ploskvijo s plo&ino S (slika 1), torej ns - vo-t-S = N.
Masa vode, ki pade na tako ploskev, je potem m = N - mg (mg je masa ene
kaplje) in tako masni tok

¢ =ns-mg-vy-S. (2)

Tu je ploskev S pravokotna na smer hitrosti kapljic. Recimo, da se Elovek
premika s hitrostjo v, €loveka samega pa si zamislimo kot kvader z vodoravno
stranico ploZgine Sy in sprednjo stranjo plo¥€ine S, (slika 2), medtem ko
stranskih ploskev ni potrebno upo3tevati. Relativno hitrost (v'), s katero

padajo na ti dve stranici deZevne kaplje, izratunamo kar po Pitagorovem

izreku: v' = \/vZ + v2. Za ploskvi pravokotni na to smer Sy, in Sp, pa

velja: & = '—55%‘- ter 25 = %i‘- kar dobimo iz podobnih trikotnikov. Za skupni
masni tok skozi ti dve ploskvi sledi iz enatbe (2): ® 5 = ns - mg - [Sy, - v
+ Sp, - v'] in kon&no

b =ns-mp-[Sv+ Sn)
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Slika 1. Slika 2. Pogled na kvader s strani (smer
- deZja kot ga vidimo s kvadra).

To je tudi masni tok deZja, ki pade na ploskvi S, in Sj,.

Ce torej poznamo masni tok in Eas, ki ga prebijemo na de¥ju, lahko iz
(1) izraiunamo maso vode, ki se nabere na obleki: m = @, - t, pri Eemer je
t Zas, ki ga potrebujemo za pot s do zavetja: t = £. Torej je masa vode:

m=n5-mg-s-(5v?+5n)‘

Ce ne upo¥tevamo prispevka zaradi zgornje ploskve (S ), dobimo natan-
&no to, kar smo omenili na zagetku - koli€ina deZja, ki se nabere na prednji
strani (Sp), je neodvisna od tega, kako hitro hodimo. Drugaie pa je z dezjem,
ki se nam nabira na glavi (stranica Sy). Tu ujamemo manj deZja, hitreje ko
gremo. Najbolje torej, da &m hitreje ste€emo proti domu in ohranimo glavo
suho.

Tu smo obravnavali le primer, ko deZ pada navpiZno navzdol, o tem,
kako je, ko deZ pada pod kotom, pa lahko bralci razmislijo sami.

Jure Zupan



RACUNRLNISTV

NARISIMO KRIVULJO Z RACUNALNIKOM

Uvod

Zivimo v ukrivljenem svetu. Da zemlja ni ravna plo¥¢a, so vedeli e nekateri
davni narodi. Ukrivljena telesa so tudi vsi planeti in zvezde. Piko na i o
ukrivljenosti prostora je konéno postavil Albert Einstein. Tudi stvari okoli nas
so bolj ali manj ukrivljene. Vsaj priblizno ravne in oglate so predvsem stvari,
ki jih je ustvaril Elovek. Pa tudi glede tega se je Ze marsikaj spremenilo.
Dandanes prevladujejo v industrijskem oblikovanju nezne, zaobljene oblike.
Pomislimo samo na najnoveje znamke osebnih avtomobilov!

Industrijski oblikovalci pri svojem delu ne morejo ve€ shajati brez raZu-
nalnike podpore. Na trZi¥€u so &tevilni programski paketi za raunalnisko
podprto naértovanje (Computer Aided Design) in ratunalniZko podprto risan-
je (Computer Aided Drafting). Za oba pojma se je uveljavila kratica CAD.
Programi za raunalnitko podprto risanje so preprostejsi. Njihov izhod je
risba na datoteki ali na papirju. Na osebnih raunalnikih sta zelo razSirjena
predvsem programa Coreldraw in Paintbrush. Programi za ratunalniko pod-
prto naértovanje zmorejo §e marsikaj veé. Dodane so jim predvsem stvari, ki
so pomembne za izdelavo naértovanega izdelka. So tako obseini, da jih na
osebnih ra&unalnikih %e vedno le redko sre€éamo. Program, ki deloma Ze sega
v to kategorijo, je na primer Autocad.

Aproksimacije in interpolacije

Mnogi ste se verjetno Ze srefali s programom Paintbrush, ki teZe v grafiénemu
okolju Windows. Program omogota risanje ravnih &rt, krogov, $tirikotnikov,
itd. Med temi osnovnimi gradniki so tudi ukrivljene Erte, ki jih vnasamo v
risbo na Esto poseben naéin. Najprej med dvema totkama potegnemo ravno
Erto, nato pa to &rto "krivimo", tako da vnesemo Ze dve dodatni totki. Bolj
ko sta dodatni to€ki oddaljeni od Zrte, bolj se &rta ukrivi. Program je tako
prijazen, da se lahko hitro nau&mo na razliZne zanimive na&ine oblikovati
krivuljo. Nekaj primerov je na sliki 1

Verjetno marsikoga med vami zanima, kako da program ukrivi krivuljo
prav na takZen nain. Na zaetku povejmo, da so krivulje v programskih
paketih veZinoma predstavljene analititno. To pomeni, da so opisane z (re-
alnimi) funkecijami. Krivulje, ki jih uporabljamo v programih za rafunalnigko
podprto risanje oziroma oblikovanje, delimo v dve skupini. Krivuljo, ki gre
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skozi vse podane totke, imenujemo interpolacijska krivulja. Ce gre krivulja
samo skozi nekatere podane totke, drugim pa se samo pribliZa, jo imenujemo
aproksimacijska krivulja.

Slika 1. Krivulje v programu Paintbrush.

Bézierova krivulja

Izdelovalci programske opreme ne govorijo radi o tem, kak¥ne analiti¢ne opise
krivulj uporabljajo. Ker gre v programu Paintbrush krivulja le skozi zaZetno
in kon&no totko, pravimo, da gre za aproksimacijsko krivuljo. Na podlagi
Ztevila potrebnih vneSenih to€k in obnaSanja krivulje pa lahko sklepamo, da
gre za kubiZno Bézierovo krivuljo. Ime je dobila po Pierru Bézieru, ki jo
je prvi uporabil pri na&rtovanju avtomobilov v francoski tovarni Renault leta
1972. (Danes je e znano, da je Bézierovo krivuljo neodvisno in celo pred
Bézierom razvil tudi de Casteljau v konkurenni tovarni Citroén. Ker pa svojih
raziskav ni nikoli objavil, je vso slavo pobral njegov rojak.) Bézierova krivulja
je le ena iz velike mnoZice krivulj, ki se uporabljajo v raZunalniko podprtem
naértovanju oziroma risanju. Zaradi svoje preprostosti je e vedno izredno
popularna in je doZivela Ze Stevilne spremembe in izboljSave.

V nadaljevanju sestavka bomo najprej spoznali nekaj najnujnejge teori-
je. Nestrpnejdi bralci pa se lahko takoj lotijo tudi poglavja z rafunalnikim
programom.

Analiti€ni opisi krivulj

Vetina bralcev se je z nekaterimi krivuljami gotovo Ze srefala. Najvetkrat
so krivulje opisane eksplicitno. V ravnini to pomeni, da je spremenljivka y



326

podana kot funkcija neodvisne spremenljivke x. Kot primer navedimo enatbo
parabole y = ax2+bx+c in enagbo kubiZne krivulje y = ax3+4+bx?+cx+d.

Verjetno bralci poznajo tudi implicitni opis. To pomeni, da je krivulja
opisana s funkcijo dveh spremenljivk, na krivulji pa so natanko tiste totke, pri
katerih ima funkcija vrednost 0. Lep primer je enatba kroZnice s sredid€em v
togki (a, b) in s polmerom r: (x — a}z + (v — b)2 —-r2=0.

Niti eksplicitni niti implicitni opis pa nista najbolj primerna za ra&u-
nalni¢ko obravnavo. Implicitni opis je nekoliko “neroden” za realizacijo,
eksplicitni pa ne omogota opisovanja krivulj z vegkratnimi vrednostmi. To so
tiste krivulje, ki jih vzporednica z osjo y seka veEkrat. Na sliki 1 vidimo tudi
takna primera.

Idealnemu opisu se najbolj pribliza parametrigni opis. Pri tem opisu sta
koordinati x in y funkciji neodvisne spremenljivke u z intervala /. Interval / je
ponavadi normiran, torej [ = [0, 1]. Spremenljivki u pravimo tudi parameter.
Z drugimi besedami to pomeni, da se koordinati x in y spreminjata, ko
spreminjamo parameter u, pri éemer lahko parameter u zavzame vrednosti
med 0 in 1. V&asih Zelimo poudariti, da sta koordinati x in y odvisni od
parametra u. Tedaj namesto x in y piSemo x(u) in y(u). Kot primer si
poglejmo, kako lahko enagbo kroZnice podamo parametri€no:

x=a+rcos2wu, y = b+ rsin2ru, uvel0,1]

Funkciji sinus in cosinus, ki nastopata v zgornjem opisu, so mlajii bralci
verjetno spoznali pri pouku fizike. Znani pa sta tudi raunalnikarjem, saj
sta vgrajeni prakti€no v vsak programski jezik. Ti dve funkeciji sta Zasovno
poZredni, torej taksni, ki za izraun zahtevata precej ratunalniSkega Zasa.

Polinomske funkcije niZjega reda so €asovno precej bolj pohlevne. lzkaZe
se, da za risanje ve€inoma zadostuje, e sta koordinati to¢k na krivulji kubiéni
funkciji parametra u. Zelimo torej imeti funkciji naslednje oblike:

x(u) = azu® + agu? + ayu + ag in y(u) = bau® + byu? + byu + by.

Koeficienti 2; in b; so odvisni od poloZaja in predvidene oblike krivulje.
Spomnimo se spet programa Paintbrush. PoloZaj in obliko krivulje smo
dolo&ili s &tirimi izbranimi togkami T, T1, To in T3. Te totke bomo v
nadaljevanju imenovali kontrolne toéke. Podali jih bomo s pari koordinat
To = (x0.¥0). T1 = (x1. 1), T2 = (x2,¥2) in T3 = (x3,y3). Krivulja naj
gre skozi prvo in zadnjo to¢ko, drugima dvema pa se lahko samo pribliZa.
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Povezovalne funkcije kubiéne Bézierove krivulje

Funkeiji x(v) in y(u) lahko preoblikujemo, tako da je viden vpliv kontrolnih
toek:

x(u) = F[](U)X(] + Fl(u)xl + FQ(U)XQ + Fg(u)xg.

y(u) = Fo(u)yo + F(u)yr + Fa(u)y2 + F3(u)ys.

Funkcije F; imenujemo povezovalne funkcije krivulje. Povezovalne funkcije
so v sploZnem kubi&ni polinomi, saj smo predpostavili, da sta funkciji x(u) in
y(u) polinoma tretje stopnje.

Bézier je za povezovalne funkcije izbral Bernsteinove polinome. Ker
nas zanima kubi€na krivulja, vzamemo za povezovalne funkcije Bernsteinove
polinome tretje stopnje:

Fi(u) = Bj3(u) = (?) ui(1—u)di = ﬁu"(l i,

Na ta natin dobita funkciji x(u) in y(u) naslednjo obliko:

x(u)=(1- U)sxo +3u(1 — u)2x1 + 3u2(1 — u)xa + u3x3

y(u) = (1—u)3yo + 3u(l — u)?y1 + 36%(1 — w)yr + 3ya.

Ker je x(0) = xo in y(0) = yp ter x(1) = x3 in y(1) = y3, se bo na%a
krivulja zaela v toZki Tp in konZala v togki T3.

Racunalniski program

Povedano zadostuje, da napiemo rafunalniski program, ki narife kubi&no
Bézierovo krivuljo glede na Stiri podane kontrolne toZke. Program je napisan
v programskem jeziku pascal, nare&je turbo pascal 7.0. Uporabljeni so tudi
podprogrami iz pripadajoZe grafiéne knjiznice (enota Graph). V tem sestavku
Jje predstavljen samo najpomembnej$i podprogram z imenom KubicniBezier.
Vhod v podprogram je tabela s koordinatami 3tirih kontrolnih totk (njena
deklaracija je podana pred podprogramom). V podprogramu je uporabljena
tabela binomskih koeficientov Binom3 in funkcija potenca, ki jo bodo bralci
gotovo znali sprogramirati tudi sami.
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Manj pougene bralce naj spomnimo, da zaslon rafunalnika sestavlja
pravokotna mreZa majhnih pik, ki jim lahke dolo€amo barvo. MreZa je pri
mnogih osebnih raéunalnikih velikosti 640 x 480. Krivulje tako na zaslonu
raunalnika nikoli ne moremo povsem natan&no narisati, ampak jo vedno le
bolj ali manj dobro aproksimiramo. Nam bo zadostovalo, €e bomo krivuljo
aproksimirali z lomljeno &rto (lomljenko).

Konstanta gostota, ki jo uporabljamo v podprogramu, pove, s koliko
ravnimi odseki bomo ponazorili krivuljo. Ce aproksimiramo krivuljo s petde-
setimi odseki (tako kot je v podprogramu), to pomeni, da razdelimo interval
parametra u na petdeset (enako dolgih) delov. Podprogram poii€e togke na
krivulji za zaporedne vrednosti parametra in zaporedne toZke poveZe z ravno
¢rto (klic podprograma LineTo). Primeri 3tirih rafunalnigko generiranih krivulj
so na sliki 2. Pripadajo€e kontrolne totke krivulj so oznatene s krogci.

const
Binom3: array[0..3] of integer = (1,3,3,1); { tabela binomskih koeficientov }
type
KonTocka = record x,y: integer; end; { kontroina to¢ka }
KonTocke = array[0..3] of KonTocka; { tabela kontrolnih tock }
procedure KubicniBezier(T: KonTocke);
{ Podprogram narige kubi¢no Bezierovo krivuljo. }
{ Stiri kontrolne totke so shranjene v tabeli T. }
const
gostota = 50; { gostota aproksimacijske lomljenke }
var
korak, { odsek aproksimacijske lomljenke }
i: integer;
u, { parameter krivulje }
B, { vrednost Bernsteinovega polinoma }
px,py: real; { to¢ka na krivulji }
begin
MoveTo(T[0].x,T[0].y); { zacetek v prvi kontrolni tocki }
for korak:=1 to gostota do begin
px := 0; py = 0; { inicializacija tocke na krivulji }
u := korak/gostota; { vrednost parametra }
for i:=0 to 3 do begin { izratun Bernsteinovega polinoma }

B := Binom3[i]xpotenca(u,i)«potenca(l—u,3—i);
px = px+T[i].x«B; py = py+Tli].y*B;
{ pristeje vpliv kontrolne toZke }
end;
LineTo(round(px),round(py)); { narise érto do izradunane totke }
end;
end; {KubicniBezier}
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Slika 2. Generirane krivulje. o
Zakljutek

Pred klicem podprograma je potrebno vnesti kontrolne toZke. Zanimivo je
opazovanje vpliva dvojnih ali trojnih totk. To pomeni, da zaporedoma
podamo dve ali tri enake togke (primer je zadnja krivulja na sliki 2). Pred
izrisom krivulje je treba preklopiti ragunalnik v grafiZni nain delovanja, kar
gotovo ne bo problem za tiste, ki ste Ze napisali kakZen grafiéni program v
pascalu.

Podprogram je napisan za Stiri podane kontrolne totke, nobene ovire pa
ni za posplogitev parametri€nega opisa Bézierove krivulje na n toZk. V tem
primeru postanejo povezovalne funkcije Bernsteinovi polinomi n-te stopnje.
Zaradi precejinje €asovne zahtevnosti raunanja vrednosti polinomov vigjih
stopenj pa se izogibamo povezovalnim funkcijam, katerih red je vigji od 3.
Problem aproksimacije z velikim Stevilom kontrolnih totk zaradi tega ponavadi
reujemo tako, da “zlepimo” skupaj ve€ kubi&nih krivulj.

Aleksander Vesel

V TRGOVINI — Resitev s str. 296

Ofitno se Zeni Miha Mah, torej mora nevesta biti Tina Ceh. Skrjanc mora bi-
ti Eistilec (ker je Ze poroten). Tretji moski, Klemen Klemen, je kupec. Poslo-
vodja je torej Eva Kralj, Tina Ceh je blagajniZarka, prodajalec pa Miha Mah.

NeZXa Mramor-Kosta



TIZim ) 10N 10
TERTOVHENIA

REngVE NALOG Z IZBIRNEGA TEKMOVANIJA ZA ?24.
MEDNARODNO FIZIKALNO OLIMPIADO

Objavljamo resitve teoreti€nih nalog z izbirnega tekmovanja za sestavo sloven-
ske ekipe, ki se je udeleZila 24. mednarodne fizikalne olimpiade v ZDA.
Tekmovanje je potekalo v petek, 28. maja 1993, v prostorih Oddelka za
fiziko Univerze v Ljubljani. Besedila nalog smo objavili v letoZnji peti Ztevilki
Preseka.

1.

Ko balon lebdi v zraku, sta v ravnovesju njegova teZa in vzgon. Gostota
zraka in zra&ni tlak na vi%ini z sta povezana s splofno plinsko enatbo
p(z) = p(z)M/RT. Ce nas zanimajo le majhne spremembe viZine,
lahko spreminjanje tlaka z vigino zapifemo kot p(z) = p(0) — p(0)gz.
(Razlike morajo biti mnogo manjie od p(0)/p(0)g =~ 8 km, kar pri
nalogi zagotovo velja.) Vzgon na vidini z lahko zapifemo F(z) =
= P(Z)gvbalon = F(O) —kz, k= P(O)gzvbalon M/RT =073 N/m,

Za prvotno ravnovesno lego pri z = 0 velja mpa0n9 = F(0); za novo na
vidini zg pa (Mpajon — M1)g = F(0) — kzp, 20 = 6,7 m.

Balon niha okoli ravnovesne lege. Amplituda nihanja je enaka razdalji
med staro in novo ravnovesno lego, torej zg; najveja vidina je zmax =
=2z5= 134 m.

Enagba za nihanje je taksna kot pri nihalu na vijaZno vzmet: mpzjona =
= —kz. Reditev je harmoniZno nihanje z(t) = zg — zpcoswt z w =
= /k/Mmpalon = 0,034 s1, oziroma z nihajnim &som tg = 185 s.

Balon ima najvegjo hitrost v ravnovesni legi, vmax = wzg = 0,23 m/s.
Tedaj je viskozna sila F; = 67 rnvmax = 3.7-10"4 N, sila kvadratnega
upora pa fp = %cupSV,%ax = 0.8 N. Prvo silo lahko zanemarimo.

Ker je (vsaj na zatetku) upor precej manjsi od harmonske sile (kzp =
~ 5 N), je nihanje balona le malo dufeno. Povpregna sila upora je F=

= %cu,c'S\.f2 == %Fl = 0,4 N, saj je pri sinusnem nihanju v2 = %v,?,ax,

Z m ozna&imo maso elektrona ter z X in A’ valovni dol%ini vpadle in
sipane svetlobe. Gibalna koliZina fotona na za&etku je enaka vsoti gibalne
kolitine elektrona, ki odleti v smeri naprej (glede na vpadli foton) in

gibalni koli&ini fotona, ki odleti v nasprotni smeri: h/A = mv — h/)\".
Velja Ze ohranitev energije: hc/\ = %;mv2 + he/N. Iz druge enatbe
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dobimo A — X = )\)."mv2/2hc; izraz za produkt A\ pa dobimo tako,
da nekoliko preurejeni enatbi kvadriramo in odétejemo. Dobimo: X —
— X = 2h/me, kar potrjuje veljavnost podane enatbe za 6 = 180°.

b) Ohranitev gibalne koli€ine delcev v smeri vpadne svetlobe sedaj zapiZemo
h/X = mv cosp, Ee je i kot, pod katerim odleti elektron, in v preéni
smeri h/A' = mvsinp. Podobno kot pri a) pokazemo, da velja A/ —
— XA = h/mec, kar potrjuje veljavnost podane enalbe za 8 = 90°. Za
kot ¢ velja tg = X'/ ).

c) Svetloba, ki se ne siplje na elektronih, se na grafitu ukloni pod kotom
ag, kar ustreza levemu vrhu na slikah. Velja A = asinag. Svetloba,
ki se siplje na elektronih, ima ve&jo valovno dolZino, zato je ustrezni
uklonski kot o ve&ji. Za 8 = 90° velja A/)\' = sinapg/sina = ag/a
in A =X = AMa/ag & 2,5 1072 nm, iz podane enagbe pa dobimo
XN —X=h/mec=248-10"3 nm.

d) Compton bi lahko Ze izmeril spremembo valovne dolZine, &e bi pri kotu
135° dobil priblizno tak¥en spekter kot pri prikazanem poskusu pri kotu
45°, Velja Amaks/ & AX(135°)/AN(45°) = (14 v2)/(1 — V2) ~ 6,

torej bi bil pojav zaznaven Ze pri Sest krat ve&ji valovni dolZini kot pri

prikazanem poskusu.

Bojan Golli

PROBLEM TREH SKRIPCEV

Med pomorsEaki vsega sveta je v navadi, da pri
sprejemu novincev pripravijo potegaviéine vseh
vrst. Ena takih je tudi problem treh Ekripcev,
ki so ga zastavljali (in ga morda Ze sedaj) svojim
novincem amerigki mornarji. Nekomu 1zmed nade-
budnih mladcev so dali v roke naprave, ki je nar-
isana na sliki, in sicer je le-ta moral &m moéneje
potegniti za prosti konec. Kaj se je zgodilo?
Glej regitev na strani 335.

Jure Zupan
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MERITEV S SENCO

Ob son&nem vremenu lahko na prostem naredimo tole zanimivo meritev s
senco.

V vodoravna tla navpi€no zapi€&imo ravno palico (kol). Palica me€e senco
na tla. Ker se podnevi Sonce navidezno giblje od vzhoda proti zahodu, hkrati
pa %e spreminja viino, se senci spreminjata smer in dolZina. Malo pred pravim
poldnem, ko je Sonce najvi¥je na nebu in so sence predmetov najkrajse, z
vrvico nariemo kroZnico s sredi€em v podnoZju palice in polmerom, nekoliko
manjiim od trenutne dolZine sence palice. Zasledujemo senco.

Zabelezimo €as t7, ko se gibljivo kraji€e sence palice dotakne kroZnice
(totka A). Senca se kraj¥a, okoli pravega poldne je najkrajsa, nato pa se
dalja. ZabeleZimo Eas t7, ko se kraji¥€e sence spet dotakne kroZnice (totka
B). V Zasu t = tp — t; senca popide na vodoravnih tleh kot ¢. Za enak kot
se v istem €asu Sonce navidezno premakne na nebu od vzhoda proti zahodu
oziroma se v nasprotnem smislu zavrti Zemlja (slika 1).

lzra&unamo €as t in na kak na&n izmerimo kot ¢.

Ce zanemarimo navidezno letno gibanje Sonca, pri katerem se Sonce vsak
dan skoraj za stopinjo premakne glede na zvezde od zahoda proti vzhodu, nam
da kvocient ¢/t kar dobro oceno za velikost kotne hitrosti vrtenja Zemlje.

Poskusite tudi vi na opisani na€in ugotoviti kotno hitrost vrtenja Zemlje.
Omenili smo najpreprostej&i na&in. Casa ni tezko izmeriti. Glede doloitve
kota ¢ pa imamo lahko vegje ali manjSe teZave. Ugotovimo ga lahko tudi
takole:

1. UpoStevamo razmere na sliki 1. lzmerimo dolZino sence |PA| =
= |PB| = av&asu t in ty in razdaljo (tetivo) |AB| = d. Ker imamo opravka
z enakokrakim trikotnikom s kotom ¢ med krakoma, kot ¢ izrafunamo iz
kotne funkcije

. P d
SII'I(E') = E

2. Okoli pravega poldneva izmerimo dolZini senc |[PA| = ain |[PB|=b
v &asih t; in t in razdaljo |[AB| = d med kraji€ema senc v teh &€asih. Kot
¢ izratunamo po kosinusnem izreku, saj v raznostraniénem trikotniku PAB
poznamo vse stranice (slika 2).

Pri okoli 1,5 m visoki navpiZni palici merimo €as na minuto natanéno,
dolZino pa na centimeter. Casovni interval t naj bo manj$i od ene ure, da
dobimo &im bolj3i rezultat. Meritve moremo izvesti e v 4. razredu osnovne
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s :
s novidezno

dnevno

gibanje Sonca

vodoravna
tla

Slika 1. K merjenju kotne hitrosti Zemlje; P - podnoije palice, |PA| = |PB| = a - polmer
kroZnice. Merjenje lahko opravimo tudi doma v sonéni sobi (balkonu, terasi, okenski polici).
Uporabimo na primer stiroporno ploiZo, pletilko (svinZnik, Zebelj), Zestilo, kotomer. V tem
primeru merimo kot na stopinjo natanZno, dol%ino na milimeter, £as pa na minuto natanZno.

tloris A

@
P 3 B

rozmere okoli provega poldne

Slika 2. V trikotniku AP B izmerimo dolZini stranic (senc) a in b v Zasih t; in tz in dolZino
tretje stranice (zrazdaljoj d. Kot ¢ izratunamo iz kosinusnega izreka za stranico d, to je
iz d? = a2 + b2 — 2abcose.
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%ole. V zmanj%anem merilu narifemo trikotnik PAB, ki smo mu izmerili
stranice, s kotomerom pa izmerimo kot ¢ = L APB.

Se to! NatanZnej¥i rezultat dobimo okoli enakonogja (21.3. ali 23.9.),
manj natangen pa okoli kresa (22.6.) in boZita (22.12.).

Sam sem opravil meritve z 1,2 m visoko navpi&no palico. KroZnice nisem
zarisal. lzmeril sem vse tri stranice trikotnika PAB in pri izraéunu kota ¢
uporahil kosinusni izrek.

Kraj: Portoroz (pes€ena obala)

Datum: 11.8.1992

Meritve:

Cas DolZina sence navpitne palice

tp, =12h30min | a=72cm
tp =13h 10 min | b=70 cm

d=13cm
Raéun:
t =1ty —t; = 40min
a4 b2—d? 124702132
COSIP = =
2ab 2.-72-70

@ = 10, 38°

¢ 10,38° .

L == h.

t 40min 9,6%/

Dobljena vrednost 15,6°/h je kar dobra ocena za kotno hitrost vrtenja
Zemlje, katere natan€na vrednost je 15°/h.
Marijan Prosén

LAHKA GEOMETRIJSKA ZA BISTRO OKO

Dan je trikotnik AABC s plo€ino p. Nadalje naj bodo D, E, F take to-
ke, izbrane zapored na nosilkah stranic AB, BC, CA, da bodo B, C, A
razpolovidéa daljic AD, BE, CF.

Kolikéna je plog€ina trikotnika ADEF?

Glej regitev na strani 341.
Marija Vencelj
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PROBLEM TREH SKRIPCEV - Reditev s str. 331

Mladi mornar se je hotel seveda izkazati pred svo-
Jimi prijatelji in je mo€no, kot so mu le dopu3tale
moti, potegnil za vrv ter - se zvrnil po tleh, kot je
bil dolg in Zirok. Zakaj? Vrv s prostim Zkripcem se
zavrti okoli pritrjenih Zkripcev, kot da bi bila vrv
na mestu Skripca sklenjena. S potegom za prosti
konec moéno pospedimo Skripec navzdol in padec
je neizbeZen.

Res prava "potegavitina”!

Jure Zupan

KRIZANKA S FIZIKALNIMI POJMI - Re%. s str. 288
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MARTENATIBA

ODVOD POLINOMA IN NJEGOVA UPORABA

1. Kaj je odvod polinoma?

Polinom ene spremenljivke je izraz oblike
P(x) = anx" + an—1x" 14 .. .+ aix+ ag.

Privzamemo, da je prvi koeficient a,, razliten od ni¢. Stevilo n se tedaj

imenuje stopnja polinoma P.
Odvod polinoma P je nov polinem P’, ki ima stopnjo za ena niZjo od

stopnje polinoma P. Dobimo ga po naslednjih pravilih:

(i) Odvod konstantnega polinoma je enak niZ.

(il) Odvod potence x" je enak nx"~1.

(i) Odvod vsote polinomov je vsota posameznih odvodov; torej (P + Q) =
=P +Q".

(iv) Odvod s konstanto pomnoZenega polinoma je s to isto konstanto po-
mnoZen odvod prvotnega polinoma; torej (aP) = a- P'.

Za zgled izratunajmo odvod polinoma P(x) = x3 +2x? + 4x — 8. Z
uporabo zgornjih pravil dobimo

P'(x) = (x®) +(2x*) + (4x)' - (8) =
=103 4+2-(x2) +4- (XY -8-(1) =
=1-3x2+2-2x+4-x°-8.0=
=3x% + 4x + 4.

V naslednjih dveh razdelkih bomo ilustrirali na primerih uporabnost tega
pojma.

2. Realne niéle

Za 3tevilo o re€emo, da je nila polinoma P, & je P(a) = 0. Polinom
ima najveg toliko realnih niZel, kot je njegova stopnja, npr. polinom P(x) =
= x? —3x+2 ima lahko najve¥ dve realni ni&li in ju v resnici tudi ima. To sta
a =1in a=2. Polinom P(x)= x2 + 1 pa nasprotno nima nobene realne
nicle. Nigle lo€&imo tudi glede na njihovo stopnjo. Ni&la « je prve stopnje,
e {x — a) ne deli polinoma P(x). Tak primer je ni€la e = 1 v polinomu

= x?—3x+2. Nitla « je druge stopnje, & (x—a)? deli P(x), (x—a)®



337

pa ne. Primer za to je ni¢la a = 1 v polinomu P(x) = x3 —4x2 4 5x — 2.
Podobno definiramo tudi ni&le vigjih stopenj.

Za polinom P(x) re¢emo, da ima vse niéle realne, €e je vsota stopenj
vseh realnih niZel enaka stopnji polinoma. To lahko povemo tudi drugae:
Polinom P(x) ima vse niéle realne, &e ga lahko zapiSemo kot produkt

P(x) = (x — 1) (x — @2)"™ ... (x — ag))™,

kjer so a1, g, ..., ay realne ni€le polinoma P(x). Njihove stopnje so seveda
ny, N2, ..., Ng.
Naslednji izrek je dokazal matematik Rolle.

Ce ima polinom P(x) vse niéle realne, potem ima tudi njegov odvod P'(x)
vse niéle realne.

Dokaz tega izreka ni tezak, vendar presega nivo srednjesolske mate-
matike. Uporabimo ga lahko za reSevanje problemov naslednjega tipa:

Naj bo P(x) = x® 4+ x* 4+ x3 4+ ax? + bx 4 c. Ali je moZno izbrati 3tevila
a, b, c tako, da bo imel polinom P(x) same realne ni&le?

Ce polinom P(x) zaporedoma odvajamo, dobimo

P'(x) = 5x* 4+ 4x3 + 3x% + 2ax + b,
P"(x) = 20x> + 12x% 4 6x + 2a,
P"(x) = 60x2 + 24x + 6.

Ce bi imel P(x) same realne nitle, bi imel po Rolleovem izreku tudi P’(x)
same realne niZle. Po isti logiki bi morala imeti tudi P”(x) in P"'(x) same
realne nitle. S pomo&jo odvoda smo manjgali stopnjo polinoma in po treh
korakih prigli do kvadratne enatbe 60x2 + 24x + 6 = 0. Ta enatba pa
nima realnih re3itev, ker je njena diskriminanta negativna. To pomeni, da je
odgovor na zastavljeni problem negativen.

3. Minimum in maksimum

V zvezi z odvodom obstaja naslednji pomembni izrek:

Ce je v tocki o lokalni minimum ali maksimum, potem je o ni&la odvoda
P'(x).
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Ta izrek nam pomaga pri refevanju nekaterih zelo Zivljenjskih problemov,
kot je naslednji: ¢ 3

Denimo, da imamo kvadraten F————100gm =———:
kos lepenke s stranico 1 m. Na vseh
&tirih vogalih Zelimo odrezati manjie ~ |—J — o o oo __
kvadrate tako, da bomo preostanek
zlozili v katlo brez pokrova (slika).
Kako naj odrezemo, da bo volumen
dobljene Zkatle najve&ji moZen?

Naj bo x velikost stranice od-
rezanega kvadratka. Tedaj bo imela

- — v —

gkatla Zirino in dolZino 100 — 2x (v = |—4_ __________
centimetrih) ter viino x. Njen vo-
lumen bo

X
V(x) = (100 — 2x)?x = 4x> — 400x? + 10000x.

Na%a naloga je dolo&iti maksimum tega polinoma, ko je x med 0 in 50 cm.
Po zgornjem izreku je potrebno rediti enagbo

V/(x) = 12x2 — 800x + 10000 = 0.

Njeni resitvi sta x = 50 cm ter x = 16,66 cm. Pri prvi reditvi je volumen
enak 0 (to je seveda minimalen volumen), pri drugi pa dobimo maksimalni
mozni volumen 74074 cm® oziroma 0,074 m3.

Borut Zalar

NAJMANJSA PODMNOZICA - Reditev s str. 271

. prepricamo, da take

- v eFavyr ]
11 potenca stevila 2

5" )

ledaj je mne

neprazna. INaj bo a najmanj ) tej] mnozi Frepricajm

da 3tevilo 2 ni sodo. Ce bi b . bi tudi naravno Stevilo




RESITVE NALOG

5 € B. Toda po drugem pogoju, ki mu zado%Za tudi mnoZica B, od tod sledi,
da 2.5 = a€ B. To pa ni v skladu s predpostavko, da a € A\ B. Torej je
ftevilo a liho. Potem ima pri deljenju s 4 ostanek 1 ali 3. Ce ima ostanek 1, je
92L1 liho naravno Ztevilo. Torej je v mnoZici A in ker je manjZe od a, je tudi
v B. Potem pa je zopet po drugi lastnosti tudi 2- 3—3‘—1 —1=ae€ B, kar pa je
protislovje. Ostane nam %e moZnost, da ima Stevilo a ostanek 3 pri deljenju
s 4. Tedaj pogledamo 3tevilo aT—I To je vedno liho naravno Stevilo. Ce je
vefje ali enako 3, potem je v obeh mnoZicah A in B. Po zadnjem delu druge
lastnosti je potem tudi 2 - _a_%l 4+1=2ae B. To pa je spet protislovje. Ce pa
je 3—5—1 =1, je a=3. Toda 3 € B po prvi lastnosti. MnoZica A\ B je torej
prazna oziroma mnoZica A je najmanjsa mnoZica z iskanima |astnostima.

Na nalogo lahko pogledamo tudi nekoliko drugate. MnoZico A sestavljajo
natanko tista naravna Stevila, ki imajo v dvojitkem zapisu vsaj dve enici.
Stevilo 3 je najmanjie tako tevilo. Tudi operacije iz druge zahteve imajo
v dvojiskem zapisu preprost opis: prva je najbolj zapletena, zate jo bomo
razloZili nazadnje, druga doda Stevilu niélo na koncu dvojiskega zapisa, tretja
pa enico. Prva operacija najprej doda niélo, nato pa vse ni€le na koncu
spremeni v enice, enico pred temi ni€lami pa zamenja z ni€lo. Tak pogled na
nalogo mo&no poenostavi razmisljanje.

Martin Juvan

ZANIMIVOST PRI STEVILIH - Regitev s str. 163

Postavljena je bila naloga: lIzberi n pozitivnih Stevk in sestavi vsa moZna
r-mestna $tevila. Poig&i kvocient med vsoto teh r-mestnih tevil in vsoto
izbranih Stevk.

Ozna&imo kvocient s K, . Vzemimo nabor $tevk aj,az,...,an, pri
Zemer jih je lahko nekaj med seboj enakih, vendar jih med seboj razlikujemo.
Ugotovimo lahko, da mora biti vsaj ena od njih razli¢na od nig, saj bi bila v
nasprotnem primeru v kvocientu K, , Stevec in imenovalec enaka ni&, izraz
za K, n pa nedolo&en.

Sedaj z naborom 3%tevk ay,ap,...,a, tvorimo vsa moZna r-mestna
Stevila. Teh je toliko, kolikor je variacij reda r z n elementi, torej:

Vo =nn—1)(n—=2)-...-(n—r+1).

Poiskati moramo ge, kolikokrat se pojavi itevka a; na nekem mestu v r-
mestnem 3tevilu. Ker so vse Stevke med seboj enakovredne (3tevilo se lahko
zaéne tudi s Stevko 0), ugotovimo, da se vse Stevke pojavijo enako mnogokrat
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na vsakem mestu r-mestnega Stevila. Stevka a; se pojavi na dolofenem mestu
tolikokrat, kolikor je razporeditev ostalih n — 1 Stevk na ostalih r — 1 mestih:

Vit = (n=1)(n=2) - ((n=1)~(r—1)+1) = (n=1)(n=2) -+ (n—r+1).

Ce Zelimo sekteti vsa r-mestna $tevila, jih najprej zapisemo v desetiski obliki
ter tvorimo delne vsote tistih Elenov, ki vsebujejo enake 3tevke a;. Tako
dobimo:

r—l n ZJ 110

_1 aj

Kr,n ==

Ce te vsote razvijemo, dobimo:

Ken =
VI (107 ey 4107 2a; o4 ay) + oo 4 (107 ay + 10723, 4 -+ 4 ap))
- at+ax+...+an -
Vi ar+ a2+ +3,)(1077 +10772 4 ... 410 + 1)
ayt+ax+---+an

in po krajfanju: K, p=111...1-(n—1)(n—2)---(n—r+1). Od tod res

renic
sledi, da je kvocient K, , neodvisen od izbora 3tevk ay, a2, ..., an. Podoben

izraz dobimo tudi za poljuben %tevilski sestav z osnovo B:
" B vnr 11 n » B'—Jla,' -
Py — -
Zn la,
:V’ l(Br 1+Br2 --+B+1)=
111,,.1(5)-(:1— 1)(”—2)---(”- r- 1)
—_—

renic

PrimoZ Moravec

KAJ KDO DELA? - Reditev s str. 275

Nalogo lahko re§imo s pomoé&jo razpredelnice, lahko pa tudi kar s premislekom:
Zupan in Zuzek morata biti varnostnik in kuhar, ker sta soseda. Ker igra
varnostnik bolje od ostalih dveh, mora biti Zupan kuhar. Torej je ZuZek
varnostnik. Potokar je bolji od Zupana, torej ne more biti blagajnik, ampak
izterjevalec dolgov. Blagajnik je torej Novak.

Neza Mramor-Kosta
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LAHKA GEOMETRIJSKA ZA BISTRO OKO
- Resitev s str. 334

Trikotnika AABC in ABDC imata po konstrukciji enako dolgi stranici AB
in BD, s slike pa razberemo, da imata skupno vidino na ti stranici. Torej sta
plo¥&insko enaka.

f o

Podobno sklepamo, da imata enaki ploS&ini trikotnika ABDC in
ACDE, saj imata enaki stranici BC in CE in skupno nasprotno ogli§€e D.
Nadaljevanje pokaZe, da sestavlja trikotnik ADEF sedem plo&&insko enakih
trikotnikov; eden od njih je dani trikotnik AABC. Iskana plo$&ina je torej
1p.

Opomba: Ce poznate vektorski produkt, lahko nalogo hitro reSite tudi
brez bistrega ofesa! Poskusite!

Marija Vencelj

POKLICI

Janez, TomaZ, Simon in Matej so zaposleni v veliki tovarni Zokolade, po
poklicu pa so vratar, oskrbnik le3nikovih nasadov, poskuZevalec in direktor,
vendar ne nujno v tem vrstnem redu.

Oskrbnik le¥nikovih nasadov zaslu?i natanko dvakrat toliko kot vratar,
poskuZevalec (ki ima zelo odgovorno delo) dvakrat toliko kot oskrbnik nasadov
in direktor dvakrat toliko kot posku3evalec.

o Ceprav je Janez starejsi od vsakogar, ki zasluZi vet kot Tomaz, Tomaz
ne zasluZi dvakrat toliko kot Janez.
e Matejev osebni dohodek zna%a natanko 3776 tolarjev ve€ kot Simonov.

Kateri poklic opravlja kateri izmed 3tirih sodelavcev?

Glej resitev na strani 375.

NeZa Mramor-Kosta
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Radioaktivni plin radon je sestavni del ozragja. Radon (*22Rn) je izotop
¥lahtnega plina ggRn, ki nastaja v naravi z razpadom o radija. ZaZetnik
razpadne verige, ki vodi do radija, je 238U. Ta element je od nekdaj v zemeljski
skorji, saj je njegov razpolovni €as, 4,5 milijard let, priblizno tolikden kot
starost Zemlje. Razpolovni €as radona pa meri le 3,83 dni. V razpolovnem
€asu razpade polovica radioaktivnih atomov, ki so jih imeli v vzorcu na
zaletku. Po dveh razpolovnih €asih je v vzorcu torej le e Eetrtina, po treh pa
osmina zafetnega Stevila radioaktivnih atomov. Radon razpada, vsak razpad
radijevega jedra pa rodi nov atom radona. Koliko radonovih atomov pa se
na novo rodi? Stevilo nastalih atomov radona v sekundi v kilogramu zemlje
je enako Etevilu razpadov radija, to pa je enako tevilu razpadov urana 238U,
Povpregno aktivnost 238U v enem kilogramu zemlje cenimo na 25 razpadov
v sekundi. Na Zast francoskemu fiziku Henriju Becquerelu imenujemo en
razpad na sekundo Becquerel in ga piZemo okrajano z Bq. Aktivnost enega
kilograma snovi ali enega kubiZnega metra zraka bomo imenovali specifina
aktivnost, njena enota je Bq/kg ali Bq/m3. Ponekod, kjer so tla bogatej%a z
uranom, nastaja tudi ve& radona.

Slika 1. Radonov razpadni niz. Radon razpade z izsevanjem delca « v polonij, niz pa se
kon&a z izotopom svinca. Pod kvadratki, ki ustrezajo posameznim izotopom, so napisani
razpolovni Easi, kjer pomeni d dan, m minuto, s sekundo in y leto.

Radon razpada z oddajanjem delcev o, B in sevanja « po vrsti v
kratkoZive potomce 218Po, 214pp, 214B; in 214p, (slika 1). lzotop 210Pb
sicer tudi razpada, a ima razmeroma velik razpolovni €as 21 let, zato bomo
z njim razpadno verigo zakljugili.

Delec « pri letu iz jedra iz atoma iztrga elektron, zato so kratkoZivi
radonovi potomcei ob nastanku pozitivno nabiti. V ozra&ju se veZejo na pragne
delce. Vdihavanje zraka z radonovimi potomci je zdravju nevarno. Pljuga
zbirajo prah kot filter, delci « pa poZkodujejo obEutljivo tkivo. Sam radon
zanemarljivo prispeva k obsevanju.
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Clovek je radonu izpostavljen povsod, najbolj pa v zaprtih prostorih.
Radon izpuhteva iz sten in tal in se posebno pozimi nabira v slabo zragenih
prostorih. Vdihavanje radonovih potomcev prispeva, v nekaterih podrogjih
sveta, do 50% celotnega obsevanja zaradi naravnih in umetnih radioaktivnih
izvirov. Precej radona se sprosta zaradi Elovekove dejavnosti. Pri pridobivanju
in predelavi urana ter skladi¥€enju jalovine se izpuhtevanje radona na nekaterih
mestih povefa. Radon mo&neje puhti tudi pri seZiganju premoga, zemeljskega
plina in uporabi zemeljske toplote. Njegov pogubni vpliv na zdravje so prvi
izkusili rudarji v Ceskem rudogorju ¥e v 16. stoletju. Za plju&nim rakom
so zbolele tri etrtine rudarjev. Vzrok te "gorske bolezni" so odkrili Zele v
dvajsetih letih tega stoletja.

Tveganje, da bomo zaradi vdihavanja radonovih potomcev zboleli, je
sorazmerno s specifiéno aktivnostjo, to je Stevilom razpadov radona v sekundi
v enem kubi&nem metru zraka. Ocenimo ga po opazovanju ljudi, ki so bili
bolj obsevani. Za primerjavo povejmo, da kadilec, ki pokadi zavojéek cigaret
dnevno, tvega glede pljuénega raka toliko kot nekadilec, ki Zivi v prostoru s
specifi¢no aktivnostjo radona 750 Bq/m? ( 100 primerov/1000 prebivalcev v
60 letih). Ce pomislimo, da so posamezniki zaradi vigjih koncentracij radona
izpostavljeni tudi mnogo ve&jim tveganjem, je skrb za zmanjSevanje radona
v bivalnih prostorih razumljiva.

Specifiéne aktivnosti radona v zraku so najniZje nad oceani, zaledenelimi
povrEinami in otoki, pod 1 Bq/m3, nad kopnim med 1 in 10 Bq/m?3, v zaprtih
prostorih med 10 in 1000 Bq/m3, v jamah, rudnikih in nekaterih toplicah pa
dosezejo do nekaj tiso Bq/m? in veZ. V mnogih drzavah sistematiZno merijo
njegovo koncentracijo predvsem v vrtcih, £olah in stanovanjskih hi¥ah, kjer je
vetinoma specifi¢na aktivnost radona manj$a kot 100 Bq/m?.

Oglejmo si nekaj metod za merjenje radona v zraku. Merilne metode
temeljijo na Etetju delcev o, ki jih sevajo radon in Ee dva izotopa polonija, ali
sevanju 7y bizmuta in polonija.

Preprosta je metoda s scintilacijsko celico. Posodo s prostornino okrog
0,2 | znotraj prevle€ejo s cinkovim sulfidom, na eni strani pa naredijo okno
za fotopomnoZevalko. Delci o pri prehodu skozi scintilator sproZijo bliske,
ki jih Eteje fotopomnoZevalka. Zrak z radonom zajamejo v stekleno posodo,
v laboratoriju pa z njim prepihajo celico. Meriti zagnejo po treh urah, ko
je radon v ravnovesju s potomci. Ozadje, to je pogostost bliskov, ki niso
povezani z razpadom radona in potomcev, je v taki celici okoli 1/min. Ce je
v celici zrak s specifino aktivnostjo 250 Bq/m? in Stejemo eno uro, dobimo
420 £ 20 bliskov od radona in ozadja in 60 4+ 8 bliskov iz ozadja. Pri
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ra€unanju smo privzeli, da en razpad radona ustreza povpreéno okrog dvema
bliskoma v celici. Temu pravimo “izkoristek celice”. Ne smemo pozabiti, da
na en razpad radona pridejo trije delci o, zato je izkoristek lahko ve&ji od
ena. Razlika preitetih sunkov je 360 4+ 22, torej merimo aktivnost radona z

napako 6%.

Pri drugem nainu merjenja preérpajo zrak z znano prostornino skozi
filter iz steklenih vlaken, ki zadrZi skoraj vse radonove potomce, in merijo
energijo izsevanih delcev a. Ta je zna&ilna za posamezne potomce. S
tem doloéijo aktivnost potomcev v zraku, o aktivnosti radona pa ne morejo
zanesljivo sklepati.

V stanovanjskih prostorih odlo€a o izpostavljenosti stanovalcev povpreé-
na specifiéna aktivnost v daljem razdobju. Metoda z zbiranjem radona
na aktivnhem oglju in metoda z jedrskimi sledmi sta namenjeni prav takim
merjenjem.

Pri prvi segrevajo posodice z
ogljem nekaj ur pri temperaturi ne-
kaj nad 100 °C, da izZenejo adsor-
birani radon in vodo. Nato posodice
ohladijo in tesno zaprejo. V pros-
toru posodice odprejo in za nekaj
dni izpostavijo zraku. Tesno za-
prte posodice nato v laboratoriju po
treh urah, ko je radon v ravnovesju
s potomci, postavijo na spektrome-
ter . Sevanje y oddajata 214Bi in
214pg takoj po razpadu B~ 214Pb
in 214Bi. Iz izmerjene aktivnosti do-
lo&ijo specifiéno aktivnost radona v
prostoru, v katerem je bila posodica
odprta.

Pri metodi jedrskih sledi upora-
bimo ko%Zek plastiéne folije. Delci
a pustijo v foliji sledi, ki postanejo
z jedkanjem v vrotem NaOH vidne Sledi delcev a po jedkanju v vrotem NaOH
(slika 2)_ Stetje znaéilnih sledi opra- vidimo kot svetle pike, ko folijo mo&no os-

By T e g ) vetlimo s strani. Vsaka folija ima odtis-
) £ njeno 3tevilko in poseben znak, ki ga pre-

ki jo posreduje televizijska kamera. pozna tudi ratunalnik.




Njihovo Stevilo je sorazmerno s €asom ekspozicije in specifino aktivnostjo
radona v zraku. Detektor moramo zagéititi pred radonovimi potomci v zraku.
Zato ga poloZimo v plasti&no posodo z zelo ozko ¥pranjo, ki zadr¥i potomce,

v posodo pa spusti le radon. Take dozimetre izpostavijo radonu v prostoru od
enega do treh mesecev in z njimi merijo povpreZno aktivnost nad 1 Bq/m?3

Andrej Likar

HERMANN MINKOWSKI 1864 - 1909
Ob 130-letnici rojstva

Rusko-nem3ki matematik Hermann
Minkowski se je rodil 22. 6. 1864
v Aleksoti v Rusiji. Doktoriral je
na konigsberski univerzi, kjer je na-
to tudi nekaj let predaval, nakar je
odgel v Ziirich in nazadnje v Gottin-
gen.

Ko je predaval matematiko na
ziiriskem politehnikumu, je tam Stu-
diral nem&ko-3vicarsko-ameri%ki fizik
Albert Einstein. Le ta je zelo nered-
no hodil na predavanja, zato ga je v
tistih dneh Minkowski imel za “lene-
gapsa'. Ko pa je leta 1905 Einstein

~objavil specialno teorijo relativnosti,
jo je Minkowski z navduSenjem spre-
jel. Einstein je v svojem Elanku po-
kazal, da je obi€ajna trirazseina geometrija neprimerna za natanfen opis
stvarstva. Minkowski je svojem delu Cas in prostor, objavljenem leta 1907, po-
dal ustrezno formalno geometrijsko sliko relativnosti. Pokazal je, da moramo
upostevati &as kot nekakSno Eetrto razseZnost, Eeprav nekoliko drugaée kot
tri prostorske razseznosti. Cas in prostor sta tako tesno povezana. Einstein je
ta pogled upo3teval v svoji sploZni teoriji relativnosti, ki pa jo je objavil devet
let kasneje, ko je bil Minkowski Ze mrtev.
Med bolj elementarnimi rezultati Minkowskega je najbolj znana nee-
nakost, ki jo predstavljamo v &lanku Neenakost Minkowskega na naslednji
strani.

Roman Drnoviek
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NEENAKOST MINKOWSKEGA

V tem prispevku bomo dokazali naslednjo neenakost Minkowskega®:
Naj bodo x1, X2, ..., Xp in y1, ¥2, - ... ¥n poljubna nenegativna Stevila
in p > 1 realno stevilo. Tedaj velja neenakost

(1 +n)P+(2+y)P+...4+(xn +yn)P)1/P <

YR R Y S WA 07 U SS9 A ¢)

V dokazu te neenakosti bomo uporabili drugo (prav tako pomembno)
Hélderjevo neenakost?:

Naj bodo x1, x2, ..., Xn in ¥1, y2, .... ¥n poljubna nenegativna Stevila
in p > 1 realno $tevilo. Ce s q ozna&imo $tevilo p/(p—1), je

x1y1+. +ann_( s +xn)1/p (}" P )l/q- (2)

Za Stevili p in g velja pg = p + q oziroma 1/p+ 1/q = 1. Takima
teviloma pravimo konjungirana eksponenta. Otitno je g > 1. Prav tako
je jasno, da sta tudi q in p konjungirana eksponenta, €e sta taka p in gq.
Pomemben posebni primer konjungiranih eksponentov je p = g = 2.

Holderjevo neenakost obifajno dokaZzemo s pomo&jo Youngove neena-
kosti®:

Naj bosta p > 1in q > 1 konjungirana eksponenta, torej1/p+1/q = 1.
Tedaj za poljubni nenegativni $tevili x in y velja

xP q
Xy € —+4 —. 3)
P q
Enakost velja natanko tedaj, ko je xP = y9 (kar bomo dokazali le za primer,
ko je p racionalno $tevilo).

Youngovo neenakost lahko hitro dokaZemo z uporabo neelementarnih
metod; na primer s pomo&jo odvoda poii€emo ekstrem primerne funkcije
(naloga 4). Tukaj podajmo (bolj ali manj) elementaren dokaz.

! Neenakost je leta 1896 v svoji knjigi “Geometrie der Zahlen" predstavil nem&ki
matematik H. Minkowski. (Glej prispevek na prejsnji strani.)

2 V tej obliki je leta 1889 neenakost dokazal nemzki matematik O. Holder.

3 Neenakost je leta 1912 prvi obravnaval angleski matematik W. H. Young.
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Najprej se prepriajmo, da je (3) dovolj dokazati v primeru x > y =1,
torej veljavnost zveze

Sl |
X< —+4+— zavse x>1. (4)
P q

Za trenutek privzemimo, da smo (4) Ze dokazali. Naj bosta x in y poljubni

nenegativni tevili. Ce je x > y9~1, vstavimo v (4) namesto Ztevila x Stevilo
x/y9=1 > 1 in tako dobimo

X _ xP + 1
y9 1 = pyla-1)p * g~

Ce upoitevamo (g — 1)p = q in neenatbo pomnozimo z y9, dobimo (3). To
pomeni, da v primeru x > y971 iz (4) sledi (3). Ce pa je x < y971, potem
je

xP~1 < y(P-1)(a-1) _ ,Pa—p—a+l _ y.

Ker sta p in g konjungirana si eksponenta, sta taka tudi q in p. Ce torej
velja (4), potem je izpolnjena tudi neenakost

x9 1
x<—+4— zavse x2>1.
q P

V tej neenatbi ¥tevilo x zamenjamo s Stevilom y/xP~1 > 1, in podobno kot
prej izpeljemo (3).
Ce v neenakosti (4) upotevamo 1/p + 1/q = 1, dobimo

p(x—1)<xP—-1. (5)

PokaZimo (5) najprej v primeru, ko je p racionalno Stevilo, torej p =
= m/n, kjer sta m in n naravni Etevili in m > n. Ce je x = 1, potem velja
v (5) enataj. DokaZimo, da za x > 1 velja v (5) celo strogi neenataj. Ce
pisemo x = z", potem je z > 1, dokazati pa moramo neenakost

zn—-1 zm—-1

n m

oziroma, e upoitevamo pravilo o razliki m-tih oz. n-tih potenc in krajfamo
zz—1>0:

14z+...42z"1 r 1+z+...42zm1
n m '

(6)
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Kerjez>1jel<z<zZ<...<z™1 torej je

s Tdezdy gt
n

gl ggh o @ghl

Zato imamo

l4z+...42™1  (Q4z+... 42"+ (2"+...+2m1)

>
m m
m—n
—
5 na+(a+...+a): na+(m— n)a =
m m

to je (6). Kaj pa, &e p ni racionalno $tevilo? Tedaj pri poljubnem k € IN
najdemo tako racionalno Stevilo r (odvisno od 3tevila k), da je r < p <
< r+ 10~k Stevilo r lahko dobimo tako, da v decimalnem zapisu 3tevila p
pre€rtamo vse decimalke od (k +1)-te naprej. Ker je r racionalno Stevilo, po
Ze dokazanem velja b = (x" — 1)/(x — 1) — r > 0. PokaZimo, da je tedaj
c=(xP-1)/(x—=1)—p>0. Iz

b—c=(x"—xP)/(x=1)+(p~ )= x" (1= xP~")/(x 1) +(p — )

dobimo oceno b — ¢ < 107K e upostevamo xP~" > 10z. 1 —xP~" < 0
inp—r <107k Torejje c > b—10"% > —107K. Ker to velja za vsak
k € IN, s 3tevili {—10—%} pa se lahko poljubno priblizamo 0, sledi ¢ > 0, to
je (5). Iz dokaza je razvidno, da velja v primeru, ko je p racionalno stevilo,
enalaj v (3) le, e je x = y971 to je xP = y9. Dokaz neenakosti (3) je
tako konéan.

Oglejmo si sedaj, kako Holderjeva neenakost sledi iz Youngove neena-
kosti. Pigimo

n 1/p n
A= (Z Xf) im B= (Z yf)
k=1 k=1

Ceje A=0ali B=0, potemjex; =...=xp=0aliyy =...=yp=0in
tedaj (2) velja. Zato smemo privzeti, da je A > 0in B > 0. Ce postavimo
Xip =% /AN Ye=yi/B za k=1,2,....1, imamon+.A.+X‘p=l

1/q
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in qu 4 ...+ Yy = 1. Youngova neenakost nam sedaj da oceno

n n xP Yq
k=1 k=1 P 9

$ For e 1 1
k=1 k=1
Od tod dobimo

n n 1/p n 1/q
> ansaa=(3) (3a)
k=1 k=1 k=1
S tem je Holderjeva neenakost dokazana.

Neenakost Minkowskega sedaj hitro uzenemo. Ker za p = 1 neenakost

(1) ofitno velja, smemo vzeti p > 1. Prav tako smemo privzeti, da niso vsi
x;j in yj enaki 0. Z uporabo Holderjeve neenakosti dobimo

e n 1/p n 1/q
> sttt < (3 F) (L) <
k=1 k=1 =i

n 1/p n 1/q
.- (Z "f) : (Z(xk + yk)p)
k=1 k=1
Podobno imamo
1/q

n n 1/p n
> vkl +ye)Pt < (Z yf) . (Z(Xk + .Vk)p)
k=1 k=1 k=1

Ce zadnji neenakosti seftejemo, dobimo

n n 1/p n 1/p n 1/q
Z(xk +yk)P < ( Z Xf) + Z }’f) ) : Z(Xk ¥ }’k)p) :
k=1 == =1 =1

Neenakost delimo z zadnjim faktorjem, ki je razliéen od 0 (zakaj?), upo-
Stevamo 1 — 1/q = 1/p, pa smo pri (1). Neenakost Minkowskega je tako
dokazana.
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Oglejmo si vse tri neenakosti v posebnem primeru p = 2. Ker je tedaj
tudi g = 2, preide Youngova neenakost v znano neenatbo

1
rsd(aer).

ki sledi tudi iz neenakosti (x — y)% > 0. V Hélderjevi neenakosti, ki se tedaj
glasi

(XIYI+-v-+XnYﬂ)2S (x%+-'-+xr21)‘(}’12+---+}’3)-

prepoznamo Cauchyjevo neenakost?. Neenakost Minkowskega pa je v
primeru p = 2 znana trikotniska neenakost :

J&:+yﬂ?+”.+&n+yﬂ?§ xf+.“+x3+vﬁf+.“+y3.

Zakaj se neenakost imenuje trikotniZka, vidimo s slike 1, kjer smo zaradi
enostavnosti vzeli n = 2. Koordinate togk na sliki so A(0,0), B(xj, x2) in
C(x1 + y1,x2 + y2). TrikotniZka neenakost je posledica naslednjega otitnega
dejstva o razdaljah: razdalja med

totkama A in C ni nikoli ve&ja od
vsote razdalj od A do B in od B
do C. Grgki matematik Evklid je
o tem dejstvu Ze v tretjem stoletju
pred nadim Stetjem zapisal nasled-
nje: “To ve vsak osel. Postavi kopi-

co sena v eno ogli¥€e trikotnika in o
osla v drugega. Da bi dobil svoje se- | ey
no, osel zanesljivo ne bo el vzdol?

Slika 1.

dveh stranic.”
Kon&ajmo z nalogami. ReSitve prvih treh nalog so elementarne, zadnji
dve pa zahtevata poznavanje pojma odvoda oziroma integrala.

1. S pomoé&jo neenakosti Minkowskega pokaZi, da za vsak p > 1 in vsak
n € IN velja neenakost

p
1P+29+39+H,+npzn‘(”;l) ,

* V svoji knjigi “Cours d'analyse” jo je leta 1821 zapisal francoski matematik
A.L.Cauchy.
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2. Pokazi, da v Holderjevi neenakosti velja enaZaj natanko tedaj, ko ob-
stajata taki nenegativni konstanti a2 in b, da je ax:’ = byE za vse
k=12

3. Dokazi, da v neenakosti Minkowskega velja enaZaj tedaj in le tedaj, ko
obstajata taki nenegativni konstanti a in b, da je ax;, = by, za vse

4. S pomo&jo funkeije f : [0, o) — IR, definirane s predpisom

L |
f(x)=—+——x,
(x) 5t

podaj alternativni dokaz Youn-
gove neenakosti ! (Namig: naj-
prej se prepricaj, da je dovolj
pokazati, da je f(x) > 0, in
potem to tudi dokaZi.)

5. lzragunaj plos¢ini likov pod in
nad krivuljo v = uP~! oziroma
u=v91 kjer je (p—1)(q —
1) = 1 (glej slike 2) ! Ugotovi,
kak3en je geometrijski pomen
Youngove neenakosti ! Slika 2

Roman Drnovsek

IGRA “NIM*" — Reditev s str. 295

Pri igri “NIM" je zmagovita pozicija, €e igralec s svojo potezo doseZe tak3ne
vrednosti n; (nj = >_j bij? v binarnem zapisu), da je vsota j ; bj; soda za
vsak j. Kon&na zmagovita pozicija je potem n; = 0 za vsak / in nasprotnik
ne more ve€ narediti poteze (glej Presek 21 (1993-94)176).

Priigri “NIM*" velja isto pravilo, dokler sta vsaj dva od n; > 1. Ce so vsi
n; <1, je zmagovita pozicija (po izvr¥eni potezi), €e je zasedb z n; = 1 liho
mnogo ( v nasprotju z igro "NIM"). Kriti€na je torej pozicija (pred izvrieno
potezo), ko je natanko en n; > 1. V tem trenutku je treba prelomiti s pravili
“NIM" in vzeti iz i-tega kupa bodisi vse kamne bodisi vse razen enega, tako
da ostane liho mnogo kupov s po enim kamnom.

Mitja Rosina
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SEBI PODOBNOST IN DIMENZIJA FRAKTALOV

V tem Elanku bomo predstavili dimenzijo (razseZnost) objektov, ki so sebi
podobni. Najprej bomo definirali lastnost, ki jo imenujemo sebi podobnost.

Definicija 1:

Ce je del objekta majhna kopija celotnega objekta, potem je ta sebi
podoben.

Definicija 2:

Objekt je strogo sebi podoben, e lahko objekt razdelimo na veg delov
in je vsak kos majhna kopija celote.

Spomnimo se trikotnika Sierpinskega (glej lanek Poglejmo fraktale v
3. Stevilki Preseka.) in ugotovimo, ali je sebi podoben, in ali je strogo sebi
podoben. Vsak del v tem trikotniku je majhna kopija celote in zato je sebi
podoben. Trikotnik Sierpinskega je sestavljen iz manjgih trikotnikov, ki so
kopije celote in zato je strogo sebi podoben.

Vpragajmo se Ze, ali je Kochova krivulja sebi podobna, oz. strogo sebi
podobna.

Kochova krivulja je sebi podobna, ker vsebuje majhne kopije celote. Prav
tako je tudi strogo sebi podobna, ker jo lahke razdelimo na ve& kosov in vsak
kos je majhna kopija celote.

Kochova sneZinka ni sebi podobna, ker majhni kosi niso kopije celotne
sneZinke.

Poglejmo e, kak3ne lastnosti ima kon&no drevo. Je sebi podobno, ker
vsebuje kopije celotnega drevesa. Ni pa strogo sebi podobno, ker deblo ni
kopija celotnega drevesa.

Sedaj pa poglejmo, kako sebi podobnost vpliva na dimenzijo.

Sebi podobnost je odlo&ilnega pomena za intuitivno razlago dimenzije
fraktalov.

Enotski interval [0, 1] je zgled enodimenzionalnega objekta in je sebi
podoben.

Ta interval razdelimo na IV enakih kosov in tako ima vsak od njih dolZino
= -}v Od tod sledi Nrl =1.
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Podobno je pri dvodimenzionalnem objektu, na primer pri kvadratu s
stranico dolZ¥ine 1. Razdelimo ga na N sebi podobnih majhnih kvadratov, ki
imajo stranice z dol%ino r = —=. Od tod dobimo Nr2=1.

Zgled za sebi podoben tridimenzionalni objekt je kocka s stranico dolZine
1. Lahko jo razdelimo na N majhnih enakih kock. DolZina stranice majhne

kocke je r = 1\/1? Od tod izhaja Nr3 = 1.
1T 2
= . o= —— 4 = _T.". _IF
J I | /
. i ‘ =. “__“‘L V
=TS 7
Slika 1. Slika 2. Slika 3.

V vseh treh primerih se eksponent $tevila r ujema z dimenzijo objekta.

V splonem se enaba glasi NrP =11z nje izratunamo z logaritmiran-
jem eksponent D in ga imenujemo dimenzija ali razseZnost sebi podobnega
objekta.

log NP = log1
log N+ Dlogr =0
Dlogr=—log N
D= _IogN
log r
_ logN
~ log(r—1)

Pri nekaterih objektih se zgodi, da tako izraéunana dimenzija D ni celo 3tevilo.
Tak objekt imenujemo fraktal.

Sedaj pa poskusimo izratunati dimenzijo Kochove krivulje. Vsak kos v
kateremkoli konstrukcijskem koraku Kochove krivulje (glej Elanek Poglejmo
fraktale) se razdeli na 4 dele z dolZino % prejinjega dela. Zato je dimenzija
D po prej3nji formuli enaka:

_ log4  log4
- log(%)_l - |og3

= 1,284
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Dimenzija je necelo Ztevilo, ki je ve&je od 1 in manjge od 2. To Stevilo pove
marsikaj o lastnostih Kochove krivulje. Krivulja bolj napolni prostor v ravnini
kot enotski interval z dimenzijo 1, vendar pa manj kot ravninski lik z dimen-
zijo 2.

Poglejmo e dimenzijo trikotika Sierpinskega. Trikotnikove stranice dol-
#ine 1 smo razpolovili, jih povezali in srednji trikotnik izrezali. Postopek smo
nadaljevali na ostalih treh trikotnikih. Na vsakem koraku ima stranica trikot-
nika dolZino % dolZine prejSnje stranice trikotnika in od vsakega trikotnika
ostanejo trije manj3i.

log3  log3
Iog(%)—l ~ log2

Dimenzija leZi med 1 in 2, kar nam marsikaj pove o lastnostih trikot-
nika Sierpinskega. Ker smo zafetnemu enakostraniénemu trikotniku izrezali
mnogo manjsih trikotnikov, je zelo preluknjan. Ta dimenzija je manj$a od
dimenzije obiZajnega trikotnika, ki je enaka 2.

Dimenzija D =

1,58 ...

Preprogo Sierpinskega dobimo iz kvadrata s stranico dolZine 1. Stranice
tretjinimo, jih poveZemo in srednji manj3i kvadrat izreZemo. Na osmih robnih
manjgih kvadratih postopek nadaljujemo. Na vsakem konstrukcijskem koraku .
ima stranica kvadrata dolZino % dolZine prejinje stranice kvadrata in od
vsakega kvadrata nam ostane osem manjsih.

log 8

Dimenzija D =

log3 1,89

Ce primerjamo dimenzijo trikotnika Sierpinskega in preprogo Sierpinske-
ga, vidimo, da je trikotik z D = 1,58. .. precej bolj preluknjan kot kvadrat z
D=1,89...

Vrnimo se Ze enkrat h Kochovi krivulji in njeni dimenziji. Nekatere
podobnosti s Kochovo krivuljo najdemo na zemljevidih, &€e opazujemo morske

obale. S pomoé&jo fraktalov lahko dobro ocenimo dimenzijo morskih obal.
Ocene mnogo povedo o razgibanosti obale.

Kot zanimivost bomo navedli dimenzijo Brownovih morskih obal in
pokrajin. Brownove funkcije so nastale z rafunalni$ko simulacijo in so do-
bri modeli za morske obale in pokrajine.

Slika 4 prikazuje obalo z dimenzijo D = 1,3, ki je precej realna in
spominja na Afriko ali JuZno Ameriko.
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Slika 4. Model obale dimenzije D = 1, 300.

Ce dimenzija D nara$¢a k vrednosti %, dobimo nekaj podobnega sliki 5.
Obala je precej razgibana, kljub temu lahko v atlasu najdemo podobnosti.

od

< ¢

Slika 5. Model obale dimenzije D =~ %.

Dimenzija D lahko nara¥€a k vrednosti 2 in slika 6 ustreza tej dimenziji.
Zemljevid je precej kompliciran, spominja na Finsko.
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Slika 6. Model obale z dimenzije D blizu 2.

Na zadnji sliki 7 je primer Brownovega reliefa dimenzije D = 2,1, ki je
model pokrajine. Dimenzija zelo razgibane pokrajine se pribliZzuje vrednosti 3.

Slika 7. Model pokrajine.

Leila Marek-Crnjac



TEAIOVANIA
15. MEDNARODNO MATEMATICNO TEKMOVANJE
MEST - POMLADANSKI KROG

Minile so zimske poéitnice in 32 srednjeolcev se je 8. marca zbralo na
pomladanskem krogu tekmovanja mest. Kot obiZajno so se dijaki prvih in
drugih letnikov spoprijeli z nalogami za prvo skupino, ostali pa z nalogami za
drugo skupino. V prvem delu so reSevali naslednje naloge:

Prva skupina

1. Konstruiraj konveksni Ztirikotnik, € pozna¥ dolZine stranic in dolZino
zveznice sredi3€ diagonal.

2. Letne Zole se udeleZuje 60 uZencev. Med poljubnimi desetimi so vsaj
trije, ki stanujejo v istem bloku. DokaZi, da vsaj 15 u€encev stanuje v
istem bloku.

3. Naj bo O totka v notranjosti konveksnega vetkotnika A1 A, ... A,, da
velja

L0A1A, € €0A A,
L£0AA; < €0A3A;3,

{OA!I-I An—2 S ‘(OAn—lAn-
{oAnAn_l S ‘IOAnAl

in so vsi ti koti ostri. DokaZi, da je O sredi€e veZkotniku vértane
kroZnice.
4. Deset kovancev postavimo na kroZnico, da se vsak dotika obeh sosednjih

in da imajo vsi vidno 3tevilko. Dovoljeni sta naslednji potezi:

e obrnemo &tiri zaporedne kovance;

® obrnemo 3tiri kovance, ki so postavljeni kot x x ® x x (kovance,

oznaene z X, obrnemo, kovanec ) pa pustimo).

Ali je mogote po konénem 3tevilu potez doseéi, da noben kovanec nima
vidne 3tevilke?

Druga skupina

1. KroZnici vErtamo trikotnik ABC. Naj bo totka A; diametralno nasproti
A, Ag sredisZe stranice BC in Ay simetri¢na totka k A; glede na Ag.
Analogno konstruiramo totki B in Cy. DokaZi, da totke A, Bs in (s
sovpadajo.
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2,

Zaporedje pozitivnih celih 3tevil a1, an,... je tako, da ima kvadratna
enacba an+2x2 + apnt1x +ap = 0zavsak n=1,2,... realen koren.
Ali ima lahko to zaporedje:

(a) 10 Elenov,

(b) neskon&no mnogo Elenov?

Cokolada ima pet zarez po dol%ini in osem po Eirini, tako da jo lahko
razdelimo na pasove (oziroma na skupaj 9 -6 = 54 kvadratkov). Igralca
igrata naslednjo igro: igralec na potezi odlomi pas Zirine enega kvadratka
vzdolZ ene zareze in ga poje, nato za njim enako napravi drugi igralec s
preostankom Zokolade... (lgralca se izmenjujeta v potezah.) Ko eden od
igralcev razlomi pas Sirine dveh kvadratkov na dva pasova &irine enega
kvadratka, pojesta vsak po en pas. Doka%i, da lahko igralec, ki igro
zakne, igra tako, da poje vsaj 6 kvadratkov ve€ kot njegov soigralec (ne
glede na to, kako soigralec igra).

. Isto kot 4. naloga za prvo skupino.

Se zadnji¢ v tem Zolskem letu so se tekmovalci zbrali 10. marca, ko so

reSevali naloge v drugem delu tekmovanja. Tudi tokrat objavljamo le po dve
nalogi za vsako skupino.

Prva skupina

. KroZnici se sekata v totkah A in B. Tangenti na kroZnici skozi A sekata

kroZnici v totkah M in N. Premici skozi B in M ter B in N sekata
kroZnici v totkah P oziroma Q. Doka%i: MP = NQ.

. Vsak od 450 Elanov parlamenta je oklofutal natanko enega od sopar-

lamentarcev. DokaZi, da lahko izberejo 150-Elansko komisijo, v kateri
nih&e ni oklofutal nobenega od Elanov komisije.

Druga skupina

. Poiéi najvegje celo Stevilo M, katerega zadnja Stevka ni ni€la (v de-

setifkem zapisu), tako da celo Stevilo, ki ga dobimo, & v M zbritemo
eno od njegovih Stevk (vendar ne prve), deli M.

Dan je konveksni Ztirikotnik ABCD. Po dve nasproti leZe&i stranici
podaljSamo, da se sekata: AB in CD v togki P, BC in AD v togki Q.
Naj bo K presefi¥¢e simetral zunanjih kotov &tirikotnika pri A in C, L
presetis€e simetral zunanjih kotov pri B in D ter M preseéii€e simetral
zunanjih kotov pri P in Q (simetrala zunanjega kota pri X je premica,
ki gre skozi X in je pravokotna na simetralo notranjega kota pri X).
DokaZi, da leZijo totke K, L in M na isti premici.



NOVE BINIGE

Po tekmovanju poélje tekmovalna komisija najboljSe izdelke v pregled
glavnim organizatorjem v Moskvo. Tako so Bojan GORNIK, Marke KRAJNC
in Mitja MASTNAK prejeli diplome za uspe3no refevanje nalog na 14. med-
narodnem matematiénem tekmovanju mest.

Matjaz Zeljko

PRI NASTAJANJU PRESEKA POMAGAJO S PROGRAMSKO
OPREMO PODIJETIJA:
MARAND, MARMIS IN SKUPINA ATLANTIS.

Marnell, G. R.: STEVILSKE KRIZANKE, prevod D. Felda,
M. Zeljko, Komisija za popularizacijo matematike v srednji
Soli, DruStvo matematikov, fizikov in astronomov Slovenije,
Ljubljana 1994, 126 str.

KnjiZica je iz8la konec aprila in prina%a petdeset celostranskih Etevilskih
krizank; vsaka vsebuje po petdeset, Zestdeset gesel.

Eno od kriZank smo objavili v peti 8tevilki lanskega letnika Preseka. Tisti,
ki ste jo re3evali, torej poznate trdost orehov, ki jih je v tej knjigi treba streti.

KriZanke so predstavljene z za kriZanke obiajno mreZo, njihova poseb-
nost je, da so odgovori Stevila. Za reSevanje ne potrebujete kakega poseb-
nega matemati¥nega znanja. Slo bo z nekaj aritmetike in predvsem logike,
saj mnoga gesla sama po sebi ne dolo€ajo reSitve natanko, ampak dopu%€ajo
ve€ moZnosti, in 3ele v povezavi z drugimi gesli po veZ ali manj korakih lahko
ugotovimo, katera je prava.

Dela in zabave prina%a knjiZfica torej za vse poéitnice. Posebej imenitno
je, da ne potrebujete za refevanje ne leksikonov ne priroénikov, na morje ali
k stari mami vzamete le knjiZico in svojo pamet. Za najhujZo silo je v knjiZici
celo slovartek izrazov, uporabljenih v krizankah (vsega le 17), in tabelice
potrebnih kvadratov, kubov, Eetrtih potenc in prastevil.

KnjiZica je lahko imenitno darilo za domaée in prijatelje vseh starosti,
da le imajo v sebi ugankarsko Zilico; lahko tudi prijazna nagrada u€encem za
Zolski uspeh.

Dobite jo pri Komisiji za tisk DMFAS, Ljubljana, Jadranska 19. DruZtve-
na cena in cena za Zole je slabega pol tisofaka. Petdeset krizank po deset
tolarjev - pa vsaka za ves dan!

Marija Vencelj



FIZIGA

0 ZACETNIH STEVKAH V NIZIH STEVIL

Vzemite v roke telefonski imenik in upo3tevajte prvih tiso& naroénikov, pri
katerih je v naslovu navedena hi%na Stevilka. Tako dobite na primer na prvih
Zestih straneh in delu prvega stolpca na naslednji na zaZetku imenika za
Ljubljano (od strani 5 do prvega stolpca na strani 11) tiso& hi¥nih 3tevilk, to
Je &tevil. Koliko od njih se zaenja s 3tevko (cifro) 17 Koliko se jih zaenja z
2 in tako po vrstis 3, 4,5, 6, 7, 8 97 Pri tem se ne oziramo na to, ali ima
Stevilo eno, dve ali tri mesta, ampak se zanimamo samo za prvo 3tevko. Ali
je vsaka od devetih Etevk na prvem mestu zastopana priblizno enakokrat, to
je 1000/9 = 111-krat? Ne, nikakor ne, kakor kaZeta preglednica in diagram
(slika 1).

1 2 3 4 5 6 7 8 9
325 189 121 88 79 64 54 38 42
0,325 0,189 0,121 0,088 0,079 0,064 0,054 0,038 0,042

P, 0301 0,176 0,125 0,097 0,079 0,067 0,058 0,051 0,046
V prvi vrstici so navedene 3tevke in v drugi pogostnost, s katero se
pojavljajo na prvem mestu. Tretja vrstica vsebuje relativno pogostnost ali

deleZ, ki ga dobimo, ko pogostnost delimo s celotnim 3tevilom. V nagem
primeru je to 1000, tako da deleZa ni tezko izra&unati.

&

0,3 E———-

Slika 1. DeleZ hisnih Stevilk, ki se zaZenjajo s 3tevkami od 1 do 9, za prvih tisoZ telefonskih
naro&nikov v Ljubljani (sklenjene &rte) in napovedi Benfordovega zakona (Zrtkane Zrte).
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NajveZkrat je na prvem mestu 3tevka 1, sledijo ji po vrsti 2, 3 in tako
dalje. Devetica je v nafem primeru na prvem mestu sicer pogosteje kot
osmica, a to je posledica razmeroma majhnega celotnega Stevila. Opazimo

namre¥, kako se postopno kaZe urejenost, ko upoStevamo vet in veé Stevil
(slika 2).

—— e

Slika 2. Delez hidnih stevilk, ki se zaZenjajo s Stevkami od 1 do 9, za prvih 323 (prve tri
strani) telefonskih naroZnikov v Ljubljani (sklenjene &rte) in za prvih 728 (prvih pet strani)
telefonskih naroZnikov (Ertkane &rte). Pri manjSem 3tevilu zajetih Stevil so odstopanja
vetja.

Ugotovitev, o kateri porofamo ima zanimivo zgodovino. Simon New-
comb (1835 do 1909), profesor matematike in astronomije, je veliko dela
vloZil v izdelavo novih in natanZnejsih tablic za gibanje planetov in Lune. Pri
svojem rafunanju je opazil, kot Ze drugi pred njim, da so knjige z logaritmi
bolj zdelane na zaZetku. Za logaritme ni mogo&e re&i, da so jih bralci zaZeli
brati, pa nad njim obupali kakor nad slabim romanom. Zato je Newcomb leta
1881 pojav poskuZal okvirno pojasniti.

Temeljiteje se je ukvarjal z vprasanjem fizik Frank Benford pri ameriZki
druzbi General Electric. Leta 1938 je objavil €élanek z naslovom Zakon ano-
malnih Stevil. Po Benfordovem zakonu se dele? Etevil, ki se zagenjajo s Etevko
n, z nara¥€ajolim Ztevilom preiskanih podatkov bliZa

n+1
P

Pn = log g= 1 B i 0l

Po tej enatbi izratunane deleZe navaja zadnja vrstica preglednice.
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Benford je raziskal prve Stevke v dvajsetih nizih podatkov, med njimi
povriine porefja 335 rek, relativne atomske mase tisof kemijskih spojin,
hi¥ne Stevilke 342 znamenitih Ameri€anov. V celoti je obdelal veZ kot 20
tisof podatkov. V njih se je enica pojavila z najve&jim delezem 0,306, ...
devetica pa z najmanjdim delezem 0,047, kar se dobro ujema z zakonom.
Od posamiénih nizov so se nekateri zakonu bolje prilegali, drugi slab%e. Med
zadnjimi so bili na primer kvadratni koreni naravnih Stevil. Mednje sodijo tudi
telefonske Ztevilke iz naZega telefonskega imenika, saj se ljubljanske 3tevilke
sploh ne zaZenjajo s 6, 7, 8, 9. Benford je sodil, da velja njegov zakon za
Stevila, ki jih dobimo pri merjenju kake koli€ine, na primer doloZene snovne
lastnosti za razliéne snovi, &e izida ne moremo napovedati. Zato je govoril o
anomalnih Stevilih.

V fiziki poznamo veé podobnih zakonov. Logaritem razmerja med
vpadnim svetlobnim tokom in tokom, ki ga prepu%ta plast enakomerno ab-
sorbirajo€e snovi, je sorazmeren z debelino plasti. Logaritem razmerja zage-
tnega Stevila atomskih jeder in &tevila atomskih jeder, ki preostane pri radioak-
tivnem razpadanju po doloenem &asu, je sorazmeren s €asom. V fiziologiji
velja za odziv Eutil Weber-Fechnerjev zakon, po katerem je odziv sorazmeren
z logaritmom draZljaja, na primer izdatnost obZutka zvoka, to je glasnost, je
sorazmerna z logaritmom jakosti zvoka. Navadno mislimo na inverzno odvis-
nost in govorimo o eksponentnem zakonu. Tak zakon velja tudi v biologiji za
Stevilo bitij doloZene vrste pri neomejeni rasti.

Leta 1991 sta J.Burke in E.Kincanon preskusila Benfordov zakon na os-
novnih fizikalnih konstantah in poroZala o tem v American Journal of Physics.
Izbrala sta dvajset konstant od atomske enote mase preko Avogadrovega
Stevila do mase protona in hitrosti svetlobe. Za tako maloZtevilen niz ne
pricakujemo dobrega ujemanja z zakonom. Zares ni konstante, ki bi se zaZela
s 4 ali 7, a zakuda se jih z 1 zalenja 8, z 9 pa samo 2. Skoraj vse konstante
imajo enoto, kar pomeni, da je njihovo mersko Stevilo odvisno od uporabljenih
osnovnih enot. ObiZajno jih navedemo v mednarodnem sistemu enot, a Burke
in Kincanon sta jih za primerjavo naved|a tudi z angle$kimi osnovnimi enotami
in nista dobila ni€ slab%ega ujemanja.

Zares pri¢akujemo, da ugotovljena lastnost obseZnega niza podatkov ni
odvisna od izbire enote, &e gre za izide merjenja kake fizikalne koli€ine. Hitro
uvidimo, da Benfordov zakon obvelja, €& pomnoZimo vsa &tevila danega niza
z izbranim Stevilom. To je napeljalo nekatere na misel, da je zakon povezan
s kaosom in fraktali, za katere vemo, da so samopodobni in neob&utljivi na
merilo.
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Leta 1993 so B.Buck, A.C.Merchant in S.M.Perez v European Journal
of Physics porotali o svojem delu z razpolovnimi &asi atomskih jeder, ki
razpadajo z radioaktivnim razpadom «. Pri takem razpadu izstreli jedro
delec «, to je jedro helijevega atoma, in se spremeni v jedro elementa,
ki pride v periodni preglednici na vrsto dve mesti prej. V razpolovnem
Zasu razpade polovica zafetnega Stevila jeder. Razpolovni &asi segajo od
majhnih delov sekunde do milijard let. Trije fiziki so raziskovali podrobnosti
radioaktivnega razpada in poskuSali pojasniti izmerjene razpolovne Case s
teorijo. Porazdelitev podatkov po prvih Stevilkah je bil samo stranski proizvod
tega raziskovanja. Ugotovili so, da so se izmerjeni razpolovni &asi za 477
jeder dobro prilegali Benfordovemu zakonu: deleZ 1 je bil 0,296, ... delez 9
pa 0,052. Podobno so ugotovili za te razpolovne Zase, ki jih napove teorija:
deleZ 1 je bil 0,310, ... delez 9 pa 0,044. Pri nizu, ki vsebuje le 477 podatkov,
moramo biti pripravljeni tudi na nekaj odstopanja.

Doslej smo poroéali o tem, kaj ugotovimo, e se zanimamo za zaetne
Stevke v nizih Stevil. Ali je ugotovitev mogote pajasniti? Mnenja o tem niso
enotna.

S.Newcomb je izhajal iz dejstva, da lahko vsako pozitivno Ztevilo a
zapiSemo v obliki 10° z realnim 3tevilom s = loga, &€ mislimo na logaritme
z osnovo 10. Tisti, ki so Ze ralunali z logaritmi, se spominjajo, da celi del
s dolo€a lego decimalne vejice v Stevilu a, Stevilo samo, ne glede na vejico,
in s tem tudi njegovo prvo Stevko, pa dolo€a del s za vejico. Newcombu se
je zdelo samo ob sebi umljivo, da je neceli del s enakomerno porazdeljen na
intervalu [0,1). Tako bi Ze on lahko odkril Benfordov zakon.

Tudi Benford je mislil, da gre za zakon narave, ki ga ni treba podrobno
pojasnjevati. Po njegovem mnenju “narava Steje” na primer takole 1, 1-2
=222=442=28,82=16,... Vtem primeru so deleZi 3tevil, ki se
zalenjajo s posami€nimi $tevkami, sorazmerni z dolZino, ki ustreza tej Etevki
na logaritmiZnem ra&unalu (slika 3). Pred tremi desetletji so z njimi raéunali
Studenti, dokler jih niso izpodrinila Zepna raéunala.

Leta 1944 sta fizika S.A.Goudsmit in W.H.Furry ugovarjala, da gre
zgolj za posledico na%ega pisanja Stevil. To sta W.H.Furry in matematik
H.Hurwitz poskusila naslednje leto v isti reviji dodatno utemeljiti. Namesto
Benfordovega zakona bi dobili P, = loga[(n+1)/n], n < A, Ee bi pisali
Stevila v 3tevilskem sistemu z osnovo A, ne v desetizkem. Pri tem pomeni
log 4 logaritem z osnovo A.
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Slika 3. Na logaritmi€nem raZunalu ustrezajo dolifine delefem zaZetnih Ztevilk; deleZ
podatkov z 2 na prvem mestu in delez podatkov z 1 na prvem mestu sta v enakem razmerju
kot daljica med 3 in 2 in daljica med 2 in 1 na skali C ali D.

B.J.Flehingerjeva je leta 1966 v reviji American Mathematical Monthly
izhajala od deleZa ¥tevke n na prvem mestu v nizu naravnih Stevil n < N.
Delez stevke 1 se na primer spreminja z V, povpre&je, povpregje povpreéja . ..
se za N — oo bliZajo log2. V isti reviji je leta 1969 R.A_Raimi raziskal pogoje,
pri katerih dobimo Benfordov zakon, in je pri tem vkljugil neodvisnost od
merila. Razprava, ki smo jo nakazali, je zahtevna. Zato se je najbolje omejiti
na to, da ugotavljamo, kako dobro velja za dolo&en niz podatkov Benfordov
“zakon”, in se ne ukvarjati s teZavami.

Janez Strnad

NAGRADNA NALOGA - MAGICNI SESTKOTNIK - Regitey
s str. 193

Na desni vidimo magi&ni Zestkotnik,
katerega iskanje je zaposlovalo Clif-
forda Adamsa ve& kot pol stoletja.
Na¥im refevalcem je ¥lo delo hitreje
od rok. Resnici na ljubo povejmo,
da smo, ratunajo€ na rafunalnikar-
Jje, pritakovali bogatejSo bero. Ven-
dar nam je resitve poslalo vsega se-
dem reSevalcev. Med njimi je Zreb
izbral Draga Bokala iz Srednje vasi
pri Polhovem Gradcu in Andreja Za-
larja iz Sentjurja.

Obema smo nagradno knjigo Keitha Devlina Nova zlata doba matema-
tike Ze poslali po po¥ti. ReSitve so nam poslali $e: Matej Mencinger z Raven
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na Koroskem, Andrej Jakob&i€ in Uro¥ Jovanovit iz Novega mesta, MatjaZ
Kogak iz Dolenjega Maharovca pri Sentjerneju ter Peter Movrin iz Ljubljane.

Drago in oba Andreja so tudi priloZili programe, s katerimi so nalogo
reili. Zanimivo - vsak v svojem jeziku: eden v pascalu, drugi v prologu, tretji
v programskem jeziku C.

Zadrzimo se ¥e nekoliko pri magignih Sestkotnikih. V Adamsovi zgodbi
smo izvedeli, da je menda magi&ni Zestkotnik reda 3 edini netrivialni magiéni
Zestkotnik, ki sploh obstaja. Poglejmo, zakaj je to res!

Naj bo n red magi€nega Zestkotnika, to je Stevilo 3tevil, razvriZenih ob
eni njegovi stranici. Vseh polj v Zestkotniku je:

N=2n+(n+1)+...+(2n—2)]+(2n—1)=3n" —3n+1
in je torej vsota vseh Stevil v Sestkotniku enaka:
5:1+2+...+N:%(3n2—3n+1)(3n2—3n+2).

Vseh magi€nih vsot je 3(2n — 1), toliko kot stranicam vzporednih vrstic. Ker
nastopa v vsotah vsako ¥tevilo trikrat kot sestevanec, je vrednost magiZne

vsote enaka . Magi€na vsota je vsota naravnih 3tevil, torej naravno

n ——
Stevilo. Naravno 3tevilo n mora tedaj izpolnjevati pogoj:

(3n2 =3n+1)(3n2 —3n+2)
2(2n—1)

€ IN.

Ker je Stevec v zgornjem ulomku kot produkt dveh zaporednih Ztevil sodo
Stevilo, 2n — 1 pa je liho 3tevilo, je ta pogoj ekvivalenten pogoju

16(3n2 —3n+1)(3n2 —3n+2) _
2n—1 -
_[(2n—1)(6n—3)+1]-[(2n—1)(6n — 3) + 5]
- 2n—1 ch

kar pomeni

€ IN.

2n—1
Ta pogoj pa izpolnjujeta le naravni Stevili 1 in 3. Prvo daje trivialni, drugo
Adamsov magi&ni Zestkotnik.
Marija Vencelj
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CASUS IRREDUCIBILIS
Ob 240. obletnici rojstva Jurija Vege

V gri€evju, ki spremlja levi breg Save na vijugasti poti od Ljubljane do
Litije, leZzi Zagorica. Pred 240 leti, natanneje 23. marca 1754, se je v
Zagorici revnim starem rodil slovenski matematik Jurij Vega. Rojen je bil
v vznemirljivih Easih vladanja Marije Terezije, odra¥¥al v obdobju reform
njenega sina JoZefa |l., kot Eastnik avstrijske vojske pa je na boji%€u doZivljal
zaletek konca turSkega imperija v bojih za Beligrad ter posledice francoske
revolucije v §tevilnih bitkah zoper Francoze ob Renu, da vojne s Prusi niti ne
omenjamo.

Vegovo matematiéno delo poznamo predvsem po zbirki logaritmovnikov,
s katerimi je zaslovel po vsem svetu in so jih uporabljali e dolgo po njegovi
smrti. Manj znane, vendar ni€ manj zanimive, so njegove znanstvene razprave.
Najpomembnej%a je gotovo tista, v kateri je izratunal 140 decimalk 3tevila
7. Z njo je vet kot pol stoletja drzal “rekord" pri ratunanju decimalk te
najznamenitejfe matemati€ne konstante.

Vega je za svoje delo dobival Stevilna priznanja. Za drZavo, oziroma
cesarja, je bil najpomembnej3i njegov doseiek na podro&ju balistike, ko je
konstruiral izvrsten moZnar. Leta 1800, le dve leti pred smrtjo, je bil povzdig-
njen v barona. Jurij Vega je bil eden redkih Slovencev, ki se je dokopal do
druZinskega grba. Prav gotovo pa je bil edini, ki si je grb zasluZil s svojim
delom in ga ni pridobil zaradi bogastva in mo&i: na grbu je naslikana prizgana

bomba (slika 1).

Vega si je po kon€anem Zolanju v Ljubljani, kjer sta bila z Linhartom
sodolca, v resnici sluZil kruh tako kot ve&ina matematikov vseh Z¥asov: s
pougevanjem. UEil je na topniski Soli na Dunaju. Svoja predavanja je izdal v
obliki uébenika Vorlesungen iiber die Mathematik (Predavanja o matematiki).
S tem se je postavil na €elo vrsti izvrstnih slovenskih piscev matemati€nih
uébenikov. Dokler smo bili Slovenci 3e vkljuZeni v Avstro-Ogrsko, je bilo
razumljivo, da so u€benike Vega, Mo&nika, Holevarja in Zupan&i€a tiskali v
nem3&ini in prevajali v druge jezike. Kasneje je tudi Plemelj izdal monografijo
v angle§&ini, vendar je postalo jasno, da je iz male drave mnogo teZe prodreti
na svetovni trg. Tako smo pravzaprav v paradoksalnem poloZaju. Slovenski
matematiki dandanes mnogo laZe izdajamo v tujini svoje znanstvene spise
kakor pa u€benike.
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Slika 1. Vegov grb

Vsakomur mora biti jasno, da so u€beniki izpred dvesto let zastareli.
Kljub temu pa je vredno pogledati, kaj je Vega pisal v svojih Vorlesungen iiber
die Mathematik. Na%a matemati€na nrav nam narekuje, da se spomnimo tega
velikana na natin, ki matematikom najbolje pristoji. Poskusimo podoZiveti
nekaj razmislekov, ki jih je Vega prelil na strani svojega uZbenika.

Oglejmo si dodatek druge knjige, ki nosi naslov: Analytische Darstellung
der Sinus fiir jeden dritten Grad von 0 bis 90° (Analitiéna predstavitev sinusa
za vsako tretjo stopinjo od 0° do 90°). Gre za razpredelnico vrednosti sin o,
za kote & = 0°,3°,6°,...,90° (tabela 1).

Matematik pa si ob tej razpredelnici nehote zastavi veZ vprasanj. Neka-
tera med njimi utegnejo zanimati tudi bralce Preseka:

e Zakaj so sinusi privilegirani? Zakaj ni 3e razpredelnic za tangense in
kotangense?

o Zakaj niso koreni v razpredelnici izra€unani, ampak so pug€eni v "anali-
ti¢ni obliki" ?

e Zakaj je korak v razpredelnici ravno 3° in ne morda 1°, 2°,4° ali 5°7

e Kako si lahko samiizragunamo takZno razpredelnico, €e bi jo potrebovali?

e Ali je razpredelnica v dobi raunalnikov zastarela, odve&?

Preden odgovorimo na zastavljena vpra3anja, le beZno ponovimo defini-
cije trigonometrijskih funkcij (sinus, kosinus, tangens, kotangens, sekans in
kosekans) za ostre kote, torej za kote v pravokotnem trikotniku.
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Za pravokotni trikotnik s katetama a, b, hipotenuzo ¢, kotom a nasproti
a in kotom 90° — o nasproti b definiramo:
sina 1= , seca :=

cosa = , €sca 1=

oo w|n

Vse trigonometrijske funkcije je mogo€e izraziti samo s sinusom:

cosa = V1 —sinfa= sin(90° — ),

sina 1
tana = , cota = ;
cos & tan
1 1
seca = , CSCox = — "
cos & sin o

Zato je razumljivo, da lahko vrednosti drugih trigonometrijskih funkcij
izratunamo s se¥tevanjem, oditevanjem, mnoZenjem in deljenjem iz vrednosti
sinusov. S tem smo odgovorili na prvo vpraganje.

No, natanénej$i pogled na razpredelnico pokaZe, da je uporabniku pre-
glednice Vega pripravil vse potrebno za raéunanje sinusov. Na zaZetku stojijo
naslednje iracionalne konstante:

V2 |1,414213562373
V3 |1,732050807569
V5 |2,236067977500
5+ /5 |2,689994047856

Njegove konstante se potem nadaljujejo z

\/5— V5, \/1u+2\/§: V2\/5 + V5, itd.

Vse te pa je mogoce izraunati iz osnovnih Stirih konstant s celimi $tevili in z
elementarnimi ra€unskimi operacijami.

Odgovor na drugo vpraSanje je skoraj oliten. Vega je s preglednico
omogotil, da si sami izratunamo tabelirane sinuse s poljubno natanZnostjo.
Za vse prakti¢ne raune seveda zadoS€ajo konstante, izrafunane na 12 deci-
malnih mest.

Zakaj si je Vega izbral ravno korak 3° pri svoji razpredelnici? Ali gre za
slu¥aj? Kako to, da je mogote izraziti sinuse vseh teh kotov s koreni?
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sin3° =cos87° =k[—\/F - I+ /3 + VB +V5+ V5 V15+3 V5]
sin6® =cos84° =%—[—1 -5+ \/30—-76\/5]

sin9°® =cos81° :%[\/-g+ \/g— \/5—_\/!';]

sin12° =cos78° =% [\/5- V15 + mg]

sin15° =cos 75° :% (\/;:— \/%_)

(-1+5)

[-VE+ VE+ VE- VB +V15-3V5+ /53]
[V3+Vi5- \/10-25)

V- VE+ V55 A

Vi3 VE+ /E+ /B - V5484 /15+38]

sin 18° =cos72® =

Il

sin 21° =cos69°

sin 24° =cos66°

sin 27° =cos63°

sin 30° =cos60° =

sin 33° =cos57° {
" sin36° =cos54° = [\/10—2 ]

§in39° =cos51° =1 [\/3 + /L + 2+ VB - V15354 /5 V5]

sin42° =cos48° [1— V5 + \/30-{-6\/_]

sin45° =cos45° =/1
sin48° =cos42° =

I

L - o == N|r- PSR- .~ N

[~ \/§+\/_+\/1a+2v'§]

sin54° =cos36° =1 (1 + f)

sin 57° =cos33° = [\/g—- \/;+ \/g* \/12—?+ \/5+ V5 + \/15-|—3\/§]
sin 60° =cos 30° 2\/5

s5in63° =cos27° —;[ \/_+ \/_+ V5 \/_]

sin66° =c0s24° =1[1+ V5 + /30— 6 /5]

sin69° =cos21° =L [\/3+ /E+ /3 + /E + V/15-35— NS V3|
sin 72° =cos18° :-1'- 10425

sin 75° =cos 15° =7’.;\— \/§+ \/;)

sin 78° =cos12° =} [-1+ /5 + \/m]

sin81° =cos9° :L[\/Z—‘—F \/?‘F \/5——\/51

sin84° =cos6° =}[v3+ VI5+ m\/_ﬁ]

sin87° =cos3° =i[-/T+\/F-/E+VE+V5+ 5+ /15435

Tabela 1. Vegova razpredelnica sinusov. Vrstni red &lenov v izrazih je nekoliko spremenjen.

1
&
sin51° =cos39° =%
1
4
1
8
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Ponovimo Vegov razmislek. UpoStevati moramo zvezi:

sin(a + B) = sina cos B + cos a sin B

sin(ac — B) = sin et cos B — cos a sin 3,

ki ju spoznamo v srednji Zoli pri pouku trigonometrije.
Od tod zlahka izpeljemo obrazce za sinuse dvojnih, trojnih in petkratnih
kotov:

sin2a = 2sinacos o, sin3a = 3sina —4sin3a‘

sin5a = 5sina — 20sin® & + 16sin° a.

Uporabili bomo Ze zvezi

o (EE 1 . 1 -
sin = = Ex/l—ksma—E\/l—sma

cosa = V1—sinla

ter znano dejstvo, da sinus nara$Za, ko kot nara¥€a od 0° do 90°. Iz izrojenega
trikotnika dobimo:

sin0° =0, sin90° =1.

Ce znamo izragunati sin 3°, lahko z obrazcem za sinus vsote naéeloma
izratunamo sinuse vseh manjkajo€ih kotov. lzpeljava lahko poteka takole: -

Ker je 30° tretjina 90°, ozna&imo x = sin 30 in iz zveze za sinus trojnega
kota

sin 90° = sin(3 - 30°) = 35sin 30° — 4sin> 30°
dobimo ena&bo
1=3x—4x3,

ki ima reditve x;3 = —1,x23 = % Ker je 0 < x = sin30° < 1, mora biti
sin30° = % Isti trik lahko uporabimo pri ra€unanju y = sin 18°. Razlika
je le v tem, da izberemo obrazec za sinus petkratnega kota. Re%iti moramo
enacbho

1="5y —20y>+ 16y° .
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Koren y; = 1 uganemo, potem pa dobimo enatho 4. stopnje 16y% +
+ 16y — 4y2 —4y 4+ 1 =0, ki je kvadrat kvadratne enatbe

(4y? +2y —1)? = 0.

Le-ta ima dve dvojni reditvi: yo 3 = —;1[(\/5-1- 1), v = %(\/5- 1). Ker
is¢emo sin 18° na intervalu (0, %} ustreza temu pogoju le ena dvojna reSitev.
Tako imamo

. .
sin 187 = E(\/g— 1),

Iz obrazca za sinuse poloviénih kotov debimo

30° 1 1 1. 43 1 /1
. - S =i i 0 s — 5] O= /= —=/=
sin 15° = sin s 2\/1+sm30 2\/1 sin 30 2\/; 2\/;

Ce uporabimo %e obrazec za sinus razlike kotov za kota a = 18° in

B = 15°, dobimo

sin 3° = sin(18° — 15°) = sin 18° cos 15° — cos 18° sin 15°.
Pri tem dobimo manjkajo&e vrednosti za kosinuse iz obrazca
cosa = V1 —sinZa.

Tako imamo

cos18° = V1 —sin?218° = 5+ 5
2f

cos 15° = V1 —sin? 15° = 2 +

Konéni rezultat je torej

sin3° = % ((—1+»/§)\/2+\/§+(1—\/§)\/5+\/§)_

Obliko je izbral ragunalniski sistem Mathematica. Z raZunalnikom smo
preverili (bralec pa naj se o tem prepri€a brez ragunalnika), da je vrednost
enaka tisti, ki jo je zapisal Jurij Vega:

sin3°=%(\/§+\/12§+\/5+ \/5—\/15+3\/§—\/§—\/§),
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Ko smo z Mathematico prerafunavali sinuse, smo opazili, da je mogote
V2 + /3 izraziti s /2 in /6. Ali lahko ugotovite, kako? Ce tega niste storili
e prej, zdaj brez teZav pokaZete enakost gornjih izrazov za sin 3°,

Ratunalnikarji pa si ob pogledu na Vegovo razpredelnico zastavimo
naslednje vpraSanje: Koliko &asa bi porabili, da bi po navodilih iz tabele
izratunali sinuse na n decimalnih mest? Zanima nas torej &asovna zahtevnost.
Ob tem moramo upoitevati nekaj predpostavk.

1. Rakunanje n decimalk iracionalnega kvadratnega korena iz majhnega
celega Stevila zahteva priblizno n? operacij.

2. RaZunanje n decimalk produkta dveh iracionalnih 3tevil zahteva priblizno
n? operacij.

3. Ragunanje n decimalk kvocienta dveh iracionalnih Stevil zahteva pribliZzno
n? operacij. Pri tem mora biti deljenec znan na 2n decimalk.

4. Ratunanje n decimalk vsote dveh iracionalnih Stevil zahteva priblizno n
operacij.

5. Rafunanje n decimalk razlike dveh iracionalnih 3tevil zahteva priblizno
n operacij.

6. Razpolavljanje iracionalnega %tevila (prvih n decimalk) zahteva priblizno
n operacij.

Ob teh predpostavkah lahko ugotovimo, da je za ralunanje razpredelnice
po Vegovi metodi potrebnih 16n2 + 90n operacij: 16 zahtevnejiih in 90
linearnih. Ker je 1/v/2 = \/2/2, bi lahko tevilo konstant, ki jih je potrebno
rafunanti s kvadratnim algoritmom, zmanj3ali na 15. Ni pa jasno, ali ni
mogote tega Stevila Se zmanj%ati. Zato lahko takej zastavimo naslednje
vprasanje:

Kolik&no je najmanjge Stevilo korenov (iracionalnih konstant), s kate-
rimi lahko potem izrazimo vse sinuse samo s seitevanjem, odStevanjem in
razpolavljanjem? (Namesto razpolavljanja bi lahko dopustili tudi deljenje s
celimi 3tevili.)

Zakaj torej Vega ni zapisal obrazca za ratunanje ¢ = sin1° (in drugih
sinusov)? ¢ je refitev enacbe

a=3x— 4x3 kjer je a =sin3°.
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Postopek za rafunanje decimalk te konstante so poznali Ze v petnajstem
stoletju Arabci. Al-KaZi je priblizke za reditev dobil takole:

¢0 — i,
¢1 = (a+4¢3)/3.
¢ = (a+447)/3.

in tako naprej. Torej dobimo ¢,(n=1,2,3, ...) rekurzivno

én = (a+4¢,_1)/3.

Enacba tretje stopnje ima eksaktno reditev. Poi&emo jo lahko s Car-
danovim obrazcem. V konkretnem primeru lahko z Mathematico tudi pois&e-
mo reditve enathe

4x3 —3x +sin3° = 0.

7al se refitve enatbe izra¥ajo s kompleksnimi koreni. Ko jih poskusimo izraziti
z realnimi operacijami, nam to uspe le tako, da prevedemo rafunanje na
trigonometrijo. Privzeti moramo, da vemo, koliko je sin 1°. To pa je circulus
vitiosus (zaarani krog). V Vegovih Zasih matematiki Ze niso vedeli, da je ta
konkretna enaZba nereljiva z realnimi koreni. Kasneje so dokazali, da kubina
enatba z racionalnimi koeficienti, ki ima tri realne reSitve in ni razcepna v
racionalnih 3tevilih, nima reZitev, ki bi se jih dalo izraziti z realnimi koreni.
Tak primer kubitne enatbe so poimenovali casus irreducibilis (primer, ki se
ne da poenostaviti). In prav enaba za sin1° je casus irreducibilis. To pa
ima za Vegovo tabelo globoke posledice. Jasno je, da nobenega sinusa s
celimi stopinjami, ki niso v tabeli, ni mogo€e izrafunati s koreni. To pomeni,
da je Vega izrafunal vse, kar je mogote izratunati. (No, lahko bi izragunali
sin 1°30’, vendar nas to ni zanimalo.)

Najlepse se zahvaljujem kolegu Marku Petkoviku za sodelovanje pri
nastanku tega prispevka.

TomaZ Pisanski
POKLICI — Resitev s str. 341

Naredimo razpredelnico, v kateri upo¥tevamo, da mora nekdo zasluZiti veé
kot TomaZ in da je Stevilo 3776 deljivo s 16 in ni deljivo s 3 ali s 7.

Odgovor je: Janez je vratar, TomaZ je poskuZevalec, Simon je oskrbnik
le2nikovih nasadov, Matej pa direktor.

NeZa Mramor-Kosta



(IATEMATIAH
RAZSIRITEV MORLEYEVEGA IZREKA

Kljub temu, da je trikotnik zelo preprost ravninski lik in da so ga prougevali
Ze v antiki, je dolgo skrival nekatere lepe lastnosti. Mednje prav gotovo sodi
osupljivo odkritje anglekega matematika Franka Morleya, ki se zdaj po njem
imenuje

Morleyev izrek. Razdelimo notranje kote poljubnega trikotnika ABC
s poltraki na tri enake dele in tri prese&i§éa naértanih poltrakov oznaéimo s
K, L, M, kot kaZe slika 1. Potem je trikotnik KL M enakostrani&en.

Slika 1.

Menda je vest o tem odkritju iz leta 1899 hitro ob&la matemati€ni svet.
Ceprav do leta 1914 ni bil objavljen noben dokaz Morleyevega izreka, se to
najbrf ni zgodilo zaradi teZavnosti dokaza. lzrek namreZ lahko potrdimo z
izratunom dol%in stranic (Morleyevega) trikotnika KL M. S spretno uporabo
lastnosti kotnih funkeij dobimo za dolZine vseh treh stranic isti izraz

d = 8rsin %a sin %ﬁ sin %’7. (1)

v katerem so a, 3, v velikosti notranjih kotov triketnika ABC, r pa polmer
njemu oértane kroZnice. Podrobnosti prepustimo bralcu in predstavimo "Eisto
geometrijski" dokaz Morleyevega izreka, ki nam bo koristil pri dokazu raz8iri-
tve tega izreka.
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Slika 2.

Dokaz. Totke A,B,C K,L in M ter koti o, B in =y naj imajo enak
pomen kot dosle], se&ig€e premic BM in CL pa zaznamujmo s P. Na daljici
P B izberimo totko D, na daljici PC pa totko E (slika 2), tako da velja

4PKD = €« PKE = 30°. (2)
ToZka K je sredii€e trikotniku PBC vértanega kroga, zato je
XKPD = £KPE = 1(180° — (28 + %7))
in tedaj zaradi a + B8 + v = 180°
XKPD = <KPE =30°+ }a. (3)
Trikotnika PKD in PKE imata torej ob skupni stranici paroma skladna
prilezna kota, zato sta skladna. Od tod z upoStevanjem enakosti (2) sledi,

da je trikotnik KED enakostrani€en. V nadaljevanju bomo pokazali, da
trikotnika KED in KL M sovpadata, in s tem sklenili dokaz izreka.
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Prezrcalimo K preko CP oziroma preko BP, zrcalni sliki pa ozna&imo
z F oziroma z G. Zaradi

4PCF = «PCK in £PBG = <PBK

lezi F na AC, G pa na AB. Poleg tega z upoStevanjem enakosti (3) dobimo

LCEF = «CEK = XPKE + ¥KPE = 60° + }a,
«BDG = «BDK = <PKD + «KPD = 60° + jc,

od koder sledi

LDEF = £GDE = 360° — 60° — 2(60° + &) = 180° — a.
Ker je poleg tega |[EF| = |DE| = |GD|, velja

LEDF = «DFE = (180° — «DEF) = }a (4)
in zato
LGDF = «GDE — Jo = 180° — a.

Torej je xGDF + €«GAF = 180°, Etirikotnik AGDF pa je tedaj tetiven.
Podobno ugotovimo, da je tudi Ztirikotnik AGEF tetiven, zato totke A, G,
D, E in F leZijo na isti kroZnici. S pomogjo izreka o obodnem kotu in enakosti

(4) dobimo

A DAE = «<DFE = %a'——- XEDF = < EAF .

Od tod sledi, da totka E sovpada s totko L, D pa z M. Trikotnik KLM

torej sovpada s trikotnikom K ED in je enakostrani€en, izrek pa dokazan.

|z notranjosti trikotnika ABC se zdaj ozrimo navzven; ob vsaki njegovi
stranici na&rtajmo zunanja kota, s poltraki ju razdelimo na tri enake dele in
zaznamujmo tri prese&i¥€a po dveh poltrakov ob vsaki stranici. So tudi v tem
primeru zaznamovane totke ogli§€a enakostraniénega trikotnika? Odgovor na
postavljeno vprasanje je pritrdilen in je del naslednjega, precej bolj presenet-
ljivega rezultata.
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lzrek 1. Razdelimo vse notranje in zunanje kote poljubnega trikotnika
ABC s poltraki na tri enake dele in dvanajst prese&is€ teh poltrakov oznacimo,
kot kaZe slika 3 na zadnji strani ovitka. Poleg tega zaznamujmo $e preseéi§éa
premic KL, LM in MK s poltraki, ki delijo notranje kote trikotnika ABC
na tri enake dele. Potem velja:

(a) Trikotniki KLM, KiLiMy, KalLoM,, KzLzM3 in KiLaM3 so
enakostranicni.

(b) Totke K2, L2, M3 in K3 leZijo na premici py, ki je vzporedna LM,
tocke L3, M3, Ky in Ly leZijo na premici py, ki je vzporedna MK, tocke
M1, K1, L2 in M3 pa so na premici p3, ki je vzporedna K L.

(c) Toéki R in S leZita na premici py, to¢ki T in U na premici pa, tocki
V' in Z pa na premici p3.

Dokaz. lzjavo (a) bomo dokazali podobno kot Morleyev izrek, zato
bomo nekaj podrobnosti presko€ili. Zadostuje ugotoviti, da sta trikotnika
KiL1 My in KyLoMs3 enakostraniéna. Brez tkode za dokaz bomo privzeli,
da je a < 90°. Setis&e premic BM; in CLy zaznamujmo s P; (slika 4). Na
premici Py B izberimo totki Dy in D', na premici PiC pa toki Ep in E',
tako da velja

<IP1KID]_:<{P]K1E1:30°, (5)
LP K D' = <P K1 E' = 150°. (6)

Totka K7 je srediZZe trikotniku Py BC vE&rtanega kroga, zato lahko izra-
€unamo

K1P1Dy = €K1 PiD' = $K1PLEy = <KiPLE' =30° - 3 (7)

in ugotovimo, da sta trikotnika K1 E1 D1 in K1 E'D’ enakostraniéna.

Prezrcalimo Ky preko CP; oziroma preko B Py, zrcalni sliki pa ozna&imo
z F1 oziroma z G;. Podobno kot v dokazu Morleyevega izreka ugotovimo, da
totke A, G1, D1, E1, F1 in D', E’ leZijo na isti kroZnici in s pomog&jo izreka
o obodnem kotu ter enakosti (5), (6), (7) pokaZemo, da totka E; sovpada s
totko Ly, D1z My, E' z Ly, D' pa z Mz, in s tem sklenemo dokaz trditve
(a).

Za dokaz izjave (b) je zaradi (a) dovolj videti, da sta premici E; K7 (ali
E1D') in KM vzporedni. Ker velia <« PBP; = 120° in je po Morleyevem
izreku ter enakosti (7)

LKPB+ «K1Pi1B=<KPM+ «£K1P1 D1 =60°,
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sta premici PK in Py Ky vzporedni. Zato sta vzporedni tudi premici E1 K3
(ali E1D") in KM, torej velja (b).

Slika 4.

Trditev (c) bo dokazana, brZ ko ugotovimo, da totka R le%i na premici
E'D’'. Premica E’D’' namreZ po prejinjem sovpada s premico L Ma3, dokazi
ostalih izjav iz (c) pa so podobni. Vemo Ze, da je trikotnik L M P enakokrak s
kotom < LPM = 60°+%a med krakoma. Zato velja < PML = 60"—%0: in
tedaj L LRM = KKLM — £ PML = La. Seveda velja tudi ¥LSM = la,
zato po izreku o obodnem kotu to&ki R in § leZita na kroZnici skozi A, L in
M. Poleg tega sta premici RS in L M vzporedni, torej velja

LRSL=«PLM = 60° — 1a,
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izrek o obodnem kotu pa nam da $e enakost
LRAL = ¥RSL = 60° — .
Zdaj lahko izraéunamo

ZRAD' = ¥ RAL + ¥LAB + «BAD' =
= (60° — Ja) + o + (60° — o) = 120°

LRBD' = ¥RBA+ <ABD' = 1B+ (60° — }8) = 60°

ter sklepamo od tod, da je &tirikotnik RAD'B tetiven. Po izreku o obodnem
kotu dobimo

XAD'R = 4ABR=1p. (8)
Ker totke A, D', E1, F1 in E' lezijo na isti kroZnici in ker je |E1 F1| = |E1 Dy,

s pomoéjo izreka o obodnem kotu dobimo najprej
LREE = «RAE = ja
in nato ge
XAD'E' = ARE' = $RCE, — <R E'E, = 1B. (9)

Iz enakosti (8) in (9) vidimo, da je ¥AD'R = «AD'E’', zato R le¥i na
premici E'D’, izrek pa je dokazan.

Poglejmo spet na sliko 3 na zadnji strani ovitka in dopolnimo druZine
enakostrani€nih trikotnikov, tako da naértamo premice L1 My, KoMy, K3l 3
in LM, KM, KL. V nastali druzini 7 je 27 enakostraniénih trikotnikov s
skupno 27 ogli¥€i. MnoZico teh ogli€ zaznamujmo z M. Osemnajst ogliZ iz
M smo Ze sretali v izreku 1, devet pa je novih. Tudi ta ogli$¢a lahko opiSemo
podobno kot prvih osemnajst.

Popolnost drufine 7 oziroma mnofice M se pokaZe, e skozi vsako
oglis€e trikotnika ABC natrtamo 3e po dve premici, ki razdelita dopolnilni
kot ob oglis¥u na tri enake dele. Spomnimo se, da dopolnilni kot danega kota
skupaj z njim tvori polni kot, in Ze lahko oblikujemo

[ ad

lzrek 2. Vsaka tocka mnoZice M je preseéiiée dveh premic iz druZine
osemnajstih premic, ki delijo notranje, zunanje in dopolnilne kote trikotnika
ABC na tri enake dele. (Glej sliko 5 na zadnji strani ovitka.)
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Dokaz izreka 2 je podoben dokazu izreka 1, zato ga prepustimo bralcu.
DolZine stranic vseh enakostraniZnih trikotnikov druZine 7 lahko izrazimo
s koti a, B, v in polmerom r trikotniku ABC oZrtane kroZnice. Veljajo
podobne formule kot (1). Tako na primer stranica trikotnika Kj Ly M3 meri

e = 8rsin(60° — o) sin(60° — 3B8) sin(60° — 1), (10)
stranica najve&jega enakostraninega trikotnika iz druZine 7 pa

f = 8rsin(60° + %cx) sin(60° + %ﬁ) sin(60° + %’y) (11)
Ce upo¥tevamo enakost

4sin x sin(60° — x) sin(60° 4 x) = sin 3x
ter formule za dolZine stranic trikotnika ABC

a=2rsinoe, b=2rsinf8, ¢ =2rsinqy,

lahko (1), (10) in (11) zdruZimo v zanimivo zvezo def = abc.
Sklenimo prispevek z naslednjo posplogitvijo Morleyevega izreka.

lzrek 3. S krajis¢ daljice AB naértajmo enako usmerjena vzporedna
poltraka a, b in razdelimo kota, ki ju oklepata z AB, s paroma poltrakov na
tri enake dele. Tudi pas med poltrakoma a in b razdelimo s premicama na
tri enake dele, prese&is&a razdelilnih poltrakov in premic pa zaznamujmo s K,
L, M, kot kaZe slika 6. Potem je trikotnik KL M enakostranien, njegova
stranica pa meri %!AB| sin %a sin %ﬁ, kjer sta a in 3 kota, ki ju poltraka a
in b oklepata z daljico AB.

L

L N
Slika 6.
Izrek 3 lahko dokaZemo podobno kot Morleyev izrek, ker pa je z njim 3e
manj dela, naj ga opravi kar bralec sam.

Boris Lavri&
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