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FIZIbA

CEBELA NA PASI

Opazujmo Eebelo, ki na cvetovih nabira nektar. Zdi se, da leti brez truda in
da pri tem ne opravi kaj dosti dela. Ali je res tako? Ocenimo torej, koliko
sladkorja mora Zebela pojesti zgolj zato, da se Zest ur obdrZi lebde€ v zraku.
Obravnava bo kar se da preprosta, saj nam gre le za grobo oceno.

Slika 1. Pri lebdenju potiskajo [
krila zrak navzdol. Poenostavlje-
no privzamemo, da se le zrak v
stebricku s presekom S in viSino

vt giblje navzdol s hitrostjo v. l
Gibanje zraka je v resnici zelo

zapleteno. Pri oceni preseka S
upo3tevamo, da je dolZina Zebele

1,5 cm.

Pri lebdenju mora &ebela s krili ustvariti curek zraka s hitrostjo v navz-
dol, nasprotna sila zraka na krila pa pri tem uravnovesi tefo Zebele. Silo
izrakunamo iz zakona o gibalni koli&ini: Sunek sile na telo je enak spremembi
gibalne koli&ine tega telesa. Pri nas je telo stebri¢ek zraka z viSino vt in pre-
sekom S (slika 1). Cebela ta stebriek v asu t s krili pospe&i od mirovanja
do hitrosti v. Pri tem naj bo €as t mnogo dalj$i od €asa enega zamaha s
krili. Sunek sile je kar produkt med silo in €asom, ko ta sila potiska telo, Ft;
sprememba gibalne koliZne telesa pa je pri nas kar m; v, saj na zaletku zrak
z maso m; miruje, na koncu pa se giblje s hitrostjo v. Velja torej:

Ft =mzv.

Maso stebri¢ka zraka izraunamo tako, da prostornino stebricka pomnoZimo
z gostoto zraka:

mz; = pSvt.

Iz obeh ena&b sledi, da je sila F kril na stebriek zraka:

F = pSv2.
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Po tretjem Newtonovem zakonu je sila stebritka zraka na krila prav tako
velika, a usmerjena nasprotno. Prav ta sila uravnovefa tefo Zebele, saj le-ta
med lebdenjem miruje. 1z pogoja:

F = mg,

kjer smo z m oznatili maso Zebele, g pa je pospeSek prostega pada, sledi za

hitrost v:
_ [mg
ifi== —95 ;

Iz Eebelarskih knjig zvemo, da je masa &ebele delavke okrog 80 mg, pri
letenju pa s krili zamahne 200-krat v sekundi. Presek zranega stebritka
S ocenimo na 2 cm?. Hitrost zraka v stebritku je potem v = 2 ms™1,
Preverimo ta rezultat s frekvenco, s katero &ebela maha s krili. Privzemimo,
da nihajo krila sinusno z amplitudo sg. Povpregna hitrost kril navzdol je
potem

2sp
T/2
UpoZtevali smo, da se krila v poloviZnem €asu T celega nihaja premaknejo za

dvojno amplitudo. Povpre€na hitrost ¥ pa mora biti dvakrat ve&ja kot hitrost
zraka v stebritku, saj so krila dejavna le pri zamahu navzdol:

T —

v=2v.
Frekvenca je iz teh ena&b:

o S
S

Dvojno amplitudo 2sp ocenimo na 1 ¢m in dobimo v = 200 s, kar se sklada
s pravo vrednostjo.

Kljub smiselnemu rezultatu za hitrost v moramo priznati, da smo opisali
lebdenje zelo grobo. Gibanje zraka je pri lebdenju zelo zapleteno. Podrobna
opazovanja so pokazala, da pri vsakem zamahu krila ustvarijo svitkast zra&ni
vrtinec, ki potuje navzdol. Podoben svitek dima znajo kadilci oblikovati z
usti.

Mehani&no mog, ki jo opravljajo krila, dobimo iz znane zveze:

P=Fv.
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Sila F je pri lebdenju enaka tei, torej:

= i
P = mg 5

Z navedenimi podatki je to P = 1,6 mW ali, preratunano na en kilogram
mase Zebele, P/m = 20 W/kg. Clovek z maso 70 kg, ki dela z motjo 1,4
kW, ima enako razmerje med moé&jo in maso.

Za Zesturno lebdenje, kolikor ocenjujemo, da Zebela dnevno prefivi v
zraku, opravi Zebela delo:

A=Pt=1,6-6-3600 mWs=351J.

Koliko medu mora pojesti, da lahko opravi tolikino delo? Prizgorevanju enega
kilograma sladkorja se sprosti 14 MJ energije. Cebela torej porabi najmanj 2,5
mg sladkorja za svoj let, &e vso spro%&eno energijo porabi prav za opravljanje
dela. Vemo pa, da Zivali le pribliZno eno tretjino spro¥€ene energije porabijo
za opravljanje dela, ostali dve tretjini pa se izgubita s hlajenjem telesa. Tudi
pri toplotnih strojih je tako. Cebela porabi za let kar 8 mg sladkorja, kar je kar
desetina njene mase. Z naSega stalista je let hudo garanje. Koliko sladkorja
pa Cebela prinese dnevno v panj? Denimo, da 3teje €ebelja druZina 40000
delavk, ki v ugodnih razmerah prinesejo v panj dva kilograma sladkorja na
dan. Na eno Zebelo odpade torej dnevno 50 mg sladkorja. Tudi &e so naSe
ocene za faktor 2 napaéne, vidimo, da porabi €ebela za svoj let precejien del
sladkorja, ki ga nabere.

Andrej Likar

UMOR V NORI VASI — Resitev s str. 273

Iz trditev (4) in (8) lahko zaklju&imo, da sta psihiatra najprej obiskala Boris
in Darko, saj je bil psihiater 3e Ziv, ko sta pri3la, in mrtev, ko sta Andrej (2)
in Cene (6) od8la. Iz (3) pa sledi, da je bil Boris prvi naroZen, torej ga je
drugi obiskal Darko. Ker Cene ni obiskal psihiatra kot tretji (5), ga je lahko
samo zadnji in je bil tretji narofen Andrej.

"Vrstni red obiskov je naslednji: Boris, Darko, Andrej in Cene. Psihiatra
je lahko ubil Darko, saj je bil psihiater Ze Ziv, ko je prigel (8), ali pa Andrej
- psihiater je bil Ze mrtev, ko je Andrej odSel (2). Iz (7) zaklju&imo, da je
morilec Andrej.

Mateja Rojc
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KRST TREH NOVIH ELEMENTOV

Kot udelezenec poletnega programa za 3tudente na raziskovalni ustanovi
Gesellschaft fiir Schwerionenforschung v Darmstadtu v Neméiji sem prisostvo-
val nenavadni prireditvi. 7. septembra 1992 so krstili tri najteZje doslej znane
kemijske elemente, ki so jih odkrili na linearnem pospeZevalniku UNILAC. Nji-
hova vrstna 3tevila so 107, 108 in 109. Nove elemente so sicer odkrili Ze v
letih med 1981 in 1988, vendar je postopek preverjanja meritev trajal vse do

|
Meitnerium

Nielsbohriu

————

Slika 1. Slovesnost ob krstu treh novih kemijskih elementov je dosegla vrhunec, ko so na
veliko stensko karto nuklidov dodali nova imena (foto: A. Vilfan).

Element z vrstnim 3tevilom 107 se imenuje nielsbohrij po slovitem dan-
skem fiziku Nielsu Bohru (1885-1965) in nosi v periodni preglednici oznako
Ns. Element 108 so krstili za hassij (Hs) po nemZki zvezni deZeli Hessen, v
kateri se raziskovalna ustanova nahaja. Element 109 je dobil ime meitnerij
(Mt) po fizi€arki Lisi Meitner (1878-1968), ki je skupaj z Ottom Hahnom
bistveno pripomogla k odkritju cepitve atomskih jeder.

Glavno zaslugo za odkritje novih elementov ima skupina profesorja Petra
Armbrusterja. Te nove elemente so pridobili pri obstreljevanju tar iz bizmuta
in svinca s kromovimi oziroma Zelezovimi jedri, ki so jih prej pospeiili do
visokih energij. Pri tem je prislo do reakeij:

2093] + 54Cr i 262Ns+ i

203Pb 4 58Fe = 265HS+I1
209 Bi + SBFe =5 266Mt+ i
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“Otroci” nielsbohrij, hassij in meitnerij seveda svojega krsta niso doZakali, saj
imajo vsi trije razpadne Ease z velikostno stopnjo nekaj milisekund. Njihov
obstoj so lahko ugotovili le posredno, preko njihovih razpadnih produktov.
Pri nielsbohriju so odkrili vsega 38 atomov, pri hassiju 3, pri meitneriju pa le
2.

Omenimo Ze, da elementi z vrstnimi_§tevili 104, 105 in 106 zaradi spora
med Rusi in Ameritani za zdaj e nimajo imen, vendar naj bi se tudi to
vprasanje kmalu razreSilo,

Andrej Vilfan

GLASBENI TROBOJ

Tri ljubljanske glasbene Z¥ole - viska, beZigrajska in glasbena %ola Center so
priredile tekmovanje. Na vsakem intrumentu je vsako glasbeno ¥olo zastopal
po en ufenec. Vsak udeleZenec je tako lahko zasedel prvo, drugo ali tretje
mesto na svojem indtrumentu, delitev mesta pa ni bila mogo€a. Uvrstitve
na posameznih inStrumentih so toZkovali tako, da je najbolje uvriZeni dobil
najve, najslab%e uvr¥Zeni pa najmanj toZk. UrZka, uZenka glasbene Zole
Center, je na tekmovanju navijala za svojega so¥olca, ki je %olo zastopal na
trobenti. Po tekmovanju je doma povedala:

“Na%a 3ola je zmagala na trobenti, v skupni uvrstitvi pa je bila boljga
vika glasbena ¥ola, ki je skupaj nabrala 22 totk. Mi in BeZigrajéani smo
uspeli zbrati le 9 toZk."

“Ali so bili na tekmovanju tudi kitaristi?" je vpraZala Urgkina mama.

"Bili so, ampak se ne spomnim, kdo je zmagal. Bolj so me zanimali
trobenta&i," je odgovorila Urska.

Katera %ola je zmagala med kitaristi? Koliko prvih, koliko drugih in koliko
tretjih mest je dosegla vsaka $ola?

Neza Mramor

KOCKA, KOCKA ...

V dano kocko vérta) manjSo kocko tako, da na vsaki stranici veéje kocke leZi

e tak&nih vértanih kock?



RACUNRLNIST

TRIKRAT ZANIMIVA PRASTEVILA

al

Stevila 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, ... so zaporedna prastevila. Deljiva solez 1 in
s samim seboj. SeStejmo prvih nekaj pradtevil:

2=72
5=243
10=243+5

17=2+345+17

Dobili smo zaporedje: 2, 5, 10, 17, ... Recimo, da so tevila v tem zaporedju
zanimiva. O&itno so nekatera prastevila zanimiva. To so:

{2,5,17,41,197,281, 7699, 8893, 22039, 24133, 25237, ...}

Zdaj pa sedtejmo prvih nekaj zanimivih prastevil:

2=3
17=245
248 =245+417

Dobili smo dvakrat zanimiva Stevila. Tudi med njimi so ofitno prastevila:
{2,7,117241,1351781, 3703429, ...}
Stevilo 3703429 je torej peto dvakrat zanimivo pradtevilo.
Postopek lahko ponovimo:
2=2
9=247
117250 = 2 4+ 7+ 117241

in dobimo trikrat zanimiva $tevila. O€itno je 2 trikrat zanimivo prastevilo.
Ali obstaja Se kakZno trikrat zanimivo prastevilo? Ali obstaja ¥esto dvakrat
zanimivo prastevilo? Le-to bi bilo Zesto prastevilo z lastnostjo, da je vsota
prvih nekaj zanimivih prastevilih. Vsako zanimivo prastevilo pa je vsota prvih
nekaj pratevil. Kar zapletena definicija, kajne? Verjetno ni treba posebej
poudariti, da smo si pri raunanju pomagali z rafunalnikom, natan&neje, z
Mathematico.

TomaZ Pisanski




FRTEMRTIRA

KOLIKO JE URA?

Pred kratkim je Gerald Weinstein v Easopisu American Mathematical Monthly
postavil tole vpraganje: Ali lahko ugotovimo to&en &as, ée poznamo lego obeh
kazalcev na uri, ne vemo pa, kateri kaZe ure in kateri minute? 1)

Odgovor se glasi: Ne vedno. Obstaja kon&no 3tevilo leg kazalcev, pri
katerih ne moremo doloéiti €asa. To vidimo takole: Naj bo prvi kazalec med
$tevilkama a in a+ 1, in sicer naj bo njegova natantna lega a4+ u, 0 < u <
< 1. (Dol%ino med dvema zaporednima Stevilkama na uri oznaéimo torej z
1.) Lega drugega kazalca pa naj bo b+ v,0 < v < 1. (Kadar je prvi (oz.
drugi) kazalec med 12 in 1, vzamemo a = 0 (oz. b = 0).) Denimo, da prvi
kazalec kaZe ure. V &asu, ko je priZel od a do a+ u, je drugi kazalec pretekel
pot od %tevilke 12 do b+ v. Ker je hitrost drugega 12-krat ve&ja, mora biti
12u = b+ v. Kadar ta enakost ni izpolnjena, prvi kazalec ne kaZe ur temve&
minute. Ce pa je izpolnjena, nismo gotovi, da je urni kazalec. Poglejmo
e drugi kazalec. Kakor pri prvem ugotovimo, da drugi ne kaZe ur, kadar ni
izpolnjena enakost 12v = a+ u. Na vprasanje, kateri je urni in kateri minutni
kazalec, lahko odgovorimo, & ena od omenjenih enakosti ni izpolnjena. V
dvomu pa smo tedaj, kadar sta izpolnjeni obe, kadar je torej

12u—v=5bin —u+12v = a.

lzraunajmo od tod u in v:

_a+12b _12a+b )
T T3 0 VT T
Ce je a = b, je tudi v = v; tedaj oba kazalca sovpadata in Zas je

doloen. Koliko je ura, ne moremo ugotoviti le v primeru, ko je a # b in se
v in v izra%ata z (*). Lahko je namre¥ a ur in 5(b+ v) minut ali pa b ur in
5(2 + u) minut. Ker imamo za a dvanajst moZnosti (a = 0,1, ...,11) in pri
izbranem a enajst moZnosti za b (ker je a # b), je vseh leg 12 x 11 = 132. V
teh primerih ne vemo, kateri je urni in kateri minutni kazalec; zato je razli€nih
leg polovico manj, torej 132 : 2 = 66.

Weinstein je postavil §e dodatno vprasanje: Kaj pa, &e poznamo lego
sekundnega kazalca, morda je tedaj ¢as vselej dolocen?

1) Amer. Math. Monthly, V. 99, 1992, str. 873, Naloga 10260.
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Denimo, da prvi kazalec kaZe minute. Razmak med dvema 3tevilkama
na uri pomeni 5 minut. Torej je preteklo 5u minut od trenutka, ko je bil
ta kazalec usmerjen proti a. Stevilo 5u ni nujno celo. Presefek nad celim
Stevilom pokaZe sekundni kazalec (preseiek je treba pomnoZiti s 60). Ce se
preseiek ne sklada z lego sekundnega kazalca, potem prvi kazalec ne kaZe
minut temve& ure. Prav tako ugotovimo, da drugi kazalec ni minutni, kadar
se z lego sekundnega kazalca ne ujema preseZek 3tevila 5v nad celim Stevilom.
V dvomu bi ostali tedaj, kadar bi bila oba presezka v skladu z lego sekundnega
kazalca. V tem primeru pa bi morala biti oba preseka enaka in zato 5v —5u
celo Stevilo. Od prej vemo, da prideta v postev le u in v, ki se izraZata z (*).
Od tod izrafunamo

5:11(a—b) _ 5(a—b)
143 =T

Desna stran je celo Stevilo le tedaj, &e je razlika a — b deljiva s 13. Ker sta
ain b manj$a od 12, mora biti a— b =0, se pravi a = b. V tem primeru pa
se kazalca na uri ujemata in lahko razberemo, koliko je ura.

Tako smo ugotovili: Ce poznamo lego obeh (velikih) kazalcev na uri
in lego sekundnega kazalca, lahko dologimo €as, &eprav ne vemo, kateri od
kazalcev kaZe ure in kateri minute.

S5v —5u =

Ivan Vidav
STEVILSKA KRIZANKA — Regitev s str. 288

Darjo Felda



ASTRONOMJA

450 LET HELIOCENTRICNEGA SISTEMA

Letos mineva 450 let od izida knjige Nikolaja Kopernika De revolution-
ibus orbium coelestium (O kroZenju nebesnih teles). Knjiga je iz3la 1543
v Niirnbergu (tega leta je Nikolaj Kopernik tudi umrl). Kopernik, po ro-
du Poljak, se je rodil 19.2.1473 v mestu Torunj na Poljskem. Studiral je v
Krakovu, pa tudi v Bologni, Padovi in Ferrari, in sicer medicino, matematiko,
astronomijo, pravo, bogoslovje in klasiZne jezike.

Kopernik se je zaZel zanimati za astronomijo Ze kot dijak. Med tudijem
v Italiji se je seznanil z mnogimi izobraZenci, ki so dvomili v Ptolemejev
geocentriéni sistem (Klavdij Ptolemej iz Teb, rojen v zaletku 2.stoletja po
Kr.). Zavzemali so se za heliocentritni sistem grikega filozofa Aristarha
iz Samosa, ki je Zivel v 3. stoletju pred Kr., vendar je bil njegov sistem
pozabljen. Tudi Kopernik sam je dvomil v geocentri€ni sistem, saj se mu je
zdel preneroden in premalo skladen, da bi lahko veljal za kon&no resnico o
zgradbi vesolja. Ptolemejev geocentriZni sistem je uporabljal kar 79 pomoznih
krogov, da je lahko pojasnil navidezna gibanja planetov med zvezdami!

Ko se je Kopernik vrnil iz ltalije v domovino, je opravljal sluzbo kanonika
varmijskega kapitlja s sedeZem v kraju Frombork - mestecu ob Baltizkem
morju. Bavil se je z upravljanjem kapitlja. Ve&ina kanonikov v tistem &asu ni
bila posve&ena v duhovnike. Tudi Kopernik sam ni bil duhovnik. V Fromborku
se je skoraj 35 let bavil s heliocentriZnim sistemom. Rezultat teh tudij je Ze
omenjena knjiga, ki je omogotila nov pogled na svet, nove filozofske smeri ter
razvoj astronomije in fizike kot znanosti. Knjiga spada danes med najslavnejge
knjige v Elovegki zgodovini. O tem seveda Kopernik ni ni€esar vedel niti slutil.
Pripovedujejo, da je prve odtise svoje knjige videl na smrtni postelji.

V knjigi razkriva Kopernik za tisto dobo revolucionarna spoznanja.

1.) Zemlja se vrti okoli svoje osi enakomerno od zahoda proti vzhodu.
To gibanje imenujemo vrtenje (rotacija) Zemlje. V enem dnevu se Zemlja

zavrti enkrat, kar povzroZa navidezno gibanje zvezd in Sonca v obratni smeri,
t.j. od vzhoda proti zahodu, seveda prav tako v enem dnevu. lzmenjava

dneva in noéi je torej odraz vrtenja Zemlje.
2.) V sredi¥€u vesolja je Sonce in ne Zemlja.

3.) Zemlja je eden od planetov in se enakomerno giblje ckoli Sonca
(revolucija) po kroZnici, ki so jo v geocentriénem sistemu imeli za tir Sonca
okoli Zemlje.
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4.) Planeti Merkur, Venera, Zemlja, Mars, Jupiter in Saturn enakomerno
kroZijo okoli Sonca v razliénih razdaljah in z razlignimi obhodnimi dobami.

5.) Razdalje zvezd od Zemlje (in Sonca) so tako velike, da gibanje Zemlje
okoli Sonca ne vpliva na njihovo navidezno medsebojno razporeditev na nebu.

Kopernik je pravilno sklepal, da so pentlje in zavoji, ki jih planeti opisujejo
na nebu med zvezdami, le posledica relativnega gibanja planetov in Zemlje.
To so torej le navidezna gibanja, odvisna od razli€nih hitrosti in oddaljenosti
planetov od Sonca in od Zemlje.

Slavni u€enjak je izralunal (srednje) razdalje planetov od Sonca in to
v enotah (srednje) razdalje Zemlja-Sonce. Te vrednosti so bile znane Ze
Ptolemeju, le da so bile razumljene na drugafen na&in. Kopernik je torej
podal dokaj dober model Sonéevega sistema.

Svoj sistem je izpeljal iz opazovanj, predvsem pa na osnovi premisljeva-
nja. V knjigi je sistem prikazan kot hipoteza, brez zveze s stvarnostjo, in le
kot udobnej3i nain za izraunavanje leg planetov. To je bilo zelo verjetno
zaradi tedaj stroge cerkvene cenzure. Zgodovinske raziskave o Kopernikovem
Zivljenju in delu pa kaZejo, da je Kopernik brez dvoma verjel v svoj sistem kot
v stvarnost.

Ob svojem izidu - danes slavna knjiga - ni zbudila veliko pozornosti. Niti
cerkvene oblasti je niso “opazile”. Kopernikova knjiga je priila na indeks
(prepoved razdirjanja in &itanja) 3ele 73 let po izidu, to je leta 1616, in
sicer zaradi Galilejevih odkritij ob opazovanjih zvezdnega neba. Katoligke
oblasti so tedaj menile, da trditve v knjigi niso v skladu s Svetim pismom
in da nasprotujejo veri. Prepoved knjige je ukinil papeZ Benedikt XIV leta
1757. Leta 1833 pa je bila ukinjena prepoved razgirjanja in &itanja vseh spisov
Kopernika, Galileja in Keplerja.

Omeniti velja, da sta Ptolemejev (geocentriZni) in Kopernikov (heliocen-
triéni) sistem v kinematiénem smislu (gibanje brez vzrokov) enakovredna. Le
v dinamignem smislu (upoStevanje sil) je geocentriZni sistem zgreSen. Znano
je, da se planeti gibljejo okoli Sonca po elipsah (kar je ugotovil Zele Kepler
leta 1609), in sicer s hitrostmi, ki niso stalne, ne pa enakomerno po kroZnicah,
kot trdi Kopernik. Manj pa je znano, da Kopernik uporablja v svoji knjigi
ge vedno 34 pomoZnih krogov (ki nimajo nobene zveze s stvarnostjo), da bi
pojasnil navidezna gibanja planetov med zvezdami. Ze dolgo je tudi znano,
da Sonce ni v sredi¥€u vesoljstva (kot trdi Kopernik), ampak je le ena od
mnogo milijard zvezd v nasi Galaksiji. V tem smislu torej Kopernikov sistem
ne drZi popolnoma.

Bogdan Kilar
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KAJ SO SREDINE IN KAKO JIH UPORABLJAMO?

Na predlanskem ob&nem zboru Dru¥tva matematikov, fizikov in astronomov
Slovenije sem imel predavanje o neenakostih med sredinami, po katerem pa
nisem utegnil odgovoriti na vsa zastavljena vprafanja. Takrat sem obljubil,
da o tej temi napi¥em E&lanek, v katerem bi ilustriral uporabo sredin in ne-
enakosti med njimi. Primerov res ne primanjkuje, saj se na skoraj vsakem
matematiénem tekmovanju pojavi kak3na naloga, ki se jo da resiti s pomogjo
sredin.

Oglejmo si za ogrevanje naslednjo risbo:

E je sredis€e kroZnice, A in C sta krajis€i premera, D, F togki kroZnice,
DB in FE sta pravokotni na AC, BG pa na DE. Zadostuje, da v pra-
vokotnih trikotnikih BGD, DBE in BEF uporabimo, da je kateta manjsa
od hipotenuze, pa dobimo DG < BD < ED = EF < BF. Ozna&imo
AB = a, BC = b. Takoj sledi

a+b
ED =
2
in po vidinskem izreku za pravokotni trikotnik ACD:
BD = Vab.

Nadalje sta podobna trikotnika BGD in EBD. Dobimo DG/BD =
= BD/ED, oziroma

-1
DG 23b _ (%+=};)
2
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Ker je BE = 25—"!, nam da Pitagorov izrek
a+b\2 [a-b\2_ [a24B2
BF = =\ —
(CORICOREE
2ab <v’£<a+b< 22+b2
a+b 2 V 2

In Ze smo pri sredinah! lzraze, ki se pojavljajo v tej formuli, imenujemo
po vrsti harmoniéna, geometrijska, aritmeti€na in kvadratna sredina Stevil a
in b. Dokazali smo, da je harmoniZna sredina najmanj%a, sledi ji geometrijska,
potem aritmetiZna in kon&no je kvadratna sredina najve&ja. Te neenakosti so
poznali Ze starogriki matematiki. Podobni odnosi se namre& pogosto poja-
vljajo v geometriji, ki je bila v njihovem Zasu najpomembnej%i del matematike.
Poznali so tudi na% dokaz!

Ne spreglejmo, da sta v dokazu a in b dolZini daljic, torej pozitivni
Stevili, in da za poljubni pozitivni Stevili a in b obstaja ustrezna skica. Stroge
neenakosti veljajo le, Ee je a < b (ali b < a — zakaj?). Kaj pa dobimo, &e
jea=b?

Kasneje so se matematiki lotili svoje priljubljene igre — posploZevanja.
Tako so posplogili definicije sredin na vet 3tevil: harmoni&na, geometrijska,
aritmetiéna in kvadratna sredina pozitivnih Stevil a1, a2,...,an so po vrsti
1Zrazi

g i Yyt 2 2
a, " +---+a, = a1+---+ap aj+---+ap
( n -v3132 an, n ] n -

Posplogili pa so tudi izrek o neenakostih in dokazali, da med sredinami za
poljuben n velja enak odnos kot za dve Stevili. Neenakosti so stroge natanko
takrat, kadar Stevila a;,...,a, niso vsa enaka. Drugae povedano: Ee je
a] = ap = --- = ap, so vse sredine med seboj enake in samo v tem primeru
se med razli¢nima sredinama lahko pojavi enakost. Tega ne bomo dokazovali,
ampak bomo pohiteli k primerom.!

Torej velja

! Kogar zanimajo dokazi, druge posploitve in drugi primeri, jih lahko najde v &lanku
U. Milutinovié: “Nejednakosti medu sredinama: primjeri s takmiZenja", objavljenem v
reviji “Matematika. Strufno-metoditki Zasopis", Zagreb, 1991, 3t. 2, str. 43-52, ali v
knjigi D. 5. Mitrinovié, P. M. Vasié: “"Uvodenje mladih u nauni rad V - Sredine”. Nasploh
velja, da je literatura s tega podro&ja zelo bogata.
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1.

Naj bodo va, v, v visine trikotnika s stranicami a, b, c; p naj bo polmer
temu trikotniku vE&rtane kroZnice. DokaZi, da je trikotnik enakostranigen
natanko takrat, kadar je

va + vp + ve = 9p.

(Zahodnonemsko zvezno tekmovanje, 1988)

ReSitev: v, + vp + ve = 9p je (zaradi v, = ?;E vp = EE Vo = %

p= ﬁ—c, kjer je P plogEina trikotnika) ekvivalentno

L1 19
a b ¢ a+b+c
oziroma
a+b+c 3
T2 S

torej temu, da je aritmeti€na sredina 3tevil a, b, c enaka harmoni&ni. To
pa drZi natanko takrat, kadar je a= b = c.

Podan je trikotnik ABC. Na premici AB dologimo totki A1, By tako,
da je AJA = BC, BBy = AC in da je AJABB5; vrstni red teh to&k.
Podobno dolo&imo na premici BC toéki By in Cy tako, da bo njihov
vrstni red By BCC5 in da bo veljalo BB = CA, CC; = AB, na premici
CA pa togki Cy in Ay v vrstnem redu C;CAAj tako, da bo veljalo
Ci1C = AB, AAy = BC (glej sliko). DokaZi, da plostina Zestkotnika
A1A3B1 B>C1Cy ni manjga od trinajstih plog&in trikotnika ABC.

Resitev: Naj bo P = Pagc. P' = Pa, A,B,B,C,C,- Poleg tega naj bo
vc vidina trikotnika ABC iz oglis€a C ter v vigina trikotnika AB>C; iz
ogli¢a C;. Zaradi podobnosti trikotnikov (katerih?) dobimo

vl b+4c
Ve o b g
oziroma
;, b+c
Ve = Ve
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Zato je

(b+c)vl  (b+c)?v (b+ c)?
PABzCl = 2 <= 26 == be P

ter
%
Paa,a, = 5-P.

Ponovimo ta postopek z A, Ay, oziroma B, By — dobimo

P 1
5 = pl PaB.cy + Paaia, +Pacya, + Pesy g+

+Pca,8, + Pcc,c, — 2PaBc) =

P =

b 2 2 2 b'Z b2 2
_(otey & . feta)y b (@4b)

bc bc ca ca ab ab

a?+ b2 + c2)(a+ b +c)

B
o abe

Zeljeno oceno dobimo kot posledico neenakosti med aritmetino in geome-
trijsko, oziroma kvadratno in aritmeti¢no sredino:

3
Vabe < a+§+° = ("'+:;:c) > 27

at+b+e a2+ b2+c2 A24b2+c2_ 1
<y = > -,
3 = 3 (a+b+c)2 =3

MnoZenje teh neenakosti nam da

(a2+b2+c2)(a+ b+ c) -
abc s

Opazimo, da smo hkrati dokazali, da je P’ = 13P natanko takrat, ko je
trikotnik ABC enakostranigen.
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3.

b \a ¥ A\

. 1
~V/B,

Re¥i enatbo x20 — 20x1% 4 ... 41 =0, ¥ ve, da so vse njene reitve
pozitivna realna Ztevila! (Ce so vam vZeZ zgodbice, lahko to nalogo
spremenite v zgodbo o &rnilu, ki se je uZencu razlilo po zvezku. Enaébo,
ki jo je imel za doma&o nalogo, pa je uZenec kljub temu regil.)

Regitev: Naj bodo xi,..., x20 koreni te enafbe. Vieteove formule nam
dajo x; +---+x20 = 20 in x1x2 - - - x990 = 1, zato je aritmeti&na sredina
vseh korenov enaka geometrijski. To pa je moZno samo, &e so vsi koreni
enaki. Torej je x3 = xp = - +- = x99 = 1 reSitev, ki smo jo iskali.

. Doloti vse polinome p(x) = anx” 4+ a,_1x"" 1 4 --- + a;x + ag, za

katere je {ap, an—1...-, aj,ag} C {1.—1} in za katere so vse resitve
enatbe p(x) = 0 realne.

Regitev: Lahko predpostavimo, da je a, = 1. (Ostale dobimo tako,
da le-te pomnoZimo z —1.) Naj bodo x1,x3,..., xn koreni takinega
polinoma p. Viéteove formule nam dajo x3 +x0 + -+ -+ x5 = —ap_1,
X1X2 + - -+ + Xp—1Xp = ap—2, x1x2---xp = (—1)"ag in je x]? + x-g -
4ot x2 = (a+x0+ - +xn)2=2(x1x2+ - -+ Xp—1%n) = 1£2. Ker
so koreni realni, je moZno samo 1+ 2 = 3. Neenakost med aritmetiéno
in geometrijsko sredino pozitivnih Stevil x12,x2, ..., x2 (ker je njihov
produkt 1, o&itno nobeno izmed teh 3tevil ni enako 0) nam da:

3_ x4+ +x2
p= R g
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torej je n < 3. Pri tem je n = 3 (ker tedaj velja enakost) le v primeru
X12 = x% = x32, oziroma le, €e so absolutne vrednosti vseh treh korenov
enake. Ker je prosti &len enak 1, je ta skupna absolutna vrednost lahko
enaka le 1. Polinoma (x — 1)* in (x + 1) ne prideta v postev (ker
imata tudi koeficiente 3 ali —3), ostaneta samo moZnosti (x — 1)(x +
+1)=x-x2—x+1in(x-1)x+1P=x3+x2-x—-1. Za
n = 1 oziroma n = 2 lahko z neposrednim preverjanjem ugotovimo, da
sox+1,x—1,x24x—1,x2—x—1 edini iskani polinomi.

. Dolo&i maksimum funkeije f(x) = sin” x cosx, n € IN.

Reitev: Otitno zadostuje, £e obravnavamo f samo na intervalu (0, ),
na katerem sta funkciji sin x in cos x pozitivni. Neenakost med geometrij-

sko in kvadratno sredino (n + 1)-terice $tevil (sinx,...,sinx, /n cos x)
nam da
sl sin?x + -+ sin? x + ncos? x n
\/sin” x - y/ncosx < = :
- n+1 n+1

iz Eesar sledi f(x) < ,!W. Pri tem doseZe f ta ekstrem tedaj,
ko je sin x = \/ncos x, oziroma tg x = /n.

. Naj bodo x3,xp,..., Xn pozitivna realna Stevila. DokaZi, da je

n n n n
n+./n 1
Y s+, > RT3 =AY D)
k=1 k=1 k=1 k k=1
(Avstrija, 1987)

Regitev: Oznatimos H, A, K harmoni€no, aritmeti€no, oziroma kvadrat-
no sredino 3tevil x3, x2, ..., xn. Takoj ugotovimo, da pravzaprav dokazu-
jemo veljavnost neenakosti:

n+n n 2
n? H sl

oziroma nAH 4 /nKH < (n+ /n)K?%. Ker je A,H < K, dobimo
AH < K2 oziroma nAH < nK?. Podobno iz K,H < K dobimo
KH < K2, oziroma vVnKH < \/FKQ. Ce ti neenacbi seitejemo,
dobimo trditev naloge. Poleg tega vidimo, da velja enakost natanko
takrat, kadar je A= H = K, oziroma x; = xp = -+ = Xp.

nA+ /nK <
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7. Naj bodo a, b, c pozitivna realna Stevila. DokaZi, da je

a+b+c<az+b2+c2
b ¢ a~— b2 2 32

(1. nordijska matematiéna olimpiada, 1987)
Resitev: Neenakosti med kvadratno in aritmeti€no oziroma aritmeti¢no

in geometrijsko sredino 3tevil %, b

C T s,
<. < nam dajo:

b ¢ a c a
_a . b 3 c
b e a’
Enakost velja natanko takrat, ko je § = -2- = £, kar pa je ekvivalentno

(zakaj?) pogoju a=b = c.

Za konec se sami preizkusite z naslednjimi nalogami:

1. Naj bodo x3,x2,..., Xp pozitivna realna 3tevilain § = x;+xp+- - -+ xp.
Dokazi, da je

5* 8 gn
(A4+2a)1+x)-(1+xm) S 1+5+—p+p 400t 7.

(1. azijsko-pacifiska olimpiada, 1989)

2. Naj bodo aj,...,a, pozitivna realna Stevila in naj bo S vsota vseh
produktov po k Stevil, izbranih med 3tevili aq, ..., ap. DokaZi, da je

2
n
SiSp—ik 2 (k) ajap---ap

(2. azijsko-pacifitka olimpiada, 1990)
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3. Diagonali stirikotnika ABCD se sekata v notranjosti stirikotnika v toki
O. Ozna&imo plog€ini trikotnikov AOB in COD s P, oziroma P,
plo&&ino Etirikotnika ABCD pa s P. DokaZi, da je

VPL+ VP < VP

in da velja enakost natanko tedaj, ko sta stranici AB in CD vzporedni.

(Svedska, 1986; MadZarska, 1988)

4. Naj bodo ay, ..., ap taka pozitivna realna Stevila, da velja
1
ajaz:-+an = W
Dokazi, da je

(14 22231)(1 4 2%2a5) - - (1 + 2% 7ap,) > 2.
(2. magrebska olimpiada, 1985)

5. Naj bo n > 2 ter naj bodo a1, ..., ap, pozitivna realna %tevila, za katera
velja a1 + ap + -+ -+ e = 1. Dokaii, da je
L | + (=]
l+aytaz+--++an l+ajtaz+---+an

Frassih &b > ..
l+aj+az+--+ap-1 ~ 2n-1

(1. balkanska olimpiada, 1984)

6. Vsi koeficienti kvadratnega polinoma f(x) = ax? + bx + ¢ so pozitivni
in velja a+ b+ c = 1. Doka%i: Ce za pozitivna realna $tevila xq, . . ., *n
velja x1xp + -+ xp = 1, tedaj velja tudi f(x)f(x2)---f(xn) > 1.

(Sovjetska zveza, 1990)

7. DokaZi, da za vsako naravno %tevilo n velja
Y1+ Va>275.

(Hrvatska, 1990)
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8. Doka%i: Ce za realna ¥tevila a, b, c velja a+ b+ ¢ = 6, tedaj je a° +
+ b2+ e* > 12.
(Srbija, 1990)

9. Naj bodo x, y, z pozitivna realna Stevila, za katera velja x4+ y +z = 1.
Dokazi, da je tedaj

1 1 1
2 = 2)> 64.
(1+ x)(l-l—y)(l-f- Z) > 6

(Jugoslavija, 1989)

10. Naj bodo ay,...,a, pozitivna realna Ztevila, za katera velja
ajap - -ap = 1. DokaiZi, da je

(4+a1)(4+22) - (4+an) 25"
(Jugoslavija, 1987)

11. Naj bodo x, y, z pozitivna realna 3tevila, takZna da velja %—}-};—i—% = 1
Dokazi, da je (x — 1)(y —1)(z — 1) > 8.
(Jugoslavija, 1983)

12. Pri kateri vrednosti x ima funkcija

f(x):\/1+\/2+\/3+v/4+_x+\/1+\/2+\/3+\/&—_x

maksimum?

(Leningrajski GU, sprejemni izpit, 1982)

13. Naj bodo a,xq, ..., Xp pozitivna realna Etevila in n > 2. DokaZi, da je

xp—Xx2 aX2—Xx3 gXn—X1 2

a n
- +ot > :
x1+x2  x24x3 xn+x1 T 2(x1 +x2+ -+ xp)

(Hrvatska, 1988)

14. DokaZi, da za poljubni nenegativni realni §tevili a in b velja
2ya+3Vb > 5Vab.
(Hrvatska, 1987)
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341

DokaZi, da za vsa naravna $tevila n velja

[Va+ VaF1+Vat2+Vn+3| = [Vien+20).
([x] pomeni najve&je celo 3tevilo, ki ni ve&je od x; npr. [5'17] = 5,
[3] = ['K] =3, [—2'1] s —3)
( “Mala olimpiada”, 1990)

DokaZi neenakost

1 1 1 1 1
(1+ 557)(1+ 552)(1 + 553) (14 5150) <1+ 555

(Sovjetske republiske olimpiade, 1982)

lﬁ+§/§+{/§+...+ ""“"‘P._-'-_l'
2 v V n \

kjer je [ ] funkcija iz 15. naloge.

Doloti

(Iz revije “Matematika v $kole”)

DokaZi, da za poljubna pozitivna realna Stevila a1, a2,...,apinzan > 2
velja
" & —a;
Z SN >0,
i3 2i+1 T 3i42

Ee definiramo ap41 = a1, any2 = a2.
( “Matematika v $kole")

Naj bodo x3, x2, ..., X, pozitivna realna $tevila. DokaZi, da velja
X1 X2
+ + oot
xX2+x3+:-+xp x1+x3+--+xp
Xy n

> .
X1+x2+---+xq-1  n-—-1
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20. Vsota pozitivnih Stevil x1, ..., xn je enaka 1. Naj bo S najveéje izmed
Etevil
X1 X2 Xn"
4 x ' 14x+x" "14+xi4+x0+ - +xn
Dologi najmanjgo vrednost za §. Pri katerih x,..., Xp Jo doseZe?

Zelim vam veliko uspeha pri delu!

Uros Milutinovié

14. MEDNARODNO MATEMATICNO TEKMOVANJE
MEST - POMLADANSKI KROG

V prvem delu pomladanskega kroga 14.tekmovanja mest, ki je bil 19. marca
letos, je tekmovalo 20 srednjesolcev. Dijaki prvih in drugih letnikov so tek-
movali v prvi skupini, ostali pa v drugi skupini. ReZevali so naslednje naloge:

Prva skupina

1. Naj bo M totka na stranici AB trikotnika ABC. Dani sta dolZina
AB = c in kot L/CMA = ¢. Poisti razdaljo med viginskima totkama
trikotnikov AMC in BMC.

2. V vsaki od hi§ A in B, ki imata po dve stanovanji, Zivijo psi in macke.
Vemo, da je delez matk v prvem stanovanju hise A (t.j. razmerje med
Stevilom maék in Stevilom vseh Zivali v tem stanovanju) ve&ji od dele?a
matk v prvem stanovanju hiZe B in da je deleZ magk v drugem stanovanju
hise A vedji od deleza magk v drugem stanovanju hife B. Ali je delez
mack v hi&i A vedji od dele?a matk v higi B?

3. Naj bodo a, b, ¢ naravna 3tevila, katerih najve&ji skupni deljitelj je 1, in

naj bo = c. Dokazi, da je a — b popoln kvadrat.

a

a—b

4. Mravlja, ki se sprehaja po robovih kocke, lahko spreminja smer samo v
oglis€ih. V enem od ogli$€ je bila Ze 25-krat. Ali je moZno, da je bila v
vsakem od preostalih sedmih ogli¥¢ natanko 20-krat?
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Druga skupina

1. Poig&i vsa Stevila oblike 27, kjer je n naravno Ztevilo, pri katerih je Stevilo,
ki ga dobimo z brisanjem prve 3tevke 3tevila 2" v desetiZkem zapisu, spet
potenca 3tevila 2.

2. Naj bo ABCD tetivni &tirikotnik. Prese€i&€e premic AB in CD ozna-
&imo z M, presetitée premic BC in AD paz N. Naj bo BM = DN.
Doka%i, da je CM = CN.

3. Vsako od $tevil v drugi, tretji, ... vrsti naslednjega trikotnika
1 1 ¢S 1 1
2 3 g =8 1993
I 1 % P
2 6 12 M 1992.1993
3 Gk
3 12

St a

je razlika tevil nad njim. Poiéi Stevilo na dnu trikotnika.

4. Imamo tri kupe kamnov. V vsaki potezi odvzamemo ali dodamo enemu
kupu toliko kamnov, kot jih je na preostalih dveh skupaj. (Primer:
[12,3,5] — [12,20,5] ali [12,3,5] — [4,3.5] ) Ali lahko po nekaj
potezah odvzamemo vse kamne z vsaj enega kupa pri zafetnem poloZaju
[1993,199,19] ?

Najuspesnej3i dijaki v prvem delu so bili lztok KAVKLER in Mitja MAST-
NAK (oba z Gimnazije Lava), Marko KRAJNC (z II. gimnazije Maribor),
Bojan GORNIK (z Gimnazije Novo mesto) in Andrej SRAKAR (z Gimnazije
BeZigrad).

V drugem delu tekmovanja, ki je bil teden dni kasneje, pa je sodelovalo
18 dijakov. Naloge v drugem delu so bile teZje od nalog prvega dela, zato
objavljamo le po dve nalogi za vsako skupino.

Prva skupina

1. Naj bo O sredi%Ze kroga, ki se dotika stranice AC trikotnika ABC in
podaljgkov stranic AB in BC. Sredi%Ze kroZnice, na kateri leZijo totke
A, Bin O, oznagimo z D. Dokazi, da leZijo totke A, B, C in D na neki

kroZnici.
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2. V Petrovem razredu je poleg njega e 25 dijakov. Peter je opazil, da ima

vsak izmed teh 25 dijakov razligno %tevilo prijateljev. Koliko prijateljev
ima Peter v tem razredu? (Podaj vse moZne odgovore.)

Druga skupina

1. Znotraj kvadrata s stranico 1 se nahaja nekaj ne prekrivajo&ih se manj3ih
(lahko razligno velikih) kvadratov s stranicami vzporednimi stranicam
vetjega kvadrata. Potegnemo eno diagonalo vefjega kvadrata in si
ogledamo vsoto obsegov kvadratov, ki jih ta diagonala seka. Ali je lahko
ta vsota ve&ja od 19937

2. Na tablo zaporedoma piemo naravna Stevila. Stevilo ant1. ki ga za-
pidemo za Stevili a1, a,..., an, je poljubno naravno Stevilo, ki ga ni
mo¢ izraziti v obliki vsote nekaj prejEnjih Etevil, vzetih enkrat ali ve€krat
(t] any1 ni oblike kyay + kpaz + ...+ knan, kjer so ki, ko, ..., kn
nenegativna cela Stevila). DokaZi, da postopka ne moremo ponavljati v
nedogled.

Najuspednej3i dijaki v drugem delu pa so bili Bojan GORNIK (z Gimnazije
Novo mesto), Marko KRAJNC (z 1I. gimnazije Maribor), Lara MAJCEN (z
Gimnazije BeZigrad) in Mitja MASTNAK (z Gimnazije Lava).

Matjaz Zeljko
STO DELITELJEV - Resitev 's str. 315
Naj bo n naravno $tevilo in
n= R ps? .. 1)

njegova razcepitev na pratevilske faktorje. Ce je d poljuben delitelj %tevila
n, je njegova prastevilska faktorizacija oblike

X1 X2

d=pitps? ... pi*.

kjer so x1,x2, ..., xs cela tevila, 0 < xx €< ap, k =1,2,...,s. Od tod
razberemo, da je $tevilo razlignih deliteljev gtevila n enako

N(n) = (a1 + 1)(az +1).. . (as +1). ()
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Ta izraz pove, da je %tevilo deliteljev danega 3tevila odvisno le od eksponentov
prastevil, ki nastopajo v razcepitvi 3tevila, prav ni€ pa od velikosti praZtevil
samih.

Najmanj$e Stevilo n s predpisanim Stevilom deliteljev bomo torej iskali
med Stevili oblike (1), kjer bomo za py, p3, ..., ps zapored vzeli najmanj%a
prastevila:

pri==2 i pa =g ipae=rh Lons

njihove eksponente pa doloili iz (2) ob dodatnem pogoju
a2 e 2... 2as.

Za N(n) = 100 dobimo devet moZnosti:

«1/199492424199944
ag 1 3149444
a3 il 1igohl
oy 1

NajmanjZe Stevilo daje zadnji stolpec. To je 3tevilo
n=2%.3%.5.7 = 45360.

Sami se lahko pozabavate %e z vpra%anjem, ali obstaja kakZno od tega
Stevila manjSe Stevilo, ki ima ve€ kakor sto deliteljev.

Marija Vencelj

KOTI V KVADRATIH - ReSitev s str. 257

Vsota kotov je seveda 90°. En naéin,
kako to dokaZemo, je prikazan na sliki.
Enakokraki trikotnik ima ob osnovnici kot
a 4+ in v vrhu kot 23, torej ima vsoto
kotov enako 180° = 2a + 28 + 2. Od
tod sledi, da je a4+ B+ = 90°. Seveda
pa to e zdale€ ni edini moZni dokaz.

Neza Mramor



(ATENARTIBA

EULERJEV PROBLEM DELITVE KONVEKSNEGA
VECKOTNIKA NA TRIKOTNIKE

V tem prispevku bomo odgovorili na naslednji vpraganji:

1. Na koliko razli¢nih nacinov lahko dani konveksni n-kotnik s pomod&jo
njegovih diagonal razdelimo na same trikotnike tako, da se zaértane diagonale
v notranjosti veckotnika ne sekajo?

2. Na koliko na&inov lahko izraéunamo produkt n razli¢nih faktorjev tako,
da zmnoZimo vedno po dva faktorja in je tako dobljeni produkt eden od
faktorjev v nadaljnjem mnoZenju?

Prvo vpraZanje je leta 1751 postavil 8vicarski matematik Leonhard Euler
(1707 - 1783), z drugim pa se je leta 1838 prvi ukvarjal francoski matematik
Catalan. Ceprav se problema na prvi pogled precej razlikujeta, pa je njuno
reevanje tesno povezano.

Eulerjev problem bralcem, ki skrbno shranjujejo vse Stevilke Preseka, ni
neznan. V Elanku Marka Razpeta: Rezanje vetkotnika na trikotnike (P 18
(1990/91), 8t. 1, str. 12 - 16) avtor (med drugim) bralca seznani z reiitvijo
in le to tudi delno dokaZe. Hkrati je v isti Stevilki Preseka Vilko Domajnko
na str. 35 zastavil Eulerjevo nalogo za naravna stevila n < 8.

V Eulerjevo East z e, ozna&imo 3tevilo moZnih delitev konveksnega n-kot-
nika na trikotnike. Za prvih nekaj naravnih Stevil lahko preprosto preitejemo
vse moznosti. Tako ugotovimo, da je

e3=1 e =2, es=5 in eg =14,
ter slej kot prej obupamo nad to metodo doloanja 3tevil e,

Leta 1758 je Segner, s katerim se je Euler dopisoval, naZel naslednjo
rekurzivno zvezo za zaporedje Stevil {ep}:

én=e2epn_1+eaen_2tesep3+...+es_1e, n>3, (1)

kjer smo definirali e = 1. DokaZimo to zvezo! V ta namen si oglejmo sliko

1.
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Oglis€a konveksnega n-kotnika
ozna&imo zaporedoma s Erkami Aq, ol
Ag. As, ..., An. Pri poljubni delitvi ML Sl
je stranica ApA; stranica nekega / /
trikotnika, denimo ApA1Aj, kjer _ [
je k naravno Stevilo med 2 in
(n —1). Na eni strani tega trikot- /
nika imamo k-kotnik AjAy ... Ay, \ /
na drugi stani pa (n+ 1 — k)-kotnik An-TN\_ / b
AkAk+1 ... An. Prvi vetkotnik la- o L
hko razdelimo z diagonalami na tri- A, A}
kotnike na ey, drugega pa na Slika 1
en+1—k nacinov. Ker pa poljubno
delitev prvega vetkotnika lahko kombiniramo s poljubno delitvijo drugega,
imamo pri izbranem k natanko ey - e, 1 delitev. Stevilo k lahko zavzame
poljubno naravno vrednost med 2 in (n — 1). Ker na ta naéin dobimo vse
moZne delitve prvotnega vetkotnika, od tod dobimo (1). (Bralec naj sam
premisli, zakaj je ugodno definirati e; = 1.)

Zvezo (1) imenujemo Segnerjeva rekurzivna formula. Lahko se prepriZa-
mo, da se sklada s prej dolo€enimi vrednostmi ez, e4, e5 in eg. Dobimo pa 3e
nekaj naslednjih €lenov zaporedja :

e7 =exeg+ ezes +eseq+ ese3+ egep =42,

eg = e e7+ e3ep + e4e5 + e5 eq4 + eg ez + ey ep = 132 itd.

Pri velikih n tudi s pomogjo formule (1) tezko dolotimo 3tevilo e,. Da bi
dobili kon&no formulo za e, najprej reSimo drugi problem.

ZaEnimo z nekaj primeri: Produkt 3tevil 2-3 -4 .5 lahko izratunamo na
primer na naslednji na&in: 2.3 =6, 4-5 = 20 in kon&no 6:20 = 120. Splo¥no
lahko produkt $tirih faktorjev a b ¢ d izratunamo na naslednjih pet nainov:

[(a-b)-c]-d.[a-(b-c)]-d. (a-B)-(c-d).

a-[(b-c)-d] in a-[b-(c-d)].

Tu smo upo3tevali vrstni red faktorjev. Kaj pa, e le ta ni predpisan 7 Tedaj
lahko na primer mnoZimo tudi takole

a[c-(b-d)] ali d-[(c-b)-a].
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Ugotovili smo, da Catalanov problem pravzaprav vsebuje dve vpraSanji:

1. Na koliko naé&inov lahko izraunamo produkt n razli€nih faktorjev, &e je
vrstni red faktorjev predpisan ?

2. Na koliko na&inov lahko izraéunamo produkt n razliénih faktorjev, e
vrstni red faktorjev ni predpisan 7

Stevili, po katerih spra3ujeta vpra%anji, zaporedoma zaznamujmo s ¢, in
z rp. Obe Stevili sta v preprosti zvezi

-"n:Cn'n!r (2)

kjer je n! produkt prvih n naravnih 3tevil. To bo brez teZav, ob upo3teva-
nju, da je $tevilo vseh moZnih razvrstitev (permutacij) n elementov enako n!,
pokazal bralec sam. Kot za zaporedje 3tevil {e;} bomo tudi za zaporedji
{cn} in {rn} poiskali rekurzivni zvezi, s pomo#&jo katerih bomo dobili formule
za vsa tri zaporedja.

Najprej zaénimo z zaporedjem {rp}. Predstavljajmo si, da imamo za-

pisanih vseh r, nafinov mnoZenja faktorjev fi, f5, ..., f. Tem poskusimo
dodati e faktor f,41 (ki ga oznagimo krajse s f), tako da dobimo vseh r,41
nainov mnoZenja faktorjev f1, fa, ..., fn, fny1.

Naj bo P poljubno mnoZenje produkta n faktorjev (eno izmed rp, mo-
#nih). O¢itno vsebuje (n — 1) produktov oblike A - B, kjer sta A in B
podprodukta. Ce je na primer n=4in P = c-[(a- b)-d], imamo za A in
B naslednje moZnosti :

A=a, B=b; A=a-b, B=d in A=c, B=(a-b)-d.

Ce uporabimo faktor f najprej enkrat kot faktor pred A, potem za A, nadalje
enkrat kot faktor pred B in nato za B, dobimo iz produkta A - B naslednje
Stiri produkte

(f-A)-B,(A-f)-B,A(f-B) in A-(B-f).

Ker to lahko storimo za vseh (n — 1) podproduktov A- B v P, iz produkta P
tako dobimo 4 (n — 1) produktov (n + 1) faktorjev. Poleg tega iz P dobimo
tudi naslednji dve mogo& mnoZenji f - P in P -f. Torej iz enega mnoZenja
produkta n faktorjev dobimo (4n — 2) razlitnih mnoZenj produkta (n + 1)
faktorjev. |z vseh r, razliénih mnoZenj produkta n faktorjev potemtakem
dobimo (4n — 2) rp, razliénih mnoZenj produkta (n + 1) faktorjev. Ugotovili
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smo torej, da je

rn41 = (4n—2)rp . (3)

To je rekurzivna zveza med rp in rp41. Da dobimo konéno formulo za rp,
izratunajmo prvih nekaj &lenov zaporedja. O€itno je rp = 2, saj faktorja a in
b lahko mnoZimo na dva moZna naéina: a- b ali b-a. Iz (3) potem dobimo
zaporedoma r3 =6 rp =2:6, r4 =103 =2-6-10 in tako naprej. Kon&no
dobimo

rm=2-6-10-...-(4n—6) .

Poistimo ¥e rekurzivno zvezo za zaporedje {c,}. Sedaj je vrstni red
faktorjev predpisan, denimo, da je to Ze zaporedje f1, f2, ..., fn (n > 2).
Vsako od c, mnoZenj teh faktorjev je oblike ( ) - ( ). kjer prvi oklepaj
vsebuje mnoZenje prvih recimo k faktorjev f1, f, ..., fi, drugi pa naslednjih
(n — k) faktorjev fi 11, fic42, ..., fn. Tukaj je k poljubno naravno 3tevilo,
manjSe od n. V prvem oklepaju je moZnih ¢, mnoZenj, v drugem pa c,_.
Ker lahko mnoZenja v prvem oklepaju poljubno kombiniramo z mnoZenji v
drugem oklepaju, je pri danem k vseh mnoZenj cj c,,_k. Ker je k poljubno
naravno 3tevilo od 1 do (n — 1), kon&no dobimo

ch=cC1¢p-1+Ccp-2+c3¢h3+...+¢cp_101 . (4)
Z uporabo te rekurzivne zveze iz ¢ = 1 in ¢ = 1 izpeljemo
c3=ciept+eeg=2, ecaq=c1c3tcperteze; =5 itd.
S pomotjo enakosti (2) dobimo tudi kon&no formulo za ¢, :

fn_2:6-10-...-(4n—6)

- n!

Cnhp =

Tako je Catalanov problem v celoti reSen. Kongno reditev Eulerjevega prob-
lema pa tudi Ze slutimo. Prvih nekaj Elenov zaporedij {en} in {cn} se
z zamikom enega €lena namre€ ujema, zaporedji pa zado¥¢ata podobnima
rekurzivnima enaébama. Zato postavimo hipotezo

€n = Cph—1,

ki jo bralec s pomogjo indukecije ter zvez (1) in (4) brez teZav tudi dokaZe.
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Kon€no torej lahko zapisemo

2:6-10-...-(4n—10)
Rl (n—1)! ;

To formulo Se nekoliko preoblikujmo

27-2.1.3.5.....(2n-5)
en = =

(n—1)!

B 27=2.(2.n—3)! B
T (n=-1)-2-4-....(2n—4)-(2n-3) ~

N 30—2, (2 n—3)
T (n=1)1-20=2.(p—-2).(2n=3) °

1 fam-8%\ 1k
= =B \r=8 J T E\e)

kjer je t = n — 2 &tevilo trikotnikov, ki nastanejo po delitvi konveksnega n-
kotnika z diagonalami, k = 2n— 3 pa je tedaj &tevilo vseh stranic in diagonal.

Od tod dobimo

Roman Drnovsek

SISTEMI LINEARNIH DIOFANTSKIH ENACB -
Regitve s str. 301

1. 71k, 265k, 191k, 148k, 129k, 76k; k € IN

2. (0,25,25),(4,18,78), (8, 11,81), (12,4, 84)

3. x=20-3¢ y=k z=80— % k=0,510,...,30

4. {(2.3 2),(2,3,2).(3.1,3)]

b. b=2r -+ 28 s Ngin 2r-) 5= 28

6. x = 3£ 4+ 20u— 250,y = 350 — 21lu — Lg%,z < 90 in 9/z,u =
= 10,11,12. ..., 16

7. 5,3,33

8. (10,10,0),(12,7.1),(14,4,2),(16,1,3)

Vilko Domajnko
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GLASBENI TROBOJ - Resitev s str. 326

Poiskati moramo &tevilo intrumentov, ki so bili zastopani na tekmovanju, in
pa tri razlitna naravna $tevila, od katerih najvegje predstavlja Stevilo toZk, ki
ga ekipi prisluZi prvo mesto, drugo je Stevilo togk za drugo mesto, najmanjZe
pa je Stevilo toZk za tretje mesto. Ce bi bili na tekmovanju le trobenta&i in
kitaristi, bi bilo Stevilo to¢k za prvo mesto najveZ osem, ker je Urskina ekipa,
v tem primeru z dvema uvrstitvima, nabrala 9 toZk. Vendar pa v tem primeru
vigka ekipa nikakor ne bi mogla nabrati 22 toZk. Tudi v primeru treh in Stirih
inStrumentov se tock ne da razporediti tako, kot zahteva naloga. Regitev
dobimo Zele e je inStrumentov pet, podana pa je v spodnji tabeli. Prvo
mesto je vredno 5 to&k, drugo 2 toZki, tretje pa 1 toZko.

trobenta |kitara |3. inStr. |4. inStr. |5. indtr. |vsota
BeZigrad 1 2 2 2 2 9
Center 5 1 1 1 1 9
Vi 2 5 5 5 5 22

Neza Mramor

UTRINEK

..."V eni roki imag sedem sladkortkov in devet skadkorgkov v drugi roki.
Koliko jih ima3% vseh skupaj?”

“Nig," je rekla Ana. "Nobenega nimam v tej roki in nobenega v tej roki,
torej jih nimam nig, in napak je govoriti, da jih imam, ko jih pa nimam."

Pogumna, vrla gospodiéna Haynes je vnovi€ poskusila.

"Misljeno je, da si predstavljaj, dragi otrok, predstavljaj si, da jih ima3.”

Ob tem navodilu si je Ana predstavljala in zmagoslavno naznanila:
“Stirinajst.”

“Oh ne, dragica," je rekla vrla gospodiéna Haynes, “imag jih Sestnajst.
Vidig, sedem in devet je Sestnajst.”

“To Ze vem,” je rekla Ana, “"ampak rekli ste, naj si predstavljam, in tako
sem si predstavljala, da en sladkoréek pojem in predstavljala sem si, da enega
komu dam, in tako jih imam Stirinajst.”

Se danes mislim, da je Ana hotela ublaZiti izraz muke in stiske na obrazu
gospodiéne Haynes, ko je pristavila: “Ni mi bil v&e&, ni bil dober,” je rekla,
kakor bi si sama hotela naloZiti kazen.

Iz knjige Fynn: Gospod Bog, tukaj Ana (izbrala Dusica Boben)
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KRIZANKA NOBELOVI NAGRAJENCI ZA FIZIKO llI

STROKOV-
SESTAVIL | ABDUS, NJAK ﬁrou- NIELS, NORVESKI | SPANSKI
MARKQ | PAKISTAN, | MANO- ZA ENA | DOTOCNI DANSKA, |MATEMATIK| KITARIST
BOKALIC 1979 METER KMETI)- | POHORJU | KANAL 1922 (NIELS  |(FERNANDO)
STVO HENRIK)
&
Nmm SZ,
1918 1964
PRO- RAJEN
GRAM- TOR
SK1 ZAZVINO
JEZIK
GUSTAV,
NEMCLIA,
(v GLASBI) 1925
ZENITU
MESTO LIBANON NASPROTNA
v | TOCKA
INDUI OKRASNI |
KAMEN PLES
PRIPADNIK
KNEZE- RIMSKA | BELE RASE
A pESnSen
FRANCLI Siovex
VETROVKA
@ UMET- / \ : H\l :II(T“
NIKOVA ) )
LANTAN DELAVNICA ’
PRITCK
POMOZNI : DONAVE
v OALJREM TAN ZA, U L u
DOKAZU 4
DRZAVNA SLIGRALKA
_— PRISTOJBINA (IRENA)
TOR ASKERCEVA
IS PESEM
AVETR ZBA, ; e
ORIA) | 198 m oA |
PESEM BOGINJA
HVALNICA LUTRZARJE
FRANC. : | AT,
VATE. \ NEMEUA,
MATIK ) 1921
(MICHEL)
POSTELS- A ZLATI
NO N FILMSKI
PREGR- ) I\ KIPEC
NJALD = 4 ~
PLANINSKI
PREDEL ] 2 SLOV,
b AV N s
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KDOR LETOVISCE | ALEKSAN-

PR JEV CEBELJA | IGRALEC | IGRALEC | SVOUE- DER, |VPRESPAN.
RIBNICI | FEVDNEM SAMICA | SHARIF | CAUISE | GLAVOST IP%U 87, JEZERU
OONOSU 1964

NEVILL ZDRAV-
FRANCIS, | 4 [ LACE
ANGLUA, | | ]
1977 BELGLN
Ha'g:n - 3 PRAKANTON
LIUBEZMI l"f - vici
IGOR, 82, KONEC
1958 \ MAGNETA
INEKD. SVED, l Lo
KRALJICA ZA USTNICE
\ ) ISIDOR
| KRAJ NA
u{ 7 AVSTR.-ZDA,
1944
VATNA | DUBROVNIK Mvmc
e HISICA DOGAH
WE DVEH URNA
ARABSKIH
—r \ AL SOA
mnm ? 1984
&TALEC G STIK DVEH
AN | g PLOSKEY | |
. | L
sTowSCE £ | SOSEDNJI
VISTRI .wﬁcﬁ 1 PLANET <
VIDAV
NAN
| R | 51
i Vedhue
pusa ENOTA " NEKDAMJA | AFRISKA
UMRLEGA ZA I l PORTUGAL | KRAVJA
L TLAK | 1 | POSEST | ANTILOPA
SLOVANIH ~ 5 VINDLH
WALLLAM,
118
VLADIMIR
—_— LAMUT
CLINTON 4
ZDA | J
1937 .
VY X ™
| - @ |
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ENAKOSTRANICNI TRIKOTNIK NA SFERI

Kaksen enakostrani&ni trikotnik lahko nariSemo na sferi, to je povrgini krogle?
Odgovor je prav zanimiv.,

Najprej poglejmo, kako je definiran sferni trikotnik, kot reemo trikotniku
na povriini krogle. To je trikotnik, ki ga omejujejo loki treh glavnih (najve&jih)
kroZnic krogle (slika 1). Loki predstavljajo stranice trikotnika in jih merimo
z ustreznimi sredi$€nimi koti. Ce so stranice med seboj enake, govorimo o
enakostrani€nem sfernem trikotniku. Tak trikotnik ima tudi vse kote enake.

Slika 1. Sferni trikotnik ABC s stranicami Slika 2. Enakostrani&ni in pravokotni sfer-
a, b, cin koti &, B, . Za sferne trikotnike ni trikotnik ABC - oktant krogle. V ok-
velja: 0° < a+ b+ ¢ < 360°;180° < tantu merijo vse stranice 90° in vsi koti tu-
< a + P + v < 540°; ploi&ina je manjia di 90°. Plostina oktanta pa je 47r?/8 =
od povriine polkrogle 27 r2, €e r pomeni = nr2/2, e je r polmer krogle.

polmer krogle, na povriju katere leZi sferni

trikotnik.

Zelo majhen sferni trikotnik lahko obravnavamo skoraj tako kot ravnin-
skega. V ravninskem trikotniku je vsota notranjih kotov 180°, torej meri
posamezni notranji kot v enakostrani€nem trikotniku natanke 60°. V majh-
nem sfernem trikotniku pa je vsota kotov nekoliko ve&ja od 180°, zato meri
posamezni kot v majhnem enakostraniénem sfernem trikotniku le malo ve€ od
60°. Recimo, da takemu sfernemu trikotniku ve€amo stranice tako, da ostaja
trikotnik ves Zas enakostrani€en. Pridemo do zanimivega enakostraniénega
sfernega trikotnika, v katerem merijo posamezne stranice 90° in posamezni
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koti tudi 90°. Tak sferni trikotnik je hkrati enakostrani€en in pravokoten
(slika 2). Vzemimo, da se stranice tega sfernega trikotnika %e nadalje vecajo.
V nedogled to ne gre. Stranice se lahko vefajo do doloZene vrednosti, prav
tako koti, da ostane sferni trikotnik enakostranien. Ni tezko ugotoviti, da
stranice ne morejo biti enake ali ve&je od 120°, koti pa ne morejo biti enaki
ali ve&ji od 180°. Razmislite o tem.

Marijan Prosén

CE “DOBRO” OBVLADAS MATEMATIKO,
LAHKO DOKAZES, DA JE1 =5

Juretu se je zadnji€ pri matematiénem preizkusu znanja zalomilo. Pisal je
nezadostno. Samo pol totke mu je zmanjkalo do pozitivne ocene. Usodna je
bila enatba x2 = 4. Prehitro je napisal le eno reditev x = 2. Na negativno
reditev (x = —2) pa je popolnoma pozabil. In je 3la totka po vodi, s tem pa
tudi pozitivna ocena! Skrbelo ga je, kaj bo doma. Kako naj pove star§em?

Sklenil je, da bo starfem zatrdil, da sicer matematiko zna za odli&no,
samo nesre&ne okoli$€ine so privedle do tega, da je pisal nezadostno. Skratka,
odloéil se je, da bo starSem dokazal, da je

1=5%.

Prosil je oEeta, naj s svojim podpisom potrdi, da se strinja s tistim, kar
bo napisal. OZe je privolil. Jure je napisal

—5=-5
in ofe je podpisal. Zapis je Jure spremenil takole:
1-6=25-30
in ofe je podpisal. Zapis je Jure spet spremenil:
1-213=52-253
in ofe je podpisal. Zapis je Jure potem dopolnil takole:
12-2.134+32=52-253+3?

in ofe je podpisal.
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Q¢titno je bil Jure res kar dober matematik. Tudi oe se je e spomnil
nekaj matematike iz osnovne in srednje Sole. Kar sam je zapis spremenil v
takole obliko:

(1-3P =(5—3)°

in dodal Ze svoj podpis. Jure pa je seveda ofeta spomnil, da bi lahko zapis
poenostavil.

"Saj se e spomni$ kvadratnega korena $tevila,” je spodbujal oteta.

“Seveda!" je rekel ofe. “Takole bova napisala: 1 -3 = 5—3," in dodal
svoj podpis.

Iz tega se seveda hitro vidi, da je

3 =:h

"Ote!" je rekel Jure, "pravzaprav sem te hotel prositi, da mi podpiges
tole." Odprl je belezko, v kateri je pisalo: Matematiéno kontrolno nalogo
sem pisal 1.

“Kot vidig, pa je 1 = 5. Ali podpiZe$?" In o&e je podpisal.

Kdo je bil bolj&i matematik, o&e ali Jure?

* % ¥

Oé¢itno je bil boljgi matematik Jure, ker se je nekaj nauél na napaki, ki
jo je naredil v 3oli. O€e ne bi smel pristati na zvezo:

Ceje (1-3)2=(5-3)2,
jetudil—3=5-3.

Kvadrata sta res enaka, (-2) pa ni enako 2!
Janez Zupan

KOCKA, KOCKA ... - ReSitev s str. 326

Na eni od stranic vetje kocke K, leZita vsaj dve oglif€i vértane kocke Ky .
Zaznamujmo to stranico z S, njej nasprotno s 7, ogli$&i kocke Ky, ki leZita
na stranici §, paz Ain B.

Daljica AB prav gotovo ne more biti telesna diagonala manjse kocke. Ce
bi bila AB diagonala kak¥ne stranice kocke Ky, potem bi ta stranica leZala
na &, kocka Ky pa ne bi segala do stranice 7, ker je manjsa od K. Pogoji
naloge tedaj ne bi bili izpolnjeni, torej je AB rob manjse kocke.
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RESITVE NALOEG

Oglig€a C, D, E, F dveh stra-
nic kocke K, ki se stikata v robu
AB, ne morejo leati na § ali 7,
zato vsaka od ostalih Stirih stranic
kocke Ko vsebuje vsaj eno od njih.
Rob G H, ki veZe preostali dve ogli-
&% kocke Ky, je vzporeden AB, za-
to G in H lefitana 7.

Pravokotna projekcija kocke
Ky na stranico & je pravokotnik P,
ki ima oglisa na robu kvadrata S.
Dve stranici tega pravokotnika sta

vzporedni AB in merita ay, kjer je
ay dolZina roba kocke K,,. , Slika 1

Slika 2 _ Slika 3

S pomodjo slike 2, kjer je narisan prerez obeh kock z ravnino skozi A
in pravokotno na AB, lahko brez teZav dokaZemo, da sta drugi dve stranici
pravokotnika P enako dolgi kot rob kocke Ko, denimo ao.

Pravokotnik P torej ni kvadrat. ReSitev naloge Paralelogrami v tej
Stevilki Preseka nam pove, da imata P in & skupno sredi$ée in da sta stranici
pravokotnika P vzporedni diagonalama kvadrata &. Slika 3 nam da ocero
ao < V2ay, iz slike 3 pa razberemo, da velja a, = (\/5— 1)ao. Od tod sledi
neenakost

ay < (V2-1)V2a, = (2 — V2)ay,

ki pa za ay, > 0 ni mogo¢a.
V kocko torej ni mogo&e vé&rtati manjSe kocke, ki bi ustrezala pogojem
naloge.
Boris Lavri&
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RALCUNALN

UVOD V SVET OBJEKTOV

Objekti

Vsi poznamo zapise (record-e) v pascalu. OmogoZajo nam, da zberemo
skupaj med seboj povezane podatke. Objekt dobimo, &e dodamo Ze pod-
programe, s katerimi obdelujemo te podatke. Tem podprogramom pravimo
metode. Podatki doloZajo, kaj objekt ve. Metode dolo€ajo, kaj objekt zna.
Na primer: celo Stevilo (integer) sicer ve za svojo vrednost, a si z njo ne
zna pomagati. Naredimo objekt, ki bo svojo vrednost znal izpisati:

type
IntegerPlus = object
vem: integer;
procedure znam;
end;

procedure IntegerPlus.znam;
begin

write(' 'vem,' ')

end; {IntegerPlus.znam}

Enostaven primer uporabe bi bil:

var
I: IntegerPlus;

begin

lLvem = 1;

l.znam; { izpize U 1U" }
end.

Seveda so lahko podatki, ki jih zdruZuje objekt, mnogo bolj zapleteni
kot so v nasem primeru. Zato poznamo dve posebni metodi, konstruktor in
destruktor. Konstruktor je metoda, ki naj bi jo uporabili prvo. Ponavadi jo
izkoristimo za prireditev zagetnih vrednosti. Destruktor naj bi uporabili kot
zadnjo.

Dedovanje

Dedovanje je pomembna lastnost objektov. Omogoa nam, da ustvarimo
nove objekte, ki "vedo" in “znajo" vse, kar znajo stari objekti, lahko pa vedo
ali.znajo %e kaj ve€. Naredimo objekt celega Stevila, ki se zna izpisati, zna pa
tudi povedati, ali je prastevilo:
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type
IntegerPlusPlus = object(IntegerPlus)
function Prastevilo: boolean;
end:;

function IntegerPlusPlus.Prastevilo: boolean;
var
test: boolean:
i: integer;
begin
test := Odd(vem); { Prastevilo je vedno liho. }
§ =
while test and (Sqr(i) <= vem) do begin
test = vem mod | <> 0;
1 =1+ % { Ker je vem liho stevilo, ima le lihe delitelje. }
end:
Prastevilo := test
end; {/ntegerPlusPlus.Prastevilo}

var
I: IntegerPlusPlus;

begin

l.vem = 1;

l.znam; { izpise 'u 1U" }
writeln(' ‘Je prastevilo?’,|.Prastevilo) { izpife " Jell praZtevilo?L! TRUE"}
end.

Vidimo, da je metoda lahko tudi funkcijski podprogram. Vsaka metoda pozna
vse, kar objekt ve, torej vse njegove podatke, in jih lahko poljubno uporablja
in spreminja.

Objekt IntegerPlusPlus ve in zna vse, kar zna objekt IntegerPlus.
Zato nam metode znam ni bilo treba %e enkrat deklarirati in kasneje napisati.
Se veZ, objekt IntegerPlus lahko zapremo v neko enoto (unit) in prijateljici
odstopimo samo prevedeno datoteko (.TPU), pa bo ona %e vedno mogla
definirati objekt IntegerPlusPlus, hkrati pa ne bo mogla 3ariti po nasem
programu (kar e posebej velja za njenega mlajSega brata). Pravimo, da je
IntegerPlusPlus naslednik objekta IntegerPlus. Pascalu to sporo€imo
tako, da za besedico object napifemo v oklepaju ime prednika. Tudi vsem
morebitnim naslednikom objekta IntegerPlusPlus bomo rekli nasledniki
objekta IntegerPlus. Torej je lahko vsak objekt ofe, ded, praded... cele
druZine objektov.

Zaradi dedovanja objektov so postala drugade stroga pascalova pravila
o prirejanju nekoliko ohlapnejga. Do sedaj je veljalo, da lahko spremenljivki
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dolo€enega tipa priredimo samo spremenljivko oziroma izraz istega tipa. Edi-
na izjema so bile spremenljivke tipa Real, ki smo jim mogli prirediti tudi
celoftevilske izraze. Pri objektih pa velja, da mu smemo prirediti objekt
istega tipa ali njegovega naslednika. Ce objekt, ki mu prirejamo vrednost, ne
ve ali zna vsega, kar mu prirejamo, se odve&na informacija enostavno izgubi.
Pravilo je torej enostavno: izraz mora biti sposoben zapolniti celoten objekt.
Druga&e bi lahko ostalo kaksno polje brez prirejene vrednosti, €emur pa se
moramo na vsak na&in ogniti.

Nasledniki objekta lahko metode objekta (eno ali ve¥) tudi spremenijo.
PrepiZimo objekt IntegerPlusPlus tako, da bo pred prastevilom izpisana
zvezdica! Podprogram Pokazi pa bo izpisal vrednost enemu ali drugemu
objektu.

type
IntegerPlusPlus = object(IntegerPlus)
procedure znam,;
function Prastevilo: boolean;
end:

function IntegerPlusPlus.Prastevilo: boolean;
var

test: boolean;

i: integer;
begin

{... kot prej ...}

end;

procedure IntegerPlusPlus.znam;
begin
write(" ')
if Prastevilo then write('x');
write(vem," '
end; {IntegerPlusPlus.znam}

procedure Pokazi(var o: IntegerPlus);
{ Sprejme tudi argument tipa IntegerPlusPlus in sploh vseh naslednikov. }
begin
o.znam
end; {Pokazi}

var
I: IntegerPlus;
J: IntegerPlusPlus;
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begin

l.vem := 17; J.vem := 23;

|.znam; { izpize 'U 17U" }
J.znam; { izpise 'U *23U" }
l =k

|.znam; { izpige U 230" }
Pokazi(l); { izpige ‘U 230" }
Pokazi(J); { izpige 'U 23U" }
end.

Bodimo pozorni! Nasledniki lahko spreminjajo metode (in dodajajo
nove), podatkovnemu polju objekta pa tipa ni mo¢ spreminjati. Nasledniki
lahko le dodajajo nova podatkovna polja.

Navidezne metode

Pri objektih lo€imo dve vrsti metod: statiéne in navidezne. S statiénimi meto-
dami se ukvarja prevajalnik. Ko pri prevajanju srefa objekt, ki uporabi neko
svojo statiéno metodo, re€e: “Aha! To&no vem, kaj ho€e&" in to tudi naredi.
V&asih pa to ni najbolje. Tako podprogram Pokazi ne more izkoristiti tega,
da je ob drugem klicu parameter J pravzaprav tipa IntegerPlusPlus, ki zna
izpisati zvezdico pred pradtevilom. Ko je pascal prevajal podprogram Pokazi,
mu je bilo povsem jasno, da ima opravka z objektom tipa IntegerPlus, torej
je tudi "vedel”, katero metodo bo uporabil.

Hoteli bi, da se prevajalnik Zele ob klicu metode odlo&i, katero metodo bo
uporabil: tisto iz objekta IntegerPlus, ono iz objekta IntegerPlusPlus,
ali pa morebitno tretjo metodo iz nekega naslednika teh dveh objektov. To
nam omogocajo navidezne metode, Trik je enostaven: za imenom metode
napifemo rezervirano besedico virtual. Ko objekt pokli¢e tako metodo, si
prevajalnik samo zapige, da na tem mestu od objekta pri¢akujemo dolo&eno
akcijo.

Vsak objekt, ki uporablja vsaj eno navidezno metodo, se mora na tako
delo pripraviti. To stori s posebno metodo, konstruktorjem. Ta poskrbi, da se
podatki o objektu zapiZejo v posebno tabelo, brez katere navidezne metode
ne znajo delati. PrepiSimo sedaj na%a objekta z navideznimi metodami:

type

IntegerPlus = object
vem: integer;
constructor dobro_jutro(n: integer);

procedure znam; virtual;
end;
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IntegerPlusPlus = object(IntegerPlus)
constructor dobro_jutro(n: integer);
procedure znam; virtual;
function Prastevilo: boolean;

end;

constructor IntegerPlus.dobro_jutro(n: integer);
begin

vem = n

end; {IntegerPlus.dobro_jutro}

constructor IntegerPlusPlus.dobro_jutro(n: integer);
begin

vem = n

end; {IntegerPlusPlus.dobro_jutro}

Seveda ni potrebno, da konstruktor nastavi zafetne vrednosti objekta. Kode,
ki konstruktor lo& od ostalih metod, tako ali tako nikoli ne vidimo, saj jo doda
prevajalnik. Konstruktor zato svoje delo opravi, tudi &e je v pascalu povsem
prazen. Zato mora imeti vsak objekt, ki ima vsaj eno navidezno metodo, svoj
konstruktor (tisti, ki ga ima o€e, ni dober).

Poglejmo, kaj si o novih objektih misli isti podprogram Pokazi:

begin
l.dobro_jutro(17); { Postavi vrednost polja l.vem na 17. }
J.dobro_jutro(23); { Postavi vrednost polja J.vem na 23. }
Pokazi(l); { izpige "u 17U" }
Pokazi(J) { izpize 'L *2301" }
end.

V zadnjem primeru se nikoli nismo dotaknili polja vem. Pravilo lepe-
ga programiranja pravi, da podatkovna polja objekta uporabljajo izkljuéno
metode tega objekta. Skladno s tem moramo objektu IntegerPlus dodati
vsaj Ee dve metodi:

type

IntegerPlus = object
vem: integer;
constructor dobro_jutro(n: integer);
procedure priredi(n: integer);
function vrednost: integer:
procedure znam; virtual;

end;



procedure IntegerPlus.priredi(n: integer);
begin

vem = n

end; {IntegerPlus.priredi}

function IntegerPlus.vrednost(n: integer);
begin

vrednost := vem

end; {IntegerPlus.vrednost}
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Sedaj Ze vemo, da isti metodi poznajo tudi objekti tipa IntegerPlusPlus.
Na&in, na katerega se objekti tipa IntegerPlus in IntegerPlusPlus
kaZejo podprogramu Pokazi, imenujemo polimorfizem. Ime metode je vedno

enako, v nasem primeru je to znam. Kaj pa se v resnici zgodi, je odvisno od

objekta, kateremu metoda pripada.

Razvijmo za vajo Se soroden objekt, ki bo poznal znak in ga bo znal

izpisati:

type

CharPlus = object
vem: char;
constructor dobro_jutro(c: char);
procedure priredi(c: char);
function vrni: char;
procedure znam; virtual;

end;

constructor CharPlus.dobro_jutro(c: char);
begin

vem = ¢

end; {CharPlus.dobro_jutro}

procedure CharPlus.priredi(c: char);
begin

vem = ¢

end; {CharPlus.priredi}

function CharPlus.vrni: char;
begin

vrni := vem

end; {CharPlus.vrni}

procedure CharPlus.znam;
begin

writeln(" ',vem,' ')
end; {CharPlus.znam}
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Vidimo, da sta si objekta IntegerPlus in CharPlus zelo podobna.
Kako bi lahko to sorodnost zapisali tudi v pascalu?

Objekti moEno poudarijo staro pravilo (katerega nihée ne poslu%a), da
velja temeljito razmisliti in prouéiti problem, predno se lotimo programiranja.
Obema objektoma, IntegerPlus in CharPlus, je skupno to, da znata izpisati
neki podatek. Kateri podatek izpiZeta in kako to naredita, pa je seveda njuna
stvar. Sedaj skuSajmo vse sorodnosti potegniti iz obeh objektov v nov, skupni
objekt:

type
Osnova = object
constructor dobro_jutro;
procedure znam; virtual;
end:

constructor Osnova.dobro_jutro;
begin
end; {Osnova.dobro_jutro}

procedure Osnova.znam;
begin
end; {Osnova.znam}

Metoda Osnova.znam je prazna, saj osnovni objekt ne nosi nobene informa-
cije. Njegova naloga je samo to, da opi3e, kaj je skupnega vsem njegovim
naslednikom. Vsak naslednik pa bo Ze poskrbel, da se bo izpisal na prav-
ilen na€in. Sorodnost med objekti (v nasem primeru med IntegerPlus in
CharPlus) bomo ohranili z dedovanjem, drugaéne izpeljave metod pa nam
bodo prinesle razlike.

type

IntegerPlus = object(Osnova)
vem: integer;
constructor dobro_jutro(n: integer);
procedure priredi(n: integer);
function vrednost: integer;
procedure znam; virtual;

end;

CharPlus = object(Osnova)
vem: char;
constructor dobro_jutro(n: char);
procedure priredi(n: char);
function vrednost: char;
procedure znam; virtual;

end:



365

Manjkajoée metode lahko bralec napife sam.
Sedaj lahko spremenimo %e podprogram Pokazi:

procedure Pokazi(var o: Osnova);
begin o.znam end;

Tako napisan podprogram pa pravilno izpige objekte vseh v €lanku omenjenih
tipov. Tako nam objekti omogo€ijo, da nam ni treba pisati enega podpro-
grama za izpis celih Stevil, drugega za izpis znaka, Se tretjega za nov tip, ki
ga nenadoma potrebujemo. Dovolj je, da ga napiSemo enkrat, vsakemu od
teh tipov pa razloZimo, kakSen je v resnici njegov izpis. Poenostavitve zaradi
dela z objekti pridejo do izraza, ko se postopki zapletejo. Tako nam objekti
prihranijo ogromno dela, ko se lotimo risanja grafiénih objektov (daljice, krogi
itd.). Prav pri tak3nih postopkih objekti resni¢no zaZivijo.

JoZe Marin&ek
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FIZIBA

POSKAKUJOCA KROGLICA

V zadnjem Easu se pojavlja mnoZica idej in metod, kako opisati nelinearne
dinamiéne sisteme, ki nas popeljejo v svet kaosa. Na voljo imamo dve
moZnosti: matematiéni model s spremljajo€imi racunalnigkimi simulacijami, h
katerim se zateka zlasti matematika. Fiziki pa raje delajo poskuse in merijo.
V kaos nas uvede tudi preprost poskus s poskakujoZo kroglico na plo3&i, ki
niha sinusno v navpiéni ravnini (slika 1).

Q@
g4 l
poskus s kroglico, ki poskakuje na nihajoi

ey ey

Plo$€o pritrdimo na membrano zvoénika, ki ga napajamo s tonskim ge-
neratorjem. Da kroglica ne uide, prilepimo na plo€o konkavno le€o. Zvoénik
prikljué&imo na tonski generator, mikrofon pa preko ojaZevalnika na osciloskop
ali vmesnika na ra&unalnik. Signal iz mikrofona moramo znatno oja&ati. Za-
nima nas &as med zaporednima trkoma kroglice s plo€o. Trke zaznavamo z
mikrofonom, &as med zaporednimi trki izmeri osciloskop ali raunalnik.

Slika 1. V kaos nas uvede tudi preprost

X

KROGLICA ) ODBOJ
\\ /\/ ™\ ~ PLOSCA |

ARG ”7\/“

Slika 2. Trki kroglice z nihajofo ploi&o; x pomeni odmik od vodoravne lege ploste.

S potenciometrom na tonskem generatorju previdno spreminjamo amplitudo
nihajoge plo3€e. Poskus se lepo posrei pri frekvenci okrog 10 Hz, &e je leda
steklena s premerom okrog 5 cm, kroglica pa jeklena s premerom okrog 4
mm. Poskakovanje kroglice lahko opazujemo na dvokanalnem osciloskopu.
Tako lahko hkrati opazujemo signal, s katerim napajamo nihajo&o plo$éo, ter
signal z mikrofona, ki meri zaporedne trke plo3€e s kroglico.

Pri nekaterih amplitudah nihajoZe plo3€e se kroglica giblje periodiéno,
tedaj so €asi med zaporednimi trki enaki (slika 4a). Ce amplitudo nihajoZe
ploZ€e nekoliko poveZamo, pride do trkov s podvojeno periodo (slika 4b). Pri
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Slika 3. Naprava za merjenje &asa med zaporednima trkoma kroglice z nihajoo plo&Zo.
A zvoEnik, B kroglica, C mikrofon, D ojatevalnik, E tonski generator, F osciloskop ali
ratunalnik.

dovolj veliki amplitudi se kroglica giblje popolnoma nenapovedljivo, kaoti¢no
(slika 5). Na slikah je lepo viden prehod v kaos. Na prvem, “zgornjem” kanalu
je prikazan signal, s katerim napajamo zvo&nik, na drugem, “spodnjem” pa
signal iz mikrofona, ki meri €as med trkoma. Amplitudna in frekvenéna
obmoéja na osciloskopu so tako izbrana, da so slike kolikor se da pregledne.

Slika 4. a) Trki s periodo 1.
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Slika 4. b) trki s periodo 2.

Slika 5. Trki z neskonZno periodo ali kaos.

Slika 6 (na naslednji strani). Casovni interval t, med zaporednimi trki kroglice z nihajoZo
plo3to na abscisi v odvisnosti od 3tevila zaporednih trkov n in n + 1 na ordinati. Pri dani
amplitudi ploite opazujemo 200 trkov z jekleno kroglico premera 4,5 mm. a) gibanje s
periodo 1, b) pri ve&ji amplitudi plo3te dobimo gibanje s periodo 2 in pri Se ve&ji amplitudi
gibanje z neskontno periodo - kaos, c) in d).
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Slika 7. Pri skrbnem in zelo potasnem vetanju amplitude bi pri idealnem poskusu dobili
zgornjo sliko. t, bi v nafem primeru bili Zasovni intervali med trki kroglice s plo€o in
A amplituda napetosti, s katero napajamo zvoénik. Podvajanje perlod se zgodi v zelo
ozkem amplitudnem pasu, zato je tak poskus teZko narediti, saj ne moremo natanéno
nastaviti amplitude nihajote plo3Ze. Tak3ne in podobne slike ponavadi dobijo z ragunalnitko
simulacijo.

Stane Kodba

XXIl. MEDNARODNA FIZIKALNA OLIMPIADA

Mednarodno tekmovanje srednje¥olcev v znanju fizike je bilo lani v mestu
Espoo na Finskem. UdeleZila sta se ga tudi dva dijaka iz Slovenije, KreZimir
Macan in Tadej Mali s SN3 v Ljubljani in vodja ekipe Bojan Golli. Ceprav so
se na$i dijaki udeleZevali tega pomembnega tekmovanja Ze od druge olimpiade
naprej, nastop Slovenije kot samostojne ekipe ni bil samoumeven, saj drfava
organizatorica vabi nove drZave po lastni presoji. Ker so se gostitelji Ze dobro
spominjali uspe¥no organizirane olimpiade v PortoroZu leta 1985, s povabilom
ni bilo teZav. Slovenija je sedaj postala stalna udeleZenka olimpiad, saj statut
pravi, da morajo organizatorji naslednjih tekmovanj obvezno povabiti vse
udeleZenke predhodnih olimpiad. Letos bomo zato lahko nastopili na olimpiadi
v ZDA, ki bo v za&etku julija.

Na tekmovanju dijaki en dan re¥ujejo teoreti€ne naloge, en dan pa ekspe-
rimentalne. Dan odmora med tekmovanjema in dneve do proglasitve rezul-
tatov dijaki izkoristijo za oglede in medsebojna sretanja. Med 36 driavami



udeleZenkami so bili tekmovalci prav
z vseh delov sveta: Kitajske, ZDA,
Avstralije . . . in celo Surinama, ki ga
%e kar tezko najdemo na zamljevidu.

Teoreti€ni del tekmovanja je bil
letos izjemno zahteven, saj je bila
vetina vpra$anj iz snovi, ki je pri nas
v srednji $oli ne obravnavamo. Zato
so bili tu uspe3nejsi dijaki, ki imajo
pred tekmovanjem obseZne dodatne
teaje in priprave. Dijaka iz Sloveni-
je pri reSevanju teh nalog nista bi-
la uspesna. Eksperimentalne naloge
so bile pristopnejZe in tu je bolj od-
lo€ala spretnost in razumevanje os-
nov fizike. Na%a dva udeleZenca sta
bila med uspeZnej¥imi reZevalci, Zal
pa eksperimentalni del tekmovanja
prina%a manjZe Stevilo toZk.

Bralci se o zahtevnosti nalog lahko prepri€ajo sami. Objavljamo jih v
nekoliko skrajSani obliki; izpustili smo obseZne praktiéne napotke pri eksperi-
mentalnih nalogah ter podatke za vrednosti fizikalnih konstant, ki jih lahko
najdemo v priro€nikih.

Teoretiéne naloge

T1. Satelit, ki ga tvorijo brezmasno telo v sredi¥€u in &tiri majhna telesa
B z masami po m, kroZi v ekvatorialni ravnini okoli Zemlje. Telesa B so
pritrjena na telo v sredi$€u z dolgimi togimi radialnimi palicami z dolZino r,
med katerimi je konstanten kot 90°. Vseh pet teles leZi v ekvatorialni ravnini
in v tej ravnini kroZijo okoli telesa v sredini s kotno hitrostjo w, merjeno glede
na oddaljene zvezde.

1. Doloéi sile, s katerimi delujejo radialne palice na telesa B v legah, ko
sta radij vektor od srediZ€a Zemlje do satelita in radij vektor od srediiZa
satelita do telesa B vzporedna, nasprotno vzporedna ali pravokotna. (V
teh legah priblizno velja, da so sile najveéje oziroma najmanj3e.)

2. V telesih B so enake naprave, povezane s palicami. Vsaka od naprav
povleZe palico proti telesu B v trenutku, ko je sila, ki si jo doloéil pri
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prejnjem vpra3anju, najveéja, ko je sila najmanj3a, pa palico spusti za
enako dolZino. DolZina dela palice, ki se pri tem izvleZe in nato povlege
nazaj, je enaka 1 % povpreéne dolZine radialne palice. (PovpreZna
dolZina palice se tako v dolgem ¥asovnem obdobju ne spreminja.) Ko-
likéna je povpreéna neto mo€ vsake od naprav?

3. Obravnavaj spremembe pri gibanju satelita, ki jih povzrota delovanje
naprav. Ugotovi, &e podértana koli€ina nara%€a, se zmanjiuje, ali ostane
nespremenjena: tirna hitrost satelita, radij tira satelita, kotna hitrost
kroZenja satelita, potencialna energija satelita. Ali lahko pride satelit v
vijo orbito na ragun dela, ki ga opravijo naprave? Ali lahko pride v tako
visoko orbito, da praktiéno zapusti gravitacijsko polje Zemlje? Zakaj?

T2. Pri tej nalogi analiziramo longitudinalno gibanje atomov v linearni
molekuli, t. j. gibanje v smeri osi molekule. Denimo, da je molekula ses-
tavljena iz N atomov z masami my, mg, ..., mpy, nanizanih po osi molekule.
Predpostavimo, da je vsak atom povezan s svojima sosedoma s kemijsko
vezjo. Vez aproksimiramo z brezmasno vzmetjo, za katero velja Hookov za-
kon. Vsaki vezi priredimo konstanto vzmeti ki, k2, ..., ky—1.

Nihanje proste molekule je sestavljeno iz vsote nihanj, ki jih imenujemo
lastna nihanja. Prilastnem nihanju nihajo vsi atomi sinusno z enako frekvenco
in gredo hkrati skozi ravnovesne lege.

1. Z x; ozna&imo odmik i-tega atoma iz njegove ravnovesne lege. lzrazi
silo F;, ki deluje na i-ti atom, kot funkcijo odmikov x1, x2, ..., xp in
konstant vzmeti ki, k2, ..., ky—_1, ki ustrezajo vezem. Kak3na zveza
velja med silami Fy, F2, ..., Fy?7 S pomotjo te zveze izpelji zvezo med
odmiki x1, x7, ..., xp in jo fizikalno interpretiraj.

2. Analiziraj nihanje dvoatomne molekule AB. lzpelji izraz za silo, ki delu-
je na atoma A in B. Dolo& moZne nadine nihanja molekule., Pois&i
pripadajo&e frekvence in pojasni rezultat. Kako je mogote, da atoma
nihata z enako frekvenco, Zeprav sta njuni masi razliéni?

3. Analiziraj nihanje triatomne molekule A;B. (Atom B je med atomoma
A.) lzrazi sile, ki vrakajo atome v ravnovesno lego, kot funkcijo odmika
atomov. Doloéi lastna nihanja molekule in pripadajoZe nihajne frekvence.

4. Frekvenci dveh longitudinalnih lastnih naginov nihanj molekule CO5 sta
3.998-10'3 Hz in 7.042-103 Hz. lzratunaj konstanto vzmeti, ki ustreza
vezi med O in C. Kako dobro lahko obravnavani priblizek za strukturo vezi
v molekuli opife nihanje realne molekule? Relativna atomska masa atoma
ogliika je 12, kisika pa 16. Atomska enota mase je 1.660 - 10~27 kg.
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T3. Kroglast satelit s premerom 1 m je v vesolju v bliZini Zemlje, vendar
nikoli ne zaide v njeno senco. Vsa povr&ina satelita je pokrita z enako prevleko.
Temperatura satelita je povsod enaka.

Temperatura povrija Sonca je 6000 K in seva kot &rno telo. Radij Sonca
je 6.96 - 108 m, razdalja med Soncem in Zemljo pa 1.5 - 101! m. Satelit
se segreje na temperaturo, pri kateri je izsevani svetlobni tok s satelita, ki
ustreza sevanju &rnega telesa, enak absorbiranemu son&nemu svetlobnemu
toku. Gostota svetlobnega toka, ki ga seva &rno telo, je podana s Stefan-
Boltzmannovim zakonom j = oT4. Satelit absorbira vse vpadlo elektromag-
netno sevanje.

1. Poi3éi izraz za temperaturo satelita.
2. Spekter sevanja Ernega telesa s temperaturo T opiZe Plankov zakon

8rkiT? . ndn
c3h  en-—1'

u(T,v)dv =

Ze je udv gostota energije elektromagnetnega sevanja v frekvenZnem
intervalu [v, v+ dv] in n = hv/kT; h je Planckova konstanta, k Boltz-
mannova konstanta in ¢ hitrost svetlobe. Z integracijo po vseh frekven-
cah v in vseh smereh, dobimo iz formule gostoto izsevanega svetlobnega
toka, tako kot pri Stefan-Boltzmannovem zakonu. Za konstanto o do-
bimo tako izraz o = (275 /15)(k*/c2 h3).

Pri Stevilnih uporabah satelitov je potrebno, da je temperatura satelita
&im nifja. Da to doseZejo, uporabljajo inZenirji odbojno prevleko, ki
odbija svetlobo s frekvenco, ki je ve&ja od mejne frekvence. Privzemi,
da mejna frekvenca ustreza vrednosti hv/k = 1200 K. Oceni, kolik¥no
temperaturo doseZe satelit s takino prevleko.

Rezultat izra&unaj priblizno. Velja

oo n3 dT! _ 14
/0 en—-1" 15"°
izraz 73 /(e — 1) pa dosefe maksimum pri  ~ 2.82. Za majhne 3
lahko razvije$ eksponentno funkcijo kot e = 1+ 7.
3. Pri pravem satelitu z raztegnjenimi son&nimi panelami, ki proizvajajo
elektriko, predstavlja energija, ki se trofi v instrumentih v notranjosti
satelita, dodaten toplotni izvir. Denimo, da je celotna ustvarjena no-

tranja mo€ enaka 1 kW, kolikZna bi bila temperatura satelita v primeru,
opisanem pri vpraganju 27




374

4. Proizvajalec ogla%a poseben premaz takole: “Premaz izseva vet kot 90 %
vsega vpadlega sevanja, hkrati pa pri vseh frekvencah seva kot &rno telo
in tako odvaja veliko toplote s satelita. Temperatura satelita je tako
najniZja mozna.” Lahko obstaja tak premaz?

5. Kakgne lastnosti mora imeti previeka, da se temperatura krogelnega
telesa, podobnega obravnavanemu satelitu pri vpradanju 1, dvigne?

Eksperimentalni nalogi

E1l. Opazujemo elektriéni preboj v zraku. Visoko napetost ustvarimo s
piezoelektritnima elementoma. Eksperimentalni pripomoZki so postavljeni
na klanec, na katerem lahko drsi klada (jeklen valj) po posebnem vodilu
(glej fotografijo). Drseéa klada tr&i z piezoelektri€nima elementoma in ju
stisne. Zaradi stiskanja se kraji¥¢i piezoelementov elektri¢no nabijeta. Tako
ustvarjeno napetost vodimo na iskri$€e, ki mu lahko spreminjamo razdaljo
med elektrodama. Ce je razdalja dovolj majhna, med elektrodama preskoéi
iskra. Najmanj$a napetost, pri kateri se pojavi iskra, se imenuje prebojna
napetost.

Dolo&i prebojno napetost kot funkcijo razdalje med elektrodama. Oceni
napake in pojasni njihov izvor. Razmisli, e je rezultat splogno veljaven tudi
v druga&nih okolig€&inah. Opigi eksperimentalni postopek in povej, kako si
razredil eksperimentalne teZave, ki so se pojavile pri merjenju.

Ce stisnemo piezoelement, ki je bil na zaZetku neobremenjen in elektrizno
nevtralen, tako da pri stiskanju sila opravi mehaniéno delo E, se del tega,
KE, pretvori v elektri¢no energijo. Imata jo nabita piezoelementa, ki si ju
predstavljamo kot kondenzatorja. Vrednost konstante K je 0.5, kapaciteta
enega piezoelementa je 20 pF 42 pF, masa drsege klade je 34.6 g, skupna
masa spodnje klade in piezoelementov pa 87.5+ 0.5 g.

E2. Pri nalogi ima$ na razpolago:

e majhno svetilko, ki oddaja enako svetlobo kot bliskavka;

e neobiZajno odbojno uklonsko mrefico, pritrjeno na plastiéno stojalo (ko-
Stek digitalne CD plos€e). Zareze na mrefici so kroZni loki. Zato so
odboji nekoliko zmaliZeni, €e jih primerjamo s tistimi pri obi€ajni uklonski
mreZici.

e 7 opti€nih vzorcev

1. Doloéi razdaljo med zarezami kolikor mogo&e natan&no. Oceni napako,
opiéi in skiciraj postopek merjenja.
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2. Vzorci 1 ... 5 so barvni filtri. Katere valovne dolZine prepu%Zajo, katere
absorbirajo? Ugotovi, kaj je vzorec 6.

3. Vzorec 7 je %iéna mreZica. Doloéi razdaljo med Zicami v mreZici za obe
med seboj pravokotni smeri. Opisi in skiciraj postopek merjenja.

Bojan Golli

DRAGI PRESEK!

Pogiljam ti tri umetnine z nade gimnazije. Prva in najlepga spada v prvi letnik
in ima (zaradi svoje lepote) tudi pravilen rezultat.

1.

1 1 g% 1 =
gt g s s v
2+ 2 1 B

==y “a2p2 :{?) ab=14 ba—1-2
_d+p-F b+a 1 B+x 1

a?b?  F+p-2 ¥ 1 ab

Preostali dve sta iz tretjega letnika (kotne funkcije):

cos?(E)-(=sinF)  cos?(30°) - sin(—90°) _
cos?(%) B cos?(60°) B

30° -sin(—90°)  —sin(90°)
60°.2 2 B

—sin(45°) = -—%

cos2(_g).s;..,(_§) B (30°)2 - (—90°) B

cos?(—2F) R T
8100° 81 9
14400° 144 16

Lep pozdrav.
Vinko Horvat



(IR TEMARTIRA

KDAJ JE a° = b*?

1. Gremo mimo hiSe, nad njenimi veZnimi vrati je pritrjena tablica s hisno
stevilko 16. No, 16 = 2* = 42! Vidimo, da $tevili a = 2, b = 4 izpolnjujeta
enacbo

b=ba. (1)

Postanemo pozorni: Ali je $e kaj naravnih §tevil a, b, a # b, za katere velja

(1)?

Ko v (1) postavimo a = 1, dobimo b = 1; podobno iz b = 1 izhaja
a = 1. Stevili a = 1,b = 1 sicer ustrezata enaébi (1), nipa a # b. To
pomeni, da je enatbo (1) pri pogoju a # b mogote izpolniti kveEjemu, ko je
a>1lin b > 1. Vemo, da se od 1 ve&je naravno 3tevilo enoli¢no izraZa s
produktom pra3tevil (na vrstni red faktorjev se ne oziramo). Na to dejstvo se
bomo naslanjali.

Vzemimo, da naravni Stevili a > 1,b > 1,3 # b izpolnjujeta enagbo
(1). Mislimo si 3tevili na levi in desni v (1) izraZeni s produktom pra¥tevil.
Vsako prastevilo na levi je faktor v a, vsako prastevilo na desni faktor v b.
Ker sta ¥tevili enaki, nastopajo po omenjenem dejstvu na levi in desni prav
ista prastevila. Torej velja

a:p{q---p;", b:p{l---p‘? (2)
pri razliZnih pradtevilih p1, ..., pj in naravnih Stevilih kq, ..., k;j, h, ..., ;. Ko
vnesemo a, b iz (2) v (1), dobimo

ki b k; b ha l;a
pll "‘PJ'J =p1‘ "'pjj )

Zaradi enoli€ne izrazljivosti naravnega §tevila s produktom prastevil mora biti
kib= ha,... kib = l;a. (3)

Ker je a # b, smemo vzeti a < b. Potem iz (3) sledijo ocene k1 <
< h,...kj < lj. Ko te ocene upoStevamo v (2), vidimo, da a deli b.
Zato je

b=sa (4)

in s naravno $tevilo. Ker je a < b, je s > 2.
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Za s =2 jepo (4)
b=2a (5)
in (1) se glasi a?? = (2a)?. Od tod izratunamo a = 2, po (5) je b=4. To

reditev enatbe (1) smo sredali Ze zgoraj.
Naj bo v (4) sedaj s > 3. Enagba (1) dobi obliko a*? = (sa)? in dalje

a1 =s. Ker je a> 2, velja ocena

5= a1 > (1 + l)s_l‘
Razvijemo vsoto po binomskem obrazcu, pa imamo

(s=1)(s—=2)
2

(s—1)(s—2)

s>1+4+(s—1)+ >

+..>s5+

in torej

- (s— 1)(5—2)'
- 2
Ker je s > 3, zaidemo v protislovje

2-1
> —=1
02 2

V (4) torej s > 3 ni mogoge.
Tako smo naili: Edina reSitev enacbe (1) v naravnih Stevilih a, b,
a<bjea=2b=4

2. Ali dobimo ve& resitev enacbe (1), e sta a, b razlina pozitivna
ulomka? Najprej dve ugotovitvi.

Imejmo tuji naravni 3tevili u, v in naj bo d najvetja skupna mera za
u+ v, u. Prinaravnih k,/ je tedaj u = dk,u+v = dl. Ker je v = dl—
—u = d(/— k), vidimo, da d deli v. Toda d deli tudi u in ker sta u, v tuja,
je d = 1. Velja torej:

I. Ce sta u, v tuji naravni 3tevili, sta tudi u, u+ v tuji naravni Stevili.

DoZenimo Ze:

Il. Ce sta s, t od ena ve&ji naravni Stevili, u, v tuji naravni Stevili in je
s = tY, obstaja naravno Stevilo g tako, da je s = g, t = g". Res! Ker je
sY = tY, vsebujeta s, t prav iste pratevilske faktorje in velja

lj

k; I
Y, t=pfepf (6)

k
5=P11"‘Pj '
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pri razliénih prastevilih py, ..., pj in naravnih Stevilih kq, ..., k;, h1, ..., Ij. Zara-
di sY =t" je

k k; /. %
11"...pj1”=pll"‘..pj!

in tako
kiu=hv,... kiu=ljv. (N

Ker sta u, v tuja, iz prve enaébe v (7) izhaja, da v deli ky in u deli /;. Zato
je ki = nv,h = r{u pri naravnih 3tevilih rp, r{. Enagbo kju = ljv lahke
sedaj pifemo rivu = r{uv in najdemo r; = r{. Ker velja podobno pri drugih
enatbah v (7), dobimo ky = nv, h = nu, ..., kj = rjv, I = rju pri naravnih
Stevilih ry, ..., rj. Ko to upo3tevamo v (6), imamo

s= (e p)". t=(pt o pf).

Vzamemo za g ¥tevilo v oklepaju in trditev Il je dognana.
Vrnimo se k enagbi (1). Naj bosta a, b pozitivna ulomka, ustrezajota
(1) in a < b. Kvocient § = c je potem pozitiven ulomek, vegji od 1. Ko

b=wca (8)
vstavimo v (1), dobimo a? = (ca)? in dalje 2! = c. Od tod izrafunamo
_—— po (8) Ze b= c?T, 9)

Ker je ¢ > 1, je ulomek c_l—_i' pozitiven. Ko ga okrajamo, je

1 u
c—1 v (10)

pri tujih naravnih 3tevilih u, v. Po (10) je ¢ = 1+ ¥ in iz (9) izhaja

u+v u+v, u

Tvy. (11)

Pozitivna ulomka a < b, ustrezajofa (1), morata torej biti oblike (11) pri
tujih naravnih Etevilih u, v.
Ceje v =1,iz (11) sledi

a={

YW, b=(

a=(1+%)”. b=(1+%)”+1. (12)
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Za vsako naravno Stevilo u sta a, b iz (12) razliéna pozitivna ulomka. (Da
ustrezata ena&bi (1), je mogo&e preveriti z vstavitvijo.) Za v = 1 dobimo
iz (12) Ze znano refitev a = 2,b = 4. Za u = 2 je a = (32)/(22),b =
= (3%)/(23), za u = 3 pa a = (4%)/(33%), b = (4*)/(3%). Ko se u spreminja
po vseh naravnih 3tevilih, dajeta obrazca (12) neskonéno razliénih pozitivnih
ulomkov a, b, ki izpolnjujejo (1).

V obrazcih (11) naj bo zdaj v > 2. Ker je a ulomek, obstajata taki tuji
naravni Stevili m, n, da je a= T, in po (11) lahko piSemo

utv. u m
)v:—‘

u n

(

Pri tem je n > 2, saj smo naravne reSitve nali Ze v razdelku 1. Ko odpravimo
ulomke in potenciramo, je

(u+v)Yn" = m¥u". (13)

Ker sta u, v tuja, sta po ugotovitvi | tudi v, u + v tuja; tudi v¥, (v + v)"

sta potem tuja. lz tujosti m, n sledi tujost za n¥, mY. Po (13) mora torej

uY deliti n¥ in nY deliti uY. Ker sta to naravni Stevili, je u¥ = nY¥. Zaradi
n> 2, jeu>2; kersta u, v tuja, po ugotovitvi |l velja

u=g" n=g" (14)
pri naravnem Stevilu g. |z enakih razlogov je
ut+v=~h", m=h" (15)
pri naravnem 3tevilu h. Ker je v > 2, iz (14) in (15) izhaja
u=g"'<u+v=h" <(g+1)" =g" +vg" 1 +..
in po korenjenju

g<h<g+1.

Naravno 3tevilo h bi tako leZalo strogo med zaporednima naravnima Steviloma
gin g+ 1. Takega naravnega 3tevila pa ni. V obrazcih (11) torej v > 2 sploh
ni mogode.

Tako smo ugotovili: Vse pozitivne ulomke a, b, a < b, ki izpolnjujejo
enatbo (1), zajamemo, ko v obrazcih (12) tefe v po vseh naravnih
Stevilih.
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3. Ce sta a, b pozitivni realni $tevili, je med pozitivnimi realnimi $tevili
ravno eno, ki daje vrednost potence aP. Pri radunanju s takimi potencami
veljajo enaka pravila, kot &e sta osnova in eksponent potence naravni Stevili
ali pozitivna ulomka. Kako je z reSitvami enacbe (1) v pozitivnih realnih
Stevilih?

Naj pozitivni realni Stevili a, b, a < b izpolnjujeta enatbo (1). Potem
velja tudi
# =k, (16)

ReZitev enatbe (1) dajeta torej Stevili, pri katerih ima funkcija f(x) = xx
enako vrednost. Potek funkcije f(x) prikazuje slika.

flx)

+ t i | -4 } .-
e b X

Ko raste x od 0 do e = 2,72, naradta f(x) od 0 do f(e) = 1,45. Ko raste
x od e prek vsake meje, f(x) pada in se zmeraj bolj priblizuje vrednosti 1.
Ce vzamemo kak3en a, 1 < a < e, obstaja ravno en b > e, ko velja (16).
Za0<a<1ina= e nitakega b, b # a, ki bi izpolnjeval enagbo (1). Vse
to vidimo iz slike.

Oglejmo si Se enkrat obrazca (9). Ce je c od 1 vegje realno ¥tevilo, sta
Stevili a, b dobljeni po (9), pozitivni realni. Da izpolnjujeta enatbo (1) , se
prepri¢amo z vstavitvijo. Ko nara%€a c od 1 prek vsake meje, a vztrajno pada
od e proti 1, b pa vztrajno raste od e prek vsake meje. To se da potrditi s
kratkim ratunom. Vsakemu realnemu ¢, 1 < ¢ < oo pripada torej po (9) en
a, l1<a<einenb, e<b<oo.

Povzemimo: Vsako realno resitev a, b, a < b enatbe (1) dobimo
ravno enkrat, ko v obrazcih (9) spreminjamo c po vseh realnih Stevilih
ve&jih od 1.

JoZe Grasselli
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PARALELOGRAMI - Resitev s strani 280

1. Najprej predpostavimo, da sosednji oglis&i K, L vértanega paralelograma
KLMN lefita na stranici AB paralelograma ABCD.

Kadar je |KL| < |AB|, zaradi KL || MN stranica MN leZi na CD, &e
pa KL sovpadaz AB, M lezina BC, N pana AD. V prvem primeru moramo
zahtevati le %e enakost [MN| = |KL|, v drugem pa enakost |BM| = |AN|.

Obravnavati moramo 3e primer, ko ogli3¢a vértanega paralelograma lezijo
na razli€nih stranicah paralelograma ABCD. Denimo, daso K, L, M in N
zaporedoma na stranicah AB, BC, CD in AD. Zaradi vzporednosti

KL||MN, AB| CD, BC| AD
in enakosti |KL| = |[MN| velja
[LKB=/[NMD, LBLK =/DNM,

torej sta trikotnika BLK in DNM skladna. Od tod sledi, da sta KBMD
in BLDN paralelograma, zato se diagonale KM, LN, AC in BD sekajo v
skupni to€ki S in se razpolavljajo.

Vértani paralelogram KLMN dobimo tako, da skozi sefii€e diagonal
AC in BD na&rtamo premici tako, da ena seka AB, druga pa CD. Setista
s stranicami paralelograma ABCD so ogli¥€a vértanega paralelograma.

2. Preprosto moZnost, da sosednji oglis¢i vErtanega pravokotnika leZita na
isti stranici kvadrata, prepustimo bralcu in poi¥€imo le v&rtane pravokotnike
KLMN, ki imajo ogli¥€a na razliZnih stranicah kvadrata ABCD.

Iz regitve naloge 1 sledi, da sredi€e pravokotnika KLMN sovpada s
sredis€em kvadrata ABCD. Denimo, da je K katerakoli totka stranice AB,

razliéna od njenih krajig€. Potem je M enoliéno dologena toEka na stranici CD
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- zanjo velja |[AK| = |CM]. Og&rtajmo pravokotniku KLMN kroZnico in na
njej poistimo totko L, ki leZi na BC. KroZnica sefe BC v tokah Ly in Lo, za
kateri velja |BL1| = |L2C| = |AK|. Ker sta kota KL M in KL, M prava,
smo nasli vErtana pravokotnika KLy MN; in KLyMN;. Prvi je kvadrat,
drugi pa ima stranici vzporedni diagonalama kvadrata ABCD, v primeru
|AK| = |KB| pa sovpadata. Tako dobimo druZino vértanih kvadratov in
druZino v&rtanih nekvadratnih pravokotnikov.

AKBLy = ALiCM
KLiMN; kvadrat
|KB| = |BLa|

KLy || AC, LM || BD

Boris Lavri¢

RAZNOBARVNE OCI - Reditev s str. 267

V spodnji razpredelnici je vseh Sest moZnih razporeditev barv, ki so oznaZene
s& min z:

1121341516
Blaz Crne € 1€ mm |z [z
PrimoZ Moder m |z & [z |&€ |m
Jernej Zelenko |z |m |z |€ |m |E

Druga, tretja in Sesta razporeditev ustrezajo pogoju, da se samo ene o&i uje-
majo z barvo v priimku. PrimoZ ne more imeti &rnih ofi, saj se je v pogovoru
odzval na izjavo fanta s &rnimi o€mi, torej odpade tretja razporeditev. Mogo&i
sta torej druga razporeditev, po kateri ima Jernej modre o&i, in Zesta, kjer
ima Jernej &rne ofi. V nobenem primeru pa ne more imeti zelenih o&i.

NeZa Mramor
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KOPERNIK NA
INAMKAH

’namke z astronomsko vsebino
1ajdemo v razliénih drZavah.
are za res nenavadno popula-
izacijo astronomije. V bistvu
irikazujejo zanimivosti iz veso-
ja in najpomembneje razisko-
alce vesolja - astronome.

Okoli 150 drzav je izda-
> znamke s pestro astronom-
ko tematiko. Najve€ znamk
a je posvefenih reformatorju
stronomije in znanosti sploh,
likolaju Koperniku. Letos po-
eka 450 let od njegove smrtiin
d izida njegove slavne knjige
de revolutionibus orbium coe-
sstium - O kroZenju nebesnih
eles.

Marijan Prosen
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