ISSN 0351-6652
DRUSTVO MATEMATIKOV, FIZIKOV IN ASTRONOMOV SLOVENIJE, 20(1992-93)

Ol Painting In
Loran Speck
Carmel, California




RACUNALNISTVO

FIZIKA

MATEMATIKA

ASTRONOMUJA
TEKMOVANIJA

NALOGE

RAZVEDRILO

RESITVE NALOG

NOVE KNJIGE
NA OVITKU

stronome in racunalnikarje
4 _u(_\.r.flm 'f sI' ani 65-128

Ratunalniki in umetnost (Matija Lokar) .................. 65
Najvegja luknja (Martin Juvan) ............oooveinennn 78-84
Potapljanje (Mitja Slavinec) ........................... 66-70
Sumenje vode v kotlitku (Janez Strnad) ,,,,,,,,,,,,,,,, 92-95
Ohlajanje in zmrzovanje vode (Zlatko Bradag,

Jure Dolnikar)o it cnsnn ot L b s v 98-103
Lemoinova totka trikotnika (Darjo Felda)................ 72-77
Ornamenti in grupe (Milena Strmad) .................. 104-110
Uporaba kompleksnih Stevil v ravninski geometriji -

drugi del (MatjaZ Zeljko) ..............cooouinn. 116-119
Uporaba ostankov pri problemih iz teorije Stevil

YEoruEiZalar) s aa e i sl e Rt 120-123
Nenavadno Galilejevo opazovanje (Marijan Prosén) ....... 86-88
8. Z¥olsko tekmovanje iz matematike za srednjedolce

(Rarjol Feldays o ol do i gt se e von e a et 111-112
Naloge za ogrevanje (Aleksander Potoénik) ............ 124-126
Skriti datum (Marija Vencelj) .. ... 70
Sprehajanje po kroZnici (Marko Lovreit SaraZin) . ......... 71
Kongres v Pragi (Borut Zalar) .......................... 77
Enostainl plater (Bops LavpE) oo otil, foee 0L B Lot . 128
Naloge za najmlaj3e bralce (Borut Zalar) ................. 1
Pisma bralcev (Peter Petek, Darko Dominko) ............ 90-91
Krizanka Nobelovi nagrajenci za fiziko Il {(Marko Bokalig).. 96-97
Pravokotni vetkotniki - s str. 51 (Marija Vencelj) .......... 71
Dve igri s Stevili - s str. 5 (Du3an Murovec) ............. 84-85
Dve pisemci - dve uganki - s str. 60 (Miha Mohor)......... 85
Popolne potence - s str. 23 (Boris Lavri€) ............... 89-90
Stevilska krizanka - s str. 52 (Stavra V. Radojkovic -

prev. in prir. BojanHvala) ......................... 110
Prenilana $tevila - s str. 59 (Boris Lavrig) ............ 113-115
Krizanka 190. letnica smrti slavnega matematika -

$:5tr: 37 (Marke Bolalith ot desa bt v 115
Pois&i osnovi - s str. 41 (Marija Vencelj)..............o.... 123
Trikotnik v kvadratu - s str. 23 (Boris Lavrig) .. ........ 126-128
Prosen M., Orientacija (Bogdan Kilar) . ................. 88-89

Fotografije slik in skulptur, katerih skupni imenovalec je
ractnalmiski trdildisk v e mn s e e e s sk I, IV



65
RACUNALNIKI IN UMETNOST

Tako kot na ostala podro€ja vplivajo rafunalniki tudi na umetnost. Tu ne
mislimo le na pisatelje in pesnike, katerih ustvarjanje si brez urejevalnikov
besedil danes e kar terko predstavljamo. Stevilni glasbeniki uporabljajo
ustrezno opremljene rafunalnike kot pripomo&ek pri skladanju, ustvarjanju
novih zvokov, ... V slikarstvu se razvija prav posebna smer — slikanje z
racunalnikom. Kot pripomogek se raunalnik pojavlja tudi v video umetnosti,
fotografiji, da o vplivu ragunalnikov na film sploh ne govorimo. Obstajajo Ze
filmi, ki so jih ustvarili povsem s pomo€jo ra&unalnikov — od prikaza okolja
do gibanja oseb.

Ra&unalniki pa so z umetnostjo povezani tudi druga€e. Tako si na ovitku
tega Preseka lahko ogledate nekaj slik in skulptur, katerih skupni imenova-
lec je trdi disk. Ta majhna 3katla, v katero lahko spravimo vsebino vseh
Presekov od praPreseka pa do danes, pa Se bi ostal prostor, je navdihnila
vet umetnikov. Slike njihovih umetnin uporablja eden najve&jih proizvajalcev
trdih diskov, firma Seagate, za reklamiranje svojih proizvodov.

Matija Lokar
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FiZis5

POTAPLJANIJE

Ce se nam kaka dragocena stvar potopi v tako globoko vodo, da veZ ne
dosezemo dna, potem prisko&ijo na pomo?¥ potaplja&i. SreZamo se s pota-
pljanjem, ki pa ni le dvigovanje predmetov na povr$ino, ampak tudi razisko-
valna dejavnost in zanimiv gport. Oglejmo si nekaj fizikalnih zakonitosti, ki
spremljajo potapljanje.
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Slika 1.

Osnovni problem pri potapljanju je zrak. Potaplja& ga lahko stisnjenega
po cevi dobiva s povrgine, ali pa ga v jeklenki nese s sabo.
Na potapljaa, ki se je potopil do globine h, deluje tlak:

p(h) = po + pgh, (1)

kjer je po je zra&ni tlak na gladini, pg pa gostota tekoZine, v kateri se potaplja.
V vodi torej na vsakih deset metrov globine tlak naraste za 1 bar. Tlak v
potapljagevem telesu mora biti enak tlaku okolice, saj bi ga druga&e zmetkalo.
Ocenimo, kako globoko bi lahko po cevki dihal povr¥inski zrak. Najvetjo
tlatno razliko, ki jo lahko ustvarijo miSice prsnega ko%a, ocenimo na 0,2b in
iz enatbe (1) izratunamo, da bi se s cevko lahko potapljali le do globine 2
m. Ze na tej globini bi zelo tefko dihali, globlje pa bi bila sila na potapljaZa
zaradi poveZanega tlaka okolice tako velika, da sploh ne bi mogel veZ vdihniti.
Potaplja& mora torej dobivati zrak, ki je pod tlakom, enakim tlaku okolice.
To doseZemo tako, da mu po cevi s Erpalko ali kompresorjem zrak tla&imo v
globino, ali pa na jeklenko montiramo hidrostatski regulator, ki poskrbi, da
Jje tlak zraka, ki ga diha, vedno enak tlaku okolice. Dihanje preko cevi se je
uveljavilo predvsem pri raznih podvodnih delih, ki se po navadi opravljajo na
majhnem prostoru, trajajo pa dolgo &asa.
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Bolj zanimivo je samostojno potapljanje. Tudi tu bi radi ostali pod vodo
&im ve& &asa, to pa je odvisno od velikosti jeklenke in od tlaka zraka v njej.
Jeklenka, ki zdrZi visok tlak, mora imeti debele stene, zato pa je teZka in
draga. Uveljavile so se jeklenke, ki zdrZijo tlak do 200b in imajo prostornino
od 10 do 20 litrov. Z ve&jimi jeklenkami bi bili potaplja&i preve& okorni in
neokretni.

Ocenimo, kako dolgo smo lahko s tako jeklenko pod vodo. Zaradi laZje
predstave bomo zrak iz jeklenke v mislih izotermno, to je pri konstantni
temperaturi, razpeli toliko, da bo njegov tlak enak tlaku na gladini. Po
Boylovem zakonu je

P11 = poVo, (2)

kjer je p1 tlak v jeklenki, V4 prostornina jeklenke, \j pa prostornina razpetega
zraka. Za dvajset litrsko jeklenko napolnjeno do tlaka 200b dobimo torej 4000
litrov razpetega zraka. Clovek porabi v povpregju 20 litrov zraka na minuto
ne glede na tlak, torej bi zrak v jeklenki zado¥Zal za 200 minut dihanja na
povrdini. Potaplja& pa v vodi diha zrak pod tlakom okolice, kar je v globini
desetih metrov 2b. To pomeni, da bi lahko na tej globini s tem zrakom dihal
le 100 minut. Cim globlje se potaplja& potopi, tem prej porabi zrak, ki ga
ima v jeklenki. Na globini 40m bi torej lahko bil le 40 minut.

Toliko Zasa se tako globoko ne sme zadrZevati, ker bi to bilo nevarno
za njegovo zdravje. V krvi imamo raztopljene razliéne pline, najve€ dusika.
Koligina plina, ki se lahko raztopi v teko&ini, je odvisna od tlaka tekofine.
Potapljag, ki dolgo fasa diha zrak pod povetanim tlakom, ima v krvi razto-
Ae plienega dosti ve duika, kot bi ga

1 imel na povrini. Ce bi se po daljgem
zadrZevanju v veliki globini hitro
dvignil na povrgino, se preseZek du-
gika ne bi mogel dovolj hitro izlo€iti
iz krvi v telo. 'V Zilah bi nastali
plinski mehur&ki, ki bi ustavili krvni
obtok, in potapljanje bi se tragi&no
kontalo. Po daljfem potapljanju v
velikih globinah se mora potaplja
potasi dvigniti na povriino in se e
zadr¥evati na manjdih globinah (iz-
vajati tako imenovano dekompresi-
jo), da se lahko duZik brez plinskih

Slika 2.
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mehur&kov izloéi iz krvi. Velja pravilo, da potapljanje ne bo nevarno, e bo

vsota globine, izraZene v metrih, in Zasa, izraZzenega v minutah, manjsa od

50. To pomeni, da se na globini 40 m lahko brez nevarnosti zadrZujemo le 10

minut. Ce je potapljanje daljSe, mora potaplja& upo3tevati podatke posebnih

dekompresijskih tabel o tem, koliko €asa se mora pri dvigovanju zadrZevati

na posamezni globini. Vsako potapljanje mora potaplja& vnaprej na&rtovati,

da mu ne zmanjka zraka za dekompresijske postanke na manjsih globinah.
Priporo€ana hitrost potapljan- .

ja ali dviganja je okrog 20m na min- Il *F., |

uto. Potaplja&i nimajo merilnikov - — ; : I

hitrosti, zato si pomagajo z mehur- - e l

ki izdihanega zraka. Na zraéni me- o ¥ : |

huréek v vodi deluje sila vzgona, ki |

kaZe navzgor, sili teZe zraka in vod- *Fg

nega upora pa kaZeta navzdol (slika ©

2). Silo vodnega upora izratunamo |

iz enatbe: ISR e - i

Fu=6mnrv, () Slika 3

kjer je n koeficient viskoznosti za vodo, r polmer mehurZka, v pa je hitrost,
s katero se dviga. lzena&imo vse tri sile, ki delujejo na mehurgek:

47 r3 4 r3
pog3 =£9 3 + 6mnrv. (4)

Z pp smo, kot na zaletku, oznaiili gostoto vode, z p pa gostoto zraka. Iz
enacbe (4) sledi:

9nv

r=4/———m—.
29(po — p) )
Mehurki, ki se dvigajo s hitrostjo 20m/min, imajo polmer okrog milimetra.
Potaplja&i se torej lahko orientirajo tako, da se dvigajo tako hitro, kot se

dvigajo najmanji mehurZki izdihanega zraka.

Od dihanja se preselimo k plavanju. Na potopljeno telo z maso m deluje
sila tefe Fg = mg, ki kaZe navzdol, in sila vzgona teko&ine F,, ki kaZe

navzgor (slika 3). Slednjo izraéunamo iz enacbe:

Fv = pogV, (6}
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kjer je po gostota teko€ine, V' pa prostornina izpodrinjene teko€ine. Telo se
bo potopilo, e bo sila vzgona manj3a od sile teZe telesa:

pogV < mg = pgV. (7)

Tu smo z p oznaéili povpreéno gostoto telesa. |z gornje enalbe razberemo
pogoj za plavanje: pp > p. Potapljag se najlaZje potaplja ali dviga, Ee je sila
vzgona enaka sili njegove teze. Tedaj pravimo, da ima potapljag nevtralno
plovnost. Ce potapljaZ nima nevtralne plovnosti, ga ves ¥as dviga ali spu%ta,
kar mora prepreevati s plavanjem rahlo navzgor ali navzdol. Tako potapljanje
pa je dosti bolj utrudljivo kot sicer.

Plovnost potapljaga se spreminja z dihanjem. Ko potaplja€ vdihne, ima
pozitivno plovnost, ko izdihne, pa negativno. Med plavanjem zato niha gor
in dol (slika 1). Res pa lahko z zadrZevanjem zraka nekoliko pripomore k
uravnavanju plovnosti.

Na plovnost vpliva tudi porabljeni zrak. Opazujmo potapljaa z jeklenko,
ki je na zafetku polna. Ko pod vodo diha, se mu jeklenka prazni, ob
nespremenjeni prostornini postaja laZja in voda zatne potapljaga dvigovati.
Ko porabi ves zrak, je jeklenka laZja priblizno za 5kg, tako da se sila vzgona
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poveta za 50N. To je Ze posebej neprijetno, ker se mora prav na koncu zaradi
dekompresije zadrZevati pod povriino.

Plovnost se potapljatu spreminja tudi z globino. Potapljatka obleka je
narejena iz nekaj milimetrov debele mehke snovi. Ko z globino tlak nara%Za,
postaja obleka zmeraj tanja in potapljag ima Eedalje bolj negativno plovnost.

Potaplja&i resujejo te teZave tako, da poskrbijo na zagetku za nekoliko
negativno plovnost, med potapljanjem pa pobirajo predmete z dna in tako
nadomestijo te¥o izdihanega zraka. Najbolj3a resitev pa je regulator plovnosti.
To je tak reilni jopi&, ki ga lahko napihujemo z zrakom iz jeklenke. Na zaZetku
ga ima potapljag napihnjenega, proti koncu pa zrak izpuséa.

Z zrakom si potaplja&i pomagajo tudi pri dvigovanju teZkih predme-
tov. Pod vodo nanje privezejo vreZe, ki jim pravijo podvodna padala (slika
4). Podobna so balonom za letenje. Potapljati padala pod vodo polnijo z
zrakom, dokler sila vzgona ne dvigne potopljenega predmeta. Najenostavnejse
improvizirano padalo je kar narobe obrnjena polivinilna vre€ka. Le lukenj ne
sme imeti. Pomembno pri padalih je, da morajo biti spodaj odprta, tako da
lahko zrak uhaja ven. Ko se padalo dviga, tlak pada in zrak v padalu se zato
§iri. Ce bi ne mogel uhajati, bi padalo raztrgalo.

To morajo upostevati tudi potapljaéi, ki se morajo zaradi okvare opreme
kar se da hitro dvigniti na povr§ino. Denimo, da se je potapljaéu 10m globoko
pokvaril ustnik, tako da mora hitro izplavati. V plju&ih ima okrog 5 litrov zraka
pod tlakom 2b. Na povr3ini je tlak 1b, in €e potapljaé med dvigovanjem ne
bi izdihoval, bi se zrak razpel na 10 litrov, kar bi bilo usodno ne le za pljuZa,
ampak bi potkodovalo tudi prsni ko¥. Take nesree so se tudi res Ze zgodile.
Torej pri tem morajo imeti potaplja& odprta usta, da lahko zrak, ki se Ziri,
nemoteno uhaja iz pljug.

Mitja Slavinec

SKRIT!I DATUM

Stevilski krog na desni skriva rojstni datum (dan,
mesec, leto) znanega Slovenca, ki je umrl| pred
190 leti. Kdaj se je moZ rodil? Poznate tudi
njegovo ime in veste, kaj je bil? ¢ (,/>
Marija Vencelj L



NALOGE

SPREHAJANJE PO KROZNICI

Na poljubni kroZnici v ravnini si izberimo 13 to€k in vsako toZko ozna&imo
z zaporedno Stevilko od 1 do 13, kot kaZe slika. Postavimo se v totko 1
in se nato sprehodimo po kroZnici. Pri tem vsako drugo Stevilko zbriimo.
NatanZneje: enica ostane, dvojko zbrisemo, trojko pustimo, ..., 12 zbriemo
in 13 ostane. S tem postopkom nadaljujemo v naslednjem krogu, pri €emer
upoStevamo le Stevilke, ki Ze niso zbrisane: 13 ostane, 1 zbrisemo, 3 pus-
timo itn., dokler nam na koncu ne ostane natanko eno 3tevilo, in sicer 11.
Imenujmo ga kroZni ostanek Stevila 13.

,

7

i}

Tako! Kaj pa, € namesto 13-ih toZk ostevil&imo 2001 totko? Koliko
je kroZni ostanek Stevila 20017 V tem primeru bi bil zgoraj opisani postopek
obupno dolg, toda matematik se ne ustradi in mirne duSe nalogo posplosi:
“Vzemimo poljubno naravno Stevilo n in oznatimo njegov krozni ostanek npr.
z apn. Kaj lahko povemo o a7 Ali se ga da najti kako druga&e, enostavneje?"
Za majhne n kroZnega ostanka ni tezko dobiti. Vsak lahko sam preveri, da
jeai =1, a =1, a3 = 3, itd. Toda prava reSitev naloge bi bila sploZna
formula za a,. Bralce vabimo, da jo poskusijo najti sami.

Marko Lovre&i& SaraZin

PRAVOKOTNI VECKOTNIKI - Regitev s str, 51

Stirikotnik ima lahko 0,1,2 ali 4 prave kote. Za n > 4 ima konveksni n—
—kotnik lahko le 0,1, 2, 3 prave notranje kote. Ne more jih imeti veZ, ker je
vsota zunanjih kotov n—kotnika za vsak n enaka 2w

Marija Vencelj



MATENARTIBA

LEMOINOVA TOCKA TRIKOTNIKA

Pravimo, da sta poltraka h in k s skupnim zacetkom v vrhu V danega kota
izogonalna, Ee je simetrala danega kota tudi simetrala kota <(h, k). Vetkrat
uporabljamo kraj3i izraz izogonala namesto izogonalni poltrak.

Trditev 1: ToZki T in U leZita vsaka na eni izmed izogonal kota natanko
takrat, ko sta razmerji njunih razdalj do krakov kota reciprogni Stevili.

Dokaz: Ozna&imo razdalje s t1, to,

uy, up (kot na sliki) in naj velja

L. . -3. Stirikotnika VU UU,

U2

in VT1T1T2 sta tetivna (imata po
dva nasproti leZea prava kota) in
GUhUU; = «T1T Ty, saj je kot z
vrhom V skupen. Od tod pa zaradi
predpostavke sledi, da sta trikotnika
AU UU; in AToT Ty podobna, za-
toje KU UoU = «ToT1T. Upora-
bimo spet tetivnost: kota < U; UpU
in €1V U sta obodna nad istim lokom, zato sta enaka, analogno velja
LT T = «THVT. Enakost Ui VU = LToVT pove, da leZita tocki
T in U vsaka na eni izmed izogonal.

Tudi drugi del dokaza je enostaven. Naj toZki T in U leZita vsaka na eni
izmed izogonal kota z vrhom V. Tedaj velja <<y VU = «ToVT. Tako kot
prej je zaradi enakosti obodnih kotov nad istim lokom <1 VU = < Uy Up U
in «ToVT = «T»T1T, zaradi skupnega kota z vthom V v obeh tetivnih
Stirikotnikih pa 8e <UiUU; = < T1T Ty. Trikotnika AUTUU, in AT>T Ty
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5 o o H t:
sta zato podobna (enaki koti) in velja bt S

u oty

Mimogrede povejmo 3e, da ra-
zmerje razdalj do krakov kota ni od-
visno od izbire totke na Boltra

u
Po Talesovem izreku velja y t2
1 2
; uy 5]
oziroma — = —.
u B

v 1 Ty
Trditev 2: Naj bosta dana trikotnik AABC in poljubna totka P v

njegovi notranjosti. lzogonale k poltrakom [AP), [BP) in [CP) se sekajo v

skupni togki Q.

Pravimo, da sta P in Q druga drugi izogonalni tocki.

] c ' B

Dokaz: Recnmo, da je Q presek izogonal k poltrakoma [AP) in [BP . Potem
velja o , ker je [AQ) izogonala k poltraku [AP), in P_c = —, ker je
q

[BQ) |zogonaTa k [BP). ZmnoZimo levi in desni strani teh enaéb in dobimo
Py du Torej je [CQ) izogonala k [CP), vse tri izogonale se sekajo v Q.
Pa qb

Kongno lahko razloZimo naslov prispevka:

Definicija: Lemoinova to¢ka je teZiZ€u trikotnika izogonalna toéka.
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Pokazali smo e, da vsakemu poltraku pripada toéno doloeno razmerje
razdalj njegovih totk od krakov kota (neodvisno od izbire totke na poltraku).
Zato se najprej vprasajmo po tem razmerju, ki ga doloa poljubna totka P

na izogonali teZid€nice. Narisimo
tezi¥€nico na stranico a in njeno izo-
gonalo. Zaradi laZjega rafunanja
izberimo na teZi¥€nici totko @, ki
je sredi€e stranice a. Trikotnika
AABQ in AAQC sta plo%&insko
enaka, zato je %bqb = %—ch oziro-

e
ma — =% in kontie 22 ==, -é’
€ 9p Pe ¢ A

s

Ugotovili smo torej: razmerje razdalj poljubne totke na izogonali teZi¥Enice
trikotnika do nosilk prileZnih stranic je enako razmerju dolZin teh dveh stranic.

Trditev 3: lzogonala teZi¥&nice deli stranico trikotnika v razmerju kva-

dratov dolZin drugih dveh stranic.

Dokaz: Ker imata trikotnika
ABUA in AUCA enako dolgi viZini
na stranici BU oziroma UC (uje-
mata se z viino na stranico BC
v_trikotniku AABC), je razmerje

BU . =
el enako razmerju plogéin teh

dveh trikotnikov in lahko zapifemo
B Seus et (o4 fin]
UC  Suca 3bup

b Up

Toda [AU) je izogonala teZi¥&nice, zato je e = % in
. 5 Up
Zeleli pokazati.

50
2

2

= —E? kar smo

Trditev 4: Lemoinova totka leZi na poltraku z zagetkom v oglis€u
trikotnika natanko tedaj, ko je razmerje razdalj od poljubne totke na tem

poltraku do nosilk stranic, ki se stikata v tem ogli§€u, enako razmerju dol%in

teh dveh stranic.
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Dokaz: Eno smer te trditve smo Ze dokazali pred trditvijo 3, preostane nam
$e druga. Vzemimo kar to¢ko U, v kateri poltrak seka stranico trikotnika.

Imamo :—c = % Sledi BU : UC =
b

_ SBUA _ 3CUc _ ¢ uc _
SUCA lbub b up b2’
Seveda samo ena toc¢ka na strani-

Ue =

ci BC deli to stranico v razmerju
kvadratov dolZin drugih dveh stra-
nic, zato mora biti po trditvi 3 pol-
trak [A, U) izogonala teZi¥nice, na
njej pa leZi Lemoinova toZka.

Ker je Lemoinova togka prese-

Ciste vseh treh izogonal teZisénic, so
njene razdalje do stranic trikotnika
sorazmerne dolZinam stranic:
Is 1 Ip 3 le = a by e
Obratno seveda tudi velja: Ze za
neko totko L ugotovimo, da so nje-
ne oddaljenosti od stranic trikotnika
sorazmerne dolZinam stranic, potem
je to Lemoinova totka.

Trditev 5: Lemoinova totka ima med vsemi notranjimi totkami trikotnika
najmanjSo vsoto razdalj do trikotnikovih stranic.

Dokaz: Pomagamo si z identiteto
(x2+y2+22)(a?+b%+c?) = (ax+
+ by + cz)? 4 (bx — ay)? 4 (cy —
—bz)?4(cx—az)?. Naj bodo a, b,
c stranice trikotnika, x, y, z pa raz-
dalje notranje togke do trikotnikovih
stranic. Pri danem trikotniku sta
a2+ b2+ ¢c2 in ax + by + cz kon-
stanti (drugi izraz je enak dvakratni
p|o§Eini trikotnika AABC, saj so
fax ?-by in gcz plog&ine trikotnikov ABCU, ACAU in AABU). Tako je
x“+y +z* najmanj3i, ko so izrazi bx — ay, cy — bz in ex — az enaki 0.
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b .
QOd tod pa po vrsti dobimo Z- 3‘ Y = 2in Z = 2. Poltraki [AU), [BU)
y bz €"'x a
in [CU) so torej izogonale ustreznih teZid&nic, U pa Lemoinova totka.

Trditev 6: Lemoinova totka pravokotnega trikotnika razpolavlja visino
na hipotenuzo.

Dokaz:. V pravokotnem trikotniku
AABC oznatimo z L razpoloviice
viSine na hipotenuzo, z F njeno no-
Zi§¢e ter z D in E pravokotni pro-
jekciji totke L na stranici BC oziro-
ma AC. Zaradi podobnosti trikotni-

kev ALCE in AABC velja % _ A F -
_AC TE _AC

= — oziroma — = —, kar pomeni, da je [AL) izogonala teZi¢nice na

BC. Na enak na&in dobimo, da je [BL) izogonala teZi€nice na AC. Torej
je L Lemoinova toZka.

Trditev 7: Naj bo P presetii€e tangent na o€rtano kroZnico trikotnika
skozi dve og|i§Ei. Poltrak z zaZetkom v tretjem ogli$€u skozi P je izogonala

e

teZig€nice iz tega ogliséa.

Dokaz: Naj bo @ noZig€e vigine na

stranico AB. Trikotnika AAP; P in

ABQC sta podobna (enaki koti)
. p _ QC

za o_\.r_?a AP~ BC ali py -

= AP . QC. Tudi trikotnika

ABP,Pin AAQC sta podobna, pa

imamo 2 — g_c ali PQ'AC =

= BP-QC. Toda tangentna odseka

AP in BP sta enako dolga, zato je

p1 - BC = py - AC in od tod 2l
P2

C ' '
= Sc Razmerje razdalj totke P

(in zato vsake druge na poltraku
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[CP)) do nosilk stranic trikotnika je enako razmerju dolZin teh stranic, torej
je poltrak [CP) res izogonala ustrezne teZi¥Znice.

Posledica: Danemu trikotniku
AABC otrtajmo kroZnico in naridi-
mo tangente v vseh treh oglis€ih. Te
omejujejo tangentni  trikotnik
AA'B'C'. Spomnimo se, da je Ger-
gonneova tofka trikotnika prese€i-
§¢e zveznic oglis€ in dotikali3g vérta-
nega kroga z nasprotnimi stranica-
mi. Kot posledico trditve 7 povej-
mo: Lemoinova togka trikotnika je
Gergonneova totka njegovega tan-
gentnega trikotnika.

Za vajo poskusite resiti naslednji nalogi:

Naloga 1: |z Lemoinove toZke trikotnika AABC potegnemo pravokot-
nice na stranice trikotnika in noZ%is¢a ozna&imo z A’, B’ in C'. PokaZi, da so
dolZine stranic trikotnika AA’B'C’ v sorazmerju z dolZinami teZi§&nic trikot-
nika AABC in da so koti trikotnika AA’B'C’ enaki kotom, pod katerimi se

-

paroma sekajo teZis€nice trikotnika AABC.

Naloga 2: Naj bo L Lemoinova totka trikotnika AABC in naj bodo A’,
B’ in C’ tokke, v katerih poltraki [AL), [BL) in [CL) sekajo oErtano kroZnico
trikotnika. PokaZi, da je L tudi Lemoinova totka trikotnika AA’B/C’.

Darjo Felda

KONGRES V PRAGI

V Pragi je bil mednarodni matematiéni kongres. Pri kosilu je za mizo znane
praske gostilne Pri boben&ku sedelo Sest udeleZencev kongresa. V vsaki trojici
izmed teh Sestih matematikov sta bila dva, ki sta se lahko pogovarjala brez
tolmaéa. DokaZi, da so obstajali v tej druZbi trije, ki so se lahko pogovorili
vsak z vsakim.

Borut Zalar



RACUNALNISTV'D

NAJVECJA LUKNJA

Kontrabantar Prebrisani Pepe je zopet pred velikim poslom. Odloéil se je, da
bo v temnih noZeh skozi Mra&no dolino €ez mejo spravljal dragocen tovor.
Toda tudi financarji niso od muh in mu pripravljajo zasede. Ker drZava ni
preveé bogata, plage financarjev pa nizke, se Prebrisani Pepe zlahka dokoplje
do razporeda Zakajogih financarjev. Takole pige:

Klas Miha 132
Stotin Lojze 62
Tolar Polde 218

Na koncu seznama je %e pripisano, da financarji €akajo v ravni vrsti, §tevila pa
pomenijo oddaljenost v metrih €akajotih financarjev od desnega roba doline.
Financarji tudi vedno postavijo po enega moZa na levi in desni rob. Toda
Prebrisani Pepe ne bi bil prebrisan, & ne bi poznal %e nekaterih drugih
podatkov. Tako ve, kako &iroka je Mraéna dolina, pa tudi, da ga v temni
noéi financarji lahko opazijo le, &e se jim pribliZa na manj kot dvajset metrov.
Ce pa ga opazijo, potem mu ni reSitve, saj jim s tovorom ne more uiti. Ker je
Prebrisani Pepe tudi ljubitelj ragunalnikov, se je odlo€il, da sestavi program,
ki mu bo vsak veEer povedal, ali naj se to no& odpravi ez mejo. Sestavil je
takle algoritem:

program Luknjal;
{ Pove, ali bo imel Pepe delovno noé. }

const
Max_Fin = 30; { najve&je 3tevilo financarjev }
Sirina = 666; { sirina Mracne doline }
Vidljivost = 20; { Kako dale vidijo financarji? }
ftype

tabela = array [1..Max_Fin] of integer;
zasedeno = array [1..Sirina] of boolean;

var
A: tabela;
Z: zasedeno;
i,n: integer;
NajLuknja, TrenLuknja: integer;

begin

write('Koliko financarjev je to noc na delu : '); readin(n);

for i:=1 to n do begin { vnos polofajev financarjev }
write('Polozaj ".i,". financarja : '); readIn(Al[i]);

end; {for}
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for i:=1 to Sirina do Z[i]:=false;
for i:=1 to n do
Z[A[i]]:=true; { Postavimo financarfe na njihova mesta. }
{ Pogledamo, kako veliko luknjo so to no& pustili financarji. }
NajLuknja:=0; TrenLuknja:=1;
for i:=1 to Sirina do
if not Z[i] then TrenLuknja:=TrenLuknja+1
else begin
if TrenLuknja>>NajLuknja then NajlLuknja:=TrenlLuknja;
TrenLuknja:=1;
end;
if NajLuknja>2+Vidljivost then { Ali je luknja dovolj velika? }
writeln('Nocojsnja noc bo delovna.')
else
writeln('To noc bos lahko pocival.');
readln:
end.

Pa naj bo dovolj zgodbic o kontrabantu in oblasti. Poglejmo raje, s
kakZnim problemom smo se pravzaprav srefali. Naj bo dana kon&na mnoZica
stevil. Ozna&imo jo z A. Stevili iz mnofice imenujemo sosednji (glede na
mnoZico A), €& med njima po velikosti ni nobenega drugega Stevila iz mnoZice
A. Ce pogledamo nekoliko abstraktneje, smo reili naslednjo nalogo:

‘ Poiséi najveéjo razliko med dvema sosednjima Steviloma iz mnoZice A.

MnoZico A predstavimo s tabelo Etevil, ki pa seveda ni urejena. Ogledali
si bomo Stiri reSitve gornjega problema:

1. reSitev: Prvo reditev smo Ze spoznali. Postopek ni predolg in tudi
ne prezapleten, tako da ga zlahka razumemo. ldeja je preprosta. MnoZico
A, ki je najprej predstavljena z neurejeno tabelo Stevil, predstavimo raje s
tabelo logi€nih vrednosti, torej tako, kot tudi pascal predstavlja mnoZice.
Tak pristop ima tudi veliko pomanjkljivost. Koli¢ina dodatnega prostora,
ki ga potrebujemo poleg vhodnih podatkov, je odvisna tudi od vrednosti
vhodnih podatkov, ne le od njihovega $tevila. Tako je velikost dodatne logiZne
tabele sorazmerna z razliko med najve&jim in najmanjsim 3tevilom v mnoZici
A. Ta razlika pa je lahko zelo velika tudi v primeru, ko je mo& mnoZice A
majhna. Prav tako je tudi €as, potreben za reSitev problema s tem postopkom,
sorazmeren z razliko med najvedjim in najmanjiim Ztevilom v mnoZici. Prva
refitev je tako primerna le za mnoZice, pri katerih je razlika med najve&jim in
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najmanjgim tevilom majhna. Dodatna pomanjkljivost te reditve je Ze, da je
ne moremo uporabiti pri mnoZicah realnih 3tevil.

Opisane pomanjkljivosti nas vzpodbudijo, da posku$amo poiskati resitev,
pri kateri bosta koliina dodatnega prostora in &as reevanja odvisna le od
mo&i mnoZice A, ne pa tudi od vrednosti samih Stevil.

Pri programiranju bomo privzeli naslednji deklaraciji:

const
Max_n = 10000;
type { Seveda lahko vzamemo tudi celoitevilsko tabelo. }

tabela = array [1..Max_n] of real;

2. reSitev: Ta reSitev se povsem izogne teZavam s prostorom, ki smo
Jih sregali pri prejénji reditvi, pa tudi njena €asovna zahtevnost je zadovoljiva.
Ideja je takale. Za vsak par Stevil iz mnoZice A pogledamo, Ee sta Ztevili
sosednji, in &e sta, je absolutna vrednost njune razlike kandidat za kon&ni
rezultat. Trenutno najve&jo razliko ves &as vodimo v spremenljivki NajLuknja.
V njej je na koncu tudi rezultat, ki ga vrne funkcija.

function Luknja2(var A: tabela; n: integer): real;
var
i.j.k: integer;
NajLuknja: real;
Sosednji: boolean;
begin {LuknjaZ}
NajLuknja:=0;
for =1 to n—1 do

for j;=i+1 to n do begin { Ali sta stevili Afi] in A[j] sosednji? }
Sosednji:=true;
k::l:

while Sosednji and (k<<=n) do begin
if (Alk]—Ali])*(Alk]—A[])<0 then Sosednji:=false;
k:i=k+1;
end; {while}
if Sosednji and (abs(A[i]—A[j]))>NajLuknja then
NajLuknja:=abs(A[i]—A[i]);
end; {for}
Luknja2:=NajLuknja;
end; {Luknja2}

Kaj ugotovimo s pogojem

(Alk]-A[i])+(AlK]-A[i])<0

se spradujete? Ta pogoj je izpolnjen natanko tedaj, ko Stevilo Afk] lezi strogo
med Steviloma A[i] in Afj]. Ta refitev je varéna z dodatnim prostorom, saj
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smo uporabili le pet dodatnih spremenljivk in nobene nove tabele. Tudi Zas
iskanja reSitve je odvisen le od Ztevila podatkov. Zal pa je ta odvisnost
kubi&na, kar pomeni, da se €as rafunanja ve¥a sorazmerno s tretjo potenco
%tevila podatkov. Ce dol%ino vhodne tabele A podvojimo, se Zas reSevanja
pomnoZi z osem. Ko tako funkcijski podprogram Luknja2 preizkusimo na
tabeli z nekaj sto elementi, hitro ugotovimo, da je e vedno zelo poEasen.
{Ce se je bralec morda ustragil, da bo moral sam odtipkati nekaj sto 3tevil, da
bo zadovoljivo preizkusil podprogram, mu svetujem, naj napise podprogram,
ki bo v vhodno tabelo A zapisal Zeleno #tevilo nakljunih Ztevil in tako
opravil pripravo vhodnih podatkov namesto njega. V Turbo pascal vgrajena
podprograma randomize in random mu bosta pri tem v veliko pomog.)

3. reSitev: Kaj kompliciram, pravite! ReZitev naloge je na dlani. Tabelo
$tevil, ki predstavlja mnoZico A, uredimo, nato pa med pari zaporednih Ztevil
pois€emo tisti dve, med katerima je najvegja razlika. Tule je podprogram:

function Luknja3(var A: tabela; n: integer): real;

var
NajLuknja: real;
ii integer;
begin {Luknja3}
Uredi(A,n); { Nepadajoce uredimo tabelo A. }
NajlLuknja:=0; { Poistemo najvedjo razliko med pari zaporednih stevil. }

for ii=1 to n—1 do
if Ali+1]—Ali]>NajLuknja then NajLuknja:=Al[i+1]—A[i];
Luknja3:=NajLuknja;
end; {Luknja3}

Kvaliteta zgornje reSitve je seveda odvisna od prave izbire podprograma za
urejanje Stevil. O metodah za urejanje je napisanih kopica knjig. NajlaZje
dostopna je verjetno znamenita Wirthova knjiga Ragunalni$ko programiranje.
V njenem drugem delu je narejen pregled standardnih postopkov za urejanje.
Solidna metoda je hitro urejanje (quicksort po anglegko) z nekaj izboljgavami
(nerekurzivna varianta, urejanje kratkih podzaporedij s preprostim vstavljanj-
em, pazljiva izbira delilnega elementa), v zadnjem Zasu pa se uveljavlja tudi
izbolj8ano urejanje s kopico (veZ o njem si bralec lahko prebere v Obzorniku
za matematiko in fiziko, letnik 38, Ztevilka 2, strani 45 do 52). Casovna
zahtevnost vseh teh metod pa je reda vsaj n-logn. To pomeni, da se &as,
potreben za reditev problema, povefuje nekoliko hitreje, kot raste velikost
vhodnih podatkov.

Toda na¥ problem se zdi vendarle preprostejsi, kot je urejanje celotne
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tabele. Sestavljanje postopka, ki regi nalogo v €asu, sorazmernem z velikostjo
vhodne tabele, je tako pravi izziv za vsakega nadebudnega programerja.

4. resitev: Priznati moram, da sem ves ¢€as mislil na tole resitev.
Morda bo koga presenetilo, da si pri njeni izpeljavi pomagamo z varianto
Dirichletovega principa. Ta pravi tole: &e n stvari, v naSem primeru 3tevil,
porazdelimo v n+ 1 predalékov, v naSem primeru intervalov, ostane vsaj eden
od predalékov prazen. Postopek re3evanja je naslednji:

1. PoiZ€emo najmanjSe in najve&je Stevilo v tabeli in ju shranimo v spre-
menljivki min in max.

2. Interval med Steviloma min in max razdelimo na n + 1 enako dolgih
podintervalov. Dol%ina posameznega podintervala je torej —-’@i—;fm =
=,

3. Za vsakega od podintervalov ugotovimo, ali je v njem katero od 3tevil iz
vhodne tabele. Za vsak neprazen podinterval nato poi¥€emo najmanjge
in najvegje 3tevilo v njem.

4. Ker je podintervalov n+1, vhodnih 3tevil pa je le n, bo vsaj en podinterval
ostal prazen. Ker pa mejna podintervala nista prazna, bo najvegja razlika
med sosednjima 3teviloma ve&ja od dolZine podintervala d. Torej bosta
Stevili, ki doloZata najbolj oddaljen sosednji par, pripadali razlignima
podintervaloma. Da dobimo pravilen rezultat, tako zado¥fa za vsak
neprazen podinterval pregledati razliko med najmanjgim %tevilom v tem
podintervalu in najve&jim Stevilom v prvem nepraznem podintervalu na
levi, torej med podintervali, ki vsebujejo manj3a Stevila.

Vsakega od 3tirih korakov bomo sprogramirali tako, da bo porabljeni €as so-
razmeren z dolZino vhodne tabele. Ker bomo potrebovali dve pomoZni tabel,
podprogram pa Zelimo uporabljati tudi pri velikih vhodnih tabelah, bomo
nekaterim pomoZnim spremenljivkam prostor dodelili Sele med izvajanjem.

function Luknjad4(var A: tabela; n: integer): real;

type
intervali = array[0..Max_n] of real;
prazno = array[0..Max_n] of boolean;

var
Minl,Maxl: [intervali;
P: |prazno;
Min,Max,d,NajLuknja: real;
i,j: integer;
begin {Luknjad}
Min:=A[1]; { Pois¥emo najmanjse in najvedje Stevilo v tabeli A. }
Max:=A[1];
for i:=2 to n do begin
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if Min>A[i] then Min:=A[i]:
if Max<A[i] then Max:=Al[i];
end; {for}
{ Ce so vsa stevila v tabeli enaka, potem konZamo. }
if Min=Max then begin Luknja4:=0; exit; end;
{ Sicer pa izratunamo dolZino podintervalov in pripravime pomoZni tabeli. }
d:=(Max—Min)/(n+1);
GetMem(Minl,SizeOf(real)=(n+1));
GetMem(Maxl,SizeOf(real)=(n+1));
GetMem(P,SizeOf(boolean)=(n+1));
for i:=0 to n do P]|[i]:=true; { Na zaletku so vsi podintervali prazni. }
S sprehodom po tabeli A pregledamo vsa 3tevila in jih porazdelimo po}
ustreznih podintervalih. }
for i:=1 to n do begin
{ lzragunamo, v kateri podinterval spada 3tevilo Afi]. }
{ Ce je stevilo na meji dveh podintervalov, je vseeno, kam ga uvrstimo. }
Ji=trunc((A[i]—Min)/d); if j=n+1 then j:=n;
if P|[j] then
begin P[[j]:=false; Minl{[j]:=A[i]; MaxI|[j]:=A[] end
else
begin {else}
if Afi]<Minl{[j] then Minl{[j:=A[];
if Ali]>MaxI{[j]] then MaxlI][j]:=Al[i];

——

end; {else}
end; {for}
i:=0; NajLuknja:=0; { Pois¢emo najvegjo luknjo. }
J=1; { Jj bo indeks naslednjega nepraznega podintervala. }
while i<n do begin { Poisemo naslednji neprazni podinterval. }
while P[[j] de inc(j); { Novo luknjo primerjamo z dosedaj najveéjo. }

if Minl[[j]—Maxl[[i]>NajLuknja then
NajLuknja:=Minl [ [j]—MaxI1[i];
i=j;
inc(j);
end; {while}
Luknja4:=NajlLuknja;
end; {Luknjad}

Na koncu si oglejmo e rezultate meritev, ki smo jih dobili s primerjavo
opisanih reditev. Prikazuje jih tabela na naslednji strani. Preizkusi so bili
opravljeni na obiZajnem AT ra€unalniku. lzragunani €asi so povpre&je nekaj
meritev in so podani v stotinkah sekunde.

Kot smo predvidevali, je druga reSitev bistveno slab%a od tretje in Zetrte,
Eeprav se zdi, da je njena povpreéna Easovna zahtevnost nekoliko bolj%a od
kubi€ne. Zadnja reditev je boljsa od tretje, njena prednost pa postaja tem
bolj ofitna, &m veja je tabela, s katero delamo. Seveda pa moramo to
veZjo hitrost refevanja problema tudi plagati. Tako zadnja reSitev potrebuje
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n | Luknja2 | Luknja3 | Luknja4
00| 575 | o0 0
200 | 3037 Y 5
300 | 7218 11 | @
1000 - 39 39
3000 - 124 110
5000 - 223 181

10000 - 500 357 |

precej ve¢ pomnilnika kot tretja. Na celodtevilskih tabelah smo primerjali
tudi prvo in zadnjo reditev. lzkaZe se, da sta priblizno enako dobri takrat, ko
je razmerje med dolZino tabele in intervalom, s katerega so vrednosti, okoli
ena proti dvajset (to razmerje je seveda odvisno tudi od tipa ragunalnika, na
katerem opravljamo meritve). Ce je razmerje manjge, je primerneja zadnja
resitev, sicer pa prva.

Ce imamo oprauviti le s celodtevilskimi tabelami, lahko zadnjo reitev e
nekoliko izpilimo, tako da uporablja le celoXtevilsko aritmetiko (in morda Ze
nekoliko veé dodatnega prostora). Ker pa je prispevek Ze precej dolg, to
izbolj8avo prepu$€amo zvestim bralcem za (neobvezno) domato nalogo.

Martin Juvan

DVE IGRI S STEVILI - Rekitev s str. 5

1. Kdor zane, ta lahko zmaga. Na prvem koraku napife 6. Drugi lahko
zapiSe eno od Stevil iz naslednjih parov: (4,5),(7,9),(8.10). Prvi v
odgovor na poljubno potezo drugega zapige drugo Stevilo iz para.

2. Vsota je 30.
Prvi igralec drugemu ne more prepreéiti, da bi imeli tevili 19 in 20 enaka
predznaka. Ko prvi igralec izbere predznak pred enim od $tevil v parih
(1,2).(3.4),...,(17,18), izbere drugi nasprotni predznak pred drugim



RESITVE NALL

DVE PISEMCI - DVE UGANKI — Reditev s str. 60
I

Upamo, da vas problem z oknom ni spravil s tira, tako kakor je deklico iz

Carrollovega pisma. Ce sami le Ze niste nasli prave reditve, si oglejte ti dve
risbici:

I

MoZakar mora najprej prepeljati gos, saj se lisica zrnja ne bo lotila. Nato se
vrne po lisico in jo spravi na drugi breg, gos pa odpelje nazaj, & hote, da mu
je lisica ne bo poZrla. Sedaj prepelje vreto z zrnjem k lisici in se vrne Ze po
gos. Tako lahko nadaljuje pot, ne da bi imel kaj $kode.

Miha Mohor

$tevilom v paru.
Tako drugi doseZe, da vsota po absolutni vrednost ni manjga od

204+419-1-1—...—1=30.
B
9—krat
Prvi igralec pa lahko prepre&i drugemu, da bi bila vsota ve&ja od 30, &e

pred najvegjim 3e nepredznalenim Stevilom izbere tak predznak, ki bo
dal po absolutni vrednosti manj%o delno vsoto.

Dugan Murovec
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RUNOMJA

NENAVADNO GALILEJEVO OPAZOVANIJE

Veliki fizik in astronom Galileo Galilei je bil med prvimi, ki je sestavil daljnogled
in z njim opazoval nebo (okoli 1610). S svojim gibkim daljnogledom je videl na
Luni gore in doline, ob Jupitru njegove velike satelite, pri Veneri je odkril mene,
na Soncu zasledil pege itn. Noveje raziskave Galilejevega znanstvenega dela
pa kaZejo, da je (po vsej verjetnosti) opazoval celo planet Neptun, ki so ga
odkrili po dogotrajnih raziskavah Zele leta 1846.

Skice opazovanj, ki jih je izdelal sam Galilei in so se ohranile, kaZejo, da
je opazoval planet Neptun blizu planeta Jupitra in njegovih %tirih velikih lun.

1564-1642

Galilei je zabeleZil
lego Neptuna in me-
nil, da se tisto gibko
nebesno telo, ki ga
je opazoval (torej
Neptun), najbrz
premika glede na
oddaljene  zvezde.
Seveda je Neptun
zamenjal za 3Zibko
zvezdo, kot se je to
zgodilo Ze mnogim
drugim astrono-
mom, ki so pozneje
tudi opazovali Nep-
tun, a ga niso pre-
poznali za planet -
vedno so ga imeli za
zvezdo.

V ZDA sta si
pred nekaj leti dva
znanstvenika, astro-
nom in zgodovinar,
zadala nalogo, da
rekonstruirata Gali-
lejeva  opazovanja
na podlagi podat-
kov, ki so jima bili
na voljo. Uspela sta
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x . J T T T Eluropa ] ugotoviti, kaj je pravzaprav Galilei
Jan. 28, 1613 Ganymede® © opazoval. lzrisala sta legi Jupitra
il 23:00 UT Jupiter © | in Neptuna glede na ozadje £ibkih
zvezd za dan 28.1.1613. Svojo
) & - sliko sta primerjala z Galilejevimi
opazovanji. Dognala sta, da je ve-
-4F 7 liki znanstvenik na svoji skici opa-
zovanj oznadil dve totki (zvezdi).
i 1 Prva je predstavljala Zibko zvezdi-
" | Siib i | co SAO 119236, druga pa planet
A Neptan Neptun (slika 1).
-10F Neptun e
! ! | 1 | |

1 8 6 4 2 0 -2 -—af

Slika 1. Skica Galilejevega opazovanja (rekonstrukcija) z dne 28.1.1613.
Polni trikotnik oznaZuje Neptunovo lego, kot jo je oznaéil Galilei; prazni trikotnik pa
Neptunovo lego, kot sta jo izratunala znanstvenika.

D23 . 57 ab oce. ‘

P, T d

-

-

- .Ag /z‘v- «f;u&;mdmhvg
4 ot stellle ok a ”e?'“wf%% e
a.&mm;aﬁc d’m 1&_ *E_
as % ehal oy R
dﬁl‘mdn. 58 ¢

W-AW m&r}:&

+

Slika 2. Originalna skica Galilejevega opazovanja z dne 28.12.1612. Ko je Galilei skiciral
to opazovanje, na listu ni bilo prostora, da bi v ustreznem merilu zarisal legi 3ibkih zvezd a
in b. Zato je s skiciranjem nadaljeval na desni strani lista. V sredini lista je Ze narisal ravno
rto, na njej pa oznaki in zapisal, da razdalja med obema oznakama ustreza 24 Jupitrovim
navideznim premerom (zornim kotom).
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Smer, v kateri leZi Neptun glede na Jupiter (krozec), je Galilei nakazal Ze
v skici opazovanja z dne 28.12.1612 (slika 2). Neptun je narisan ob robu lista
na premajhni kotni razdalji od Jupitra. Galilei je nato e vetkrat opazoval
Neptun. Najnatangnejga je skica opazovanja z dne 28.1.1613. Ob skici
pojasnjuje, da je poleg Sibke zvezdice Se ena zvezda v isti ravni &rti..., da
je opazovanje ponovil naslednjo noZ in da se mu je zdelo, da sta se zvezdi
navidezno nekoliko razmaknili. To pomeni, da je Galilei zaznal relativni premik
planeta glede na oddaljeno zvezdo. Seveda pa ni mogel pojasniti, katero od
obeh Zibkih vesoljskih teles se je premaknilo glede na drugo.

Po vseh teh in e drugih podatkih Galilejevih opazovanj je torej mogo€e
s precejinjo gotovostjo sklepati, da je Galilei zares opazoval planet Neptun.
Opazoval ga je kar 234 let prej, predno so ga odkrili.

Marijan Prosén

Prosen M., ORIENTACUJA, Math, Ljubljana 1991, 20 strani

Pri zalozbi MATH v Ljubljani je leta 1991 na 20 straneh izZla knjiZica o
orientaciji. Snov v knjigi je razdeljena v 8 poglavij, in sicer: Uvod, Orientacija
s kompasom, Orientacija po Soncu, po Luni in po zvezdah, Orientacija karte,
Gibanje po azimutu. Na koncu so navedeni viri in literatura,

KnjiZica je namenjena u€encem vijih razredov osnovne %ole in dijakom
prvih razredov srednjih 3ol, dobrodoSla pa bo vsem, ki se Zelijo pouéiti o
pomembnejgih nadinih orientiranja; torej tabornikom, gornikom, turistom in
e komu.

V uvodu avtor pove, kaj je orientacija, razloZi, zakaj je potrebna, in
uvede tri osnovne natine orientacije: s kompasom, astronomske na&ine in
orientacijo po znamenjih v naravi.

V poglavju Orientacija s kompasom je razloZen preprost kompas in nje-
gova uporaba. V poglavju Orientacija po Soncu pa so obdelani trije naéini,
od katerih je vsak nadaljnji natanZnejsi: orientacija po to&ki vzhoda (zahoda)
Sonca, na€in z uro in dolo&itev smeri sever-jug z gnomonom. Orientacija po
Luni je razloZena v 4. poglavju. Avtor tu pravilno poudari, kako pribliZen je
ta na&in.

Astronomska orientacija po zvezdah je najnatannej$a in je na severni
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polobli Zemlje moZna s pomotjo zvezde Severnice. Avtor navaja dva nafina,
kako najde$ Severnico in se po njej orientiras.

V predzadnjem poglavju govori avtor o geografskih kartah, razloZi najos-
novnejse topografske znake in poudari zlasti tematske karte in njih uporabo.
Omenja dva nafina za orientacijo karte: s kompasom in brez kompasa.

Uporaba karte in gibanje po azimutu sta Zal obravnavana le v nekaj
vrsticah. Tu bo mladi tabornik vsekakor potreboval dodatna pojasnila!

Bralcu bo na koncu knjige dobrodogel seznam 17 astronomskih prispev-
kov in &lankov, ki so vsi iz8li pri nas v zadnjih desetih letih.

KnjiZica je pisana simpatiéno, kratko in jasno. Slike so primerne. Delo
priporo€amo vsem, ki jim je namenjena in se zanimajo za orientacijo v naravi.

Bogdan Kilar

POPOLNE POTENCE - Resitev s str. 23

1. Eno od Ztirih zaporednih naravnih 3tevil da pri deljenju s 4 ostanek
2. To 3tevilo je deljivo z 2, s 4 pa ne, torej ne more biti popolna potenca
(zakaj?).

Znano je, da celo nobena tri zaporedna naravna 3tevila ne morejo biti
vsa popolne potence, vendar je dokaz mnogo bolj zapleten.

2. Za n € {1,2,3} trditev 2 otitno velja. Naj bo zato n > 3. Ocenimo
$tevilo vseh popolnih potenc, manjgih od 47. Med njimi je 2" — 1 popolnih
kvadratov (4" = (2")? !), pa tudi vseh popolnih potenc z danim eksponentom
p > 1 ni med njimi ve€ kot 2" — 1 (zakaj?). Ce popolno potenco 1 ¥tejemo le
za popolni kvadrat, je najvedji eksponent popolne potence, manjse od 4”7 =
= 22" manjéi od 2n. Pri prestevanju popolnih potenc je dovolj upo¥tevati
le tiste s pra3tevilskimi eksponenti, ki pa jih je najveE toliko, kot je pra¥tevil,
manj3ih od 2n. Teh je najveZ n (zakaj?), torej vseh popolnih potenc, manj3ih
od 4", ni veZ kot n(2" — 1). Razdelimo naravna Stevila, manj%a od 4", na
skupine zaporednih Stevil, ki se zafenjajo s popolno potenco in konéajo tik
pred naslednjo popolno potenco:

ey p——— e ~ - F
1,2,3,4,5,6,7, 8 ,9,10,11,12,13,14,15,---,--- A" 1.

 ; 1
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Teh skupin je toliko kot popolnih potenc, manjsih od 4", torej kvegjemu
n(2" - 1).

Ce trditev 2 ne dr#i, ima vsaka skupina najve€ n ¥tevil. Zato je vseh
naravnih Ztevil, manjsih od 47, kve&emu n2(2" — 1), torej je

12 a1

Dokazali bomo, da v resnici za n > 3 velja obratna neenakost, zato

trditev 2 vendarle drZi.

Najprej s pomo&jo matematine indukcije dokaZimo, da za vsak n > 3
velja n2 < 27

Pri n = 4 ocena ofitno velja, indukcijski korak od n > 3 do n+ 1 pa
napravimo s pomogjo ocen

(n4+1P=n*+2n41<2"+2n+1<
<24 % £ 20420 =271,

Od tod takoj sledi iskana ocena
(2" = 1) 27" 1) <4 1.

Bralca vabimo, da izbolj$a oceno dolZine najdaljSega zaporedja takih
zaporednih naravnih 3tevil, manjsih od 4”7, med katerimi ni nobeno popolna
potenca.

Boris Lavri&é

PR Salins = en oz T e el £ B i i e RO L3 FURLERT S
PISMA BRALCEV

Darko iz Hajdo¥ nam pise:

Prejmite lepe pozdrave od Darka iz Hajdo%. Pifem vam, ker mi je revija Pre-
sek zelo vZe€. Zelo rad preberem vsebino na vagih matemati€nih in 8ahovskih
straneh. PiZem vam pa zaradi 8aha. V vaZi reviji sem Ze dvakrat zasledil
Zahovske probleme z retrogradno analizo. Sestavil sem svoja prva dva proble-
ma, ki vam jih tudi poSiljam. Strinjam pa se tudi, €e jih Zelite objaviti.



DVA SAHISTA - retrogradni problem

Dva Zahista sta odigrala partijo, ker pa se jima je mudilo, sta morala pred&asno
kon&ati. Ko sem stopil v Zahovsko sobo, sem naletel na naslednjo pozicijo in
se takole mimogrede vpra3al, ali beli lahko izvede malo rokado.

Beli: Kel, Dd1, Thl, Lcl, Sc3, Sf3,
a2, a3, c2, d2, €3, 12, h2, h3.

Crni: Ke8, Dd8, Th8, Le8, Scb,
Sg8, a6, a7, 7, d7, 16, f7, g7, h7.

Takole sem sklepal:

Med igro nikakor ni pri3lo do promocije, saj so na $ahovnici vsi kmetje
belega in €rnega. Belemu manjkata belopoljni lovec in trdnjava. Na polju a3
je zagotovo padel &rni Ernopoljni lovec. Da je padel na a3, je moral najprej
jemati kmet iz e7 na f6. Ampak katero figuro je lahko ta kmet vzel? Promocij
ni bilo, belopoljni lovec ni padel na &nem polju, torej je na f6 padla trdnjava.
Sedaj je treba dokazati, katera trdnjava je padla, damska ali kraljeva. Preden
je padla na 6, je moral en kmet jemati, na h3 ali a3. Poglavitno vpradanje
pa je, kateri je prej jemal. O&itno tisti na h3, saj 3e takrat &rni &rnopoljni
lovec ni mogel pasti na a3 zaradi kmetov na g7 in e7. Torej je kmet na h3
jemal &rno damsko trdnjavo. Ta trdnjava pa je prisla na plano potem, ko je
kmet na ab vzel belega belopoljnega lovca. |z vseh teh dejstev sledi, da je na
f6 padla bela kraljeva trdnjava in da sedaj na polju hl stoji damska trdnjava.
To pa pomeni, da beli niti sedaj niti v prihodnosti te partije ne more rokirati.

Darko Dominko



FiZI6H

SUMENJE VODE V KOTLICKU

Kotligek, v katerem grejemo vodo za &aj ali &rno kavo, oddaja znadilni $um,
ki postaja vse glasnejii, ko se voda greje, in se sti%a, ko voda zavre.! Med
prvimi fiziki, ki so se zanimali za brbranje, je bil Osborne Reynolds. Leta
1901 ga je primerjal s Sumenjem vode v odprti cevi z oZino. William Bragg je
v nizu predavanj za Kraljevo druZbo ugotovil, da povzroajo Sumenje vode,
preden zavre, mehurtki pare, ki se sesedejo vase. Pri tem stena mehur&ka
udari ob steno kot “jeklo ob jeklo”, kot da bi "udarjala brezitevilna kladivca.”
Lord Rayleigh je poznal brbranje, a ga v znani knjigi o akustiki ni niti omenil.
Tedanji merilniki niso dopu%Zali, da bi podrobneje raziskali brbranje in 3umenje
vode. Novejgi merilniki to dopu¥Zajo, a zdi se, da se je zanimanje omejilo
predvsem na zvok v toku vrele vode z mehurZki v reaktorjih. Sumenja
vode, preden zavre, se ni lotil nihe. Pred nedavnim pa sta nadomestila
zamujeno S.Aljishi in J. Tatarkiewicz s Planckovega in&tituta za fiziko trdnin
v Stuttgartu. V reviji American Journal of Physics 59 (1991) 628 sta objavila
Elanek z naslovom Zakaj nastane zvok pri segrevanju vode v kotlicku.

Na kuhalniku sta segrevala vo-
do v litrskih ali dvolitrskih kotli¢kih
200 in valjastih steklenih in kovinskih
wof posodah. V posodo sta postavila

0 brezZiéni mikrofon, ki je zvok spre-
menil v radijske valove. Valove je
sprejemal sprejemnik v drugem

1

400
200
Slika 1. Zvo&ni spekter 1 litra navadne
0 vode v kotlitku. Na vodoravno os je nane-
sena frekvenca v, na navpitno pa spektral-
200 na gostota cﬁ(du. ki jo merimo v enotah
" W/m?(s~1)™". V spektrih na slikah ni
Qe znano, kolikien del tega meri uporabljena
100 enota. Spodnja krivulja v nekatrih spek-

trih kaZe ozadje, to je zvok, ki ga je spreje-
mal mikrofon iz okolice, ko vode niso seg-
v

Y N G ol e e revali.
0 1000 2000 3000 4000 5000s™)

1 Na Institutu za slovenski jezik so ljubeznivo pojasnili, da voda med segrevanjem
Zumi, ko vre, pa brbra ali brbota. Ker imenujemo v fiziki fum vsak zvok z zveznim spektrom,
bi bilo pripravno imeti posebno ime za zvok, ki ga oddaja voda med segrevanjem, preden
zavre. Takega imena ni. Mrmranje uporabljajo le pisatelji.
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prostoru, po frekvenci razvrstil spektralni analizator, pisalni instrument pa je
spekter narisal. Mikrofon je zaznaval zvok s frekvenco od najniZjih frekvenc
do 5000 s~. Uporabila sta destilirano vodo ali vodovodno vodo, ki sta jo
pred poskusom prekuhala in s tem izgnala iz nje ve€ino raztopljenega zraka.
Natanéno sta merila temperaturo tik pod vodno gladino, nista pa se zanimala
za podrobni temperaturni profil.

Preden nadaljujemo, je treba povedati nekaj besed o spektru. (Daljsi
prispevek O spektrih najde bralec v Preseku 13 (1986) 322.) V Zumu,
ki ga oddaja voda ob segrevanju in vretju, so zastopane sestavine zvoka z
doloZeno frekvenco - toni - s Sirokega pasu frekvenc - od najniZjih do 5000
s™1. Podatek o zastopanosti tonov v zvoku da spekter, ki je v tem primeru
zvezen. Sprejemnik zazna del jakosti zvoka dj, ki odpade na ozek frekvenéni
pas med v — %du inv+4 %du. Spektralni analizator dolo&i spektralno gostoto
dj/dv v odvisnosti od frekvence v s sredine ozkega pasu. Pisalni instrument
narife dj/dv v odvisnosti od fre-
kvence v. Krivulja nazorno kaZe,
kako je jakost zvoka porazdeljena

po frekvenci. Ploséina pod krivu- "
ljo podaja jakost zvoka j na vsem
preiskanem Zirokem frekvenZnem S0 98°C
pasu.
S.Aljishi in J.Tatarkiewicz sta ot
posnela pri razliénih temperaturah
zvotne spektre 1 litra navadne vode 100
v kotligku (slika 1) ter 1 litra nava-
dne vode (slika 2) in 1 litra destili- i 88°c
rane vode v dvolitrski valjasti stekle-
ni posodi (slika 3). V prvem primeru
voda ni oddajala skoraj nobenega o
zvoka pri temperaturi pod 70 °C. 50 H

76°C

Slika 2. ZvoZni spekter 1 litra navadne
vode v dvelitrski valjasti stekleni posodi.
Na spodnji sliki je spekter lastnega nihan-
ja posode, ko so jo udarili s plasti&nim
ravnilom.
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Pri tej temperaturi se je pojavil zvok, v katerem so bile mo&neje zastopani toni
z visokimi frekvencami. Pri temperaturi 90 °C je postal zvok moénejsi in v
njem so se pojavili tudi toni z niZjimi frekvencami. Ob vreliZ€u je postal zvok
nenadoma mnogo 3ibkejSi in v njem so bile domala enakopravno zastopani
toni z niZjimi in vigjimi frekvencami. Prav po tem prehodu pri kuhanju €aja
ali kave sklepamo, da je voda zavrela.

Nekaj podobnega so opazili v drugem primeru, le da so se v spektru
pokazali izrazitej$i vrhovi. Ti vrhovi so ustrezali lastnemu nihanju zraka nad
vodo ali posode ali vode v posadi. Vse troje je imelo v tem primeru prepostej$o
obliko kot pri kotlizku. Vrhova pri frekvencah 1685 s~! in 1910 s—! nista
bila odvisna od visine vode pri dodatnih poskusih in sta ustrezala lastnemu

nihanju posode . lzrazit vrh pri
prvi frekvenci se je pojavil, ko

1 so s plasti&nim merilom udarili
posodo (slika 2). Vrh, ki ga
je bilo mogote opaziti pri do-

500 o datnih posiul.lsih‘med ﬁ:ekvenca-
ma 370 s~ pri 0,2 litra vode

i in 860 s~ pri 1,6 litra vode, je

ob ustrezal lastnemu nihanju stolp-
ca zraka nad vodo. Lastnemu

nihanju vode je ustrezala viso-

S00F . ka frekvenca 3850 s™1, ki se je
E 99°C zaradi mehurtkov v vodi zniZala

il na 2000s~* 2500 s~ 1. Pri tem-

( peraturah nad 90 °C sta se po-

javila vrhova pri frekvencah 130

5001 s71in 190 s™1, ki ju je bilo

L 98°C mogo&e dobro lo&iti tudi z uZe-

ol som. Nista bila odvisna ne od

s viine vode v posodi ne od sno-
m -

F 93°C

of
500

83°c Slika 3. Zvo&ni spekter 1 litra destili-

A IR R i S ey e B rane vode v dvelitrski valjasti stekleni

300 W00 1%00 2000 s~ posodi.
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vi, iz katere je bila posoda, ne od njene oblike. Njihova jakost je bila tem
vefja, &im veé vode je bilo v posodi. NajbrZ sta to lastni frekvenci, ki se
pojavita pri izginjanju mehur&kov tik ob gladini vode.

V tretjem primeru je destilirana voda oddajala mnogo %ibkej3i zvok od
navadne. lzrazitej$i zvok se je pojavil Zele pri temperaturi 98 °C. Nad to
temperaturo je bilo mogo€e opaziti vrhove pri enakih frekvencah kot prej.

Nastanek zvoka so pojasnili s pojavi v vodi, ki se segreva. Pri niZjih tem-
peraturah imajo pri tem odlo&ilno vlogo konvekcijski tokovi, ki ne rodijo zvoka.
Pri vigjih temperaturah pa je najpomembnejsi pojav nastajanje mehurgkov.
Nad temperaturo okoli 40 °C nastanejo v neprekuhani vodi na steni posode
mehur&ki zraka in potujejo navzgor, ne da bi pri tem nastal zvok. Pri tem-
peraturi okoli 70 °C za¥nejo nastajati na dnu posode mehurki pare. Najprej
nastajajo in sunkovito izginevajo, in to do tridesetkrat in vetkrat v sekundi.
Sunke prena%a voda do sten, ki zanihajo z lastno frekvenco. Nad temperaturo
okoli 90 °C se nastali mehuréki dvigajo in zginejo Zele blizu gladine. Pri vretju
pa nastajajo mehuréki v vsej prostornini vode. Jakost zvoka se zmanj&a tedaj
tudi zato, ker postane gladina neravna in zato voda nima vet izrazitih lastnih
frekvenc. V destilirani vodi nastanejo mehurgki Zele tik pod vreliZ€&em. To
prita, da se v navadni vodi izlofajo na steni posode raztopljene soli. Delci
teh soli sestavljajo dodatna jedra, okoli katerih se razvijejo mehurtki. Vet
mehurckov pomeni moZnejsi zvok. Podoben u€inek kot z destilirano vodo je
mogote doseti v navadni vodi z mo&nim meZanjem, ki tudi zavira nastajanje
mehurkov.

Sumenje vode med segrevanjem lahko tedaj zmanj$amo, €e uporabimo
posodo brez lastnih frekvenc na opazovanem frekven&nem pasu, e notranjo
steno posode prevletemo z zelo gladko plastjo, € uporabimo destilirano
vodo ali €e vodo meSamo. Mehur&ki na steni namre€ nastajajo ob drobnih
izboklinah in jih je manj, €e izboklin ni. TakZne posode pa zunaj laboratorija
najbrz nih&e ne bi navduZeno sprejel. Marsikdo bi pogre3al prijetne ob&utke,
ki jih zbuja Sumenje vode pri kuhanju Zaja ali kave.

Janez Strnad
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FIZ1A

OHLAJANJE IN ZMRZOVANJE VODE

Na tekmovanju mladih fizikov so reSevali tudi tole nalogo: Steklenico ore z
zaletno temperaturo 30°C postavimo v hladilnik. Oceni, ez koliko €asa bo
temperatura ore 15°C.

Ob ohlajanju se porodi veZ vpra%anj: Kolik&no temperaturo imajo deli
tekotine v steklenitki? Ali pri odprti stekleniZki prispeva k ohlajanju tudi
izhlapevanje? Kako vpliva oblika stekleniZke na hitrost ohlajanja? Kolik3na
je temperatura v hladilniku? Da bi odgovorila na nekatera od njih, sva zaZela
zbirati in pripravljati opremo za poskuse.

K eksperimentiranju naju je vzpodbudil tudi €lanek o Mpembovem po-
Javu, ki obravnava ohlajanje segrete in hladne vode (Presek, VIII/1, str. 24).
Ali zares prej zmrzne voda, ki je ob za&etku poskusa imela vi§jo temperaturo?

Oprema za poskuse

Opazovala sva ohlajanje in zamrzovanje vode v zmrzovalniku kuhinjskega
hladilnika. Temperaturo sva merila s $tirimi termo&leni. Termoélen sestavljata
%i&ki iz bakra in konstantana, ki sta na krajig&ih zavarjeni. Ce sta temperaturi
obeh spojnih mest razligni, nastane med spojnima mestoma napetost, ki je
sorazmerna s temperaturno razliko.

[A/D

Slika 1. Merilni sistem. 1) hladilnik, 2) ojaZevalnik, 3) analogno - digitalni pretvornik, 4)
ratunalnik. V sistemu so Ze trije termoelementi in trije enaki ojaZevalniki, ki so prikljuZeni
na pretvornik.



99

Eno spojno mesto termoélena potisnemo v toplotno izolirano pesodo s
tale€im ledom, drugo pa v posodo z vodo, ki ji merimo temperaturo. Ker je po
dogovoru temperatura taleéega ledu 0°C, je napetost sorazmerna s Celzijevo
temperaturo drugega spojnega mesta. Zitke so tanke in jih zlahka speljemo
iz hladilnika. Pri poskusu dosefe napetost termoelementa nekaj milivoltov.
Z ojatevalnikom jo najprej pove€amo na nekaj voltov.

Meritve so dolgotrajne. Najkraj8a traja eno uro in najdaljSa pet wur,
zato sva neprijetno zapisovanje podatkov prepustila ratunalniku. Napetosti iz
Etirih termoelementov sva preko ojagevalnikov prikljugila na analogno-digitalni
vmesnik, tega pa na raéunalnik PC-XT (slika 1). Napisala sva program, ki je
vsakih 6 sekund prebral tiri podatke in jih z ustreznim €asom meritve shranil v
spomin. Po vsaki meritvi sva dobila datoteko s 5-krat 1200 podatki. Podatke
sva uredila in narisala diagrame s programskim orodjem Quattro Pro.

Merjenje

Merilnik je treba najprej umeriti. Spojna mesta ene vrste termoélenov
potisnemo v tale&i led, druga pa skupaj z Zivosrebrnim termometrom v vodo,
ki jo dobro me$amo in poéasi segrevamo od 0°C do 100°C. NiZle merilnikov
sva na ojacevalnikih nastavila na 40,50V, po od&tavanju je program shranil
to vrednost kot 10 relativnih enot. Najin vmesnik namre& ne zna pretvarjati
negativnih napetosti (slika 2).
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Slika 2. Umeritveni diagram. Krivuljo nadomestimo s premico T = (8/6)(X — 10), z X
oznatimo 3tevilo, ki ga ratunalnik prebere z vmesnika.
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Umeritvena krivulja je premica:
T =(8/6).(X —10),

ge je X vrednost, ki jo radunalnik prebere z vmesnika. Umeritev sva preverila
s temperaturami taleega ledu, vode z 20°C in s 50°C. Po tak&nem preskusu
merilnikov sva ugotovila, da je najino merjenje negotovo za 1/2 stopinje.

Ohlajanje enakih mas vode z razlieénimi zatetnimi temperaturami

V jogurtove lon&ke in plastiéne pladnje sva dala plitvo plast vode. Prvi¢
sva poskuse naredila, ne da bi dno posode toplotno izolirala od zmrzovalnika,
pri nadaljnjih poskusih pa sva postavila posode v zmrzovalniku na 2cm debelo
plast stiropora. Masa vode v longkih je bila po 100g, v pladnjih pa po 150g.
Casovno odvisnost temperatur kaZejo diagrami na sliki 3.

Podstavek iz stiropora priblizno dvakrat podalj$a €as ohlajanja do 0°C.
Znatilni Zas ohlajanja pri izbrani obliki posode, masi vode in izolaciji je
presenetljivo malo odvisen od zatetne temperature vode (sliki 3a, 3b). Ko
postavimo 100ml vode v jogurtovem lon&ku v zmrzovalnik, voda zmrzne po
priblizno 1 uri, e pa je dno izolirano, pa po 2 urah. Ceprav do Mpembovega
pojava ni priélo vedno, je pomembna ugotovitev, da sta €asa ohlajanja do
0°C za vroéo in hladno vodo priblizno enaka.

Voda se je vetkrat podhladila. Pri majhni motnji iz okolice, recimo
tresljaju hladilnika ob izklopu motorja, del vode zmrzne in temperatura hitro
naraste na 0°C (slika 3¢c). Do podhladitve je prislo tudi pri meritvi na sliki
3b, vendar tu Ze ni pri¢lo do preskoka temperature na 0°C. Mpembov pojav
Je viden pri ohlajanju vode v plitkih pladnjih (sliki 3¢, 3d).

Voda v posodi z izoliranim dnom oddaja toploto zraku s prevajanjem in
z izhlapevanjem.

Izraunajmo, kolikden del toplote odda voda zaradi izhlapevanja. V
pladnju je na zaéetku 150ml vode s temperaturo 85°C, konéna temperatura

Slika 3. Temperature v odvisnosti od Zasa pri ohlajanju vode v zmrzovalniku hladilnika
za: (a) dva lon&ka po 100ml vode, brez izoliranega dna; (b) &tiri lontke po 100ml vode,
z izoliranim dnom; (c) dva pladnja po 200ml vode, brez izoliranega dna in (d) tri pladnje
po 150ml vode, z izoliranim dnom. Spodnja krivulja na sliki 3d kaZe temperaturo zraka v
zmrzovalniku.
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je 0°C. Med ohlajanjem izhlapi 10%, to je 15g vode. Skupna oddana toplota
je

Q = me(To — T1) = 150 g .4200 J/kgK .(—85 K ) = —54k J .
Izhlapevanje prispeva
Qi =-mjgqi=-15g .2,3 MJ/kg = —34 kJ

toplote; v odstotkih je to 34kJ/54kJ = 63%. Pri ohlajanju vode v jogurtovem
lon€ku je ta deleZ pribliZno dvakrat manj3i. Ker je Mpembov pojav izrazitej3i
pri ohlajanju vode v pladnju, ko je masa izhlapele vode vegja, je izhlapevanje
pomembno pri razlagi pojava.

Temperaturne razlike v vodi, ki se ohlaja

Da bi dobila odgovor na vpraSanje, kaj se dogaja med ohlajanjem v
izbrani posodi, sva pri naslednjem poskusu merila temperaturo pribliZno 1ecm
pod gladino in 1em nad dnom v lonZku (slika 4) ter na sredini in 1cm od roba
v pladnju.

Temperaturne razlike v lon€ku doseZejo nekaj stopinj in povzroéijo spre-
membo gostote delov vode. Zato pride do konvekcijskih tokov, ki meZajo
vodo. Ta se zato hitreje ohlaja. V vodi z vi§jo zaZetno temperaturo so ti
tokovi izdatnejEi.

T(°C
BCIA (°c)

60 - Slika 4. Potek temperature pri ohlaj-
\. anju vode v dveh lonZkih v zmrzoval-
niku. V vsakem lonZku sta bila dva
merilnika, eden lcm pod gladino in
drugi 1cm nad dnom. V neizoliranih
lon&kih je bilo po 100ml vode.

Opazovala sva tudi ohlajanje vode pod 4°C v lon&ku (slika 5). Pri tem-
peraturi nad 4°C je toplejSa voda v zgornjem delu lon&ka, pod to temperaturo
pa v spodnjem. Tak3en prehod povzroé& anomalija vode. Gostota vode je pri
4°C npajvetja in zato ostane voda s to temperaturo pri dnu posode. Tem-
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peratura vode pri dnu se v okolici te to¢ke ne spreminja, ohlaja se le zgornji
del vode. Ohlajala sva e destilirano in mineralno vodo, da bi opazila vpliv
primesi na hitrost ohlajanja. Nisva opazila kak3nih posebnosti.

12 +—

1DM

<hi} 40 50 60 min 70

Slika 5. Casovni potek temperatur zgornjega in spodnjega dela vode v lonéku pri prehodu
preko 4°C. Sprva ima zgornji del viijo temperaturo, po prehodu preko 4° pa je temperatura
zgornjega dela vode niZja.

Mpembovega pojava ni lahko opaziti. Pri 21 poskusih sva ga opazila le
trikrat. Kljub temu je bilo zanimivo opazovati podhlajevanje vode, tempera-
turne razlike znotraj posode in anomalijo vode.

* ok ok

Ce ima% dva termometra, lahko opazuje$ ohlajanje vode tudi doma. Pri
temperaturi zunanjega zraka niZji od -5°C postavi na zunanjo okensko polico
dve posodi, v katerih sta enaki masi vode, zagetni temperaturi pa naj bosta
razliéni. V posodi postavi £e termometra tako, da bo$ lahko skozi okensko
Sipo videl nanju. Poskusi pokazati, da se sprva vroZa voda prej ohladi do 0°C
kot hladna.

* Kk

Prispevek je del raziskovalne naloge v okviru srednjedolskega natefaja
znanost mladini.

Zlatko Bradaé in Jure Dobnikar
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ORNAMENTI IN GRUPE

Ornamentov, te neizérpne zakladnice umetnosti, smo se lotili Ze v eni prej&njih
Etevilk Preseka. Spoznali smo, kako z ornamentom napolnimo neskonéno dolg
trak, definicijo ornamenta in njegove lastnosti pa smo oprli na $tudij izometrij.
Tudi z ravninskimi ornamenti ni dosti drugaZe. Vendar za njihov natan&nejsi
tudij potrebujemo e en matemati€ni pojem: grupo.

Grupo so uvedli v matematiko okoli leta 1830. Raziskovanja Lagrangea,
Chauchyja, Galoisa, Cayleyain drugih matematikov so se vlekla skoraj stoletje,
preden je definicija dobila obliko:

Grupa je mnoZica G skupaj z dvomestno operacijo o, ki zado¥¥a pogojem:

e Operacija je zaprta. To pomeni, da operacija o vsakemu paru elementov

z G priredi neki element samo te mnoZice:

Va,beG: (a b)rraobeg

e Operacija je asociativna. To pomeni, da so oklepaji pri zdruZevanju
poljubnih treh elementov prestavljivi:

Va,b,c€G: (aocb)oc=ao(boc).
e V mnofici G obstaja enota, ozna&imo jo z e, za katero velja
Vac(G: aoe—=eoa=a.

e Vsak element iz mnoZice G ima inverzni element, ki ga simboli¢no ozna-
&imo z eksponentom -1:

VaeG, 3JaleG: aloa=zaoal=e.
V&asih uporabimo za operacijo (o) znak plus (+). Takrat inverzni element
oznatimo s predznakom minus (-).
Inverzni element k a=! je kar a, to je (a=1)™! = a. Potenca a” je krajsi
zapis za goaoa. . . oa, Potenca a~" je seveda (a~1)".
Lo e

n

Ce je operacija o e komutativna, to je, &e za vsaka dva elementa a in
biz G velja: ac b = bo a, govorimo o kemutativni grupi.

Grupa je lahko konéna ali neskonéna, pa& glede na to, ali je osnovna
mnoZica G konéna ali neskonéna.
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Napravimo nekaj zgledov:

. Aditivna grupa celih $tevil.

To je mnoZica celih $tevil Z = {0, F1,F2,F3,...} skupaj z operacijo
obiZajnega seitevanja. Cela Stevila so za seStevanje zaprta, saj je vsota
poljubnih dveh celih 3tevil vedno celo Stevilo. Grupni aksiomi so kar
raunski zakoni za vsoto:

(a+b)+c=a+(b+c)

a+0=04+a=a

a4+ (-a)=(-a)+a=0

Ta grupa je komutativna (a+ b = b+ a) in neskongna, ker je pa& celih
Stevil neskonéno mnogo. Enota je Stevilo 0, inverzni element k n pa —n.

. Aditivna grupa vektorjev ravnine je mnoZica vseh vektorjev ravnine, to je
usmerjenih daljic z za€etkom v izbrani toZki, skupaj z operacijo sestevanja
vektorjev po paralelogramskem pravilu. Operacija je zaprta. Je asocia-
tivna. Enota za seStevanje je vektor 0, inverz k vsakemu vektorju pa
Jje njegov nasprotni vektor (slika 1). Tudi ta grupa je komutativna in
neskonéna. Podobno obstaja aditivna grupa vektorjev v prostoru.

% O = Slika 1. Vektorju 3 nasprotni vektor —3.

. Kot primer za transformacijsko grupo vzemimo mnoZico vseh vrteZev
enakostrani€nega trikotnika okrog njegovega sredii€a, pri katerih se za-
vrteni trikotnik popolnoma prekrije s prvotnim. Pravimo, da taki vrteZi
trikotnik ohranjajo ali, da je trikotnik na take vrteZe neob&utljiv. Imamo
le tri take vrteZfe: trikotnik lahko zavrtimo za poljuben cel vetkratnik
kotov 120°, 240 in 0° (identiteta). Ozna&imo prvi vrteZ z a, drugega z
b in tretjega z e. VrteZi a, b, e tvorijo grupo z operacijo sestavljanja
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teh vrteZev.

Operacijo v koné&ni grupi lahko podamo s tabelo, ki ji reéemo tudi grupna
postevanka. Za zgled sestavimo tabelo za grupo iz primera 3:

1

o | eab
e| eab
alabe
b| bea

Zapis je uporaben za kon&ne grupe, katerih mnoZice vsebujejo le malo ele-
mentov. Sicer pa se nepreglednosti izognemo tako, da pois€emo kar se da
malo elementov, s katerimi lahko “izrazimo” vse elemente grupe.! MnoZici
takih elementov re¥emo reduciran sistem generatorjev grupe. Ce tak nabor
sestoji iz enega samega elementa, re€emo grupi grupa z enim generatorjem;
e obstaja nabor z dvema elementoma, gre za grupo z dvema generatorjema
itd.

Grupo z enim generatorjem smo sreali v zadnjem primeru. Ze samo
z elementom a lahko izrazimo vse elemente grupe: b = aoa = a2, enota
pajee=hboa=aob=a’ lzte zveze tudi sledi, da sta elementa a in
b drug drugemu inverzna. Za dano grupo reducirani sistem generatorjev ni
enoligno dolo&en. Grupo iz naSega primera lahko generiramo na primer tudi
z elementom b.

Primer neskon&ne grupe z enim generatorjem je na primer grupa celih
Stevil. Generator je 3tevilo 1.

Poglejmo e grupo iz Stirih elementov e, a, b, c in z grupno postevanko

bc

m
W

b bcea

c cbae

Iz tablice preberemo, da lahko vse elemente grupe izrazimo Ze z a in b:

L Pokazati se da, da za vsako grupo tak minimalen nabor elementov obstaja in ni
nujno en sam.
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e=32(: b2) in c=aob (= boa).

Z enim samim generatorjem te grupe ne moremo opisati. Za vajo se o tem
prepri€ajte sami.

Grupam z enim generatorjem re€emu tudi cikline grupe. Ce je cikli¢na
grupa kon&na, obstaja med elementi e, a, 32, .. tudi taka potenca a", da
je a” = e. Grupo {e, a, a2, ...l ar = e} oznatujemo s C,(a). Ce
je ciklitna grupa neskonéna, so vse potence med seboj razli¢ne; tako grupo

oznatimo s Coo(a).
ok

Vzemimo zdaj za mnoZico G mnoZico transformacij (to je povratno eno-
lignih preslikav) neke mnoZice X, za operacijo pa sestavo preslikav. Take
grupe imenujemo transformacijske grupe. Primer take grupe je grupa vseh
izometrij ravnine (Evklidova grupa ravnine), pa grupa translacij (vzpored-
nih premikov) ali grupa vrteZev (rotacijska grupa ravnine). Podobno lahko
govorimo tudi o izometrijah trirazseZnega prostora ter o Evklidovi grupi tri-
razseZnega prostora.

Preslikavo dveh grup, pri kateri se elementi ene preslikajo povratno eno-
li€no na elemente druge in preide operacija prve v operacijo druge, imenujemo
izomorfizem.

Poglejmo si najprej primer: logaritemska funkcija je izomorfizem
In : (R*,0) = (R,+). Enakost In(xoy) = Inx + Iny, ki jo lahko za-
pisemo tudi v obliki xy = in_l(fnx +1Iny), pove kako raéunamo produkt:
logaritmiramo, se$tejemo, antilogaritmiramo.

Prav lahko se je prepriati, da je grupa vseh premikov v ravnini izomorf-
na grupi vektorjev ravnine. Grupa vrteZev okrog dane totke pa je izomorfna
aditivni grupi kotov. Tudi cikligni grupi C,(a) in C,(b) sta izomorfni. Zaradi
izomorfizma ju vEasih sploh ne razlikujemo. Tedaj ozna&imo cikli¢no grupo
kar s C,, neskonéno cikliéno grupo pa s Coo.

Definirajmo e podgrupo. Ce je mno¥ica H podmno¥ica G, H C G in je
‘H grupa za isto operacijo kot G, re€emo, da je grupa H podgrupa grupe G.
Grupa Co = {e, a®} je na primer podgrupa grupe C4 = {e, a, a%, a%}.

Zdaj smo dovolj pripravljeni, da si poblife ogledamo Evklidovo grupo
ravnine. Posebej nas bodo zanimale njene podgrupe.

Vzporedni premiki v ravnini sestavljajo podgrupo Evklidove grupe, prav
tako tudi vsi vrteZi okoli izbrane totke. Ker za vzporedne premike lahko
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izberemo razliZne smeri, za sredi3%e vrteZa pa vsako toZko ravnine, je takih
podgrup Evklidove grupe neskon&no. Vse translacijske grupe kot tudi grupe
vrteZev so seveda med seboj izomorfne.

Kako pa je z zrcaljenji? Zrcaljenje Zp, €ez dano premico in identiteta
I tvorita grupo. Ker ima samo dva elementa (Zp 0 Zp = [), je izomorfna
Cy. Takih podgrup je v Evklidovi grupi spet toliko, kot je razliénih premic
v ravnini, torej neskonéno. Sestava zrcaljenj preko dveh premic je vzporedni
premik, &e sta premici vzporedni, in
vrteZ, €e se premici sekata. Ker
tore] mnoZica vseh zrcaljenj ni za-
prta za sestavo, ni podgrupa Evkli-
dove grupe.

Za nas bodo posebno zanimive
podgrupe Evklidove grupe z lastno-
stjo, da vsi njihovi elementi ohran-
jajo kakZen izbrani lik. Bralec se
lahko sam prepri€a, da mnoZica vseh
izometrij ravnine, s katerimi se iz-
brani lik preslika nase, zares tvorijo
podgrupo. Imenujmo jo simetrijska
grupa lika. Simetrijske grupe likov
so odvisne od oblike lika. Tako ima-
Jo podobni liki iste simetrijske gru-
pe.
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Ce je lik popolnoma nesime-
tri¢en, vsebuje njegova simetrijska
grupa le identiteto. Simetrijska gru-
pa &rk E in A je izomorfna Co; ge-
nerator je zrcaljenje ez simetralo
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Slika 2. Simetrijska grupa enakostrani-
tnega trikotnika
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2 Vet o tem lahko bralec izve iz knjige |.Grossman, W.Magnus, Grupe i njihovi grafovi,
Skolska knjiga, Zagreb 1975.
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Erke. Simetrijska grupa Erke N je tudi izomorfna Cy; generator je vrteZ za
180° okrog njene srednje totke.

V abstraktnem smislu gre torej za isto grupo, &eprav imata razli¢no
geometrijsko vsebino. Simetrijska grupa enakostraniénega trikotnika ima 6
elementov, generatorja sta zrcaljenje &ez eno simetralo in vrteZ za kot 120°
okrog sredisZa lika (slika 2).

Simetrijske grupe pravilnih ve€kotnikov imenujemo diedrske grupe. Za-
znamujemo jih z D, kjer je n &tevilo ogliS€ pravilnega veZkotnika. Gene-
ratorja sta zrcaljenje preko ene od simetral in vrteZ za kot 27 / n okrog sredis¢a
trikotnika.?

Kon&no omenimo Se simetrijsko grupo ravninske mreZe. Ravninsko
mreZo dobimo tako, da si najprej izberemo par nevzporednih vektorjev 3 in b
z izhodiZ€em O, nato pa nosilki vektorjev premaknemo s translacijsko grupo,
ki jo generirata translaciji T5 in T}, (slika 3). S tem povemo, da lahko vse
elemente te grupe izrazimo samo z njima. Vozli§¢a mreZe, to so preseki teh
premic, so dolo€ena z vektorji

ni+mb nmeZ.

_‘,4 —

J
\1\:
~

|

__,;,_ < p ;L‘— Slika 3. Ravninska mreZa

Regemo tudi: vozli¥€a dobimo tako, da delujemo s translacijsko grupo
na izhodi¥€e O. Simetrijska grupa ravninske mreZe vsebuje kot podgrupo vsaj
simetrijsko grupo, ki jo generirata T, in Ty, pa tudi rotacijsko grupo, ki jo
generira vrteZ za 180°. Le redke so mreZe, ki jih ohranijo tudi druge rotacijske
grupe; a 3e te so kve&jemu take, ki jih generirajo vrteZi za kote 360°/n, kjer
jenl 2 3 4ali6

S to ugotovitvijo smo se Ze dotaknili kristalografskih grup, ki ohranjajo
mrezo. Omenimo le, da so na neskon&nem traku nasteli 7, na ravnini 17 in
v prostoru 230 takih grup. Ime so dobile po tem, ker ohranjajo prostorsko
razporeditev atomov v kristalih. Zakaj jih obstaja prav toliko, je mogote
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ugotoviti z zahtevnejSim in globljim pogledom v teorijo grup.

Spomnimo se, da smo stalno ponavljajoZ se vzorec na neskonénem traku
v eni prejénjih Stevilk Preseka imenovali ornament na traku. Analogno lahko
imenujemo ornament na ravnini vsak, na poseben naéin ponavljajo€ se vzorec,
ki izpolnjuje ravnino.

Tako kot smo natanénejgo definicijo ornamenta na traku oprli na izomet-
rije, poskusimo njegovo definicijo na ravnini opreti na teorijo grup, saj smo
spoznali, da simetrijska grupa za€etni vzorec ohranja. Torej lahko re€emo:
Simetrijska grupa ornamenta v ravnini je grupa vseh izometrij ravnine, ki
ornament ohranjajo.

Ko zaslutimo, da je to v tesni zvezi s simetrijsko grupo mreZ, smo dovolj

pripravljeni, da se v naslednji tevilki Preseka lahko lotimo ornamentov na
ravnini.

Milena Strnad

STEVILSKA KRIZANKA - Retitev s str. 52
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TEBMOVENIA

8. SOLSKO TEKMOVANJE I1IZ MATEMATIKE ZA
SREDNJESOLCE

V decembru 1991 smo za prvi preizkus znanja iz matematike poslali na 3ole
spodnje naloge. V Eetrto nalogo za Eetrti letnik se je prikradla neljuba napaka,
za kar se tekmovalcem opraviéujemo. Tu objavljamo popravljeno inatico.

Prvi letnik

1. Kolik&na je vrednost izraza
ab+ ac+ad+ bc+ bd + cd,
e je
a+b+c+d=0 in a2+b2+2+d?=2?
2. V enakosti MUHA + MUHA = SLON zamenjaj &rke s 3tevkami

(ciframi). Razli€ne &rke pomenijo razli€ne Stevke. Soglasniki predstavljajo
Stevke ene parnosti, samoglasniki pa Stevke druge parnosti.

3. Janezek je med poéitnicami zasluZil 84 bankovcev, od tega jih je bilo
nekaj po 5 tolarjev in nekaj po 50 tolarjev. SoZolec Miha mu je ponudil
zamenjavo: za vsak bankovec po 5 tolarjev mu da bankovec za 10 tolarjev in
za vsak bankovec po 50 tolarjev dva bankovca za 10 tolarjev. Janezek je hitro
izraunal, da pri tej menjavi niéesar ne pridobi in ni€esar ne izgubi. Koliko
bankovcev po 5 tolarjev je imel?

4. Utemelji odgovor na vprasanje, ali obstaja pravokotnik, ki ima obseg enak
vsoti dolZin diagonal.

Drugi letnik

1. PokaZ, da za poljubno realno Stevilo 5 < a < 10 velja enakost

\/a+3—4\/a—l+\/a+8—6v'a—1= 1.
2. Naj bosta 3 in b enotska vektorja. Vektor € = 3+ 2b j _Je pravokoten na

vektor d = 53 — 4b. Koliken j Je kot med vektorjema 3in b?

3. Konstruiraj kroZnico, ki se dotika koordinatnih osi in gre skozi dano totko
na simetrali lihih kvadrantov, € ima ta togka pozitivni koordinati.
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4. Naj bosta Sy in 5o sredis€i kroZnic z enakima polmeroma in naj bo
polmer S1P prve kroZnice vzpore-

den s polmerom $;Q druge kroZni- N A
ce. Totke S1, T, Sy in V lefijo / g \ "\\ \\\
na isti premici. Poi$¢ zvezo med |' T A%
; \ 7 kR S jll_
kotoma o in 3. \ \ / \ /
\."‘xh___‘aif., \\5 //./

Tretji letnik -

1. Poisgi vsa realna 3tevila a, ki zado¥€ajo enatbi a(a — 1)(a— 3)(a — 4) =
=(a— 2)4,
2. Re&i enatbo 4% + 9% 4 25% = 6% + 10X + 15%.

(1—sina—cosa)(l —sino + cos )

3. PokaZi, da izraz ni odvisen od .

sin a(1 — sina)

4. Dani sta premica p in daljica ¥ P
XY, ki imata edino skupno totko G
Y. Daljica ni pravokotna na premi- _

co p (slika). Ceizberemo na premici
to€ko Z tako, da je vrednost ulomka

—— najve&ja mogo&a, velja: \
7X JVec) g J]

(a) XYZ =90° (b) XZXY =90° (c) ZX =2ZY (d) ZY =2-ZX

Utemelji svojo izbiro.

Cetrti letnik

1. Vsota 101 zaporednih lihih Ztevil je 12827. Katero je najmanjZe liho
$tevilo, upogtevano v vsoti?

2. Za funkeijo f : Q — @ velja f(x) + 31'(1) = x2, & je x # 0. Dolo&
X
f(2).

3. Enatba (x + 1)y? — 2xy 4+ x — 1 = 0 doloZa dve krivulji. Nari& njuna
grafa.

4. Poigéi vse realne resitve enacbe x + tg % + 2% =7, ki leZijo na intervalu
(—4,4).
Darjo Felda



RESITVE NALOG

PRENICLANA STEVILA - Retitev s str. 59

1. Poig&imo najprej vsa trimestna 3tevila v M. Ce kakZno obstaja, ga lahko
zapiSemo v obliki x20x1, kjer sta xj in xp nenielni Stevki (cifri). Poleg tega
obstajajo take neniZelne Stevke y1, y2 in y3, da velja

x20x1 2 = y30y,0y1,
torej
(x1 + x210%)% = y;1 + y210? + y310*
in tedaj
X + 2x1x010% + x310% = y1 + 1210 + y310%. (1)

Od tod sledi, da dasta Ztevili xl2 in yq pri deljenju s 100 enak ostanek. Ker
sta obe manj$i od 100, velja enakost y; = x12‘ ki pove tudi, da je x3 < 3.
Upostevajmo to v (1) in na obeh straneh delimo s 100. Ze vidimo, da sta tudi
Stevili y2 in 2x1x2 manj$i od 100 in dasta pri deljenju s 100 enak ostanek,
torej sta enaki: yp, = 2x3xp. Spet se vrnemo do (1) in najdemo Se zvezo
y3 = x22. Ponovimo dobljene enakosti:

1 =x3, y2=2xax2, y3=x3,
iz katerih povzamemo ocene
x1<3, <3, x1x2<4,
ki vodijo do iskanih trimestnih Ztevil
101, 102, 103, 201, 202, 301.

V M ni Stirimestnih 3tevil, petmestna pa dobimo podobno kot trimestna.
Nastejmo jih:

10101, 10102, 10103, 10201, 10202, 20101, 20102, 20201, 30101,

podrobnosti pa prepustimo bralcu.

2. Poi%&imo najprej vsa 11-mestna 3tevila iz M, torej vse Zesterice neniZelnih
Etevk x1, x2, - - - Xg, za katere obstajajo take nenicelne Stevke vy, vo, - --v11,
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da velja

X60x50x40x30x20x1 2 = y110y100y90 - - - y30y20y1 .

Uredimo gornjo enakost po potencah tevila 10

X2 + 2x1x210% 4 (2x1x3 + x3)10% + (2x1 x4 + 2x2x3)10%+

+(2x1x5 + 2x2%4 + ><§)10“3 + (2x1 %6 + 2xx5 + 2x3x4)10104+
+(2x2%6 + 2x3x5 + x&)ll{)12 + (2x3x6 + 2X4X5)1014+ (2)
+(2xax6 + x2)101® 4 2x5x6108 4 x210%° =

= y1 + 1210 + y310* + y410° + y510° + - - + y1,10%°
in sklepajmo tako kot pri trimestnih &tevilih. Najprej vidimo, da velja y; = xl2
in yo = 2x1x2. Od tod iz (2) sledi, da 3tevili y3 in 2x1x3 + ;(22 pri deljenju
s 100 dasta enaka ostanka. Ker sta obe manjii od 100 (zakaj?), sta enaki.

Tako postopoma ugotovimo, da sta poljubna faktorja ob enakih potencah
Stevila 10 v (2) enaka. Pridelamo torej 11 enakosti. Oglejmo si Sesto:

Ve = 2(x1X5 + Xaxs5 + X3X4).

Ker so vsa tevila v njej naravna in manj3a od 10, je kve&jemu en x; ve&ji od
1, pa Se ta je lahko najve? 2. Te moZnosti dajo vsa 11-mestna Stevila iz M:

10101010101,
10101010102, 10101010201, 10101020101,
10102010101, 10201010101, 20101010101.

Podobno obdelamo 13-mestna tevila iz M. Prvih Sest enakosti je prav takih
kot za 11-mestna Stevila, sedma pa je

1 = 2(x1x7 + XaX6 + X3X5) + X3 .
Ta skupaj s Zesto enakostjo da vsa iskana 13-mestna %tevila:

1010101010101,
1010101010102, 1010101010201, 1010101020101,
1010201010101, 1020101010101, 2010101010101.



115

Pri 15-mestnih tevilih iz M zapi%imo le osmo enakost:

vg = 2(x1x8 + X2X7 + X3X6 + X4Xs5).

Ta nam pove, da je x; = 1 za vsak i € {1,2,--.,8}, torej je edino iskano
15-mestno $tevilo

101010101010101.
Podobno vidimo, da je

10101010101010101

edino 17-mestno 3tevilo iz M. Ve&jih Stevil M nima, saj za vsako ve& kot
17-mestno $tevilo iz M dobimo enaébo

y10 = 2(x1x10 + X2X9 + X3Xg + X4x7 + X5X6),

ki v okviru Etevil 1,2, -+, 9 nima nobene reditve. MnoZica M je torej konéna.

Boris Lavri¢

190. OBLETNICA SMRTI SLAVNEGA MATEMATIKA -
Reditev s str. 32
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MATEMARTIBA
UPORABA KOMPLEKSNIH STEVIL V RAVNINSKI

GEOMETRUI = drugi del

V prvi §tevilki Preseka smo definirali kompleksni nagib premice skozi togki «
in B kot x = E_ a. Dokazali smo tudi naslednji trditvi:

—-=

Premici sta vzporedni natanko tedaj, ko sta kompleksna nagiba enaka.
Premici sta pravokotni natanko tedaj, ko sta kompleksna nagiba nasprotna.

Tako smo se pripravili na obravnavo trikotnika v kompleksni ravnini.
Naj bodo tri razlitna kompleksna 3tevila «, B in v oglid€a trikotnika. Pred-
postavimo lahko, da leZi sredid€e trikotniku ofrtane kroZnice (ozna&imo ga z
o) v koordinatnem izhodi¥€u (torej o = 0) in da je polmer tega kroga enak
1. Tedaj je ax = BB =7 = 1. Ce pri teh pogojih izraéunamo kompleksni
nagib premice, na kateri leZita togki a in 3, dobimo

B—a B—a

Podobno dobimo za nosilki drugih dveh trikotnikovih stranic.

—af .

Oglejmo si sedaj nekaj zanimivih rezultatov:

e Recimo, da je trikotnik enakokrak z vrhom pri . V tem primeru je premica
skozi y in — simetrala daljice med o in B in je zato pravokotna na premico
skozi & in B. S kompleksnimi nagibi to zapiSemo

T=0) .
T

Dokaz lahko preberemo nazaj tudi v obratni smeri.
Torej: trikotnik je enakokrak (z vrhom pri «y) natanko tedaj, ko velja za oglisZa
zveza o8 = 2.

e Kako bi izratunali noZise viSine iz v v poljubnem trikotniku?
e R ey Boa .
NoZiZ€e oznaimo z 1 in zapi§imo zvezi —— = —=—— = af in
M= B—=

. S prvo zvezo smo zahtevali, da je premica skozi v in 11

B—a Y-«
p-a Mm-a | e ; fe g
pravokotna na premico skozi a in 3, z drugo pa, da leZi y; na premici skozi
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a in B. Sistem (z neznankama <y in 77) reSimo in dobimo

a+pB+y—aBfy
2 ;

M=

Podobno dolo€imo 3e ostali dve noZiséi.

e Tudi vidinska totka k trikotnika ne dela tezav:

v ; . L. K= —a
Zapi&imo pogoja pravokotnosti vi$in na dve stranici: — I = —g — =
K=" a® ]
. k—p ff—ie ; e ;
= affin —= = ———— = ay. Sistem reSimo in dobimo k = a+ B+ 1.
K — T—-a

Enostavno preverimo, da smo zadostili tudi pogoju pravokotnosti vi§ine na
: . K—a v—p8
tretjo stranico! ———— = — = = Bv.
K—a -8

a+pB+7

e TeZiile trikotnika lahko zapiSemo takoj: 7 = 3

Vidimo, da leZijo totke o, 7T in k na isti premici. To premico imenujemo
Eulerjeva premica.

e Oglejmo si Se neko karakteristiéno lastnost enakokrakih trikotnikov:

Naj bo trikotnik enakokrak z vrhom 7. Potem je Eulerjeva premica pravo-
kotna na osnovnico in lahko zapisemo x g = a8. Tudi tu velja obrat:

a+pB+
Iz xg = ———
a+pB+

Trikotnik je torej enakokrak (z vrhom -y) natanko tedaj, ko za nagib Eulerjeve
premice velja x g = of8.

= af z nekaj raéunanja izpeljemo o8 = 2.

e Na tej premici leZi tudi sredis€e kroZnice devetih tock; tega si bomo sedaj
ogledali.

Naj bo 2 razpolovis€e daljice od @ do B. Torej y2 = #. Podobno

Naj bo «y3 razpolovisZe daljice od v do k. Torej 3 = 2 -; i ¥+ 2 ;ﬁ
Podobno ozna&imo %e a3 in B3.

Hkrati z Ze izraunanimi noZis&i vidin (totke a1, B1,7v1) smo tako definirali
devet togk: oj, Bi, vi (i=1,2,3).

Vse te totke leZijo na isti kroZnici, kar ni tezko videti, saj so vse enako od-

ozna&imo %e oy in G2,
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daljene od totke § = Eﬂﬂ,
Izrafunajmo najprej tri razdalje: |y; — 8| = | — aB7/2| = 1/2
|v2 =8| =|—/2|=1/2in |y3 —&| = |v/2| = 1/2. Ostalih Zest razdalj pa

nam pravzaprav ni treba rafunati, saj lahko v gornjih treh enabah dvakrat
cikliZno zamenjamo 3tevila o, B in .
Sredi¥€e § tega kroga s polmerom 1/2 pa seveda leZi na Eulerjevi premici.

A

h.
ey ll‘\
N O

KroZnica devetih totk

e Oglejmo si 8e en primer uporabe kompleksnega nagiba:

Trikotniku z oglis€i o, B in 7

oértamo kroZnico. Spet lahko pred- A
postavimo, da leZi sredi¥€e trikot- / o

niku oErtane kroZnice v koordinat- | \
nem izhodi¥%u in da je njen polmer i 4 "\
enak 1. x‘/ S A
Na kroZnici izberemo togko £. Pra- wf e N
vokotne projekcije te totke na pre- % =
mice nosilke posmeznih stranic oz- s
naéimo z o', B in 4/. Dokazali bo- N :
mo, da leZijo te to€ke na isti premici; s SUUE )
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imenujemo jo Simsonova premica.
Izra&unali smo Ze

yoatBtE—apt g

_at+y+é—ayt
> = ;

2

' !

Z nekaj raunske spretnosti hitro vidimo, da je n"_f _% = afy€. Zaradi
f? -

ik B
simetrije velja tudi ’Y_, o:_f = af3v€, kar pa ¥e pomeni, da so totke o, B’
v -«

in 4 kolinearne.

o VeZ truda in ra&unske spretnosti pa zahteva izra&un sredi¥Za trikotniku
vértane kroZnice, ki ga ozna€imo s o.

Navedimo samo rezultat: o = /af8 + /By + /7. Priizraunu kvadrat-
nega korena ,/uv izberemo vedno tisto Stevilo, ki leZi na sredini pozitivno
orientiranega loka od w do v.

e Za zakljuZek pa izpeljimo Ze eno karakteristino lastnost enakokrakih trikot-
nikov:

Trikotnik je enakokrak natanko tedaj, ko leZi sredie vErtane kroZnice na
Eulerjevi premici.

Pois€imo najprej enatbo za nagib premice skozi o in o

_VeB+ By + /e
i R T
VeB ' /By ' ya
_aBA+Byva+avB
va+ B+ /A

Trikotnik je torej enakokrak natanko tedaj, ko je xo = xE.
V ta namen si oglejmo izraz o — xg. Z veliko mero potrpeZljivosti izradu-
namo razliko teh dveh ulomkov in Stevec tako dobljenega ulomka razstavimo.
lzraz v 3tevcu je (VBv — a)(/7a — B)(VaPB — v)v/aBy. Odtod lahko
preberemo dokaz v obe smeri.

Uporaba kompleksnih Stevil v geometriji ni tezka — zaheva nekaj misel-
nega napora in precej racunske spretnosti.

o

Matjaz Zeljko
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UPORABA OSTANKOV PRI PROBLEMIH 1Z TEORUE
STEVIL

Ogledali si bomo uporabo ostankov pri nekaterih problemih iz teorije naravnih
gtevil, ki navidez nimajo z ostanki nobene direktne zveze. V&asih se namret
izkaZe, da razliZni algebraiZni izrazi ne morejo biti povsem poljubni, ampak
imajo pri deljenju z nekaterimi $tevili povsem dologene ostanke. Oglejmo si
najprej preprost zgled.

Zgled 1. Dokazi, da enatha x> — 3y = 14 nima resitve v naravnih
stevilih.

Pri deljenju s 3 ima Stevilo x lahko tri razligéne ostanke:

1. mo¥nost. Stevilo x je oblike 3k.
Tedaj je $tevilo x2 — 3y deljivo s 3 (z drugimi besedami x? — 3y ima pri
deljenju s 3 ostanek 0) in zato ne more biti enako 14, ki ima pri deljenju s 3
ostanek 2.

2. moznost. Stevilo x je oblike 3k + 1.
Tedaj je

x? —3y = Ok? 4 6k + 1 — 3y = 3(3K? + 2k — y) + L,

torej ima $tevilo x2 — 3y pri deljenju s 3 ostanek 1 in zato ne more biti enako
14

3. mo¥nost. Stevilo x je oblike 3k + 2.
Tedaj je

X2 =3y = 9K + 12k + 4 —3y = 3(3k2 + 4k + 1 — y) + 1,

torej 3tevilo x2 — 3y ne more biti enako 14.

Ker smo upoStevali vse moZnosti in reditve nismo dobili, enagba pag ni
reéljiva v naravnih Stevilih.

S podobnim prijemom bomo ugnali malce drugagen problem.

Zgled 2. Pois¢i vsa tista naravna Stevila n, za katera je Stevilo 2" — 1
popolni kvadrat.
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NapiZimo nekaj prvih &lenov zaporedja:

P-q=1
2-1=3
P-1=7
2*—1=15
2°—1=31.

Vidimo, da dajo vsi Eleni, razen prvega, pri deljenju s 4 ostanek 3. Tudi v
splo¥nem to z lahkoto dokaZemo, saj je za vsak n > 2 &tevilo 27 deljivo s 4.
Od tod sledi:

Ce bi veljalo 2" — 1 = m?, potem bi moralo biti 3tevilo m liho.

1. mo¥nost. Stevilo m je oblike 4k + 1.
Tedaj je

m? = 16k% + 8k + 1 = 4(4k% + 2k) + 1

in da pri deljenju s 4 ostanek 1, zato ne more biti enako Stevilu 27 — 1 za
=2

2. moZnost. Stevilo m je oblike 4k + 3.
Tedaj je

m? = 16k? + 24k + 9 = 4(4k% 4+ 6k +2) + 1

in podobno kot prej ne more biti enako &tevilu 2" — 1 za n > 2. Ostane nam
Ze moZnost n = 1, ki nam da edino resitev 21 — 1 = 12,

Zgled 3. DokaZi, da obstaja neskonéno mnogo naravnih Stevil, ki jih ni
mogoce zapisati kot vsoto treh kubov naravnih Stevil.

Ce vzamemo naravno %tevilo n, moramo reiti enatbo n = x> + y3 4 23
v naravnih Stevilih ali pa pokazati, da reitev te enatbe ne obstaja. Takoj se
vidi, da za Stevila 2, 4, 5, 6, 7, 9, 11 enagba ni redljiva. Na prvi pogled pa
ni jasno, kaj je z redljivostjo te enatbe za velike n. Na pomo& bomo tokrat
poklicali ostanke pri deljenju z 9. Vzemimo poljubno naravno %tevilo x.

1. mo¥nost. Stevilo x je oblike 3.
Tedaj je x3 oéitno deljiv z 9.

2. mo¥nost. Stevilo x je oblike 3k + 1.
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Tedaj

=0Tk + 2Tk + 9k +1=9(3k3 +3k2 + k) + 1

da pri deljenju z 9 ostanek 1.
3. mo¥nost. Stevilo x je oblike 3k + 2.
Tedaj

x3 = 27k® 4 54k% + 36k + 8 = 9(3k> + 6k* + 4k) + 8

da pri deljenju z 9 ostanek 8.

To pomeni, da lahko dajo 3tevila x3, y3 in z3 pri deljenju z 9 ostanke
0, 1 ali 8. Zdaj imamo 27 moZnih kombinacij glede na ostanke posameznih
gtevil x3, y3in 23. Ce preverimo vse, dobimo, da ima Stevilo x3+y3423
lahko pri deljenju z 9 ostanek 0, 1, 2, 3, 6, 7 ali 8. To pomeni, da tistih
gtevil, ki dajo pri deljenju z 9 ostanek 4 ali 5, ni mogo€e izraziti kot vsoto
treh kubov. Seveda je takih Stevil neskonéno.

Se vet informacij o ostankih dobimo takrat, ko imamo opravka s pradte-
vili. Pri deljenju s 6 lahko liho ¥tevilo daje ostanek 1, 3 ali 5. Ce pa imamo
pradtevilo razlitno od 3, potem pri deljenju s 6 tudi ostanek 3 ni moZen. Ce
bi namreZ imeli p = 6k 4+ 3 = 3(2k + 1), bi Stevilo p ne bilo pra3tevilo. Ta
razmislek nam bo priSel prav v naslednjem zgledu.

3

Zgled 4. DokaZi, da je §tevilo p? — 1 deljivo s 24 za vsako prastevilo p,
ki je ve&je od 4:

1. mo¥nost Stevilo p je oblike 6k + 1. Tedaj je
p? — 1 =36k? + 12k = 12k(3k + 1).

Torej je Stevilo p2 — 1 deljivo z 12. Hitro se lahko prepritate, da je eno od
Stevil k in 3k + 1 sodo, drugo pa liho, kar pomeni, da je $tevilo k(3k + 1)
deljivo z 2, Stevilo p2 — 1 pas 24

2. mo¥nost. Stevilo p je oblike 6k + 5.
Tedaj je

p? — 1 = 36k? + 60k + 24 = 12(3k> 4 5k + 2).

Hitro se lahko prepritate, da je 3tevilo 3k? + 5k + 2 vedno sodo, zato je
$tevilo p2 — 1 deljivo s 24.
Za konec pa Ze en zgled s prastevili.
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Zgled 5. Pois¢i vsa taka prastevila p, da je 14p2 + 1 prastevilo.

Naj bo p # 3. Ker je p prastevilo, ni deljivo s 3, zato daje pri deljenju s
3 ostanek bodisi 1 bodisi 2.

1. moznost. Stevilo p je oblike 3k + 1.
Tedaj je 3tevilo

14p% +1=9-14k% + 6 - 14k + 15 = 3(42k> + 28k + 5)

in zato ni prastevilo.
2. mo¥nost. Stevilo p je oblike 3k + 2.
Tedaj je 3tevilo

14p% +1=9-14k% + 12 - 14k + 57 = 3(42k? + 56k + 19)

in zato ni pradtevilo. Ce je p =3, je 14p2 + 1 = 127. Z malce vztrajnosti se
lahko sami prepritate, da je 127 prastevilo.
Borut Zalar

POISCI OSNOVI - Retitev s str. 41

1. lz $tevk v radunu razberemo, da mora biti osnova a 3tevilskega sistema
tako naravno Stevilo, ve&je od 7, ki izpolnjuje pogoj

(Ta+3)(2a+5) = a°> 4 5a° + 6a + 3,
oziroma je reSitev enatbe
a>—9a2-35a—-12=0.

Ker so cele reSitve te enacbe lahko kve&jemu delitelji njenega prostega
koeficienta 12, pride v poftev le a = 12. To je res refitev, saj je

a® —9a% —35a—12 = (a—12)(a® + 3a+1).
2. Ker je
(2a+1)(a® + 2a+2) = 2a° + 5a% + 6a + 2

identiteta, je rafun pravilen v vsakem Stevilskem sistemu z osnovo a > 7.

Marija Vencelf



TEANOVANJA

NALOGE ZA OGREVANIE

Naloge so v letu 1992 reZevali u€enci osnovnih 3ol v ob&ini Ljubljana Moste
Polje na Zolskem tekmovanju za bronasto Vegovo priznanje. lzbrali, priredili
oziroma sestavili smo jih uéitelji na sestanku ob&inskega aktiva matematikov.

5. razred

1. lzratunaj vrednost izraza 15— 3 -2+ 2-(10% — 10) + (32 — 4)2.

2. V hotel je prilo 100 turistov. 10 jih ni znalo ne nemZko in ne francosko,
75 turistov je govorilo nemsko, 83 pa francosko. Koliko turistov je
govorilo oba jezika?

3. Krogu s premerom 6 cm oértaj kvadrat,

4, Dana je premica p. Naridi kroZnico k s polmerom 3 em tako, da bo
premica p njena tangenta.

5. Avto prevozi vsako uro 60 km. Za koliko mora povetati hitrost, da bo
na vsakem kilometru pridobil pol minute?

6. razred

1. lzrakunaj vrednost izraza (15% - 3%’ . lg) -2125 -0,6- 33:1;.

2. UtEenec je prvi dan prebral g knjige, drugi dan % ostanka, tretji dan %
novega ostanka, za Zetrti dan pa mu je ostalo 80 strani. Koliko strani
ima knjiga in po koliko strani je prebral prve tri dni?

3. Narigi trikotnik AABC, ki je dan s podatki: a = 4 cm, v = 5 cm,
ta =6 cm.

4. Nari8i enakokraki trapez, & je: ¢ =4 cm, ro = 4 cm, § = 120°.

5. Vnuka obiskujeta babico. Prvi jo obi%Ze vsak Zesti dan, drugi pa vsak

osmi dan. V ponedeljek sta bila skupaj pri babici. Cez koliko dni in na
kateri dan v tednu se bosta spet sre€ala pri njej?
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7. razred

:

Izrakunaj vrednost izraza:

2
1\2 & 0,04 62
(30_ (5) : 0.02) ' (_1%) o

. Zbiralec mleka je pripeljal na kmetijo prazno posodo. Kmet je najprej

napolnil 60% posode. Ko je prilil e 3/, je ostalo $e vedno 25% posode
prazne. Koliko litrov drZi posoda?

25 delavcev bi izkopalo jarek v 11 urah. Dve uri po za&etku dela jim
pride na pomot Ze 20 delavcev. V koliko urah bo izkopan jarek?

. V pravokotnem koordinatnem sistemu nari3i totki A(—2, —1) in B(1, —

—3). Obe togki prezrcali ez abscisno os.

Zapiéi koordinate to¢k A’ in B’.

b) Narisi lik ABB'A’ in izratunaj njegovo plo&&ino. . _ =
5. Plo3tina &rtkanega lika meri 25 I
cm?. Koliko meri njegov ob- l a
seg? !
|
8. razred

1. Regi enatbo —(——[—25 il —(—6—17 x4 _ x22 B—H—Hx“ - 3—(—16’2_5 ;

. V ulomku je $tevec za 3 manj&i od imenovalca. Ce od Stevca in imeno-

valca odsteje¥ 2, dobi¥ ulomek % Izraunaj obratno vrednost prvotnega
ulomka.

. Na sliki je vzdolZni prerez bazena. Njegova Sirina je 12 m.

Koliko vode je v bazenu, Ze je 1 0 T
njena gladina 2 dm pod ro- ‘—""—-'\\ _l
bom? N
Za koliko se dvigne gladina vo- | F %
de v bazenu, & doto&imo 30 hl 5

vode?

Narigi premici y = —15—2x+5 iny= —1—52x+10. Izratunaj plo&&ino lika,
ki ga omejujeta dani premici in odseka na koordinatnih oseh.
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5. Poenostavi izraz in izratunaj njegovo vrednost za a = -—%:

2a2—2 32> —12a+12 8a—16
332 -12 a?+2a+1 " 4a+8°

Aleksander Potocnik

TRIKOTNIK V KVADRATU - Regitev s str. 23

Oglig€a danega kvadrata oznatimo s K, L, M in N, ogli$¢a vanj vértanega
enakostrani€nega trikotnika pa z A, B in C. O&itno nobeni dve ogli&€i trikot-
nika ABC ne leZita na isti stranici kvadrata. Zato dve leZita na nasprotnih
stranicah kvadrata: A, denimo, na KL; B pa na MN. Ozna&imo z D
razpolovi¥&e daljice AB in predpostavimo, da C le%i na KN. Daljica BC je
tedaj hipotenuza pravokotnih trikotnikov BN C in BDC, torej je &tirikotnik

CDBN tetiven (sredi¥¥e njemu o&rtane kroZnice je razpoloviZ€e hipotenuze
BC) in velja

s AN B M
LCND = LCBD = 60°. I~

Podobno vidimo, da je
LCKD = LCAD = 60°,

torej je trikotnik DN K enakostrani- ¢
gen. Kadar totka C leZi na stranici
LM, je iz enakih razlogov trikotnik
DL M enakostranigen. & L
Tako, pripravljeni smo, da od- K » 1A

govorimo na postavljena vpraSanja.

1. lzberimo na premici KL poljubno togko A; in z vzporednim premikom
vzdol% K L preslikajmo vE&rtani enakostraniéni trikotnik ABC v A; B1Cy. Ker
poznamo dol%ino |A1B1| = b, lahko na&rtamo trikotnik A;B1C; (taksnih
trikotnikov je ve¥), zaradi vzporednosti CCy in KL pa potem z vzporednim
premikom ¥e iskani trikotnik ABC.
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Opisana konstrukcija nam pomaga poiskati 3tevilo vseh vértanih enako-
strani&nih trikotnikov z dano dolZino stranice. Najmanj$i ima stranico dolgo
a, tedaj b = a, pri najve&jem pa dolZino stranice izrafunajmo s pomo&jo slike:

Pitagorov izrek nam da enakost

(3= (3P +(a- 3v3P =

=(2- V3)a%,

iz katere dobimo

b=2\f2—v/§a=(~/6—\/§)a.

=

K A

0

Torejpri b < ainpri b > (\/E— \/i)a vértani trikotnik ne obstaja. Pri b= a
in pri b = (V6 — v/2)a obstajajo &tirje vErtani enakostranini trikotniki, pri
a < b < (V6 — v2)a pa jih je osem.

2. Zaznamujmo z Dy, D3 in D3 ogli¥€a enakostrani&nih trikotnikov L M Dy,
NKD3 in KLDs3, ki leZijo v kvadratu, nato pa na stranici KL dolo&mo togki
Eq in E;, tako da je Dy na daljici NEj in D7 na daljici ME,.

S pomo&jo dokazanih lastnosti lahko za vsako toZko A osnovnice KL
najdemo vértani enakostrani€ni trikotnik ABC in ugotovimo, da je en sam.
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C
O — 0
KA E L

Kadar A le%i na KEq, je eno od oglis€ B, C zrcalna slika totke A glede na
D1, kadar je A na E3L, je eno od oglig€ B, C zrcalna slika totke A glede na
sredig¥e Do, Ee pa A leZi na daljici E1 Ep, sta B in C presetig&i pravokotnice
na AD3 skozi D3 s stranicama L M in KN. Podrobnosti prepustimo bralcu.

Boris Lavri¢

ENOSTAVNI PLASCI

PlasZ kocke razrezimo po nekaterih robovih kocke. Kadar je tako razrezani
plas€ iz enega kosa in ga lahko brez prekrivanja razgrnemo v ravnino, ga
imenujmo enostaven ravninski plasé kocke.

1. Koliko robov kocke je treba prerezati, da dobimo enostaven ravninski

plase?
Poistite vse razgrnjene paroma neskladne enostavne ravninske plagée
dane kocke.

Boris Lavri¢



NALUGE

NALOGE ZA NAJMLAJSE BRALCE

1. Postavi dvanajst vZigalic tako, kot vidi§ na sliki.

Sedaj pa premakni natanéno tri vZigalice tako, da bodo nastali trije
kvadrati.

2. Postavi petnajst vZigalic tako, kot kaZe slika.

— e r——»

1
U:.l::':'
T r 3 s A =]

Premakni natan&no &tiri vZigalice tako, da bosta nastala dva kvadrata.
3. Vzemiv mi«;e Skarje in kvadraten list papirja.

(a) S Stirimi rezi razdeli kvadrat na 16 enakih delov.

(b) Z dvema rezoma razdeli kvadrat tako, da bo% iz dobljenih delov

lahko sestavil dva enako velika kvadrata.
Borut Zalar






