


PRESEK - list za mlade matematike, fizike, astronome in računalnikarje
20 . letnik , leto 1992/93, številka 2, strani 65-128

VSEBINA

RAtUNAlNIŠTVO

FIZIKA

MATEMATIKA

ASTRONOMIJA
TEKMOVANJA

NALOGE

RAZVEORllO

REŠITVE NALOG

NOVE KNJIGE
NA OVITKU

Računa l n iki in umetnost (Matija Lokar) . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65
Največja luknja (Martin Juvan) 78-84

Potapljanje (Mitja Slav inec) 66-70
Šumenje vode v kotličku (Janez Strnad) 92-95
Ohlajanje in zmrzovanje vode (Zlatko Bradač, .

Jure Dobnikar) 98-103

Lemoinova točka tr ikotnika (Darjo Felda) 72-77
Ornamenti in grupe (Milena Strnad) 104-110
Uporaba kompleksnih števil v ravninski geometriji -

drugi del (Matjaž Leljko) 116-119
Uporaba ostankov pri problemih iz teorije števil

( Borut Zalar) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 120-123

Nenavadno Galilejev o opazovanje (Marijan Prosen) 86-88
8. šo lsko tekmovanje iz matematike za srednješolce

(Darjo Felda) 111-112
Naloge za ogrevanje (Aleksander Potočnik) 124-126
Skriti datum (Marija Vencelj) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70
Sprehajanje po krožni ci (Marko Lovrečič Saražin) . . . . . . . . . . 71
Kongres v Pragi (Borut Za lar) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77
Enostavni plašči (Boris Lavrič) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 128
Naloge za najmlajše bralce (Borut Zalar) . . . . . . . . . . . . . . . . . III
Pisma bralcev (Peter Petek, Darko Dominko) , 90-91
Križanka Nobelovi nagrajenci za fiziko II (Marko Bokalič) . . 96-97

Pravokotni večkotn iki - ii str. 51 (Marija Vencelj) . . . . . . . . . . 71
Dve igri s števili - s str. 5 (Dušan Murovec) 84-85
Dve pisemci - dve uganki - s str. 60 (Miha Moh or) . . . . . . . .. 85
Popolne potence - s str. 23 (Boris Lavrič) 89-90
~tevilska križanka - s str. 52 (Stavra V. Radojkovi č -

prev . in prir. Boja n Hvala) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 110
Preničlana števila - s str. 59 (Boris Lavrič) 113 -115
Križanka 190. letnica smrti slavnega matematika -

s str . 32 (Marko Bokalič) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. 115
Poišč i osnovi - s str. 41 (Marija Vencelj) 123
Trikotnik v kvadratu - s str. 23 (Boris Lavrič) 126 -128
Prosen M., Orientacija (Bogdan Kilar) 88-89
Fotografije slik in skulptur , katerih skupni imenovalec je

računalniški trdi disk 1, IV



65

RAČUNALNIKI IN UMETNOST

Tako kot na ostala področja vplivajo ra čuna lniki tudi na umetnost. Tu ne
mislimo le na pisatelje in pesni ke, katerih ustvarjanje si brez urejevalnikov
besedil danes že kar težko predstavljamo. 5tevilni glasbeniki uporabljajo
ustrezno opremljene ra čunalnike kot pripomoček pri skladanju, ustvarjanju
novih zvokov, .. . V slikarstvu se razvija prav posebna smer - slikanje z
ra čunalnikom . Kot pripomoček se ra čunalnik pojavlja tudi v video umetnosti ,
fotografiji , da o vplivu ra čunalnikov na film sploh ne govorimo . Obstajajo že
filmi, ki so jih ustva rili povsem s pomočjo raeunalnikov - od prikaza okolja
do gibanja oseb .

Ra čunalniki pa so z umetnostjo povezani tudi drugače . Tako si na ovitk u
t ega Preseka lahko ogledate nekaj slik in skulptur , katerih skupni imenova­
lec je trdi disk. Ta majhna škat la , v katero lahko spravimo vsebino vseh
Presekov od pra Preseka pa do danes, pa še bi ostal prostor, je navdihnila
več umetnikov . Slike njihovih umetnin uporablja eden največjih proizvajalcev
trdih diskov, firma Seagate , za reklamiranje svojih proizvodov .

Matija Lokar
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POTAPLJANJE

Le se nam kaka dragocena stvar potopi v tako globoko vodo, da več ne
dosežemo dna , potem priskočijo na pomoč potapljači . Srečamo se s pota­
pljanjem , ki pa ni le dvigovanje predmetov na površino, ampak tudi razisko­
valna dejavnost in zanimiv šport . Oglejmo si nekaj fizikalnih zakonitosti, ki
spremljajo potapljanje .

~

Slika 1.

Osnovni problem pri potapljanju je zrak . Potapljač ga lahko stisnjenega
po cevi dobiva s površine, ali pa ga v jeklenki nese s sabo .

Na potapljača , ki se je potopil do globine h , deluje tlak:

p(h) = PO + pgh, (1)

kjer je poje zračni tlak na gladini , PO pa gostota tekočine, v kateri se potaplja .
V vodi torej na vsakih deset metrov globine tlak naraste za 1 bar. Tlak v
potapljačevem telesu mora biti enak tlaku okolice , saj bi ga drugače zrnečkalo.

Ocenimo, kako globoko bi lahko po cevki dihal površinski zrak. Največjo

tla čno razliko, ki jo lahko ustvarijo mišice prsnega koša, ocenimo na O,2b in
iz enačbe (1) izračunamo, da bi se s cevko lahko potapljali le do globine 2
m. Že na tej globini bi zelo težko dihali , globlje pa bi bila sila na potapljača

zaradi povečanega tlaka okolice tako velika, da sploh ne bi mogel več vdihniti.
Potapljač mora torej dobivati zrak, ki je pod tlakom , enakim tlaku okolice.
To dosežemo tako, da mu po cevi s črpalko ali kompresorjem zrak tlačimo v
globino, ali pa na jeklenko montiramo hidrostatski regulator, ki poskrbi, da
je tlak zraka, ki ga diha, vedno enak tlaku okolice . Dihanje preko cevi se je
uveljavilo predvsem pri raznih podvodnih delih, ki se po navadi opravljajo na
majhnem prostoru , trajajo pa dolgo časa.
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Bolj zanimivo je samostojno potapljanje. Tudi tu bi radi ostali pod vodo
čim več časa, to pa je odvisno od velikosti jeklenke in od tlaka zraka v njej.
Jeklenka , ki zdrži visok tlak , mora imeti debele stene, zato pa je težka in
draga. Uveljavile so se jeklenke, ki zdržijo tlak do 200b in imajo prostornino
od 10 do 20 litrov. Z večjimi jeklenkami bi bili potapljači preveč okorni in
neokretni .

Ocenimo , kako dolgo smo lahko s tako jeklenko pod vodo. Zaradi lažje
predstave bomo zrak iz jeklenke v mislih izoterm no, to je pri konstantni
temperaturi , razpeli toliko, da bo njegov tlak enak tlaku na gladini. Po
Boylovem zakonu je

PI VI = PO Vo , (2)

Slika 2.

\

kjer je PI tlak v jeklenki, VI prostornina jeklenke, Vo pa prostornina razpetega
zraka . Za dvajset litrsko jeklenko napolnjeno do tlaka 200b dobimo torej 4000
litrov razpetega zraka. Llovek porabi v povprečju 20 litrov zraka na minuto
ne glede na tlak , torej bi zrak v jeklenki zadoščal za 200 minut dihanja na
površini. Potapljač pa v vodi diha zrak pod tlakom okolice, kar je v globini
desetih metrov 2b. To pomen i, da bi lahko na tej globini s tem zrakom dihal
le 100 minut. Lim globlje se potapljač potopi , tem prej porabi zrak, ki ga
ima v jeklenki . Na globini 40m bi torej lahko bil le 40 minut.

Toliko časa se tako globoko ne sme zadrževati , ker bi to bilo nevarno
za njegovo zdravje . V krvi imamo raztopljene različne pline, največ dušika.
Količina plina, ki se lahko raztopi v tekočini , je odvisna od tlaka tekočine .

Potapljač , ki dolgo časa diha zrak pod povečanim tlakom, ima v krvi razto­

pljenega dosti več dušika, kot bi ga
imel na površini. Le bi se po daljšem
zadrževanju v veliki globini hitro
dvignil na površino, se presežek du­
šika ne bi mogel dovolj hitro izločiti

iz krvi v telo. V žilah bi nastali
plinski mehurčki , ki bi ustavili krvni
obtok, in potapljanje bi se tragično

končalo . Po daljšem potapljanju v
velikih globinah se mora potapljač

počasi dvigniti na površino in se še
zadrževati na manjših globinah (iz­
vajati tako imenovano dekompresi­
jo), da se lahko dušik brez plinskih
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mehurčkov izloči iz krvi. Velja pravilo , da potapljanje ne bo nevarno , če bo
vsota glob ine, izražene v metr ih, in časa , izraženega v minutah , manjša od
50. To pomeni , da se na globini 40 m lahko brez nevarnos ti zadr žujemo le 10
minut . Le je potapljanje daljše , mora potaplja č upoš teva ti podatke posebnih
dekompresijskih ta bel o tem , koliko ča sa se mora pri dvigova nju zad rževati
na posamezni globini . Vsako potap ljanje mora potap lja č vnaprej na črtova ti ,

da mu ne zmanjka zraka za dekompresijs ke postanke na manj ših globinah .

Priporočana hitrost pot apljan­
ja ali dviganja je okrog 20m na min­
uto. Potaplja č i nimajo merilnikov
hitrosti , zato si pomagajo z mehur­
č ki izdihanega zraka . Na zra č n i me­
hu rček v vodi deluje sila vzgona , ki
kaže navzgor, sili teže zraka in vod­
nega upora pa kažeta navzdol (slika
2). Silo vod nega upora izračunamo

iz ena čb e:

(3)
Slika 3 .

kjer je 7] koeficient viskoznosti za vodo , r polmer mehurčka , v pa je hit rost ,
s katero se dviga . Izen a čimo vse tri sile, ki delujejo na mehu rček :

(4)

z PO smo , kot na za četku , označili gostoto vode , z P pa gosto to zraka. Iz
ena čb e (4 ) sledi:

r=
97]v

2g(po - p)'
(5)

Mehu rčk i , ki se dvigajo s hitrostjo 20m/min, imajo polmer okrog milimetra.
Pota plja či se torej lahko orientirajo ta ko, da se dvigajo tako hitro , kot se
dvigajo najmanjši mehurčk i izdiha nega zraka .

Od dihanja se preselimo k plavanju . Na potopljeno telo z maso m deluje
sila teže Fg = mg , ki kaže navzdol, in sila vzgona tekoči ne Fv . ki kaže
navzgor (slika 3) . Slednjo izra čunamo iz ena čb e:

Fv = pOgV, (6)
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kjer je PO gostota tekočine, V pa prostornina izpodrinjene tekočine . Telo se
bo potopilo, če bo sila vzgona manjša od sile teže telesa :

POgV < mg = pgV. (7)

Tu smo z P označili povprečno gostoto telesa. Iz gornje ena čb e razberemo
pogoj za plavanje : PO > p. Potapljač se najlažje potaplja ali dviga, če je sila
vzgona enaka sili njegove teže. Tedaj pravimo, da ima potapljač nevtralno
plovnost . l.e potapljač nima nevtralne plovnosti , ga ves čas dviga ali spušča,

kar mora preprečevati s plavanjem rahlo navzgor ali navzdol. Tako potapljanje
pa je dosti bolj utrudljivo kot sicer .

Plovnost potapljača se spreminja z dihanjem. Ko potapljač vdihne , ima
pozitivno plovnost, ko izdihne, pa negativno . Med plavanjem zato niha gor
in dol (slika 1) . Res pa lahko z zadrževanjem zraka nekoliko pripomore k
uravnavanju plovnosti .

Na plovnost vpliva tudi porabljeni zrak . Opazujmo potapljača z jeklenko,
ki je na začetku polna. Ko pod vodo diha, se mu jeklenka prazni, ob
nespremenjen i prostornini postaja lažja in voda začne potapljača dvigovati.
Ko porabi ves zrak, je jeklenka lažja približno za 5kg , tako da se sila vzgona
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poveča za 50N . To je še posebej neprijetno , ker se mora prav na koncu zaradi
dekompresije zadr ževati pod površ ino.

Plovnost se potaplja ču spreminja tudi z globino . Potapljaška obleka je
narejena iz nekaj milimetrov debele mehke snovi . Ko z globino tlak narašča ,

postaja obleka zmeraj tanjša in potaplja č ima čed a lj e bolj negativno plovnos t.
Potapljači rešujejo te težave tako , da poskrbijo na za četku za nekoliko

negativno plovnost, med potapljanjem pa pobirajo predmete z dna in tako
nadomestijo težo izdihanega zraka . Najboljša rešit ev pa je regula tor plovnosti .
To je tak rešiinijopič , ki ga lahko napihujemo z zrakom iz jeklenke. Na začetku

ga ima potaplja č nap ihnjenega , proti koncu pa zrak izpušča.

Z zrakom si potaplja či pomagajo tudi pri dvigovanju težkih predme­
tov . Pod vodo nanje privežejo vreče , ki j im pravijo podvodna pada la (slika
4) . Podobna so balonom za letenje. Potaplja či padala pod vodo polnijo z
zrakom , dokler sila vzgona ne dvigne potopljenega predmeta. Najenostavnejše
improvizirano padalo je kar narobe obrnjena poliviniina vrečka. Le lukenj ne
sme imet i. Pomembno pri padalih je, da morajo biti spodaj odprta , tako da
lahko zrak uhaja ven. Ko se padalo dviga , t lak pada in zrak v pada lu se za to
širi. Le bi ne mogel uhajati , bi padalo raztrgalo.

To morajo upoštevati tudi potaplja či , ki se morajo zaradi okvare opreme
kar se da hit ro dvigniti na površino . Denimo, da seje potapljaču 10m globoko
pokvaril ustnik, tako da mora hitro izplavat i. V plju čih ima okrog 5 lit rov zraka
pod tlakom 2b. Na površini j e tlak lb , in če potaplja č med dvigovanjem ne
bi izdihoval, bi se zrak razpel na 10 litrov, kar bi bilo usodno ne le za plju ča,

ampak bi poškodova lo tudi prsni koš . Take nesreče so se tudi res že zgodile .
Torej pri tem morajo imeti potaplja či odprta usta, da lahko zrak , ki se širi,
nemoteno uhaja iz plju č.

Mitja Slavinec

SKRITI DATUM

5tevilski krog na desni skriva rojstni datum (dan,
mesec , leto) znanega Slovenca . ki je umrl pred
190 leti . Kdaj se je mož rodil? Poznate tudi
njegovo ime in vest e, kaj je bil?

Marija Vencelj

1
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SPREHAJANJ E PO KROŽNICI

Na poljubni krožnici v ravnini si izberimo 13 točk in vsako točko označimo

z zaporedno številko od 1 do 13, kot kaže slika . Postavimo se v točko 1

in se nato sprehod imo po krožnici. Pri tem vsako drugo številko zbrišimo.
Natančneje: enica ostane, dvojko zbr išemo, trojko pustimo, ... , 12 zbrišemo
in 13 ostane. S tem postopkom nadaljujemo v naslednjem krogu, pri čemer

upoštevamo le številke, ki še niso zbrisane: 13 ostane, 1 zbrišemo, 3 pus­

timo ifn ., dokler nam na koncu ne ostane natanko eno število, in sicer 11 .
Imen ujmo ga krožni ostanek števila 13.

7

11

Tako! Kaj pa, če namesto 13-ih točk oštevilčimo 2001 točko? Koliko
je krožni ostanek števila 2001? V tem primeru bi bil zgoraj opisani postopek
obupno dolg , toda matematik se ne ustraši in mirne duše nalogo posploši :
"Vzemimo poljubno naravno število n in označimo njegov krož ni ostanek npr.
z an. Kaj lahko povemo o an? Ali se ga da najti kako drugače , enostavneje?"
Za majhne n krožnega ostanka ni težko dobiti. Vsak lahko sam preveri, da

je al = 1, a2 = 1, a3 = 3, itd. Toda prava rešitev naloge bi bila splošna
formula za an. Bralce vab imo, da jo poskusijo najti sami.

Marko Lovrečič Saražin

PRAVOKOTNI VEČKOTNIKI - Rešitev s st r. 51

Št irikotn ik im a lahko 0 ,1 , 2 a li 4 prave kote. Za n > 4 ima konveksni n­
- kot nik lahko le 0 , 1 , 2 ,3 prave not ranje kot e. Ne more jih ime t i vec , ker j e

vsota zunanj ih koto v n-kotnika za vsak n enaka 27l' .

Marija Vencelj
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LEMOINOVA TOČKA TRIKOTNIKA

Pravimo. da sta poltraka h in k s skupnim začetkom v vrhu V danega kota

izogonelne , če je simetrala danega kota tudi sim et ra la kota <r:. ( h. k). Večkrat

uporabljamo kraj ši izraz izogonala namesto izogonalni poltrak.

Il 11

Trditev 1: Točki Tin U ležita vsaka na eni izmed izogonal kota natanko

takrat , ko sta razmerji njunih razda lj do krakov kota recipročni š t evili.

Dokaz: Označimo razdalje s tI . tz.
ul , u2 (kot na sliki) in naj velja

Ul = t2 . ~tirikotnika VUIUU2
u2 tL
in VTI T f 2 sta tetivna (imata po

dva nasproti ležeča prava kota) in

<r:. UI UU2 = <r:. TI TT2. saj je kot z
vrhom V skupen . Od tod pa zaradi

predpostavke sledi, da sta trikotnika

6. Ul UU2 in 6.T2TTI podobna . za­

toje <r:. UI U2U = <r:. T2TI T . Upora­
bimo spet tetivnost : kota <r:. Ul U2U
in <r:. UI VU sta obod na nad istim lokom , zato sta enaka. analogno velja
<r:. T2TI T = <r:. T2V T . Enakost <r:. UIVU = <r:. T2V T pove , da ležita točki

T in U vsaka na eni izmed izogonal.

Tudi drugi del dokaza je enostaven. Naj točki T in U ležita vsaka na eni
izmed izogonal kota z vrhom V. Tedaj velja <r:. UI VU = <r:. T2V T . Tako kot

prej je zaradi enakosti obod nih kotov nad ist im lokom <r:. UI VU = <r:. UI U2U
in <r:. T2V T = <r:. T2TI T , zaradi skupnega kota z vrhom V v obeh tetivnih

štirikotnikih pa še <r:. UI UU2 = <r:. TI TT2. Trikotnika 6. Ul UU2 in 6. T2TTI
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d b ( k· k .) . I' Ul t2sta zato po o na ena loti In veja - = - .
U2 tI

Mimogrede povejmo še, da ra­
zmerje razdalj do krakov kota ni od­
visno od izbire točke na poltraku .

P T I . k I' Ul U2o a esovem Izre u veja - = -
tI t2

. Ul tI
oZiroma - = - .

U2 t2

Trditev 2: Naj bosta dana trikotnik 6.ABC in poljubna točka P v
njegovi notranjosti . Izogonale k poltrakom [AP), [BP) in [CP) se sekajo v
skupni točki O.
Pravimo, da sta P in O druga drugi izogonalni točki.

c

Dokaz: Recimo, da je O presek izogonal k poltrakoma [AP) in [B PJ . Potem
velja Pb = qe , ker je [AO) izogonala k poltraku [AP), in Pe =~, ker je

Pe qb Pa qe
[BO) izogonala k [BP) . Zmnožimo levi in desni strani teh enačb in dobimo
Pb = qa. Torej je [CO) izogonala k [CP), vse tri izogonale se sekajo v I),
Pa qb

Končno lahko razložimo naslov prispevka :
Definicija: Lemoinova točka je teži šču trikotnika izogonalna točka .



74

Pokazali smo že, da vsakemu poltraku pripada točno določeno razme rje
razdalj njegovih točk od krakov kota (neodvisno od izbire točke na poltraku) .

B

a

c

c
Zato se najprej vprašajmo po tem razmerju, ki ga dolo ča poljubna točka P
na izogonali težiščnice . Narišimo
težiščnico na stranico a in njeno izo­

gonalo. Zaradi lažjega računanja

izberimo na težiščnici točko Q, ki

je središče stranice a . Trikotnika
6ABQ in 6AQC sta ploščinsko

enaka , zatoje ~bqb = ~cqe oziro-
b qe. v Pb b

ma - = - ln koneno - = -.
c qb Pe c

Ugotovili smo torej: razmerje razdalj poljubne točke na izogonali teži ščnice

trikotnika do nosilk priležnih stranic je enako razmerju dolžin teh dveh stranic.

Trditev 3: Izogonala tež i ščnice deli stranico trikotnika v razmerju kva­
dratov dolžin drugih dveh stranic.

. Uc c. BU
Toda [AU) je izogonala težiščnice , zato Je ub = b ln UC

želeli pokazati.

Dokaz: Ker imata trikotnika

6BUA in 6UCA enako dolgi višini
na stranici B U oziroma UC (uje­
mata . se z višino na stranico BC
v trikotniku 6ABC), je razmerje
BU
UC enako razmerju ploščin teh

dveh trikotnikov in lahko zapišemo A

BU = SaVA = iCUe = (~)(ue)
UC SveA ibUb b Ub

c B

c 2
kar smo

b2 '

Trditev 4: Lemoinova točka leži na poltraku z začetkom v ogli šču

trikotn ika natanko tedaj, ko je razmerje razdalj od poljubne točke na tem
poltraku do nosilk stranic, ki se stikata v tem oglišču, enako razmerju dolžin
teh dveh stranic.
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B

B

a

c

c

c

Dokaz: Eno smer te trditve smo že dokazali pred trditvijo 3, preostane nam
še druga. Vzemimo kar točko V, v kateri poltrak seka stranico trikotnika .

Imamo Uc = ~b ' Sledi BV : VC =
Ub C

SaVA ~euc e Uc e 2

= SveA = ~bUb - b' ub - b2'

Seveda samo ena točka na strani­
ci BC deli to stranico v razmerju
kvadratov dolžin drugih dveh stra­
nic, zato mora biti po trditvi 3 pol­
trak [A, V) izogonala težiščnice, na
njej pa leži Lemoinova točka.

Ker je Lemoinova točka prese-
čišče vseh treh izogonal težiščnic , so
njene razdalje do stranic t rikotnika
sorazmerne dolžinam stranic:

la : lb : Ic = a : b : e.
Obratno seveda tudi velja: če za
neko točko L ugotovimo, da so nje-

. ne oddaljenosti od stranic trikotnika
sorazmerne dolžinam stranic, potem
je to Lemoinova točka.

Trditev 5: Lemoinova točka ima med vsemi notranjimi točkami trikotnika
najmanjšo vsoto razdalj do trikotnikovih stranic.

Bc

cDokaz: Pomagamo si z identiteto
(x2+y2+z2)(a2+b2+e2) = (ax+
+ by + ezf + (bx - ay)2 + (ey­
-bz)2+(ex-az)2. Naj bodo a, b,
e stranice trikotnika , x , y, z pa raz­
dalje notranje točke do trikotnikovih
stranic. Pri danem trikotniku sta
a2 + b2 + e2 in ax + by + cz kon­
stanti (drugi izraz je enak dvakratni
ploščini trikotnika 6.ABC, saj so
~ax, ~by in ~ez ploščine trikotnikov 6.BCV , 6.CAV in 6.ABV) . Tako je
x 2 + y2 + z2 najmanjši, ko so izrazi bx - ay, ey - bz in cx - az enaki O.
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Od tod pa po vrsti dobimo ~ = ~ , ~ = !: in ~ = .:. . Poltraki [AU) , [BU)
y b z c x a

in [CU) so to rej izogonale ustreznih težiščnic, U pa Lemoinova točka.

Trditev 6: Lemoinova točka pravokotnega trikotnika razpolavlja višino
na hipotenuzo.

B
fi

F

cDokaz: . V pravokotnem trikotniku
6.ABC označimo z L razpolovišče

višine na hipoten uzo, z F njeno no­
žišče ter z O in E pravokotni pro­
jekciji točke L na stranici BC oziro­
ma Ae. Zaradi podobnosti trikotni-

kov 6.LC E in 6.ABC velja LE _
_ _ __ LC

AC, LE AC k . d . [AL)' I v 'vv '= = ozrrorna = = = , ar pomeni , a je izogona a te žrščru ce na
AB LF AB

Be. Na enak način dobimo , da je [BL) izogonala teži ščnice na Ae. Torej
je L Lemoinova točka.

Trditev 7: Naj bo P presečišče tangent na očrtano krožnico trikotnika
skozi dve ogli šč i . Poltrak z začetkom v tretjem oglišču skozi P je izogonala
teži ščnice iz tega ogl i šče.

Dokaz: Naj bo Q nožišče višine na
stranico AB. Trikotnika 6.API P in
6.BQC sta podobna (enaki koti),

1, PI QC l' BCzato veja = = = a I PI' =
_ AP BC
AP , Qe. Tudi trikotnika

6.B P2 P in 6.AQC sta podobna , pa

. P2 QC l' ACImamo = = = a I P2 . =
_ BP AC

= BP ·QC. Toda tangentna odseka
AP in BP sta enako dolga, zatoje

- - PI
PI . BC = P2 . AC in od tod - =

P2
AC

- Be
(in zato

Razmerje razdalj točke P

vsake druge na poltraku
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[C P)) do nosilk stranic trikotnika je enako razmerju dolžin teh stranic, torej
je poltrak [C P) res izogonala ustrezne teži ščnice.

Posledica: Danemu trikotniku
6.ABC očrtajmo krožnico in nariši­
mo tangente v vseh treh ogliščih, Te
omejujejo tangentni trikotnik
6.A' B'C'. Spomnimo se , da je Ger­
gonneova točka trikotnika preseči­

šče zveznic ogliš č in dotikališč včrta­

nega kroga z nasprotnimi stranica­
mi. Kot posledico trditve 7 povej­
mo: Lemoinova točka trikotnika je
Gergonneova točka njegovega tan­
gentnega trikotnika .

Za vajo poskusite rešiti naslednji nalogi:

Naloga 1: Iz Lemoinove točke trikotnika 6.ABC potegnemo pravokot­
nice na stranice trikotnika in noži šče označimo z A'. B' in C'. Pokaži, da so
dolžine stranic trikotnika 6.A' B'C' v sorazmerju z dolžinami težiščnic trikot­
nika 6.ABC in da so koti trikotnika 6.A' B'C' enaki kotom , pod katerimi se
paroma sekajo težiščnice trikotnika 6.ABC.

Naloga 2: Naj bo L Lemoinova točka trikotnika 6.ABC in naj bodo A',
B' in C' točke, v katerih poltraki [AL), [BL) in [CL) sekajo očrtano krožnico
trikotnika . Pokaži, da je L tudi Lemoinova točka trikotnika 6.A'B'C' .

Darjo Fe/da

KONGRES V PRAGI

V Pragi je bil mednarodni matematični kongres . Pri kosilu je za mizo znane
praške gostilne Pr i bobenčku sedelo šest udeležencev kongresa . V vsaki trojici
izmed teh šestih matematikov sta bila dva , ki sta se lahko pogova rjala brez
tolrna ča . Dokaži , da so obstajali v tej družbi trije , ki so se lahko pogovorili
vsak z vsakim.

Borut Za/ar



{ največje število financa rjev }
{ širin» Mračne doline }

{ Kako daleč vidijo financarji? }

oot
Sl l'\IOl N"LT' 'll"" __ um: I_"'~-

NAJVEČJA LUKNJA

Kontrabantar Preb risani Pepe je zopet pred velikim poslom . Odloči l se je , da
bo v temnih nočeh skozi Mra čno dolino čez mejo spravljal dragocen tovor.
Toda tudi financarji niso od muh in mu pripravljajo zasede . Ker država ni
preve č bogata , pla če financa rjev pa nizke, se Prebrisani Pepe zlah ka dokoplje
do razporeda ča kaj očih financa rje v. Ta kole piše:

Klas Miha 132

Stot in Lojze 62

Tolar Polde 218

Na koncu seznama je še pripisano , da financarji ča kajo v ravni vrst i, št evila pa
pomenijo oddaljenost v met rih ča kaj oči h financa rjev od desnega roba doline.
Financarj i tud i vedno postavijo po enega moža na levi in desni rob. Toda
Prebrisan i Pepe ne bi bil prebrisan, če ne bi poznal še nekaterih drugih
podatkov. Tako ve, kako široka je Mra čna dolina, pa tud i, da ga v temni
noči financarji lahko opaz ijo le, če se j im približa na manj kot dvajset metrov.
l.e pa ga opazijo, potem mu ni rešitve, saj jim s tovorom ne more uiti. Ker je
Prebr isani Pepe tudi ljubite lj ra čunalnikov , se je odloči l. da sestavi program ,
ki mu bo vsak večer poveda l, ali naj se to noč odpravi čez mejo. Sest avil j e
tak le algor item :

program Luknjal ;
{ Po ve, ali bo im el Pep e delovno noč. }

eonst
Max_Fin = 30 ;
Sirina = 666;
Vidljivost = 20;

ftype
tabela = array [1..Max_Fin] of inte ge r;
zas edeno = ar ray [l. .Sirina) of bool ean ;

var
A: tabela ;
Z: zasedeno ;
i.n: integer;
Najluknja ,TrenLuknja : int eger ;

begin
write('Koliko finan carj ev je to noe na delu: ' ); readln(n) ;
(or i:=l to n do begin { vnos polo žejev financarjev }

write('Polozaj ', i: . finan carja : ' ) ; readln(A[i));
end; { for}
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for i:=l to Sirina do Z[i]:=false;
for i:=l to n do

Z[A[i]]:=true; { Postavimo financarje na njihova mesta. }
{ Pogledamo, kako veliko luknjo so to noč pustili financarji. }

NajLuknja:=O; TrenLuknja:=l ;
for i:=l to Sirina do

if not Zlil then TrenLuknja:=Trenl.uknja-l-I
else begin

if TrenLuknja> Naj Luknja then NajLuknja: = TrenLuknja;
Trenl.uknja .eel ;

end;
if NajLuknja>2*Vidljivost then { Ali je luknja dovolj velika? }

writeln('Noeojsnja noe bo delovna.')
else

writeln(,To noe bos lahko poeival.');
read ln;

end.

Pa naj bo dovolj zgodbic o kontrabantu in oblasti . Poglejmo raje, s
kakšnim problemom smo se pravzaprav srečali. Naj bo dana končna množica
števil. Označimo jo z A. 5tevili iz množice imenujemo sosednji (glede na
množico A), če med njima po velikosti ni nobenega drugega števila iz množice
A. Le pogledamo nekoliko abstraktneje , smo rešili naslednjo nalogo:

Poišči največjo razliko med dvema sosednjima številoma iz množice A.

Množico A predstavimo s tabelo števil, ki pa seveda ni urejena . Ogledali
si bomo štiri rešitve gornjega problema:

1. rešitev: Prvo rešitev smo že spoznali . Postopek ni predolg in tudi
ne prezapleten , tako da ga zlahka razumemo. Ideja je preprosta. Množico
A, ki je najprej predstavljena z neurejeno tabelo števil, predstavimo raje s
tabelo logičnih vrednosti, torej tako , kot tudi pascal predstavlja rnnozrce.

Tak pristop ima tudi veliko pomanjkljivost. Količina dodatnega prostora,
ki ga potrebujemo poleg vhodnih podatkov, je odvisna tudi od vrednosti
vhodnih podatkov, ne le od njihovega števila . Tako je velikost dodatne logične

tabele sorazmerna z razliko med največjim in najmanjšim številom v množici
A. Ta razlika pa je lahko zelo velika tudi v primeru, ko je moč množice A
majhna . Prav takoje tudi čas, potreben za rešitev problema s tem postopkom,
sorazmeren z razliko med največjim in najmanjšim številom v množici. Prva
rešitev je tako primerna le za množice, pri katerih je razlika med največjim in
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najmanjšim številom majhna. Dodatna pomanjkljivost te rešitve je še , da je
ne moremo uporabiti pri množicah realnih števil.

Opisane pomanjkljivosti nas vzpodbudijo, da poskušamo poiskati rešitev,
pri kateri bosta količina dodatnega prostora in čas reševanja odvisna le od
moči množice A, ne pa tudi od vrednosti samih števil.

Pri programiranju bomo privzeli naslednji deklaraciji :

const
Max.,n = 10000;

type { Seveda lahko vzamemo tudi celoštevilsko tabelo. }
tabela = array [1..Max...n] of real ;

2. rešitev: Ta rešitev se povsem izogne težavam s prostorom , ki smo
jih srečali pri prejšnji rešitvi , pa tudi njena časovna zahtevnost je zadovoljiva.
Ideja je takale . Za vsak par števil iz množice A pogledamo, če sta števili
sosednji , in če sta, je absolutna vrednost njune razlike kandidat za končni

rezultat. Trenutno največjo razliko ves čas vodimo v spremenijivki Najluknja.
V njej je na koncu tudi rezultat, ki ga vrne funkcija.

function Luknja2(var A: tabela ; n: integer) : real;
var

i.j.k: integer;
Najluknja: real;
Sosednji : boolean ;

begin {Luknja2}
Najl.uknja .e.O:
for i:=l to n-1 do

for j :=i+1 to n do begin { Ali sta števili Ali] in AfJJ sosednji? }
Sosednji:=true;
k:=l;
while Sosednji and (k <=n) do begin

if (A[k]-A[i])*(A[k]-AUJ)<O then Sosednji :=false ;
k:=k+1 ;

end ; {while}
if Sosednji and (abs(A[i]-AU))»NajLuknja then

Naj Luknja := a bs(A[i]- Am) ;
end; {for}

Luknja2 := Naj Luknja ;
end; {Luknja2}

Kaj ugotovimo s pogojem

(A[k]-A[i])*(A[k]-A[j]) <O ,

se sprašujete? Ta pogoj je izpolnjen natanko tedaj, ko število A[kJ leži strogo
med številoma A[iJ in A[j). Ta rešitev je varčna z dodatnim prostorom, saj
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smo uporabili le pet dodatn ih spremenljivk in nobene nove tabele . Tudi čas

iskanja rešitve je odvisen le od števila podatkov. Žal pa je ta odvisnost
kubična , kar pomeni , da se ča s ra čuna nja veča sorazmerno s tretjo potenco
števila podatkov. te dolžino vhodne tabele A podvojimo, se čas reševanja
pomnoži z osem . Ko tako funkcijski podprogram Luk nja2 preizkusimo na
tabeli z nekaj sto elementi , hitro ugotovimo , da je še vedno zelo počasen .

(te se je bralec morda ustrašil , da bo moral sam odtipkati nekaj sto števil, da
bo zadovolj ivo preizkusil podprogram, mu svetujem , naj napiše podprogram ,
ki bo v vhodno tabelo A zapisal želeno število naključnih števil in tako
opravil pripravo vhodnih podatkov namesto njega . V Turbo pascal vgrajena
podprograma randomize in random mu bosta pri tem v veliko pomoč.)

3. rešitev: Kaj kompliciram , pravite! Rešitev nalogeje na dlani . Tabelo
števil, ki predstavlja množi co A, uredimo, nato pa med pari zaporednih števil
poiščemo tist i dve, med katerima je največja razlika. Tule je podprogram :

function Luknja 3(var A: tabela; n: integer): real;
var

Najl.uknja: rea l;
i: intege r;

begin { Luknja3}
Uredi(A,n); { Nepedejo če uredimo tab elo A. }
Najl.uknja.e.O : { Poiščemo največjo razliko med pari zaporednih števil. }
for i:= l to n-1 do

if A[i+lI-A[i] >NajLuknja then NajLuknja:=A[i+1]-A[i] ;
Luknja3:=NajLuknja;

end ; { Luknja3}

Kvaliteta zgornje rešitve je seveda odvisna od prave izbire podprograma za
urejanje števil. O metodah za urejanje je napisanih kopica knjig. Najlažje
dostopna je verjetno znamenita Wirthova knjiga Računalniško programiranje.
V njenem drugem delu je narejen pregled standardnih postopkov za urejanje.
Solidna metoda je hitro urejanje (quicksort po angleško) z nekaj izboljšavami
(ne rekur zivna varianta , urejanje kratkih podzaporedij s preprostim vstavljanj­
em , pazljiva izbira delilnega elementa) , v zadnjem času pa se uveljavlja tudi
izboljšano urejanje s kopico (več o njem si bralec lahko prebere v Obzorniku
za matematiko in fiziko, letnik 38 , številka 2, strani 45 do 52) . tasovna
zahtevnost vseh teh metod pa je reda vsaj n > log n. To pomeni , da se čas,

potreben za rešitev problema, povečuje nekoliko hitreje , kot raste velikost
vhodnih podatkov.

Toda naš problem se zdi vendarle preprostejši , kot je urejanje celotne
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tabele . Sestavljanje postopka, ki reši nalogo v času, sorazmernem z velikostjo
vhodne tabele , je tako pravi izziv za vsakega nadebudnega programerja .

4. rešitev: Priznati moram , da sem ves čas mislil na tole rešitev.
Morda bo koga presenetilo, da si pri njeni izpeljavi pomagamo z varianto
Dirichletovega principa . Ta pravi tole : če n stvari , v našem primeru štev il,
porazdel imo v n+1 predal čkov , v našem primeru intervalov , ostane vsaj eden
od predalčkov prazen. Postopek reševa nja je naslednji :

1. Poiščemo najmanjše in največje št evilo v tabel i in ju shranimo v spre­
menljivki min in ma x.

2. Interval med št eviloma min in ma x razdelimo na n + 1 enako dolgih
podinterva lov. Dolžina posameznega podintervala je torej ma~+f'in =
= : d .

3. Za vsakega od podintervalov ugotovimo , ali je v njem katero od števil iz
vhodne tabele . Za vsak neprazen pod interval nato poiščemo najmanjše
in najve čje število v njem.

4. Ker je podintervalov n-l-l , vhodnih števil paje le n, bo vsaj en podinterval
ostal prazen . Ker pa mejna podintervala nista prazna , bo n aj večja razlika
med sosednjima številoma večja od dolžine podinterva la d . Torej bosta
števili , ki določata najb olj oddaljen sosednji par, pripadali r a z li č nima

podintervaloma. Da dobimo pravilen rezultat , tako zadošča za vsak
neprazen podinterval pregledati razliko med najmanjšim številom v tem
podintervalu in največj im štev ilom v prvem nepraznem podinterva lu na
levi, torej med podinte rvali, ki vsebujejo manjša štev ila.

Vsakega od št irih korakov bomo sprog ramirali tako , da bo porabljeni čas so­
razmeren z dolžino vhod ne t abele. Ker bomo potrebovali dve pomožni tabeli,
podprogram pa želimo uporabljati tudi pri velikih vhodn ih tabelah , bomo
nekaterim pomožnim spremenlj ivkam prostor dodel ili šele med izvajanjem.

function Luknja4(var A: tabela ; n: int eger): real ;
type

intervali = array[O.. Max.n] of real;
prazno = array[O.. Max,n] of boolea n;

var
Minl,Maxl: ) interva li;
P : )prazno;
Min,Max,d,NajLuknja : real ;
i.j: integer;

begin {Luknja4}
Min:=A[l) ; { Poi š čemo najmanjše in največje število v tabeli A. }
Max:=A[l);
for i:=2 to n do begin
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if Min>A[i) then Min:=A[i) ;
if Max<A[i) then Max:=A[i);

end; { for}
{ Če 50 vsa števila v tabeli enaka, potem kon čemo. }

if Min=Max then begin Luknja4 :=O; exit ; end ;
{ Sicer pa izre čunsmo do/lino podintervalov in pripravimo pomo žni tabeli. }

d:=(Max-Min)/(n+1 ) ;
GetM em(Minl,SizeOf(real)*( n+1)) ;
GetM em(Maxl,SizeOf(real) *(n + 1));
GetMem( P,SizeOf(boolean )*(n+1) );
for i:= O to n do P I [i):=true; { Na ze četku 50 vsi podintervali prazni. }

{ S sprehodom po tabeli A pregledamo vsa š tevila in jih porazdelimo po}
{ ustreznih podintervalih . }

fo r i:= l to n do begin
{ lzre čunemo, v kateri podinterval spada število Ali]. }
{ Če je število na meji dveh podintervalov, je vseeno, kam ga uvrstimo. }

j:=trunc((A[i]-Min)/d); if j=n+1 then j:=n;
if PI [j) then

begin PI [j):=false ; MinIT[j]:=A[i]; MaxIT[j):=A[i) end
else

begin {else}
if A[i)<MinIT[j) then Minil [j):=A[i];
if A[il>MaxIT[j) then Maxl][j) :=A[i];

end; { else}
end ; { for}
i:=O; NajLuknja :=O ; { Poiščemo nejve čjo luknjo. }
j:=l ; { j bo indeks naslednjega nepraznega podintervala. }
while i<n do begin { Poiščemo naslednji neprazni podinterval. }

while P I[j) do inc(j); { Novo luknjo primerjamo z do sedaj nejve č]o. }
if Minil [j)-Maxl j(i»NajLuknja then

Najl.uknja .eMinl ][j]-Maxllli];
i:=j;
inc(j ) ;

end ; { while}
Luknja4 := NajLuknja ;

end ; { Luknja4}

Na koncu si oglejmo še rezultate meritev, ki smo jih dobili s prime rjavo
opisanih rešitev . Prikazuje jih tabela na naslednji strani . Preizkusi so bili
opravljeni na običajnem AT računalniku . Izračunani časi so povprečje nekaj
meritev in so podani v stotinkah sekunde .

Kot smo predvideva li, je druga rešitev bistveno slabša od tretje in četrte,

čeprav se zdi , da je njena povprečna časovna zahtevnost nekoliko boljša od
kubične . Zadnja rešitev je boljša od tretje , njena prednost pa postaja tem
bolj očitna, čim večja je tabela , s katero delamo. Seveda pa moramo to
večjo hitrost reševanja problema tudi plačati . Tako zadnja rešitev potrebuje
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n Luknja 2 Luknja3 Luknj a4

100 575 O O

200 303 7 5 5

300 7218 11 11

1000 - 39 39

3000 - 124 110

50 00 - 223 181

10000 - 500 357

precej več pomniln ika kot tretja. Na celoštevilskih tabelah smo primerjali
tudi prvo in zadnjo rešitev . Izkaže se, da sta približno enako dobri takrat, ko

je razmerje med dolžino tabele in intervalom , s katerega so vrednosti, okoli

ena proti dvajset (to razmerje je seveda odvisno tudi od tipa računalnika, na

katerem opravljamo meritve) . Le je razmerje manjše , je primernejša zadnja

rešitev , sicer pa prva .

Le imamo opraviti le s celoštevilskimi tabelami, lahko zadnjo rešitev še

nekoliko izpilimo, tako da uporablja le celoštevilsko aritmetiko (in morda še

nekoliko več dodatnega prostora). Ker pa je prispevek že precej dolg, to

izboljšavo prepuščamo zvestim bralcem za (neobvezno) domačo nalogo .

Martin Juvan

DVE IGRI S ŠTEVILI - Rešitev s str. 5

1. Kdor začne, ta lahko zmaga. Na prvem koraku napiše 6. Drugi lahko
zapiše eno od števil iz naslednjih parov : (4,5) , (7,9) , (8 , 10) . Prvi v

odgovor na poljubno potezo drugega zap iše drugo število iz para .

2 . Vsota je 30.

Prvi igralec drugemu ne more preprečiti, da bi imeli števili 19 in 20 enaka

predznaka . Ko prvi igralec izbere predznak pred enim od števil v parih
(1 ,2), (3, 4) , ... , (17 , 18), izbere drugi nasprotni predznak pred drugim



DVE PISEMCI - DVE UGANKI - Rešitev s str. 60

1.

Upamo, da vas problem z oknom ni spravil s tira, tako kakor je deklico iz
Carrollovega pisma . te sami le še niste našli prave rešitve, si oglejte ti dve
risbici:

II.

Možakar mora najprej prepeljati gos , saj se lisica zrnja ne bo lotila. Nato se
vrne po lisico in jo spravi na drugi breg, gos pa odpelje nazaj , če hoče, da mu
je lisica ne bo požrla . Sedaj prepelje vrečo z zrnjem k lisici in se vrne še po
gos . Tako lahko nadaljuje pot , ne da bi imel kaj škode.

Miha Mohor

številom v paru .
Tako drugi doseže, da vsota po absolutni vrednost ni manjša od

20 + 19 -1 - 1 - ... - 1 = 30.
' - - __v J

9-kra t

Prvi igralec pa lahko prepreči drugemu, da bi bila vsota večja od 3D, če

pred največjim še nepredznačenim številom izbere tak predznak , ki bo
dal po absolutni vrednosti manjšo delno vsoto.

Dušan Murovec
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NENAVADNO GAlIlEJEVO OPAZOVANJE

Veliki fizik in astronom Galileo Galilei je bil med prvimi, ki je sestavil daljnogled
in z njim opazoval nebo (okoli 1610). S svojim šibkim daljnogledom je videl na
Luni gore in doline , ob Jupitru njegove velike satelite , pri Veneri je odkril mene,
na Soncu zasled il pege itn. Novejše raziskave Galilejevega znanstvenega dela
pa kažejo, da je (po vsej verjetnosti) opazoval celo planet Neptun , ki so ga
odkr ili po dogotrajnih raziskavah šele leta 1846.

Skice opazovanj, ki jih je izdelal sam Galilei in so se ohranile , kažejo, da
je opazoval planet Neptun blizu planeta Jupitra in njegovih štirih velikih lun.

Galilei je zabeležil
lego Neptuna in me­
nil, da se tisto šibko
nebesno telo , ki ga
je opazoval (torej
Neptun) , najbrž
premika glede na
oddaljene zvezde .
Seveda je Neptun
zamenjal za šibko
zvezdo , kot se je to
zgodilo še mnogim
drugim astrono­
mom , ki so pozneje
tudi opazovali Nep­
tun , a ga niso pre­
poznali za planet ­
vedno so ga imeli za
zvezdo.

V ZDA sta si
pred nekaj leti dva
znanstvenika , astro­
nom in zgodovinar,
zadala nalogo , da
rekonstru irata Gali­
lejeva opazovanja
na podlagi podat­
kov, ki so jima bili

1564-1642 na voljo. Uspela sta
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ugotoviti, kaj je pravzaprav Galilei
opazoval. Izrisala sta legi Jupitra
in Neptuna glede na ozadje šibkih
zvezd za dan 28.1.1613. Svojo
sliko sta primerjala z Galilejevimi
opazovanji. Dognala sta, daje ve­
liki znanstvenik na svoji skici opa­
zovanj označil dve točki (zvezdi).
Prva je predstavljala šibko zvezdi­
co SAO 119236, druga pa planet
Neptun (slika 1) .

Slika 1. Skica Galilejevega opazovanja (rekonstrukcija) z dne 28 .1.1613.
Polni trikotnik označuje Neptunovo lego, kot jo je označil Galilei; prazni trikotnik pa
Neptunovo lego, kot sta jo izračunala znanstvenika .

...

Slika 2 . Originalna skica Galilejevega opazovanja z dne 28.12 .1612 . Ko je Galilei skiciral
to opazovanje, na listu ni bilo prostora, da bi v ustreznem merilu zarisal legi šibkih zvezd a
in b . Zato je s skiciranjem nadaljeval na desni strani lista. V sredini lista je še narisal ravno
črto, na njej pa oznaki in zapisal , da razdalja med obema oznakama ustreza 24 Jupitrovim
navideznim premerom (zomim kotom).
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Smer. v kateri leži Neptun glede na Jupiter (krožec) , je Galilei nakazal že
v skici opazovanja z dne 28.12 .1612 (slika 2). Neptun je narisan ob robu lista
na premajhni kotni razdalji od Jupitra . Galilei je nato še večkrat opazoval
Neptun . Najnatančnejša je skica opazovanja z dne 28.1.1613. Ob skici
pojasnjuje. da je poleg šibke zvezdice še ena zvezda v isti ravni črti .... da
je opazovanje ponovil naslednjo noč in da se mu je zdelo , da sta se zvezdi
navidezno nekoliko razmaknili. To pomeni, da je Galilei zaznal relativni premik
planeta glede na oddaljeno zvezdo. Seveda pa ni mogel pojasniti, katero od
obeh šibkih vesoljskih teles se je premaknilo glede na drugo .

Po vseh teh in še drugih podatkih Galilejevih opazovanj je torej mogoče

s precejšnjo gotovostjo sklepati, da je Galilei zares opazoval planet Neptun .
Opazoval ga je kar 234 let prej, predno so ga odk rili.

Marijan Prosen

Prosen M., ORIENTACIJA, Math, ljubljana 1991, 20 strani

Pri založbi MATH v Ljubljani je leta 1991 , na 20 straneh izšla knjižica o
orientaciji . Snov v knjigi je razdeljena v 8 poglavij. in sicer : Uvod. Orientacija
s kompasom . Orientacija po Soncu . po Luni in po zvezdah . Orientacija karte ,
Gibanje po azimutu . Na koncu so navedeni viri in literatura .

Knjižica je namenjena učencem višjih razredov osnovne šole in dijakom
prvih razredov srednjih šol . dobrodošla pa bo vsem , ki se želijo poučiti o
pomembnejših načinih orientiranja ; torej tabornikom . gornikorn, turistom in
še komu .

V uvodu avtor pove. kaj je orientacija , razloži. zakaj je potrebna . In

uvede tri osnovne načine orientacije: s kompasom. astronomske načine ln

orientacijo po znamenjih v naravi .
V poglavju Orientacija s kompasom je razložen preprost kompas in nje­

gova uporaba . V poglavju Orientacija po Soncu pa so obdelani trije načini .

od katerih je vsak nadaljnji natančnejš i : orientacija po točki vzhoda (zahoda)
Sonca. način z uro in določitev smeri sever-jug z gnomonom . Orientacija po
Luni je razložena v 4. poglavju . Avtor tu pravilno poudari . kako približen je
ta način .

Astronomska orientacija po zvezdah je najnatančnejša in je na severni
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polobli Zemlje možna s pomočjo zvezde Severni ce . Avtor navaja dva načina ,

kako najdeš Severnico in se po njej orientiraš .
V predzadnjem poglavju govori avtor o geografskif kartah, razloži najos­

novnejše topografske znake in poudari zlasti tematske karte in njih uporabo .
Omenja dva načina za or ientacijo karte : s kompasom in brez kompasa.

Uporaba karte in gibanje po azimutu sta žal obravnavana le v nekaj
vrsticah . Tu bo mladi tabornik vsekakor potreboval dodatna pojasnila!

Bralcu bo na koncu knjige dobrodošel seznam 17 astronomskih prispev­
kov in člankov , ki so vsi izšli pri nas v zadnjih desetih letih.

Knjižica je pisana simpatično , kratko in jasno. Slike so primerne. Delo

priporočamo vsem , ki jim je namenjena in se zanimajo za orientacijo v naravi.

Bogdan Ki/ar

POPOLNE POTENCE - Rešitev s str. 23

1. Eno od štirih zaporednih naravnih števil da pri deljenju s 4 ostanek
2. To število je deljivo z 2, s 4 pa ne , torej ne more biti popolna poten ca

(zakaj?) .
Znano je , da celo nobena tri zaporedna naravna števila ne morejo biti

vsa popolne potence , vendar je dokaz mnogo bolj zapleten.

2. Za nE {1 , 2, 3} trditev 2 očitno velja. Naj bo zato n > 3 . Ocenimo
število vseh popolnih potenc , manjših od 4n . Med njimi je 2n - 1 popolnih

kvadratov (4n = (2nf !), pa tudi vseh popolnih potenc z danim eksponentom
p > 1 ni med njimi več kot 2n -1 (zakaj?) . Le popolno potenco 1 štejemo le
za popolni kvadrat, je največji eksponent popolne potence, manjše od 4n =
= 22n , manjši od 2n . Pri preštevanju popolnih potenc je dovolj upoštevati
le tiste s praštevilskimi eksponenti , ki pa jih je največ toliko , kot je praštevil ,
manjših od 2n . Teh je največ n (zakaj?), torej vseh popolnih potenc , manjših
od 4n, ni več kot n(2 n - 1) . Razdelimo naravna števila, manjša od 4n, na
skupine zaporednih števil , ki se začenjajo s popolno potenco in končajo tik
pred naslednjo popolno potenco :

~~~ r " ,~
1,2 ,3, 4,5,6,7, 8 ,9,10,11 ,12,13,14,15 ,··· ,···.4 - 1.
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Teh skupin je toliko kot popolnih potenc, manjših od 4 n , torej kvečjemu

n(2 n - 1).
Le trditev 2 ne drži, ima vsaka skupina največ n števil. Zato je vseh

naravnih števil, manjših od 4n , kvečjemu n2 (2n - 1) , torej je

Dokazali bomo , da v resnici za n > 3 velja obratna neenakost , zato
trditev 2 vendarle drži .

Najprej s pomočjo matematične indukcije dokažimo, da za vsak n > 3
velja n2 :s 2n.

Pri n = 4 ocena očitno velja , indukcijski korak od n > 3 do n + 1 pa
napravimo s pomočjo ocen

(n + 1)2 = n2 + 2n + 1 :s 2n + 2n + 1 <
< 2n + n2 :s 2n + 2n = 2n

+l .

Od tod takoj sledi iskana ocena

Bralca vabimo, da izboljša oceno dolžine najdaljšega zaporedja takih
zaporednih naravnih števil , manjših od 4n , med katerimi ni nobeno popolna
potenca.

Boris Lavrič

PISMA BRALCEV

Darko iz Hajdoš nam piše :
Prejm ite lepe pozdrave od Darka iz Hajdoš. Pišem vam, ker mije revija Pre­
sek zelo všeč. Zelo rad preberem vsebino na vaših matematičnih in šahovskih
straneh . Pišem vam pa zarad i šaha. V vaši reviji sem že dvakrat zasledil
šahovske probleme z ret rogradno analizo. Sestavil sem svoja prva dva proble­
ma, ki vam jih tud i poš iljam. Strinjam pa se tudi , če jih želite objav iti .

°o
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Dragi Darko,

objavljamo enega od tvojih problemov hkrati s tvojo rešitvijo. Več o retrograd­
ni analizi in kopico lepih šahovskih nalog te vrste najdeš v knjigi Raymond
Smullyan : ~AHOVSKE SKRIVNOSTI SHERLOCKA HOLMESA, ki je leta
1986 izšla v slovenskem prevodu pri Državni založbi Slovenije. Ista založba
bo v kratkem izdala še eno knjigo o retrogradni šahovski analizi, Smullyanovo
~AHIRAZADO.

Peter Petek

DVA ŠAHISTA - retrogradni problem

Dva šahist a sta od igrala part ijo, ker pa se jima je mudilo, st a morala predčasno

kon čati . Ko sem stopi l v šahovsko sobo, sem nalete l na naslednjo pozicijo in
se tako le mimog rede vprašal , ali beli lahko izvede malo rokado .

Beli: KeI , DdI , Thl. Lel , Sc3 , Sf3 ,
a2 , a3 , c2, d2 , e3, f2, h2, h3.

Lrni : Ke8, Dd8 , Th8 , Lc8, Sc6,
Sg8, a6 , a7 , c7, d7, f6 , f7 , g7 , h7.

Takole sem sklepal:
Med igro nikakor ni prišlo do promocije , saj so na šahovnici vsi kmetje

belega in č r n ega . Belemu manjkata belopoljni lovec in t rdnj ava . Na polju a3
je zagotovo padel čr ni čr nopo lj n i lovec. Da je pade l na a3 , je moral naj prej
jemati kmet iz e7 na f6 . Ampak katero figuro je lahko t a kmet vzel? Pro mocij
ni bilo, belopoljni lovec ni padel na črnem polju , torej je na f6 padla trdnjava .
Sedaj je treba dokazati, katera trdnjava je padla , damska ali kraljeva . Preden
je padla na f6 , je moral en kmet jemat i, na h3 ali a3 . Poglavi tno vprašanje
pa je , kate ri je prej jemal. Oči tn o tis t i na h3 , saj še t akrat črn i črnopoljni

lovec ni mogel pasti na a3 zaradi kmetov na g7 in e7. Torej je kmet na h3
jemal črno damsko trdnjavo . Ta trdnjava pa j e prišla na plano potem , ko je
kmet na a6 vzel belega belopoljnega lovca. Iz vseh teh dejstev sledi, da je na
f6 padla bela kraljeva trdnjava in da sedaj na polju h l stoji da mska trdnjava .
To pa pomeni , da beli niti sedaj niti v prihodnosti te partije ne more rokirat i.

Darko Dominko
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ŠUMENJE VODE V KOTLIČKU

Slika 1. Zvočni spekter 1 litra navadne
vode v kotličku . Na vodoravno os je nane­
sena frekvenca /.1, na navpično pa spektraI­
na gostota dj..{d/.l' ki jo m: rimo v .en ota ~
W /m 2(s-1 ) . V spektnh na slikah ni

znano, kolikšen del tega meri uporabljena
enota. Spodnja krivulja v nekatrih spek­
trih kaže ozadje, to je zvok, ki ga je spreje­
mal mikrofon iz okolice, ko vode niso seg­
revali .y
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Kotliček , v katerem grejerno vodo za čaj ali črno kavo, oddaja značilni šum,
ki pos ta ja vse glasnejši, ko se voda greje , in se st iša, ko voda zavre .! Med
prvimi fiziki, ki so se zan imali za brbranje, je bil Osborne Reynolds . Leta
1901 ga je primerjal s šumenjem vode v odprti cevi z ožino . William Bragg je
v nizu predavanj za Kraljevo družbo ugotovi l, da povzročajo šumenje vode ,
preden zavre , mehurčki pare , ki se sesedejo vase. Pri tem stena mehurčka

udari ob steno kot "jeklo ob je klo", kot da bi "uda rjala brezštevilna kladivca ."
Lord Rayleigh je poznal brbranje, a ga v zna ni knjigi o akustiki ni nit i omenil.
Tedanj i merilniki niso dopu š ča li , da bi podrobneje raziskali brbranje in šumenje
vode . Novejš i mer ilniki to dopuščajo, a zdi se , da se je zanimanje omejilo
predvsem na zvok v toku vrele vode z mehurčki v reaktorjih . Šumenje
vode, preden zavre , se ni lotil nihče . P red nedavnim pa sta nadomestila
zamujeno S.Aljishi in J.Tatarkiewicz s Planckovega inštituta za fiziko t rdnin
v Stuttgartu . V reviji Ameri can Journal of Physics 59 (1991) 628 st a objavila
članek z naslovom Zakaj nastane zvok pri segrevanju vode v kotličku.

Na kuhalniku sta segrevala vo­
do v litrskih ali dvolitrskih kot li čkih

in valjastih steklen ih in kovinskih
posodah . V posodo sta postavila
brezži čni mikrofon , ki je zvok spre­
menil v radijske valove . Valove je
sprejema l sprejemnik v drugem

1 Na Inštitutu za slovenski jezik so ljubeznivo pojasn ili , da voda med segrevanjem
šumi, ko vre, pa brbra ali brbota . Kerimenujemo vfiziki šum vsakzvok z zveznim spektrom,
bi bilo pripravno imeti posebno ime za zvok, ki ga oddaja voda med segrevanjem, preden
zavre . Takega imena ni. Mrm ranje uporabljajo le pisatelji. '
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prostoru , po frekvenci razvrstil spektra ini ana lizator , pisalni instrument pa je
spekter narisa l. Mikrofon je zaznaval zvok s frekvenc o od najnižjih frekvenc
do 5000 s- l . Uporabila sta destili rano vodo ali vodovodno vodo , ki sta jo
pred poskusom prekuhala in s tem izgnala iz nje večino razt opljenega zraka .
Natančno sta merila temperaturo tik pod vodno gladino, nista pa se zanimala
za podrobni temperaturni profil.

Preden nadaljujemo , je treba povedati nekaj besed o spektru . (Daljši
prispevek O spektrih najde bralec v Preseku 13 (1986) 322. ) V šumu ,
ki ga oddaja voda ob segrevanju in vretju, so zastopane sestavine zvoka z
določeno frekvenco - toni - s širokega pasu frekvenc - od najnižjih do 5000
s- l . Podatek o zastopanosti tonov v zvoku da spekter, ki je v tem primeru
zvezen . Sprejemnik zazna del jakosti zvoka d], ki odpade na ozek frekvenčni

pas med v - ~dv in v+ ~dv. Spektraini analiza tor določi spektra/no gostoto
dj/ dv v odvisnosti od frekvence v s sredine ozkega pasu . Pisalni inst rument
nariše dj / dv v odvisnosti od fre-
kvence v. Krivulja nazorno kaže ,
kako je jakost zvoka porazdeljena
po frekvenc i. Ploščina pod krivu­
ljo podaja jakost zvoka j na vsem
preiskanem širokem frekven čnem

pasu.
S.Aljishi in J.Tatarkiewicz sta

posnela pri razl ičnih temperaturah
zvočne spektre 1 litra navadne vode
v kotli čku (slika 1) ter 1 litra nava­
dne vode (slika 2) in 1 lit ra destili­
rane vode v dvolitrsk i valjasti ste kle­
ni posodi (slika 3) . V prvem primeru
voda ni odda jala skoraj nobenega
zvoka pri tempera turi pod 70 "C,

Slika 2 . Zvočni sp ekter 1 lit ra navadne
vode v dvelitrski valjasti steklen i posodi.
Na sp odnj i sliki je sp ek ter lastnega niha n­
ja posode. ko so jo udarili s p lastičn im

rav nilom.
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Slika 3. Zvočni spekter 1 litra destili­
rane vode v dvelitr sk i valjasti stekleni
posodi.

BJ'C

9J"e

Pri tej temperatu ri se je pojavil zvok , v katerem so bile močneje zastopani toni
z visokimi frekvencami . Pri temperaturi 90 o( je postal zvok močnej ši in v
njem so se pojavili tudi toni z nižjimi frekvencami . Ob vreli šču je postal zvok
nenadoma mnogo šibkejši in v njem so bile domala enakopravno zastopani
toni z nižjimi in višjimi frekvencami . Prav po tem prehodu pri kuhanj u č aj a

ali kave sklepamo , da je voda zavrela .
Nekaj podobnega so opazili v drugem primeru, le da so se v spektru

pokazali izrazitejši vrhovi. Ti vrhovi so ustrezali lastnemu nihanju zraka nad
vodo ali posode ali vode v posodi . Vse troje je imelo v tem primeru prepostejšo
obliko kot pri kotli čku , Vrhova pri frekvencah 1685 s-l in 1910 s-l nista
bila odvisna od višine vode pri dodatnih poskus ih in sta ustrezala lastnemu

nihanju posode . Izrazit vrh pri
prvi frekvenci se je pojavil , ko
so s plasti čnim merilom udar ili
posodo (slika 2) . Vrh, ki ga
je bilo mogoce opaziti pri do­
datnih poskusih med frekvenca­
ma 370 s-l pri 0,2 litra vode
in 860 s-l pri 1,6 litra vode , je
ustrezal lastnemu nihanju stolp­
ca zraka nad vodo . Lastnemu
nihanju vode je ustrezala viso­
ka frekvenca 3850 s-l , ki se je
zaradi rnehurčkov v vodi znižala
na 2000 s-l 2500 s-l . Pri tem­
peraturah nad 90 o ( sta se po­
javila vrhova pri frekvencah 130
s-l in 190 s-l , ki ju je bilo
mogoce dobro lo čiti tudi z uše­
som . Nista bila odvisna ne od
višine vode v posodi ne od sno-
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vi, iz katere je bila posoda , ne od njene oblike. Njihova jakost je bila tem
večja , č i m več vode je bilo v posodi . Najbrž sta to lastni frekvenci, ki se
pojavita pri izginjanju mehurčkov tik ob glad ini vode .

V tretjem primeru je dest ilirana voda oddajala mnogo šibkejši zvok od
navadne . Izrazitejši zvok se je pojavil šele pri temperaturi 98 0e. Nad to
temperatu ro je bilo mogoče opaziti vrhove pri enakih frekvencah kot prej.

Nastanek zvoka so pojasnili s pojavi v vodi , ki se segreva. Pri nižjih tem­
peraturah imajo pri tem od ločilno vlogo konvekcijski tokov i, ki ne rodijo zvoka .
Pri višjih temperaturah pa je naj pomembnejši pojav nastajanje mehurčkov.

Nad temperaturo okoli 40 °e nastanejo v neprekuhani vodi na steni posode
mehurčki zraka in potujejo navzgor , ne da bi pri tem nastal zvok. Pri tem­
peraturi okoli 70 °e za čnejo nastajati na dnu posode mehurčki pare . Najprej
nastajajo in sunkovito izginevajo , in to do tridesetkrat in večkrat v sekundi .
Sunke prena ša voda do sten , ki zanihajo z lastno frekvenco . Nad temperaturo
okoli 90 °ese nastali mehurčki dvigajo in zginejo šele blizu gladine. Pri vretju
pa nastajajo mehurčki v vsej prostornini vode. Jakost zvoka se zmanjša tedaj
tudi zato, ker postane gladina neravna in zato voda nima več izrazitih lastnih
frekven c. V destiliran i vodi nastanejo mehurčki šele tik pod vreliščern. To
pri ča , da se v navadn i vodi izločajo na steni posode raztopljene soli. Delci
teh soli sestavljajo dodatna jedra , okoli katerih se razvijejo mehurčki . Več

mehurčkov pomeni močnejš i zvok . Podoben u činek kot z destilirano vodo je
mogoče doseči v navadni vodi z močnim mešanjem, ki tudi zavira nastajanje
rnehurčkov .

Šumenje vode med seg revanjem lahko tedaj zmanjšamo, če uporabimo
posodo brez lastnih frekvenc na opazovanem frekvenčnem pasu , če notranjo
steno posode prevlečerno z zelo gladko plastjo , če uporabimo destilirano
vodo ali če vodo mešamo. Mehurčki na steni namreč nastajajo ob drobnih
izboklinah in jih je manj , če izboklin ni. Takšne posode pa zunaj laboratorija
najbrž n ihče ne bi navdušeno sprejel. Marsikdo bi pogrešal prijetne občutke ,

ki jih zbuja šumenje vode pri kuhanju č aj a ali kave.

Janez Strnad
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OHLAJANJE IN ZMRZOVANJE VODE

Na te kmovanju mlad ih fizikov so reš evali tud i tole nalogo: St eklenico ore z
z ačetn o t emperat uro 30° C postavimo v hladilnik. Oceni, čez koliko časa bo
te mper atura ore 15° C.

Ob ohlajanju se porod i več vprašanj : Kolikšno te mperat uro imajo deli
t e koči ne v steklen i čk i ? Ali pri odprti st ek len ički prispeva k ohlaja nju t udi
izhlapevanje? Kako vpliva oblika ste kleni č ke na hit rost ohlaja nja? Kolikšna
je t emperat ura v hladilniku? Da bi odgovorila na nekat era od njih, sva za čela

zbirati in pripravljati oprem o za poskuse .
K eksperiment iranj u naju je vzpodbudil tudi čla n ek o Mpembovem p o­

javu , ki ob ravnava ohlajanje segrete in hladne vode (P resek, VI II/l, str . 24) .
Ali zares prej zmr zne voda , ki je ob za četku poskusa imela višjo temperatu ro?

Oprema za poskuse

Opazovala sva ohlajanje in zamrzovanje vode v zmrzovalniku kuhinjskega
hladilnika. Temperaturo sva merila s št irimi termočleni . Te rmoč l e n sest avljata
ž ički iz bakra in konstantana , ki sta na krajiščih zavarjeni . Le sta te mperat uri
obeh spojni h mest različni , nastane med spojnima mestoma napetost , ki je
sorazmerna s temperaturno razliko .

1 3

Slika 1. Merilni sistem. 1) hladilnik , 2) oja čevalnik, 3) analogno - digit alni pretvorn ik, 4)
računalnik . V sistemu so še trije termoelem en t i in t rije enaki ojačeva l n i k i , ki so priklju čeni

na pretvornik.
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Eno spojno mesto termočlena potis nemo v toplotno izolirano posodo s
t a l eč i m ledom, drugo pa v posodo z vodo, ki ji merimo temperaturo . Ker je po
dogovoru temperatu ra talečega ledu O°C, je napetost so razmern a s Celzijevo
tempera turo drugega spojnega mesta . Ži čke so tanke in jih zlahka speljemo
iz hladilnika . Pri poskusu doseže nap etost te rmoelementa nekaj milivoltov.
Z oja čevalnikom jo najprej povečamo na nekaj voltov.

Meritve so dolgotrajne. Najkraj ša t raja eno uro in najdaljša pet ur,
zato sva neprijetno zapisovanje podatkov prepustila ra č u n a l ni k u . Napetosti iz
štirih termoelementov sva preko ojačeval nikov p r i k lj u č i l a na analogno-digitalni
vmesnik, tega pa na ra čuna lnik PC-XT (slika 1). Napisala sva program, ki je
vsakih 6 sekund prebra l št iri podatke in jih z ustrezn im časom meritve shranil v
spomin . Po vsaki meritvi sva dobila datoteko s S-krat 1200 podatki . Poda tke
sva uredila in narisala diagrame s programskim orodjem Quattro Pro .

Merjenje

Merilnik je treba naj prej urnentr . Spojna mesta ene vrst e termočlenov

pot isnemo v tale či led, druga pa skupa j z živosrebrnim termomet rom v vodo ,
ki jo dobro mešamo in počasi segrevamo od O°C do 100°C. N i čle merilnikov
sva na ojačevalnikih nastavila na + 0,50V, po odčitava nju je program shranil
to vrednost kot 10 relativnih enot . Najin vmesnik namreč ne zna pretvarjati
negativni h napetosti (s lika 2) .

~
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Slika 2. Umeritveni diagram . Krivuljo nadomestimo spremico T = (8/6)(X - 10) . z X
oz nač imo število. ki ga računalnik prebere z vm esnika .
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Umeritvena krivulja je premica:

T = (8/6) .(X - 10) ,

če je X vrednost , ki jo računalnik preb ere z vmesnika . Umeritev sva preverila
s temperaturami talečega ledu , vode z 200e in s 50°e. Po takšnem preskusu
merilnikov sva ugotovila , da je najino merjenje negotovo za 1/2 stopinje.

Ohlajanje enakih mas vode z raz li čn imi začetnimi temperaturami

V jogurtove l on č ke in plasti čne pladnje sva dala plitvo plast vode. Prvič

sva poskuse naredila , ne da bi dno posode toplotno izolirala od zmrzovalnika ,
pri nada ljnjih poskusih pa sva postavila posodev zmr zoval niku na 2cm debelo
plast st iropora . Masa vode v lončkih je bila po 100g , v pladnjih pa po 150g .
l:asovno odvisn ost temperatur kažejo diag rami na sliki 3.

Podstavek iz stiropora približno dvakrat podaljša ča s ohlajanje do Dae.
Značilni čas ohlajanje pri izbrani obliki posode , masi vode in izolaciji je
presenetl jivo ma lo odvisen od za četne temperature vode (sliki 3a , 3b). Ko
postavimo 100ml vode v jogurtovem lončku v zmrzovalnik , voda zmrzne po
približno 1 uri, če pa je dno izolirano , pa po 2 urah . l:eprav do Mpembovega
pojava ni prišlo vedno , je pomembna ugotovitev , da sta časa ohlajanje do
DoC za vročo in hladno vodo približno enaka .

Voda se . je večkrat podhladila. Pr i majhni motnji iz okolice, recimo
tresIjaju hladilnika ob izklopu motorja , del vode zm rzne in t emperat ura hitro
naraste na DoC (slika 3c). Do podhladitve j e prišlo tudi pri meritvi na sliki
3b, vendar tu še ni prišlo do preskoka temperature na Dae. Mpembov pojav
je viden pri ohlajanju vode v plitkih pladnj ih (sliki 3c, 3d).

Voda v posodi z izoliranim dnom oddaja toploto zraku s prevajanjem in
z izhlapevanjem.

Izračunajmo , kolikšen del toplote odda voda zaradi izhlapevanja . V
pladnju je na začetku 150ml vode s temperaturo 85°e, končna temperatura

Slika 3. Temperature v odvisno st i od časa pri ohlajanj u vode v zmrzovalniku hladilnika
za : (a) dva lončka po 100ml vod e , brez izo liraneg a dna ; (b) št iri lo nčke po 100ml vode ,
z izo liranim dn om ; (c ) dva pladnja po 200ml vod e. brez izolira nega dn a in (d) tri pladnj e
po 150ml vode , z izo lira nim dnom . Spodnja krivulja na sliki 3d kaže t em peraturo zraka v
zmrzovalniku.
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je O°c. Med ohlajanjern izhlapi 10% , to je 15g vode . Skupna oddana toplota
Je

Q = mc(T2 - TI) = 150 g .4200 JjkgK .(- 85 K ) = -54k J

Izhlapevanje prispeva

Qi = -miqi = - 15 g .2,3 MJjkg = - 34 kJ

toplote; v odstotkih je to 34kJj54kJ = 63% . Pri ohlajanju vode v jogurtovem
lončku je ta delež približno dvakrat manjši . Ker je Mpembov pojav izrazitejši
pri ohlajanju vode v pladnju, ko je masa izhlapele vode večja, je izhlapevanje
pomembno pri razlagi pojava .

Temperaturne razlike v vodi. ki se ohlaja

Da bi dobila odgovor na vprašanje, kaj se dogaja med ohlaja njem v
izbrani posodi, sva pri naslednjem poskusu merila temperaturo približno lem
pod gladino in lem nad dnom v lon čku (slika 4) ter na sredini in lem od roba
v pladnju .

Temperaturne razlike v lon čku dosežejo nekaj stopinj in povzročijo spre­
membo gostote delov vode. Zato pride do konvekcijskih tokov , ki mešajo
vodo . Ta se zato hitreje ohlaja. V vodi z višjo začetno temperaturo so ti
tokovi izdatnejši .

T (·CJ

'",~ ~
- t
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60

40

20

O

-20
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Slika 4. Potek temperature pri ohlaj­
anju vode v dveh lončkih v zmrzoval­
niku . V vsakem lončku sta bila dva
merilnika , eden lem pod gladino in
drugi lem nad dnom. V neizoliranih
lon čkih je bilo po lOOml vode.

Opazovala sva tudi ohlajanje vode pod 4°C v lončku (slika 5) . Pri tem­
peraturi nad 4°Cje toplejša voda v zgornjem delu lončka , pod to temperaturo
pa v spodnjem. Takšen prehod povzroči anomalija vode . Gostota vode je pri
4°C največja in zato ostane voda s to temperaturo pri dnu posode. Tem-
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peratura vo de pri dnu se v oko lici te točke ne spreminja , ohlaja se le zgornji

del vo de. Ohlajala sva še destilirano in m ineralno vo do , da bi opazila vp liv

primesi na hitrost ohlajanje . Nisva opazila kakšnih posebnosti .

50 60 min 70

•

Slika 5. Časovni potek tem peratur zgornjega in spodnj eg a de la vode v l ončku pri pre ho du
preko 4 °C. Sp rva ima zgo rnji del višjo tem peraturo , po preho du pre ko 4° pa je t em peratu ra
zgornjega de la vo de nižja .

Mpembov ega pojava ni lahko opaz iti . Pri 21 poskusih sva ga opazi la le

t rikrat. Klju b temu je bilo za nimi vo opazovati podh lajeva nje vo de, tempera­
turne ra zlike znotraj posode in anomalijo vode.

* * *

l. e im aš dva termomet ra , lah ko opazuješ ohlajanje vode t udi doma. P ri
temperaturi zunanjega zraka nižj i od _5°( postavi na zunanjo okensko polico

dv e posodi , v kateri h sta enaki masi vode , za četni temperaturi pa naj bosta

različni . V posodi postavi še termometra tako , da bo š lah ko skozi okensko
šipo vid el nanju . Poskusi pokazati, da se sprva vroča vod a prej oh lad i do OD(

kot hladna.

* * *
P rispevek je del raziskovalne naloge v okviru s rednješolskega n atečaja

znanost mla dini .

Zlatko Bradač in Jure Dobnikar
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ORNAMENTI IN GRUPE

Ornamentov, te neizčrpne zakladnice umetnosti , smo se lotili že veni prejšnjih
štev ilk Preseka . Spoznali smo, kako zornamentom napoln imo neskončno dolg
trak, definicijo ornamenta in njegove lastnosti pa smo oprli na študij izometrij.
Tudi z ravninskimi ornamenti ni dosti drugaee . Vendar za njihov natančnejši

študij potrebujemo še en matemati čni pojem: grupo.
Grupo so uvedli v matematiko okoli leta 1830. Raziskovanja Lagrangea,

Chauchyja, Galoisa , Cayleya in drugih matematikov so se vlekla skoraj stoletje,
preden je definicija dobila ob liko:

Grupa je množica 9 skupaj z dvomestno operacijo o, ki zadošča pogojem:
• Operacija je zaprta . To pomeni, da operacija o vsakemu paru elementov

iz 9 priredi neki element samo te množice:

'Va, bEg : (a, b) J-+ ao bEg.

• Operacija je esoctettvne. To pomeni, da so oklepaji pri združevanju
poljubnih treh elementov prestavljivi :

'Va, b, cE g : (a o b) o c = a o (b o c).

• V množici 9 obstaja enota , označimo jo z e , za katero velja

'VaEg: aoe=eoa=a .

• Vsak element iz množice 9 ima inverzni element, ki ga simbolično ozna­
čimo z eksponentom -1:

'VaEg, :Ja-lEg: a-loa =aoa-l=e.

Včasih uporabimo za operacijo (o) znak plus (+). Takrat inverzni element
označimo s predznakom minus (-) .

Inverzni element k a- l je kar a , to je (a- l )-1 = a. Poten ca an je krajši
zapis za fi o a o a . . . o a/ Poten ca a- n je seveda (a-lt .

v
n

Le je operacija o še komutativna , to je , ce za vsaka dva elementa a ln
b iz 9 velja: a o b = boa, govorimo o komutativni grupi.

Grupa je lahko končna ali neskončna , pač glede na to , ali je osnovna
množica 9 končna ali neskončna .
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Napravimo nekaj zgledov :

1. Aditivna grupa celih števil.
To je množica celih števil Z = {O, =f1, =f2, =f3, .. .} skupaj z operacijo
običajnega seštevanje . Cela števila so za seštevanje zaprta , saj je vsota

poljubnih dveh celih števil vedno celo število. Grupni aksiomi so kar

ra čunski zakon i za vsoto:

(a+ b)+ c = a+(b+ c)

a+O=O+a=a

a+(-a)=(-a)+a=O .

Ta grupa je komutativna (a + b = b + a) in neskončna, ker je pa č celih
št evil neskončno mnogo. Enota je število O, inverzni element k n pa -:-n .

2. Aditivna grupa vektorjev ravnine je množica vseh vektorjev ravnine , to je
usmerjenih daljic z začetkom v izbrani točki , skupaj z operacijo seštevanja
vektorjev po paralelogramskem pravilu . Operacija je zaprta . Je asocia­
tivna . Enota za seštevanje je vektor O, inverz k vsakemu vektorju pa
je njegov nasprotni vektor (slika 1) . Tudi ta grupa je komutativna ln
neskončna . Podobno obstaja aditivna grupa vektorjev v prostoru.

-o
o
o

a
Slika 1. Vektorju a nasprotni vektor -a.

3. Kot primer za transformacijsko grupo vzem imo mno žico vseh vrte žev
ena kostraničnega trikotnika okrog njegovega središča , pri katerih se za­
vrteni trikotnik popolnoma prekrije s prvotnim . Pravimo, da taki vrteži
tr ikotnik ohranjajo ali, da je trikotnik na take vrteže neobčutljiv. Imamo
le tri take vrteže : trikotnik lahko zavrtimo za poljuben cel večkratnik

kotov 120° , 240° in O° (identiteta) . Označimo prvi vrtež z a, drugega z
b in tretjega z e . Vrteži a , b, e tvorijo grupo z operacijo sestavljanja
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teh vrtežev .

Operacijo v končni grupi lahko podamo s tabelo , ki ji rečemo tudi grupna
poštevanka. Za zgled sestavimo tabelo za grupo iz primera 3:

o e a b

e e a b

a abe

b b e a

Zapis je uporaben za končne grupe , katerih množice vsebujejo le malo ele­

mentov. Sicer pa se nepreglednosti izognemo tako , da poiščemo kar se da
malo elementov, s katerimi lahko "izr azimo" vse elemente grupe.! Množici

takih elementov rečemo reduciran sistem generatorjev grupe. Le tak nabor

sestoji iz enega samega elementa, rečemo grupi grupa z enim generatorjem;
če obstaja nabor z dvema elementoma, gre za grupo z dvema generatorjema
it d .

Grupo z enim generatorjem smo srečali v zadnjem prim eru . Že samo

z elementom a lahko izrazimo vse elemente grupe : b = a o a = a2 , enota
pa je e = boa = a o b = a3 . Iz te zveze tudi sledi , da sta elementa a in
b drug drugemu inverzna. Za dano grupo reducirani sistem generatorjev ni
enolično določen. Grupo iz našega primera lahko generiramo na primer tudi
z elementom b.

Primer neskončne grupe z enim generatorjem je na primer grupa celih
števil. Generator je število 1.

Poglejmo še grupo iz štirih elementove , a , b, c in z grupno poštevanko

o e a b c

e e a b c

a a e c b

b b c e a

c c b a e

Iz tablice preberemo, da lahko vse elemente grupe izrazimo že z a in b:

1 Pokazati se da , da za vsako grupe tak minimalen nabor elementov obstaja in ni
nujno en sam .
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e = a 2 (= b2
) in c = a o b (= boa).

Z enim samim generatorjem te grupe ne moremo opisati . Za vajo se o tem
prepričajte sami.

Grupam z enim generatorjem rečemu tudi ciklične grupe. Le je c i k l i č n a

grupa kon čna, obstaja med elementi e , a , a2 , . . tudi taka potenca ar , da
je ar = e. Grupo {e, a, , a2 , . . .ar-1 ; ar = e} označujemo s Cr(a). Le
je cikli čna grupa neskončna, so vse potence med seboj različne; tako grupo
označimo s Coo(a) .

***
Vzemimo zdaj za množico 9 množico transformacij (to je povratno eno­

ličnih preslikav) neke množice X, za operacijo pa sestavo preslikav. Take
grupe imenujemo transformacijske grupe . Primer take grupe je grupa vseh
izometrij ravnine (Evklidova grupa ravnine) , pa grupa translacij (vzpored­
nih premikov) ali grupa vrtežev (rotacijska grupa ravnine) . Podobno lahko
govorimo tudi o izometrijah trirazsežnega prostora ter o Evklidovi grupi tri­
razsežnega prostora .

Preslikavo dveh grup, pri kateri se elementi ene preslikajo povratno eno­
lično na elemente druge in preide operacija prve v operacijo druge, imenujemo
izomorfizem.

Poglejmo si najprej primer : logaritemska funkcija je izomorfizem
ln : (n+,o) f--; (n ,+). Enakost In( xoy) = Inx + Iny, ki jo lahko za­
pišemo tudi v ob liki xy = In-1(1nx + ln v) . pove kako ra čunamo produkt :
logaritmiramo, seštejemo , antilogaritmiramo.

Prav lahko se je prepričati , da je grupa vseh premikov v ravnin i izomorf­
na grupi vektorjev ravnine. Grupa vrteževokrog dane točke pa je izomorfna
aditivni grupi kotov . Tudi ciklični grupi Cr(a) in Cr(b) sta izomorfni. Zaradi
izomorfizma ju včasih sploh ne razlikujemo. Tedaj označimo cikli čne grupo
kar s Cv, neskončno cikli čne grupo pa s Coo.

Definirajmo še podgrupo. Le je množica 1i podmnožica g, 1i C 9 in je
'H grupa za isto operacijo kot g, rečemo , da je grupa 1i podgrupa grupe g.

Grupa C2 = {e, a2 } je na primer podgrupa grupe C4 = {e, a, a2 , a4 } .

Zdaj smo dovolj pripravljen i, da si pobliže ogledamo Evklidovo grupo
ravnine. Posebej nas bodo zanimale njene podgrupe.

Vzporedni premiki v ravnini sestavljajo podgrupo Evklidove grupe, prav
tako tudi vsi vrte ži okoli izbrane točke . Ker za vzporedne premike lahko
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Slika 2. Simetrijska grupa enakostrani­
čnega trikotnika

izberemo različne smeri , za središče vrteža pa vsako točko ravnine, je takih
podgrup Evklidove grupe neskončno. Vse translacijske grupe kot tudi grupe
vrtežev so seveda med seboj izomorfne.

Kako pa je z zrcaljenji? Zrcaljenje Zp čez dano premico in identiteta
1 tvorita grupo . Ker ima samo dva elementa (Zp o Zp = 1), je izomorfna
(2 . Takih podgrup je v Evklidovi grupi spet toliko , kot je različnih premic
v ravnini , torej neskončno . Sestava zrcaljenj preko dveh premic je vzporedni
premik, če sta premici vzporedni, in
vrtež , če se premici sekata . Ker
torej množica vseh zrcaljenj ni za­
prta za sestavo , ni podgru pa Evkli­
dove grupe.

Za nas bodo posebno zanimive
podgrupe Evklidove grupe z lastno­
stjo, da vsi njihovi elementi ohran ­
jajo kakšen izbrani lik. Bralec se
lahko sam prepriča, da množica vseh
izometrij ravnine, s katerimi se iz­
brani lik preslika nase , zares tvorijo
podgrupo. Imenujmo jo simetrijska
grupa lika. Simetrijske grupe likov
so odvisne od oblike lika. Tako ima­
jo podobni liki iste simetrijske gru­
pe.

l.e je lik popolnoma nesime­
tričen, vsebuje njegova simetrijska
grupa le identiteto . Simetrijska gru­
pa črk E in A je izomorfna (2; ge­
nerator je zrcaljenje čez simetralo

2 Več o tem lahko bralec izve iz knjige I.Grossman, W.Magnus, Grupe i njihovi grafovi,
Školska knjiga, Zagreb 1975.
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črke . Simetrijska grupa črke N je tudi izomorfna C2; generator je vrtež za

180° okrog njene srednje točke.

V abstraktnem smislu gre torej za isto grupo , čeprav imata različno

geometrijsko vsebino. Simetrijska grupa enakostraničnega trikotnika ima 6

elementov, generatorja sta zrcaljenje čez eno simetralo in vrtež za kot 120°

okrog središča lika (slika 2) .
Simetrijske grupe pravilnih večkotnikov imenujemo diedrske grupe. Za­

znamujemo jih z On, kjer je n število oglišč pravilnega večkotnika. Gene­
ratorja sta zrcaljenje preko ene od simetral in vrtež za kot 211" / n okrog središča

trikotnika .2

Končno omenimo še simetrijsko grupo ravninske mreže. Ravninsko

mrežo dobimo tako, da si najprej izberemo par nevzporednih vektorjev ain b
z izhodiščem O , nato pa nosilki vektorjev premaknemo s translacijsko grupo,

ki jo generirata translaciji Ta in T b (slika 3). S tem povemo, da lahko vse
elemente te grupe izrazimo samo z njima . Vozlišča mreže , to so preseki teh

premic, so določena zvektorji

na + mb n , mE Z .

• Slika 3. Ravninska mreža

Rečemo tudi : vozlišča dobimo tako , da delujemo s translacijsko grupo
na izhodišče O. Simetrijska g rupa ravninske mreze vsebuje kot podgrupo vsaj
simetrijsko grupo , ki jo generirata Ta in T b , pa tudi rotacijsko grupo , ki jo

generira vrtež za 180° . Le redke so mreže , ki jih ohranijo tudi druge rotacijske

grupe ; a še te so kvečjemu take , ki j ih generirajo vrteži za kote 360° / n , kjer
je nI , 2,3 ,4 ali 6.

S to ugotovitvijo smo se že dotaknili kristalografskih grup , ki ohranjajo

mrežo . Omenimo le, da so na neskončnem traku našteli 7 , na ravnini 17 in
v prostoru 230 takih grup. Ime so dobile po tem, ker ohranjajo prostorsko
razporeditevatomov v kristalih . Zakaj jih obstaja prav toliko, je mogoče
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ugotoviti z zahtevnejšim in globlj im pogledom v teorijo grup .

Spomnimo se , da smo stalno ponavljajoč se vzorec na neskon čnern traku
veni prejšnjih številk Preseka imenovali ornament na traku . Analogno lahko

imenuj emo ornament na ravnini vsak , na poseben način ponavljajoč se vzorec ,

ki izpolnjuje ravnino.
Tako kot smo natančnejše defini cijo ornamenta na traku oprli na izomet­

rije , poskusimo njegovo def inicijo na ravnin i opreti na teorijo grup , saj smo
spoznali , da simetrijska grupa začetni vzorec ohranja . Torej lah ko rečemo :

Simetrijska grupa ornamenta v ravnini je grupa vseh izometrij ravnine, ki
ornament ohranjajo . '

Ko zaslutimo, da je to v tesni zvez i s simetrijsko grupo m rež , smo dovolj
pripravljen i, da se v naslednji številki Preseka lahko lotimo ornamentov na

ravruru .

Milena Strnad

ŠTEVILSKA KRIIŽANKA - Rešitev s str. 52
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8. ŠOLSKO TEKMOVANJE IZ MATEMATIKE ZA
SREDNJEŠOLCE

V decembru 1991 smo za prvi preizkus znanja iz matematike poslali na šo le
spodnje naloge. V četrto nalogo za četrti letnik seje prikradla neljuba napaka,
za kar se tekmovalcem opravičujemo. Tu objavljamo popravljeno inačico .

Prvi letnik

1. Kolikšna je vrednost izraza

ab + ae + ad + be + bd + ed,

če je

2. V enakosti MUHA + MUHA = SLON zamenjaj č rke s števkami
(ciframi). Različne črke pomenijo različne števke. Soglasni ki predstavljajo
števke ene parnosti , samoglasniki pa števke druge parnosti.

3. Janezek je med počitnicami zaslužil 84 bankovcev, od tega jih je bilo
nekaj po 5 tolarjev in nekaj po 50 tolarjev. Sošolec Miha mu je ponudil
zamenjavo: za vsak bankovec po 5 tolarjev mu da bankovec za 10 tolarjev in
za vsak bankovec po 50 tolarjev dva bankovca za 10 tolarjev. Janezek je hitro
izračunal. da pri tej menjavi ničesar ne pridobi in ničesar ne izgubi . Koliko
bankovcev po 5 tolarjev je imel?

4. Utemelji odgovor na vpraša nje, ali obstaja pravokotnik, ki ima obseg enak
vsoti dolžin diagonal.

Drugi letnik

1. Pokaži , da za poljubno realno število 5 :s a :s 10 velja enakost

Ja+3-4~+Ja+8-6~= 1.

2. Naj bosta ain 6 enotska vektorja . Vektor c = a + 26 je pravokoten na
vektor d =5a - 46. Kolikšen je kot med vektorjema ain 6?

3. Konstruiraj krožnico , ki se dotika koordinatnih osi in gre skozi dano točko

na simetrali lihih kvadrantov, če ima ta točka pozitivni koordinati .
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enakima polmeroma ln naj bo4. Naj bosta 51 in 52 središči krožnic z
polmer 51 P prve krožnice vzpore­
den spoimerom 52Q druge krožni­
ce. Točke 51, T, 52 in V ležijo
na isti premici . Poišči zvezo med
kotoma cx in (3.

Tretji letnik

1. Poišči vsa realna števila a , ki zadoščajo enačbi a( a - 1)(a - 3)( a - 4) =
=(a -2)4 .

2. Reši enačbo 4x + 9x + 25x = 6x + lQx + 15x .

P k
v . da i (l-sincx-coscx)(l-sincx+coscx)

3. oaZI, a Izraz . ( . ) ni odvisen od cx .
Sin cx 1 - sin cx

(b) -rZXY = 90° (c) ZX = ZY (d) ZY = 2 · ZX

4. Dani sta premica p in daljica
XV , ki imata edino skupno točko

Y. Daljica ni pravokotna na premi­
co p (slika) . Le izberemo na premici
točko Z tako, da je vrednost ulomka
ZY . v . v \.

= najvecja mogoca , Veja:
ZX
(a) -rXY Z = 90°

y

Utemelji svojo izbiro.

Četrti letnik

1. Vsota 101 zaporednih lihih števil je 12827. Katero je najmanjše liho
število, upoštevano v vsoti?

1
2. Za funkcijo f: Q --+ lO velja f( x) + 3f( -) = x2 , če je x f:. O. Določi

x
f(2).

3. Enačba (x + 1)y2 - 2xy + x-I = O določa dve krivulji. Nariši njuna
grafa .

7fX
4. Poi šči vse realne rešitve enačb e x + tg 8 + 2x = 7, ki ležijo na intervalu

(-4,4).

Darjo Fe/da



PRENIČlANA ŠTEVILA - Rešitev s str. 59

1. Poiščimo najprej vsa t rim estn a št evila v M . Le kak šn o obst aj a , ga lahko
za pišemo v obli ki X2 0XI, kj er sta Xl in X2 nen i če ln i števki ( cifri) . Po leg t eg a

obstaj ajo t ake neničelne števke YI , Y2 in Y3, da velj a

torej

in tedaj

Xf + 2XI X2 102 + xi 104 = YI + Y2102 + Y3104 . ( 1)

Od t o d sledi , da dasta št evili xf in YI pri deljenju s 100 enak ostanek. Ker

sta obe manjši od 100 , velja enakost YI = xf, ki pove tudi , da je Xl :s: 3 .
Upo števajmo to v (1) in na obeh st raneh delimo s 100 . Že vidimo , da sta t udi
št evili Y2 in 2XIX2 manjši od 100 in dasta pri deljenju s 100 ena k ostanek ,

torej sta ena ki: Y2 = 2XI X2. Spet se vrne mo do (1) in najdemo še zve zo
Y3 = xi · Ponovimo dobljen e ena kos ti :

iz katerih pov zamemo ocene

ki vod ijo do iskanih t rim est nih števil

101 , 102 , 10 3 , 201 , 202 , 301.

V M ni šti rimestnih števil, petm estna pa dobimo podobno kot tr im estna .
Našt ejmo j ih :

10101 , 10102 , 10 10 3 , 10 20 1 , 102 02, 201 01,201 02 ,202 01,30101,

podrobnosti pa prepustimo bralcu .

2. Poišč i mo najprej vsa Il- m est na št evila iz M, torej vse šesterice n en i čelnih

števk Xl, x2 , . .. x6 , za katere ob staj aj o take neni č elne šte vke YI, Y2, . . .Yu,
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da velja

Ured imo gornjo enakost po potencah števila 10

+(2XIXS + 2X2X4 + xl )108 + (2XIX6 + 2X2XS + 2X3X4)10I0+

+(2X2X6 + 2X3 XS + xl )1012 + (2X3X6 + 2X4 XS)10I4+ (2)

+(2X4 X6 + xl)10 I6 + 2XS X6 10I8 + xb 020 =

= YI + Y2102 + Y3104 + Y4106 + Ys108 + ... + Yn 1020

in sklepajmo tako kot pri trimestnih številih. Najprej vidimo , da velja YI = xl
in Y2 = 2XIX2· Od tod iz (2) sledi, da števili Y3 in 2XIX3 + xi pri deljenju
s 100 dasta enaka ostanka . Ker sta obe manjši od 100 (zakaj?) , sta enaki.
Ta ko postopoma ugotovimo, da sta poljubna faktorja ob enakih potencah
števila 10 v (2) enaka . Pridelamo torej 11 enakosti . Oglejmo si šesto :

Ker so vsa števila v njej naravna in manjša od 10, je kvečjemu en Xi večji od
1, pa še ta je lahko največ 2 . Te možnosti dajo vsa 11-mestna števila iz M :

10101010101,

10101010102,10101010201,10101020101,

10102010101 ,10201010101 ,20101010101 .

Podobno obdelamo 13-mestna števila iz M . Prvih šest enakosti je prav takih
kot za 11-mestna števila , sedma pa je

Ta skupaj s šesto enakostjo da vsa iskana 13-mestna števila :

1010101010101,

1010101010102,1010101010201,1010101020101,

1010201010101,1020101010101 ,2010101010101.
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Pri 15-mestnih številih iz M zapišimo le osmo enakost :

Y8 = 2( XI X8 + X2 X7 + X3 X6 + X4XS).

Ta nam pove, da je Xi = 1 za vsak i E {1, 2" " , B} , torej je edino iskano
15-mestno število

101010101010101.

Podobno vidimo, da je

10101010101010101

edino 17-mestno štev ilo iz M. Večjih števil M nima , saj za vsako več kot
17-mestno število iz M dobimo enačbo

ki v okviru števil 1, 2, ",,9 nima nobene rešitve. Množica M je torej končna .

Boris Lavrič

190. OBLETNICA SMRTI SLAVNEGA MATEMATIKA
Rešitev s str. 32
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UPORABA KOMPLEKSNIH ŠTEVIL V RAVNINSKI
GEOMETRIJI - drugi del

V prvi številki Preseka smo definirali kompleksni nagib premice skozi to čki o

· {3 k {3 - o D k ,. di Id " di .ln ot X = ==---- . oaza I smo tu I nas e nJI tr ItVI:

Premici sta vz~o-;-e~i natanko tedaj, ko sta kompleksna nagiba enaka.
Premici sta pravokotni natan ko tedaj , ko sta kompleksna nagiba nasprotna .

Tako smo se pripravili na obravnavo trikotnika v kompleksni ravnini .
Naj bodo tri razli čna kompleksna števila o, {3 in 'Y ogli šča tr ikotnika . Pred­
postavimo lahko , da leži središče trikotniku očrtane krožn ice (ozna čimo ga z
o) v koordinatnem izhodišču (torej o = O) in da je polmer tega kroga enak
1. Tedaj je oa ={3{3 = 'Y'Y = 1. Le pri teh pogoj ih izračunamo kompleksni
nagib premice, na kateri ležita točki o in {3, dobimo

f!.- - o = {3oa - o{3{3 = -o{3 .
e -.« e. :»

Podobno dobimo za nosilki drugih dveh trikotnikovih stran ic.

Oglejmo si sedaj nekaj zanimiv ih rezultatov:

• Recimo, da je trikotnik enakokrak z vrhom pri 'Y. V tem primeru je premica
skozi 'Y in -'Y simetrala daljice med o in {3 in je zato pravokotna na premico
skozi o in (3. S kompleksnimi nagibi to zapišemo

'Y - (-'Y) 2

( )
= 'Y = o{3 .

'Y - - 'Y

Dokaz lahko preb eremo nazaj tudi v obratni smer i.
Torej : trikotnik je enakokrak (z vrhom pri 'Y) natanko tedaj , ko velja za oglišča

zveza o{3 = 'Y 2 .

• Kako bi izračunali nožišče višine iz 'Y v poljubnem trikotniku?

N v' vv v ' • ' v ' • 'Y1 - 'Y {3 - o {3 .
ozrsce oznacrrno z 'Y1 ln zapistmo zvezi: =--= = -==---- = o ln

'Y1 - 'Y {3 - a
{3 - o 'Y1 - o S h I' da i . k ' .- _ = =--=. prvo zvezo smo za teva 1, a je premica s OZI 'Y ln 'Y1
{3 - °k 'Y1 - o . k ' . {3 d di v' . . k .pravo otna na prerruco s OZI o ln , z rugo pa , a eZI 'Y1 na premier s OZI



117

Q in {3. Sistem (z neznankama 'YI in 'YI) rešimo in dobimo

'YI =
Q + {3 + 'Y - Q{3'f

2

Podobno določimo še ostali dve no ži š č i .

• Tudi višinska točka K trikotnika ne dela težav:
K-'Y

Zapišimo pogoja pravokotnosti višin na dve stranici :
{3-Q

---
K-'Y lJ-Ci

{3 " K - {3 'Y - Q S" v · " d bi {3= Q ln _ _ = -=---= = Q'Y . Istem restrno ln o Imo K = Q + + 'Y .

E K - {3. 'Y da Q d "1" di " k . ' v'nostavno preverimo , a smo za osti I tu I pogOJU pravo otnosti vrstne na
" "K-Q 'Y-{3

tretjo straruco : =---= = - ------= = {3'Y.
K-Q 'f-{3

Q+{3+'Y
• Težišče trikotnika lahko zapišemo takoj : T = --,---­

3

Vidimo, da lež ijo točke o, T ln K na isti prerruci, To premi co im enuj em o

Eulerjeva premica .

• Oglejmo si še neko karakteristično lastnost enakokrakih trikotnikov:
Naj bo trikotnik enakokrak z vrhom T Potem je Eulerjeva premica pravo­
kotna na osnovnico in lahko zapišemo XE = Q{3. Tudi tu velja obrat :

I Q + {3+ 'Y {3 k" v "" I' {3 2z X E = = Q Z ne aj ra cunanja rzp e Jemo Q = 'Y .
Ci+{3+'f

Trikotn ik je torej enakokrak (z vrhom 'Y) natanko tedaj , ko za nagib Eulerjeve
premice velja XE = Q{3.

• Na tej premici leži tudi središče krožnice devetih točk ; tega si bomo sedaj
ogledali.

N " b I " vv d lii d d {3 T " Q + {3 Podobnoaj o 'Y2 razpo ovisce a jice o Q o . oreJ 'Y2 = -2-

označimo še Q2 in {32·

N " b I " v v d 1" d d T" 'Y + K Q + {3aj o 'Y3 razpo ovrsce a jice o 'Y o K. orej 'Y3 = -- = 'Y + --o
Podobno označimo še Q3 in {33 . 2 2
Hkrati z že izračunanimi nožiš či višin (točke Ql, {3l, 'YI) smo tako definirali

devet točk : Qi, {3i, 'Yi (i=1,2,3) .
Vse te točke ležijo na isti krožnici, kar ni težko videti , saj so vse enako od-
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• v a+,6+')'
daljene od tocke o= 2 .

Izračunajmo najprej tri razdalje : bl - 61 = 1- a,6ry/21 = 1/2
11'2 - ol = 1- "t /21 = 1/2 in 11'3 - 61 = 11' /21 = 1/2. Ostalih šest razdalj pa
nam pravzaprav ni treba računati , saj lahko v gornjih treh enačbah dvakrat
ciklične zamenjamo števila o , ,6 in ')'.
Središče O tega kroga spoimerom 1/2 pa seveda leži na Eulerjevi premici.

l3

Krožnica devetih točk

• Oglejmo si še en primer uporabe kompleksnega nagiba :

Trikotniku z oglišči o , ,6 in ')'
očrtarno krožnico. Spet lahko pred­
postavimo, da leži središče trikot­
niku očrtane krožnice v koordinat­
nem izhodišču in da je njen polmer
enak 1.
Na krožnici izberemo točko F. Pra­
vokotne projekcije te točke na pre­
mice nosilke posmeznih stranic oz­
načimo z a'; ,6' in ')" , Dokazali bo­
mo, da ležijo te točke na isti premici;

-r:>;
/ / / -. -,

/ ' / -, \li "'- \ .
-J.iJ' "'-" \\

I - -_ \,II .....--- - b l
\ '. .- - - .- ~I .I :j.'
+---_.:.~--- - .' - ,.

rl \ . -/_,, _
I . . "\ -

\ . j u''''-,'" ~~"<, /' l ."'-----_ ........-
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imenujemo jo Simsonova premica .
Izračunali smo že

o. + f3 + e- 0.f3f." = -----,-----
2

in " kolinearne .

Z kai v k " hi idi d'" - i3' (3 t Z dine aj racuns e spretnosti itro VI Imo, a je =--= = o. ,<.. ara I

" - (3'
" - 0.' -simetrije velja tudi = o.f3,e, kar pa že pomeni , da so točke 0.' , f3'
" - 0.'

• Več truda in računske spretnosti pa zahteva izračun središča trikotniku
včrtane krožnice, ki ga označimo s o .

Navedimo samo rezultat: a = ...raJj + V1Yi +..;rcx. Pri izračunu kvadrat­
nega korena VfiI/ izberemo vedno tisto število, ki leži na sredini pozitivno
orientiranega loka od Il- do v .

• Za zaključek pa izpeljimo še eno karakteristično lastnost enakokrakih trikot­
nikov:
Trikotnik je enakokrak natanko tedaj , ko leži središče včrta ne krožnice na
Eulerjevi premici.
Poiščimo najprej enačbo za nagib premice skozi o in a:

...raJj + V1Yi + ..;rcx
Xu = 1 1 1--+-+-­# ViFi ~

0.(3..rr + (3, va + ,0.../13
va+../13+..rr

Trikotnik je torej enakokrak natanko tedaj , ko je Xu = XE .
V ta namen si oglejmo izraz Xu - XE . Z veliko mero potrpežljivosti izraču­

namo razliko teh dveh ulomkov in števec tako dobljenega ulomka razstavi mo .
Izraz v števcu je (V1Yi - o.)(..;rcx - (3)(...raJj - , )Jo.(3,. Odtod lahko
preberemo dokaz v obe smeri.

Uporaba kompleksnih števil v geometriji ni težka - zaheva nekaj misel­
nega napora in precej računske spretnosti .

Matjaž teljko



120

UPORABA OSTANKOV PRI PROBLEMIH IZ TEORIJE
ŠTEVIL

Ogledali si bomo uporabo ostankov pri nekaterih problemih iz teorije naravnih
števil, ki navidez nimajo z ostanki nobene direktne zveze. Včasih se namreč

izkaže, da različn i algebraični izrazi ne morejo biti povsem poljubni, ampak
imajo pri deljenju z nekaterimi števili povsem določene ostanke . Oglejmo si
najprej preprost zgled.

Zgled 1. Dokaži, da enačba x 2 - 3y
številih .

14 rume rešitve v naravnih

Pri deljenju s 3 ima število x lahko tri različne ostanke:

1. možnost . 5tevi lo x je oblike 3k .

Tedaj je število x 2 - 3y deljivo s 3 (z drugimi besedami x 2 - 3y ima pri
deljenju s 3 ostanek O) in zato ne more biti enako 14, ki ima pri deljenju s 3
ostanek 2.

2. možnost. 5tevilo x je oblike 3k + 1.
Tedaj je

x 2
- 3y = 9k 2 + 6k + 1 - 3y = 3(3k2 + 2k - y) + 1,

to rej ima število x 2 - 3y pri deljenju s 3 ostanek 1 in zato ne more biti enako
14.

3. možnost. 5tevilo x je oblike 3k + 2.
Tedaj je

x 2
- 3y = 9k2 + 12k + 4 - 3y = 3(3k2 + 4k + 1 - y) + 1,

torej število x 2 - 3y ne more biti enako 14.
Ker smo upoštevali vse možnosti in rešitve nismo dobili, enačba pač ni

rešljiva v naravnih številih.

S podobnim prijemom bomo ugnali malce drugačen problem.

Zgled 2. Poišči vsa tista naravna števila n , za katera je število 2n - 1
popolni kvadrat.
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Napišimo nekaj prvih členov zaporedja :

21
- 1 = 1

22
- 1 = 3

23
- 1 = 7

24
- 1 = 15

25 - 1 = 31.

Vidimo, da dajo vsi členi, razen prvega, pri deljenju s 4 ostanek 3. Tudi v

splošnem to z lahkoto dokažemo, saj je za vsak n ~ 2 število 2n deljivo s 4 .

Od tod sledi :
Le bi veljalo 2n - 1 = m 2 , potem bi moralo biti število mliho.

1. možnost. Število m je oblike 4k + 1.
Tedaj je

m2 = 16k2 + 8k + 1 = 4(4k2 + 2k) + 1

in da pri deljenju s 4 ostanek 1, zato ne more biti enako številu 2n - 1 za

n > 2.
2 . možnost. Stevilo m je oblike 4k + 3 .

Tedaj je

m2 = 16k2 + 24k + 9 = 4(4k 2 + 6k + 2) + 1

in podobno kot prej ne more biti enako številu 2n - 1 za n ~ 2. Ostane nam

še možnost n = 1, ki nam da edino rešitev 21 - 1 = 12 .

Zgled 3. Dokaži, da obstaja neskončno mnogo naravnih šte vil, ki j ih ni
mogoče zapisati kot vsoto treh kubov naravnih števil.

Le vzamemo naravno število n , moramo rešiti enačbo n = x 3 + y3 + z3

v naravnih številih ali pa pokazati , da rešitev te enačbe ne obstaja . Takoj se

vidi , da za števila 2 , 4 , 5 , 6 , 7 , 9 , 11 enačba ni rešljiva . Na prvi pogled pa

ni jasno , kaj je z rešljivostjo te enačbe za velike n. Na pomoč bomo tokrat

poklicali ostanke pri deljenju z 9 . Vzemimo poljubno naravno število x .

1. možnost . Stevilo x je oblike 3k.
Tedaj je x 3 očitno deljiv z 9 .

2 . možnost. Št evilo x je oblike 3k + 1.
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Tedaj

da pri deljenju z 9 ostanek 1.
3. možnost . Stevilo x je oblike 3k +2.

Tedaj

x 3 = 27 k3 + 54k 2 + 36k + 8 = 9(3k3 + 6k 2 + 4k) + 8

da pri deljenju z 9 ostanek 8.
To pomeni, da lahko dajo števila x 3 , y3 in z3 pri deljenju z 9 ostanke

0, 1 ali 8. Zdaj imamo 27 možnih kombinacij glede na ostanke posameznih
števil x3 , y 3 in z3. Le preverimo vse, dobimo , da ima število x3 + y3 + z3

lahko pri deljenju z 9 ostanek 0, 1, 2, 3, 6, 7 ali 8. To pomen i, da tistih
števil, ki dajo pri deljenju z 9 ostanek 4 ali 5, ni mogoče izraziti kot vsoto
treh kubov. Seveda je takih števil neskončno.

Se več informacij o ostankih dobimo takrat, ko imamo opravka s prašte­
viii. Pri deljenju s 6 lahko liho število daje ostanek 1, 3 ali 5. Le pa imamo
praštevilo različno od 3, potem pri deljenju s 6 tudi ostanek 3 ni možen. Le
bi namreč imeli p = 6k + 3 = 3(2k + 1) , bi število p ne bilo praštevilo . Ta
razmislek nam bo prišel prav v naslednjem zgledu.

Zgled 4. Dokaži, da je število p2 - 1 deljivo s 24 za vsako praštevilo p,

ki je večje od 4:

1. možnost Stevilo p je oblike 6k + 1. Tedaj je

p2 _ 1 = 36k2 + 12k = 12k(3k + 1).

Torej je število p2 - 1 deljivo z 12. Hitro se lahko prepričate , da je eno od
števil k in 3k + 1 sodo , drugo pa liho, kar pomeni, da je število k(3k + 1)
deljivo z 2, število p2 - 1 pa s 24.

2. možnost . 5tevilo p je oblike 6k + 5.
Tedaj je

p2 _ 1 = 36k2 + 60k + 24 = 12(3k2 + 5k + 2) .

Hitro se lahko prepričate , da je število 3k 2 + 5k + 2 vedno sodo, zato je
število p2 - 1 deljivo s 24.

Za konec pa še en zgled s praštevili .
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Zgled 5. Poišči vsa taka praštevila p, da je 14 p2 + 1 praštevilo.

Naj bo p "# 3 . Ker je p praštevilo , ni deljivo s 3, zato daje pri deljenju s
3 ostanek bodisi 1 bodisi 2.

1. možnost . 5tevilo p je oblike 3k + 1.
Tedaj je število

14p2 + 1 = 9 . 14k2 + 6 . 14k + 15 = 3(42k2 + 28k + 5)

in zato ni praštevilo .
2. možnost. 5tevilo p je oblike 3k + 2.

Tedaj je število

14p2 + 1 = 9 · 14k2 + 12 . 14k + 57 = 3(42k2 + 56k + 19)

in zato ni praštevilo. Le je p = 3, je 14p 2 + 1 = 127. Z malce vztrajnosti se
lahko sami prepri čate, da je 127 praštevilo.

Borut Zalar

POIŠČi OSNOVI - Rešitev s str. 41

1. Iz števk v računu razberemo, da mora biti osnova a številskega sistema
tako na ravno števi lo, večje od 7, ki izpo lnj uj e pogoj

ozi roma je rešitev enačb e

a3 - 9a 2 - 35a - 12 = O.

Ker so cele rešitve te enačbe lahko kvečjemu delitelj i njenega prostega
koef icien ta 12 , pride v poštev le a = 12 . To je res rešitev, saj je

a3
- 9a 2

- 35a - 12 = (a - 12) (a 2 + 3a + 1) .

2. Ker je

(2a + 1)(a2 + 2a + 2) = 2a3 + 5a2 + 6~ + 2

identiteta , je račun pravilen v vsakem številskem sistemu z osnovo a 2': 7.

Marija Vencelj
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NALOGE ZA OGREVANJE

Naloge so v letu 1992 reševali učenci osnovnih šol v občini Ljubljana Moste

Polje na šolskem tekmovanju za bronasto Vegovo priznanje . Izbrali, priredili

oziroma sestavili smo jih učitelji na sestanku občinskega aktiva matematikov.

5. razred

1. Izračunaj vrednost izraza 15 - 3 · 2 + 2 . (103 - 10) + (32 - 4f.

2. V hotel je prišlo 100 turistov . 10 jih ni znalo ne nemško in ne francosko ,

75 turistov je govorilo nemško , 83 pa francosko . Koliko turistov je

govorilo oba jezika?

3. Krogu s premerom 6 cm o črta] kvadrat .

4. Dana je premica p . Nariši krožnico k spoimerom 3 cm tako, da bo

premica p njena tangenta .

5. Avto prevozi vsako uro 60 km. Za koliko mora povečati hitrost, da bo

na vsakem kilometru pridobil pol minute?

6. razred

1. Izračunaj vrednost izraza (15~-3~ ' 1 ~ ) . 2 fs - 0 , 6· 33 ~.

2. Učenec je prvi dan prebral ~ knjige, drugi dan ~ ostanka, tretji dan ~

novega ostanka, za četrti dan pa mu je ostalo 80 strani . Koliko strani

ima knjiga in po koliko strani je prebral prve tri dni?

3. Nariši trikotnik 6.ABC, ki je dan s podatki : a = 4 cm, Va

ta = 6 cm.

4. Nariši enakokraki trapez, če je : c = 4 cm, ro = 4 cm, 6 = 120°.

5 cm,

5. Vnuka obiskujeta babico . Prvi jo obišče vsak šesti dan , drugi pa vsak

osmi dan . V ponedeljek sta bila skupaj pri babici. Lez koliko dni in na

kateri dan v tednu se bosta spet srečala pri njej?
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7. razred

1. lzra čunaj vrednost izraza:

(
1 2 1.:. )30 _ ( _) +_4
2 0,02 ( )

2
0,04 62
-l i + 3 .(-5)2 '

2. Zbiralec mleka je pripeljal na kmetijo prazno posodo. Kmet j e najprej
napolnil 60% posode. Ko je prilil še 3/, je osta lo še vedno 25% posode
prazne . Koliko lit rov drži posoda?

l. 25 delavcev bi izkopalo jarek v 11 urah . Dve uri po za četku dela jim
pride na pomoč še 20 delavcev . V koliko urah bo izkopan jarek?

B(1 , -

a---,
I
la
I
I

Ploščina črtkanega lika meri 25
cm2. Koliko meri njegov ob­
seg?

4. V pravokotnem koordinatnem sistemu nariši točki A(-2 , -1) iri
-3) . Obe točki prezrcali čez abscisno os.

a) Zapiši koordinate točk A' in B' .
b) Nariši lik AB B' A' in izra čuna] njegovo ploščino.

5.

8. razred

1. Reši ena čbo 5( x-3) _ 7(x+l) _ x -2 _ 3(3x + l ) _ 3(6x -5 )
2 6 3 - 4 5

2. V ulomku je števec za 3 manjši od imenovalca. Le od števca in imeno­
valca odšteješ 2, dob iš ulomek i . lzra čunaj obratno vrednost prvotnega
ulomka .

3. Na sliki je vzdolžni prerez bazena . Njegova širina je 12 m.

a) Koliko vode je v bazenu , če je
njena gladina 2 dm pod ro­
bom ?

b) Za koliko se dvigne gladina vo­
de v bazenu, če dotočirno 30 hi
vode?

4. Nariši premici y = - 152 x + 5 in y = -152 x + 10. lzra čunaj ploščino lika,
ki ga omejujeta dani premici in odseka na koordinatnih oseh .



126

5. Poenostavi izraz in izračuna] njegovo vrednost za a = -~:

2a 2 - 2

3a 2 - 12

3a 2 - 12a + 12

a2 + 2a + 1

8a - 16
. 4a + 8 .

Aleksander Potočnik

TRIKOTNIK V KVADRATU - Rešitev s str. 23

Oglišče danega kvadrata označimo s K, L, Min N, oglišče vanj včrtanega

enakostraničnega trikotnika pa z A. B in e. Očitno nobeni dve oglišči trikot­
nika ABC ne ležit a na ist i stranici kvadrata . Zato dve ležita na nasprotnih
stranicah kvadrata : A. denimo, na K L; B pa na M N . Označimo z O
razpolovišče daljice AB in predpostavimo, da ' C leži na K N . Daljica BC je
tedaj hipotenuza pravokotnih trikotnikov BNC in BOC, torej je štirikotnik
CD B N tetiven (središče njemu očrtane krožnice je razpolovišče hipotenuze
BC) in velja

LCN 0= LCBO = 60°.

Podobno vidimo, da je

LCKO = LCAO =60°,

torej je trikotnik O N K enakostrani­
čen. Kadar točka C leži na stranici
LM, je iz enakih razlogov trikotnik
DL M enakostraničen.

Tako , pripravljeni smo, da od­
govorimo na postavljena vprašanja .
1. Izberimo na premici K L poljubno točko Al in z vzporednim premikom
vzdolž K L preslikajmo včrtani enakostranični tr ikotnik ABC v Al Bl Cl . Ker
poznamo dolžino lAl Bli = b, lahko načrtamo trikotnik Al Bl Cl (takšnih
trikotnikov je več), zaradi vzporednosti CCI in K L pa potem z vzporednim
premikom še iskani trikotnik ABe.
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K

B

A L

Opisana konstrukcija nam pomaga poiskati števi lo vseh včrtanih enako­
strani čnih trikotnikov z dano dolžino stranice. Najmanjši ima stran ico dolgo
a , tedaj b = a , pri največjem pa dolžino stranice izračunajrno s pomoejo slike:

Pitagorov izrek nam da enakost

= (2 - J3)a 2 ,

iz katere dobimo

b =2,/2 - J3a =(../6 - V2)a .

c

Torej pri b < a in pri b > (../6- V2)a včrtani trikotnik ne obstaja. Pri b = a
in pri b = (v'6 - v'2)a obstajajo štirje včrtani enakostranični trikotniki, pri
a < b < (v'6 - V2)a pa jih je osem .

2. Zaznamujmo z Dl, D2 in D3 oglišča enakostraničnih trikotnikov LMDI ,
NK D2 in K LD3, ki ležijo v kvadratu , nato pa na stranici K L določimo toeki
El in E2, tako da je Dl na daljici N El in D2 na daljici M E2.

S pomoejo dokazanih lastnosti lahko za vsako točko A osnovnice K L
najdemo včrtani enakostranični trikotnik ABe in ugotovimo, da je en sam.
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/VI
Q-~~---------<;>

No- -Q/VI

Cr---?T-~---..Ll

Kadar A leži na K El , je eno od oglišč B, C zrcalna slika točke A glede na
Dl, kadar je Ana E2L. je eno od oglišč B, C zrcalna slika točke A glede na
središče 02, ce pa A leži na daljici El E2, sta B in C presečišči pravokotnice
na A03 skozi 0 3 s stranicama L M in K N. Podrobnosti prepustimo bralcu .

Boris Lavrič

ENOSTAVNI PLAŠČi

Plašč kocke razrežimo po nekaterih robovih kocke . Kadar je tako raz rezani
p lašč iz enega kosa in ga lahko brez prekrivanja razgrnemo v ravnino , ga
imenujmo enostaven ravninski plašč kocke .

1. Koliko robov kocke je treba prerezati , da dobimo enostaven ravninski
plašč?

2. Poiščite vse razgrnjene paroma neskladne enostavne ravninske plašče

dane kocke.

Boris Lavrič
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1. Postavi dvanajs t vžiga lic tako , kot vidiš na sliki.

EE
Sedaj pa premakni nataneno tr i vžigalice tako , da bodo nastali trije
kvadrati.

2. Postavi petnajst vžiga lic tako , kot kaže slika.

Premakni nataneno štiri vžigalice ta ko, da bosta nast ala dva kvadrata.

3. Vzemi v roke škarje in kvadraten list papirja .

(a) S šti rimi rezi razdeli kvadrat na 16 enak ih delov.

(b) Z dvema rezoma razdeli kvadrat tako , da boš iz dobljen ih delov

lahko sestavil dva enako velika kvadrata .

Borut Zalar




