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MALUGE

SLUCAJ ALI PRAVILO?

Mare je najhitrej$i raunar v razredu. Kvadrate dvomestnih Stevil ratuna kar
takole:

S Sk
: 4@ (50-46)*<1

Ali: 592 = 3481, ker je 59 — 25 = 34 in (50 — 59)2 = 81. Sta rezultata

sluZajno pravilna, ali pravilo res deluje?

Marija Vencelj
TRI FUNKCIJSKE ENACBE

Zaznamujmo z IR mnoZico vseh pozitivnih realnih Stevil. Pois&i funkciji
f, g: IRt — IR, &e f ustreza pogoju

xf(y)+ yf(x) = (x+ ) (x)f(v),
g pa pogoju
g(x+ y) = 9(x)* + g(v)?

za vsak par Stevil x > 0, ¥ > 0.

Naj bo p nekonstanten polinom z realnimi koeficienti. Ali obstaja kakZna
nenicelna funkeija h : IRT — IR, za katero velja enakost

h(x +y) = p(x)h(x) + p(y)h(y)

pri poljubnih pozitivnih stevilih x in y?

Boris Lavric
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DELFIN

Delfin je drobceno ozvezdje, ki leZi na severni nebesni poluti. Iz naZih krajev
ga izsledimo brez teZav, e vsaj malo poznamo ozvezdja jesenskega vefernega
neba. Pet najsvetlej3ih zvezd ozvezdja, od katerih 3tiri leZijo v ogli3€ih romba,
lahko oblikujemo v podobo, ki spominja na majhnega delfina.

Delfin je junak Stevilnih miti€énih zgodb. Ve&inoma nastopa kot reSitelj.
Zaradi zaslug za njegova dobra dela so ga bogovi ovekoveéili v ozvezdju.

Ena od legend pripoveduje, ka-
ko je Pozejdon, gr¥ki bog morij, na o%eézﬁm TIXVII.
delfinu popotoval po svojem neiz-
mernem morskem kraljestvu in si
med nereidami, prijaznimi morskimi
nimfami, izbiral nevesto. Zelo mu
je bila ve€ mlada, brhka Tetida. A
prerokovali so, da bo Tetidin sin mo-
énejsi od svojega ofeta®. Zato se
je Pozejdon namenil, da se bo raje
oZfenil s €edno Amfitrito. lz uZa-
ljenosti, ker je Pozejdon Ze preje ni
opazil, pa je Amfitrita zbeZala in se
skrila pri titanu (velikanu) Atlasu.

Dolgo &asa je Pozejdon iskal
pred poroko beZefo Nerejevo hier.
Ni in ni je mogel najti. Sele delfin
je odkril njeno skrivali€e. Za to us-
lugo je Pozejdon odnesel delfina na

Slika 1. Takole je ozvezdje Delfina nar-

nebo, ga POStaViI med zvezde, kjer isano v starem zvezdnem atlasu Uranome-
od tedaj, tako pravijo, sveti ozvezd- trija iz leta 1645,
je Delfina.

Po drugi legendi je v ozvezdju ovekoveZen delfin, ki je reZil smrti pesnika
in godca Ariona, ko se je ta po uspe3ni pevski turneji po ltaliji z ladjo vraéal
v rodno Gréijo. Posadki ladje je prilo na uho, da Arion s sabo pelje ogromno
bogastvo. Sklenili so, da ga ubijejo in se polastijo njegovih dragocenosti.

* Po griki mitologiji se je Tetida na Zevsovo Zeljo poroéila z zemljanom (navadnim
smrtnikom) Pelejem, ki mu je rodila junaka Ahila. V trojanski vojni je mati zelo pomagala
Ahilu.
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Slika 2. Del jesenskega vefernega neba z ozvezdjem Delfina. To ozvezdje je vidno od
junija do decembra. Gama (y) Delfina je znano dvozvezdje (dvojna zvezda), primerno
za ljubiteljska opazovanja. Navidezni razmik med posameznima zvezdama je 10" (deset
kotnih sekund). Gama Delfina opazuj z mo&nejEim lovskim daljnogledom, postavljenim
na trdnem stojalu. Opis drugih vesoljskih teles v tem ozvezdju glej v Karti severnega in
JuZnega neba, Presekova knjiZnica 31, 1989.

5 s
;4;" on " DELFIN *
60 ; _
KASIOPEJA

Sij ‘i

i ! ! -

1.8. 1.10. 1.12.1967 tas

Slika 3. Pozno zveter 8.7.1967 je anglezki ljubitelj astronomije A.E.D. Alcock ob enem
svojih skoraj vsakononih daljnogledskih "sprehodov po nebu” zasledil v ozvezdju Delfina
svetlo zvezdo, za katero se mu je zdelo, da je prej Ze ni opazil. Ni se zmotil. Odkril je novo
zvezdo, danes imenovano Nova Delfina 1967. Slika prikazuje €asovno spreminjanje sija te

nove. Pravi maksimum sija je nastopil Zele konec leta 1967. Nato je sij te spremenljive
zvezde hitro padel.
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Pesnik je milo prosil mornarje, naj mu izpolnijo poslednjo Zeljo, da zapoje.
Arion se je odel v svoja najbolj$a in najlepa oblaéila, se povzpel na krmo, vzel
v roke harfo in presunljivo zapel poslovilno pesem. V njej je slavil Apolona,
boga glasbe.

Nad morjem so se razlili zvoki €arcbnega napeva. Otarali so samega
Apolona, ki je proti ladji poslal delfina in mu naroéil, naj redi Ariona. Prav
tedaj, ko so ga mornarji hoteli zgrabiti, se je Arion s harfo v roki pognal v
morsko globino. V letu ga je ujel delfin in ga odnesel na obalo.

V zahvalo je dal Arion izdelati majhen kip delfina in ga postavil v svetiie.
Pozneje je Apolon vzel kip s tega mesta in ga postavil med zvezde na nebo,
da bi bil tam ve&ni spomenik pogumnemu in prijaznemu morskemu bitju.

Marijan Prosén

HITROST SMUCARSKEGA SKAKALCA

S prijateljem sva gledala smugarske skoke na 120 metrski skakalnici na olim-
pijskih igrah v Albertvillu. Razmi%ljala sva, kako bi se dalo enostavnsje
meriti dol%ino skokov. Sedaj je ob skakalnici razvri€ena mnoZica ijudi, ki
ocenjujejo doskok skakalea. Pri tem naredijo vEasih ve&jo napako, ponavadi
v korist domaZega skakalca. Prijatel] je omenil, da bi kazalo meriti €as skoka
namesto dolZine. Merili bi kar sodniki s pritiskom na gumbe, ki bi ustavili
stoparice, sproZene samodejno na vrhu odskoéne mize. Case in ocene za slog
skakalca bi potem obravnavali enotno. Tako bi se izognili tudi nesmiselnemu
in nevarnemu lovu za rekordnim 200 metrskim skokom. Ugovaral sem, da bi
se s tem skoki mo&no spremenili in ne bi bili ve€ tako privlaéni. Prijatelj se
je ob tem spomnil neke anekdote o profesorju Plemlju, ki ni preve€ maral za
smutarske skoke. Menda je trdil, da tudi deska "skoZi", €e jo vrZes z odskoine
mize. S tem je verjetno mislil, da skakalec prav malo vpliva na hitrost svojega
padanja v globino. Ce je hitrost res za vse skakalce enaka, sta €as skoka ¢ in
njegova dalZina s, ki jo merimo vzdol? tira, sorazmerni

5=vwvt.

Hitrost leta sva za nekaj tekmovalcev grobo ocenila. Pri nekem skakalcu sva
namerila &as t = 3, Bs, skok pa je bil dolg s = 96m. Hitrost sva izraéunals iz
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enache:
s 96m m
V_?_ 3,65_27-5_'

kar je okrog 100 km/h. Tudi pri zelo dolgih in izrazito kratkih skokih je
bila hitrost med letom blizu tej vrednosti. QOdloéila sva se, da bova dru-
go serijo skokov posnela in potem natanZneje merila ase skokov vseh 42
nastopajoéih skakalcev. Na pofasi predvajanem posnetku je mogofe meriti
Eas kar natan¥no. Na zaslonu vidimo zaporedje mirujogih slik, vsaka slika
pa je posneta v natan€no 40 ms. Televizijske kamere posnamejo namre€ 25
polnih slik v sekundi. To sva tudi preverila tako, da sva posnela uro, ki jo na
televiziji pokaZejo tik pred poroéili, in opazovala gibanje sekundnega kazalca.
Med zaporednima sli¢icama preleti skakalec nekaj veZ kot en meter. Pri $tetju
sva se lahko zmotila za dve sliici, saj trenutka odskoka in posebno doskoka
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Slika.1 Povpre&no hitrost skakalcev razberemo iz naklona premice, ki se najtesneje prilega
totkam. Vsi skakalci so imeli znotraj napak pri merjenju enako hitrost leta, saj nobena
tocka ni dlje od premice v vodoravni smeri kot za 2 enoti (80 ms) na abscisi. Zanimivo je,
da gre premica zelo blizu izhodis¢a diagrama (s = 0, t = 0); skakalci imajo torej ves Zas
leta po zraku priblizno enako hitrost.
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ni mogote oceniti bolje kot na eno slitico. Privzela sva, da so podatki o
dolZinah skokov brez napake.

Izmerke sva vrisala v diagram (s, t) . Na ordinatno os sva nanesla dolZino
skoka, na abscisno pa Ztevilo sli€¢ic med odskokom in doskokom. Vsak skok
ima v diagramu svojo piko, nekaj pik pa predstavlja po dva skoka razliénih
tekmovalcev. Narisala sva Ze premico, ki se na oko pikam najbolje prilega.
Njen naklon pove povpre€no hitrost ¥, s katero so skakalci leteli po zraku:

g 080 o p 2 vl
1,2s s

Iz grafa ni videti, da bi skakalci z dolgimi skoki leteli z ve&jo povpreZno
hitrostjo kot tisti, ki so skoZili manj. Najvegji vodoravni odmik tock od
premice ni ve&ji od 2, kar se sklada z napako pri merjenju €asa. Zaviralna
sila zraka je torej za vse skakalce pribliZno enaka. Boljgi skakalci se znajo z
odskokom in drZo telesa ter smuéi le dlje €asa obdrZati v zraku kot njihovi
tekmeci. Pri tem jim pomaga tudi veter, ki piha navzgor po skakalnici. Ali
lahko pri raunanju hitrosti skoka primerjamo skakalca z enako teZko desko?
Na desko, ki se skozi zrak giblje s hitrostjo v, deluje zraZni upor, ki ga
izratunamo iz enacbe:

Fu= %cupvr"s,

Z p smo oznatili gostoto zraka, ki je 1,3 kg/m>, z S plos&ino obrisa deske,
pravokotno na hitrost v, koeficient upora ¢, pa je za desko 1, 1. Upor mora
biti med letom enak skakalZevi teZi, saj se njegova hitrost ne spreminja prav
dosti:

Fy = mg,

_ [2mg
v_ﬁ’cups'

Skakalci so mladi fantje, zato ocenimo njihove maso na 50 kg, vifino pa na
175 ecm. Sirina bokov in prsi naj bo 0,45 m, zato ocenimo S na 0,8 m2. S
temi podatki je hitrost:

iz Eesar sledi za hitrost:

v = 33r4r|r'1s"'1r

kar ni prav dale€ od izmerjene povpreéne hitrosti.
Andrej Likar



A .

RALUNALNS TV

DERIVE, INSET, WORDSTAR, ...

Najbolj pogosto vpraZanje, ki ga slisim, odkar sem program DERIVE predstavil
v Preseku, je: "Kako spraviti na papir sliko funkcije, narisano s programom
DERIVE?" Poglejmo, kako to gre.

Program DERIVE sam ne omogo&a, da bi narisane slike izpisali na tiskal-
niku. Zato si moramo pomagati s pritajenimi programi, ki sluZijo za prenos
zaslonske slike na datoteko ali na tiskalnik. Teh je na voljo cela vrsta z zelo
razlignimi zmogljivostmi. V tem prispevku bomo uporabili INSET, program,
ki je priloZen urejevalniku besedil WordStar 6. Sicer ni med najboljgimi, a
zaradi raz3irjenost programa WordStar bomo opisali ravno tega.

Kaj pa sploh so pritajeni programi? Tema zasluZi svoj prispevek. Za
zdaj povejmo le, da so to taki programi, ki jih naloZimo v pomnilnik, nanje
'pozabimo’ in nadaljujemo delo z ostalimi programi (WordStar, Derive, ...).
Kadar pa potrebujemo usluge pritajenega programa, ga s posebno kombinacijo
tipk prikligemo, uporabimo in podljemo nazaj 'na €akanje'.

INSET

INSET je program, ki sluZi tako za prenos grafiéne slike na tiskalnik kot
tudi na datoteko. Od tam jo lahko vkljuZimo v besedila, ki jih napifemo z
urejevalnikom WordStar. INSET nam tudi omogoéa preprosto obdelavo te
grafiéne slike. Uporabljamo ga v pritajenem natinu — torej ga naloZimo v
pomnilnik in kasneje zaZenemo s posebno kombinacijo tipk. Opozoriti velja,
da moramo njegovo namestitev posebej zahtevati ob name%&anju WordStara.
Seveda pa ga lahko namestimo tudi kasneje.

Postavimo se na podrogje, kjer imamo shranjen program INSET. Z uka-
zom INSET ga naloZimo v pomnilnik. Na zaslonu zagledamo obvestilo, da je
program naloZen, njegove nastavitve in Ze je tu tudi pozornik operacijskega
sistema, ki omogofa nadaljevanje dela. Sedaj na INSET lahko pozabimo.
Kadar ga bomo potrebovali, bomo uporabili levi tipki [Shift]in [Ctel]l Pritis-
niti ju moramo hkrati. Ce pa je na% raunalnik opremljen z grafiZno kartico
Hercules, pa namesto te kombinacije uporabimo hkratni pritisk na kar tri
tipke. To so [Alt], leva tipka [Shift] in tipka [1]. Da ne bomo preobremenje-
vali moZganov, opazimo, da ustrezno kombinacijo tipk ob zagonu izpiSe tudi
program INSET sam.

Delo na rafunalniku nato nadaljujemo, kot da INSET-a sploh ne bi
bilo. Le ko ga potrebujemo, ga poklitemo. Takrat v spodnji vrstici zaslona
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zagledamo njegove izbire. Med njimi izbiramo tako, da s smernimi puZicami
ozna&imo Zeljeno izbiro in nato pritisnemo na tipko [(Enter] Izbrani ukaz
lahko prekligemo s pritiskom na tipko (Escl S pritiskom na tipko [Esc] tudi
zapustimo INSET.

INSET in DERIVE

Poglejmo, kako bi sliko funkcije 1/(9+x2+y2) izpisali na papir. Najprej
jo naridimo s programom DERIVE. Zato zaZenimo DERIVE in uporabimo
nasledn]i postopek:

e risanje slike:
— Author,
- 1/(9 + x" 2 + y" 2) [Enter]
- Plot,
~ Plot;
e aktiviranje INSET-a:
~ [L-Shift_L-Ctr] oziroma m;
e izpis na tiskalnik:
— pregledamo, ali je tiskalnik prikljugen,
- Print,
- Go;
e vrnitev v DERIVE:
- [Escl

Na papir se izriSe celotna grafiéna slika, skupaj z izbirami programa vred
— skratka popolna kopija zaslonske slike. Sicer nam dve ravni érti, ki sta
nad izbirami v programu DERIVE, olaj$ata rokovanje s Ekarjami, ampak ....
Narig§imo sedaj le del slike:

e nariZemo sliko;
e aktiviramo INSET:
e dolotitev dela slike:
— izberemo Madify,
- Clip,
— s smernimi pu¥&icami ozna&imo levi gornji rob slike,

— s smernimi pu€icami ozna&imo desni spodnji rob slike,
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~ [Enter]
~ [Escl
e izpis na tiskalnik;

e vrnitev v DERIVE.

Sedaj ni nobenih tefav z izrisom slik funkcij na papir in tako bodo stene
vadih sob namesto posterjev filmskih igralcev in pevcev lahko krasile razligne
cikloide, lemniskate, racionalne funkcije s petimi poli, ...

INSET in WORDSTAR

Ce pa se posterju Kevina Costnerja le %e ne mislite odpovedati in
boste namesto v srénico e vedno raje zasanjano strmeli v Axla iz skupine
Guns'n'roses, slike funkcij pa potlaéili v kakZno seminarsko nalogo, potrebu-
jete e nafin, kako sliko spraviti v datoteko. INSET nam bo pomagal le, Ee
bomo poroéilo pripravili s programom WordStar. Najprej sliko shranimo na
datoteko. To storimo podobno kot pri izpisu na tiskalnik:

e narifemo sliko;
e aktiviramo INSET in dolo&imo del slike:
e izpis v datoteko:
— Save,
- vnesemo ime datoteke (s podaljskom PIX),

e vrnitev v DERIVE.

Tako shranjeno sliko lahko kasneje s programom INSET spreminjamo,
ali pa vklju€&imo v besedilo, napisano z urejevalnikom WordStar.
V WordStar jo vkljuéimo takole:

e pozenemo WordStar in napiemo tekst do mesta, kjer bomo vkljuéili
sliko;
e vkljugitev slike:
- [Ctd P*],
- vnesemo ime datoteke s podaljtkom PIX. Paziti moramo, da vklju-
€imo tudi ustrezno pot do datoteke, &e podrogje ni pravo.

Ko je slika vkljuZena, WordStar ne naredi ni€ posebnega, le v oglatih
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oklepajih oznati ime datoteke z grafiéno sliko. Niti tega ne vidimo, kako velika
je slika. Njeno velikost si lahko ogledamo z ukazom Start Inset —[Ctr P&], ki
namesto oznake slike ozna&i robove. Pravzaprav smo s tem pognali INSET in
bi lahko naredili tudi nekaj sprememb. Zapomnimo si, do kam segajo robovi
in s tipko [Escl zapustimo INSET. V obmotju, ki ga zajema grafi€na slika, ne
sme biti drugega teksta. Ce je slika prevelika, jo moramo %e prilagoditi. Ne
pozabimo pa, da jo moramo prej s [(Ctrl P*] vkljuiti v tekst. Spreminjanje
slike poteka takole:

[Cil P&,

Modify;

ReSize;

Scale;

s puZ€icami ustrezno spremenimo velikost slike;

[Esc]
[Esc]

Ce je v tekstu ve€ slik, s tem spremenimo tisto, ki je najbliZje trenutnemu
poloZaju v datoteki. Ko smo vkljuéili vse slike, si besedilo lahko ogledamo z
ukazom Page Preview —[Ctrl OP] V podrobnosti se ne bomo spustali, saj
to spada v poznavanje programa WordStar.

Matija Lokar

SESTAVI NALOGO

V Cetrti Stevilki Preseka je bila zastavljena naloga Poii¢i izrek, katere reitev
najdete na strani 305. Crke je bilo treba zaZeti brati na pravem mestu,
iti v pravi smeri in preskakovati pravo Etevilo Erk, pa se je iz sréka izlugéil
matemati€ni izrek. Preprosto, posebno potem, ko reSitev najdes.

TeZje pa je vpra3anje, kako tako nalogo sestaviti. Zastavimo ga natan-
Eneje: Kak3en mora biti odnos med Ztevilom &rk v besedilu, zapisanem v
krogu, in dolZfino posameznega koraka pri branju besedila na zgornji naéin,
da bodo prile na vrsto vse napisane &rke, vsaka natanko enkrat do konca
besedila. DolZina koraka je Stevilo, ki je za 1 vegje od Etevila na posameznem
koraku preskoenih érk.

Marija Vencelj
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VSOTA n-TIH POTENC PRVIH m STEVIL

Predpostavimo, da za vsako naravno Stevilo n obstaja n + 1 funkeij
fr: R— R, k=0,1,..., n, tako da velja

1"4+27 4344 m" = fo(n)m" P+ A (n)m" +H(A)m" 4 fu(n)m

za vsako naravno Stevilo m. Ozna&imo z A vrednosti, ki jih funkcije fj
dosefejo v n in s temi oznakami zapi%imo vsoto n—tih potenc prvih m Ztevil
in vsoto n—tih potenc prvih m + 1 Stevil:

19 4 2P 30 o vk P = AP 4 Mym? 4 Do Y ik Anm

1742743 (m41)" = Ao(m+1)" 4 A1 (m+1)" 4+ - -+ Ap(m+1).

Odgtejmo prvo enakost od druge: (m + 1)" = Ag((m + 1)1 — m"+1) 4

+A1((m+1)" -m”)+)t2((m+1)”_ —m" ) 4 Xp((m+1)—m). Ce

upodtevamo, da je (m+1)K = 14 ( )m+ (g)m2+ reede (ki‘—l) mk—1 4 mk,
1

52, i k!
kjer je (‘;) = m

n41 n+1 = n
>\r:t(1+( ) )m+-'-+( i )m)+k1(1+(1)m+---+
n Ty _ n n n=1 n\ _
+(n_1)m )+ +An (1+(1)m+ +(n_1)m +m)—0

ali
(Ao+>«1+---+)\n—1)+m((n_;1)A0+(2)A1+---+ G)An_l_(;)).q.
+---+m”((":1)xo—1) =0.

Konstante Ay niso odvisne od m, zato je leva stran te enalbe pri vsakem
naravnem n polinom (naravne) spremenljivke m. Ta bo identiZno enak nig,
€e bodo vsi koeficienti enaki nié&:

lahko dobljeno enakost zapifemo
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(”H)Ao-l:o

n

n<41 n n B
(o (o2 () =0

M+t o+ A—-1=0.

lzrazimo po vrsti iz vsake enabe Ay z naJvIEym indeksom, ki v I"IjEJ
nastopa, in upo3tevajmo, da je Aj pomnoZen z izrazom oblike (‘H) ki je
enak [+ 1:

1
SO
i +
o) = (2t
1= n
- (a22) = (X)) 20+ (L") M)

n—1

An =1—(Aﬂ+)\1‘+‘"‘+'\n—1}-

Ta sistem lahko podamo tudi takole:

1
Ao = ;
0 n+1
1 —k+2
oGm0 = (% + (2% + o+ (D)
T n—k+1 -
k-1
n n+1—1/
w2 -2 (25
= I1=0
fi— k41
Najprej izra€unamo Aq, ker poznamo Ag, nato izralunamo Aj, ..., vsak
Ak lahko izratunamo, ko poznamo vse pred njim. Ce izraze oblike (nfk)
p!

ter Stevec in imenovalec pomnoZimo z

Zamenjamo z P
(n — k)!, dobimo %e drugo obliko
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! J‘il(n+1—f)!A

i T o T e L ke
g KT (k1=

e ol (n—k+1)!

Ce so vsa sklepanja pravilna, velja torej formula Z r Z Ak oL k,

r=1
kjer so A zgornje konstante.

O pravilnosti tega rezultata pa se lahko prav hitro prepri€amo z indukcijo.
Naj bo najprej m = 1. Tedaj nam formula pove

l=2o+ X1+ -+ Xp,

kar je res pri vsakem n glede na na%o izbiro konstant X\.
Denimo, da formula velja pri nekem m (za vsak n):

174274374 m" = Agm" P A1 m " FXom" - - A Xy 1 mP A m.

Oglejmosi 174+2"+3"+. ..+ m"+(m+1)". Vsoto 1"4+2"43"+...+
+m" zamenjajmo z zgornjo desno stranjo, &len (m + 1)” pa z izrazom

Ao((m+1)" —m™) £ 2 (m+1)"=m") + -+ An((m+1) = m),

ki smo ga Ze sretali v tem sestavku. Tako imamo

1"4+2" 43"+ 4 m"+(m+1)" =

=Xo(m+1)" 4 M (m+1)" 4 -+ Apo1(m 4 1)2 4 Ap(m + 1),

kar potrjuje, da res velja zveza

m n
N = Akmn+l—k
r=1 k=0
n! “Z‘l(nﬂ— 1!
k! (k+1-1)
kjer je Ao = in Ag = =0
nt1 K (n—k+1)

Mitja Mastnak, prir. Darjo Felda
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SUPERKROZNICE

Koordinati poljubne totke na enot-
ski kroZnici, to je kroZnici s polme-
rom 1 in sredi¥€em v koordinatnem
izhodi¥¢u, zado¥tata enalbi x2 +
+y%2 = 1. Ce je totka X(x,y)

presek te kroZnice s poltrakom, ki
oklepa kot t s pozitivno stranjo abs-
cisne osi, vella x = cost in y =
= sin t. Odlo€imo se, da bomo kote
merili v radianih. Potem je t razda-
lja, ki jo prehodimo, &e gremo po
kroZnici v pozitivni smeri od totke

T(1,0) do totke X.

Dopolnimo slike z dvema kvadra-
toma in se napotimo iz totke T v
pozitivni smeri po robu notranjega
kvadrata. Poljubno totko N bomo

podali s koordinatama x = Cy(t) in
y = 51(t), kjer t pomeni razdaljo,
ki jo prehodimo, & gremo po tem
kvadratu od totke T do toZke N.
Narisimo funkciji C1(t) in Sy(t):

S)(t)
\<\1 /\<‘\
e 8 > o

AN WAy

-

V2 27 N\ Wz a2 52 6V2 N\
/
uif Ci(t) ~

Poskusimo zapisati C1(t) v eksplicitni obliki. Najprej se omejimo na
interval [0,4v/2]. Lomljenc &rto dvignimo za 1 (lom bo torej v (2v/2, 0)) in
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del, ki je levo od loma, preslikajmo preko abscisne osi. Dobimo dalji;:o, ki leZi
na premici y = — — 2. Za vsak t € [0,4v/?2] je zato Cy1(t) = |— — 2| —
p ¥ p [ 1i it) ==

— 1. Ofitno to ne velja za take ¢, ki niso na intervalu [0,41/2], saj dobimo
vrednost 3, &e vstavimo v formulo t = 6\/2, Cy(t) pa zavzame le vrednosti
z intervala [—1,1], pa Se periodiéna je. Ce se namreé odlogimo, da bomo
korakali naokrog po notranjem kvadratu, bomo na vsakih 4\/2 prehojenih
enot prili v isto totko. Zato po majhnem premisleku nekoliko popravimo
zgornji zapis za Cy(t). Dobimo novega, ki velja pri vsakem t:

([a] pomeni najvegje celo 3tevilo, ki ni ve&je od a). Vsi, ki se radi sami
prepri€ajo v pravilnost zapisa, bodo hitro preverili, ali velja tudi za negativne
t. Ce bi se namret odlotili za tek po kvadratu od togke T v smeri urinih
kazalcev, bi (kot matematiki) razdalji za sabo dodali negativen predznak, graf
funkcije Cy(t) pa nadaljevali e na negativno stran.

S funkeijo S1(t) hitro opravimo. BeZen pogled na graf pove, da je le za
V2 premaknjena od prejinje funkcije, zato

sl(t)=|“\‘/§‘/§_4 lt;\/‘_ﬂ —9|—1.

Pa se podajmo na pot iz totke 7 (1, 0) 3e po zunanjem kvadratu. Naj bo
tako kot prej t razdalja, ki jo prehodimo, da pridemo do totke s koordinatama
x in y, z zapisoma x = Coo(t) in y = Soo(t) pa poudarimo, da sta koordinati
odvisni od prehojene razdalje. Narifimo grafa:

[

“_/\_""'——\{:o(f)
4 \\ / ///\t
1 2 3 T 9 10
\ 4 \\5/5 //a \
= Cus(t) B

Bralcem pustimo, da poii€ejo ekspliciten zapis funkeij Co, in Soo. Vpra-
Zajmo se, zakaj smo uporabili indeks 1 oziroma co. Za zatetek se omejimo
na prvi kvadrant. To pomeni, da opazujemo par funkcij C;,S1leza 0 < t <
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< V2inpar Coo, Soo 2a 0< £ < 2.
Na sliki je narisanih pet krivulj z oz-
nakami 2/3, 1, 2, 5 in . Da-
ljica, ki veze togki (1,0) in (0,1),
le%i na premici x +y = 1. Ce to
zapi¥emo v obliki x! 4+ y! = 1, vidi-

—

0.8

mo, da ima indeks 1 svoj pomen pri 0.6

opisu te poti. Krivulja z oznako 2
je enotska kroZnica x2 + y2 = 1, 0.4
zato lahko piemo Cy(t) = cost in
S5(t) = sint. Oznako 5 nosi krivu-
lja x> + y> = 1, ki je le ena od
mnogih v druZini krivulj x™ 4+ y" = 02 04 06 03 z
= 1. Pri vsakem n lahko krivuljo

opifemo s parom funkcij (Cp, Sp):

vsako toZko (x, y) krivulje podamo z x = Cp(t), y = Sn(t). Ce n vetamo,
se krivulja vedno bolj prilega poti, ki smo jo opisali s paroma C., S, tako da
indeks oc ni kar iz trte zvit. Odlo&imo se, da bomo vsem krivuljam, katerih
koordinati poljubne totke veZe enagba x" + y" = 1, rekli superkroZnice.
Pri tem nas ne bo motilo, da superkroZnici, ki ju doloZata para (Cy, S1) in
Coo, Sec), nista niti malo okrogli. Se veZ, n bomo spustili pod 1, prili
do x2/3 4 y2/3 = 1, ki i re€emo astroida, in se podali z n prav do 0, ko
se krivulja prilepi na koordinatni osi. NariSimo grafa funkeij x = Co(t) in

V= Sg(t):

0.2

._.
)
(5]
o

=)
=)

)
o
w0
-
=
L

-1 Cot)

Ko hotemo zapustiti prvi kvadrant, se pojavijo teZave, vendar se jih
znebimo, €e na pomoé poklicemo absolutno vrednost. Tako je na primer
absolutna vrednost Stevila a, kar ozna&imo z |a|, razdalja med &tevilom a in
$tevilom 0 na Ztevilski premici, ta pa je zmeraj pozitivna. Ce smo z x! +
+ y! = 1 podali daljico. ki je povezovala totki (1,0) in (0,1), potem z
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[x|*+|y|* = 1 predstavimo kvadrat z ogli&i (1,0), (0, 1), (—=1,0) in (0, —1).
V splo¥nem bomo torej superkroZnico podali z

Ix|" + |y|" = 1.

Pri nekaterih n so sicer oznake za absolutno vrednost odveZ (na primer pri
n = 2), vendar pa ni zmeraj tako. Pomislite, kaj bi se zgodilo, e pri n = 1,
3 ali 1/2 ne bi imeli absolutne vrednosti.

V tem sestavku je problem predstavljen le v grobem. To je bila ena od
tem na Raziskovalnih dnevih iz matematike za srednjesolce, ki jih je Drustvo
matematikov, fizikov in astronomov Slovenije organiziralo septembra 1991,
Vsebina je povzeta iz revije Function, ki jo za srednjeSolce iz Avstralije izdajajo
na Monash University v driavi Victoria.

Seveda ostajajo odprta &e mnoga vpraZanja; zapifimo jih le pet:

1. Funkeiji Cp, Sp zado8Zata nekim lastnostim trigonometriénih funkcij,
na primer

Cn(0)=1,5,(0)=0
Cn(—t) = Ca(t), Sa(—t) = =Sa(t)
Ch(t)+ Sp(t) =1

Kaj pa druge lastnosti?

2. Enatbo |x|" + |y|” = 1 smo obdelali le za n > 0. Kaj se zgodi, e
izberemo n < 07
3. Kako si razlagamo enakosti

xI°+1y[° = Lin [x|®+|y|® =1,
ki ju dobimo kot skrajna primera?

4. Ce s T, oznatimo periodo
funkecij C,, in Sp, je ta seveda ena- 25
ka obsegu ustrezne superkroZnice. 42
Najmanj&i obseg ima |x|! + |y|! =
=1, saj je T1 = 4V/2, najve&ja ob-
sega pa dobimo pri n =0 in n =
= 00, ko je Tg = Tos = 8. Na sliki
imamo T, kot funkcijo indeksa n.
O podrobnostih pa ne vemo Ze nig
dolognega.

Ta
-
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5. Vemo, da je To = 2w. Po sliki sodeZ obstaja razen N = 2 Se neki
0< N <1, daje Ty = 2m. Kolikden je N? Kako razloZiti to vrednost?

Michael A. B. Deakin
prev. in prir. Darjo Felda

TRI FUNKCIJSKE ENACBE - Regitve s str. 321

1. Ce v enagbo

xf(y)+yf(x) = (x +y)f(x)f(y)
vstavimo y = x, dobimo 2xf(x) = 2xf(x)?, od koder sledi f(x) = 0 ali
fix)=1.
Ce je f(x) = 0 za kakZen x > 0, potem je
xf(y) = xf(y) +yf(x) = (x + y)f(x)f(y) = 0
za vsak y > 0. Funkcija f je zato bodisi povsod enaka 0 bodisi povsod enaka

1.

2. |z zveze

g(x+y) = g(x)* + 9(v)?
pri y = x sledi enakost

9(2x) = 29(x)*, (1)
pri y = 2 z upoltevanjem (1) dobimo
9(3x) = g(x) + 9(2x)* = g(x)* + 4g(x)*,
pri y = 3 pa izrafunamo e
g(4x) = g(x)* + g(3x)* = g(x)> + (9(x)* + 49(x)*)*.

Ker je poleg tega zaradi (1)

g9(4x) = g(2(2x)) = 2g(2x)? = 8g(x)*,
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za vsak x > 0 velja
9(x)? + (9(x)* + 4g(x)*)* = 8g(x)*.
Oznatimo z = g(x)?, poenostavimo zgornjo enakost in jo uredimo
1624 +822 7224 2=0
ter razélenimo
z(z+1)(4z-1)? = 0.

Torej je z eno od Stevil 0, —1 in 1/4. Ker je funkcija g realna in velja (1), je
g(x) > 0, zato g(x) =0 ali g(x) =1/2.

e pri kakinem x > 0 velja g(x) = 0, potem je

9(y)? = 9(x)* + g(y)* = g(x +y)

za vsak y > 0, od koder zaradi g(y), g(x + y) € {0,1/2} sledi g(y) =0 za
vsak y > 0.

Torej je funkcija g bodisi povsod enaka 0 bodisi povsod enaka 1/2.

3. Iz funkcijske enagbe

h(x +y) = p(x)h(x) + p(y)h(y) (x.y > 0) (2)

prav tako kot v tocki 2 na dva natina izratunamo vrednost h(4x) in dobljeni
vrednosti izenafimo. Tako za vsak x > 0 dobimo

p(x)q(x)h(x) =0, 3)
kjer je g polinom
q(x) = 2p(3x)p(2x) + p(3x) — 4p(2x) + 1.

Ker je p nekonstanten polinom, je tak tudi g, saj ima stopnjo vsaj 2. Ce
pomnoZimo obe strani v (2) s g(x)g(y) in uporabimo (3), dobimo

h(x + y)q(x)q(y) = 0. (4)

Polinom g ima konéno nigel, zato lahko vsak z > 0 zapifemo kot vsoto z =
= x + y s sumandoma x > 0, y > 0, za katera velja q(x)q(y) # 0. Iz (4)
tedaj sledi h(z) = 0, torej je funkcija h povsod enaka 0.

Boris Lavri&



340
SESTAVI NALOGO - Resitev s str. 330

Najprej odpravimo nekaj preprostih pomislekov, ki se utegnejo pojaviti.

o Ce bodo pri branju besedila prile na vrsto vse napisane &rke, potem se
nobena ne more pojaviti drugi&, dokler ostale ne pridejo vsaj po enkrat
na vrsto. Ko namre& pridemo na mesto, kjer smo Ze bili, se ves potek
branja za&ne ponavljati - v neskonZnost. Ce se neka &rka ni pojavila pred
ponovitvijo kake druge &rke, se ne bo nikoli ve&.

o Ce smo zaZeli brati na nekem mestu in se je postopek izZel, potem se
bo izZel pri poljubno izbranem zaZetnem mestu. O izidu namre€ ofitno
odloéata le dolZina besedila in dolZina koraka.

e |z istega razloga je za izid postopka vseeno, ali beremo v smeri urinega
kazalca ali v obratni smeri.

Slika 1
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e Seveda pa je potrebno najti pravi zaZetek in izbrati pravo smer, €e naj
bo besedilo smiselno.

Odprto ostaja torej %e vpraanje, kak3en je pogoj, da se postopek izide,
oziroma da pridejo vse napisane &rke na vrsto.

Pri poljubni dolZini besedila se postopek izide, €e je dolZina koraka enaka
1. Vendar tak korak za nas ni zanimiv, ker tedaj besedilo sploh ni skrito.

Po drugi strani pa ni vsak korak dober. Ce ima na primer besedilo sodo
mnogo &Erk, se bomo s korakom dolZine 2 Ze po enem obhodu vrnili na zagetno
€rko in tako bo polovica €rk ostala neprebranih.

Poglejmo torej splodni primer. Naj bo n &rk zapisanih v krogu in naj bo
m dolZina koraka pri branju, kar pomeni, da vsakokrat presko&imo m—1 &rk.
Izberimo poljubno &rko, ozna&mo njeno mesto z 1 in nato o¥tevil€&imo v eni
od obeh moZnih smeri §e mesta preostalih &rk, tako kot si slede po kroZnici.
NaZa naloga je poiskati pogoj, pri katerem bomo zaZensi z mesta 1, lahko
dosegli poljubno mesto k, k € {1,2,3,...n}.

Na mesto kK bomo na opisani naéin lahko pridli, €e obstajata taki Stevili
x,y € INU {0}, da bomo z x koraki dolZine m opisali najprej y—krat vso
kroZnico in nato Se lok od 1 do k (slika 1).

Ta pogoj zapi¥emo z enatbo

14+ mx =ny+ k.

Za vsak k € {1, ...,n} dobimo po eno linearno diofantsko enaébo z dvema
neznankama

mx—ny=k—1, (1)

kjer sta m in n dani naravni Stevili. Vsaka teh ena&b mora imeti vsaj eno
nenegativno celo reditev (x, y), € naj se na¥ postopek izide.
Za k = 1 je ena od reditev x = 0, ¥y = 0. V totki 1 smo res po ni¢

korakih in ni¢ obhodih.
Ce je k = 2, imamo enatbo

mx —ny = 1. (2)

Tu si oglejmo le potrebni pogoj za reéljivost te enatbe v celih 3tevilih. Naj
imata &tevili m in n kakZen skupni delitelj d. Potem bi pri celih x in y moral



342

biti d tudi delitelj 3tevila 1 na desni strani enakosti. Od tod sklepamo, da je
enatba (2) redljiva v celih Stevilih kveZjemu tedaj, ko sta m in n tuji Stevili.

Torej lahko pridemo na mesto 2 (kar je eden od pogojev, da se postopek
izide) kve&jemu tedaj, ko sta dolZina koraka pri branju in tevilo &rk v besedilu
tuji Stevili.

Ta pogoj pa je tudi zadosten. Se vet. Ce je izpolnjen, je regljiva ne le
diofantska enagba (2), ampak vsaka od enaéb (1).

To nam zagotavlja teorija linearnih diofantskih enagb. Velja Ze: Ze Stevili
Xo, Yo € Z reiita enatbo oblike (1), jo redita tudi Stevili

X = Xo+ An

Y =Yo+2m,

kjer je X poljubno celo tevilo.

Ce sta Stevili m in n tuji, ima torej vsaka od ena&b (1) neskon€no mnogo
nenegativnih celih reZitev (zato lahko branje besedila ponavljamo v nedogled).
Za na¥ problem so posebej zanimive tiste, pri katerih sta x in y najmanj3a.

Sedaj pa hitro sestavite uganko. lzberite lepo misel, pregovor, izrek ali
prijateljevo ime. Krog preoblikujte v zanimivo figuro s posebej poudarjenim
mestom, kamor boste postavili zagetek besedila. Nato izberite dolZino koraka,
ki mora biti ¥tevilo, tuje Ztevilu &k v besedilu. Ostane Ze, da besedilo zapiete,
kar bo laZji posel kot kasnej3e redevanje uganke (avtor uganke kot reZevalec
ne Steje).

Kar je ostalo nerazjasnenega o diofantskih enaZbah, pa preberite v knjiZici
JoZeta Grassellija: Diofantske enaZbe, ki jo lahko kupite pri Komisiji za tisk
DMFA, Ljubljana, Jadranska 19.

Marija Vencelj
R o e S L e e T e S T R e

OBVESTILO NAROCNIKOM IN
AKTIVOM PROFESORIJEV

Za dodatne narotnike nam je zmanjkalo veZ izvodoy 5. Stevilke Preseka. Vse,
ki nam lahko odstopijo svoj izvod, prosimo, da nam ga venete. Ce pa je na
Soli veE neprodanih izvodov, vam lahko v zameno posliemo cel paket (100
izvodov) kake starejse Stevilke Preseka (za reklamio ali nagrade).

Ciril Velkovrh



NUVE ANIGE

Hinko Solinc, SKOZI FIZIKO Z RESENIMI NALOGAMI,
KINEMATIKA, STATIKA, Zbirka re3enih nalog za srednje
Sole, DZS, Ljubljana 1991, 251 str.

Zbirke reSenih nalog so med u&enci srednjih in osnovnih %ol posebej dobro-
doile, saj je Stevilnim u€encem reevanje matematiénih in fizikalnih problemov
nikoli do konca doumljivo iskanje "ta prave formule”, drugim, ne tako redkim,
pa razburljiv izziv za preizkus znanja in sposobnosti. Obojim je namenjena
prva knjiga iz zbirke nalog za srednjo ¥olo "Skozi fiziko z regenimi nalogami”.
V njej je zajeta snov s podro&ja kinematike in statike, kar ustreza snovi prve-
ga letnika novega gimnazijskega programa. Avtor jo namenja tudi uZencem
drugih srednjih 3ol in maturantom, ki se pripravljajo za sprejemni izpit na
univerzo, najbrz pa bo priéla prav Ze Studentom tehni€nih in naravoslovnih
fakultet pri obnavljanju srednjefolskega znanja, potrebnega za spremljanje
fizike na visokoZolskem nivoju.

V zbirki najdemo na zaetku vsakega poglavja kratko razlago snovi in
formul ter ve€ skrbno obdelanih in razloZenih zgledov. Pri nalogah so podani
kratki, ve€inoma numeriéni odgovori, podrobneja razlaga reevanja nalog pa
je zbrana v posebnem poglavju na koncu knjige. Razlage spremljajo pregledne
skice, grafi in tabele.

Dijakom, ki bodo resevali naloge samostojno in svoje reditve primerjali z
reSitvami v knjigi Sele naknadno, bo zbirka nadvse koristen u&ni pripomotek.
Saj se najve€ fizike nau€imo z aktivnim delom. Dijakom, ki menijo, da se
lahko nauéijo fizike le s prebiranjem reditev, pa tudi tako bogata in iz&rpna
knjiga ne bo pomagala.

Bojan Golli

STO NICEL

Produkt naravnih 3tevil od 1 do n obiZajno oznaéime z n! (beremo: n
fakulteta), torej

n=1-2-3:4....-(n—=1)-n.

Le prva &tiri: 1! =1, 21 =2, 3! =6, 4! = 24 niso deljiva z 10, Ze 5! = 120
in vsa nadaljnja pa se konEujejo z ni€lo. Ko n naras€a, se 3tevilo nicel na
koncu n! kve&jemu veZa, saj je n! deljivo z m!, e je m < n.

Poiséite najmanj3e naravno 3tevilo n, katerega fakulteta ima na koncu
svojega desetitkega zapisa natanko sto nicel.

Marija Vencel
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RADIJ ZEMLIJE S STOPARICO

Na zahodni obali Istre se je obetal lep son&ni zahod. Po viharni no&i in
oblagnem dnevu se je na zahodu zvedrilo. Obzorje je bilo rahlo zamegljeno,
meja med morjem in nebom ostra. Sonce se je vse bolj rde€e pogasi spuiéalo
proti gladini. Pa pomislim, da bo za opazovalca ob vodi zadlo prej kot za
opazovalca na skalah nad mano. Dogovoriva se s prijateljem, da bova izmerila

ha

Po Pitagorovem izreku izratunamo, da je
= (ﬁ' + .h]Z -
in od tod

2Rh,

ker je h majhen v primeri z R. |z istega razloga lahko ena&imo dolfino x z dol¥ino loka

AA'" in izratunamo kot
p = X/R = \J'Zﬁ/R.

Zasuk tangente pri dvigu od h; do hy je tedaj

Ap =1ty — ) = \/{2/9)(\/-‘7_— \/K)-
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razliko. Namestim se ob obali, z o€mi kaka dva metra nad gladino, prijatel]
pa stefe na skale, tako da opazuje z vidine kakih pet metrov nad gladino.
Imava ro¥ni uri — stoparici. Ko se Sonce s spodnjim robom dotakne gladine,
sproZim stoparico. Ko zgornji rob izgine, ustavim uro in zakli€¢em prijatelju,
da sproZi svojo. On jo ustavi, ko zgornji rob Sonca zaide zanj. S svoje ure
preberem, da je Sonce zahajalo 3 min 9 s. Prijatelj ugotovi, da je za¥lo zan]
9.4 s kasneje.

Sami poskusite ponoviti merjenje ob kaki podobni priloZnosti. Le na ofi
je treba paziti. Ce je Sonce presvetlo, ga je treba opazovati skozi po&rnjeno
steklo. VEasih zadostujejo Ze sonéna oéala.

Merjenje omogo&a priblizno dolo&itev Zemljinega radija. S slike razber-
emo, da se odmika obzorje, ko se dvigujemo nad morsko gladino. Pri dvigu
z visine hy na visino hy se pravokotnica na tangento in s tem tudi tangenta
z opazovali¥€a na morsko gladino zasue za kot

A‘P:'PZ_‘PIZ\/%(\/B__\/E)'

To je tudi kot, ki ga preide zgornji rob SonZeve ploZ&ice od "spodnjega” do
“zgornjega zahoda". Dolo&imo ga iz podatkov o trajanju zahoda in o zornem
kotu SonZevega premera, ki je ob Zasu opazovanja meril okoli 31,6'. lzra-
¢unamo, da je bila hitrost " potapljanja Sonca” okoli 10'/min. V Easu od
"spodnjega” do "zgornjega" zahoda se je torej zgornji rob Son€eve plos&ice
potopil za kot A = 1,57'. S tem izraéunamo radij Zemlje:

o Az — VY
(Ap)?

Dobljena vrednost se kar preveé dobro ujema s tabelirano vrednostjo Zem-
ljinega polmera 6370 km, malo tudi po naklju€ju. O tem se prepri¢amo, ko
ocenimo natanénost meritve.

Podatek, od katerega je izraéunani premer najbolj odvisen, je kot A,
ki ga prepotuje rob SonZeve ploi&ice med zahodoma. Vzemimo, da lahko
izmerimo s stoparico &as na 0,1 s natanZno. Kot A je tedaj doloZen na
okoli 0,02 natangno in torej meri med 1,55" in 1,59". S tema podatkoma
izrafunamo za premer Zemlje 6650 km in 6310 km. Srednja vrednost 6500
km je torej dolofena na okoli 200 km natan¥no. Ce dodamo k oceni za
natan&nost €asa %e 0,1 s zaradi drugih negotovosti, pomeni, da moramo biti
zadovoljni z natanénostjo okoli 400 km.

=6,5.10°m .

Marjan Hribar
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LETALSKI POK

Kako je s pokom, ki ga povzro&i letalo? VpraSanje se je pojavilo, ko je vojna
zajela naZe kraje. Poskusimo osvetliti zanimivi pojav, ne da bi se spu3éali v
podrobnosti.

Po zraku ali drugem plinu potujejo motnje. Hitro premaknimo telo.
Okolni zrak se odzove tako, da izpolni del prostora, ki ga je zapustilo telo, in se
umakne iz dela, kamor se je premaknilo. Na eni strani se pojavi razred&ina, v
kateri je tlak niZji od prej¥njega, in na drugi zgo&¢ina, v kateri je vi§ji. Motnja
Jje vzdolZna ali longitudinalna, ker se deli zraka gibljejo v smeri potovanja
motnje in v nasprotni smeri. Najbolj znana motnja je zvok, ki nastane, €e
telo, na primer opna v zvoZniku ali glasilki v grlu, sinusno niha. Zvok sliZimo,
Ee leZi frekvenca med 16 in 16 tiso€ do 20 tiso& nihajev na sekundo. V
zvoku si sledijo v enakomernih razmikih razred€ine in zgo%€ine, ki potujejo
s hitrostjo zvoka. Pri navadni temperaturi meri v zraku hitrost okoli 340
metrov na sekundo ali 1200 kilometrov na uro. Na vegji viini je zaradi niZje
temperature hitrost zvoka manjSa. Na vidini okoli 11 tiso€ metrov doseie
nekaj manj kot 300 metrov na sekundo in se nato do viine ve& kot 20 tiso&
metrov znatno ne spremeni.

V zvoku je tlak v zgos&ini samo malo vi%ji od navadnega zra&nega tlaka,
v skrajnem primeru za kako desettisolino navadnega zraénega tlaka, in tlak
v razredéini samo malo niZji. Drugace je, €e se v delu zraka pojavi tlak, ki je
mnogo vi§ji od navadnega zranega tlaka, na primer pri mogni eksploziji ali
blisku. V tem primeru potuje po zraku motnja kot udarni val. Na eni strani

(a) (b)

Slika 1. Potovanje motnje od telesa, ki miruje (v = 0) ali se giblje zelo poZasi (v << c)
v zraku (a), se giblje s hitrostjo v = %c (b) in se giblje s hitrostjo v = 2¢ (c). Pot telesa
Jje simetrijska os.
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meje zrak e miruje pri navadnem tlaku in ima navadno gostoto, na drugi
strani pa se giblje pri poviSanem tlaku in ima povefano gostoto. Meja med
obema obmoé&jema je udarni val, ki potuje po zraku z nadzvoéno hitrostjo,
to je s hitrostjo, ve&jo od 340 metrov na sekundo. V udarnem valu tlak z
oddaljenostjo od kraja eksplozije pojema in kmalu toliko pade, da motnja
potuje naprej kot zvok in ne veg kot udarni val. Do takih pojavov pride tudi
pri telesih, ki se gibljejo po zraku z nadzvo€no hitrostjo. To velja na primer
za krajig€e vrvice pri bitu, s katerim spretno zamahnemo. Do zelo zanimivih
pojavov pride, ko se vesoljska postaja vrata na zemljo in vstopi z zelo veliko
hitrostjo v ozra&je. Tedaj nastane izrazit udarni val in jo spremlja, dokler se
njena hitrost ne zmanj$a. Pri tem se zrak na drugi strani meje tudi mo&no
segreje.

Od telesa, ki miruje ali se giblje z zelo majhno hitrostjo, potuje motnja na
vse strani z enako hitrostjo. V doloCenem trenutku doseZe kroglo, v sredistu
katere je telo. Pri telesu, ki se giblje z znatno hitrostjo, je treba upostevati,
da se njegova lega spreminja in se s tem premika sredi¥€e krogle, iz katerega
izhaja motnja. Pri telesu, ki se giblje z nadzvo€no hitrostjo v, pa dale od
telesa potuje motnja z manj3o hitrostjo zvoka c in zaostaja za telesom (slika

tlak ‘

. Pl B
0

\/ 1 # razdaljo

Slika 2. Valovni Zeli, ki izvirata iz nosu in repa nadzvonega letala v vodoravnem letu
s konstantno nadzvono hitrostjo (v = 2c). Valovni Zeli se s to hitrostjo gibljeta po
vodoravnih tleh in se na njih odbijeta. Ker je hitrost v ni%jih plasteh ozraZja veZja, sta
valovni Zeli ukrivljeni, Ze leti letalo dovolj visoko. V doloZenem trenutku je zaradi valovnih

Zel tlak na tleh odvisen od kraja. pg je nemoteni zraZni tlak, §p pa najvefje poveZanje
tlaka.
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1). Motnja ima obliko pladta stoZca, v vrhu katerega je hitro se gibajote
telo. Telo in pla¥¥ stoZfca potujeta v smeri osi stofca z nadzvoZno hitrostjo
v, plag€ pa pravokotno na svojo smer s hitrostjo zvoka c. PoloviZnega kota
ob vrhu znaéilnega preseka «, to je kota med hitrostjo telesa in motnjo, ni
teZko izraunati:

sina = c/v.

Motnja potuje v smeri, ki je pravokotna nanjo. Enatba potrjuje misel, da
opazimo pojav le, & je telo hitrejSe od zvoka, saj sinus kota ne more biti
veZji od 1. Kot je tem manjgi in stofec tem bolj oster, &m ve&ja je hitrost
telesa. Motnji, ki dale? od telesa potuje po zraku z zvo¥no hitrostjo, pravimo
valovno é&elo.

Valovno &elo ste zagotovo videli, le da ne v zraku, ampak na vodni
gladini. Ladja, ki pluje po njej hitreje, kot potujejo vodni valovi, “vleZe" za
seboj trikotno obmogje z valovi, medtem ko je na drugi strani Eela gladina
Ze nemotena. Velja kar prejinja enacba, misliti si moramo le, da smo pla3g
stoZca presekali z ravnino, ki ustreza gladini vode. Motnja v tem primeru ni
longitudinalna, ker se gibljejo deli vode tudi pravokotno na smer potovanja
motnje.

Prvi je udarne valove in valovna Eela v zraku opazil in raziskal avstrijski
fizik Ernst Mach v Pragi v letih od 1875 do 1893. Delal je poskuse z motnjo,
ki jo je sproZila v zraku elektri¢na iskra, torej droben blisk. Ugotovil je,
da hitrost motnje blizu iskri€a preseZe hitrost zvoka in da hitrost pojema z
oddaljenostjo od iskriZ€a, dokler ne doseZe hitrosti zvoka. Tako se je prvié
sre€al z udarnim valom, ki ga je napovedal malo pred tem matematik Bernhard
Riemann. Po letu 1884 je zaZel Mach poskuse z izstrelki. |z Prage v Pulj je
na avstro-ogrsko mornarisko akademijo pogiljal navodila za poskuse, vra&ali
pa so mu poro€ila o poskusih. Leta 1886 je zapisal enatbo za kot . Pozneje

zro[E?:
tie
4%
D r\\ L r“\"‘\.._ 4% F\HH—-._ -
a 1 '\‘J 1y "\.,\J “\-\__\‘__j Cas
0,1s i 02s 0,3s g
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Slika 3. Znatilni Zasovni potek spremembe tlaka, ki jo pri letu s svojo obiZajno hitrostjo
povzrotijo tri ameriska vojaska letala: lovec F-104 (a), bombnik B-58 (b) in vegji bombnik
XB-70 (c). Pojav traja po vrsti 0,1, 0,2 in 0,3 sekunde.
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Jje delal poskuse z ovirami, ki so mirovale v toku zraka z nadzvo€no hitrostjo.
Dandanes njemu na &ast govorimo o Machovem valovnem &elu in imenujemo
razmerje med hitrostjo telesa in hitrostjo zvoka v plinu Machovo 3tevilo.

E.Mach je opazil, da spremljata izstrelek, ki leti z nadzvoZno hitrostjo,
dve stoZ&asti valovni Eeli; eno izvira iz prvega in drugo iz drugega kraji¥€a.
Podobno tudi letalo, ki leti z nadzvo&no hitrostjo, spremljata valovni Zeli,
eno izvira iz nosu in drugo iz repa (slika 2). Tako je - strogo vzeto -
le pri valjastem telesu. lzstrelek in letalski trup pa sta na sredi izboZena,
zato nastane Ze nekaj vmesnih manj izrazitih valovnih Zel, ki z naras€ajogo
razdaljo od telesa izginejo. Pri letalu motijo poleg tega ¥e krila in drugi
deli, ki pokvarijo njegovo osno simetrijo. Zaradi tega je slika valovnih el v
podrobnostih dokaj nepregledna.

Omejimo se le na valovni Zeli na nosu in repu. Dovolj dale€ od letala daje
to dovolj dober okviren pregled. Pri vodoravnem letu nadzvoénega letala se
valovni &eli gibljeta po tleh s hitrostjo letala in povzrotita na dologenem kraju
znatilno tlagno spremembo. Tlak hitro naraste, ko gre mimo prvo valovno
elo, nato tlak pofasi pojema in zopet hitro naraste, ko gre mimo drugo
valovno Zelo. Odvisnost tlaka od Zasa kaZe obliko &rke N. Casovni razmik
med povefanjema tlaka je odvisen od hitrosti letala in od njegove dolZine
(slika 3). Pri kratkih letalih uho sploh ne loZi dveh valovnih Zel. Razliko med
najvidjim in nemotenim tlakom &§p ocenimo z nekaj tisofinami navadnega
zrafnega tlaka. Odvisna je od vigine in oddaljenosti letala in je pove€ana na
zatetku poleta, ko letalo doseZe in preseZe zvo&no hitrost (slika 4). Slikovito

dp4 = e

-
\___

razdalja pre¢na
razdalja

e

() (b) (c)

Slika 4. PoveZanje tlaka §p je najvetje, ko letalo prebije zvoZni zid (a), je tem manjie,
&im vie leti letalo (b) in pojema tudi z razdaljo od totke pod letalom (c).
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pravimo, da letalo tedaj prebije zvo&ni zid. Ime izvira iz izrazitega povetanja
upora, ko se hitrost letala bliza zvoEni hitrosti. Zaradi sil, ki jih povzroéi
povetani ali zmanjgani tlak, lahko popokajo Zipe, e leti letalo z nadzvoZno
hitrostjo dovolj blizu, posebno, ko prebije zvo&ni zid (slika 5). Ponavljajoti
se preleti lahko celo pogkodujejo obZutljive dele stavb.

Nadzvoéno letalo mora zaradi velikega upora imeti mo&ne motorje. Batni
motorji, ki poganjajo vijake, niso dovolj mo&ni. Zvoéni zid so prvi¢ prebili po
drugi svetovni vojni piloti, ki so se dvignili s takim letalom na veliko viino in ga
potem usmerili navpiéno navzdol. V vodorovnem letu je prvi€ prebilo zvoZni
zid letalo X-1 iz Bellovih tovarn v ZDA leta 1947. Letalo je nosilo s seboj
gorivo in oksidacijsko snov, tako da je raketni motor deloval le kratek &as.
Dandanes vojagka letala z reakcijskimi motorji, ki zajemajo zrak iz okolja,
dosegajo trojno zvo€no hitrost, v posebnih primerih tudi ve€jo. Rakete za
vesoljske polete jih pri tem Se prekaSajo. Doslej so izdelali tudi potnitko
nadzvoéno letalo - angletko-francosko Concorde. Letala te vrste letijo od leta
1976, druge podobne na&rte pa so opustili.

Glavni razlog je v tem, da nadzvoZna potniska letala niso gospodarna.
Poleg tega smejo leteti z nadzvoéno hitrostjo le nad nenaseljenim ozemljem in
nad morjem. Vojagka letala, ki vzletajo zaradi vaj, so ve€inoma tudi pregnali
tja. Vpliv pokov so prav zaradi potnigkih letal podrobneje raziskali. Ta letala
bi prebila zvoéni zid v vigini nad 10 tiso& metrov, tako da bi valovni Zeli

e

razdaljo

tlak

titetttttt

HE N

Slika 5. Sile zaradi valovnih el v dolofenem trenutku v odvisnosti od kraja. Zaradi njih
lahko popokajo 3ipe in so poikodovani obZutljivi deli stavb, e leti letalo dovolj nizko,
posebno, e prebije pri tem zvo&ni zid.
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dosegli tla veZ deset kilometrov za letalom. Pas, na katerem bi sligali pok, bi
bil Sirok ve? kot petdeset kilometrov. Nepri¢akovani poki, ki spominjajo na
obiajne eksplozije, so sicer neprijetni, a se ve&ina ljudi nanje navadi. Samo
pri posameznikih se razvije preobZutljivost. Jakost zvoka je tem ve&ja, &im
vegja je razlika tlakov ép. V zvoku so zastopane vse frekvence s Zirokega
frekvennega pasu, kot v vsakem ¥umu. Cim daljZe je letalo, tem vigje
frekvence so zastopane najizdatneje. V poku potniskega letala so najizdatneje
zastopane frekvence med deset in sto nihaji na sekundo. Za Sipe in stavbe
ni v tem primeru nobene nevarnosti, ker povzroZi pok tolikine pospetke kot
druge dejavnosti v stanovanju, na primer loputanje z vrati ali poskakovanje.
Zaradi vsega tega in tudi zaradi izpuZnih plinov, ki bi onesnaZili visoke
plasti ozra&ja, nadzvo€na potnigka letala nimajo obetavne prihodnosti. Zaradi
spremenjenih svetovnih razmer tudi vojatka nadzvo&na letala izgubljajo svojo
pomembnost. Zato upajmo,da se nam jih nikoli ve€ ne bo treba bati.

Janez Strnad

SLUCAJ ALI PRAVILO? - Retitev s str. 321

Pravilo deluje! V to nas prepri¢a kratek algebraiZen ratun:
(n— 25)100 + (50 — n)? =

= (100n — 2500) + (2500 — 100n 4 n?) = n? (1)

Iz njega vidimo, da je pravilo uporabno, tudi Ce je kvadrat (50 — nl)3 vegji od
99. Le uporabiti ga je treba tako, kot sledi iz formule (1). Na primer:

38 —25=13
(50 — 38)% = 144

1300 + 144 = 1444
Torej je 382 = 1444,
Sami poglejte, kako je treba pravilo razumeti, €e je n manjgi od 25.

Marija Vencelj



RAZVEDRILU

BELE LUKNJE ALI LIMITE PO TANGRAMSKO

s estavljanje tangramskih likov z “luknjami” odpira precej zanimivih novih
problemov. Ogledali si bomo zgolj enega izmed njih, najbrz kar najzanimivej-
Sega.

Naloga pravi:

Sestavi tangramski lik z najve&jo moZno luknjo.

Pri tem nas zanimajo samo “prave” luknje, torej takine, ki se v nobeni
svoji toEki ne dotikajo zunanjega roba tangramskega lika.

Za pojasnilo si oglejmo sliko 1 s tangramskimi liki na temo “ladja”. Prva
dva lika v njej imata pravo luknjo, naslednja dva pa ne.

Lra a b

Slika 1.

Seveda sta oba "ladijska” predloga precej dale od reitve nafe naloge,
saj sta plo&&ini njunih lukenj sorazmerno majhni. Pri ra€unanju plo&€in lukenj
v tangramskih likih je umestno privzeti, da ima tangramska plo%&ica v obliki
kvadrata stranico z dolZino 1. Tedaj je plo&ina luknje prvega tangramskega
lika na sliki 1 enaka 1, plogZina luknje drugega lika pa celo samo 5 — 3/2 =
= 0,7574... Vsaj prvega podatka vam zares ne bo teZko preveriti, €e boste
le tudi sami sestavili ladjice s te risbe.

Poskusimo sedaj poiskati kak-
3no bolj3o reditev naloge. Za&nimo
kar z likom, ki ga vidimo na sliki

. 2. Luknja v njem se utegne zazdeti
bralcu na prvi pogled Ze kar velika.
In res = njena plo%€ina je 4. Vendar
je ofitno, da se jo da Ze razdiriti.
Poglejmo!

Slika 2.
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Pomaknimo vsakega izmed o-
beh velikih trikotnikov za dolZino d
proti levi oziroma desni. Pri tem
je treba tudi zgornji trikotnik po-
makniti nekoliko navzgor — toliko
paf, da oba “zamatka" (kvadrat in
mali trikotnik) lepo sedeta na robo-
ve trikotnikov. O¢itno je pri tem
treba zgornji trikotnik pomakniti
navzgor za natanko d (slika 3). Slika 3.
Pomik dolZine d pa seveda ne sme biti prevelik, saj sicer z njim uni&imo
luknjo v tangramskem liku. Ce upo¥tevamo dogovorjene dimenzije tangram-
skih plo3€ic, se lahko prepriéamo, da mora veljati

0L d<v2-1.

To pomeni, da bi pomik za d = /2 — 1 Ze ustvaril nepravo luknjo v liku.

Vemo, da je Stevilo v/2—1 iracionalno (ni ulomek). Namesto njega lahko
sicer uporabimo racionalni desetiski priblizek (ulomek), ki mu je tako blizu,
kakor le Zelimo, v nobenem primeru pa mu ne bo povsem enak. Recimo:
desetigki priblizek ‘1"10;0"‘62616 se od Stevila /2 — 1 ne razlikuje ve& kakor eno
samo stotisofinko.

Iz povedanega sledi, da se lahko maksimalni luknji v tangramskem liku
predlagane oblike pribliZamo tako zelo, kakor le Zelimo, doseéi pa je nikdar ni
mog.

Ker je plo¥€ina luknje, ki nastane pri odmiku za d, enaka

2
p(d}:2-2+3‘2-d+2‘%=4+6d+d2,

je zgornja meja za plo%€ino luknje v tem liku 3tevilo
p(V2—1)=4V2+1=6,6569....

lzdajmo za konec, da ta tangramska luknja nikakor ni najve&ja med doslej
znanimi. Vabimo torej Presekove bralce, da poskusijo sami konstruirati tan-
gramski lik, ki bi vseboval luknjo s %e ve&jo ploZ€ino in da nam poZljejo svoje
reSitve. Najbolj8o bomo nagradili. Sicer pa problem tangramskega lika z
najveéjo luknjo, kolikor je avtorju €anka znano, v matematiénih krogih Ze
vedno ni dokongno refen.

Vilko Domajnko



RACUNALNISTV

(K)URNIK, 2. DEL

V' prejgnji Stevilki Preseka smo opisali algoritem, ki nam sestavi tak urnik,
da je Zola odprta najkraj$i moZni €as. Napigimo sedaj v pascalu program, ki
bo resil zastavljeni problem. DoloZene dele programa bomo opisali v celoti,
nekatere pa bomo samo nakazali. Kdor pa zna osnove programiranja, bo
preostale dele programa brez teZav napisal sam.

Najprej se moramo odloiti, kako bomo predstavili ugitelje in razrede
ter povezave med njimi. Ker imamo na eni strani n uéiteljev, na drugi pa
m razredov, je uporaba dvorazseZne tabele velikosti n x m kar primerna.
Za vsak element tabele moramo poznati dvoje: podatek o Stevilu ur, ki jih
ima i-ti ugitelj v j—tem razredu (z drugimi besedami: %tevilo povezav med
i-tim u€iteljem in j—tim razredom v grafu urnika), in pa mnoZico oznak za
te povezave. Ker lahko razliéne oznake povezav predstavimo z razli¢nimi
barvami, bomo tem oznakam rekli kar barve. Celotno tabelo povezav pa
bomo imenovali GRAF,

Pozneje bomo pri algoritmu potrebovali tudi podatek o vseh barvah (torej
oznakah povezav), ki pripadajo dolofenemu uéitelju oziroma razredu. V ta
namen vpeljemo polji BARVE_U in BARVE_R, ki bosta vsebovali mnoZice
barv za vsakega ugitelja in za vsak razred.

Potrebovali bomo Ze tri globalne spremenljivke. Spremenljivki ST_UCI-
TELJEV in ST_.RAZREDOV nam bosta povedali, koliko uZiteljev in razredov
bomo imeli pri sestavljanju urnika. Spremenljivka STOPNJA pa nam bo
povedala maksimalno stopnjo totke v grafu (in s tem maksimalno 3tevilo
barv, ki jih potrebujemo za reitev naloge).

Tako, sedaj se lahko lotimo opisa tipov in globalnih spremenljivk.

const
MAXUC = 100; {maksimalno 3tevilo ucencev}
MAXRA = 100; {maksimalno §tevilo razredov}
MAXBARV = 16; {najve&ja dovoljena stopnja}
type

mnozica_barv = set of 1. MAXBARYV;
tip_grafa = record

st_uriinteger;

barve:mnozica_barv;

end;
var

GRAF : array [1.MAXUC,1..MAXRA] of tip_grafa;
BARVEU : array [1..MAXUC] of mnozica_bary;
BARVER : array [1.MAXRA] of mnozica_barv;
ST_.UCITELJEV,ST_RAZREDOV,STOPNJA : integer;
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Glavni program bo izgledal takole:

begin {glavni}
Beri_Podatke;
Doloci_Stopnjo;
Pobarvaj_Povezave;
|zpisi_Rezultate;
end. {glavni}

Podprogram BERI_LPODATKE si boste napisali sami: potrebno je le
vnesti podatke v tabelo GRAF in pred tem seveda doloéiti vrednosti spre-
menljivk ST_.UCITELJEV in ST_.RAZREDQV. Vaino je, da ne pozabite ini-
cializirati vseh mnoZic (postavite jih na vrednost prazne mnoZice).

Tudi podprogram DOLOCISTOPNJO je enostaven: poiskati morate
najvetjo stopnjo totke v grafu in jo prirediti globalni spremenljivki STOPNJA.

Podrobneje si bomo ogledali osrednji podprogram POBARVAJ_POVE-
ZAVE. Algoritem nam je Ze poznan: za vsakega utitelja in vsak razred
poi§€emo ustrezne barve za vse njune povezave in povezave pobarvamo.
Ce ustrezne barve ne najdemo, funkcija POPRAVI “prebarva” dosedanje
povezave.

procedure Pobarvaj_Povezave;
var
ucitelj,razred,st_povezav,barva,i : integer;

begin
for ucitelj:=1 to ST_UCITELJEV deo
for razred:=1 to ST_RAZREDOV do

begin
st_povezav:=GRAF]ucitelj,razred].st_ur;
for i:=1 to st_povezav do
begin

barva:=Izberi_Barvo(ucitelj,razred);
if barva=0 then
barva:=Popravi(ucitelj,razred);
GRAF/ucitelj,razred].barve:=GRAF]ucitelj razred].barve 4 [barval;
BARVE _Ulucitelj]:=BARVE_UJucitelj] + [barva];
BARVE_R[razred]:=BARVE_R[razred] + [barval;
end;
end;
end; {Pobarvaj_Povezave }

Funkcija IZBERI.BARVO nam vrne 3tevilko prve barve, s katero lahko
pobarvamo povezavo med ucitelj in razred. Ce take barve ni, funkcija vrne
vrednost 0.

function lzberi_Barvo(uc,razinteger):integer;
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var
i : integer;
nasel : boolean;
begin
i=1;

nasel:=false;
while (not nasel) and (i<=STOPNJA) do
if (i in BARVE U[uc]) or (i in BARVE.R[ra])
then
ir=i+1
else
nasel:=true;
if nasel then
izberi_barvo:=i
else
izberi_barvo:=0;
end; {lzberi_Barvo }

Funkcija POPRAVI je Ze najbolj zapletena, Eeprav je njena naloga pre-
prosta: zamenjati mora barvi bl in b2 vzdolZ nekega zaporedja utiteljev in
razredov in kot rezultat vrniti barvo b2.

function Popravi{uc,ra:intager):integer;

type
povezave = record
u,r:iinteger;
end;
var

bl,b2,u,rik,z : integer;
{v polje pov shranjujemo povezave vzdol? zaporedja barv bl—b2}
pov : array [1.MAXUC+MAXRA] of povezave;
begin {dolo¢imo barvi bl in b2}

bl:=1:
while (bl in BARVE_U[uc]) do bl:=b1+1;
b2:=1;
while (b2 in BARVE R|ra]) do b2:=b2+1;
popravi:=b2;
k:=0; {tvorimo zaporedje povezav pov, ki jih bo potrebno ‘prebarvati’}
while (not odd(k)) and (b2 in BARVE_Ufuc]) do
begin
{pois¢emo razred, ki je z uliteliem uc povezan s povezavo barve b2}
=1

while not odd(k) do
if (b2 in GRAF|[uc,ra].barve) then

begin
k:=k+1;
pov[k].u:=uc;
pov[k].r:=ra;

end
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else
ra:=ra41;
{pois¢emo uéitelja, ki je z razredom ra povezan s povezavo barve b1}
if (bl in BARVE_R[ra]) then
begin
uc:=1;
while odd(k) do
if (bl in GRAF[uc,ra].barve) then
begin ;
ki=k+1;
pov[k].u:=uc;
pov[k].r:=ra;
end
else
uc:=uc+1;
end;
end;
{prvi uéitelj v zaporedju pov ‘izgubi’ barvo b2 in ‘pridobi’ barvo b1}
BARVE_U[pov[1].u:=BARVE_U[pov[1].u] — [b2] + [b1];
{zamenjamo barvi bl in b2 vzdol? zaporedja pov; ker pridobi (izgubi)}
{vsaka naslednja povezava ravno nasprotno barvo kot predhodna, vlogi barv}
{b1 in b2 sproti zamenjujemo; indeks ufitelja in razreda dobimo iz polja pov}
for i:=1 to k do
begin
GRAF[pov[i].u,povli].r].barve:=GRAF [pov[i].u,pov[i].r].barve—[b2]+[b1];
z:=bl: bl:=b2; b2:=z;
end;
{zadnji v zaporedju pov ‘izgubi' barvo bl in 'pridobi’ barvo b2}
if odd(k) then
BARVE R[pov[k].r:=BARVE R[pov[k].1] — [b1] + [b2];
else
BARVE_U[pov[k].u]:=BARVE_U[pov[k].u] — [bl] + [b2]
end; {Popravi }

V glavnem programu nam tako ostane samo %e podprogram |ZPISI_RE-
ZULTATE. Tega bomo prepustili vam in vaZi domiliji. Ce potrebujete le
enostaven izpis, bo podprogram preprost, lahko pa si predstavite rezultate
tudi grafiéno (morda celo v barvah). Tedaj boste dobili rezultate v obliki, ki
bo podobna nafima primeroma na slikah 1 in 2 na zadnji strani ovitka.

Za konec povejmo Ze, kakine podatke smo vstavili v program, da smo

dobili prikazane rezultate. V primeru, ki je prikazan na sliki 1, smo imeli
naslednjo situacijo: ST_UCITELJEV = 4, ST_RAZREDQOV = 4 in

GRAF =

N =N O
O W
N =N O
o N = O
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Podprogram DOLOCI.STOPNJO nam je v tem primeru izratunal, da je
STOPNJA = 5.
V primeru na sliki 2 smo “delali" malce ve&ji urnik. Podatki so bili

naslednji: ST_UCITELJEV = 8, ST_.RAZREDOV = 7 in

2010120
0303301
2 000110
0400100
Rl = 1020011
0 001110
101 1 2 00
160620 20 2

Sami lahko preverite, da ima sedaj STOPNJA vrednost 11, zato graf lahko
oznaéimo z 11 barvami.

Niko CiZek in Sandi KlavZar

RACUNAJMO NA PAMET

Naloga SluZaj ali pravilo (str. 321) vas je verjetno spomnila na podobno
pravilo za kvadriranje Stevil, ki se kontujejo s 5: Stevilu odrezemo enice,
pomnoZimo dobljeno z za 1 ve&jim Stevilom in pripisemo 25,

852 = 7225, kerje 8-(84+1)=8-9=72.

Morda pa ne veste, da je to le poseben primer splo3nejSega pravila za
mnoZenje: Stevili, ki imata vsoto enic enako 10, v ostalih ¥tevkah pa se uje-
mata, zmnoZimo tako, da skupni zafetek pomnoZimo z za 1 ve&jim Ztevilom
in dobljenemu rezultatu pripifemo produkt njunih enic.

62-68 = 4216, ker je6-7=42in2-8=16

113-117 = 13221, ker je 11-12=132in3-7=21

Da pravilo res sploino velja, se lahko prepriate s podobnim raéunom kot v
reditvi na strani 351.

Marija Vencelj



NOVE ANIGE

Smullyan R., OPONASATI OPONASALKO - Logitne ugan-
ke in presenetljiva pustolovitina v globine kombinatorne
logike. Logika, Ljubljana 1991, 177 str. (Univerza za 21.
stoletje)

Amerigkega logika Raymonda Smullyana smo doslej poznali Ze po &tirih pre-
vodih njegovih del v zbirki Z logiko v leto 2000: Alica v deZeli ugank, Sahovske
skrivnosti Sherlocka Holmesa, Poznate naslov te knjige? in Dekle ali tiger.
Prav tako je dobrodosla njegova knjiga Opona3ati oponaalko, ki hkrati uvaja
novo zbirko Univerza za 21. stoletje. To bo zbirka prevodov najboljfih in
tudi za %irdi krog bralcev zanimivih del. Pri¢ujoZe delo je prevedla Ztudentka
Mateja Sajna, z razumevanjem zahtevne miselne zgradbe in s posluhom za
vso duhovitost izraZanja.

Prva tretjina knjige obsega raznovrstne, nadvse zanimive logiéne naloge.
Nekatere govorijo o brivcih in so sorodne (le da so e bolj poglobljene)
paradoksu brivca, ki brije natanko tiste moZe svojega mesteca, ki se ne brijejo
sami. Druge naloge govorijo o resnicoljubneZih in laZnivcih, na primer:

1 » John, James in William

Imamo tri brate, ki jim je ime John, James in William. John in James (oba na J) vedno
laicta, William pa vedno govori resnico. Na pogled jih je nemogole razlikovati. Nekega
dne sredale na ulici enega izmed treh bratov in ielile vedeti, ali je John (ker vam je John
dolian nekaj denarja). Zastavile mu lahko le eno vpraanje, na katero lahko odgovori z
“da" ali “ne”, vendar vpraianje ne sme vsebovali veé kol ireh besed! Kalero vpraianje
bi mu zastavili?

V nadaljnjih ugankah se nekateri resnicoljubneZi (kot tudi laZnivci) v
svojih sodbah vedno motijo; sre€ujemo tudi dnevne in no&ne viteze ... dokler
ne pridemo do "naduganke" o Vodnjaku mladosti.

Vsa preostala knjiga je uZbenik kombinatorne logike (ki ima pomembno
vlogo v raunalnidtvu in umetni inteligenci). Osnovni pojem so kombinatorji,
ki vplivajo drug na drugega, sicer pa lahko pomenijo karkoli. Tu so predstav-
ljeni kot oglaZajote se ptice v skrivnostnem gozdu. V tem gozdu seveda &aka
bralca veliko miselnih nalog.

Tem in prej¥njim nalogam so dodane podrobno izpeljane regitve, ki so
elegantni zgledi logi€nega misljenja.

Knjiga je zares primerna za vsakogar, ki se zanima za logiko: ne zahteva
posebnega predznanja, zato pa kar najbolj aktivno miselno sodelovanje.

Janez Rakovec



TEANUVANJA

SREDNJESOLSKO REPUBLISKO TEKMOVANIJE 1Z
FIZIKE

Republitkega tekmovanja iz fizike za srednjeZolce, ki je bilo 11. maja na
Gimnaziji in srednji ekonomski %oli v BreZicah, se je udeleZilo 177 uencev iz 27
srednjih 3ol. V skupini A (mehanika) je tekmovalo 64 uZencev, v B (energija)
43, v C (elektrika) 53 in v skupini D (delci in valovanja) 17 u€encev. Naloge
je sestavila komisija za popularizacijo fizike v srednji 3oli, za njihovo re¥evanje
so imeli u€enci na voljo dve uri in pol. Medtem ko je tekmovalna komisija
pregledovala naloge, so si ufenci s spremstvom ogledali jedrsko elektrarno
Krgko. Ob zakljuZku je komisija razglasila rezultate in podelila nagrade in
priznanja naslednjim uencem:

SKUPINA A:

2. nagrada: Bojan Gornik (Gimnazija Novo mesto), Gregor Veble (Il. Gimnazija Maribor)
3. nagrada: Gregor StraZar (Gimnazija Befigrad), Mitja Kit (Il. Gimnazija Maribor)
pohvale: Borut Kerfevan (Gimnazija BeZigrad), Mitja Mastnak (STS Celje), Mitja Nas-
tran, Ale3a Lotri¢ (Gimnazija Kranj), Jakob Fric (Gimnazija BreZice), Marko Kranjc (11.
Gimnazija Maribor), Damjan Skulj (Gimnazija BreZice), Jure Zupan (Gimnazija BeZigrad),
David Gorisek (Il. Gimnazija Maribor), Dominik Benkoviz (SCTPU Murska Sobota)

SKUPINA B:

2. nagrada: Alan Gregoroviz (Gimnazija Koper)

3. nagrada: Kredimir Macan, Tadej Mali (Gimnazija BeZigrad), Matjaz Kotnik (I. Gim-
nazija Maribor)

pohvale: Tomaz Cedilnik, Gregor Sega (Gimnazija BeZigrad), Robi Mohorzi (Gimnazija
Novo mesto), Damjan Dem3ar (CSU| Jesenice), Marko Kukrika, Mojca Vilfan (Gimnazija
BeZigrad), Damjan Vodopivec (NSC Nova Gorica)

SKUPINA C:

1. nagrada: Roni Leben (Gimnazija BeZigrad)

2. nagrada: Gregor Skatej (!l. Gimnazija Maribor), Darko Veberi& (SCTPU Murska Sobo-
. ta), MatjaZ Kobal (Gimnazija Bezigrad)

3. nagrada: Klemen Kotevar (Gimnazija BeZigrad), Sa%o Bla%iz (S3DTU Crnomelj), Marko

Goliznik (STS Celje), TomaZ Zagar (Gimnazija BeZigrad)

pohvale: Drago Rijavec (T5CB B.Brelih N.Gorica), Peter Ziger (Il. Gimnazija Maribor)

SKUPINA D:

3. nagrada: Borut Horvat (1l. Gimnazija Maribor)

pohvala: Luka Hribar (SES Ljubljana)

Komisija je za zvezno tekmovanje v Makedoniji izbrala 5 uZencev, ki pa se zaradi negotovega
varnostnega poloZaja v driavi tekmovanja niso mogli udeleZiti.
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Naloge:

SKUPINA A - MEHANIKA

1.

i

Na idealno gladki vodoravni podlagi stojita dve posodi, ki imata obliko
pokonénih valjev. Med seboj sta togo povezani s 5 cm dolgo tanko cevjo.
Prva posoda je do viZine 50 ¢m napolnjena z vodo, druga pa je prazna.
Za koliko se premakneta posodi, ko odpremo ventil? Polmer osnovne
ploskve prve posode je 40 cm, druge 25 cm, masa prve posode je 4 kg,
druge pa je 10 kg.

. Spodnje krajig€e lahke letve je pritrjeno na tla, zgornje pa je poloZeno na

plagt valja z maso 1 kg, pri €emer je kot med letvijo in tlemi 30°. DolZina
letve od toZke, v kateri se dotika valja, do totke, v kateri se dotika tal,
je a. Na razdalji a/2 od spodnjega kraji¥€a poloZimo na letev ute z
maso 2 kg. Koliken mora biti najmanj koeficient trenja med valjem in
podlago, da valj ne zdrsne? Koeficient trenja med valjem in letvijo je
dovolj velik, da tu valj ne zdrsne,

. Obrot s polmerom R se vrti okoli navpiéne osi s kotno hitrostjo w. Po

njem lahko brez trenja drsi majhen prstan z maso m. Dolo&i ravnovesne
lege prstana na obroZu v odvisnosti od w! Katere od teh leg so stabilne,
katere labilne?

Tovornjak z dvojnimi zadnjimi gumami vozi s hitrostjo 50 kmh~! po
ravni cesti. Med zadnji gumi tovornjaka se vtisne kamen, ki v nekem
trenutku odleti. Kolik¥na naj bo varnostna razdalja avtomobila, ki vozi
za tovornjakom, da kamen ne bo zadel avtomobila?

SKUPINA B - ENERGIJA

1.

Avtomobilsko dvigalo je sestavljeno iz &tirih pregk, ki so povezane v romb,
ter vijaka med njimi. DolZina pretke je /, hod vijaka je d. S kolikénim
navorom moramo vrteti vijak, da po&asi dvigujemo avto, &e je dvigalo
obremenjeno s silo F pri vigini dvigala h?

miruje kapljica Zivega srebra z maso 0,2 g. Premer cevke je 3 mm, tlak
v cevki pa je 10% Pa. S kolikéno frekvenco moramo vrteti cevko okoli
navpiéne osi, ki gre skozi krajis€e cevke, da se kapljica premakne za 1,5
em? Proces poteka pri konstantni temperaturi.
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3;

Soba ima 0,4 m debele stene s povr&ino 50 m? in toplotno prevodnostjo
0,1 Wm~1K~!, V sobi je idealni hladilnik z 2 cm debelimi stenami s
povrino 5§ m? in toplotno prevodnostjo 0,4 Wm~'K~'. Temperatura
zunaj sobe je konstantna in je 300 K.

a) Kolik3na je temperatura v hladilniku po daljSem Zasu, € je mot
hladilnika 200 W?

b) Kolik&na je najniZja temperatura, ki jo lahko vzdrzujemo v hladilniku,
e lahko moé poljubno izbiramo? Namig: zapisi, kako se mo€ izraZa s
temperaturo in poglej, kaj se dogaja z reSitvami dobljene enatbe!

Dve aluminijasti plog&i, ki sta postavljeni ena nad drugo, imata enaki
masi po 10 kg in enaka vztrajnostna momenta 2, 5 kgm?. Vrtita se okrog
geometrijskih osi v nasprotnih smereh, zgornja s frekvenco 50 s™!, spod-
nja pa s frekvenco 52 s~!. Osi vrtenja obeh plo%& sovpadata. Kolik&na
je kon&na frekvenca obeh plog& skupaj, ko zgornjo plo¥éo spustimo na
spodnjo? Ocenite, kolik¥no napako naredimo, &e ne upo3tevamo, da se
plo¥i pri tem segrejeta! Specifitna toplota aluminija je 880 Jkg—1K~1,
linearni razteznostni koeficient pa je 25.107% K1

SKUPINA C - ELEKTRIKA

O

Med dve kovinski krogli z radijema 1 ecm in 2 cm v razdalji 100 cm
priklju€imo baterijo z napetostjo 10 V. Kolik&na je elektriZna sila med
kroglicama? Vpliv vodnikov lahko zanemarimo. Kapaciteta krogle z
radijem r je 4mweqr.

Plo¥Zat kondenzator s kvadratnima plog€ama s stranico 25 em in razmi-
kom med plo$¢ama 3 c¢cm prikljuéimo na generator enosmerne napetosti
z gonilno napetostjo 2000 V. Na sredino med plo§&i postavimo posodo iz
izolatorja z zelo tankimi stenami in dimenzijami 1 cm x 25 ¢cm x 25 cm.
V posodo zafnemo vlivati vodo s stalnim prostorninskim tokom
10 ecm3s~1. KolikZen tok tefe skozi generator in v katero smer? Dielek-
tri¢na konstanta vode je 81.

Na kvadraten okvir s stranico 10 cm navijemo 100 ovojev Zice z uporom
100 © in med njena konca priklju€imo idealno diodo. vzporedno z osjo
tuljave je magnetno polje z gostoto 1 T in z ravno mejo. Na zaZetku
ena od stranic tuljave leZi na meji polja. Kolik8en povpreéni tok tece
po tuljavi, ko jo vrtimo s frekvenco 100 Hz okrog geometrijske osi,
ki je pravokotna na ravnino okvira? Upor diode v prevodni smeri je
zanemarljivo majhen.
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4. Teflonska cev s tankimi stenami ima premer 4 dm, na njej je enakomerno
porazdeljen naboj s povriinsko gostoto 5.1073Asm™2. Znotraj cevi je
kratko sklenjena tuljava s 1000 ovoji, premerom 2 dm in uporom 0,1 Q
tako, da njena os sovpada z osjo cevi. Kolik3en tok te€e po tuljavi, ko
se za&ne cev vrteti okrog svoje osi s kotnim pospetkom 1 s~2%?

SKUPINA D - VALOVANIJE IN DELCI

1. V zamidljenem poskusu preko laserskega Zarka pravokotno prileti s hitro-
stjo 0,01 ¢ 1 em debela steklena ploZ€a. Za koliko se pri tem premakne
Zarek, ki izstopa iz ploZ€e? Lomni koli€nik stekla je 1,5 , ¢ je hitrost
svetlobe v vakuumu.

2. Svetlobni lijak ima obliko prisekanega stoZca z idealno odbojno notranjo
povriino. Polmer manj%e odprtine je 2 em, polmer ve&je pa je 20 cm.
PlasZ stoZca je za 12° nagnjen glede na os. Lijak obrnemo z ve&jo
odprtino proti Soncu tako, da padajo Zarki vzporedno z osjo. Kolikgen
svetlobni tok tefe skozi manj%o odprtino? Gostota svetlobnega toka s
Sonca je 1 kWm™2.

3. Son&na svetloba pada pravokotno na deZevno Eelo. Opazovalec, ki gleda
v smeri deZja, je od deZevnega &ela oddaljen 100 m.

a) Kolik3na je zgornja viSina primarne mavrice H?

b) Kolikina je Zirina vidnega dela svetlobe v primarni mavrici?

Za primarno mavrico velja, da se svetloba znotraj kapljice odbije enkrat.
Vpadni kot svetlobe na kapljico za primarno mavrico je & : sina =

= /(4 —n%)/3, kjer je ny lomni koli¢nik svetlobe v vodi. Za rdeto
svetlobo je Npgeca = 1,331, za vijolicno svetlobo pa nyjjolicna = 1, 344.
4. Poérnjen balon kroZi po elipsi okrog Sonca. Najve&ja razdalja od Sonca
je 150.10° km, najmanj%a pa 75.10° km. Mo& Sonca je 4.102° W. Za
koliko c¢m se pri kroZenju spreminja radij balona, e je najve&ji radij 1
m? Tlak v balonu je odvisen od radija balona in povriinske napetosti

snovi, iz katere je balon: p = 4+/r.
Iztok Kukman

PRASTEVILI

Le dve pratevili sta taki, da ima njuna reciprogna vrednost, zapisana kot
decimalno 3tevilo, periodo dolZine 7. PoiZéi ju.

Darjo Felda



RESITVE NALOG

22. ZVEZNO TEKMOVANJE OSNOVNOSOLCEV 1Z
MATEMATIKE - Regitve s str. 300

7. razred

1. Stevilo 1991 bi lahko ostalo le, Ze bo zbrisano v zadnjem paru in Ze
je absolutna vrednost razlike predzadnjega para enaka 0. Ker 1990 ni
deljivo s 4, se to ne bo zgodilo, zato na tabli ne more ostati 1991.

[

2. |z pogoja 3 < £ < 1 dobimo a < b < 3a. Prva lastnost nam da
enaébo Eg‘;{ = ¢, od koder sledi a + x = ax. Edina refitev te enatbe
jea=2inx=2inzaradi a < b < 3aje b € {3,4,5}. Ker velja Ze
D(a,b) =1, je b€ {3,5}. Tako dobimo ulomka % in %

3. Ceje t > 1, je okitno P(t) > 0. Cejet <0, sta—tint nenegativna,
zato je spet P(t) > 0. Naj bo sedaj 0 <t<1l. lzberimo k = 1 1.
Tedajje(l)“ %:1 =1 ik = k- k3>2|1 K3 |
Jel |>2|n&1<2 Topomem[t“—t|< in zato je tudi
tedaj P(t) > 0. Ker velja P(t) > 0, velja tudi P(t) # 0.

B
v}
=

ajprej je £ = 90° — B in zaradi

8 HE:BMtudstp—la
D =90°—€- natcpaﬁ-gﬂo—(p—
il L =g—. Prav tako je p = 90° — g —
v - :%. Kerje p=6in CN =
€ =CDin CD = CM, sta trikotnika
p ACNM in ACDM skladna, zato
c v o > je tudi «CDM = 2<CNM = 90°.

Najprej vidimo <MON =
= 360° : 9 = 40°. Ker je OM =
OL;.je 0L M = (180° —40°) :
2 =70° = «<OML;. Konstruiraj-
mo simetralo daljice NLy. Vidimo,
da je M € spy,. Zato je MLy =
= MN in <MLiN = <MNL,
= 70°. Tako je x MNO = 110° in
tedaj «OMN = 30°.
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8. razred

1. Zaporedna naravna Stevila so ag,a; = ag+1,ap = a1 +1 = ag +
42,...,an=ap_1+1 = ag+n. Zatoje1991 = ag+a;+az+...+an =
= ag+ap+1+ag+2+...4ag+n= (n—l—l)ao—irﬂﬂ;—]l = ﬂP(Zao—l-.".'),
Od tod dobimo 3982 = (n+1)(2ag+ n) ali 2-11:181 = (n+ 1)(2ap +
+ n). Od tod vidimo, da je lahko n = 1 ali n = 10. Stevilo 1991 lahko
zapifemo kot vsoto dveh ali enajstih zaporednih naravnih Ztovi iarel na
dva naéina.

1990 1991
ces a2 9 0.7 1 : 1991
2. lzraz zapidimo malo drugafe a“ —1=10...05-1...1. Tako je (10°7°" +
1991 1991

+5) - Tdd 9 = (101991193 5) §.9:9= (101991 4 5) (‘}5911991
-1):9=10 3+5 A8 —=1 Imamo torej a + 1 =
10991 03213 = 101991 45 in 32— 3 = 101991 _ 1

a—1=

oziroma 6a = 2- 101991 4 4, od tod pa a = ngl"ﬁ =3...34.

3. Sestavimo tabelo:

atb _ atb _
Iz enaébe 63 = 53 ,sledi b = 365 To vstavimo v enatbo §E3 =

= %’-‘— pa imamo reditev x = 365, kar pomeni, da bi en konj popil vso
vodo v enem letu.

4. Najprej vidimo d2 = v2 + 22 in
b2 = v24y? natopadee? = v2+
+(c+z)?=v?+c?4+2cz+ 22
inf2=vi+(c+yP=v24+c2+
+ 2cy + yz. Ko seitejemo zadnji
dve enatbi, dobimo e +f2 = b2 +
+d242c? +2c(y+2) = b2+ d? +
+2c{c+y+z) = b* + d? + 2ac,
kar je bilo treba dokazati.
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SISTEMI LINEARNIH
ENACB -
Re%itve s str. 166

15120, 20000, 300000, 42336
40, 170
.. 120, 10
V' urednidtvo revije je prispelo tu-
di nekaj pisem z odgovori bralcev.
Ocenili smo, da je med osnovnoZolci
naloge najbolje reil Bojan Pavsi¢ iz
Maribora, med srednjedolci pa Sto-
Jan Rané&i¢ iz Ljubljane. Oba sta za-
to Ze prejela knjizni nagradi. Cesti-
tamo.

b =1 S N — W PR
[&5]
[=3]
[ ]
F-S

Cf

Naj bosta My in M5 toZki, v katerih
dana pravokotnica prebada ravnini
skozi sosednji mejni ploskvi pirami-
de. Piramido prezrcalimo preko rav-
nine, ki gre skozi njen vrh in je vz-
poredna osnovni ploskvi. Tedaj je
M} = Mz in M) = My. Zato je
PMz + M3P' = PM3 + PM; =
=2vin PMy+ P'Mg = PMy +
+ PM; = 2v, od tod pa takoj sledi

PM{+PMy+PMs+PMy = 4v.

Aleksander Poto&nik

PETKOTNI TANGRAMSKI
LIKI — Resitev s str. 290

Zaporedje 32322 nam pove, da je
iskani petali hkrati tudi kotali. Za-
dos¢a torej preleteti zbirko vseh ko-
talijev v 4. Stevilki preseka.
najdemo tale petali;

Tam

Vilko Domajnko
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SIR1J — Resitve s str. 276

1. Gostota svetlobnega toka v razdalji r od zvezde je j = P/4nr2.
lzsev Sirija je P = j4mr? = 1077 W/m?.47(9.10'°m)? = 1028 W. Kvocient
izsevov Sirija in Sonca je P/Py = 10%% W/4.10%® W = 25. Sirij oddaja v
prostor okoli 25 krat ve svetlobe kot Sonce.

2. Kvocient sprejetih gostot svetlobnih tokov s Sirija A in Sirija B je
enak kvocientu izsevov Sirija A in Sirija B, torej ja/jg = Pa/Pg = 10%.

3. Gostoto p izracuna tako, da maso m telesa deli¥ z njegovo prostorni-
no V. Kvocient povpreénih gostot Sirija B in Sonca je:

p/po = (m/V)/(mo/Ve) = (mo/4wR®)/(mo /47 Rg) =

= (Ro/0,01Rg)® = 10 in p = 10°.1400 kg/m 3 = 1400 kg/cm 3.

En ecm? bi tehtal toliko kot osebni avto.

Marijan Prosén
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32. ZVEZNO TEKMOVANJE SREDNJESOLCEYV 1Z
MATEMATIKE — Resitve s str. 302

Prvi letnik

1. Naj bo AA’ teZiZZnica trikotnika
AABC in naj premici skozi P in Q, vz-
poredni z B(', sekata AA’ v totkah M
in N. Premica skozi P naj seka stra-
nico AC v totki P/, Iz IN — QN _

TM — PM
— QN _ NA _ TNi4TA _ TN{2TA'
= P'AMf — MA — ’1.-1 TM — 2TA'-TM

izpeljemo T8 = 1+ 7. Upostevamo e,

T T
da%:?%ln%‘%:?ﬂ—oﬁ,palmamo
% = 1 ?% Dobljena enakost je ekvi-
valentna enakosti, ki jo je treba dokazati.

2. Dokazali bomo, da imajo vsi pravokot-
niki, oértani liku F, tak obseg kot kvadrat.
O¢rtani pravokotnik ' LA N naj se dotika
lika F v togkah B, @@, P in D. (Glej
skico!) Naj bo AL pravokotnica iz A na
CP in DF pravokotnica iz D na K L.
Kota LACE in LBDF sta enaka, saj
imata pravokotna kraka. Hipotenuzi pra-
vokotnih trikotnikov AACE in ABDF
sta diagonali kvadrata, zato sta trikotnika
skladna. Torej: AN = FD = EC. Od
tod pa Ze lahko izpeljemo KN + NM =
=EC+NM =CP+ AQ = 2a, kjer je a
stranica kvadrata.

3. Predpostavimo, da se vsako Stevilo k, & € {1,2,...,n} v zaporedju
dolZine 2n pojavi natan&no dvakrat: prvi€ na mestu iy, drugié pa na mestu
myg + k. |z enakosti | + 2+ ... 4 2n = (my + (my + 1)) + (mo + (ma +
+2)) + ...+ (my, + (g, + 1)) izpeljemo my +ma + ... 4 my, = ,(l +24
+. +2u)— —(1+2+ +,J] - 1( n{u-l—l) n{n+n)= nrsu+1)

Prin=2 (mod alin=3 (motl 4) stewlo n(3n+1)ni deljlvo s4in

predhodna relacija ni mogofa. Tako zaporedje ne obstaja, ker je 1991 = 3
(mod 4).
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4. Vpeljimo oznaki za aritmeti€no in kvadratno sredino Stevil a in b :
A=3sb K2 ﬁ'b— Ratunajmo: ab = 2A% — K2, (a® = ?)® =
= (a + b) (a® 4+ 0% — 2ab) = 16A*(K* — A?). Neenakost, ki jo je treba
dokazati, je torej )
24 - K?2 K
_— > — ,

24 — R
pri pogoju ' > A > 1. Ta neenakost je ekvivalentna z neeenakostjo
JAYKN =AY K +A) > 2(K=A)(K+2A), kidr¥i, sajje A > 1, K—A>0
in 3(K + A) > 2(KN + 24).

%AQU\'E - A%+

Drugi letnik

1. Predpostavimo, da se nobeno dotikaliige

kroga in kvadrata ne ujema s kakinim A, AL
dotikaliZ€em kroga in trikotnika. Potem ‘ y
obstaja ogli¥te kvadrata (ozna&imo ga z I3)
v notranjosti trikotnika. Dokazali bomo,
da je dolZina tistega dela kvadrata, ki se
nahaja znotraj trikotnika, ve&ja od 2.2.
Ozna&imo totke tako, kot kaZe skica.
Potem je treba dokazati My My + My M +
+MsRKo+ KoB+ BNy + Ny My >2212
upostevanjem enakosti tangentnih odsekov
in zveze NoB + BRh; = 1 nam torej
zado&a dokazati le:

MMy 4+ MaMy + Mg Mg > 1.2

Dokazali bomo nekaj ve&: MMy > 04,
M3M; > 0.4, M55 > 0.4.

Ozna&imo M|\ = «. Potem je M| M = - O¢éitno
4r+42°
4% 41 l
gy =04 = (& ——] +_IUU>U

Analogno dokazemo ge M3Ay > 0.4 in MzMs; > 0.4,
V primeru { Ny, Ko, Ky, Ky, Ka} 0 {1\, T, T, T4, Ta} # 0, pa je neenakosti
tem bolj zado$€eno.
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2. a) Naj se dane premice p, q,7,s
sekajo v totkah A, B,C, D, E, F in
naj bo M drugo preseéiste kroZnic,
oértanih trikotnikoma AACF in
AADE. (Glej sliko!) Z uposte-
vanjem enakosti obodnih kotov nad
ustreznimi loki lahko zapiSemo:
LBCM = (FCM = (FAM =
= LDAM = LDEM = LBEM,
od koder sledi, da je Stirikotnik
ECBM tetiven in zato leZi toZka
M na oé&rtani kroZnici trikotnika
ABCE. Podobno dokaZemo Ze,
da togka M leZi na o€rtani kroZnici
trikotnika ABDF.

b) Sredigta P, Q, R, S krogov, o&rtanih trikotnikom AACF, AADE, ABDF,
ABCE, leZijo zaporedoma na simetralah daljic MC, MD, ME, MF.
Zaradi LRPS = .'ELFP(]' = LFAC = {DAE = %LDQE = LRQS lezijo
totke P, Q, R, S na isti kroZnici K. Zaradi LM PS = LU MPC = IMAC =
=/MAE = L/MQE = £ MQS pa letijo totke M, P,Q, S na isti kroZnici.
Torej M € K.

3. Za poljubni pozitivni realni Stevili 2 in y zapigimo o€itno neenakost (z +
+y)-(z2—y)? > 0in jo preoblikujmo v 23+ y* +xyz > zy(e+y+=z). Pripozi-
tivnem realnem =z je ta neenakost enaka kjer velja

. <
wibyttry: = Jiy(Jv+y+:)'

. i - 1
enakost natanko tedaj, ko z = y. Sledi N T e T wean S

< Fﬁ.’;’: ~ﬂl—b + aTI; -+ r_—iﬂ) = ﬁ Enakost velja natanko tedaj, ko a = b = ¢.
4. Ker je vseh mogotih spajan) z n daljicami, ki vsaka povezuje eno rdeto
in eno modro totko, konéno (takinih spajanj je n!), obstaja vsaj eno, pri
katerem je vsota dolZin vseh daljic najmanj3a. Recimo, da se daljici R M,
in RoM, sekata. Potem je Stirikotnik M, Ms R R4 neizrojen in v njem velja
MRy + MsRs > MyM+s + R Rs. Protislovje dokazuje, da smo naili tako
spajanje, ki zado3%a pogoju naloge.

Tretji in éetrti letnik

1. Ce je a sodo itevilo, ni kaj dokazovati. Zapiimo torej liho Stevilo a po
dvojizko: @ = ...01...1 4y = Ry 2641 4 9% _ 1. Na zadnjih k mestih v
it
ke
dvojitkem zapisu se torej pojavijo le enke, pred tem pa stoji 0; R, je lahko
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tudi 0. lzraéunajmo nekaj zaporednih €lenov:

2y = MR 4281
3z 1 : : . ;
zy = MIT-F:(I}R1+l)2’“+2"—1:‘2"Rg+2""—1
23 = 2R3+ 2% -
T, = 21‘—H+3R“+2k—r1+] =

Torej je ;. = 4R + 1 in je zato Stevilo x4y = 6Ry + 2 sodo.
2. Predpostavimo najprej, da le%i na zadnjem mestu Stevilo k, k & {1, n}.
MnoZico {1,2,...,n}\{k} razdelimo na disjunktni mnofZici
A={1,2,...,k=1}inB={k+1,k+2,...,n}. Lotimo dve moZnosti:
(a) Na prvem mestu je element iz A.
(b) Na prvem mestu je element iz B3,
V prvem primeru takoj uvidimo, da se mora k + 2 nahajati nekje pred k + 1,
saj leZi k na zadnjem mestu. Analogno zaklju&imo, da se mora k + 3 na-
hajati nekje pred k + 2. To pa Ze pomeni, da se na prvem mestu nahaja n
in prva moZnost zato odpade. S podobnim razmislekom ovriemo tudi drugo
moZnost. Predpostavka, da leZi na zadnjem mestu 3tevilo k, k & {1,n}, je
torej napaéna.
Stevila vseh permutaci] nam sedaj ni terko izrafunati. Za izbor Etevila na
zadnjem mestu imamo dve moZnosti (1 ali n). Ko smo izbrali to Stevilo,
lahko na predzadnje mesto postavimo najveZje ali najmanjSe Stevilo izmed
preostalih n — | zaporednih Stevil. To pa pomeni, da imamo za vsako mesto
razen prvega dve moZnosti. Vseh permutacij z zahtevano lastnostjo je torej
Sl ol = GL
S i

n—1

3. Ozna&imo |oo| = m > 0 in si oglejmo polinom
g(@) = f(2)(1 —2) = an + (an_1 — ap)z + ...+ (ag — a; )z — apz™*!

RaZunajmo:
].‘}(J-‘” = |£I” s (“u—l —ay)a+...+ (ag —a)a™ — f"-tlfl'"‘i—ll
aom™t! = lay + (@n-1— ap)a + ...+ (ap — @1)a™ — aga™ |
i m"(ay + dyey — @y + ... ag —ay)
agm"(m—1) > 0
Iz |f(a)] | — 1] > 0 zaradi m > 1 sledi f(a) #0

v 1V

apm
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4. Z B oznatimo polje, kjer se nahaja beli lovec; z #, x in @ pa ozna&imo
polja, kjer se lahko nahaja &rni lovec, kot kaZe skica. Ce se beli lovec nahaja
ob spodnjem ali zgornjem robu table, se "zgornja" in "spodnja” pot belega
ne sekata (ena od teh dveh poti namreé ne obstaja) in zato oznatimo vsa
polja desno od omenjenega obmo&ja z +. Lo&imo tri primere:

(a) Ce se &rni lovec nahaja na polju e, beli zmaga v naslednji potezi.

(b) Ce se &rni lovec nahaja na polju *, beli igra tako, da se Stevilo polj *
zmanjga. Ce se pri tem &mni znajde na polju *, se lahko z naslednjo potezo
premakne na e (in beli zmaga v naslednji potezi), ali se pa premakne na *
(in beli postopa kot prej). Ce pa se &rni ne premakne s polj *, ga lahko beli
privede v poloZaj, da mora stopiti na polje %, pri emer v tabeli ni nobenega
polja oznatenega z . Tudi v tem primeru beli zmaga.

4 . * * * * * * *

(c) Ce pa se &ni lovec nahaja na polju *, beli v prvi potezi ne more postaviti
svojega lovca pod udar Ernega lovca; Po potezi belega pa lahko &rni premakne
svojega lovca s polja % in uporabi strategijo belega iz totke (b). V tem primeru
&rni zmaga.

Ker je na potezi beli in se &rni nahaja na polju *, je zagetna pozicija tipa (c).
Po opisani strategiji lahko &rni zmaga.

Matjai Zeljko

JOHN, JAMES IN WILLIAM - Regditev s str. 359

Edino vprafanje iz treh besed, ki se ga lahko spomnim in ki ustreza, je
"Si ti James?". Ce nagovarjate Johna, bo pritrdil, saj John laZe, medtem ko
bosta take James kot William zanikala - James zato, ker laZe, William pa
zato, ker govori resnico. Torej odgovor "da” pomeni, da je ogovorjeni John,
odgovor "ne” pa, da ni John.
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PRESKUSI SE IN RESI A ALI B NALOGO -
ReSitev s strani 287

A

(v=]

bk

21 2.a) 2a(3 - a) b) (52 +3)? 3.a) {f b) a%ﬁ;—l ¢) &5,

4, Disjunkcija je nepravilna, ker sta obe izjavi nepravilni.

S

(<1]

B

W
|
[=-]

(=

. =27 2.a) (32+5)2 b) 3a(2—a) 3.a) I} b) 4252241 ¢) 2=

4. Konjunkeija je pravilna, ker sta obe izjavi pravilni.

P

Franc Oblak

SRECANJE VLAKOV - Retitev s str. 261

1. Lokomotiva B pelje 40 vagonov na stranski tir; 40 jih ostane na desni
(slika a).

2. A pelje svojih 80 vagonov Eez kriZi€e in priklopi %e 40 vagonov, ki
jih je B prej pustil na progi. B zapusti slepi tir (slika b).

3. A zapelje s 120 vagoni €ez kriZi¥€e na levo stran; na levi pusti 80
lastnih vagonov, z ostalimi 40 B-jevimi vagoni pa zapelje na slepi tir (slika

c).
4. Lokomotiva A pusti 40 B-jevih vagonov na stranskem tiru, pobere

svoje vagone in krene na desno stran. Lokomotiva B s 40 vagoni priklopi Se
ostalih 40 vagonov in krene na levo (slika d).

B+440

80+A 40 B+40 80+A+40

(a) (b)

B+40+4-80 B+40 804+A
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FORDOVI KROGI - Regitve nalog s str. 268

1. Pri na¥rtovanju si lahko pomagamo z zrcaljenjem glede na kroZnico, torej
z inverzijo, o kateri je pisal tudi Presek XIII/1.

Za kroZnico inverzije izberemo katerokoli kroZnico k s sredi€em v dotika-
li¥€u krogov K7 in K9. Ugodno je, Ze gre k skozi dotikali¥€e manjZega od
krogov K1 in K2 z njuno tangento t.

Opidimo na kratko konstrukcijo kroga K, podrobnosti pa prepustimo
bralcu.

Slika 1.
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KroZnici K1 in K se prezrcalita v vzporedni premici lC-l in K,; tangenta
t pa v kroZnico t', ki se dotika .-'C; in .-'(.; Zrcalna (inverzna) slika K iskane
kroznice K se dotika !L; !C; in t/, zato je ni tezko natrtati.

Z inverzijo K’ prezrcalimo €ez k in tako dobimo K.

2. Poglejmo na sliko 2 in izraunajmo razdaljo d = |T1T3|.

Slika 2.

Po Pitagorovem izreku iz oznagenega pravokotnega trikotnika dobimo
d? = (r1 s rg)z — (r1 - r2)2 =4rnnr,
torej velja d = 2,/r1r2. Podobno pridemo tudi do zvez

dy =2/nr, dp =2 /rpr.
Ker velja d = dj + dy, je

(Va+ Vr)Vr=/nr+nr=nn

in tedaj
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nn

T At yn?

Regitev naloge sklenemo s tem, da izra€unani r vstavimo v formuli za d in
ds.

3. Denimo, da se kroga K1 in K7 dotikata med sabo. Njuni dotikaliggi
—?{. in %21 s premico t sta po formuli iz naloge 2 oddaljeni d = 2,/r 7, torej
velja

my M 1

—‘—'““‘—"‘=d=2\/-’1f’2=

. m mny’

Od tod sledi enakost mon; — miny = 1.
Obratno, &e ta enakost velja, potem je
mo mi 1

de=———=

nz n nin2

=2/nrn .,
torej se Ky in Ko dotikata med sabo (Zakaj?).

4. ObiZajno dokazujemo trditev te naloge s pomo&jo Evklidovega algo-
ritma, vendar bomo tokrat krenili po drugi poti.
Ozna&imo s p najmanje naravno Etevilo oblike

nx—my, x,yeZ (1)

in dokaZimo, da p deli min n .
Zapisimo
n=kp+pinpr€Z 0<p <p,

upostevajmo, da je p = nx — my za ustrezna x, ¥ € Z in izrazimo

p1=n—kp=n—k(nx — my) =
=n(1 — kx) — m(—ky) = nx; — myy,

kjer je x; = 1 — kx, y1 = —ky. Vidimo, da je p; oblike (1) in da velja
0 < p1 < p, zato mora biti py = 0. Od tod sledi, da p deli n, podobno
pa dokaZemo, da p deli m. Ker sta Stevili m in n tuji, je p = 1, torej velja
nx—my=1x,y€Z.
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5. Po izreku 2 veljata zvezi

mapny —minp =1

many — man3 = 1.

Izena&imo njuni levi strani in preuredimo. Dobimo

ma(n1 + n3) = na(m1 + m3),

kar takoj da iskano enakost.

6. V druZini posplogenih Fordovih kragov obstaja najve&ji krog natanko
takrat, kadar je kvocient polmerov zaZetnih krogov K'1 in Ko kvadrat racional-
nega Stevila.

Dokaz prepustimo bralcu, naslednji nasvet pa najbr ne bo odvet:

Ce v druZini obstaja najvegji krog, potem je v njej Se en krog enake
velikosti in se prvega dotika. Fordovi krogi, ki jih dasta ta dva kroga, tvorijo
prvotno druZino posplogenih Fordovih krogov. Ker sta Ky in Ko v tej druZini,
je kvocient njunih polmerov po izreku 1 kvadrat racionalnega 3tevila.

Za dokaz obratne smeri lahko brez $kode za sploZnost privzamemo, da

sta polmera krogov K1 in Ko enaka 5};:’ in 2—152- kjer sta ny in np tuji naravni
1 2

Ztevili. Nato pois€emo okrajSana ulomka —r:-lk in 5;—5— z intervala [0,1], ki
ustrezata pogoju myn; — myny = 1, koordinatni sestav na skupni tangenti
obeh krc'ch'w pa pomalfnemo t.ako, da se je prvi dotika v T drugi pa v -"—;’22
Kroga K1 in K7 porodita druZino Fordovih krogov, ki ima dva najvedja kroga
s polmerom 3.

Boris Lavrié

PRASTEVILI — Reditev s str. 363

Naj ima ,Lo periodo dolZine 7. Ker ima :—9 107 od nekega mesta dalje iste

decimalke kot % je 107 . %‘—1 = a celo itevilo za neki n € IN. Sledi
a-p=10"-9999999 = 27-32.5".239.4649. Ker sta 3 in { decimalni
Stevili, so za p le trije kandidati: Stevilo % ima periodo dolZine 1, drugi dve
?%g = 0.0041841 in 351;@ = 0.0002151 pa periodo dolZine 7.

Darjo Felda
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FIBONACCIJEVO TEHTANJE - Re3itev nagradne naloge iz
P XVIII/6, str. 331

Bralcem Preseka dolgujemo Ze reditev nagradne naloge Fibonaccijevo tehtanje
iz zadnje Ztevilke lanskega letnika naZe revije. UredniStvo je prejelo kar nekaj
reSitev. Med osnovno3olci je nalogo najbolje resil Zemlji¢ Gregor iz Ljubljane,
najbolj3o reditev sploh pa nam je poslala Maja Maringek iz Ljubljane. Na vsa
vpraZanja je pravilno odgovorila, nasla in dokazala pa je tudi splogni rezultat
- kolikSen je najvetji razpon, v katerem lahko tehtamo z n uteZmi. Obema
smo poslali knjiZni nagradi, reZevalkino reSitev pa tudi objavljamo.

Bojan Mohar
ReZitev Maje Maringek:

Za reditev naloge je dovolj, &e dokaZemo, da je najve&ji razpon, v katerem
lahko tehtamo z n utezmi, enak

=27 g, (1)
e polagamo uteZi le na eno stran tehtnice, in
Mp=3"—1, (2)

&e lahko polagamo uteZi na obe strani tehtnice.

DokaZimo najprej enatbo (1). Za n = 1 trditev ofitno drZi: z dvokilsko
uteZjo lahko dolofimo teZo 1 kg (breme je laZje od uteZi) ali 2 kg (breme in
ute? sta enako teZka). Vsa ostala bremena so teZja od uteZi in jih ne moremo
lo€iti med seboj.

Naj bodo sedaj wq,..., w,_1 tiste ute?i, s katerimi lahko doseZemo
najvedji razpon ob uporabi n — 1 uteZi. Torej velja

n—-1
Z Wi = Mp-1.
i=1 .

Zelimo seveda dodati kar se da tetko ute¥ wj, tako da bo m, kar najvegji.
Vzemimo wp > mp—1 + 2. V tem primeru ne moremo lo&iti med bremeno-
ma teZe mp—1 + 1 in my_1 + 2, ker sta obe teZji od skupne tefe uteZi
Wi, ..., Wn—1, sta pa obe laZji kot katerakoli kombinacija uteZi, ki vsebuje
uteZ wp. Zato je najteZja uteZ, ki jo smemo dodati, tezka le mp_1 + 2 (kg).
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Ce vzamemo poljubno drugo kombinacijo n — 1 uteZi, wy,..., w/)_;.
velja

n-1
Z w!=:m)_; < mp-1.
fed
Z enakim razmislekom ugotovimo, da lahko dodamo ute? w), < m) _; + 2.
Velja
m', < 2m"n_1 +2<2mp_1+2=mp

torej je poljubna druga kombinacija n uteZi kve&jemu slab3a.!

Od tod lahko tudi izra&unamo uteZi. Videli smo Ze, da je wy = 2. Ker
je tudi my =2, je wp =4 in my = 6. Se nekaj korakov in lahko postavimo
domnevo, da je

wj = 2" (3)

myj = 2L 2 (4)

Res! Za n = 1 enathi ofitno dr¥ita. Ce dr¥ita za vsak n < N, potem:
wygr = my+2= 2N _2)4 2= gl
in

myy1 = mpy A4 Wyt = 2N+1 — D 2N+1 = 2(2N+1) == 2N+2 =0

Ozna&imo uteZi, ki jih uporabljamo pri drugem nainu tehtanja, z W;.
Ce imamo samo eno ute?, nam ni¢ ne pomaga, e jo lahko postavimo na
katerokoli stran tehtnice. Torej je Wi =2 in My = 2.

Kako velika sme biti ute? W,? Naj bo W, > 2M,_1 + 2. Poljubna
kombinacija uteZi brez Wy, je tezka kve&jemu Mj,_1 (& so vse uteZi na eni
strani tehtnice) in nobena kombinacija z utezjo Wy, ne more biti laZja od Wp—

! Na tem mestu je reSevalka nekoliko povrino sklepala. Poljubna druga kombinacija
n—1 uteZi, w{,....w!_,. ni nujno taka, da lahko z njo tehtamo vse vmesne teZe do m'ﬂ_l‘
in zato ne moremo sklepati, da je m:,_l < mp—1. Velja pa naslednja trditev: Ce lahko z
n utezmi w{ < w, < ... < w; tehtamo vse teZe do njihove vsote, potem lahko z n — 1
uteZmi, kjer smo izlotili najveéjo w),, tehtamo vse teZe do Z::l w!. Sami poskusite
premisliti, zakaj je to res. Je pa ta trditev dovolj za pravilnost nadaljnega redevalkinega
sklepanja.

op. ured.
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—Mp_1 > (2Mp_1+2)— M1 = M,_1+2 (ki jo dobimo, e so vse uteZi
razen W), pri bremenu). Iz neenatb

Mpy <Mpp1+1 < Wnp— M,
Mn_]_ <Mn+1 +2 = Wn_ Mn_]_

Je jasno, da ob taki izbiri utezi W, ne lo&imo bremen M,_14+1in M,_1+2.
Torej je W =2M,_1 + 2.
Ce pogledamo poljubno drugo kombinacijo utezi Wy, ..., W/ _,, velja

n—1
> Wi=M,_; <My,
=X ;
in, ker $e vedno velja, da sme biti utez W), < 2M, _,, zopet vidimo, da je
n
ZW: = M:} S Mﬂ\
i=1

zato so uteZi W1, ..., W, tiste, s katerimi tehtamo najveéji obseg.
DokaZimo sedaj, da je:

e B L (5)

Mn=3n—1 (6)

Za n =1 to ofitno drZi. Naj veljata ti dve enathi za n < N. Potem je

Wiyt =2My+2=23"-1)+2=2.3¥

Mipr = My + Wiyey =88 142,38 23N _ ¢

Odgovori na zastavljena vprasanja so torej:

1. Bremena s sodo tefo lahko stehtamo neposredno. Katere uteZi potre-
bujemo, lahko doloEimo s pomotgjo binarnega zapisa 3tevila. Vsako sodo
Stevilo lahko zapiSemo kot

L -
xN= Z x"2"l
i=1
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kier je n = [logy x ] in xj € {0,1} (Vi). Potrebujemo tiste uteZi w;, za
katere je x; = 1.

Bremena z liho teZo x stehtamo tako, da ugotovimo, da so teZja od x —
— 1, a laZja od x + 1. Poseben primer je x = 1, kjer moramo ugotoviti
le, da je breme laZje od ute#i wy = 2.

2. S petimi utezmi doseZemo najvet ms = 62 (kg).

3. UteZi morajo biti w; = 2, wp = 6 in w3 = 18. Bremena s sodo
teZo zopet izmerimo neposredno, tista z liho teZo pa ocenimo z dvema
sosednjima sodima tezama.

Kako doseiemo sode teZe, je razvidno iz tabele (uteZi z negativnim
predznakom leZijo pri bremenu):

2 =wmw 12 = w3 —wp 22 = w24+ w3z —w

4 = wy —wy 14 =w3—wr+w 24 = wp+ w3

6 =wy 16 = ws—wm 260 = wy +wy+ws
. 8 =wi+wp 18 = w3

10 =w3—wp—wy; 20 = wy + w3

4. Qtitno: My =8 in M3 = 26.
T W SO o v S CSRR OR o (RRr O E S AT =  a  (le T

STO NICEL - Regitev s str. 342
Vsa %tevila, ki se konZujejo z natanko sto niZlami, morajo biti deljiva z 10199,
ne pa tudi z 10191 Ker v zaporedju {n!, n = 1,2,3, ...} Stevilo niel na koncu
nara$ta, zado¥Za poiskati najmanj3i n!, ki je deljiv z 10100 = 2100.5100 pjeq
zaporednimi naravnimi Stevili, ki so faktorji v n!, je 3tevilo 2 pogostej3i delitel]
kot Stevilo 5. Zato bo iskano Stevilo najmanjZe tako &tevilo n!, ki je deljivo s
5100 To je ¥tevilo 405!. To vidimo takole: Med faktorji 1-2-3-4.....404-405
jih je enainosemdeset deljivih s 5, od tega Zestnajst s 25 = 52, trije celo s
125 = 53, in 81 + 16 + 3 = 100. Stevilo 404! pa se konZuje le z 99 niglami.

Iz naSega rafuna je razvidno, da pri zaporednih fakultetah 3tevilo nigel
na koncu hitro, a enakomerno narad€a. Z dvesto ni¢lami se prvo kontuje
Stevilo 805!, s tristo Stevilo 1210!, itd.

Seveda pa sdmo zaporedje Stevil n! narag€a neprimerno hitreje kot gtevilo
ni¢el na njihovem koncu.

Marija Vencelj
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