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O DIAMETRU MNOZICE

Kako bi povedali, kako velika je neka mnoZica M v 3-razseZnem (evklidskem)
prostoru (torej v prostoru, kjer Zivimo; ima dolZino, Zirino in vi%ino)? Ena od
moZnosti je, da povemo najvefjo mogoéo razdaljo med dvema toZkama te
mnoZice (dol¥ino najdalje daljice, katere krajis¢i leZita v M). Taka razdalja
ne obstaja vedno. Ce obstaja, ji pravimo diameter ali premer mnoZice M in
jo ozna&imo z diam M (vZasih pa bomo tudi najdalj¥o daljico samo imenovali
diameter mnoZice M). Da dvom o obstoju ni odve&, nam pokaZeta naslednja
zgleda:

1. Naj bo M premica v prostoru. Za poljubni d > 0 lahko najdemo na M
daljico z dolzino d. (Eno kraji¥€e naj bo poljubna totka na premici, po
premici odmerimo d in konZna totka je drugo kraji¥€e daljice z dolZino
d.) Lahko bi rekli, da je diameter premice enak neskonZno.

2. Naj bo M odprti krog (to je krog brez oboda, brez mejne kroZnice) s
polmerom r. Za poljubni d < 2r lahko najdemo v M togki, ki sta
oddaljeni za d (v kako tocko, ki je zadosti blizu obodu, zapi€imo Zestilo
in narifimo kroZnico s polmerom d; dobre so vse totke na tej kroZnici,
ki le¥ijo v M), za d = 2r pa nam to ne uspe, kajti vzeti bi morali toZki
z oboda.

Ce je diameter doseen na neki daljici, pa taka daljica ni nujno ena sama.
Za zaprti krog (to je krog skupaj z obodom) je diameter doseZen na vsakem
premeru (od tod tudi ime). Dobra je vsaka daljica skozi sredid€e kroga, ki
ima kraji¥&i na obodu.

Bralec, ki bo Zel 3tudirat matematiko, bo izvedel, da diameter zagotovo
obstaja za mnoZice, ki so omejene (to je take, ki jih lahko vklenemo v kak
krog - za premico ni dovolj velik noben krog) in zaprte (priblifno si lahko
mislimo, da morajo imeti rob - odprti krog ga nima).

Da bomo bolje zagutili, kaj je diameter, poif&imo diameter trikotnika in
tetraedra (Eetverca). Najbolj vztrajni bralci pa lahko po napornem branju, ki
zahteva nekaj osnovnega znanja ravninske geometrije, redijo Se nekaj nalog,
ki so jih reSevali srednjeZolci na republiZkih in zveznih tekmovanjih v (bivéi)
Jugoslaviji, Nem&iji in Avstriji.

Trditev 1. Diameter trikotnika je doseZen na eni od njegovih stranic.

Dokaz: Trikotnik je zaprt in omejen, zato diameter obstaja. Vzemimo
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stranicah trikotnika, ugotovimo takole: &e bi kako krajiZ€e lefalo v notranjosti
AABC, bi lahko narisali premico skozi D in E, ki bi sekala obod AABC v
totkah D’ in E’. Daljica D'E’ ¢ AABC bi bila dalj$a od daljice DE, to
pa je v protislovju s predpostavko, da je DE diameter. Zato obravnajmo le
primer, ko kraji¥% diametra le¥ita na stranicah trikotnika.

Najprej pokaZimo, da se vsaj eno krajis€e (to je vsaj ena od totk D in
E) ujema s kakim od ogli¥¢ AABC. Predpostavimo nasprotno. Privzemimo
oznake na sliki. Zaradi simetri¢nosti lahko obravnavamo le primer E € AC,
D € BC (za druge lege zamenjamo vioge &rk, dokaz je isti). Naj bo ¢ :=
= LAED. Nari%imo daljico AD in si oglejmo trikotnika AAED in AEDC.

Ce je kot € topi ali pravi, je najve&ji kot v AAED (za ostala kota
skupaj ostane le 180° — ¢ < 909 < ¢, torej za vsakega posebej manj kot
€). Za trikotnik velja, da nasproti najvetjemu kotu leZi najveja stranica.
(Radoveden bralec lahko to prebere v Pucljevem uZbeniku Geometrija za 1.
razred gimnazije, |11.B/§6-izrek 26.) Tedaj bi torej veljalo AD > ED, to pa
je v protislovju s predpostavko, da je DE diameter.

Slika 1. K dokazu 1. in 2. trditve

Ce je kot € ostri, je ZDEC = 180° — ¢ top in tako najve&ji v AEDC
in je podobno kot prej DC > E D, kar je protislovje.

Doka¥imo, da se tudi drugo kraji¥€e pokriva z ogli¥€em trikotnika: Reci-
mo, da to ni res. Zaradi simetriénosti lahko obravnavamo le primer £ = A,
D € BC. Oznatimo § := LADB. Oglejmo si trikotnika AABD in AADC.

Sklepajmo podobno kot prej: Ce je kot § topi, je AB > AD = ED,
&e pa je ostri, je LZADC = 180° — § top in AC > AD. Trditev je tako
dokazana.
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DokaZimo &e podobno trditev za tetraedre:
Trditev 2. Diameter tetraedra je doseZen na enem od njegovih robov.

Dokaz: Tudi tetraeder (imenujmo ga ABCD) je zaprt in omejen, zato
diameter obstaja. Naj bo doseZen na daljici EF. Podobno kot pri trikotniku
le¥ita krajig¢i E in F na ploskvah tetraedra. (Sicer bi potegnili premico skozi
E in F, ta bi sekala povrdino tetraedra v toékah E' in F' in veljalo bi E'F' >
> EF.}

Tetraeder ima &tiri ogli¥€a, zato lahko izmed njih izberemo eno, ki se ne
ujema z nobenim od krajis¢ diametra, recimo oglis¢e A. Totke A, E in F niso
kolinearne, ker bi sicer veljalo ali AF > EF ali AE > EF, kar je v nasprotju
s predpostavko, da je EF diameter. Potegnimo poltraka z izhodi¥¢em v A
skozi E in F, naj prebodeta ploskev ABCD v totkah E’ in F'. Ker toZke
A, E in F niso kolinearne, je E' # F'.

EF je po predpostavki diameter tetraedra, velja pa EF C AE'AF' C
ABCD, zato je EF tudi diameter trikotnika AE'AF’. Po trditvi 1 se mora
EF ujemati z eno od stranic trikotnika AE'AF’. Ker A € {E, F}, mora biti
EF = E'F'. Daljica E' F’ pa leziv ABCD. Tako lahko ponovno uporabimo
trditev 1, ki nam pove, da je EF = E'F’ ena od stranic trikotnika ABCD.
Trditev je dokazana.

Naloge:

1. (Jugoslavija, 1972) Predpostavimo, da je v neki konveksni mnoZici di-
ameter dosefen na vef (> 2) daljicah. DokaZi, da imata poljubni dve
od teh daljic vsaj eno skupno totko. (MNasvet: Dokazuj s protislovjem,
lo& primera: (1) noben od diametrov ne seka nosilke drugega, (2) en
diameter seka nosilko drugega diametra )

2. (Nem€ija, 1982) DokaZi, da lahko vsak konveksni 3tirikotnik razrefemo
z lomljeno &rto tako. da sta diametra tako dobljenih delov manj%a od
diametra Stirikotnika

3. (Neméija, 1962) DokaZi, da je v konveksnem Stirikotniku razmerje med
najdaljZo in najkraj¥o razdaljo med poljubnima ogli¥€ema ve&je ali enako
V2. (Nasvet: uporabi kosinusni izrek.)

4. (Avstrija, 1975) Na ravnini je poljubno izbranih ¥est toZk. Doka#i, da
je razmerje med najdaljSo in najkrajSo razdaljo med totkama ve&je ali
enako /3. (Nasvet uporabi kosinusni izrek. )

Marjan Jerman
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Kordemski B.A., MATEMATICNE UGANKE. Dr¥avna za-
Ioiba) Slovenije, Ljubljana 1991, 238 str. (Z logiko v leto
2000

Nekdo je narisal krog, ni pa ozna&il njegovega sredi¥€a. Bi znali poiskati
sredi¥ée kroga samo z uporabo svin¥nika in pravokotnega trikotnika? Ce
odgovor na taka in podobna (tudi tefja) vprasanja ni kar na dlani, si je
vredno ogledati MatematiZne uganke (omenjena naloga je na str. 93, njena
refitev na str. 208). Ta zbirka razvedrilnih nalog ruskega matematika Borisa
A. Kordemskega je bila prevedena ¥e v enajst jezikov. Pred nami je sedaj prvi
del zbirke, ki ga je v sloven¥Zino mojstrsko prevedla Breda Cestnik.

V knjigi je 257 miselnih nalog iz elementarne matematike: o naravnih
gtevilih in ulomkih, o delitvah, tehtanjih, razvrstitvah, urah, gibanju ljudi
in vozil, geometriji, o raznih igrah, igralni kocki, dominah, krifnih vsotah

. Naloge so zelo razli¥ne tudi po teZavnosti; izbrane so premisljeno in nas
navajajo k logi€nemu sklepanju ter obvladanju aritmetike, algebre, geometrije.
Stevilne uganke nastopajo v zgodbah ali zgledih iz vsakdanjega ¥ivljenja. Na
primer:

171. Sreéanje vlakov

Dva vlaka (vsak ima lokomotivo in 80 vagonov) morata
drug mimo drugega na enotirni Zeleznici s slepim stranskim
tirom. Kako naj se to izvede, ¢e je na stranskem tiru prostora
le za lokomotivo in 40 vagonov?

80 vagonov

Za vse naloge so skrbno izdelane reditve, ki pomagajo k oblikovanju
pravilnega misljenja.

Knjiga je napisana duhovito in prijetno, opremljena je z zares lepimi
ilustracijami. V¥e& bo vsem bralcem Preseka; pokazala jim bo tudi, kje vse v
Fivljenju naletimo na logi&ne in matematiZne probleme.

Janez Rakovec



262

RAVNINSKE MNOZICE, V KATERIH SE IZRAZAJO
RAZDALJE MED TOCKAMI S CELIMI §TEVILI

Naj bodo A, B, C ogli¢a enakostraninega trikotnika s stranico a = 1.
Zastavimo si tole vpraZanje: Ali obstaja v ravnini tega trikotnika taka totka
T, da se izra¥ajo vse tri razdalje od ogli¥¥ AT, BT in CT s celimi $tevili?
Q¢itno ustrezajo temu pogoju oglis€a, saj je npr. razdalja totke C od C enaka
ni€, od oglis€ A in B pa 1. Je morda $e kakna druga taka toZka?

Denimo, da so razdalje AT, BT in CT cela Stevila. Oglejmo si trikotnik

ABT. Po trikotniski neenatbi je razlika stranic AT in BT manjga ali enaka
tretji stranici AB, torej

| AT — BT |< AB.

(Na levi strani smo zapisali absolutno vrednost | AT — BT | zato, ker le-ta
pomeni razliko med ve&jo in manj¥o izmed stranic AT in BT.) Enakost velja
tu le tedaj, kadar je trikotnik ABT %
izrojen, se pravi, kadar le¥e to¥ke
A, Bin T naisti premici. Ker je ra-
zlika AT —BT v na%em primeru celo
$teviloin AB = a = 1, imamo samo
dve moZ¥nosti: ali je | AT — BT |=
=Qalipa | AT =BT |=1. V
prvem primeru velja AT = BT in je
trikotnik ABT enakokrak z vrhom
T. Totka T le%i na simetrali stran- =
ice AB (slika 1). V drugem primeru
so totke A, B in T kolinearne, torej
Je T na premici, ki vefe A in B. i Slika 1.
To zveznico bomo na kratko zaznamovali z AB.

Ker sta tudi razdalji BT in CT celi §tevili, ugotovimo kakor prej, da le¥i
to&ka T bodisi na simetrali stranice BC bodisi na premici, ki ve?e B in C.

Totko T moramo potemtakem iskati med preseZiZ& naslednjih 3tirih
parov premic:

- simetral stranic AB in BC,

- simetrale stranice AB in premice BC,

- premice AB in simetrale stranice BC,

- premic AB in BC.
PreseZisZe simetral je sredi¥Ze olrtanega kroga (slika 1). V enakostrani¥nem

‘C

\
WL

-
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trikotniku je polmer tega kroga r = g\/i v nasem primeru torej r = %\/i
Oddaljenost sredi¥¥a od oglis¢ A, B, C je enaka r. Ker r ni celo Etevilo,
sreditte ofrtanega kroga ne zado3ta naSemu pogoju. Preseiséa nadaljnjih
treh parov premic so po vrsti ogli¥éa C, A in B. Te toZke pa izpolnjujejo na%
pogoj.

Tako smo ugotovili, da v ravnini enakostraniZnega trikotnika s stranico
1 razen ogli§€ ni nobene druge toZke T, za katero bi bile vse tri razdalje od
ogli¥¢ cela ¥tevila.

Kaj pa, e vzamemo namesto enakostraninega triktonika s stranico a =
= 1 trikotnik s poljubnimi stranicami in postavimo isto vpra3anje? Odgovor
na to vpradanje daje

IZREK 1. Naj bo ABC poljuben trikotnik. MnoZica M tistih toZk
T, ki leZe v ravnini tega trikotnika, razdalje od ogli¥¢ AT, BT in CT
pa so cela Stevila, je konEna ali celo prazna.

Pripomba. Tukaj je mi¥ljeno, da je ABC pravi trikotnik, to je, toZke
A, B in C niso na isti premici. Za izrojeni trikotnik izrek ne velja. Denimo
namre&, da so A, B, C na isti premici, da le%i totka B med A in C, razdalji
AB in BC pa sta enaki 1. Ce je T taka to¥ka na tej premici, da je njena
razdalja od A celo ¥tevilo, sta tudi razdalji BT in CT celi 3tevili. Takih totk
pa je na premici AB ofitno ne¥teto.

Pri dokazovanju izreka bomo uporabili tale dejstva o hiperbolah:

1. Naj bosta Gy in G toZki v ravnini, G1G2 = a, nadalje naj bo r dano
Stevilo, pri &emer je 0 < r < a. Oglejmo si mnoZico to&k T v ravnini, za
katere velja

| GaT = G2T |=r (1)

Ceje 0 < r < a, je ta mnofica
hiperbola, G; in G2 pa sta njeni
goridti (slika 2). Ena izmed definicij
hiperbole je namreZ tale: hiperbola
sestoji iz vseh totk T v ravnini, za
katere je razlika razdalj od gorid¢ G
in G2 konstanta. (Podobno je elipsa
mnofica to&k T v ravnini, za katere
Slika 2. je vsota razdalj od gorisZ konstanta.

a4
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Od tod vrtnarska konstrukeija elipse.) Hiperbola ima dve veji. Za totke T
na eni veji je G1T — GoT = r, na drugi GoT — G1T = r.

Ce je r = 0, dobimo iz (1), da je G1T = Ga2T. V tem primeru ledi T
na simetrali daljice G; G2 in vsaka totka na simetrali zado%&a temu pogoju.
Zato je naa mnofica simetrala daljice G1G;. Kadar je r = a, so totke
G1,Ga, T na isti premici, ker velja | GiT — G2T |= a = G1G3. Zdaj sestoji
mnofZica iz totk na premici G; G. (Natan€neje povedano: te totke sestavljajo
dva poltraka premice G;Gy: poltrak z vrhom G, na katerem ne le%i Gy, in
poltrak z vrhom G, na katerem ne le%i Gy (slika 2).) Simetrala daljice G1G;
in omenjena poltraka se vZasih imenujeta izrojeni hiperboli z gorig€ema G;
in Gp. '

2. Premica se&e hiperbolo naj-
vet v dveh toZkah. Dve razligni
hiperboli pa imata kve&jemu Stiri
skupne totke (slika 3). DokaZimo
zdaj izrek. Zaradi enostavnosti pri-
vzemimo, da so stranice naZega tri-
kotnika AB = ¢, BC = a, AC = b
cela Stevila.

Naj bo T taka to€ka v ravnini
trikotnika, da so razdalje AT, BT,
CT cela Stevila. Po trikotnitki nee-
nathbi je

|AT-BT |<AB=c. (2)

Slika 3.

Ker je tudi razlika AT — BT celo §tevilo, ta neenatha pove, da je | AT-BT |
eno izmed 3tevil 0, 1, ..., c. Mnofica totk T v ravnini, ki zado3&ajo pogoju
| AT =BT |=r,r=0,1,..., c, pa je hiperbola z gorisZ¢ema v tozkah A in
B. Imenujmo to hiperbolo H,. Torej nasa totka T leZi na eni izmed hiperbol

Ho. Hi. ..., He_1. He (3)

(Ho in He sta izrojeni hiperboli: Hg je simetrala daljice AB, H. pa sestoji
iz dveh poltrakov na premici AB.)

Ker sta prav tako razdalji BT in CT celi &tevili, ugotovimo kakor zgoraj,
da mora lezati to€ka T tudi na eni izmed hiperbol

S e B L (3%)
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Hiperbola H. je mno¥ica totk T v ravnini, ki zado%tajo pogoju | BT —
— CT |=s. Vse hiperbole (3*) imajo gori¥¢a v tozkah B in C. Posebej je
Hg simetrala stranice BC, H); pa sestoji iz dveh poltrakov na premici BC.

Hiperbole (3) so razli€ne od hiperbol (3*). Prve imajo namre€ gorid¢i A
in B, druge pa B in C.

Vsaka totka T naZe mnoZice M leZi torej na eni izmed hiperbol sistema
(3) in hkrati na eni izmed hiperbol sistema (3*). Zato je M vsebovana v
mnoZici prese&i¥E hiperbol (3) s hiperbolami (3*). Zgoraj smo povedali, dz se
dve hiperboli se¥eta kve&jemu v &tirih tofkah, premica in hiperbola pa najved
v dveh toZkah. Torej je mno¥ica preseZi¥ hiperbol (3) s hiperbolami (3*)
kon¥na. Enako velja potem za mnoZico M. S tem je izrek dokazan.

Ni re€eno, da je vsako presefii€e hiperbol v mnoZici M. Na primer Hg
in Hy sta simetrali stranic AB in BC. PreseZiste je srediZe trikotniku ABC
ofrtanega kroga. Sredii€e o&rtanega kroga pripada mnoZici M samo tedaj,
kadar je polmer tega kroga celo ¥tevilo.

Na premici obstaja neskon&na mnoZica totk s to lastnostjo, da je razdalja
dveh poljubnih njenih toZk celo ¥tevilo. Naj bo npr. T, totka na ¥tevilski
premici, ki je slika celega ¥tevila n. MnoZica {Th, n € Z} je neskonZna,
razdalja med poljubnima njenima totkama Tp, in Tp, pa je celo 3tevilo | m —
— n |. Na ravnini bi zaman iskali nekolinearno neskonZno mnofico s to
lastnostjo. Velja namre?

IZREK 2 (Anning - Erd6s). Naj bo M ravninska mnoZica totk, v
kateri je razdalja dveh poljubnih totk celo 3tevilo. Ce ne leZe vse
toZke iz M na isti premici, je M kon&na mnoZica.

Izrek 2 je preprosta posledica izreka 1. Naj bo M taka ravninska
mnoZica, da ne leZe vse njene totke na isti premici. Potem lahko najdemo v
M tri toZke A, B, C, ki so oglit€a pravega trikotnika. Ce je razdalja poljubnih
dveh totk iz M celo &tevilo, so tudi razdalje AT, BT, CT cela tevila za vsako
totko T € M. Poizreku 1 pa je v ravnini samo kon¥no mnogo takih totk T,
da so razdalje AT, BT, CT cela &tevila. Torej je tudi mno¥ica M kon¥na in
izrek je dokazan.

Naj bo n poljubno dano naravno tevilo. Oglejmo si v ravnini, ki je
opremeljena s pravokotnim koordinatnim sistemom, tele tolke

A=(0,2"t), B =(0,-2"*)),Cj= (2 - 22"4,0),j=0.1, ....2n.

ToZke C; leZe na abscisni osi, njihove abscise so cela 3tevila Zato je razdalja
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poljubnih dveh toZk C; in Cy celo 3tevilo. Isto velja za razdaljo med totkama
A in B, ki sta na ordinatni osi. Razdalja AC; = d; pa je enaka

dj = \/(2f ~ 22— 4 (IR = \/(21' +22n-4)2 = o 4 220,

Torej je d; celo 3tevilo za vsak indeks j. Prav tako je Ej = d;. Vse razdalje
so potemntakem cela 3tevila. Na%a mnoZica sestoji iz 2n + 3 to&k, ki niso
kolinearne. Ker je n lahko katerokoli naravno ¥tevilo, vidimo, da obstaja v
ravnini mnoZica M s poljubno velikim $tevilom toZk, ki ne leZe na isti premici,
razdalja poljubnih dveh toZk iz M pa je celo Stevilo.

Naloge.

1. KolikZno je najvetje moZno Stevilo preseZis¢ hiperbol sistema (3) s
hiperbolami sistema (3%)?

2. DokaZi, da obstaja v prostoru neskon&no takih totk T, za katere so
razdalje AT, BT, CT od ogli¥ danega trikotnika ABC cela $tevila.

3. Poisti kak Ztirikotnik, ki ni pravokotnik, njegove stranice in diagonali
pa so cela Stevila.

Ivan Vidav

TELEFONSKA STEVILKA MOJE MAME

Ve&ina med vami je Ze prisluhnila na televiziji ali na radiu oddajam, kjer gledal-
ci ali poslu3alci postavljajo vpraSanja, na katera voditelj oddaje odgovarja le
z da ali z ne,

Predstavljajte si, da bi vi na ta nafin poskufali ugotoviti telefonsko
ttevilko moje mame. Pri nas na podefelju imamo $e petmestne ¥tevilke,
kar pomeni, da morate uganiti prvo $tevko med &tevili 1, 2, ..., 9 in nato Ze
Etiri Stevke med 3tevili 0, 1, ..., 9.

NajbrZ bi spraZevali takole: Ali je prva ¥tevka 1?7 Ali je prva tevka 27 In
tako dalje, odvisno od odgovorov. V najslabZem primeru bi morali zastaviti
9+ 10+ 10 + 10 + 10 = 49 vpraZanj. Veliko, posebno, ker pri takih oddajah
radi omejijo tudi &as za ugibanje.

Zato poi¥tite boljSo strategijo spradevanja. Druga€e povedano: potreb-
no je doloZiti najmanj%e ¥tevilo vpra¥anj, s katerimi lahko zanesljivo izveste
telefonsko Ztevilko moje mame.

Borut Zalar
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KONVEKSNI TANGRAMSKI LIKI - ReZitev s str. 220

Ce dvanajstim objavljenim kotalijem poi¥&emo njihovo mesto v razpredelnici,
ugotovimo, da vrstica s parametri p =1, g = 1,r = 3 in n = 5 ne opisuje
nobenega od njih. Torej opisuje ta vrstica prav tistega, ki na sliki 1 manjka.
To je kotali:

Vilko Domajnko

KAKO SEM PRISLA MED MATEMATIKE

Leta 1952 sem delala maturo na ptujski gimnaziji. RepubliZki opazovalec
mature je bil profesor lvan Lovie. Pri matematiki sem morala izpeljati obrazec
za prostornino piramide z limito vsote prostornin prizem. Naloga je precej
zahtevna. Imenitno se mi je posrefila. Lovie me je vpraZal:

"Dekle, kaj bo¥ Ztudirala?"

"Medicino.”

"Ne, medicina ni zate. Tisi rojena, da bo% pougevala matematiko. Tako
dobre razlage doslej Ze nisem sliZal.”

Pozneje, na valeti, me je prepri¢al, da sem vpisala matematiko. Studij
ni bil lahek. Poklic tudi ne. Vendar sem bila s svojim delom zelo zadovoljna.
Ce bi danes lahko izbirala, bi hotela £e enkrat biti profesorica matematike na
gimnaziji.

Komentar mojih domatih:

" Mislili smo, da bomo dobili zdravnico. Sedaj pa imamo samo uéiteljico.”

Marija Munda*

* Profesorici Mariji Mundi so na zadnjem obZnem zboru Drutva matematikov, fizikov
in astronomov Slovenije podelili naziv Zastne Zlanice drudtva. V tem Preseku objavljamo
e nekaj njenih utrinkov z njenega dolgoletnega pouZevanja v srednji 3oli.
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FORDOVI KROGI

Na ravnini le¥ita dva enako velika kroga in se dotikata. To naj bosta prva
dva iz drufine Fordovih krogov, ki jo bomo zdaj zgradili. Skupno tangento t
obeh krogov opremimo s koordinatnim sestavom tako, da se je eden od krogov
dotika v to¥ki 0, drugi pa v 1 (toZke na t istovetimo z realnimi Stevili). Tretji
€lan druZine je krog, ki se dotika prvih dveh in tangente t, seveda v to&ki %
Nadaljujmo podobno. Vsakemu paru pridelanih Fordovih krogov Xy in Ko,
ki se dotikata, dodajmo nov krog K, ki se dotika obeh in %e premice t. Tako
dobimo dru¥ino vseh Fordovih krogov.

Slika 1. Najveijih pet Fordovih krogov

Naloga 1. Kako na&rtamo krog K, & imamo dana kroga K1, K2 in
tangento t?

Na opisani nalin postopoma pridemo do vsakega Fordovega kroga, ven-
dar moramo pri tem poznati njegove predhodnike. Seveda je to precej¥nja
ovira, zato bi se ji radi ognili in neposredno spoznali vse kroge. Pa se lotimo
te naloge:

Dva podatka bosta dovolj za Fordov krog: njegov polmer in dotikaliZZe
s premico t. Dolotili ju bomo v nekaj korakih.

Najprej si oglejmo naslednji sploinej3i poloXaj in ga v obliki naloge
postavimo bralcu.
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Naloga 2. Kroga K1 in K2 s polmeroma ry oziroma ry se dotikata
skupne tangente t zaporedoma v tokah Ty in To. Obeh se dotika tretji krog
K s polmerom r, ki ima dotikali¥¢e T s tangento t med totkama Ty in To.
Izrazi z ry in ry polmer r in razdalje d = |[T1T3|, dy = |T1T| in dy = |ToT|.

ReZitev naloge najdete v naslednji 3tevilki, rezultate pa (skoraj v celoti)
razgrnimo kar tu, saj jih bomo takoj potrebovali. Dobimo

d=2/nr, d =2/nr, dy =2/rar (1)
in od tod ¥e

nr

At vRr <

Uporabimo zdaj te formule za izraZun polmerov in dotikalid& (s tangento
t) nekaterih najve¥jih Fordovih krogov. Prva dva imata polmera 1 7 dotikali¥¥i
pa v toZkah 0in 1. Tretji se dotika t v totki 5. njegov polmer pa je po formuli
(2) enak 1. Nasledrua dva sta o&itno enako vellka Z uporabo (2) dobimo
njuna polmera 1g: S pomotjo (1) pa dotikalisgi zin 3 ZabeleZimo §e podatke
nadaljnjih Zestih Fordowh krogov Dva lmata polmer %5, Stirje pa g. Njihova
dotikali¥¥a so v toZkah } T ;{ ter 5 5- 5 in 5 Kaj opazimo 7

Slika 2.
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Polmeri vseh nadtetih krogov so oblike 5%5 n € IN, ustrezna dotikalii&a
s t pa so okrajfani ulomki oblike 2% z intervala [0,1]. Navedeni primeri to
potrjujejo za najvetje Fordove kroge, zato br? zaslutimo, da je podobno z

vsemi Fordovimi krogi. To obetavno slutnjo oblikujmo v

lzrek 1. Za vsak Fordov krog obstaja tak n € IN, da je polmer kroga

enak 5%5 njegovo dotikalisée s t pa je okraj$ani ulomek oblike =7 z intervala

[0.1].

Bralca vabimo, da se preprita o pravilnosti naslednjega kriterija, ki ga
bomo uporabili pri dokazu izreka 1.

Naloga 3. Naj se Fordova kroga K1 in K2 s polmeroma

L 1
n=rxginm=—s (mmnehN)
2n3 2n3
dotikata premice t zaporedoma v tockah-ulomkih
my . my my my
—in—, (— < —).
m np' " m ny

DokaZi, da se K1 in Ky dotikata med sabo natanko takrat, kadar velja

mony — mynp = 1. (3)

ReZitev naloge preberite v naslednji Stevilki, mi pa zaZnimo z dokazom
izreka:

Krogoma K7 in K3 iz gornje naloge pridruZimo krog K tako kot v drugi
nalogi in izratunajmo njegov polmer r ter dotikali¥Ze x s premico t.

Formula (2) nam da polmer

1. .12
riry 2n? 2n2 1

VA+vRY ~ Glg+

Od tod s pomogjo formule (1) po kratkem raiunu dobimo dotikalis€e

X= %+2‘/qr:
1

Zveza (3) nam x %e poenostavi:

1 35 = %
= 2} 2(”1-}-!12)

miny+ myny 41
m(ni+np)
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_ myny+ myny+ (many —myny)  mp+ my
- ni(m + nz) T om4np

Postavimo
m=my+ m3, n=ny -+ ny

in se prepritajmo, da so dotikali3¢a 2%, %3 in £ vseh treh krogov okraj3ani

ulomki. Res, za prva dva to sledi iz zveze (3) (Zakaj?). Ta nam da 3e enakost
mny — mn=mony — min =1,

ki pove, da je tudi tretji ulomek okrajian. Krog K ima potemtakem polmer
2—:',- in se dotika premice t v okrajSanem ulomku 2.

Spomnimo se le ¥e na postopek, s katerim pridobivamo Fordove kroge,
in dokaz izreka je sklenjen.

Ponovno si oglejmo najve&je Fordove kroge in razvrstimo po vrsti dotika-
li¥%a s premico t za vse tiste, katerih polmeri ne presegajo 510:
2 )l E I 2 18 2 34 1
1'6'"4"3'572'5"3'4"5"1°

Dobili smo nara¥fajofe zaporedje vseh okraj¥anih ulomkov z intervala [0,1],
katerih imenovalci ne presegajo 5. Ker sta sosednja ulomka £ in ’—::22 v tem
zaporedju dotikali¥& takih Fordovih krogov, ki se dotikata tudi med sabo,
velja zveza (3). Spet se ne moremo upreti sku¥njavi posplofevanja.

Najprej se ozrimo na splo3na zaporedja ulomkov zgornjega tipa. Imenu-

jemo jih Fareyeval zaporedja. NatanZneje:

Fareyevo zaporedje F; reda k je naraitajofe zaporedje vseh okraj¥anih
ulomkov z intervala [0,1], katerih imenovalci niso ve&ji od k.

Ulomek 22 je torej v Fy natanko takrat, kadar vella 0 < m < n < k in
sta Stevili m, n tuji (pri tem pa je Stevilo 0 tuje le 3tevilu 1). Prej smo torej
zapisali Fareyevo zaporedje Fs, ki nas je pripeljalo k naslednji domnevi. Ker

! Ime ni upraviteno: Farey je namreZ leta 1816 le omenil ta zaporedja in brez dokaza
zapisal njihovo lastnost iz naloge 4, Haros pa je zaporedja obravnaval Ze leta 1802 in tudi
dokazal lastnosti iz izreka 2 in naloge 4.
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bomo videli, da je pravilna, jo strnimo v

lzrek 2. Zaporedna ¢lena T+ in T2, (T4 < T2 ) Fareyevega zaporedja

Fy ustrezata pogoju many — myny = L

Dokaz bomo oprli na dobro znani rezultat, ki pa ga kljub temu kot nalogo
postavimo bralcu.

Naloga 4. DokaZi, da za vsak par tujih celih $tevil m, n obstajata celi
Stevili x, y, ki resita enacbo nx — my = 1.

Zdaj pa k dokazu izreka 2. Ulomek %11- Jje okraj¥an, zato sta Stevili my
in n tuji. lzberimo celi 3tevili x; in y; tako, da velja

mxy—miy1 = 1.
Postavimo

X=X1+pmy, y=y1+pn1,

kjer smo p € Z izbrali tako, da velja ocena

k—n <y<k. (4)
(Zakaj je to moZno?) Potem je

mx—my =1,

Stevili x in y sta tuji, zaradi n; < k in ocene (4) pavella0 < k—n; <y < k.
Od tod sledi, da je

X
—E€Frin-——=——>0. 5
A (5)

PokaZimo, da velja

Ce to ni res, je

in zato
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y m T my' nm T mnp
SeStejmo obe neenakosti in upo3tevajmo oceno (4), pa dobimo

x_ mg 1 1 _

y m T my mm

_Mm +y e k

nimy nmny
PriZli smo v protislovje s (5), torej res velja x = m2 in y = ny. Dokaz izreka
je s tem sklenjen, saj je

.
my

many—minp = mx—my=1.

Posledica. Sosednja &lena Fareyevega zaporedja F z indeksom k > 1
imata razli&na imenovalca.

Dokaz. Enakost, ki ji zado¥Zata sosednja &lena Fareyevega zaporedja
Fi. pove, da sta njuna imenovalca tuja in zato pri k > 1 razlitna.

Eno od zanimivih lastnosti Fareyevih zaporedij razkriva naslednja naloga,
ki jo bo s pomo&jo izreka 1 lahko ugnati:

Naloga 5. Naj b»_odo L, T2 in T3 zaporedni Eleni nekega Fareyevega
zaporedja. Potem velja

my _ m + m3
ny  m+n3
Vrnimo se zdaj k Fordovim krogom. Vemo, da se vsak dotakne premice
t v racionalni to¥ki (ulomku) z intervala [0,1]. Ali velja tudi obratno: Vsaka
racionalna totka z intervala [0,1] na premici t je dotikaliZ€e Fordovega kroga?

Odgovor je pritrdilen in ga vkljugimo v

lzrek 3. DNotikalis€a Fordovih krogov so natanko vse racionalne totke
intervala [0,1] na premici t.

Zaradi izreka 1 zado3ta dokazati, da je vsak okrajsani ulomek &t z
intervala [0,1] dotikalii¥e enega od Fordovih krogov. Dokazovali bomo s
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pomo&jo matematiéne indukcije po n:

Ulomkov % in % se dotikata najveZja Fordova kroga, torej pni n = 1
trditev drZi.

Naj bo zdaj k poljubno naravno 3tevilo, vedje od 1. Predpostavimo, da
trditev velja za n = k — 1, in dokaZimo, da potem velja tudi za n = k.

Naj bo £ poljuben okrajsani ulomek z intervala [0,1]. Seveda je £ &len

Fareyevega zaporedja Fy, razli¢en od 0 in 1. Njegova soseda

)

v Fi imata po posledici izreka 2 imenovalca manj3a od k, zato sta sosednja
Elena Fareyevega zaporedja Fy_1. Po izreku 2 je tedaj many — miny =
= 1, zaradi na¥e predpostavke pa obstajata Fordova kroga Kj in Ko, ki se
zaporedoma dotikata t v totkah %Il in En-zz Naloga 3 pove, da se Ky in K2
dotikata med sabo. lz dokaza izreka 1 zvemo, da se potem Fordov krog K,
ki se dotika K in K2, dotakne premice t v totki Tutm2

ny+-nz
§ vidimo, da je :

my my m _ m
m' nm ‘m o om

. Z uporabo naloge

Shika 3.
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i_ml-{—mz

k ni+ny

zato je -L— dotikali¥€e Fordovega kroga K s t.
Indukcijski korak je s tem sklenjen, dokaz izreka pa konéan,

DruZino Fordovih krogov smo zgradili iz dveh enako velikih dotikajo&ih
se krogov, ki sta hkrati njena najve¥ja €lana. Zdaj pa predpostavimo, da
‘zaletna’ kroga Kj in K2, ki se dotikata med sabo, nista enako velika. Prav
tako kot Fordove kroge zgradimo iz Ky in K5 druZino krogov, ki jih imenujmo
posplogeni Fordovi krogi.

V druZini vseh posplo¥enih Fordovih krogov ni nujno najvefjega kroga.
Seveda nas zanima, kdaj pa tak krog vendarle obstaja. Torej ne bo odveZ

Naloga 6. Pois¢i potreben in zadosten pogoj za polmera za&etnih krogov
K1 in Ko druZine vseh posplosenih Fordovih krogov, da bo v tej drufini vsaj
en najvedji krog.

Clanek s tem sklenimo, bralca pa vabimo, da razkrije ¥e kak¥no lastnost
posploZenih Fordovih krogov.

Boris Lavri¢

KRIZANKA PROFESORJU ZA ZIVLJENJSKI JUBILEJ -
Resitev s str. 224
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Na robu neba - zvezda omega,
ves v iskrah se Sirij lesketa.
Nad glavo - nema Vega

v carstvu mraka in snega
ledena nad zemljo trepeta.

A.A_ Blok (prev.M.Prosén)

Seveda si se ¥e kdaj pa kdaj zazrl v zvez=-ato nebo V jasnih zimskih veZerih
je res €udovito. Zveker in ponoii pa nz z:mskem nebu lahko opazuje¥ poleg
lepega Oriona in drugih znalilnih ozvezc | tega Zasa Ze najsvetlejfo zvezdo
vsega neba - svetloble3Ze&i Sirij, ki svet: v ozvezdju Velikega psa (slika 1).

Veliki pes - Canis Maior je bil veZ)i in bolj divji od dveh lovskih psov,
ki sta bila neprekosljivemu miti€nemu lcvcu Orionu zvesta spremljevalca na
Zemlji. OvekoveZena sta ob njegovih nogah na nebu tako, da bi ta najvegji
lovec starih ¥asov z njuno pomo¥jo lahko nadaljeval lov na Bika - Taurusa po
Zirnih nebesnih poljanah.

Le malo domisljije je treba, da v $tevilnih zvezdah tega ozvezdja izsledi¥
obrise psa, ki stoji pod Orionom, z obrnjeno glave navzgor in repom nav-
zdol ter s svojim svetlim o¥esom (tudi srcem) - zvezdo Sirij - zvesto gleda
gospodarja in budno ¥aka na njegov ukaz (slika 2).

Velikega psa prikazujejo tudi kot slavnega lovskega psa z imenom Lae-
laps. Ce je zasledil vonj kake ¥ivali, ni odnehal, dokler ni ujel svojega plena.
Pes je bil pravzaprav eden od dveh nenavadnih daril, ki jih je dobil Kefal
(vnuk Eola, boga vetrov), ko je poroéil lepo dekle Prokris. Drugo darilo je
bilo kopje, dolga sulica, ki nikdar ne zgreZi.

Kefal je pregovoril svojo Zeno, da mu je pustila vzeti na lov psa in kopje.
Ko je od3el za nekaj dni, je bilo Prokris zelo dolggas in odlotila se je, da ga
preseneti z obiskom v njegovem taboru. Ko se je tiho pribliZevala taboru, jo
je Laelaps zasliZal in zarenZal v svarilo Kefalu. Ta je prisluhnil 3umom. Mislil
je, da jih povzro¥a divja fival. V temi je zaluZal sulico v smer ¥uma in kopje,
ki nikoli ne zgre3i, je ubilo Prokris.

Ceprav Laelaps ni naredil ni¢ drugega, kot da je opozoril gospodarja -
kar bi naredil vsak zvest pes - je bil zelo nepraviZno kaznovan. Postavili so
ga med zvezde blizu Oriona in ga obsodili. da lovi Zajca za vse ve&ne Zase po
nebu.



Slika 1. Takole izsledi§ najsvetlejfo zvezdo neba Sirij, ki le?i v ozvezdju Velikega psa.
Uradni naziv zvezde Sirij je a Canis Maioris (Alfa Velikega psa). Sliko je narisal Matja?
Schmidt.

Kot najsvetlejfa zvezda, stoletja in stoletja vidna iz skoraj vsakega kraja
na Zemlji, je bil Sirij pogosto predmet velikega ob&udovanja in oboZevanja.
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Pesniki so opevali njegovo slikovito meZikanje. Primerjali so njegovo svete-
nje z najlepdim diamantom, ki spreminja barve kot kalejdoskop od rubinove
do safirne in ametistove barve. Vse zvezde bolj ali manj migotajo (scintili-
rajo). Svetloba z zvezd gre namre€ na svcji poti do Zemljinega povrgja skozi
vrtinéaste (turbulentne) zragne plasti in zato spremeni smer. Cim nizje je
zvezda nad obzorjem, tem bolj migota, saj mora njena svetloba narediti dalj%o

Slika 2. Ozvezdje Velikega psa z glavno zvezdo Sirij. Stari EgipZani so Sirij tako oboZevali,
da so mu postavljali templje, kjer so sredi julija tik pred Soncem opazovali njegov vzhod, ki
je naznanjal zaZetek poplav. Prav nasprotno pa so ga Rimljani sovraZili in se ga bali. Istega
jutra sredi julija so gledali vzhod Sirija vse prej kot s prijetnimi obZutki. Takrat se je namre#
zatela vse hujfa vrotina (pasji dnevi), ki je prinesla veliko neugdje ljudem, povzrotila, da
so od vrotine psi ponoreli, pridelek pa je bil po¥gan. Zanje ni bil kot za Egiptane prijazni
bog, ampak so ga imeli za jezno in nepristopno boZanstvo, ki mu je treba dajati daritve v
upanju, da bodo z njimi osvojili njegovo naklonjenost in odvrnili njegovo sovraidtvo. Zanje
je bila Sirij zvezda, katere goreZa sapa okuZi zemeljski zrak z vrotino, kugo in smrtjo.
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pot skozi najgostej8e in najbolj razburkane spodnje plasti nadega ozra&ja in
zato najbolj spremeni smer.

Zaradi svojega moZnega sija in zaradi tega, ker je pri nas nikdar ne
vidimo visoko nad obzorjem, je Sirij prvovrstna migotajo€a zvezda. Opazuyj
jo za trenutek. Videl bo¥, kako bleséi in se iskri, se priziga in uga%a in tako
spreminja vse mavri¢ne barve. Njeno migotanje opazi3 Ze s prostim oZesom,
bolje pa ga zazna¥ z lovskim daljnogledom.

Zaradi svojega izjemnega mesta med zvezdami je zvezda Sirij v zgodovini
Zlovedtva odigrala pomembno vlogo v znanosti in religiji, prav posebno pa v
cbiZajih narodov anti€nega sveta.

Pri starih Egip&anih je tisolletja prvi opaZeni vzhod Sirija (v letu) v
jutranji zarji, skoraj v Zarkih vzhajajofega Sonca, naznanjal zagetek poplav
reke Nila. Poplave so prinesle novo rodovitno zemljo, ki je obetala dobre
pridelke, ko bo voda odtekla. Sirij so zato naravnost oboZevali. Imeli so ga
za Sotis, solzo boginje rodovitnosti Izide. Nilove vode naj bi narasle zaradi
Izidinih solza, ki jih pretaka za svojim umrlim moZem bogom Ozirisomn. Sicer
pa je ime te zvezde gr¥kega izvora in pomeni Zgo€, vrof, soparen. To zato,
ker se je Sirij zaZel pojavljati na jutranjem nebu pred vzhodom Sonca v Zasu
najve&je vrotine v juliju in avgustu, pa so mislili, da toplota ne prihaja od
Sonca, ampak z najsvetlejSe zvezde, Stari Grki so Siriju rekli kar Pes, Psica.
Ime se je ustalilo in od Grkov so ime prevzeli Rimljani in Arabci. Rimljani
so to zvezdo laskavo imenovali Psi¢ka (latinsko canicula; izgovori kanikula),
Arabci pa Psica Velikanka. AngleZi Siriju re€ejo Dog-Star (Pasja zvezda). Pri
nas (predvsem na Stajerskem) se je udomatilo zanjo ime Kuzlak.

EgipZani so torej Sirij povezovali z obdobjem nastopov poplav, pri Grkih
in Rimljanih pa je pojavljanje Sirija na nebu oznafevalo zaZetek unifujoZe
poletne vrogine, ko so bili ljudje prisiljeni zaradi pripeke prekiniti poljedel-
ska in druga dela. To prekinitev - odmor (poZitnice) so imenovali kanikule
(caniculares dies - pasji dnevi; v letu 1992 so pasji dnevi od 22.7. do 22.8.).

Pa poglejmo, kaj $e vemo o Siriju. Navedimo najprej nekaj osnovnih po-
datkov. Sirij je ena nam najbliZjih zvezd. Od nas je oddaljena 8,8 svetlobnih
let, kar je pribliZno dvakrat toliko, kot je oddaljena najblizja zvezda (glej Pre-
sek 19, 38). Sirij je - grobo gledano - povsem normalna zvezda s povriinsko
temperaturo okoli 10000 K. Njen polmer je 1,8 krat ve&ji od polmera Sonca,
njen izsev (svetlobna mog) pa okoli 25 krat veéji od izseva Sonca. Sirij sveti
torej kot 25 Sonc, a ker je tako dale, pride do nas tako malo njegove svetiobe
(glej zglede na koncu tega prispevka).
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O Siriju pa vemo %e dosti veé, kot smo pravkar povedali. Ce bi se mu
lahko zelo priblizali in bi ga torej opazovali dovolj od blizu, bi ugotovili, da
je pravzaprav dvojna zvezda (dvozvezdje), to je par zvezd, ki kroZita druga
okrog druge (slika 3). To so odkrili ¥e v sredini preteklega stoletja. Zvezdi
sta druga od druge oddaljeni pribliZzno 15 astronomskih enot (ta razdalja pa
se spreminja; pomisli, zakaj) in se obkroZita v 50 letih. Obe zvezdi se med
seboj zelo razlikujeta. Sirijeva spremljevalka - Sirij B oddaja okoli 10~4 krat
manj svetlobe v prostor kot glavna zvezda - Sirij A. Po zadnjih meritvah je
povriinska temperatura Sirija B blizu 25000 K, to pa je mogote le, Ee je
zvezda zelo majhna. RaZuni res kaZejo, da je polmer te zvezde priblizno 10~2
polmera Sonca, torej je zvezda priblifno tako velika kot Zemlja. Pri dvojnih
zvezdah lahko dolo&imo tudi maso posameznih zvezd. lzra&unali so, da ima
Sirij A maso 2,3 mase Sonca, Sirij B pa maso 0,98 mase Sonca. Torej mora
biti povpreZna gostota Sirija B ogromna. Po vseh teh zna&ilnostih Sirij B

b)

1895

Slika 3. Gibanje zvezd v dvojni zvezdi Sirij. Glavna zvezda - Sirij A je oznaZena s svetlim
kroZcem, njegova spremljevalka - Sirij B pa s temnim. a) Tira gibanja zvezd glede na
skupno telisZe, ki je oznateno s krizcem; b) Tir gibanja spremljevalke glede na glavno
zvezdo; c) Tira gibanja glavne zvezde in spremljevalke glede na ozadje zvezdnega neba;
telifte se giblje po premici, zvezdi pa po vijugastih poteh.
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uvricamo med posebne zvezde - bele pritlikavke. Belih pritlikavk ni mogote
gteti za normalne zvezde, vendar niso tako malostevilne v vesolju.

Za bolj zahtevne Presekove bralce pa ob koncu posredujemo %e tri naloge
o zvezdi Sirij:

1. Gostota svetlobnega toka, ki s Sirija v oddaljenosti r = 9 svetlobnih
let pade na Zemljino povr¥je, je j = 10~7 W/m?. Izrakunaj izsev P Sirija in
ga primerjaj z izsevom Sonca Py = 4.102® W. Eno svetlobno leto je 1016 m.

2. S Sirija B prihaja na Zemljo deset tisotkrat manj svetlobnega toka
kot s Sirija A. lzraunaj kvocient izsevov. UpoStevaj, da je razdalja med
zvezdama zanemarljivo majhna v primerjavi z razdaljo med Zemljo in Sirijem.

3. Polmer Sirija B je R = 0,01 R (Ro je polmer Sonca), njegova masa
pa je priblizno enaka masi Sonca mg. lzraunaj povpre&no gostoto zvezde
Sirij B, e je povpre¥na gostota Sonca pg = 1400 kg/m?3.

Marijan Prosén

ZVEZDA Z IZJEMNO VELIKIM IZSEVOM

Na juni nebesni polkrogli v ozvezdju Zlate ribe (Dorado) leZi nenavadna
zvezda. Njena uradna oznaka je S Dorado (najbrf nekaj v zvezi z besedo
"super"). Te zvezde s prostim ofesom ni mogote videti. Zasledili pa bi jo
z daljnogledom, ki ima odprtino 8 do 10 cm. Ta navidez 3ibka zvezda leZi
priblizno 15000 - krat dalj, kot je od nas oddaljena zvezda Sirij (glej Zlanek
o njej v tem Preseku). Ce bi jo bilo mogo¥e primakniti na oddaljenost Sirija,
bi svetila tako mo&no kot Luna ob prvem krajcu. Med zvezdami na no¥nem
nebu torej ne bi svetila kot obi€ajna zvezda, ampak kot pravcata supernova.

Iz navedenih podatkov izrafunamo, da ima zvezda S Zlate ribe stra%ansko
velik izsev, kar milijonkrat veZji od izseva Sonca. To pomeni, da ta zvezda
oddaja milijonkrat ve& svetlobe v prostor kot Sonce.

Zaenkrat $e niso odkrili zvezde, ki bi imela veZji izsev. Pomisli, kaj bi
bilo z Zemljo in z nami, ko bi bila ta zvezda na%e Sonce.

Marijan Prosén



(K)URNIK, 1. del

1. Problem

Napisati program, ki sestavi Solski urnik, je teZak problem. Sestaviti program,
ki bi avtomatsko sestavil optimalen urnik, pa je pravzaprav brezupna naloga.
Vsak tak program bi namref imel preveliko &asovno zahtevnost, torej na
nobenem, ¥e tako hitrem raZunalniku, ne bi re¥il naloge v sprejemljivem Zasu.
Zato mora biti vsak program, ki sestavlja urnik, bolj ali manj “pribliZen",
dopu¥tati pa mora tudi ro€no popravljanje in usmerjanje poteka sestavljanja.

V tem prispevku si bomo ogledali algoritem, ki nam bo refil vsaj eno
izmed zahtev, ki jih lahko naloZimo urniku. Za cilj si zastavimo urnik, ki bo
materialne strotke (ogrevanje, razsvetljavo, ...) &m bolj zmnanjgal. Ogitno
bomo to dosegli, &e bo ¥ola odprta najkrajsi moZni €as. Ker od urnika
zahtevamo optimizacijo le enega pogoja, bo na¥ urnik seveda ¥e daleZ od
zares dobrega. Tako na primer ne bomo skrbeli za luknje v pouku (tako za
utence kot za uéitelje). Vseeno pa je problem dovolj zanimiv, da je vreden
natan¥nejSe obravnave. Problem torej je:

LSestavi tak urnik, da bo %ola odprta najkrajsi moZni &as. I

Natan¥neje, koliko ur na teden mora biti $ola odprta?

Sola mora biti seveda odprta, fe ima pouk vsaj en razred. Zato mora
biti odprta vsaj toliko ur na teden, kolikor ur ima razred z najvet urami. In
tudi, Zola mora biti odprta vsaj toliko ur, kolikor ur tedensko ima utitelj z
najve¥ obveznostmi. Tisto presenetljivo dejstvo, ki ga bomo spoznali, pa je,
da v nobenem primeru ni potrebno imeti ¥ole odprte dlje. Odprta mora biti
natanko toliko ur, kot traja pouk razreda z najveZ urami, oziroma kolikrina
je obremenitev ufitelja z najve urami.

2. MatematiZni opis problema

Nag problem bomo matemati¥no opisali s pomogjo teorije grafov. O njej je
Presek v taki ali druga®ni obliki pisal e veZkrat, med drugim tudi v Presekovi
knjiZnici (Bajc, Pisanski: Najnujnej¥e o grafih). Vseeno pa bomo vse pojme iz
teorije grafov vpeljali tako, da bo &lanek razumljiv tudi brez tega predznanja.

Na Zoli imamo n ufiteljev in m razredov. Seveda poznamo tudi vse druge
potrebne podatke: za vsakega ulitelja vemo, katere razrede bo uil, in za
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vsak razred poznamo predmete in tedenske ure. Stanje opiimo z naslednjim
grafom.

Graf naj ima n to&k, ki ustrezajo ufiteljem, in m totk, ki ustrezajo
razredom. Oznaimo totke, ki ustrezajo utiteljem, z wuy, up, ..., Up, in
totke, ki ustrezajo razredom, z ry, ra, ..., rm. Nato med totke vu; in totko
rj potegnemo toliko povezav, kolikor ur na teden ima ufitelj u; v razredu r;.
Dobljeni graf imenujmo graf urnika.

VY,

AL

X

Q)

Slika 1. Graf urnika za Zolo s tremi uZitelji in dvema razredoma

Primer grafa urnika je prikazan na sliki 1. Da bi bila slika pregledna,
smo narisali graf, ki gotovo ne ustreza nobeni pravi %oli. S slike razberemo,
da imamo tri ufitelje vy, up in vz ter dva razreda rq in rp. UEitelj uy ima 6,
ulitelja up in uz pa po 5 ur na teden. Tako ima na primer u€itelj uy 4 ure
pouka tedensko v razredu r in 2 uri pouka v razredu rp. Razred r; ima 9,
razred rp pa 7 ur na teden.

Tedenska obveznost uéitelja u; je torej toliko ur, kolikor povezav gre iz
totke wj, Stevilo ur razreda r; na teden pa je enako 3tevilu povezav, ki gredo
iz totke ;. Stevilo povezav, ki gredo iz totke v, imenujemo stopnja tocke u.
Ce je G poljuben graf, z A(G) ozna&imo najvegjo stopnjo posamezne toZke
med vsemi totkami grafa G. Za graf G s slike 1 velja A(G) = 9.

S pomoijo grafa urnika se lotimo dolo€anja urnika. Vsaki poveza-
vi bomo priredili neko naravno ¥tevilo, ki nam bo povedalo, katero uro bo
u&itelj (ki ga doloZa eno krajisZe te povezave) v razredu (ki ga doloZa drugo
kraji¥€e povezave). - Pri tem moramo ¥tevila povezavam prirediti tako, da
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imata povezavi, ki se za¥neta (ali kcnZata) v isti toéki, razligno vrednost.
Povezavam, ki imajo skupno krajii€e, reZemo sosednji povezavi. Stevilom, ki
jih piZemo na povezave, pa re€emo oznake.

Z oftevilEenjem povezav, pri katerem imata sosednji povezavi razli¢ni
oznaki, doseZemo, da ni isti uéitelj hkrati v dveh razredih in da nista dva
utitelja hkrati v istem razredu. Na sliki 2 imamo primer refitve nafega
problema za graf urnika s slike 1. Vidimo, da reSitev zado%€a kriteriju, da
mora biti ¥ola odprta najkrajii moZni éz3, saj ima razred r; po 9 ur na teden.
ReZitev ni ravno lepa, vendar bi jo lahko izbolj3ali na roko. Vrstni red ur in
njihovo razporeditev po dnevih moramao namreé Zele doloiti.

Slika 2. Resitev za graf urnika s slike 1

S slike 2 preberimo %e urnik za oba razreda:

Povzemimo: problem, formuliran v matemati€nem jeziku, se glasi:

Povezavam grafa urnika priredi take oznake, da sosednji
povezavi dobita razli¥ni vrednosti. Pri tem mora imeti

mno¥ica oznak najmanjfe moino &tevilo elementov.
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3. Algoritem

Kot ¥e vemo, potrebujemo za reSitev na¥ega problema vsaj A(G) oznak, kjer
je G graf urnika. V tem razdelku bomo spoznali algoritem, ki za vsak graf
urnika G poiste reditev z natanko A(G) oznakami.

Osnovna ideja algoritma je naslednja. Povezave po vrsti oznafujemo
z eno izmed A(G) oznak, vse dokler to gre. Ko nam pri neki povezavi
prostih oznak zmanjka, nekoliko popravimo oznake tistih povezav, ki smo jih
Ze oznatili, tako da lahko tudi zadnjo povezavo ozna&imo z eno izmed A(G)
oznak. Na kratko:

_Za vsako povezavo e _naredi
&e_ e lahko ozna&i¥ potem jo oznafi

sicer POPRAVI (e)
Pogoj e e lahko oznaéi§ torej samo pogleda, € imamo na rzzpolago e
kak3no oznako, bistvo algoritma pa se ofitno skriva v podprogramu POPRA-
VI. Ta podprogram poklitemo, ko neke povezave e ne moremo vel oznaéiti.
Naj bosta v in r krajis¢i povezave e. Naj bo U mnoZica povezav, ki so e
oznaene in potekajo iz totke u. Ker ima vsaka tol:a stopnjo najvet A(G),
povezava e, ki tudi poteka iz to¥ke u, pa ¥e ni oznafena, j2 v mno¥ici U
kve&jemu A(G) — 1 povezav. Podobno naj bo R mnofZica tistih povezav, ki
so Ze oznatene in potekajo iz totke r (glej sliko 3). Tudi v R je kvejemu

A(G) — 1 povezav.
N\ ||

F/\\“ il

A
k.

Slika 3. Mnofici U in R
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V mnoZicah U in R torej manjkata vsaj po ena oznaka izmed A(G)
oznak. Ce bi bili manjkajo&i oznaki enaki, bi lahko povezavo e oznaéili
s to manjkajofo oznako. Torej sta manjkajo&i oznaki razligni. Za laZje
razumevanje naj v mnoZici U manjka oznaka 1 in v mnofici R oznaka 2.
Nato definiramo zaporedje toZk r1, uy, rz, ug, ... z naslednjim postopkom:

Naj bo r; taka togka, da je povezava med u in r; oznagena z 2,
naj bo u; taka totka, da je povezava med ry in u; oznafena z 1,
naj bo ry taka toZka, da je povezava med vy in rp oznatena z 2,

Postopek nadaljujemo, dokler gre. Nato vsem povezavam, ki se pojavijo v
zaporedju, zamenjamo oznako: &e je bila prej 1, postane 2, in obratno. Sedaj
moramo ugotoviti (pa to ne bomo, oz. bo vsak sam), da s tem postopkom
nismo pokvarili oftevil€enja, tj. da imajo sosednje povezave e vedno razli¢ne
oznake. Velja pa tudi, da s postopkom nikakor ne moremo priti v totko r. Ce
bi namre€ prigli vanjo, bi prisli po povezavi, ki je oznakena z 2, take poverave
pa po predpostavki ni v mnoZici R. Ko smo torej naredili zamenjave, v U
nimamo veZ oznake 2. Ker te oznake Ze prej nismo imeli v R in je tudi
pri zamenjavi nismo dobili, lahko povezavo e ozna&imo z oznako 2. S tem
je podprogram POPRAVI razlo¥en in algoritem je sestavljen. Povzemimo

POPRAVI:
POPRAVI (e)

Dolo& U in R.

Naj bo 7 oznaka, ki je ni v U, in j oznaka, ki je ni v R.
Dolo&i zaporedje u—rp —uy —rp — ...

Vzdol¥ zaporedja iz 3. totke zamenjaj oznaki i in J.
Oznati e z oznako j.

oy b

Tako, algoritem je razvit in s tem je problem re¥en. Vendar le v teoriji! Lahko
bi rekli, da je problem reZen v smislu teoreti€nega raZunalnistva. V praksi pa
je seveda algoritem potrebno sprogramirati, saj nam veliko Ztevilo razredov in
u&iteljev preprefuje "ro¥no" iskanje reditve. Kako smo ga sprogramirali mi,
si preberite v prihodnji Stevilki Preseka. Do tedaj pa naj bo izziv za vsakega
programerja: Ali znam sprogramirati opisani algoritem? Pi3ite nam o svojih
izku¥njah!

Niko Ci¥ek in Sandi KlavZar



PRESKUSI SE IN REEI A ALI B NALOGO

1. PISNA NALOGA A

. Vemo,dajea=-2 b= -3, ¢c=-4,d=-5

lzratunaj a — (b— ¢(d — c))b — a.

. Poenostavi in potem izraz zapidi kot produkt:

a)(3a—1)(2a+5) - (a+3)3+12(a+1)— (a+2)(a® - a+ 10)

b) (6a + 5)(6a — 5) — (5a — 3)% — 14(2 — a)(2+ a) + 99.

. Okraj%aj ulomke:

a)ﬂ b) 9a% —a ) a? — 14a + 48
8943 27a3 -1 a2 —-2a-24"

. Ali je izjava pravilna? Odgovor utemelji.

[(% = %) Vv ((8— b)3 - 33_ 53—3ab{a+b))

1. PISNA NALOGA B

. Vemo,dajea=-2, b= -3, ¢c = -4, d = -5.

lzragunaj a — b(c — d(c — b)) — a.

. Poenostavi in potem izraz zapisi kot produkt:

a) (5a—T7)(5a+7)—(3a—5)2 ~7(a+4)(a—4)-13

b) (2a—1)(3a+5)— (a+2)3+ 11(a+ 1)+ (a — 1)(a® — 22 - 2).

. Okraj%aj ulomke:

8789 b) 8a®+ 1 9 a? —2a—48
5593 42° — a a2 + 10a+ 24’
. Ali je izjava pravilna? Odgovor utemelji.

420 10 3 3 3
—_— =5 b :
[(1386 33) A ((a+ b)° = a” + b” + 3ab(a + b))

Franc Oblak
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ETKOTNI TANGRAMSKI LIKI

o tem, kako mo&na je vez med tangramom in kombinatoriko, smo se
seznanili Ze v prej¥nji Stevilki revije. Tokrat bomo poskusili tovrstno znanje
e razdiriti. Spet se bomo spoprijeli z enim izmed laZjih kombinatoriZnih
problemov v tangramu in sicer z vpradanjem:

Koliko je vseh petkotnih tangramskih likov?

Nanj je prvi odgovoril ameriski matematik Ronald C. Read, njegov
odgovor pa je objavil znani Martin Gardner leta 1974 v reviji Scientific Ame-
rican. Oglejmo si Readovo idejo predtevanja vseh petkotnih tangramskih likov.
Te bomo poslej zaradi kraj¥ega imenovali kar petali-ji.

Recimo, da imamo pred seboj neki petali. Opazujmo njegove notranje
kote. Vsak izmed njih je ve¥kratnik kota 45°. Obi¥&imo v katerikoli smeri
urinega kazalca zapovrstjo vse kote petalija in sproti zapisujmo te vetkratnike
Na tak na&n bomo dobili zaporedje petih naravnih Stevil, s katerimi je po-
mnoZen kot 45°.

Vzemimo za primer petali, ki ga vidimo na sliki 1 prvega v prvi vrsti
- torej povsem zgoraj levo. Temu liku pripada zaporedje 72111. Seveda
mu pripada tudi katerakoli izmed cikli¢nih permutacij tega zaporedja (21117,
11172, 11721, 17211). Z zapisovanjem veZkratnikov lahko zatnemo namreé
v poljubno izbranem oglis¥u tega petalija. Prav tako je zaporedje 72111
enakovredno zaporedju v obrnjeni smeri 11127 in 3e vsem njegovim cikliZnim
permutacijam 11271, 12711, 27111 in 71112. Vsa ta zaporedja namreé
ustrezajo istemu petalfju, od prvotnih se lo&ijo le po smeri §tetja oglisg.

Zlahka se da videti, da se bodo v prirejenih zaporedjih kateregakoli
petalija pojavijala kve&jemu 3tevila 1, 2, 3, 5, 6 ali pa 7. Stevilo 4 pri tem
izpade, ker pa& 180° (=4 - 45°) ni koto v petaliju.

Vemo Ze, da je vsota vseh notranjih kotov poljubno izbranega petkotnika
enaka 540°. In ker je 540 = 12 .45, mora biti vsota vseh petih Stevil petaliju
pripadajofega zaporedja enaka 12.

Sedaj lahko %e zapifemo vsa moZna zaporedja, ki so doloZena s petaliji.
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Sfika 1.

"Samo" dvajset jih je: 72111
71211
62112
62121
61221

Iskanje vseh petalijev je s to tabelo Ze precej olajano.

62211
63111
61311
53211
53121

53112
51312
51321
52311
51222

AT

52122
33213
33231
33222
32322

Vendar pa -

bodimo pozornii Se zmeraj namreZ ne vemo niesar o tem, koliko razliZnih
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petalijev dolo€a posamezno zaporedje iz te tabele.

Poskusimo zatorej razrefiti ta probiem za zaporedje 62211. Slika 2 nam
prikazuje zelo priblifno skico morebitnega petalija, ki bi ga to zaporedje [ahko
dolotalo.

Slika 2.

Stevila x, y in z naj predstavljajo dolZine stranic petalija, kot na sliki 2.

Ker je ta petali sestavljen iz Zestnajstih bazi€nih trikotnikov (glej Elanek
v prejnji Stevilki revije), je njeg‘lova plos&ina seveda enaka 8. Plo%€ina skici-
ranega petalija s slike 2 pa je 52- + yz. Ce sestavimo obe trditvi v enabo in
jo uredimo, dobimo

x2 4+ 2yz = 16.

Iz Elanka v prejEnji $tevilki Preseka Ze vemo, da so stranice skiciranega petalija
ali vse cela ¥tevila ali pa vse celi veZkratniki Stevila /2.

Edina cela reZitev, ki bi utegnila predstavljati 61122-petali, je trojka x =
=2,y =6in z = 1. Toda ¥e kratek preizkus s sestavljanjem plo%&ic bi
pokazal, da se po njenem receptu ne da sestaviti petalija.

Refitvix =2,y =2,z=3inx =2,y =3,z = 2 ne prideta v poftev,
ker je x — z < 0. Edina racionalna reditev zgornje enaZbe, ki da petali, je:
x=2/2,y= 2V?2, z = /2. Petali, ki ustreza tej reitvi, najdemo na sliki 1
v prvi vrsti na tretjem mestu.

Podobno bi poiskali tudi preostale petalije z obravnavanjem preostalih
devetnajstih enaZb, ki jih doloZajo petalijevska zaporedja.

Po taki poti je Read ugotovil, da je vseh petalijev osemnajst. Objavljeni
so na sliki 1 - s tem da je eden izmed njih izpu¥Zen. Zato, da bi ga bralec
sam poiskal. V pomo& mu pri¥epnimo, da ga lahko najde s pomo&jo zadnjega
izmed dvajsetih objavljenih zaporedij.

Vitke Domajnko



PRAVILNI PETKOTNIK - Reditev s str. 213

Nalogo lahko re¥imo na ve& na&inov. NajbrZ bo najmlajsim bralcem najbliZja
naslednja reditev, saj se uenci e v $estem razredu srefajo z zrcaljenji Cez
premico.

a) Ozna&imo enakostrani&ni petkotnik kot na sliki 1, tako da so skladni koti
pri oglig€ih A, B in C.

b)

[

!
|
|
i
|
!
i
|
i

|
!
[
!

N

Shikal Slika 2

Petkotnik prezrcalimo Eez simetralo kota pri B. Zaradi skladnosti stranic
AB in BC se toki A in C preslikata druga v drugo, zaradi skladnosti
kotov pri A in C in skladnosti stranic AE in CD pa se medsebojno
preslikata tudi oglid& D in E. Petkotnik je torej osno someren glede na
simetralo kota pri B, kar pomeni, da je 8 = v, kot pri D je skladen kotu
pri E (slika 1). Nato prezrcalimo petkotnik ¥e Zez simetralo stranice
AB (slika 2). Podobno kot prej ugotovimo, da se medsebojno preslikata
totki A in B ter totki C in E. To¥ka D le%i na simetrali, ker je vrh
enakokrakega trikotnika CD E in mora leZati na simetrali osnovnice CE.
Petkotnik je torej osno someren tudi glede na simetralo stranice AB.
Sledi: kot pri C je skladen kotu pri E, a = 3.

Torej ima petkotnik vse kote skladne in je pravilen.

Tudi v tem primeru je petkotnik pravilen. To ugotovimo na podoben
na&in kot zgoraj, le da ga prezrcalimo ez simetrali tistih dveh kotov, za
katera nimamo podatkov o skladnosti.

Marija Vencelj



| LETI JE UMRL
PROFESOR JOSIP PLEMELJ

Letos maja mineva Eetrt stoletja od srrrti Eloveka, ki ga nedvomno smemo
imenovati ofeta slovenske matematike

Profesorja Plemlja osebno nisem z=znala, njegovi nekdanji uéenci pa ga
omenjajo pogosto in z velikim spo¥tovanjem. V spominu so ga ohranili kot
velikega matematika, odli¢nega profesorja in dobrega Eloveka, kakor je ob
dvajsetletnici Plemljeve smrti zapisal njegov najboljii u€enec profesor Ivan
Vidav.!

Profesor Josip Plemelj se je rodil 11 decembra 1873 na Bledu. Zaradi
ofetove zgodnje smrti je v druZini vladaia revi&ina in mati je bistrega fanta le
ste?ka poslala v ljubljanske Zole. K sre¢i mu je matemati&ni talent omogoil,
da se je ¥e v vi§ji gimnaziji lahko sam vzdrZeval z intruiranjem matematike.
O njegovem zgodnjem velikem talentu za matematiko govori tudi zgodba,
da je komaj Eetrto¥olec (dana3nji osmi razred) fe pomagal gimnazijskim
maturantom pri nalogah.

Ze v gimnaziji (in nato vse Zivljenje) je imel veliko veselja s tefkimi
konstrukeijskimi nalogami v geometriji. Iz te dobe izhaja tudi njegova izvirna
konstrukeija pravilnega sedemkotnika, ki jo je sicer objavil Zele 20 let kasneje.
Znano je, da pravilnega sedemkotnika ni mo& natan&no konstruirati le z
uporabo Zestila in ravnila. Plemelj je z algebrai¢no analizo naZel priblizno
konstrukeijo, ki je na moZ preprosta - vse risanje je reducirano pravzaprav na
devetinjenje polovice polmera sedemkotniku ofrtane kroZnice - pri tem pa je
kar na 0.004% natan¥na.

Zgodaj se je za¥el ukvarjati tudi z vi§jo matematiko. Sprva brez ustrezne
literature; tako je kot Eetrto¥olec samostojno odkril vrsti za sinx in cos x.
Prepri¥an, da gre za nov doseZek, je bil moZno razo&aran, ko je nanju naletel
v literaturi, ki mu je naslednje leto pri¥la v roke.

Zelo ga je zanimala tudi astronomija in naravoslovje nasploh. Tako se je
po maturi 1894 odlofil za $tudij matematike, fizike in astronomije na dunajski
univerzi. Tedanji predstojnik matematiZne katedre prof. G. von Escherich
je Ze prvi mesec odkril njegov izredni talent za matematiko in ga predvidel
za univerzitetno kariero. Ker mu je priskrbel Ze Knafljevo 3tipendijo, je bil

L Profesor lvan Vidav je ob stoletnici rojstva Josipa Plemlja napisal monografijo o njegovem
sivijenju in delu, ob dvajsetletnici smrti pa prikupno knjiZico, ki je izila kot 5. 3Ztevilka
XIV. letnika Preseka z Zeljo, da predstavi tega velikega moZa slovenskim osnovnoZolcem in
srednjefolcem. Na njeni osnovi je nastal tudi tale zapis. Tako monografijo kot knjiZico je
e vedno mot kupiti pri Komisiji za tisk DMFA Slovenije, Ljubljana, Jadranska 19.
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B. Jakac, Prof. dr. Josip Plemelj — risba 1952
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razre¥en tudi Plemljev gmotni problem.

V &tirih letih je Plemelj ne le diplomiral, ampak tudi z odliko doktoriral
z disertacijo s podrogja linearnih homogenih diferencialnih enath. Nato je
leto dni prebil v Berlinu kot slufatelj profesorjev Fuchsa in Frobeniusa, eno
leto pa v Gottingenu pri Kleinu in Hilbertu. Po vrnitvi na Dunaj je leta 1902
postal privatni docent za matematiko na dunajski univerzi. Stiri leta kasneje
je bil imenovan za asistenta na Tehnigki viscki %oli na Dunaju, leta 1907 pa
je postal izredni in naslednje leto redni profesor za matematiko na univerzi v
Cernovicah.

Leta od 1900 do 1912 so bila Plemljeva najbolj plodna znanstvena le-
ta. Njegova glavna matemati&na podro&ja so bila diferencialne in integralne
enatbe, teorija potenciala in funkcijska teorija, ukvarjal pa se je tudi z al-
gebro in teorijo ¥tevil. Za svoje delo iz teorije potencialov je v Leipzigu leta
1911 prejel nagrado znanstvenega dru3tva kneza Jablonowskega in na Dunaju
nagrado R. Liebna dunajske akademije znanosti.

Leta pred prvo svetovno vojno in med njo so bila v stari Avstriji polna
napetosti med nemZkim in drugimi narodi. Plemlja so dogajanja pritegnila in
hkrati Zustveno prizadela ter ga tako odvra¥ala od znanstvenega dela. Ker
je bil izrazito protiavstrijsko usmerjen, je bil leta 1917 konfiniran najprej na
Moravsko in nate na Dunaj, ki ga vse do konca vojne ni smel zapustiti.

Po vojni, ki je prinesla razpad avstroogrske monarhije, je profesor Plemelj
videl svoje mesto v delu za svoj narod. Bil je eden od ustanoviteljev slovenske
univerze leta 1919 v Ljubljani, postal njen prvi rektor in bil imenovan za redne-
ga profesorja za matematiko. Na tedanji filozofski in kasneje na naravoslovni
fakulteti je vzgajal slovenske matematike in fizike (pa tudi 3tudente tehnike)
ge dobrih 40 let.

Njegovi nekdanji u¥enci vedo povedati, da je bil odliZen predavatelj. Imel
je tisti posebni dar, ki ni prav pogost, da je znal tudi najteZje pojme razlo¥iti
tako, da so se posluZalcem zdeli preprosti in lahki. Bilo je, kot da matematika
med njegovimi predavanji na novo nastaja.

Profesor Plemelj je bil dopisni Elan treh akademij: Jugoslovanske akade-
mije znanosti in umetnosti, Srbske akademije znanosti in Bavarske akademi-
je. Redni &an Slovenske akademije znanosti in umetnosti je bil od njene
ustanovitve dalje.

Plemljeva odloEitev leta 1919 za tedaj provincialno Ljubljano, v kateri je
bil kot znanstvenik osamljen, je vsekakor pomenila Zrtev za njegovo znanstve-
no kariero. Kljub temu se je ponovno enako odlo&il leta 1928, ko je odklonil
vabilo gragke univerze, da bi tam prevzel katedro za matematiko. Bila pa
Jje ta odlotitev velikega pomena za novo ljubljansko univerzo in neprecenljive
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vrednosti za slovensko matematiko. Skromno zahvalo velikemu ugitelju izpri-
Eujejo Pre¥ernova nagrada leta 1954, Eastni doktorat Univerze v Ljubljani in
dva spomenika, postavljena ob stoletnici njegovega rojstva: eden na njegovem
rodnem Bledu in drugi pred glavno stavbo ljubljanske univerze. DrZava
Slovenija pa leto¥nje leto proglaZa za Plemljevo leto.

Marija Vencelf

SVICARSKI TRAMVAJ - Re&itev s str. 212

Vzemimo poljubni postaji A in B in progo
t1, ki je med njima (zaradi pogoja 3). Ker
obstaja veZ kot ena proga, obstaja proga
t2, ki gre skozi postaje B, C, D.

Zaradi pogoja 2) so postaje A, C
in D razlitne. Zaradi pogoja 3 morata
obstajati progi t3 in tg, ki gresta iz A v
Ciniz Av D. Zaradi pogojev 2) in 3)
so proge ty, tp, t3 in t4 razliZne. Zaradi
pogoja 1) obstajajo tudi postaje E, F in
G.

Zaradi pogojev 2) in 3) so postaje
E, F in G medsebojno razlitne. Ravno
tako ne more biti nobena izmed njih ena-
ka kateri od postaj A, B,C, D.

Ce gre skozi A %e kakna proga t
mora imeti le-ta vsaj eno skupno postajo s
proge BCD (zaradi pogoja 2). Prav tako
zaradi pogoja 2) je T enaka eni izmed
prog t1, t3 ali t4. To pomeni, da razen
teh sedmih postaj, ki jih e imamo, ni
nobene druge postaje, saj bi zaradi pogoja
3) morala le-ta biti povezana s postajo A,
kar pa ne gre, kot smo pravkar ugotovili.

S pomoijo pogojev 2) in 3) lahko
brez tefav dopolnimo zemljevid prog do
kongne resitve:

Torej ima mesto 7 prog in sedem
postaj. .

Borut Zalar




298

MEDNARODNI ASTRONOMSKI TABOR
IAYC TORFHAUS 1991

Pred sedemindvajsetimi leti je skupina mladih astro-zanesenjakov, prete?no
§tudentov fizike in astronomije, osnovala neprofitno organizacijo International
Workshop Astronomy (IWA), katere edini cilj je pripraviti vsako leto tri tedne
dolg tabor, kjer se zberejo mladi vseh deZel, da bi skupaj razkrivali skrivnosti
nofnega neba, opazovali objekte na njem, merili, rafunali in iskali razlage.
Poleg astronomije, ki je osrednji motiv, udeleZence vabita tudi jezikovni izziv,
saj je uradni jezik angle&ina, in moZnost navezovanja stikov z mladimi ra-
zlienth narodnosti. V teh dvajsetih dneh jezikovne, kulturne in vsakrine razlike
zbledijo v prijazno zdru¥bo tolerantnih, veselih in vedoZeljnih mladih ljudi.

Astronomske dejavnosti potekajo v okviru delovnih skupin. Vodijo jih
mentorji, najpogosteje so to ¥tudentje fizike. Zasnovo in vsebino skupine
izberejo sami, razligna podro&ja teoreti€ne in prakti€ne astronomije razporedi-
jo glede na svoja zanimanja in znanje. Delovni dnevi imajo stalen urnik, so
ravno prav natrpani, tako da ¥as mineva nedojemljivo hitro. Resno delo,
predavanja, branje, radunanje, opazovanja, dopolnjujejo igre in pogovori.

Lani je bil IAYC od 4. do 25. avgusta v Nemd&iji, v hribovju Harz, na nad-
morski viZini okrog osemsto metrov. V navadi je, da je kraj dogajanja &im dlje
od ve&jih mest, ki povzroZajo svetlobno onesnaZenje, in sredi kar se da Eiste
narave. Na taboru je bilo skupaj z mentorji 65 mladih. Prigli so iz vseh za-
hodnoevropskih dr¥av, Skandinavije, Slovenije in prvi& tudi iz CeZkoslovagke.
Delovnih skupin je bilo sedem: Astrofizika, Prakti¢na astronomija, Meteorji,
Deep-sky objekti, Ozvezdja, Starodavna astronomija in Son¥ni sistem. Vreme
nam ni bilo preveZ naklonjeno, jasnih no€i je bilo le Zest. Seveda smo jih
izkoristili za opazovanja. Po uvodnih spoznavanjih z ozvezdji in Messierovimi
objekti smo se lotili $tevilnih nalog: izdelave zvezdnih kart, dela s teleskopi,
opazovanja spremenljivk, astrofotografije, spremljanja meteorske aktivnosti.
Med dnevnimi eksperimenti pa velja omeniti opazovanje Sonca in delo s spek-
trometrom, Foucaltovo nihalo, merjenje karakteristik teleskopov, celodnevno
radijsko opazovanje meteorjev. Vzporedno s prakti¢nim delom smo spozna-
vali tudi teorijo; ra¥unalniki so bili noZ in dan zasedeni, saj so mnogi od
udele¥encev za svoj projekt izbrali numeriZne simulacije, npr. klasiZni model
zvezde, lastno gibanje zvezd itd.

Udelefenci na koncu napi¥ejo poroila o svojem delu, ki so v obliki knjiZice
z naslovom |IAYC REPORT izdana nekaj tednov po koncu tabora.

Ker ste med bralci Preseka verjetno tudi ljubitelji astronomije in vsega
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ostalega, kar sem poskuZala opisati zgoraj, navajam Ze naslov, kjer lahko
dobite informacije o prihodnjem taboru, ki bo najverjetneje avgusta 1992 na
Nizozemskem: Dinand Alkema, Ahornstraat 26 II, NL - 3552 KW Utrecht,
tel. 030-420188. Podatke o IAYC - ju lahko dobite tudi pri Astronomskem
drudtvu Javornik, ki ima sobo na Tavéarjevi 2 v Ljubljani,

Mirjana Galici¢

PREPOGIBANJE LISTA PAPIRJA - Reditev s str. 203

1 an

A, : 1000 - 23+ mm x 1000 - 2~ %~ ¢ mm x Hmm

lzenaZimo dolZino lista z dolZino molekule:

10% .25~ %mm = 10~3mm,

2" = 1012v2 = (10%)*V2 & (219)4V2 = 2405,

n =~ 40.5 ( natan¥no: n= =3 + 0.5 =~ 40.4).
log 2
Ker je n nujno celo 3tevilo, je kon&ni rezultat: n = 40. Najmanj& moZni
A-format je torej Agg. Ce list formata Ag 40-krat prepognemo, je kon&na
debelina:
40 12
21—0mm ~ l—w—mm = 10%km.

Anton Cedilnik

4 Proizvodno trgovsko podietje:Eurobit'd.0.0. «

Racunalniska oprema - Razvoj - Svetovanje
65270 AJDOVSCINA, Goriska cesta 25¢ - Tel.: (065) 62-455, 62-477 - Fax: {065) 62-733




22. ZVEZNO TEKMOVANJE OSNOVNOSOLCEV 1Z
MATEMATIKE

Zvezno tekmovanje je bilo v Titogradu, vendar se ga nadi uZenci zaradi
varnostnih razlogov niso udeleZili. Naloge, ki so jih tekmovalci reZevali vseeno
objavljamo kot izziv tistim, ki so se sicer uvrstili v ekipo, pa se tekmovanja
niso udeleZili, in za vajo naslednjim generacijam.

7. razred

1. Na tabli sc napisana vsa naravna Stevila od 1 do 1991. Nekdo je
naklju€no zbrisal dve $tevili in namesto njiju napisal absolutno vrednost
njune razlike. Ta postopek je ponavljal toliko Easa, da je na tabli ostalo
le eno Ztevilo. Ali je to Stevilo lahko 19917 Odgovor utemelji.

2. Poig&i vse ulomke, ki so ve&ji od % in manjdi od 1, za katere velja:

a. obstaja tako celo ¥tevilo x, da ulomek ne spremeni svoje vrednost;,
e Stevec povefamo za x, imenovalec pa pomnoZimo z x;
b. Etevec in imenovalec sta si tuji Etevili.

3. Dan je polinom P(t) = t* — t + % DokaZi, da je za poljubno %tevilo t:
a. P(t) #£0,

b. P(t) > 0.

4, Dan je pravokotni trikotnik AABC. Na hipotenuzi AB je dana taka
totka M, da je BM = BC, in taka to¥ka N na kateti CA, da je dolZina
daljice CN enaka viZini na hipotenuzo. Doka%i, da je kot <CNM = 90°.

5. Naj bosta AB in BC dve stranici pravilnega devetkotnika, totka [
sredi¥ce manjSega loka BC, totka M sredi¥¢e daljice AB in totka N
sredis¥e daljice OL, kjer je O sredi3¥e devetkotniku oZrtanega kroga.
Doka¥i, da je kot XOMN = 30°.

8. razred

1. Na koliko natinov lahko $tevilo 1991 zapiSemo v obliki vsote zaporednih

naravnih 3tevil?
. . - 2 - ;
2. Dolo&i §tevilo a, & je a* =10...05-1...1+1.
1990 1991

3. V jezero se izliva potok, ki vsak dan izlije enako mnoZino vode. 183
konjev bi v enem dnevu lahko popilo vso vodo (tj. v 24 urah bi izpraznili
jezero), 37 konjev pa bi jezero izpraznilo v 5 dneh. V koliko dneh bi en
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konj popil vso vodo?

4. DokaZi, da je vsota kvadratov dol%in diagonal poljubnega trapeza enaka
vsoti kvadratov dolZin krakov, poveZani za dvojni produkt dol%in os-
novnic.

5. Naj bo P to€ka osnovne ploskve pravilne Stiristrane piramide. Pravokot-
nica skozi toZko P na ravnino osnovne ploskve prebada ravnine stranskih
ploskev v totkah My, My, M3 in M. DokaZi, da je vsota PM;+P My +
+ PMs3 + P My enaka &tirikratni dolZini vigine piramide za vsako to&ko
P osnovne ploskve.

Aleksander Poto&nik

TRI NALOGE Z NARAVNIMI STEVILI - Reditev s str. 227

1. naloga. Naravno $tevilo n, deljivo z 2 in 9, lahko pi¥emo

n = 2k 3k p;’ . .p?’, to je kot produkt potenc pra¥tevil, kjer je k1 > 1 in
ko > 2. Tedaj ima n skupno (k1 + 1)(k2 + 1)...(k; + 1) deliteljev. Torej
mora biti ta produkt enak 2 -7. To je moZno le, &e je ky = 1 in k3 = 6.
Edina resitev je n = 2 - 3% = 1458.

2. naloga. Ce ima 3tevilo n 30 enic in ostale Etevke enake 0, potem je vsota
stevk enaka 30. Torej je 3tevilo n deljivo s 3, ni pa deljivo z 9. Ce bi bilo
n = m?, bi bil tudi m deljiv s 3 in zato n deljiv z 9, kar pa ni. Torej n ni
popoln kvadrat.

3. naloga. Vsako naravno 3tevilo n lahko zapiZemo v obliki n = 2K/, kjer je
gtevilo / liho. Na izvleZenih 101 listkih so razliZna ¥tevila ny = 2K1 )3, ny =
= 2kap, nio1 = 2K01 16, Faktorje Iy, by, ..., lio1 izbiramo med sto
lihimi Stevili 1,3, ..., 199. Torej sta vsaj dva enaka. Denimo, da je kar /; =
= lp. Tedaj imamo ny = 2K/ in np = 2k21, Ce je ky > ky, potem ny deli
ny, ¢e pa je ko > ki, potem je no deljiv z m

Borut Zalar

POTREBUJES - RABIS

Bila sem bruculja. Pri profesorju lvanu Vidavu sem napa&no uporabila glagol
rabiti Profesor me je ljubeznivo poutil:
"Rabimo lahko le to, kar Ze imamo. To, kar iemo, pa potrebujemo.”
Nikoli veZ se nisem zmotila. Pri pou¥evanju matematike sem skrbno
pazila na pravilno rabo jezika.
Marija Munda
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32. ZVEZNO TEKMOVANJE SREDNJESOLCEV 1Z
MATEMATIKE

32. zvezno tekmovanje srednjeSolcev iz matematike je letos organiziralo
Druitvo matematikov, fizikov in astronomov Srbije. Tekmovanje je bilo v
Valjevu v soboto 20. in nedeljo 21. aprila 1991,

Zaradi manj3ega skupnega Stevila tekmovalcev kot lani (lani 121, letos 112).
predvsem pa zaradi na novo odmerjenega Stevila tekmovalcev iz pesameznih
republik, se je 19. aprila podalo na pot 10 uencev iz na%e republike: iz
prvega letnika Narvika BOVCON in Domen PRASNIKAR, iz drugega Bojan
GORNIK, Marko KRAINC, Mitja MASTNAK in Andrej SRAKAR, iz tretjega
Toma# CEDILNIK, Gregor IRT in Marko SLAPAR, ter Duganka KOCIC iz
Zetrtega letnika.

Vodila sta jih studenta matematike Peter ANASTASOV in Matjaz ZELJKO,
zastopnik Slovenije v zvezni tekmovalni komisiji pa je bil asistent Darjo FELDA.
Pozen prihod slovenske ekipe v Valjevo ni delal nobenih teZav, saj je Grand
Hotel Valjevo, v katerem je prebivala slovenska ekipa, zelo blizu gimnazije
Valjevo in so si tekmovalci lahko privo&€ili malo daljsi poéitek.

V soboto dopoldne so tekmovalci Stiri ure reZevali naslednje naloge:

Prvi letnik

1. Premica, na kateri le?i tezis¢e 7' trikotnika AB(C', seka stranici AB in
AC ter nosilko stranice BC' zaporedoma v to€kah P,Q in R, pri €emer
leZi totka (" med B in R. DokaZi, da velja

1 1 1

TP-TQTTR"

2. Lik F je.sestavljen iz totk B in D ter lokov BD in DB, naértanih
v notranjosti kvadrata ABCD s sredis¢ima v A in C' in s polmeroma
enakima stranici kvadrata. DokaZi, da imajo vsi pravokotniki, oértani
liku F, katerih vsaka stranica ima z likom F natanko eno skupno togko,
enak obseg.

3. Ali obstaja zaporedje s 3982 Eleni z naslednjima lastnostima:
(a) Vsako stevilo k € {1,2,...,1991} se v zaporedju pojavi natanko
dvakrat.
(b) Vsako Stevilo k se drugi& pojavi natanko k mest od mesta, kjer se
je prvit pojavilo
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4. Dokafi, da velja neenakost

Cestaa>1inb> 1.
Drugi letnik

1. Krogu s premerom 1 sta oZrtana trikotnik in kvadrat. DokaZi, da je de!
obsega kvadrata, ki leZi zunaj trikotnika, krajsi od 1,8 .

2. Dane so &tiri take premice, da se poljubni dve sekata in da se nobene
tri ne sekajo v eni to&ki. Te premice dologajo itiri trikotnike.
(a) DokaZi, da imajo oZrtane kroZnice teh trikotnikov skupno totko X .
(b) DokaZi, da leZijo sredisZa teh kroZnic na kroZnici, ki vsebuje totko
X

3. DokaZi, da za pozitivna 3tevila a,b in ¢ velja neenakost:

1 | 1 |
< — .
a3+b3+abc+b3+c3+abc+c3+a3+abc_ abe

Kdaj velja enakost?

4. V ravnini se nahaja tak3nih 2n tok (n modrih in n rde&ih), da nobene
tri ne leZijo na isti premici. DokaZi, da obstaja n daljic z razligno
obarvanima kraji¥€ima, ki se paroma ne sekajo.

Tretji in éetrti letnik

1. Naj bo a naravno ¥tevilo. Zaporedje {z,} definiramo s predpisom:

n=a =z — 'Eg'l , Ee je x, sodo Etevilo
PEH I Tkl e je 2, liho Stevilo .

DokaZi, da je vsaj en Een zaporedja {z,} sodo 3tevilo.

2. Koliko je permutacij (ay,as,...,a,) étevil 1,2,...,n, da za vsak
k € {2,3,...,n} velja: med $tevili as, as,...,ax_; obstaja vsaj eno,
ki se od 3tevila ay razlikuje za 17

3. Najboag > a; > as > ... > a, > 0 in naj bo a nitla polinoma
p(z) = agz™ + a;2" "' + ... 4 a,. Doka¥i, da je |a]| < 1.
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4_ Dana je pravokotna tabela, ki ima m stolpcev in n vrstic, kjer sta m
in n iste parnosti in je m > n. V spodnjem levem vogalu se nahaja
beli lovec, v zgornjem desnem pa &rni lovec. Igralca B in €' izmeniéno
premikata lovca po pravilih 3ahovske igre. lgralec B, ki zaéne igro,
vedno igra z belim lovcem, igralec C' pa s &nim. Zmaga tisti igralec,
ki postavi svojega lovca pod udar nasprotnikovega lovca.

Dolo&i, kateri igralec zmaga, in opifi zmagovalno strategijo.

Popoldne so si tekmovalci ogledali nekaj lokalnih znamenitosti, spremljevalci
pa raziskovalno postajo Petnica, zvefer pa je bilo druZabno sreZanje v valjevski
gimnaziji.

Kljub zelo tezkim nalogam (npr. prva in Eetrta v prvem letniku ter tretja
v tretjem in Eetrtem letniku) se je slovenska ekipa vrnila domov z enim olim-
pijcem. Dijak Gimnazije BeZigrad TomaZz CEDILNIK se je v maju udeleil
balkaniade v Constanzi (Romunija) in v juliju $e mednarodne matematiéne
olimpiade v Sigutni na Svedskem.

Matjas Zeljko

UCITELJ BI MORAL ZNATI VSE

Na kroZku mladih matematikov smo se ubadali z nalogo, ki ni in ni hotela iz
lupine. Tedaj se je eden od uZencev nagnil k meni in mi tiho zaupal: " Kajne,
tovarifica, vi se samo delate, da ne znate."

BITI MORAS PREVIDEN

Obiskat me je pri&la bivZa uenka, Studentka na Visoki tehniki 2oli v Mari-
boru. Nagajivo mi je pripovedovala, kako spravlja ob Zivce svojega profesorja
matematike.

"Dekli¥, s te plati te jaz ne poznam. Nikoli se nisi vmeZavala v moje
razlage."

" Ja, tovari¥ica, vi ste bili pametnejgi. Rekli ste: Jaz vidim to reditev, &e
vidi kdo bolj3o, naj pove.”

Marija Munda
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$E NAOKROG PO STOZCU - Reditev s str. 202

Pri strmem stofcu bo zanka lezla
navzdol, pri Sirokem stoZcu pa navz-
gor. Zanka je v ravnote¥ju takrat,
ko je njeno skraj¥anje x (= spust
ute¥i) enako njenemu dvigu y, torej
ko je ¢ = = /3 (trikotnik ABC je
tedaj enakostrani€ni). Ker je ¢ =
= 2xr/s, dobimo za mejno obliko
stofca s = 6r.

Anton. Cedilnik

POISCI IZREK -
Resitev s str. 223

Ce zaZnemo brati pri K v sredini in beremo v pozitivni smeri (nasprotni gibanju
urinega kazalca), tako da izpu¥€amo po dve &rki, dobimo izrek: KVADRAT
JE ENAKOSTRANICNI PRAVOKOTNIK.

Z ENO POTEZO -
Resitev s str. 223

Marija Vencelj
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POROCILO O MEDNARODNEM TEKMOVANJU MEST

S ¥olskim letom 1990/91 se je Slovenija vkljuEila v Mednarodno tekmovanje
mest 1z matematike Pri Komisiji za popularizactjo matemattke v srednji
Soli smo se odloéili, da prevzamemo lokalno organizacijo tega tekmovanja za
podrogje Slovenije, in to sporotili glavnim organizatorjem v Moskvo.

UZenci tekmujejo v dveh skupinah: prvi in drugi letnik v eni ter tretji in
Eetrti v drugi skupini. Tekmovanje je razdeljeno na jesenski in spomladanski
krog s po desetimi nalogami, vsak od njiju pa na dva dela (4 + 6 nalog),
ki ju je treba izvesti v roku enega tedna. Naloge, ki smo jih sicer dobili v
angleSkem jeziku preko Avstralije, smo preved|i v sloveni€ino, nato pa izdelke
spet v angle¥€ino ter skupaj z originali poslali v Moskvo, kjer se ocenijo.

Tekmovalne naloge so precej zahtevne, zato se je Komisija za populari-
zacijo matematike v srednji Soli odlo&ila, da povabi na Mednarodno iek-
movanje mesi le tiste ufence, ki so se udeleZili zveznega tekmovanja. Naj
predstavimo samo po tri naloge iz obeh skupin:

Jesen 90, 1. del, 1. in 2. letnik

DokaZi: Ee je produkt dveh pozitivnih 3tevil ve&ji od njune vsote, potem je ta
vsota veéja od 4.

Jesen 90. 1. del. 3. in 4. letnik

Napravimo "opeke” takole: vzamemo enotsko kocko in na tri njene mejne
ploskve, ki imajo skupno ogli¥€e, prilepimo po eno enotsko kocko tako, da
se zlepljene ploskve ujemajo. Ali lahko s takimi opekami sestavimo kvader
dimenzije 11 x 12 x 137

Jesen 90, 2. del, 1. in 2. letnik
Dani sta
1 1
1 1

PN . 3+

1 1
+98+*l~ +99~i~L
99 100

1
99! . 1001

DokaZi, da velja |a — b| <
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Pomlad 91, 1. del, 3. in 4. letnik

(a) Ali lahko postavimo v prostoru 5 kock tako, da se vsaka izmed njih z
delom svoje mejne ploskve dotika vseh drugih ?
(b) Kaj pa, & imamo 6 kock ?

Pomlad 91, 2. del, 1. in 2. letnik

[s¢emo taka naravna 3tevila, ki se konZujejo na 5, da Stevke (cifre) v de-
setitkem zapisu takega 3tevila ne padajo (od vkljuZno druge Stevke dalje ni
nobena manjSa od tiste, ki je pred njo) in da v desetitkem zapisu kvadrata
takega Stevila Stevke prav tako ne padajo.

(a) PoisZi 4 taka 3tevila.

(b) DokaiZi, da je takih ¥tevil neskon&no mnogo.

Pomlad 91, 2. del, 3. in 4. letnik

Dana je kroZnica in izbrana tetiva MN. Za vsak premer AB te kroZ¥nice
potegnemo pravokotnico | na AB, ki gre skozi preseiZe premic (A, M) in
(B, N). Dokazi, da gredo vse te pravokotnice skozi neko skupno toZko.

UZenci, ki so pri re§evanju nalog zelo uspedni, dobijo posebno priznanje,
Zeprav Ze ime tekmovanja pove, da tekmujejo mesta, ki jih predstavlja najve
po pet tekmovalcev (glede na 3tevilo prebivalcev). Vrstni red mest se sestavi
po posebnih pravilih. Do sedaj Ee nismo prejeli obvestila, kako so se slovenska
mesta uvrstila med drugimi sodelujoZimi, smo pa bili zelo veseli, ko so nam
iz Moskve sporoiili, da podeljujejo posebno priznanje kar petim uencem
slovenskih srednjih %ol. Priznanje so osvojili: Andrej Srakar in Tomaz
Cedilnik iz Ljubljane, Marko Krajnc iz Maribora, Mitja Mastnak iz
Celja ter Bojan Gornik iz Novega mesta.

Vsem iskreno €estitamo.
Darjo Felda

SRECKA — Retitev s str. 203

Ker je Tinina mama poznala samo ¥tevilsko vsoto Ztevilke Tinine sretke, je
lahko takoj nadla pravilen odgovor le, Ee je bila 3tevilka sretke enaka 99999
in je mama stara 45 let. Enakost ¥tevk je o&itno nujna in edino v primeru,
ko so enake 9, ne moremo njihove vsote predstaviti kot vsoto petih drugih
enomestnih ¥tevil,

Marija Vencelj
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TRANSURANI

V naravi ni najti elementov, ki bi bili v periodnem sistemu razvr¥¥eni za
urancin. Vsi ti elementi so bili narejeni umetno. Ker sledijo za uranom, jim
pravimo transuranski elementi ali kratko transurani.

Ko so obsevali izotop urana U238 2 nevtroni, so dobili prva dva transurana
neptunij Np z atomskim Stevilom Z = 93, iz tega pa plutonij Pu z Z = 94:

n o+ 238y — 2:""‘:’U 339Np & 239py .

To je vedel ¥e Fermi leta 1934. Danes poznajo najmanj 12 izotopov
neptunija z masnimi Stevili od 230 do 241 in veZ kot 15 izotopov plutonija.

Pri obsevanju plutonija z nevtroni so dobili americij Am z Z = 95.
Americij ggIAm je srebrnkasta kovina. Ko so Am obsevali z nevtroni, so
dobili kirij 2“2(:“'1 S podobnim dolgotrajnim postopkom obsevanja 239Pu
so pridobili herke!u Bk in kalifornij Cf. Vendar po tej poti niso dobili nowh
transuranov.

Leta 1952 so na Bikiniju naredili poskus z vodikove bombo. Fri tem
se je v kratkem Zasu sprostilo ogromno Ztevilo nevtronov. Iz ene tone obse-
~ vanih koral so po dolgem postopku izlo&ili majhne koli¢ine novih transuranov
einsteinija in fermija.

Ker obsevanje z nevtroni ni dalo novih transuranov, so jedra elementov
bombardirali z jedri drugih elementov.

V letih 1940 in 1950 so z alfa delci (helijevimi jedri ;He) in devtroni
obstreljevali jedra do tedaj znanih transuranov. Dobili so izotope elementov
94, 96, 97 in 98. Primeri takih reakeij so:

24 + 238U — 210+ 238Np L 28py
3He +g439Pu — :‘;?Cm +t1)"
;He -!-%glAm — %—4,3Bk + 2 3n
SHe +22Cm — 245CF 4 In

Poslednji transuran, ki so ga dobili na ta na&n, je bil 101 element
mendelevij. To je bilo v Berkelyju v ZDA leta 1955.
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Kasneje so za¥eli hombardirati tar&e z vse bolj masivnimi ioni. Element
102 so odkrili najprej v Stockholmu, pozneje 3¢ v ZDA. Vendar to ni povsem
zanesljivo. Rusi trdijo, da so element 102 prvi odkrili v Dubni v SZ leta
1963, leta 1965 pa element 103. Leta 1964 so v Dubni na ciklotronu U-300
sintetizirali element 269104, ki so ga imenovali kurZatovij Ku. Reakeija je bila

4 260 1
2INe + 34%Pu — 330Ku + 4 gn.
Zadnji element, ki so ga dobili po tej poti, je bil narejen v Dubni leta 1970:
%Ne + SgaAm — 265105 4+ 4 %m.

Element 105 so imenovali nilsborij. Leta 1973 so kot taro zaZeli uporabljati
navadni svinec. Na ta na&in so v Dubni leta 1974 odkrili 106. element

S4Cr 4 297Pb — 259106 + 2 bn,
leta 1976 pa ¥e 107. element:
54Cr +29Bi — 261107 4 2 }n.

Prva dva izotopa 108. elementa so pridobili v Dubni leta 1984, skoraj is-
toZasno pa tudi v Darmstadtu. Sredi leta 1987 so sintetizirali v Dubni pribli-
#no 40 jeder elementa 110, ki pa so razpadla e po nekaj stotinkah sekunde.

Transurane oziroma morebitne sledi njihovih razpadov so iskali tudi v
meteoritih vendar brez posebnega uspeha. Sinteza transuranov e ni konana.
Kdo ve, kaj bodo prinesli novi eksperimenti.

Dugan Murovec

RIBISKA - Retitev s str. 193

Ker je 2+ 3+ 3+ 4 = 12, bi bila zadnja ¥tevka skupnega ¥tevila ujetih rib
enaka 2. Tako pa se ne konfuje noben kvadrat naravnega 3tevila. Edina
moZnost je, da ribi& niso ¥tirje, ampak le trije, da je torej eden od o¥etov
oke drugega oteta. Ce primerjamo zadnje Etevke ujetih rib posameznikov, je
moZno le, da je Andrej JoZetov sin.

Marija Vencelf
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VZTRAJNOST IN TRENIJE

Pogovor o vztrajnosti, preden vpeljemo maso, pogosto spremljamo s prepros-
timi poskusi. Pri enem od njih izpod telesa hitro potegnemo prt, ne da bi telo
padlo z mize. Poskus radi pokaZejo tudi rokohitrci. V ameriki srednjeZolski
fizikalni reviji The Physics Teacher je H.T.Hudson pred €asom opozoril na to,
da ima pri pojavu pomembno vlogo trenje (There's more to it than inertia,
23 (1985) 163). lzid poskusa je odvisen od koeficienta trenja med telesom
in prtom in ni odvisen od mase. V isti reviji sta ga pred kratkim dopolnila
U.Haber-Schaim in J.H.Dodge ( There’s more to it than friction, 29 (1991)
56). Ni pomemben samo koeficient trenja med telesom in prtom, ampak tudi
koeficient trenja med telesom in mizo. Misel sta podprla s poskusom in ob
tem zapisala nekaj enagb. Njun poskus, pri katerem sta uporabila neposredno
prikljuZeni ragunalnik, je mogoZe narediti na mo& preprosto.

Namesto prta uporabimo pisarni¥ki papir, ki se ne guba kot prt. Papirji
ene vrste se med seboj razlikujejo precej manj kot prti. Poleg tega lahko
mizo oblo¥imo z drugim papirjem enake vrste, tako da je pomemben samo
koeficient trenja med telesom in papirjem. Misel, da bi poskus naredili s
kovanci, se ni obnesla. Koeficient trenja med kovancem in papirjem je za obe
strani kovanca skoraj enak in z njim ni mogo&e izvesti dveh vrst merjenj. V
delavnici Oddelka za fiziko so izdelali za poskus £tiri enake ploske medeninaste
valje z maso 15 gramov in premerom 2,7 centimetra, ki so bili na eni strani
zglajeni, na drugi pa hrapavi. Tudi poskusi z njimi niso zadovoljili. Zglajena
in hrapava stran sta se glede na koeficient trenja na papirju ¥e premalo
razlikovali. Zato je imel pri konZnih merjenjih valj na hrapavi strani nalepljeno
platno. Smirkov papir se ni obenesel, ker se je prehitro zrabil, guma pa je
imela prevelik koeficient trenja. Poleg tega se je pokazalo, da so odstopanja
med izidi ve&ja pri poskusih z vsemi valji kot pri ponavljajotih se poskusih z
enim samim valjem.

Zato sem delal poskuse z enim samim valjem. Postavil sem ga na
papir v razdaljo L od kraji¥¢a papirja (slika 1). Na drugo kraji¥€e papirja
sem z lepilnim trakom prilepil aluminijevo letev in na njeni kraji¥& pritrdil
vrvico. Z roko sem prijel sredino vrvice in jo napel. Nato sem jo na vso
mot sunkovito potegnil v vodoravni smeri. Ni bilo lahko vle&i ves Zas s
kolikor mogo&e enakomernim pospe¥kom v vodoravni smeri. Toda po wrsti
poskusov sem si pridobil dovolj vaje. Nisem popustil %elji, da bi upo¥teval
samo "dobra merjenja", ampak sem upo¥teval vsa. Ne morem jamiti, da
nisem podzavestno kako vplival na izid merjenj. Pri resnej¥ih poskusih bi bilo
treba bolje poskrbeti, da bi se gibal papir vselej z enakim in enakomernim
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pospeikom. Vendar bi bilo treba v to vloZiti precej dela. Preprost mehanizem,
pri katerem naj bi padajo¥a utei zagotovila enak in enakomerni pospegek, se
ni obnesel. '

Potem, ko se je valj na spodnjem papirju ustavil, sem zaznamoval lego
in izmeril odmik. V nizu merjenj sem po desetkrat potegnil papir pri vsaki
izmed 3tirih zaZetnih leg valja, izmeril odmik, izraunal povpreZno vrednost
in efektivni odmik. Najprej sem naredil niz merjenj z valjem z gladko stranjo
na papirju in ga potem ponovil s platneno stranjo na papirju. lzide kaZe graf
(slika 2).

Poskusimo pojasniti izid z nekaj preprostimi rafuni. Papir za&nemo vle&i
ob &asu t = 0 s konstantnim pospeSkom ag > k;g, & je k; koeficient le-
penja valja na papirju in g teZni pospe¥ek. Ce za izhodi¥¥e vzamemo za¥etno
lego tistega roba kovanca, ki leZi v smeri vleke, opi%e gibanje kraji¥¥a papirja
enatba xg = apt? — L. Dokler se giblje valj po zgornjem papirju, deluje nanj
samo vodoravna komponenta sile F = kgmy, & je m; te¥na masa valja in k

Agy/a,

1 i J ' %

10t

{. i, IO CEI| VSRS WSS, [

D=(112%0,18) cm } 9
- DA &
Slhika 1 Valj na zgornjem papirju pred po- g ¥ e
skusom in na spodnjem po njem z izmerki cm #
odmika D pri L =5 cm. /{
g

4t P
Shika 2 Odvisnost D in ag/a; od L za ,’{
gladko (neprekinejno) in s platnom pre- 24 ¥
vleZeno ploskev valja (Zrtkano). Napake,
to so izraZunani efektivni odmiki, ki jih ///
kaZejo navpiZne Zrtice, so velje v drugem 0 Z ) X . _L_

primeru kot v prvem. 0 g 10 15 20 cm
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Iz niza izmerkov doloZene koliine x;, x2, . . x, dobimo izid, ki je najbliZji neznanemu
pravemu izidu, s povpre&no vrednostjo

- 1
X=;(X:+X;+ ---+xn},

Z efektivnim odmikom povprelja

5,‘___%.‘/(;_,“)2.;(;—@)24- s B RN

povemo, kake natanZen je izid
x=¥Xxbx

Dostikrat imenujemo &x kar absolutno napako. Relativno napako §x /X izratamo v
odstotkih. Zepni rafunalnik ima poseben statisti®ni program, ki hitro izratuna povpre-
je in efektivni odmik. Pogosto efektivnega odmika ne izratunamo, ampak ga ocenimo z
absolutno vrednostjo razlike tipinega izmerka od povpreija.

koeficient trenja med valjem in papirjem. Po Newtonovem zakonu mya; =
= kgmyg, v katerem je m, vztrajna masa valja, se giblje valj s pospeskom

me

Hitrost valja glede na mizo je v = ajt in premik x = ajt2. Valj pade z
zgornjega papirja ob Zasu t; in poslej drsi po spodnjem papirju. Enatba
x(t1) = xo(t1) pripelje do zveze

2L
ty =y ———,
a—a
V tem trenutku se giblje valj s hitrostjo vy = ajt; in je premaknjen za
s1 = a1 tf. Tu smo spregledali postopno spremembo sile od kgm¢ na 0,
ko se rob papirja premika prek valja. Ce bi hoteli to spremembo dosledno
upo¥tevati, bi ratunanje mo¥no zapletli. Pri premikih, ki so veliki v primeri s
premerom valja, s tem nismo zagreZili velike napake.
Med gibanjem valja po padcu deluje spodnji papir nanj z vodoravno
komponento sile F = —kgm; in po Newtonovem zakonu je njegov pospefek

az:-—kgmr/mv = —aj (2)
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Hitrost valja je v = ap(t — t;) + v; in njegov skupni premik od zaZetka
poskusa s = az(t — t1)2 + vi(t — t1) +s1, t > t;. Valj se zaustavi v
trenutku to, ko je v(t2) = 0, torej t; = t; — v1/az. S tem dobimo odmik

. o . 3_1 = 231L

Razmerje D /L doloZa razmerje pospekov ag in aj:

ag 2L
; o i + 1.

Pikolovsko smo razloZevali vztrajno in tefno maso samo zato, da smo
izrecno pokazali vlogo vztrajnosti. Zaradi ekvivalentnosti obeh mas moramo
postaviti me¢/my = 1. Od mase neodvisni izid ne pomeni, da vztrajnost ni
poemembna, ampak da sta vztrajna in tefna masa enaki. Podobno ravnamo
na primer pri izvajanju enaZbe za nihanje nitnega nihala. S telesom z vztrajno
maso 0 poskusa ne bi mogli narediti (m, — 0 pripelje do a3 — 00), kakor
ga ne bi mogli narediti, e ne bi bilo trenja (k — 0 pripelje do a; — 0).

lzmerjeni premik D(L) pri zaZetni razdalji L = 5 cm, 10 em, 15 cm,
in 20 cm za dano spodnjo ploskev valja kaZe, do kolikine mere je razmerje
D/L konstantno. To velja v okviru napak pri merjenju (slika 1) in se sklada s
privzetkom, da je razmerje ag/a; konstantno. |z merjen] sledi za to razmerje
11,1+ 0,6 za gladko ploskev valja in 7,94+ 0,6 in za ploskev, prevleZeno s
platnom,

Da bi izbolj3ali natanZnost, poskusimo meriti drugaZe. Valj spustimo po klancu z
dol%fino Lg pri danem nagibu ¢ > ¢g. Klanec se konta v vodoravnem izteku, v katerem
doseZe valj razdaljo L, preden se zaustavi. Po izreku o kinetiZni in potencialni energiji se
zatetna potencialna energija mgLg sin ¢ porabi za delo sile trenja Lokmgcosgp+ Ly kgm.
lzratunamo efektivni koeficient trenja

_ Lgsing
T Lgcose+ Ly

Pri nafem poskusu meri dol%ina klanca Lo = 15 cm. Pri desetih ponovitvah izmerimo
doseg L bolje kot na 6 % natanZno in koeficient trenja ¥e natanZneje. Toda ugotovimo,
da je koeficient trenja odvisen od nagiba. Pri gladki ploskvi z nagibom nara%Za: 0,26 (nagib
20°), 0,28 (25°), 0,33 (30°), pri platneni pa pojema: 0,51 (30°), 0,47 (35°), 0,43 (40°).
Pritakovali bi, da bi efektivni koeficient pojemal z nara¥Zajofim nagibom, saj z nagibom
nara3Za hitrost valja na dnu, s tem pa koeficient trenja pojema. Vse kaZe, da moti trk valja
z vodoravnim iztekom na koncu klanca, in to tem bolj, Zim ve&ja je hitrost valja. To pride
do izraza pri gladki strani valja, ne pa pri platneni strani, pri kateri platno trk ublaZi.
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PospeZek ag lahko dolotimo, €e poznamo koeficient trenja. Na klancu v
mejnem nagibu g, ko valj ravno drsi s konstantno hitrostjo, velja k = tgepo.
Za gladko ploskev valja dobimo tgl4® = 0,25, za ploskev, prevleéeno s
platnom pa tg24° = 0,45. Koeficienta lepenja k; sta za nekaj desetink
vefja. Merjenja so dokaj nenatanna, mejni nagib je nenatanZen do stopinje,
koeficient trenja pa do 0,02, tako da doseZe relativna napaka skoraj 10 %.

Zato se je najbolje zadovoljiti z nenatan&nima koeficientoma trenja, ki
smo ju dobili z mejnim nagibom 0,25 in 0,45. Z njima izraunamo z enaEbo
(1) pospe¥ek vaIJa za gladko stran a; = 0,25-9,8 m/s? = 2,5 m/s? in a; =
=0,45-9,8m/s?2 = 4,4 m/s? za platneno stran. Z izmerjenim razmerjem
ag/a; lahko nato ocenimo pospedek papirja ag: ag = 11,1-2,5 m/s = 28
m/s? za gladko stran in ag = 7,9-4,4 m/s2 = 35 m/s? za platneno. Oceni se
razlikujeta za Aag = 7 m/s%. Delno to pojasnimo z nenatan&nim merjenjem,
delno pa z Newtonovim zakonom, ki ga to pot uporabimo za papir:

Fr— Fp— kmeg = m*ap.

Fr je sila roke, Fp sila spodnjega papirja in m* masa papirja, aluminijeve
letve in vrvice. Ce je sila roke pri vseh poskusih enaka, velja zveza m*Aag =
= —mtglAk. Z njo dobimo za razliko pospefkov papirja

meg(—Ak)/m* =15 g-9,8ms™2-0,2/11 g = 3 m/s?,
medtem ko smo prej dobili ve€ kot dvakrat veZ.

Pri raunanju napake razlike se absolutni napaki seitejeta in relativha napaka lahko
moZno naraste. Na eni strani poznamo koeficienta trenja z relativno napako 10 %, tako da
je razlika —Ak = (0,45:0,05) - (0,2540,03) = 0,24 0,1 in naraste relativna napaka
na 50 %. Na drugi strani poznamo pospetka papirja pribli!no z relativno n fako 10 %,
tako da je razlika Aag = (35 +4) m/s? — (0,28 £ 3) m/s? = (7 £ 7) m/s? in naraste
relativna napaka celo na 100 %.

Najbr¥ pa razkrije ta razlika tudi slabost privzetkov, na primer tistega,
da je sila roke pri vseh poskusih enaka, ali tistega, da je pospelek papirja
konstanten. S to ugotovitvijo se moramo zadovoljiti. Merjenja pri pojavih
s trenjem so pogosto nenatan¥na. Uvideli pa smo, da je mogo¥e tudi z
nenatan&nimi podatki marsikaj koristnega ugotoviti. Ne smemo pozabiti, da
so v fiziki vsi podatki bolj ali manj nenatan¥ni in da so zaradi tega bolj ali
manj nenatan&ni tudi vsi izidi.

Janez Strnad
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KOLIKO PITAGOREJSKIH TRIKOTNIKOV? -
Reditev s str. 213

Na dva nadina izra%ena plo%€ina pravokotnega trikotnika nam da zvezo

2ps = ab (2s = obseg trikotnika).

Od tod sledi al

p= = kv(u - v),

at+b+c
kjer sta u in v tuji naravni ¥tevili, eno sodo in eno liho, u > v in k poljubno
naravno tevilo,

Za vsak n € IN zagotovo obstaja vsaj en tak pitagorejski trikotnik, da je
polmer njegove vErtane kro¥nice enak n. Dobimo ga npr. za k = n, u =2
in v = 1. In koliko jih je za posamezen n? Naj bo

n=2%pr e 2 PP

pra¥tevilska razcepitev 3tevila n. Pri tem je eksponent pri kakinem od
praktevil lahko enak ni€. To samo pomeni, da tisto pradtevilo v razcepitvi
dejansko ne nastopa (npr. 2, & je n lih). Zanima nas 3tevilo trojic (k, u, v),
za katere je

kv(u—v)=2%p{" p3?...00"-

Pra%tevila z desne moramo porazdeliti med Ztevila na levi tako, da bosta v in
v — v tuji Stevili in 3tevilo u — v liho. Za k ni omejitev, vsebuje vse faktorje,
ki niso v v(u — v).

Faktorje 2 lahko na & + 1 na€in porazdelimo med v in k. Za ostala
pradtevila je potrebno upostevati le tujost med v in v — v. Prastevilo p;
lahko nastopa ali v v z «; razli&nimi eksponenti ali v u — v z «; razlignimi
eksponenti ali pa v produktu v(u — v) ne nastopa. Imamo torej 2c; + 1
moZnosti. Od tod sledi

N(n) = (& + 1)(2ay + 1)(2a2 + 1)...(2am + 1).

kjer smo z N(n) oznaili Stevilo iskanih pitagorejskih trikotnikov.

Tako ima le trikotnik s stranicami 3,4,5 polmer v&rtane kro¥nice enak 1.
Vértana kroZnica ima polmer 2 pri dveh trikotnikih: s stranicami 6,8,10 in
5,12,13. Ce je n liho pra¥tevilo, je N(n) = 3, za n < 100 pa se da najvel
pitagorejskih trikotnikov o&rtati kro¥nici s polmerom 90. Takih trikotnikov je

kar 30.
Marija Vencelj
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MERJENJE PADAVIN Z RADARJEM

Opazovanje oblakov z radarjem in obdelava radarskih meritev z ratunalnikom
sta precej mladi podro&ji v meteorologiji. Razumljivo je torej, da Se nista
splo¥no poznani. Ker smo za&eli v letu 1991 v Sloveniji s poskusnim radarskim
merjenjem padavin, se zdi primerno, da vsaj na kratko povemo nekaj o
meteoroloZkih radarjih in njihovi uporabi.

MeteoroloZki radar

Osnovni deli radarja so oddajnik, antena in sprejemnik. Oddajnik tvori
zaporedje paketov elektromagnetnih valov, antena pa jih usmerja v ozek
prostorski kot. lzsevani paket potuje skozi atmosfero in, € na svoji poti
naleti na oviro (hrib, letalo, mnoZico kapljic v oblaku), se na njej siplje.
Del elektromagnetnih valov se siplje nazaj, kjer jih s pomogjo iste antene
zazna sprejemnik. Z usmeritvijo antene je doloZena smer, v kateri je ovira,
z zakasnitvijo odmeva za €asom izsevanja je doloZena oddaljenost ovire, z
jakostjo odmeva pa njene odbojne lastnosti.

Usmerjanje in sevanje antene ter sprejem, shranjevanje in prikaz radarskih
odmevov izvaja ratunalnik, ki je preko ustreznega vmesnika povezan z radar-
jem. RaZunalnik izvaja omenjene naloge, kot mu veleva vanj vstavljeni pro-
gram. Antena je lahko stalno usmerjena v katerokoli smer ali pa se obrata.
Radarski odmevi iz vseh oddaljenosti iz trenutne smeri se sproti shranjujejo
v rafunalnikov spomin, kjer se uvrsfajo v trodimenzionalno polje odmevov
- radarsko sliko atmosfere, hkrati pa se tudi posredujejo oddaljenim uporab-
nikom preko telefonskih zvez.

MeteoroloZkih radarjev je dandanes v svetu Ze veZ sto. Tudi v Sloveniji
imamo enega; postavljen je na Lisci pri Sevnici. Radar je ameritke izdelave
in ima anteno v obliki rotacijskega paraboloida s premerom 4 metre. Antena
seva valovanje z valovno dol%fino 5 centimetrov v kot 1 stopinje. V vsaki
sekundi izseva 250 paketov, ki so dolgi po 600 metrov. Povpreéna mof sevanja
zna%a 250 wattov. Sprejemnik meri odmeve do razdalje 200 kilometrov.
RaZunalnik vsakih 15 minut vkljuZi sevanje in zavrti anteno nekajkrat okrog
navpi€ne osi; obrati potekajo pri razlinih naklonih antene glede na vodo-
ravno ravnino. Celotna meritev traja pribliZno 5 minut, nato pa rafunalnik
sevanje izklju&i in po¥lje izmerke po telefonski zvezi osrednjemu ratunalniku
na Hidrometeorolo¥kem zavodu v Ljubljani. Tu se zaporedne radarske slike
shranjujejo in prikazujejo na prikazovalnem zaslonu za uporabo pri kratkoroZni
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napovedi vremena.
Merjenje odbojnosti

Poskusimo iz jakosti odmeva ugotoviti odbojne lastnosti meteoroloZke
ovire - mnoZice de¥nih kapelj. Antena naj seva mo& P v kot 26. Na razdalji
R od antene ima potem radarski snop polmer r = Rsinf = R6, gostota
“energijskega toka v snopu pa zna%a j ~ P/xr? ~ P/x6%R?

DeZna kaplja v radarskem snopu na razdalji R siplje elektromagnetno
valovanje na vse strani. Gostota energijskega toka jr, ki se siplje nazaj,
je sorazmerna gostoti vpadajofega toka j in pada s kvadratom razdalje od
kaplje; pri radarski anteni zna3a torej j, = oj/4xR? = oP/4x?6?R*.
Sorazmernostni koeficient o imenujemo odbojni presek kaplje. Odvisen je
od velikosti in oblike kaplje, pa e od valovne dolZine vpadnega valovanja.

Vendar se k anteni naenkrat ne vrne le odmev ene kaplje na razdalji
R, pat pa odmevi celotne mnoZice kapelj pri tej razdalji. Ce s h ozna&imo
dol%ino paketa valovanja, pokaZe kratek razmislek, da se isto¥asno vrnejo k
anteni vsi odmevi iz prostornine wr2h/2. Ce z n ozna¥imo ¥e 3tevilo kapel;
na prostorninsko enoto, je ¥tevilo vseh kapelj, katerih odmevi se istotasno
vrnejo do antene, enako N = nw rzh/2 = nn62R? h/2. Pri anteni povzrotijo
gostoto energijskega toka Nj,. Radarska antena plosZine S torej sprejme mot
P, = Nj; S oziroma po vstavitvi izrazov za N in j,:

RSP no
e B 021,

( B ) R2
Vidimo, da je mo¥ odmeva sorazmerna vsoti odbojnih presekov kapelj na
prostorninsko enoto no. To vsoto imenujemo odbojnost. Velikost sorazmer-
nostne konstante hSP/8x je odvisna le od lastnosti radarja. Pri radarju na
Lisci zna%a po zgornjih ocenah 75 x 10° Wm3. Ce konstanto poznamo, lahko
iz izmerjene mo&i odmeva P, in razdalje R dolo&imo odbojnost kapelj pri tej
razdalji. Slika na zadnji strani ovitka prikazuje radarski posnetek atmosfere
nad Slovenijo; podro&ja razliénih odbojnosti so ozna&ena z razliZnimi barvami.

Merjenje padavin
Odbojnost ni ravno koli¥ina. ki bi jo v vsakdanjem Zivljenju morali poz-

nati. Bolj zadovoljni bi bili, & bi namesto odbojnosti poznali na primer jakost
padavin, to je prostornino oziroma maso deZja, ki v &asovni enoti pade na
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ploskovno enoto. Natanfne povezave med odbojnostjo in jakostjo padavin
ni pri€akovati, ker lahko razli¢ne kombinacije Stevila kapelj n in njihovih
presekov o (na primer veliko drobnih ali malo velikih kapelj) v splofnem
povzrofijo enake edbojnosti no in razliZne jakosti padavin. Poleg tega radar
zaradi hribov in ukrivljenosti zemeljske povr¥ine ne more meriti odmevov tik
nad tlemi, ampak le na vegjih viSinah. PriZakujemo lahko torej kve&jemu
bolj ali manj dobro statisti¢no povezavo. Primerjave med radarskimi merit-
vami odbojnosti in talnimi meritvami jakosti padavin res pokaZejo, da obstaja
med obema koli€&inama povezava. Na sliki je prikazana taka povezava za
meteorolotko postajo Celje. Na vodoravni osi so prikazane talne meritve
jakosti padavin G v enotah mm/h, na navpi&ni pa odbojnosti n = no v enotah
mmz/m3. Vidimo, da je povezava dokaj Sibka, saj se lahko pri isti izmerjeni
odbojnosti razlikujejo trenutne jakosti padavin tudi za faktor 3. Ujemanje je
boljSe, €& namesto trenutne jakosti padavin merimo celotno koli&ino padavin,
ki pade v daljSem Casovnem intervalu na vejo povrZino. V povpreéju se tedaj
razlike zmanj¥ajo na nekaj deset odstotkov.

n (mm?/m?)

10+l = l
[
1U+0 — : =
L) L N
-1 =
10 sele o 0o
10—2 | s =

-3| ot k *
il 1'1'01- IG:‘mi{h)ﬁ

03 1 3 10 30 100

Povezava med radarskimi in talnimi meritvami padavin.

Radarske meritve padavin imajo v primerjavi s talnimi nekatere pred-
nosti, pa tudi pomanjkljivosti. Glavna prednost radarskih meritev je njihova
velika hitrost in prostorska loZljivost: z enim radarjem lahko v nekaj minutah
pregledamo stanje atmosfere v vsaki tofki do sto in ve¥ kilometrov dalez.
Za to bi potrebovali veZ tiso avtomatiziranih talnih de¥emerov! Glavna po-
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manjkljivost radarskih meritev padavin pa je majhna natan&nost, predvsem
pri ve&jih razdaljah. Zato je radar kot merilnik padavin uporaben zlasti na
podro&jih, kjer je potrebno sproti spremljati lego, zgradbo in gibanje padavin-
skih sistemov, ni pa tako pomembno poznati njihovo natanZno jakost. Ta
podro&ja so: letalski, cestni in morski promet (usmerjanje vozil), kmetijstvo
(Zkropljenje proti rastlinskim ¥kodljivcem) in civilna zas&ita (napoved neurij
in poplav). Kombinirane radarske meritve padavin in talne meritve pretokov
rek pa so uporabne v vodnem gospodarstvu za u€inkovito uporabo zajezenih
voda.

Kaj lahko re¥emo za konec? Radarsko opazovanje obla&nosti in padavin
je gotovo zelo zanimivo in tudi koristno. Zal dandanes uporabniki pri nas
¥e nimajo pravih moZnosti za sprejem radarskih slik. Upajmo pa, da ni veé
dalet Zas, ko bo lahko vsak, ki ga zanima trenutno vreme nad Slovenijo,
preko telefonske zveze dobil na svoj osebni rafunalnik svefo, pravkar posneto
radarsko sliko padavin, ali pa si jo bo preprosto ogledal kar na televizijskem
teletekstu.

Marjan Divjak

PROSLAVE V PLEMLJEVEM LETU 1992

Druitvo matematikov, fizikov in astronomov Slovenije bo v leto¥njem letu
posvetilo vsa svoja sre€anja in prireditve spominu na svojega prvega Eastnega
Elana prof. dr. Josipa Plemlja. Na na¥ predlog je vlada Republike Sloveni-
Je leto3nje leto proglasila za Plemljevo leto. Castnemu odboru, katerega
predsednik je prof. dr. Peter Vencelj, minister za 3olstvo in port, bomo pro-
gram leto3njih prireditev predstavili na prvi seji dne 22. maja 1992, na dan
25. obletnice smrti najve¥jega slovenskega matematika. UZitelje matematike
v srednjih in osnovnih ¥olah prosimo, da posvetijo temu dogodku nekaj minut
tudi v razredih in uZencem predstavijo Zivljenje in delo profesorja Plemlja.
Tekste s primerno vsebino lahko dobite v leto¥njih in starej¥ih Etevilkah Pre-
seka ter Obzornika za matematiko in fiziko. Na razpolago je tudi broZura, ki
jo je napisal prof. dr. Ivan Vidav.

Ciril Velkovrh

Dobite pa lahko e stenske slike za kabinete, razglednice in znatke s portretom prof.
Plemlja, namenjene vsem udelelencem tekmovanj iz matematike v srednji 2oli. lzjemoma
vam priporofamo, da v leto¥njem letu tudi v osnovni ¥oli podelite bronaste, srebrne in
zlate (3olsko, obZinsko ter republifko tekmovanje iz matematike) Plemljeve znatke, ki so
pri Komisiji za tisk %e na zalogi.



SE O SUKANJU TELES

Zanimivi &anek Antona Cedilnika o vrtenju v 2. Ztevilki Preseka je vredno nekoliko
dopolniti. Ker je zadeva v osnovi zapletena, si je najbolje pomagati s slikami. Zaporedje
petih fotografij, ki jih je naredil Marjan Smerke, prepri¥a, da je treba Presek zasukati
za 720°, preden ga spravimo v zafetno lego (fotografije na Ill. strani ovitka). Poskus
je kazal P.A.M.Dirac s ¥karjami, podobne fotografije pa najdemo v ¥tevilnih revijah s
kroZniki, polnimi skodelicami kave - kar je veliko bolj napeto - in drugim.

Stiri risbe kaZejo ustrezne lege plo3&ice, ki je z gibkim trakom povezana z okolico.
Tudi plosZico moramo zasukati za 720°, preden jo spravimo v zaZetno lego (slika 1).

Shika la Slika 1b Slika 1c Slika 1Z

Slika 2

0ce



Sukanje plo¥tice je bilo D.A.Adamsu osnova pri na&rtovanju naprave, ki jo je patentiral leta 1971 v ZDA. Zelel se je
izogniti drsnim obro€em v nekaterih elektri¢nih napravah. Ce Je tok majhen, moti pri zelo natanénem merjenju upor,
ki se med drsenjem nekoliko spreminja. Celotna naprava je dokaj zapletena. Njeno risbo je mogoge videti v prispevku
C.L.Stonga Diverse topics, starting with how to supply electric power to something that is turning v reviji Scientific
American 233 (1975) 120 (6). Na opisani na&in ni mogo&e dovajati in odvajati iz mirujoega dela naprave v vrteéi se
del samo elektriénega toka, ampak tudi svetlobni tok in tekogino.

Precej preprostejo napravo, ki posnema Adamsov patent, si je zamislil E.Rieflin in o njej porotal v Elanku Some
mechanisms related to Dirac's strings v American Journal of Physics 47 (1979) 379. V vpraZaj zvita debelej$a Zica
Jje vrtljivo pritrjena na podstavku in ima na drugem krajis¢u vrtljivo pus€ico (slika 2). Vija€na vzmet, ki obdaja Zico,
povezuje pudfico s podstavkom. Puséica se zasule za 720°, ko zasu&emo vpra3aj za 360°.

Ve o zanimivi zadevi lahko bralec izve tudi iz &lanka E.D.Bolkerja The spinor spanner v American Mathematical
Monthly 80 (1973) 997.

Janez Strnad







