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SOD

Valjasti sod s premerom 1m stoji pokonéno na vodoravnih tleh. Podlaga je
dovolj gladka, da sod zlahka drsi po njej, sod pa preteZak, da bi ga prevrnili
na bok. Radi bi ga spravili z ene strani bazena na drugo, vendar nas ovira
stopnica ob vogalu bazena, ki je od njega oddaljena 15c¢m in postavljena kot
kaze slika. Bomo uspeli to storiti le z drsenjem soda po osnovnici in brez
podpore s strani?

Boris Lavri&
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MRTEMATIRA

ORNAMENTI NA TRAKU

Kdo %e ni ob&udoval lepih ornamentov na blagu, preprogah, tapetah, freskah?
Kdo ne pozna €udovitih ornamentov starih Egip€anov, Inkov, Grkov, Kitajcev,
s katerimi so okrasili razne uporabne in okrasne predmete, grobnice, sveti¥€a
(slika 1 na IV. strani ovitka)? Najve&je mojstrstvo v ustvarjanju ornamentov
pa so nedvomno dosegli arabski umetniki. Ker jim vera prepoveduje upo-
dabljati boga in dogodke iz Zivljenja, so “boZansko neskonénost” izraZali z
abstraktnimi ornamenti v obliki prepletajoih se stiliziranih listov trte, ki jim
pravimo arabeske (slika 2). Cistost linij %e poudarijo skopo in skrbno izbrane
barve. Najvef je modre barve, ki simbolizira neskon&nost, in zlate, s katero
slavijo Alahovo ime. Cloveku zastaja dih, ko obZuduje umetni¥ko ubranost
moseje Doma svete skale v Jeruzalemu, Modre moSeje v Carigradu ali dvorca
Alhambre v Granadi (slika 3 na naslovni strani).

Pri opazovanju ornamentov le malokdo pomisli, da njihova lepota temelji
na preprostih matematiénih zakonih. Ornament pritegne na%o pozornost
zaradi ponavljanja in notranje urejenosti. Da bomo to “urejenost” pojasnili,
se bomo oprli na pojem izometrije.!

Za&nimo z definicijo, da je
izometrija ravnine taka preslikava v
ravnini, ki ohranja medsebojne raz-
dalje: poljuben par to€k A in B pre-
slika v taki togki A’ in B, da sta da-
ljici AB in A'B’ enako dolgi. Bralec
lahko sam dokaZe, da je izometrija
povratno enoliéna preslikava ter da
preslika premico v premico in trikot-
nik v skladen trikotnik. Primeri se
lahko, da se preslikana totka pokri-
je s prvotno. Tako to&ko imenujemo
negibno totko. Ce je negibnih totk
ve&, leZijo vse ali na premici ali pa
so sploh vse toZke negibne. Tudi to
trditev naj poskusi dokazati bralec
sam, mi pa natejmo osnovne tipe
izometrij:

Slika 2. Arabeska

! Izometrijam pravimo tudi (toga) gibanja, a ker se ta izraz uporablja v Stevilnih
drugih zvezah, bomo raje ostali pri izometriji.
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o Identititeta je izometrija, ki ohranja vse totke. Ozna&ujemo jo z /.

o Vzporedni premik Tq (translacija) premakne totke za dano dol%ino v
dani smeri, torej nima nobene negibne toZk= (slika 4).

o Vrte Ry o (rotacija) totke “zavrti" v doloeni smeri za kot o okrog
izbrane negibne totke N, ki ji re€emo sredis¢e vrteZa (slika 5).

o Zrcaljenje Zp preko izbrane premice p poljubno toZko T preslika v
tako totko T', da je daljica TT' pravokotna na p in da p daljico TT'
razpolavlja (slika 6). V&asih govorimo tudi o zrcaljenju preko izbrane
totke. Bralec naj sam pove definicijo in se prepri¢a, da je to kar vrte?
za kot 180°.

o d 9A
. & o :
———— N Treea e P
7 -8 oA’
I3: Arel’ Ry o’ B8’ Z,: AreA’
Slika 4. Vzporedni premik Slika 5. Vrtez Slika 6. Zrcaljenje

lzometrije sestavljamo, kakor smo pa¥ vajeni sestavljati preslikave. Re-
gemo tudi, da tvorimo njihov produkt. Pravzaprav lahko vsako izometrijo
zapiSemo kot sestavo osnovnih izometrij - od tod njihovo ime. Ce je produkt
dveh izometrij identiteta, pravimo, da sta si izometriji nasprotni (inverzni).
Bralec naj se prepria, da je v produktu dveh nasprotnih izometrij vrstni red
sestavljanja nepomemben (zato lahko refeme, da je nasprotnost vzajemna).
Navedimo nekaj zgledov:

o Dva vzporedna premika T4 in Ty sestavimo v nov vzporedni premik
Tatb = TpTa = TaTp = Tp4a; pri tem je vrstni red sestavljanja
premikov nepomemben (slika 7). Nasprotni vzporedni premik k danemu
je kar vzporedni premik za isto dolZino, le da v nasprotni smeri: T_aTa =
= Jalea =l

o Dva vrtefa Ry o in Ryg okrog iste totke sestavimo v nov vrteZ
RN, a4 Tudi vrstni red sestavljanja vrteZev z istim sredi¥¥em je nepo-
memben: Ry o488 = RngRN,a = RNaRNB = RNBt+a:

Nasprotni vrteZ dobimo z vrteZem v obratni smeri:
RN —aRN.oa = RNa RN —a =1 (slika 8).
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Tasp tAF= A Ry wipt ArsA”
Slika 7. Sestava vzporednih premikov Slika 8. Sestava vrteZev

o Pri zrcaljenjih ni vse tako preprosto. Sestava Zp, Zp, zrcaljenja Zp,
preko premice py in zrcaljenja Zp, preko premice py je bodisi vzpo-
redni premik bodisi vrtez. Ce sta premici p; in py vzporedni, gre za
vzporedni premik, €e se premici py in pp sekata, je sestavljena izometrija
vrtez. V prvem primeru je razdalja med prvotno in preslikano totko
enaka dvakratni razdalji premic p; in pp. V drugem primeru je kot
sestavijenega vrtefa enak dvakratnemu kotu med p; in py (slika 9).
Obakrat je pomemben vrstni red: nasploh velja Zp, Zp, # Zp,Zp,.
Zrcaljenje preko iste premice pa je samo sebi nasprotno: ZpZ, = I.

o Od preostalih moZnosti omenimo le produkt zrcaljenja in vzporednega
premika v smeri premice, preko katere zrcalimo. Pri tem je vrstni red
sestavljanja nepomemben. Imenujemo ga zrcalni premik (slika 10) in ga
vEasih Stejemo kar k osnovnim izometrijam.

P P2 T Py
i

o~
—
0~
2
g
A

ZP}. S (T
Zpups: FinT?

Shika 9. Sestava zrcaljenj
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Zdaj lahko povemo, kaj je or
izometrija kakega omejenega ali ne-
omejenega dela ravnine. Definicija

je enaka kot prej, le da mora v tem #

primeru izometrija preslikati izbrani i I

del ravnine samega nase. To pome- - Zy ETwel
ni, da smo tu bolj omejeni kot pri —_—d Te : TheT?
izometrijah vse ravnine. Vzemimo i g
na primer neskon&no dolg trak. Od Te(Z,) : T ~eT”

osnovnih tipov izometrij pridejo v
poStev (poleg identitete) kve&jemu
vzporedni premik vzdolZ traku, vrteZ
za 180° okrog totke na srednjici ter zrcaljenja preko srednjice traku oziroma
preko premice, ki je pravokotna na srednjico.

Slika 10. Zrcalni premik

Konéno se lotimo ornamentov. Zaradi enostavnosti obravnavajmo v tem
lanku samo ornamente na neskon&nem traku. Ornamente na ravnini si bomo
ogledali morda kdaj kasneje.

Najprej se dogovorimo, kaj ornament na traku sploh je. Ob&utek nam
narekuje, da je to vsaka risba "sestavljena iz konénega vzorca", ki se vzdolZ
traku “neskon&nokrat ponovi”, na primer

e e,
el —
| S T
—_— e
| S T
il e
TR S
—_—

Ta formulacija je nekoliko ohlapna, natanno definicijo naslonimo na z-
nanje o izometrijah.

Ornament na danem traku je vsaka risba na tem traku, za katero obstaja
tak do > 0, da velja
o vzporedni premik za dolZino d,, risbo ohranja, to je, pri tem premiku risba
preide “sama vase". Se drugate: risba je neoblutljiva (invariantna) na
ta premik.
o za noben pozitiven d, d < d,, vzporedni premik za dolZino d rishe ne
ohranja.
Definicija terja nekaj razlage. Prva totka zagotavlja, da ornament se-
stavlja ponavljajoti se kon€ni vzorec. To je kar del risbe na poljubnem "koZgku
traku" z dolfino d,. Pozor: ornamentov je neskonZno, ker je neskonZno
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mnogo razliénih vzorcev; obstaja pa tudi neskonéno mnogo vzorcev, ki po-
rodijo enak ornament! Bralec bo sam uvidel, da je ornament neobZutljiv na
vsak vzporedni premik za dolZino d = kdo, k € N, a ni neob&utljiv na noben
drug vzporedni premik. Ali druga&e: vsak ponavljajoii se vzorec, ki sestavlja
ornament, je “veZkratnik” kakega vzorca z dolfino do. To pa je natanko
vsebina druge toZke v definiciji ornamenta: zahteva, da je vzorec z dolZino
do - osnovni vzorec - najkraj8i vzorec, s katerim Ze lahko napolnimo trak.
Tako na primer risha

ni ornament, ker je neobZutljiva na poljubno majhen vzdolZni premik in ni
najmanj$ega vzorca; prav zato deluje za oko kar nekam dolgoZasno.

Deloma smo tako Ze odgovorili na zafetno vpra%anje o urejenosti in
zgradbi ornamentov na traku. Njihova temeljna zna&ilnost je, da so neobZu-
tljivi na vzporedni premik (kot tip izometrije). Za popolnej3i odgovor pa se
moramo ozreti ne le na vzporedni premik, ampak na vse mogoée tipe izometri-
J, na katere je dani ornament neobZutljiv. Na primer: ornament z osnovnim
vzorcem | ohranja edino vzporedni premik. Kaj pa ornament z vzorcem | ]?
Tega ohranja tudi zrcalni premik (za poloviZno osnovno dol%ino). Zato bomo
rekli, da ima ta drugi ornament bolj zapleteno in bogatejio simetrijo.

Definirajmo: Simetrijo ornamenta predstavljajo vsi razli¢ni tipi izometrij,
ki ornament ohranjajo. Ne bo odve¥, &€ pripomnimo, da izraz simetrija
uporabljamo v bolj splo¥nem pomenu, kot je navada v vsakdanjem Zivlje-
nju, ko dojemamo simetrijo pa& kot necbZutljivost na zrcaljenje preko kake
premice. Ali moremo ¥e iz samega vzorca uganiti, da bo ornament imel
bogatejSo simetrijo? Lahko, & ima %e vzorec sam v sebi simetrijo. To
pomeni, da je neobZutljiv na izometrijo, ki ni identiteta (v po¥tev pridejo
edino zrcaljenji ter vrteZ). Poglejmo nekaj primerov. Crke E, A, N so trije
preprosti simetrini vzorci. Prvo ohranja vodoravno zrcaljenje, drugo navpi€no
zrcaljenje, tretjo vrtez. Crko H ohranjajo vse tri izometrije, ki ohranijo Zrke
E, A in N (slika 11). Pripadajo&i ornamenti

IZpm
IZ>m
IZ2>m
IzZzpm
T=zpm
-4 R



Slika 11. Simetrije vzorcev

imajo zato razli¢ne simetrije. Seve-
da je lahko vzorec povsem nesime-
trigen (ohranja ga le identiteta), or-
nament pa je kljub temu neobcutljiv
na izometrijo, ki ni vzporedni pre-
mik. Primer za to je prav ornament
z vzorcem |].

Naredimo tale sklep: po sime-
triji lahko ornamente razvrstimo v
simetrijske skupine s pravilom: dva
ornamenta sodita v enako skupino,
Ze imata enako simetrijo. Na pri-
mer, vzorci, ki so neobZutljivi zgolj
na vzporedni premik, tvorijo skupi-
no, ki ima otitno najrevnejo simet-
rijo. Skupaj sodijo tudi ornamenti

...AAAAAA...
o MVMYYVY.,..
...bdbdbdbd. ..
. . . bddbbd bddbbd . . .

Slika 12. Primeri ornamentov na traku
2 razliénimi simetrijami: starogrgki (a),
srednjevezki (b), starogrski (c), indijanski
(pleme Navajo)(d), islamski (e), inkovski
(f) in kitajski (g).
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Bralec naj ugotovi, katere izometrije jih ohranjajo. Mogo€e je pokazati, da
Jje simetrijskih skupin ornamentov na traku natanko 7 (slika 12).

Ornamenti simetrijske operacije

1. JI3131T 1Y = - 1 vzporedni premik

2 SNEVRENENTY 1 vzporedni premik in 1 zrcaljenje

3. ...VVVVVV... 1vzporednipremik in 1 zrcaljenje

4 ...NNNNNN 1 vzporedni premik in 1 zasuk za 180°
5. .WAVAVA 1 zrcaljenje in 1 zasuk za 180°

6. +EEEEEE: s 1 vzporedni premik in 1 zrcaljenje

/i .HHHHHH... 3zrcaljenja

Ali ni prav presenetljivo spoznanje, da se pri ustvarjanju ornamentov
povezujeta dve tako razliZni zahtevi, kot sta neizmerna svoboda pri izbiri
vzorca in neizprosna geometrijska omejitev? Ornamenti Ze tiso€letja privla&ijo
umetnike in obrtnike z vseh celin. Pri risanju ornamentov so se, ne da bi se
tega zavedali, opirali na zakone, ki so jih matematiki dokoné€no utemeljili Zele
v 19, stoletju.

Milena Strnad

KVADRATNA SESTAVLJANKA - Resitev s str. 83

Za n = 1 nimamo &esa dokazovati.
Posebej poglejmo, kako je pri n = 2. Ce kvadrata nista enaka, ozna&imo
stranico ve&jega z a, stranico manjega z b. Na stranicah veéjega odmerimo

Slika 1 Slika 2



137

odseke dol¥ine x = 1'52, ga razrezemo, kot kaZe slika 1, in zloZimo kose
okrog manjSega kvadrata kot na sliki 2.
Sami se lahko prepritate, Ee primerjate kote, da je dobljeni lik res kvadrat.
Opisani postopek lahko uporabimo tudi, €e sta kvadrata enaka (slika 3).
Lahko pa ju prereZemo po diagonali in zloZimo, kot kaZe slika 4.

Slika 3 Slika 4

Naj bo sedaj danih n+ 1 kvadratov Kj, K3, ..., Kp41 in denimo, da
smo Ze dokazali, da lahko iz n poljubnih kvadratov sestavimo kvadrat. Iz
dveh kvadratov, recimo K, in K,p1, napravimo najprej po zgornjih napot-
kih nov kvadrat K. Po indukcijski predpostavki lahko nato n kvadratov
K,Ki, Kg, ..., K,_1 tako razreZemo, da se da iz kosov sestaviti nov kvadrat.

Slika 5§

Na sliki 5 sta dve razli¢ni sestavljanki iz treh enakih kvadratov.

Marija Vencelf
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OB STOLETNICI SMRTI SONJE KOVALEVSKE

Ko je leta 1891 v Stockholmu za pljuZnico umrla profesorica matematike na
tamkajgnji univerzi Sofija (Sonja) Kovalevska, je, Eeprav ji je bilo komaj 41
let, ¥e uZivala velik mednarodni sloves. Delno iz napaénega razloga: manj kot
odli¥na matemati¥arka, kar je dejansko bila, in bolj kot " Zenska matematik”
- ¢uden in presenetljiv pojav.

Njeno Zivljenje je bilo na ta ali oni natin povezano s pomembnimi
osebnostmi njenega Zasa: Dostojevskim, Strindbergom, Georgom Eliotom,
Helmholtzom, Darwinom, Mendelejevom, z voditelji pariske komune in tudi
z najve&jimi matematiki tistih dni: Weierstrassom, Hermitom, Poincaréjem,
Picardom, Ceby%evom, Cantorjem, Kroneckerjem, Mittag-Lefflerjem in drugi-
mi.

Ob njeni smrti so prijatelji in sorodniki pohiteli s pisanjem spominov
nanjo in celo ljudje, ki so jo komajda poznali, so pisali o njej romantizirane
spomine. V petih letih po njeni smrti so v Evropi in Ameriki o njej izile
Stiri ve&je biografije, nekaj zbirk pisem in 3tevilne izdaje in prevodi njenih
literarnih del. Mitu $e danes ni konca. Tako smo pred nekaj leti tudi na nagi
televiziji lahko gledali romantiZen film o zadnjih letih njenega Zivljenja, film,
ki se Kovalevske kot matemati€arke komaj dotakne, Zeprav so bila to njena
najbolj plodna znanstvena leta.

Na zaletku letoZnjega leta pa smo si lahko ogledali zelo dobro nadalje-
vanko o njenem Zivljenju in delu z naslovom Sophie. Poleg tega je v zadnjih
dvanajstih letih izZlo v svetu kar pet odlignih monografij, plod resnih raziskav,
ki v pravi lu& predstavljajo to talentirano matematigarko 19. stoletja.

Sofija Vasiljevna se je rodila 1850 v Moskvi v aristokratski druZini ge-
nerala Vasilija Vasiljevi¢a Korvin-Krukovskega. Bila naj bi daljna potomka
Matije Korvina, ogrskega kralja Matjaza. Vendar pri¢a o tem le rodbinsko
drevo, ki krasi druZinsko knjiZnico Krukovskih v Polibinu, uradnih zapiskov, ki
bi dokazovali pristnost te trditve, niso nasli. Mati je bila vnukinja nemskega
astronoma Schuberta, ki se je naselil v Rusiji za €asa Katarine Vélike.

Od devetega leta dalje je Sonja odra%€ala na drufinskem posestvu v
Polibinu ob vzgoji domatih ué&iteljev in guvernant. Anglefko in francosko je
govorila skorajda tako dobro kot rusko. Ze trinajstletna je pokazala veliko
zanimanje in nadarjenost za matematiko. Potrebna pa so bila dolga leta
prepri€evanja, da ji je ofe - sicer tudi sam ljubitel] matematike - dovolil in
omogotil izredno kvaliteten privatni 3tudij nekaterih matemati&nih disciplin
med vsakoletnim bivanjem druZine v Petrogradu.

Osemnajstletna se je Sonja porofila z Vladimirjem Kovalevskim, ka-
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snej§im svetovno znanim paleontologom. Zgodba tega zakona je dolga in
komplicirana, lahko pa re€emo, da zakon ni bil sre€en.

Po poroki je Kovalevska 1868 odila v Petrograd v upanju, da ji bodo
dovolili tudirati na univerzi. Tedaj so bile v Rusiji, kot v vsej Evropi, visoke
gole izkljuéno mogke Sole. V Petrogradu ni uspela, je pa postala naslednje
leto prvi Zenski 2tudent na univerzi v nemgkem Heidelbergu.

V Heidelbergu je naglo zaslovela kot talentiran matematik in naravoslo-
vec. Njen profesor Konigsberger je imel o njej tako visoko mnenje, da ji je leta
1871 omogodil, da je odgla $tudirat v Berlin h Karlu Weierstrassu, velikemu
specialistu za matematiZno analizo.

Med Kovalevsko in Weierstrassom je vladalo toplo &lovesko in strokovno
razmerje. Stel jo je za svojega najbolj§ega uZenca in skrbno bedel nad njenimi
koristmi. Prijateljstvo je trajalo vse Zivljenje.

V treh letih delovanja v Berlinu je Kovalevska izdelala tri doktorske di-
sertacije, katerih vsaka zase je bila po Weierstrassovem mnenju vredna dokto-
rata. Toda nista hotela tvegati. Ker je Zlo za prvega Zenskega doktoranda,
je bilo priakovati izjemno strogo presojanje.

Tretje teh del je tudi eno od dveh najpomembnejsih njenih raziskav
sploh. To je Uvod v teorijo parcialnih diferencialnih ena&b. Delo vsebuje
tudi pomemben izrek, ki ga danes imenujemo izrek Cauchyja in Kovalevske.

Zanj so ji leta 1874 na univerzi v Gottingenu podelili doktorat. Bila
je prva Zenska na svetu, ki je dosegla doktorat iz matematike v modernem
smislu, in ena prvih doktoric znanosti sploh.

Toda po povratku v Rusijo ni dobila sluZbenega mesta na univerzi. Kot
Zenska sploh ni imela nobene moZnosti pouéevanja na koliker toliko visoki
stopnji. NiZ bolje ni bilo v zahodni Evropi, kjer naj bi kot Weierstrassova
u€enka imela doloZeno prednost. Toda celo Weierstrass je bil preprian,
da ima kot Zenska sicer pravico do izobrazbe - denimo iz intelektualnega
zadovoljstva - ne gre pa, da bi se poro€ena Zenska sama vzdrievala,

Tako je v letih 1874 do 1878 - tedaj je tudi rodila héerko Fufo - bolj ali
manj opustila znanstveno delo.

Toda, ob zakonskih teZavah in nerazumevanju moZa za njeno delo, je
Sonja odkrila, da ne more Ziveti brez svoje matematike. Povratek ni bil
lahak. Spet je vzpostavila stike z ruskimi matemati€nimi krogi in si zaZela
dopisovati z Weierstrassom in njegovim $vedskim uZencem Mittag-Lefflerjem.

Leta 1881 se je od Vladimirja lo&ila in odgla v Pariz. Tam je delovala
s Hermitom, Picardom, Poincaréjem, Bertrandom, bila je aktivna udeleZenka
matemati&nega Zivljenja Pariza in Berlina, vendar ni imela nikakrinega urad-
nega poloZaja.
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Mittag-Leffler ji je sicer leta 1881 poskuZal najti mesto najprej na univerzi
v Helsinkih in nato v Stockholmu, vendar je naletel na ostro nasprotovanje v
nematematiZnih krogih.

Leta 1883 je Viadimir naredil samomor. Medtem, ko so paleontologi
#alovali, so matematiki v tem videli regitev Sonjinega problema. NiZ ni bilo
zanjo bolje, kot biti vdova. To ji je dajalo pravico do samostojnosti.

V zelo kratkem €asu po Vladimirjevi smrti ji je bilo ponujeno mesto
privatnega docenta na stockholmski univerzi.

V naslednjih sedmih letih do smrti je doZivela vrsto pomembnih prven-
stev. Leta 1884 je postala urednica skandinavskega matematiénega €asopisa
Acta Mathematica - verjetno prva Zenska urednica pomembne znanstvene
revije na svetu,

Leta 1884 je bila imenovana za izrednega profesorja za dobo petih let.
Verjetno je tudi to bil prvi tovrstni primer in Mittag-Leffler je za njeno
nastavitev bil hude bitke.

Leta 1888 je prejela Bordinovo nagrado francoske akademije znanosti za
svoje delo o rotaciji togega telesa okrog fiksne toZke. To je njenc najbolj
znano delo in Bordinova nagrada je bila v nekem smislu zmagoslavje njene
kariere. Postala je slavna po vsej Evropi.

Zanimiva je epizoda v zvezi z Bordinovo nagrado. NateZaj je bil anoni-
men, vendar je ofitno, da se je francoska akademija odlo&ila razpisati leta 1888
nagrado za reditev problema rotacije togega telesa prav zato, ker so vedeli,
da se Kovalevska ukvarja s tem problemom. Hermite je celo Ze mesece pred
iztekom nate€aja pisal Mittag-Lefflerju, da utegne biti nagrada to leto celo
povefana (in je res bila) in tudi rok bi podalj3ali, €& Kovalevska dela ne bi
dokonala pravoZasno. Zato nikakor ni mo€ pritegniti nekaterim domnevam,
da Kovalevska nikoli ne bi dobila nagrade, € bi natefaj ne bil anonimen in
tako komisija ni vedela, da zmagovito delo pripada Zenski. Vidimo, da gre
dejansko prav za nasprotno. Imeli so jo za dovolj pomembno, da prejme
nagrado, ukrojeno po meri njenih raziskav.

Leta 1889 je Kovalevska dobila katedro za analizo na stockholmski uni-
verzi. Prav gotovo ji je pri tem pomagala tudi Bordinova nagrada. Postala je
dosmrtna redna profesorica in bila prva Zenska moderne dobe, ki ji je pripadla
ta East.

To je bilo veliko leto za Kovalevsko. Prejela je tudi Oscarjevo nagrado
Svedske akademije za nadaljevanje dela o rotaciji togega telesa. Postala je
prvi Zenski dopisni €lan ruske akademije znanosti, katere pravila so spremenili
prav v ta namen. KaZe, da so v €asu njene prezgodnje smrti tekle Ze tudi
priprave, da postane redna &lanica akademije,
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Omenimo Ze, da v teh izjemno plodnih sedmih letih njeno delo ni bilo
omejeno zgolj na matematiko. Poskusila se je v pisanju in v zadnjih petih
letih njenega Zivljenja so nastala literarna dela: Rusko otro$tvo, Nihilistka, dve
igri, osebni spomini na Georga Eliota, Etevilni eseji o politiénih in druZbenih
vpraZanjih in nekaj poezije. Dela so bila zelo dobro sprejeta, posebno v Rusiji
in Skandinaviji. Umrla je polna velikih tovrstnih nagrtov.

Kovalevska ni bila nikakrSen revolucionar v matematiki. Bila pa je emi-
nenten matematik svojega €asa in Eedalje ve&ja uporaba njene asimptotiZne
metode v matematiéni fiziki, dandanes, je znak njene ostre matematigne in-
tuicije in ve¥&ine.

Marija Vencelj

D\iA NEORTODOKSNA KRIPTOGRAMA - Reditev s str.
10
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Prvi kriptogram reZimo na obiZajen na&in. Z drugim je vef tefav. Morda
je Ze najbolj¥i nafin reSevanja naslednji: Najprej poii€emo vsa trimestna
Stevila s prastevilskimi ciframi, ki pomnoZena z enomestnim prastevilom dajo
Stirimestno tevilo s prastevilskimi ciframi. Samo 3tirje taki primeri so:

115, .8 = 2395
Bhb e =2 fTh
e R R
SR T =90 Th
Ker so trimestni faktorji na levi med seboj razli&ni, mora biti drugi faktor

sestavljen iz dveh enakih cifer. Ostanejo le Stiri moZnosti. 7 direktnim
preverjanjem izlo&imo pravo.

Mirko Dobovisek



RESITVE NALOG

JEZERCE Z OTOCKOM - Retitev s str. 65

Denimo, da so Katja, Luka in Ma-
tjaZ oddaljeni od otoka zaporedoma
a,bin ¢, z r ozna&imo polmer o-
toka, z R polmer jezera, z d pa
razdaljo med njunima sredi¥€ema.
Poglejmo na sliko in sestavimo tri
enakosti:

R=a+r+d (1)

2R=a+2r+c (2)

d>=(r+b)*-R* (3)

Privo¥&iimo si ¥e sploni oznaki za
podatka v nalogi

p=b—a g=c—-b

in postopoma izrazimo R z njima. Najprej iz (1) in (2) brez teZav izraéunamo

d=(c—a)/2, r=R-(a+c)/2

in to vstavimo v (3). Tu razélenimo desno stran in dobimo

;¢

(c;a)zz(b_ a+rc

Upo¥tevajmo Ze enakosti

YeR 4+ b—2EC
2
p—q=2b—(a+c), p+tgq=c—a (4)

in Ze lahko dolo€imo R. Kratek ra&un nam da iskano zvezo R = pq/(p — q)

V konkretnem primeru je p = 60 m, g = 40 m, torej polmer jezera meri
R =120 m.

Ce poznamo Ze polmer otoka r, lahko poiftemo razdalje a, bin c. S
pomo&jo zvez (1), (2) in (4) namre€ brz dobimo
a=R-r—(p+9q)/2, b=R—-r+(p—9q)/2, c=R-r+(p+q)/2,

torej v naSem primeru velja a=30m, b=90m in ¢ = 130 m.

Boris Lavri¢



FIZIBA

IZRACUN IZJEMNO VELIKIH PADAVIN

uvoD

1zjemno velike koli&ine padavin, ki v kratkem &asu padejo na zemeljsko povrgje,
lahko povzroe najrazlitnejée nevietnosti. Ce so tla Ze povsem namotena,
tako da ne morejo ve€ vezati tekofe vode, vsa padavinska voda odteZe, se
zlije v vodotoke in zaradi velikega dotoka in omejene moZnosti odtoka se
potoki in reke razlijejo iz korit. Natan€en izrafun koli€ine padavin, ki pade
iz oblakov, je v sploinem zelo zahteven, v nadaljevanju si bomo ogledali, na
kakZen natin je mogoge iz polj meteorologkih spremenljivk oceniti predvideno
koli€&ino padavin.

VODA V 0ZRACJU

V ozraju se voda pojavlja v treh agregatnih stanjih: kot vodna para, kot
kapljice in kot ledeni kristali. Vodna para prihaja v ozra&je predvsem z
izhlapevanjem z vodnih, vlaZnih in pora¥Zenih povriin. Ce se zrak ohladi
pod temperaturo rosi$€a, se iz vlaZnega zraka kondenzira vlaga v obliki kaplic
ali kristalov. Nastane oblak ali megla.

Ponavadi so oblaki sestavljeni iz drobnih kapljic. V oblaku so lahko
tudi ledeni kristali. Do nastanka kristalov pride, € so temperature zraka
v oblaku pod ledi¥€em in so v oblaku prisotna sublimacijska jedra - trdni
zametki kristalov, drugafe pride do nastanka podhlajenih kapljic. Ce so v
oblaku soZasno kapljice in ledeni kristali, za&no ledeni kristali rasti na kodo
kapljic. Kapljice izhlapevajo in para se izlo€a na kristalih. Vegje kapljice in
kristali padajo hitreje od drobnej%ih in pri svojem padanju skozi oblak vegji
padavinski elementi zbirajo drobnejZe. Ledeni kristali in kapljice postajajo vse
vegji, padajo vse niZje, kjer je zrak vse toplej3i, kristali se talijo in iz oblaka
se vsuje deZ.

V zraku pri dani temperaturi ne more biti poljubno mnogo vodne pare.
Gostota vodne pare, ki ji re€emo tudi absolutna vlaZnost, ima pri vsaki tem-
peraturi in pritisku dolofeno zgornjo mejo. (e se temperatura zniZa, se
znifa tudi zgornja meja absolutne viage. Ce je v zraku veZ pare, kot je
ta zniZana zgornja meja, se preseZna vodna para izlo&i v tekofem ali trdnem
stanju. Najve€ja absolutna vlaga se s temperaturo in pritiskom eksponent-
no spreminja. Tako npr. pri 20 stopinjah Celzija lahko zrak vsebuje 17.3
g vodne pare v kubinem metru, pri ledifZu pa le %¢ 4.8 g. Ce se torej
zrak, ki je pri 20 stopinjah nasien, ohladi do ledi¥€a, se mora iz vsakega
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kubi€nega metra zraka kondenzirati 12.5 g vode. Pri temperaturah nad
ledi&Zem (pa tudi pri negativnih temperaturah) se ta voda izlo€i kot vodne
kapljice. Ledeni kristaléki nastanejo pri nizkih temperaturah, €e so v oblaku
prisotna sublimacijska jedra, na katere se vodna para izlo&i v trdnem stanju.
Pri zelo nizkih temperaturah (pod -20 stopinj Celzija) za&no posamezne
kapljice zmrzovati.

Najpogosteje se zrak v ozra&ju ohladi zaradi dviganja. Pri dviganju zrak
pridobiva potencialno energijo, se razpenja (opravlja delo proti okolici) in
tako se mu notranja energija zmanjuje na raéun opravljenega dela. Zaradi
zmanjSevanja notranje energije se zmanjSuje temperatura zraka.

Dviganje zraka nastopa v atmosferi v ciklonih, ob frontah, v&asih ob
poboéjih, pogosto zaradi pregretja posameznih zra&nih balonov pri tleh (kon-
vekcija). Pri vsakem dviganju zraka, ko se zrak ohladi pod rosisZe, se pojavijo
oblaki, pogosto pa tudi padavine.

OSNOVNI IZRACUN KOLICINE PADAVIN

Kako izraéunati koli€¢ino padavin, ki se izlo&i iz dvigajofega zraka?
Prvi zakon termodinamike govori o tem, da se masi zraka dovedena
toplota AQ porabi za spremembe temperature, pritiska in koli€ine vode.

AQ = mcpAT —VAp+ LAmy (1)

Za zrak, ki je nasi€en z vlago, velja, da se v primerih, ko ne dovajamo
toplote, spremembe temperature odraZajo v spremembah pritiska in v spre-
membah mase teko€e vode. Spremembe temperature AT so pri tem odvisne
od specifiZne toplote zraka cp, spremembe pritiska Ap od prostornine zraka
V/, spremembe mase telote vode Am, pa od izparilne toplote L.

Z nekaj ratunanja (z upo3tevanjem plinske enatbe, hidrostati¥ne enatbe
in nekaterih drugih) sledi enaZba za najveZjo moZno jakost padavin (najvegjo
moZno gostoto masnega toka izlo€anja tekoZe vode) J.

J=(1- )T A (2)

kjer yw in ya merita, za koliko se ohladi ob dviganju nasi€en oziroma ne-
nasi€en zrak, w je vertikalna hitrost zraka in Ap = —pgAz je z razliko
pritiska izraZena debelina zra&ne plasti, iz katere padajo padavine.

Za tipiten primer vzemimo naslednje vrednosti v, = 5 K/km, 75 =
= 10 K/km, w = 0.3 m/s, Ap = 300 mb (cca 4 km), L= 2.5 MJ/kg. Po
gornji enagbi dobimo jakost padavin 7kg/m?h. Ta bi dala v 48 urah 336 mm
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(ali litrov oziroma kilogramov na mg) padavin. Seveda se prav vsa voda
ne izlo& v obliki padavin, nekaj je ostane v oblakih, ki jih odnese veter,
Ocenimo, da v oblakih ostane tri desetine izlo€ene vode, zato zmanjEamo
zgornjo koli€ino padavin za faktor 0.7 in dobimo za 48 ur koliino 235 mm
padavin.

Vrednosti «; in L sta le malo odvisni od temperature, razli¢ne pa so
lahko vlaZnost zraka (zajeta v «yw ), vertikalna komponenta hitrosti vetra (w)
in debelina plasti izloganja vlage (Ap).

V nadaljevanju si bomo ogledali vpliv posameznih &lenov enatbe 2 na
koli€&ino izlo€enih padavin.
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Slika 1 Kumulonimbusni oblak nad hribom z idealiziranimi smermi in hitrostmi vetrov

Vertikalne hitrosti

V drugem razdelku smo omenili, da so gibanja zraka v navpi&ni (vertikalni)
smeri najpomembnej$i razlog za ohlajanje zraka. Razlogov za vertikalno
gibanje zraka je ve&, hitrost dviganja je posledica intenzivnosti meteorolokih
procesov.

Do dviganja zraka prihaja zaradi obseZnih (sinoptiénih) vremenskih pro-
cesov (na tipi&nih razdaljah 1000 km). V ciklonih se zrak pri tleh steka proti
sredi$€u ciklona in se po€asi dviga. V ciklonih so tudi tople in hladne fronte,
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v velikosti nekaj 100 km. Ob frontah se topli zrak dviguje nad hladnega,
frontalni pas dvigajofega se zraka pa se pogasi tudi horizontalno premika.

Do dviganja zraka pride tudi zaradi lokalnih dejavnikov. Ce piha veter
proti goram, se mora tok zraka, ko pride do gora, prilagoditi oblikam reliefa.
Zrak gore deloma obte¥e, deloma pa se ob njih dviga. Velikost hitrosti
dviganja zraka je odvisna od strmine, oblike in razseinosti gora oziroma
grebenov. RazseZnost teh pojavov je sorazmerna razprostranjenosti reliefnih
oblik.

Do dviganja zraka pride tudi zaradi lokalnega pregrevanja. Ce se nad
delom tal, ki so toplej§a od okolice, zrak segreje, se zaradi vzgona zaZne
dvigati in s tem ohlajati in kaj kmalu se iz njega za&ne izlo&ati oblak. Velikost
teh pojavov je nekaj deset kilometrov.

Pri vsakr&nem vertikalnem gibanju zraka pa pride zaradi razpenjanja e
do dodatne labilizacije zragnih plasti. Dvigajo€a se plast zraka se na zgornji
meji dvigne vije kot na spodnji meji in zato se zrak na zgornji meji plasti
ohladi moé&neje kakor pa na spodnji. Spodnje plasti stebra postanejo glede
na zgornje pregrete, t.j. labilne, in v dvigajo&i se plasti pride do dodatnega
vertikalnega meZanja zraka.

Ko se iz zraka za&no izloZati vodne kapljice, te pri svoji kondenzaciji
oddajajo toploto in dvigajo€i se nasi&eni zrak se z dviganjem ohlaja manj, kot
€e bi bil nenasigen. Ti pojavi imajo razseznost okoli deset kilometrov in veg.

PROCES vert. hitrost [nt. padavin
sinoptiZno: cikloni 5 cm/s 1 mm/h
sinopti&no: fronte 10 cm/s 4 mm/h
mezo: orografsko 30 em/s 1 mm/h
lokalno: konvekcija | 100 em/s | 10 mm/h
lokalno: nevihte 300 em/s | 30 mm/h

Zgornja delitev pojavov je le nagelna. Ob prehodu hladne fronte prek
razgibanega gorskega reliefa se dviganja seStevajo: ob hladni fonti se topli
zrak dviga, zaradi dviganja pride do labilizacije in s tem do nastanka neviht,
gorske pregrade pa dviganje povefajo tako v hladnem kot v toplem zraku.
V privetrju gorskih pregrad so padavine zato izrazitejSe. V zavetrju gorskih
pregrad pride do spu$anja zraka, s tem se zrak ogreva in v zavetrju gora je
padavin manj.

Ce Zelimo zanesljivo izratunati, kakZna je razporeditev koli€ine padavin
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pri tleh, moramo upoitevati, da kapljice, ki nastanejo v oblakih, veter nosi
s seboj. Kapljice tako ne padejo na tla tik pod mestom nastanka, pa& pa
jih veter razseje vzdol% svoje poti. Kapljice pri padanju skozi nenasiéen zrak
pod oblakom tudi delno izhlapevajo in tako se koli€ina padavin %e nekoliko
zmanj3a.

Debelina dvigajo&ih se plasti

V enaébi 2 kot pomemben dejavnik nastopa debelina plasti, v kateri se
nasieni zrak dviga. Najve&je debeline te plasti se pojavijo ob nevihtah,
saj takrat steber dvigajo¥ega zraka sega skoraj od tal (okoli 1000 mb) do
tropopavze (okoli 200 mb). Ob frontalnih nevihtah se dvigovanje zraka ne
zaEne Ze pri tleh, pa€ pa nekoliko vigje v ozra&ju (okoli 900 mb), viSina vrha
frontalno nevihtnih oblakov je odvisna predvsem od vertikalne razporeditve
temperature.

Kolicina vliage v zraku

Koligina vlage v zraku je v enabi 2 predstavljena prek temperaturnega gradi-
enta . Ce je zrak pred zaZetkom dviganja topel, je v njem lahko bistveno
vet vlage, kot pa Ze je hladen. Intenzivne padavine se zato lahko pojavijo
le, &e je vreme razmeroma toplo in vlaZno, ob hudem mrazu ni intenzivnih
padavin. V hladnem zraku namreZ ni vlage, ki bi se iz zraka lahko izlo&ila, &e
bi se ta zrak Ze naprej ohlajal.

OROGRAFSKO DVIGANJE ZRAKA

Ob razseZnih gorovjih se mora pritekajo&i se zrak ob njih dvigniti. Posamezno,
Eetudi visoko goro, bo veter vetinoma obtekel in le malo zraka se bo dvignilo
prek vrha gore, enako velja, € veter piha vzdolZ grebena. Ce je greben
pravokoten na smer vetra, se bo prek njega dvigovalo najveg zraka. Velikost
vertikalne hitrosti je tako odvisna od nagiba reliefa v smeri pritekajoZega
zraka oziroma od nagiba tokovnic. Ce torej zaradi splognega gibanja zraka
v preteZno stabilni atmosferi (stabilna atmosfera je tak3na, ki se nerada
vertikalno meZa) vetrovi naletijo na gorske grebene, se pretakajo Eeznje; pri
tleh bolj zamotano, v viinah pa bolj zglajeno. Slika 2 prikazuje nekaj zglajenih
tokovnic nad razgibanim gorskim reliefom.

Dejanski relief je v resnici tridimenzionalen in je sestavljen iz mnoZice
raznolikih oblik, ki so glede na veter najrazliéneje orientirane. Vetrovi se tako
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ponekod dvigujejo prek grebenov, drugod pa oblike obtekajo.

Natanéno doloZanje poti pretakanja zraka prek gorske pregrade, ob kateri
pride do frontalnih in konvektivnih padavin, je zelo zamotano. V naSem
primeru bomo prikazali le tisti del vertikalne hitrosti vetra, ki nastane kot
posledica dviganja ob reliefu.

Za primer si oglejmo velike padavine v severni Sloveniji, ki so povzroéile
poplave v Savinjski dolini 1. in 2. novembra 1990. Na sliki 3 si lahko
ogledamo 48-urne koli€ine padavin. Opazimo lahko, da sta nad Slovenijo
bili takrat dve maksimalni podroji padavin, prvo v Julijskih Alpah (Bohinj
280 mm, Kanin 220 mm, Vojsko 220 mm), drugo pa ob jugovzhodnem delu
Kamnigkih in Savinjskih Alp (med dolino Kamnigke Bistrice in Logarsko dolino
230 mm).

Razen omenjenih maksimumov se je pojavil Ze dodatni maksimum na
Pohorju, vendar je tam padlo kar za 100 mm manj deZja kot pa na podrogjih
najve€jih padavin. Zanimivo je, da je na privetrni strani Kamnigko Savinjskih

W

L.
>

Slika 2. Nekaj idealiziranih tokovnic nad presekom razgibanega terena.
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Alp (npr. postaja Kamniska Bistrica) padlo skoraj dvakrat toliko padavin kot
pa v zavetrju (v Logarski dolini, postaja Soltava).

Z meteorologkimi meritvami so takrat ugotovili, da so nad severovzhodno
Slovenijo pihali jugovzhodni vetrovi. Na sliki 5 je za obmotje Kamniko Sa-
vinjskih Alp prikazano, koliko padavin bi dobili, €e bi bile padavine povzroene
le z dviganjem zraka zaradi gorske pregrade. Pri tem smo privzeli, da je
debelina dvigajoZe se plasti povsod enaka (Ap = 500mb) in da je tudi
vlaZnost zraka povsod enaka.

Na sliki 5 prikazana razporeditev padavin pokaZe, da lahko s sorazmerno
preprostim rafunom orografskega dviga in z njim povzro€ene koli€ine padavin,
dobimo mnogo natan&nej%o sliko razporeditve padavin, kot pa jo dobimo z
redkimi terenskimi meritvami (slika 3). Tako izralunane koli¢ine padavin
pojasnijo v precejini meri prostorsko razporeditev izjemnih padavin in poplav,
ki so v zagetku novembra 1990 povzrogile naravno katastrofo v Kamniskih in
Savinjskih Alpah ter v Savinjski dolini. Velike koliine padavin nad pobogji
doline Kamniske Bistrice (oznaka K. B. na sliki 5) in zahodno od Lu& (Veza,
Podvolovjek) so padle na Ze poprej namogena tla in so zato takoj odtekle v
vodotoke, ki so nato poplavili doline. Padavine so nastale zaradi zelo poZasi
se premikajo&e frontalne cone, ob kateri so se proZile tudi nevihte, ki so se
zaradi prisilnega dviga ob gorski pregradi $e okrepile.
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Slika 4. Relief Kamnizko Savinjskih Alp, aksonometrigna projekcija, pogled z juga. Mreina
razdalja je 1 km.

Slika 3. 48-urne vidine padavin; vsota za 1. in 2. november 1990, obmo&je Kamnitko
Savinjskih Alp je uokvirjeno. (Povzeto po reviji UIMA 5 (1991) str.12) (levo)
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Slika 5. Koligina padavin v 48 urah nad delom severne Slovenije izraZunana le z oro-
grafskim dvigom, vsaka izolinija predstavlija 20 kgm—2h~*. Spodnja slika je zemljevid
obravnavanega podroija
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= 2 - Resitev s str. 121
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Zaznamujmo

o B i
tgi = tgi = tgi =

Po adicijskem teoremu imamo
5 o _a4B & B
tg §= tg(90 = ye= ctg(—2 g 5 )=
a B o I¢]
= —tg—tg—Ntg— 4 tg=—).
(1-teste5)(te5 +183)
Torej je med Stevili p, q, r zveza

_1l-prq
ki jo lahko pi%emo v obliki

pq+ pr+4+qr=1. (%)

Denimo, da nobeden od kotov a, 3, ni top. Potem je 0 < —3— < 45°,
torej 0 < tg5 = p < 1. Podobno 0 < g<1in0 < r <1 Odtod sledi

p2pt, 429 r2A.
Enakost nastopi v kak3ni izmed teh neena&b natanko tedaj, kadar je ustrezni

kot 90°. Ker je v trikotniku kveZjemu en kot 90°, velja enaZaj kve&jemu v
eni od teh neenatb. Zato je

p+q+r>p*+q°+ri

Naj velja zveza p + g + r = 2. Z upo3tevanjem enatbe (*) dobimo

2=p+q+r>p’+q*+rP=(p+q+r)?—2pq+pr+qr)=2.

Ta neenakost pa je protislovna. Zato je eden od kotov a, 3, 7y top.

Ivan Vidav



RACUNRLNISTVC

RAZPOZNAVANJE CIFER - _
bralni pomnilnik in nevronska omreZja

Vsak, ki pozna osnove rafunalnidtva, je gotovo Ze sli¥al za bralne pomnilnike
ROM-e. Zanje lahko re€emo, da so v veliki meri pripomogli k hitremu razvoju
centralnih procesnih enot, pa tudi k preprostejSemu hranjenju zagonske pro-
gramske opreme. Kratica ROM prihaja iz angles€ine, pomeni namre¢ Read
Only Memory. Ime samo pove, da so to pomnilniki, ki so namenjeni trajnemu
hranjenju informacije in iz katerih lahko med uporabo le beremo. Vsebino pa
zapisujemo v ROM-e na naslednje na&ine: v postopku izdelave integriranega
vezja (ROM), z enkratnim kasnej3im vpisovanjem (PROM) in z veckratnim
vpisovanjem ter brisanjem z ultravijoli€no svetlobo (EPROM) ali elektriénim
brisanjem (EEPROM). Navedenim na&nom zapisovanja v bralni pomnilnik
re€emo tudi programiranje.

Najbolj znani so ROM-i, ki jih lahko ve&krat programiramo in brifemo.
Uporabljamo jih predvsem kot stalne pomnilnike. Vhodi, njihovo $tevilo bomo
oznaéili z 1, doloZajo naslov ene od 2/ mo¥nih lokacij, njeno vrednost pa
dobimo na K izhodih. Verjetno niste vedeli, da so ROM-i primerni tudi za
realizacijo razli¢nih logi&nih funkcij. ROM lahko nadome%€a poljuben sklop
logi€nih vrat ALl ter IN. To pa Ze ni vse! V sploinem je programirani ROM
vezje, ki omogo&a izrafun poljubne preslikave 2! vhodnih vrednosti v izhodne.
To njegovo lastnost lahko s pridom uporabimo pri razpoznavanju cifer.

Posebno zanimive so preslikave &rno-belih slik, tiskanih ali pisanih
znakov, obiZajno cifer, lahko pa tudi érk. Predstavljajmo si, da ez povetano
tiskano ali pisano cifro postavimo mreZo, sestavljeno na primer iz bx7 =
= 35 polj. Ce izberemo vrednost "0" za vsa tista polja, ki so bolj bela
kot &rna, in "1" za tista, ki so bolj &na kot bela, dobimo niz dolZine 35,
sestavljen iz samih "0" in "1". Takemu postopku pravimo digitalizacija. Za
razpoznavanje takih slik potrebujemo le 3¢ ROM, ki ima 35 vhodov oziroma
23% lokacij, kamor shranimo razliZne digitalizirane slike zapisanih cifer. Tu
seveda upoStevamo 3e vse take slike, ki so delno pokvarjene in ne ustrezajo v
celoti nobeni cifri. Na kratko, v takem ROM-u se nahajajo prav vse moZne
digitalizirane slike cifer na mreZi velikosti 5 x 7 najrazliénej¥ih oblik, velikosti
in pisav. Ce se omejimo samo na loevanje cifer, tedaj zado%&a 10 izhodov, za
vsako cifro svoj. Naj prvi izhod predstavlja cifro " 0", drugi izhed cifro "1",
zadnji izhod pa naj ustreza cifri "9". Na sliki 1 vidimo pri€¢akovani odziv,
za cifro "8" vrednost "1" na devetem izhodu. Vse lepo in prav! Toda kaj
kmalu ugotovimo, da tako velikega bralnega pomnilnika - nimamo. Za zapis
vseh digitaliziranih slik cifer bi namre& potrebovali bralni pomnilnik priblizne
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velikosti
235x10 bitov = 3.436 - 10'°x10 bitov = 34360x10 Mbitov!
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Slika 1. Kako dobimo niz "0" in "1" iz cifre osem?

To pa je Ze tolikien pomnilnik, kakrinega nimajo niti najbolj%i (oseb-
ni) raunalniki skupaj z diskovnimi enotami. Vedimo tudi, da smo primer
poenostavili, saj smo vzeli dokaj redko mreZo in zaradi tega vzorce tudi pre-
cej popadili. Kaj bi Eele bilo, €e bi na primer potrebovali mreZo velikosti 10
x 20 ali celo veZjo. Z njo bi vsekakor dosegli neprimerno boljSe pokrivanje
napisane cifre z mreZo in s tem tudi natanénej8e razpoznavanje. Toda pravkar
opisani pristop za ta namen ni primeren, saj zahteva bralne pomnilnike skoraj
nepredstavljive velikosti.

Torej tu smo! To je zadosten razlog, da si z bralnimi pomnilniki nimamo
vet kaj pomagati. Za razpoznavanje cifer je bilo razvitih veliko algoritmov, ki
temeljijo na €rno-beli sliki, iskanju posebnosti vsake cifre in ugotavljanju njene
pripadnosti. Tovrstna programska oprema je ponavadi obseZna in najvetkrat

neprimerna za uporabo v realnem Zasu. Ker gre pri razpoznavanju vselej za
preslikavo iz opazovane cifre v njeno ime in ker tovrstne preslikave z ROM-om
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ne moremo narediti, se spomnimo prispevkov o nevronskih omreZjih, ki sta bila
objavljena v tretji in Zetrti tevilki Preseka 17 (1989/90). Pokazali bomo, da
Zelene preslikave hitro in enostavno naredimo z nevronskimi omreji, &e jih le
omejimo na ra&unanje z dvojitkimi vrednostmi. Le-te smo pri razpoznavanju
tudi uporabljali! Zato bodo vhodi in izhodi omreZja imeli vrednosti ali 0 ali 1.
Tudi zaviralne in vzbujevalne utefi bodo imele le dvoje razlignih vrednosti 0
ali 1, a razliénih po predznakih. Nevronske omreZje z 200 vhodi in 10 izhodi
ni ni€ posebnega. Za u&enje omreZja potrebujemo le Ze spisek u&nih vzorcev.
Le-teh bo kakih sto, za vsako cifro po deset razlinih.

Nage omreZje naj sestavlja J nevronov na prvem nivoju, K nevronov na
drugem, vhodov v omreZje naj bo /, medtem ko je $tevilo izhodov K. lzhodne
funkcije nevronov na drugem nivoju, ozna&imo jih z yX za k = 1,2, ..., K,
lahko enostavno izrazimo kot vsoto produktov izhodov prvega nivoja x; in
uteZi Wi k:

e je Z}"':x wj k - Xj > 1, tedaj je y, = 1, sicer pa je yy = 0.

Podobno izraunamo tudi izhode s prvega nivoja x;. Med vhodi nevrona
je potrebno upo3tevati tudi pragovni vhod. Njegova vrednost je sicer 1,
vrednost uteZi pa izratunamo. S predznakom uteii w; x povemo znataj
povezave med nevronoma. Pozitivne uteZi so na vzbujevalnih povezavah,
negativne pa na zaviralnih.

Ker v naSem primeru obdelujejo nevroni samo dvojike vrednosti, se pri

ratunanju izhoda nevrona izognemo realni aritmetiki. Ce je x; # 0, k
delni vsoti priStejemo uteZ w; j, torej pristejemo ali odStejemo 1. Ce pa je
xj = 0, tedaj j-ti vhod sploh ne vpliva na vrednost yy, tako da lahko preidemo
kar na naslednji vhod nevrona. Tak preprost dvojiki ali Boolov nevron lahko
u€imo tudi druga€e, kot smo to prebrali v omenjenih prispevkih. PosluZevalise
bomo kar nakljuénega iskanja primernih uteZi. NakljuZno izberemo ute% in na
omreZje postavimo une vzorce, drugega za drugim. Ce je rezultat preslikave
ugodnej3i od prej¥njega, tedaj novo utef zadriimo. Ce pa se preverjanje kje
zalomi in so rezultati preslikave slab3i, tedaj nakljugno izberemo novo ute%.
UZenje je uspe3no konZano, ko najdemo take vrednosti uteZi, da so izragunani
izhodi enaki priakovanim za vse u€ne vzorce. Ce uZenja ne moremo uspeno
dokon&ati, tedaj ali dodamo nov nevron v prvem nivoju in s tem povetamo J
ali pa poveZamo Stevilo vhodov I in take dodamo nov pragovni vhod.

Za laZje razumevanje bomo nevronsko omrezje s slike 2 ugili z logiéno
funkcijo EX-OR (ekskluzivni ali). Na sliki so ute#i doloZene tako, da omre¥je
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pravilno izrauna to funkcijo.

UZenje za&nemo tako, da za vsem uteZem damo nakljuéne zaZetne vred-
nosti (-1, 0 ali +1) ter za prvega od &tirih u&nih vzorcev postavimo vhodni
vrednosti i1 in i na omreZje in izraunamo odgovor o;. Nato poskusimo
%e z drugimi u&nimi vzorci. Ce dobimo pri vseh &tirih unih vzorcih skup-
no ve pravilnih reSitev, ali pa vsaj toliko kot pri predhodnih uteZeh, uteZi
zadr¥imo, sicer pa vrnemo stare vrednosti. Ce vsi odgovori niso bili pravil-
ni, nato naklju¥no izberemo vrednost nove uteZi. Postopek ponavljamo to-
likokrat, dokler za vse Etiri uéne kombinacije ne dobimo pravilnih izhodov.

|z izkugenj vemo, da se tako omreZje kaj hitro naué, recimo v tisot ali
veZ poizkusih, ki jih osebni ra€unalnik naredi v nekaj sekundah. Preslikavo
samo, ko je omreZje enkrat nau€eno, pa izratunamo v trenutku.

Vrnimo se %e enkrat k naim u&nim vzorcem na mre%i 5 x 7. Ce primer-
jamo ugotovitve o razpoznavanju z vezjem ROM in z nevronskim omreZjem,
opazimo naslednje:

- Vezje bralnega pomnilnika (¥e bi le-tega res imeli) zahteva tabeliranje
vseh moZnih digitaliziranih slik, ki jih lahko dobimo na mreZi 5 x 7. Seveda je
nekaj smiselnih, veliko pa je takih, ki nimajo pravega pomena, na primer same
0 ali same 1. Ko na vhode postavimo neko vrednost, nam vezje - glede na
vsebino lokacije, ki je dolo€ena z vhodom - da odgovor. Le-tega spremenimo
tako, da zapiZemo novo vrednost na ustrezno lokacijo v ROM-u.
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Slika 2a. Nevronsko omreZje Slika 2b. Tabela logiZne funkcije EX-OR
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Slika 3. Preslikava vzorcev nevronskega omreZja, uZni vzorci in poljubni testni vzorci.

- Nevronsko omreZje, kot smo spoznali, pa nau€imo le nekaterih uénih
vzorcev. Ko je vezje naueno, tedaj nam brez napake odgovarja na uZne
vzorce. Kaj pa na drugafne vzorce? Ugotovimo, da tudi na nekatere
druge, neznane vzorce daje najvetkrat pravilne, ali pa vsaj smiselne odgo-
vore. Nevronsko omreZje zna torej samo poiskati odgovor, pravimo, da zna
posploZevati.

To zanimivost bomo s pridom uporabljali predvsem pri obseZnih zgledih,
takih z ve& sto nevroni v veZ nivojskem omreZju. Pomembno je tudi, da ni
potrebno vezju podati prav vseh moZnih vzorcev, pa¥ pa le nekaj znaéilnih.
Kadar so odgovori slabi, lahko omreZje e vedno dodatno pou&imo o novih
vzorcih.

Veselko Gustin



RESITVE NALOG

RACIONALNI SINUSI KOTOV V TRIKOTNIKU - Resitev
s str. 117

1. reitev: Naj bodo a, b, c stranice trikotnika in R polmer o&rtanega kroga.
Potem je

a=2Rsina, b=2RsinB, c=2Rsinq.
Po kosinusnem izreku izra€unamo
L T .
2bc '

Ce vstavimo za a, b, ¢ zgornje izraze, dobimo

cosox =

sin? B 4 sin? y —sin? &

2sinBsiny

cosoa =

Vidimo, da je cos « racionalno 3tevilo, &e so sina, sin 3, sin-y racionalni.
2. resitev: Po adicijskem teoremu imamo

siny = sin(a + B) = sina cos B + sin B cos ax.
Od tod sledi
sin — sin B cos o = sin c cos B.
S kvadriranjem dobimo
sin? ¢ — 2sin Bsiny cos & + sin’ 3 (1- sin? a) = sin? & 1- sin? B).
Ker je v trikotniku vselej sin3 # 0 in siny # 0, pove ta enatba, da je cose

racionalno 3tevilo, e so sina, sin3, sin< racionalni.

Ivan Vidav

TURNIR - ReSitev s str. 100

Za predtasen zakljuéek turnirja je moral imeti MatevZ najman] tri tocke veZ
od MatjaZa, torej vsaj osem. Za tolikdno 3tevilo togk je moral dobiti vsaj
3tiri igre. Ker sta odigrala kve&jemu devet iger in je imel MatjaZ ve&je Stevilo
posamiénih zmag, je edina moZnost, da sta zakljugila po deveti igri. Pet jih
je dobil MatjaZ, 3tiri Matevz.

Marija Vencelf
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STRELA - Reditev naloge iz P XVIII/6, str. 321

Na uredni$tvo Preseka sta prispela dva odgovora na vprasanja iz nagradne
naloge Strela. Marko Znidari¢ iz MiklavZa je s pomogjo tabele za n < 8 dobil
pravilne formule za 3tevilo prese&i¥€ v vseh primerih, Tilen Kokli¢ iz Celja
pa je nafel pravo Stevilo presefi¥¢ za nesklenjene lomljenke in za sklenjene
lomljenke z lihim Stevilom daljic. Zal nihEe dobljenih rezultatov ni dokazal
(niti dokazoval). Za sodelovanje in vzpodbudo smo ju nagradili s knjigo
JoZeta Grassellija Diofantske enaébe.

Oglejmo si zdaj reSitev naloge. Lotili se bomo splo¥nega primera in
najprej izrafunali najvetje Stevilo preseti3€ nesklenjene strele (lomljenke),
sestavljene iz n daljic. To Stevilo bomo oznaéili z a,,.

Za¥nimo na zaetku strele in nizajmo daljice do njenega konca, pri tem
pa sproti ¥tejmo nastajajoZa preseidéa. Sele ko rigemo tretjo daljico, lahko
nastane prvo presefii€e, s Eetrto nastaneta najve dve novi, peta daljica
prispeva najveg tri ... Ce tako nadaljujemo do konca strele, dobimo oceno

an $1424 % (=2 = (P =3+ 2)/2
Ker za vsak n € IN obstaja lomljenka iz n daljic, ki ima (n? —3n+2)/2 se&is¢
(poi¥di kaksnol), velja

an= %(nz —3n+2).

S sklenjeno lomljenko bo ve&
dela. Ozna&mo z by, najvedje Stevi-
lo prese&i¥€ sklenjene strele (lom-
lienke), sestavljene iz n daljic. Po-
dobno kot prej postopoma sestavi-
mo celotno lomljenko. Ko narisemo
zadnjo daljico, dobimo najveg
(n—2)—1= n-3 novih prese&is&
(ker zadnja daljica ne seZe prve),
torej velja ocena

bn < an—1=(n®-3n)/2.
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Pri lihih n obstaja sklenjena lomljenka, ki ima natanko (n? — 3n)/2

et

presetisé (glej sliko 1), zato za lihe n velja

1
bn = 5(”2 == 3”)_

Pri sodih n pa je problem bolj zapleten. Privzemimo, da je tudi tu b,
kvadratna funkcija spremenljivke n, kot za lihe n. Zapidimo

bp=An?+Bn+C

in s pomogjo tabelice, ki spremlja sliko 2,

-

Slika 2

=1, bg=1, bg=11

izratunajmo A, B in C. Tako pridemo do formule

by = %(ﬁ2 —4n+2).

Dokazali bomo, da je pravilna.

Naj bo n sodo naravno 3tevilo, n > 4, L, pa sklenjena lomljen-
ka, sestavljena iz n daljic. Na vsaki daljici te lomljenke je o€itno najveé
n— 3 se&is&. Ce jih je na daljici AB to&no n— 3, potem lefita njeni sosednji
daljici iz L, na nasprotnih bregovih premice AB (zakaj?). Zato se ne sekata
in je na vsaki kve&emu n — 4 se&i3E (glej sliko 3).

Denimo, da ima L, veE kot (n®—4n+2)/2 presetisZ. Pritej predpostavki
bomo konstruirali sklenjeno lomljenko L,_2 iz n — 2 daljic, ki ima ve€ kot
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1 1
5((n - 22 —4(n—2)+2) = 5(n2 —8n+ 14)

presefi3€. V ta namen najprej dokaZimo, da obstajata taki sosednji daljici
AB, BC lomljenke L, ki vsebujeta zaporedoma n— 3 in n — 4 prese&is¢.
Ce to ne dr¥i, vsebuje vsak par sosednjih daljic lomljenke L, najvet

(n=3)+(n—-4)—-1=2n-28

Slika 3

prese&is€. Vsi pari sosednjih daljic dajo skupaj najvet n(2n—8) se&i%¥, vendar
je vsako Zteto Stirikrat. Zato celotna lomljenka nima ve€& kot

1 i3
5”(2”—3)*5(” —4n)

presefis€, kar pa nasprotuje nasi predpostavki.

Zaznamujmo daljici, ki sta sosednji paru AB, BC iz lomljenke L,z ZA
in CD. Vemo, da ZA in BC lezita na nasprotnih bregovih premice AB.
Poleg tega daljico AB sefejo vse daljice lomljenke L, razen ZA, AB in
BC, daljico BC pa sekajo vse, razen ZA, AB, BC in CD.

Zdaj lo€&imo dva primera:

1. Ce daljici ZA in BC leZita na istem bregu premice AC, zaporedje
daljic ZA, AB, BC v lomljenki L, nadomestimo z daljico ZC in take dobimo
sklenjeno lomljenko L,_2.

Pri tem smo izgubili 2n—7 preseig€ na AB in BC ter presetiséa na ZA,
pridobili pa presefii€a lomljenke L,_2 na ZC. Ker vsaka daljica lomljenke
L, razen CD, ki seka ZA, seka tudi ZC (zakaj?), ima L,_p vet kot

%(n? —4n+2)—(2n—6) = %(::2 —8n+ 14)

prese&isE.
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Slika 4 Slika 5

2. Ce daljici ZA in BC leZita na nasprotnih bregovih premice AC,
premica ZA seka daljico CD. Njuno seti¥€e oznaéimo z M, zaporedje daljic
ZA, AB, BC, CD lomljenke L, pa nadomestimo s parom daljic ZM, MD
in tako dobimo L ,_».

Ker daljice lomljenke L, ki sekajo MC, sovpadajo s tistimi, ki sekajo
MA (zakaj?), smo pri prehodu od L, k L,_2 izgubili le 2n — 7 prese&ist z
daljic AB in BC. Zato ima lomljenka L,_7 veZ kot

%(::2 —4n42)—(@2n-T)= %(n? — 8+ 16)

presedisg.
V obeh primerih smo nasli sklenjeno lomljenko L ,_7, ki ima ve€ kot

%((n —2)2 —4(n—2)+2)

preseti¥¢. Na enak natin, kot smo pri8li od L, do L,_7, postopoma pride-
mo do sklenjene lomljenke L4, ki jo sestavljajo Stiri daljice in ima veZ kot
(4“2 —4-4+42)/2 =1 setisée. Take lomljenke ni, zato velja ocena

by < %(n2 —4n+2).

V zgornji oceni velja enaaj, ker za vsak sodi n € IN obstaja sklenjena
lomljenka iz n daljic, ki ima (n? — 4n +2)/2 preseisZ. Najdemo jo takole:
Totke Ay, Ap, -+, An/2 nanizamo zapored na premico a, na vzporednico
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b pa v obratni smeri totke By, By, ---, B, /5, tako da se nobene tri daljice
A;B;j ne setejo v isti totki. Iskano lomljenko sestavimo iz daljic

A1B1. A, /2Bp 2 in AjBj za i—jl=1

Ker je na daljicah A1B; in An/2 Bn/2 po n — 3 preseli¥€, na ostalih
n — 2 daljicah A;B; pa jih je po n — 4 na vsaki, je na vsej lomljenki

50 =3)+(n=2)(n —4) = 5(* — 4n+2)
prese&isE.

Boris Lavrié

NASE NEBO IN ZEMLJA

ASTRONOMSKE EFEMERIDE 1992

UMETNI SATELITI
od 1.7.1990 do 30.6.1991.
POTRESI 1990

Maloprodajna cena 200 SLT (160 SLT).




MNALUGE
TEHTANIJE Z VERIGO

Verigi z dvema koncema, pri kateri se €lenki vrstijo
po eden drug za drugim, bomo rekli nesklenjena
veriga. Ce taki nesklenjeni verigi pre$€ipnemo tretji
Elen, razpade na tri dele (2 €lena + 1 Elen + 4
Eleni), ki jih lahko uporabimo kot ute#i za tehtanje
celih koli¢in od 1 do 7 (pri tem je seveda utezna
enota teZa enega &lena).

a) Najve koliko Zlenov sme biti dolga veriga, da jo
bomo lahko z le dvema pre&&ipnjenima &lenoma
spremenili v uteZi za tehtanje vseh celih koli&in
od 1 do teZe verige?

b) Enako vprafanje za tehtanje koli&in, za katere
vemo, da so cele.

Dvanajst zaporednih
stranic konveksnega
tetivnega 18-kotnika
meri a, ostalih Zest
stranic pa b. Pois-
&i zvezo med a3, b in
polmerom r ofrtane
kroZnice.

Koliksen je r, &e je
a=13; b=1467

Boris Lavri&

Y

Marija Vencelj
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SISTEMI LINEARNIH ENACB

V peti 8tevilki lanskega letnika Preseka smo objavili Malo zbirko nalog Leonar-
da Fibonaccija. Ta je naletela pri bralcih na ugoden odmev, saj smo dobili v
urednitvo lep kup&ek vagih pisem z izdelanimi reitvami Fibonaccijevih nalog.
Nekaj reSitev pa je verjetno ostalo kar v domatih predalih.

Odloéili smo se torej, da nadaljujemo z objavljanjem tovrstnih nalog, te
pa bodo v prihodnje urejene tematsko. Tako boste v tej in kasnejih Stevilkah
Preseka nasli naloge, ki od reSevalca zahtevajo predvsem znanje o reSevanju
sistemov linearnih enatb (ali pa spretnost, s pomotjo katere kar " po domate”
zaobidete ustrezne teoretine kalupe).

Seveda pritakujemo %e naprej, da nam boste poZiljali izdelane reZitve
nalog. Kakor zmeraj, bomo tudi v prihodnje najboljSe reditve nagrajevali s
knjigami iz podro&ja matematike. NapiSite tudi 3olo in razred, ki ju obiskujete.

Vilke Domajnko

1. Dva obro&a. Vsota ene sedmine teZe prvega in ene enajstine teZe drugega
obroZa je 1. Razlika teZe prvega in sedmine njegove teZe je enaka razliki
teZe drugega in enajstine njegove teZe. Koliko tehta vsak izmed obrogev?

(Babilon, pribl. 1000 pr.n.st.)

2. Neki arovnik, &igar mo€ urokov je bila izjemna in &igar znanje o éudodel-
ni medicini je bilo prav tako nepredstavljivo globoko, se je znaZel sluZajno
med gledalci borbe dveh petelinov. A %e preden sta se petelina dodobra
spoprijela, je pristopil k lastniku prvega petelina in mu rekel: " Poslugaj,
&e zmaga tvoj petelin, mi bo¥ dal ves tisti znesek, ki si ga stavil na
svojega petelina. Ce pa boj izgubi, ti jaz povrnem dve tretjini tega
tvojega zastavljenega denarja." Potem je premeteni Zarovnik odZel Ze
k lastniku drugega petelina in mu predlagal podobno kakor prvemu, le
da bi temu povrnil kar tri Eetrtine njegovega zastavljenega denarja. V
vsakem primeru bi tako &arovnik dobil od prvega in od drugega lastnika
skupaj dvanajst zlatnikov.

Povej mi sedaj, ti, ki gre o tebi naokrog glas prvovrstnega matematika,
koliko je vsak izmed obeh lastnikov stavil na svojega petelina.

(Mahévira, okoli 850)
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3. Dve njivi merita skupaj 30 kvadratnih enot. Na obeh njivah skupaj je
bilo poZetih 18'20 meric Zita. Ve§, da bi 30 kvadratnih enot prve njive
dalo 20'0 meric %ita in da bi znova 30 kvadratnih enot druge njive dalo le
15'0 meric %ita. lzrafunaj povrZini obeh njiv. (Pojasnilo: v babilonskem
Sestdesetifkem sistemu pomeni na primer 18'20 3tevilo 18-601+20-60°.)

(Babilon, pribl. 1000 pr.n.st.)

4. Dva moZakarja sta dobila v dar nekaj kovancev. Med seboj sta si jih
takole razdelila: ¥e k Ztevilu kovancev prvega doda3 polovico 3tevila
kovancev drugega ali pa, €e k Stevilu kovancev drugega dodas dve tretjini
Etevila kovancev prvega, je to zmeraj eno in isto. V obeh primerih dobi¥
namre oseminitirideset. Koliko kovancev je dobil vsak izmed teh dveh?

(Sun Tzd, 3. stol.)

5. V trgovini imajo na zalogi tri razli€ne vrste blaga: blago iz bombaZa,
iz kosmi&aste svile in iz grobe svile. Neko€ so sklenili opraviti inventuro
svojih zalog, kajti dobili so naro€ilo za izdelavo ve&jega Stevila oblek za
vojsko. Poglejmo, kaj so pri tem ugotovili.

Ce bi se odlo&ili izdelati obleke iz bombaZnega blaga in bi pri tem
uporabili 8 bal na vsakih Zest vojakov, bi jim zmanjkalo 160 bal; vendar
pa bi jim ostalo v skaldiZ%u kar 560 bal bombaZ%a viZka, &e bi uporabili
po 9 bal za vsakih sedem vojakov.

Ce bi se odlotili, da obleke izdelajo iz kosmiZaste svile, in bi pri tem
uporabili po 150 liangov na vsakih osem vojakov, bi jim ostalo 16500
liangov te svile; le 14400 liangov tega istega blaga pa bi jim ostalo v
primeru, €e bi uporabili 170 liangov blaga na vsakih devet vojakov.

In nazadnje - &e bi se odloéili, da izdelajo obleke iz grobe svile, in bi je
uporabili po 13 &nov na vsake Etiri vojake, bi jim zmanjkalo te svile za
6804 &ine; toda bilo bi je natanko dovolj v njihovi trgovini, Ee bi je vzeli
po 14 &inov na vsakih pet vojakov.

Izvedeli bi radi, koliko moZ %teje vojska, za katero je treba izdelati
obleke, koliko bal bombaZnega blaga je v trgovini, koliko liangov je tam
kosmicaste svile in koliko €inov grobe svile.

(Pojasnilo: &in in liang sta starokitajski utezni meri. 1 &n je 16 liangov,
obenem pa pribliZno ustreza vrednosti polovice kilograma.)

(Qin Jiushao, 1202 - 1261)
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6. Nekdo je rekel: "Daj mi sto zlatnikov, prijatelj, pa bom postal dvakrat
tako bogat kakor ti." Mu odgovori drugi: "A € mi da¥ ti le deset
zlatnikov, postanem kar Sestkrat tako bogat kakor ti."

Povej, koliko zlatnikov ima vsak izmed obeh prijateljev pri sebi.

(Bhaskara II., 1114 - ?)

7. Dva trgovca z vinom sta pri3la prodajat v Pariz. Prvi je imel s seboj
StiriinSestdeset, drugi pa dvajset sodov vina. Ker pa nista imela dovolj
denarja, da bi lahko poplagala z njim vse potrebne pristojbine, je dal prvi
pet sodov vina in plagal povrh Ze Stirideset frankov, drugi pa je dal za
pristojbino dva soda vina, vendar pa je dobil Ze Stirideset frankov nazaj.
Koliko frankov stane vino in kolikZen je davek nanj?

(N. Chuquet, okoli 1480)
e A e ™ T e gL A L Y3 e D s P L AT

Darjo Felda, Agata Tiegl, Matjaz Zeljko, RESENE NALOGE
IZ MATEMATIKE S SOLSKIH IN IZBIRNIH TEKMOVANJ,
1975 - 1991, DMFA Slovenije, Ljubljana 1991, 136 str.
(Knjiznica Sigma ; 50) Cena 250.- SLT (200.- SLT)

Zaradi vse ve€jega zanimanja za republika tekmovanja srednjeSolcev v ma-
tematiki je DMFA Slovenije leta 1975 uvedla izbirna tekmovanja (" predtek-
movanja" ) po Solah za uvrstitev na republiko tekmovanje. Kasneje se je na
Zeljo uéiteljev s 2ol, ki imajo manj zahtevne programe matematike, ta pred-
hodna faza razcepila na dvoje: na ¥olska tekmovanja, ki so bila namenjena
predvsem Zolam nenaravoslovne usmeritve, in na obiajna izbirna tekmovanja.
Clani komisije za popularizacijo matematike v srednjih Zolah so tako ustvarili
zajetno zbirko nalog najrazli€nej$ih teZavnostnih stopenj, ki pa so zelo blizu
Solskemu programu matematike. V pri€ujoéi knjiZici so avtorji zbrali 384 na-
log in jih opremili z reSitvami. ReSitve so lepo izdelane, v&asih tudi v ve&
razli¢icah, in pomagajo &ez Zeri reSevanja tistim, ki tega sami ne zmorejo.
Mislim, da bo knjiZica dobrodoZel pripomogek tako profesorjem matematike
po srednjih Zolah, voditeljem krozkov in seveda tudi samim dijakem. Upam
si trditi, da bo deleZna celo veZjega zanimanja kot zbirke nalog z republiskih
tekmovanj.

Gorazd Lesnjak



TEANOVANJA
27. REPUBLISKO TEKMOVANJE OSNOVNOSOLCEV IZ
MATEMATIKE

V soboto, 18. maja 1991, se je 196 sedmo$olcev in 374 osmosolcev, ki so
se na ob&inskem tekmovanju najbolje odrezali, zbralo v Ljubljani, Mariboru,
Celju, Kopru in Novi Gorici na republitkem tekmovanju.

Petnajstélanska komisija je pripravila naloge, pregledala reZitve in doloéila
kriterij za podelitev zlatih Vegovih priznanj. Na podlagi mnenja UO DMFA
in republi¥kega sekretariata za notranje zadeve pa je tudi odlotila, da se letos
zaradi razmer v dr¥avi ne bomo udeleZili zveznega tekmovanja v Crni gori.

Zlato Vegovo priznanje je prejelo 60 sedmoZolcev in 125 osmo3olcev, ki
so dosegli vsaj 13 od 25 moZnih toék.

Nagrajeni so bili:

T.razred

. nagrada: Drago BOKAL, OS5 Dolomitskega odreda, Polhov Gradec,
Il. nagrada: Andrej ORESNIK, OS5 dr. Bogomira Magajne, DivaZa,
Sa%o ZIVANOVIC, 08 Vere %landrove, Polzela,
11l. nagrada: Peter JEGLIC, OS dr. Vita Kraigherja, Ljubljana,
Slobodan KOVACEVIC, O35 Franca Leskodeka Luke, Ljubljana,
Bojan PAVSIC, O35 Martina Konzka, Maribor.

B.razred

. nagrada: Sonja VIRAG, 08 17. oktobra, Beltinci,
Nataia HOCEVAR, OS5 Antona Askerca, Velenje,
David KONCAN, 05 Cvetka Golarja, Skofja Loka,
Andrej RUPAR, 08 Cvetka Golarja, Skofja Loka,
Peter KOCAN, O35 Edvarda Kardelja, Murska Sobota,
Tadej NOVAK, OS5 Frana Albrehta, Kamnik,
Andrej STUDEN, 03 France:a Pre3erena, Kranj,
Dejan VELU3CEK, 03 Ledina , Ljubljana,
Martin KLANJSEK, OS Ljuba Sercerja, Ig,
Jernej ULE, O3 Majde Vrhovnik, Ljubljana,
Blaz MAVCIC, 0% Matije Valjaveca, Preddvor,
Marko POLICNIK, 05 Mihe Pintarja Toleda, Velenje,
Il. nagrada: Karlo TURK, 035 Dugana Bordona, Koper,
Tomi SMRKOLJ, 0S5 Ledina, Ljubljana,
Il. nagrada: Marko ZNIDARIC, 0% Bogdana Tuska, Miklavz,
Helena MOTOH, O3 Franca Rozmana Staneta, Ljubljana,
Manca CIRK, OS Franceta Pregerna, Kranj,
Bostjan CRNIC, O3 Koseze, Ljubljana,
Miha JURAS, 05 Majde Vrhovnik, Ljubljana,
Maja SOUVAN, OS5 Majde Vrhovnik, Ljubljana.
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Naloge

7. razred

. lzratunaj vrednost izraza

015:0,12+40,7)

(-10)2- (6% : 152 — 102 - (-0,2)%) - (0,
1.2:((3)- (-1 -

. Clovek porabi na leto priblizno 50 kg krompirja. Kako dolgo stranico

bi moralo imeti kvadratno zemljiZ€e, na katerem bi pridelali to koliZino
krompirja, €e je hektarski donos 20t 7

DokaZ#i, da je vsota 21 + 22 4 23 + ... 4 21992 deljiva s 30.

Oglig€a kvadrata ABCD so
sredi¥Za kroZnih izsekov, kate-
rih polmeri so enaki polovici
stranice kvadrata. lzragunaj
plod€ino &rtkanega lika, Ze je
njegov obseg 20w dm.

. V notranjosti paralelograma ABCD s stranicama a, b in ostrim kotom

a si izberi poljubno togko T in jo poveZi z ogliséi A, B, C, D. Dokazi,
da je vsota plogé€in dveh nasproti leZe&ih trikotnikov enaka vsoti plo&&in
drugih dveh trikotnikov.

8. razred

. Trimestno $tevilo ima na mestu enic 3tevko (cifro) 7. Ce to Stevko

premaknemo na mesto stotic, drugi dve Stevki pa za eno mesto na desno,
dobimo novo trimestno $tevilo. Ko to Stevilo delimo s prvotnim Ztevilom,
dobimo kolignik 2 in ostanek 40. lzraunaj prvotno &tevilo.

Pri kateri vrednosti Stevila a sta grafa funkcij 2x+3ay = 0in 7x—5y = 2
vzporedni premici?
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3. V pravokotnem trikotniku s hipotenuzo 4 cm sta ostra kota v razmerju
3:1. lzralunaj plo&€ino trikotnika (brez merjenja).

4. Pokonéna prizma z vi§ino ¢ ima za osnovno ploskev enakokrak pravokotni
trikotnik s hipotenuzo c. |z prizme izreZemo najve&ji moZni valj.
S ¢ izrazi prostornino valja.

5. V produktu ab poveamo prvi faktor za 10%. Za koliko % moramo
zmanj3ati drugi faktor, da se produkt ne spremeni?

Aleksander Potoénik

DVE O IGRAH - Regitev s str. 71

1. Zadnji 3tirje igralci so skupaj dosegli vsaj 6 totk, namre€ tiste iz med-
sebojnih partij. Ker je prvouvr€eni dosegel najveg 7 togk, jih ima drugi
lahko najveZ 6 (6,5 bi jih dosegel, € bi remiziral s prvim, toda tedaj bi
imela enako 3tevilo toZk). To pomeni, da ima drugi 6 toZk in toliko tudi
nji Stirje igralci vse partije s prvimi Ztirimi izgubili. Zato je tretjeuvrs&eni
premagal sedmega, prav tako Zetrti petega.

2. Plodtina p(XY Z) je lahko najve %. To si prvi igralec lahko vedno
zagotovi, &e za X in Z izbere razpolovis&i stranic. Drugi igralec pa
vedno lahko poskrbi, da p(XY Z) ne bo ve&ja od % V ta namen mora
izbrati to€ko Y tako, da je XY||AC. Res: Ce s H ozna&imo vigino na
AC v ABC in s h vi%ino na XY v podobnem trikotniku XBY', imamo

Yo AGC—hi H
in odtod

p(XYZ)&W-(H—h)_h(H—h)_Hz—-(H—?h)z(l
HABC) - ACT+-H — = HE 4H? s

Karas
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35. REPUBLISKO TEKMOVANJE SREDNJESOLCEV
IZ MATEMATIKE

V soboto, 6.aprila 1991 je minister za Solstvo dr. Peter Vencelj odprl 35.
republitko tekmovanje iz matematike na Gimnaziji Sentvid v Ljubljani. Vseh

162 dijakov, ki so se najbolje odrezali na izbirnem tekmovanju, je v £asu od
930 do 139 trlo naslednje orehe:

Prvi letnik
1. Zamenjaj &rke s Stevkami F ORTY
(ciframi), da se bo raZun iz3el. (Ra-
zliéne ¥rke predstavljajo razligne + vEN
Stevke.) + T EN
S | X TY

2. Janez je v banki vnov&il &ek. Blagajnik mu je pomotoma namesto
zneska dinarjev izpla&al znesek par in namesto par dinarje. Ko je v trgovini
porabil 3 dinarje in 50 par, je opazil, da ima v denarnici Ze dvakrat toliko
denarja, kot je bil vreden Zek. Kolik¥na je bila vednost Zeka 7

3. Na daljici AB izberemo totko Q. Na isti strani daljice AB narifemo
polkroge nad AB, nad AQ in nad @B. P naj bo taka totka na loku AB, da
je AB L PQ, Cin D pa presetisti daljic AP in BP z lokoma AQ oziroma
QB. DokaZi, da je premica skozi C in D skupna tangenta manjsih polkrogov.

4. V vsaki od 12 hi%ic v Smrgji vasi Zivi po en smrkec. Vsaka higica je ali
modre ali bele barve. Vsak smrkec ima liho 3tevilo prijateljev. Januarja vsako
leto prvi smrkec prebarva svojo hiico z barvo, s kakrino ima pobarvano higico
veina njegovih prijateljev, v februarju to naredi drugi smrkec, ..., decembra
Ze dvanajsti. DokaZi, da &ez nekaj let smrkcem ne bo veZ treba spreminjati
barve his. (Prijatelji ostanejo ves &as isti.)

Drugi letnik
1. lzragunaj vrednost izraza 5a+7b+9c, €e so a, b in c od ni€ razliéna
Stevila in reijo sistem ab = 2(a+ b), bc = 3(b+ ¢) in ca = 4(c + a).

2. Poka%i, da n? — 19n+ 89 ni kvadrat nobenega naravnega ¥tevila, Ze
je naravno Stevilo n v &je od 11.
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3. Dan je pravokotnik s stranicama V2 in V3. Ali ga lahko razreZemo
na 1991 pravokotnikov, ki so mu podobni ? (Pravokotnika sta si podobna,
&e imata para pravokotnih stranic v enakem razmerju.)

4. V notranjosti kvadrata ABCD izberemo totko P tako, da velja

AP :BP:CP =1:2:3. lzratunaj kot LAPB.
Tretji letnik

1. V enakokrakem trapezu ABCD je osnovnica AB dolga 16 cm,
osnovnica CD 8 c¢cm in vigina 7 cm. Katero izmed stranic BC in CD seka
simetrala kota /DAB ?

2. Naj bodo a, b, ¢ dolZine stranic, sq, sg, Sy dolZine kotnih simetral
1 1

in S plos&ina ostrokotnega trikotnika. DokaZi, da velja — + — + — <
Sar B Sy
o (a+ b+ c)\/i
25 '
3. (a) Dokazi, da so tg?20°, tg240° in tg280° koreni enagbe x> —
—33x%+27x —3=0.

x + 1 1 1 1
(b) IZfacuna} vsoto cos? 20° + cos? 40° G i cos? 60° + cos? 80° °

4. Nekega lepega pomladanskega dne sta soZolca Mito in Janez 3pricala
uro matematike. Da pa le ne bi imela preve€ slabe vesti, sta se odlo&ila za za-

nimivo matemati€no igrico. Mito si je zamislil permutacijo Stevil od 1 do 100.
Na vsakem koraku je Janezu povedal Stevilo m, katerega lege v permutaciji
ta Se ni uganil. Ko ga je Janez vprasal: " Ali Stevilo m leZi na mestu k 7", mu
je odgovoril z "da" ali "ne". Po najmanj koliko korakih lahko Janez vedno
ugane permutacijo 7

Cetrti letnik

1. Poi&&i vse pare (x, y) racionalnih tevil, ki reSijo enagbo /23 — 3 =
= VxV3-VyV3.

2. Dokazi, da je v aritmeti&nem zaporedju 1, 14, 27, 40, ... neskonZno
mnogo &lenov, ki se dajo zapisati s samimi dvojkami.

3. Pois&i razmerje med polmeroma ofrtanega in viértanega kroga trikot-
nika, € med njegovimi koti velja zveza ctg§ + ctgé + ctg% =
= 8 sina sin3 sin~y.



4. Koliko je urejenih parov (A, B), za katere vela AU B C
C 412 3045 n}in AN B = 0. (Tu &tejemo, daje # C {1,2,3,...,n}.)

Po kosilu je bilo popoldan predavanje prof. dr. Petra Petka, predsednika
DMFA, z naslovom Fraktali, ob 18. uri pa so bili objavljeni neuradni rezultati
tekmovanja. Dan smo zakljuéili z druZabnim ve&erom, s kvizom med mentorji
in dijaki. Drugi dan so se med seboj pomerili le najbolj3i v kvalifikacijah za
zvezno tekmovanje. ReZevali so te naloge:

Prvi letnik

1. Na voljo imamo neskon&no
mnogo domin, kot je na sliki. Al
lahko z njimi pokrijemo ravnino?
(Domine se pri tem ne smejo prekri-
vati.)

2. Naj bo s pozitivno sodo _—
gtevilo, n pa naravno ¥tevilo. Do-
kaZi, da je Etevilo s” + 1 pri lihih n
deljivo s Stevilom s+ 1 in da sta si
tevili pri sodih A tuji.

w

3. V poljubnem trikotniku izberemo noZi¥€e ene od vi%in. PokaZi, da
leZijo vse &tiri pravokotne projekcije tega noZis€a na drugi dve vigini in drugi
dve stranici na isti premici.

Drugi letnik

1. DokaZi, da ima najmanjge izmed vseh naravih $tevil, ki imajo natanko
1991 deliteljev, manj kot 66 tevk (cifer). (Med delitelje 3tevila pristevamo
tudi 1 in 3tevilo samo.)

2. PokaZi, da za poljubna pozitivna 3tevila a, b in c velja -‘fi};—b +

+y/ete 4 /<2 >3/2.

3. V poljubnem trikotniku izberemo noZid%e ene od vidin. PokaZi, da
leZijo vse 3tiri pravokotne projekcije tega noZis¥a na drugi dve vigini in drugi
dve stranici na isti premici.
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Tretji in Eetrti letnik

1. V kon¥nem zaporedju realnih Ztevil ag, a1, a2, ..., ajg91 velja zveza
a = i_a:ii; (k=1,2,3,...,1991). Dolo&i ag tako, da bo 21991 = 1.

2. DokaZi, da kvadrati stranic trikotnika sestavljajo aritmetiéno zapored-
je natanko tedaj, ko ga sestavljajo tudi kvadrati njegovih teZig€nic.

3. Naj bo dana funkeija g : € — C ter kompleksni 3tevili a in w,
pri €emer je w3 = 1 in w # 1. PokaZi, da obstaja natanko ena funkcija
f:C— C, davelja f(z)+ f(wz + a) = g(z) za vsak z € C. (€ pomeni
mnoZico kompleksnih Stevil.)

Na svefani podelitvi so nagrade prejeli:

utenec (utenka) letnik  mentor prof.  Zola

— prva nagrada:

Toma% CEDILNIK tretii M. Grum Gimnazija BeZigrad
Bojan GORNIK drugi  A. HrZica Gimnazija Novo mesto
Mitja MASTNAK drugi  D. Paviek STS Celje

Andrej SRAKAR drugi  O. Arnug Gimnazija BeZigrad

— druga nagrada:

Narvika BOVCON prvi F. Perne NSC Nova Gorica
Petra IPAVEC prvi B. Dvoriak Gimnazija BeZigrad

— tretja nagrada:

Arpad BURMEN prvi M. Krauthaker SCTPU Murska Sobota

Damijan DOLINAR  prvi M. Mozeti& SENS RM Kamnik
Kristijan KOCBEK  tretji  J. Strubelj STS Celje

Marko KRAJNC drugi  D. Reisman SNS MZ Maribor
Sretko MAKSIMOVIC prvi B. Ipavec Gimnazija Poljane Lj.
Domen PRASNIKAR prvi V. Domanjko Gimnazija BeZigrad
Vojko REBOLJ Eetrti M. Zabret SENS RM Kamnik
Tomi REJEC tretji Gimnazija Tolmin
Marko SLAPAR tretji  F. Avsec Gimnazija Kranj

Andrej STROJNIK tretji V. Domajnko Gimnazija BeZigrad
Pohvaljeni so bili:

v prvem letniku: Dejan PARAVAN (NSC Nova Gorica), Maja POHAR (Gimna-
zija Poljane Lj.), Sonja RATEJ in lztok KAVKLER (STS Celje), Costjan KUZMAN (CSS
Velenje), Jure VRHOVNIK in Nika NOVAK (Gimnazija Befigrad Lj.)

v drugem letniku: Jernej DOLENSEK (STS Celje), Luka STRAVS in Borut
KERSEVAN (Gimnazija Befigrad Lj.), Samo FISINGER in Matej PRAPROTNIK (SNS MZ
Maribor)

v tretjem letniku: Marko KUKRIKA (Gimnazija BeZigrad Lj.), Marko SETINC (Gim-
nazija Kranj), Martin VUK (NSC Nova Gorica), Smiljan VODOVNIK (S3TNPU Ravne na
Korozkem), Gregor IRT (SSR Ljubljana), Elvis BELAC (Gimnazija Koper), Dean VELDIN
(SNM3 1UJ Piran), Matjaz KOTNIK (SN$ MZ Maribor)
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v Eetrtem letniku: Mojca JAZBINSEK in Duganka KOCIC (STS Celje), Dominik
ROBLEK (Gimnazija Kranj), Urta DEMS3AR in lgor PANIC (Gimnazija Sentvid Lj.),
Leo ZORNADA (Gimnazija Koper), Darko VEBERIC (SCTPU Murska Sobota), Marko
PETRUSIC (Gimnazija Befigrad Lj.), Simon KUMER (CS$ Velenje)

Nagrajencem, pohvaljenim in njihovim mentorjem iskrene Zestitke.

Jaka Erker in Darjo Felda
T PR B e T S R T T At L Y TP R o e S ST

RACUN Z ZNAKI - Retitev s str. 110

Takole premigljamo. Ker je vsota dveh dvomestnih Stevil manja od dvesto,
dobimo iz druge vrstice D = 1. Pogledamo stotice. Prvi stolpec nam pove,
daje A—H =1, prva vrsticapa, daje A—G =1ali 2. Kerpaje A—H =1,
mora biti A— G = 2. Prav tako iz zadnje vrstice sledi, da je H— F =1 ali 2.
Tako imamo A— F = (A—H)+(H—-F)=2ali3. Kerpaje A~G =2, je
tako A— F = 3. Sedaj pa nam enice v zadnjem stolpcu povedo, da je G = 3.
Z vstavljanjem v Ze izpeljane zveze dobimo %e A =5, H =4 in F = 2. Nato
iz zadnjega stolpca dolotimo C = 7, iz drugega pa £ = 6. |z prve in druge
vrstice nato izraéunamo §e B =0,/ = 9 in J = 8. Na koncu preverimo, da
so vse enatbe res izpolnjene. Naloga ima torej natanko eno regitev:

507 — 162 = 345

— + —_
98 + 74 =172
409 - 236 = 173

Martin Juvan
e i R A e W P T T O e B T A TSIy o]
VRISI PRAVOKOTNIK - Regitev s str. 101

Na skici (slika 1) sta c in v osnovnica in visina danega trikotnika ABC, x in y
pa osnovnica in viina vrisanega pravokotnika DE FG z diagonalo d. Daljica
G H je vzporedna stranici BC. Naloga bo regena, & bomo konstruirali vigino
y. na kateri poteka pravokotnikova stranica GF. Po Pitagorovem izreku je:

x2 +y? = d2 (1)



177

Ker sta trikotnika EBF in DHG skladna, trikotnika ABC in AHG pa
podobna, velja Ze:

(c=x):y=c:v. (2)

Ne da bi regili sistem ena&b (1) in (2), vidimo, da sta x in y odvisna le od
koli¢in ¢, v in d. To pa pomeni, da poteka zgornja pravokotnikova esnovnica
G F na isti vi%ini za vse trikotnike, ki imajo osnovnico enako c in vidino enako
v. lzberimo takega med njimi, pri katerem z reditvijo ne bo teZav, npr.
pravokotni trikotnik s katetama c in v in s pravim kotom v oglis¢u B. Pot
do kontne refitve je nato preprosta (slika 2).

Slika 1 Slika 2

Ne prezrimo, da smo spotoma pridobili Ze koristno informacijo o regljivo-
sti naloge in ¥tevilu refitev glede na podatke ¢, v in d. Ko iz ogli¥€a B
odmerimo diagonalo d, seka kroZni lok hipotenuzo ACy dvakrat, enkrat ali
nobenkrat. Stevilo prese&isZ je tudi Stevilo refitev. Imamo:
e nobene reditve, Ee je

1 1 1
(;@' > = + c_z) V (d > max(c, v));

e eno resitev za

1 1 1

(Fz=7z+27) V (min(c,v) < d < max(c, v));

e dve regitvi za

1 1 1 .
(ﬁ < :é”}— 5) A (d < min(c,v)).

c

Marija Vencelj
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ZANIMIVOSTI O ULUGBEKOVI ZVEZDARNI

Drugo polovico 14. stoletja in zaZetek 15. stoletja zaznamujejo poleg drugih
zgodovinskih dogodkov tudi obseZna voja¥ka osvajanja legendarnega mon-
golskega (uzbekistanskega) vladarja Timurja. Ob koncu svojega Zivljenja
(1405) je vladal ogromnemu imperiju, katerega prestolnica je bil Samarkand,
eno najbolj bogatih in kulturnih mest tedanjega Vzhoda.

Koncem 1393 je Timur za&el veliki vojni pohod na Iran. Na eni vojnih
postojank se mu je 22.3.1394 rodil vnuk, ki so mu dali ime Muhamed Taragaj,
v zgodovini bolj znan pod imenom Ulugbek (kar pomeni veliki knez). Po
Timurjevi smrti je postal Ulugbek poglavar Ze razpadajo€e driave. Za razliko
od svojega starega ofeta pa se ni odlikoval z vojatkimi ve3Zinami, ampak ga
je zanimala znanost. Kot poglavar - sultan - je dal graditi Sole (medrese),
podpiral je znanstvenike, pesnike, zdravnike, zgodovinarje. Sam je pisal pesmi
in sestavljal znanstveno delo o zgodovinsko pomembnih narodih Azije. Najbolj
pa je bil predan astronomiji.

Na hribu blizu Samarkanda so pod njegovim vodstvom zgradili najveji
astronomski observatorij 15. stoletja (Glej tudi prispevek Astronom iz Samar-
kanda, Presek 3 (1973), 132). Kmalu po Ulugbekovi smrti (1449) je zagela
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Slika 1. Ulugbek (1394 do 1449) - risba
iz 16. stoletja

Razglednica, ki sem jo pred leti pre-
jel iz Samarkanda, prikazuje rekonstruirani
del znamenite Ulugbekove zvezdarne -

enega najvefjih dosetkov muslimanske
astronomije.
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zvezdarna propadati, pozneje so jo razruili, zravnali z zemljo in nanjo povsem
pozabili. Sele 1908 je samarkandski arheolog V.L. Vjatkin po napornih izkopa-
vanjih odkril razvaline Ulugbekove zvezdarne. To je bila tri nadstropna zgrad-
ba v obliki valja s premerom osnovne ploskve ckoli 50 m. Imela je Ztevilne
sobe in okna, pa tudi utrjene temelje, obdane z marmorjem (slika 2). Cez
sredino stavbe je navpi&no potekala Siroka zareza (lina). ki je leZala v ravnini
krajevnega poldnevnika. V to zarezo so postavili glavni (kotomerni) instru-
ment zvezdarne, orjaski kvadrant (slika 3). Lok kvadranta je pripadal kroZnici
s polmerom 40,2 m. V sredi¥&u kro¥nice v zgornjem delu stavbe je bil os-
novni diopter (muha). Po loku kvadrata je na posebnih bronastih traZnicah
opazovalec premikal vizirno napravo (merek), s katerim so doloZali smer proti
vesoljskim telesom. Pri opazovanju Sonca sc lino kvadrata zatemnili, da so
dobili temno sobo (camero obscuro). Songev Zarek skozi osnovni diopter je
vrgel "zajtka" na bel zaslon, ki so ga premikali po loku kvadranta. Po smeri
svingnice glede na zaslon so dolotevali opoldansko viino Sonca.

Lok kvadranta je bil pravzaprav sestavijen iz dveh vzporednih lokov v
medsebojni razdalji okoli pol metra in obloZen z Zgano opeko ter prekrit z

Tl

i‘@‘&.\‘

Slika 2. Ulugbekova zvezdarna - rekonstrukcija (levo) in podzemni del njenega glavnega
instrumenta - orjadkega kvadranta (desno).
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40y Slika 3. Shema orjaskega kvadranta. N-
] jegova globina na juZnem delu je bila okoli
\ 11 m. Polovica loka (priblizno do 45%)
\ \ se je nahajala pod zemljo, ostali del pa
‘ nad njo, do vidine 29 m na severnem delu.

Ohranile so se le marmornate plo3Ze, ki
so sestavljale del podzemnega loka kvad-
ranta od 57° do 90°, in plo3&, ki us-
trezata 19°,20° in 21° nadzemnega dela
loka. Arheolotke raziskave so pokazale,
da se ostale masivne marmornate plo3te
(nekatere teZke tudi 100 kg) niso izgubile.
Raztresene po razdejanju observatorija so
pozneje uporabili kot gradbeni material v
Samarkandu in bliznjih naseljih.

marmorjem. VzdolZ lokov so bili vrezani Zlebovi, v katere so pritrdili tragnice.
Razdalje med razdelbami na stopinjski skali na loku kvadranta so bile 70,2 em.
Ob lokih so bile stopnice za opazovalca. Ravnino krajevnega poldnevnika, v
katero so postavili kvadrant, so doloili skrajno natanéno za tisti &as (napaka
v azimutu je bila le 10'). S tem instrumentom so samarkandski astronomi
izmerili lege 1018 zvezd, naklonski kot ekliptike k ekvatorju in dolZino trajanja
leta.

Marijan Prosén

7. SOLSKQ IN 17. IZBIRNO TEKMOVANJE
SREDNJESOLCEV 1Z MATEMATIKE

Kot obiZajno so se tudi v prejnjem Solskem letu Ze v decembru pomerili dijaki
v reSevanju matemati€nih nalog na mnogih srednjih Solah. Kar 2000 uZencev
se je potegovalo za naslov prvaka Zole. V marcu je nekoliko vegje Stevilo
uencev posku3alo na izbirnem tekmovanju doseéi dovolj totk za uvrstitev
na republiko sre€anje. Nalog tokrat ne objavljamo, ker bodo kmalu izgle v
zbirki ReSene naloge iz matematike s $olskih in izbirnih tekmovanj. Zbirka,
ki bo iz&la v KnjiZnici Sigma, bo vsebovala okrog 370 nalog z reSitvami.

Zahvaljujemo se vsem, ki so nam pomagali pri izvajanju na%e dejavnosti,
posebej §e Ministrstvu za 3olstvo in $port, Ministrstvu za znanost in tehnologi-
Jo, Fakulteti za elektrotehniko in raZunalnidtvo, Oddelku za matematiko in
mehaniko FNT, Zavodu Republike Slovenije za %olstvo, Zavodu Republike
Slovenije za mednarodno znanstveno, tehniéno, prosvetno in kulturno sode-
lovanje ter mnogim u&iteljem — mentorjem.

Darjo Felda



RESITVE NRLOG
MATEMATIKE - ReSitve nalog s str. 84

OBCINSKO TEKMOVANJE OSNOVNOSOLCEV 1Z

6. razred

. Iz v(n, 75) = 450 in 450 = 2-3-3-5-5,75 = 3-3-5 dobimo tri moznosti:

n=2-3-3=18,n=2-3-3-5=9inn=2-3-3-5-5=450,

a

: Najprejje-5=%. natopa%-(S-%—%)—l—%:Z;‘;.

3. V prvi zlitini je 76% od 350 dag, torej 266 dag srebra. V novi zlitini je

. Trikotnik ACBE je enako-

. Vrednost izraza je 1.

84% od 1050 dag, torej 882 dag srebra. Prvi zlitini smo dodali 1050 dag
- 350 dag = 700 dag zlitine, ki je vsebovala 882 dag - 266 dag = 616
dag srebra. V drugi zlitini je %—g = 1%% = 88% srebra.

Stranica notranjega kvadrata 30 cm Fom

meri 27 cm, plo&€ina pa
729¢m?.

krak, zato je < E = 67°24' in o

xC = 180°-2.8, «C =
= 45%12'. XECB in <ACD
sta sovréna, zato @ = 180° — 27 cm
— 900 — 45912" = 44%48’.

7. razred

. Oglejmo si po vrsti tri moZno-
sti:
n = gycm,
Opolkroga = 1cm; Al B C D P
r
rn= %cm, TR | (A
Opolkroga = 2 cm; L
r3= %le Obseg lika je
lem+2em+3ecm+6cm=

Opolkroga = 3 cm in

=10 o
rg = g—%cm.

MoZni sta e dve sliki (glede na
Opolkroga = 6 cm. tekst v nalogi).
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P
b) ob = lem + 2cm + 2em + c) Tuje lok AD kar togka in ob =
+ 3cm = 8cm = lem + 2em + 3cm = 6cm

3. Pri danih x in y prvi izraz poenostavimo: (k +2)-2—(2k—-1)-3 =
=2k+4—6k+3 =—4k+7. Ta bo enak drugemu izrazu, &e izberemo
k=05

4., Produkt 333333 razcepimo na prafaktorje: 333333 =3.3.7-11-13-37,
nato pa sklepamo: Metka lahko hodi v tretji ali sedmi razred, ker so
ostali delitelji Ztevila 333333 ve&ji od 8. Ce hodi v tretji razred, je stara
9 ali 10 let, zato ta moZnost odpade (en faktor 3 je Ze porabljen za
razred, 10 pa ni delitelj Stevila 333333). Metka torej hodi v sedmi razred
in je stara 13 let. Trimestno 3tevilo je 3 -37 = 111, Metkina mama pa
je stara 3 - 11 = 33 let.

5. Ozna&imo Jankov znesek z x. Potem je imel Marko 25’-‘- din, Tone pa
7—9-5—'2_'x = %{din. 'Sestavlimo enaE.bo x4+ 25’1—}- l;-s’i = 7777, ki ima re&itev
x =4545. Janko je dobil 4545 din, Marko 1818 din in Tone 1414 din.

8. razred

1. Naj bo iskani ulomek *==
Tedaj je novi ulomek %=3.
EnaZba E‘% = %— ima regitey
x = 8. Iskani ulomek je 3,

njegov obratni ulomek pa g‘
2. V rombu je a2 :(%)2—{-(%)2 D a c
in a = 15 em, v trapezu pa

V:%:lZCmil"IC=a
= 15 cm. Ker je promba

= Ptrapeza. je gii = 5—;“3‘ . A 3
in od tod x = 21 c¢m. )

< I
j‘ﬁ

LBy
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3. Ozna&imo zaporedna naravna Stevilaz n—2,n—1,n, n+1, n42. Tedaj
je(n=22+(n—=124nm+(n+124+(n+2)? =50 +10=5(n? +
+ 2). Ta vsota je otitno deljiva s 5. Ker se n? konZuje z eno izmed
itevk 0,1,4,5,6,9se n?2 +2 konZuje z eno izmed 3tevk 2,3,6,7,8,1,
kar pomeni, da n? + 2 ni deljivo s 5, zato 5(n? + 2) ni deljivo s 25.
4. 1z a = 23 sledi x = %ﬁ:
B—? cm. Nato Vi = abc =
=432 cm3inVp = .b=
= % .3 = 323 cm? ter
V = (432 - 32/3) cm® =
= 376,64 cm3. V posodi bo

ostalo priblizno 376,64 cm3 vo-
de.

€

5. Zaradi py = T2, po = T2

inpk:#velja
Pv:Pk:Po=1:3:4.

Aleksander Potocnik

SKOZI VSE TOCKE - Regitev s str. 71

Bojana DvorZak
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MOJSTER R.A. SKRIJE SAHOVSKO FIGURO V ZEP
— Resitev s str. 111

R.A.-jeva pomo€ je bila pri tej reitvi spet nenadomestljiva. ZaZel sem pa
takole: beli kmet na g3 je priZel s polja 2 in pri tem vzel natanko eno &rno
figuro. Torej je kmet na g5 lahko pridel s polja e2 ali d2. Ce se je na zagetku
nahajal na €2, je na poti do gb vzel dve &rni figuri, medtem ko je kmet na
¢5 prigel s polja d2 ali b2 in vzel vsaj eno figuro. Ce pa je kmet na g5 prigel
z d2, je sam jemal trikrat. Kakorkoli, beli kmetje na e5, g3 in g5 so skupaj
vzeli vsaj &tiri &rne figure. Otitno na deski manjka pet &rnih figur, in sicer
dama, trdnjava, lovec, skaka& in kmet. Crni kmet na f5 je pri¥el bodisi z d7
ali h7 in v obeh primerih jemal bele figure natanko dvakrat. Na deski sicer
manjkajo tri bele figure, namre& dama, trdnjava in kmet.

Tukaj sem se ustavil in nekaj €asa buljil v ahovsko desko brez besed.
R.A. je Ze hotel nekaj pripomniti, ko se mi je posvetilo.

"Beli kmet, ki ga ni ve& na deski, ni tista figura, ki ste jo skrili. Kaj se
je z njim zgodilo?"

"No, kaj le?" je dodal R.A.

Le dve varianti sta mogo&, sem nadaljeval. Ali je bil vzet ali pa je
promoviral. Oznagil ga bom kar z B, da ne bi potem preveé dolgovezil. S
katerega zaZetnega polo¥aja pa je lahko pri%el? Ce je kmet na e5 priel s
polja b2, je vzel tri €rne figure, kmeta na g3 in g5 pa sta skupaj jemala vsaj
trikrat. To pomeni Zest vzetih &rnih figur, vsaj ena preve&. Pri tem je namreé
treba upoStevati, da je iskana figura bodisi bela ali &na, torej je bilo v partiji
skupaj vzetih pet ali pa &tiri &rne figure. Potemtakem kmet na €5 ni priZel
tja s polja b2, marve€ z d2 ali e2. Seveda pa je tisti na g5 tudi prigel z d2 ali
e2. Preostaneta le dva moZna zaletna poloZaja B-ja: a2 ali b2. Kaj lahko
sklepam, €e predpostavim, da je B vzela kakZna &rna figura?

Spet se mi je ustavilo. Nikakor nisem mogel ugotoviti, na katerem od
teh polj je stal B na za&etku partije. Pogledal sem R.A.-ja, ki je bil kot vedno
dobre volje in je rekel:

"Zelo dobro, Lovre&i€. Manjkajo€i beli kmet, po vagem B, je prigel z a2
ali b2. Ni pa nujno, da je bil potem vzet."

Spet sem se poglobil v pozicijo.

“Aha! Ce je B promoviral, je to lahko naredil edinole tako, da je el
skozi eno od polj a7, d7 ali h7,” sem kmalu ugotovil. No, kmetu ni mogoge
priti z a2 ali b2 na polje h7. Poleg tega so kmetje na eb, g3 in g5 vzeli vsaj
Etiri E&rne figure, zato je B lahko jemal najve enkrat. Se pravi, da ni mogel
priti na linijo d, pa€ pa je %el skozi polje a7. Pri tem je jemal natanko enkrat,
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zato je bil njegov zaZetni polo%aj na b2. Tedaj pa je kmet na b3 pridel z a2
in je jemal enkrat, kar je v celotni partiji en vzetek preveg.

"Kako pa to?" sem najprej zamomljal in takoj dodal, da beli kmet B
sploh ni promoviral. Torej je imel manjkajogi beli kmet B za€etni poloZaj na
a2 ali b2 in je bil kasneje vzet. Toda katera &rna figura ga je vzela?

"Odligno!" je bil zadovoljen R.A. "Kak&ne barve pa sploh lahko je iskana
figura?”

“Bele ali &rne, presneto,” sem jezno odvrnil, Zele potem sem razumel
namig: denimo, da je iskana figura, ki manjka na deski, bela. Potem so Zrne
figure vzele natanko dve beli in obe je vzel kmet na 5, od vzetih pa je eden
ravno beli kmet B, Toda ta je priel z a2 ali b2, in sicer vsaj na linijo e, da
ga je lahko &rni kmet vzel. Ampak to se ne more zgoditi! B je namre€ lahko
jemal najve& enkrat.

Ves vesel sem R.A.-ju rekel, da je iskana figura gotovo &rne barve, in
nadaljeval takole: ker je nekje na deski %e ena €rna figura, so bile vsega
skupaj vzete natanko Stiri &rne figure in vse so vzeli trije kmetje na 5, g3 in
gh. Poleg tega so bile vzete natanko tri bele figure, od tega je dve vzel kmet
na f5. Ena od vzetih &rnih figur je prav gotovo kmet, ki ga bom oznaéil s
C. R.A. se je namri&il, a sem takoj ugotovil, kaj je narobe. Troje je namreé
mogote: C je bil vzet, C je promoviral, ali pa je C iskana figura, prav tista,
ki jo je R.A. tako spretno skril.

Najprej sem predpostavil, da je bil € vzet. Seveda ga je vzel eden od
kmetov na e5, g3 in g5, sam pa je prisel bodisi z d7 ali h7. Ce je C prigel
s h7, je moral vsaj enkrat jemati, toda tudi najve? enkrat. Se pravi, da je
jemal natanko enkrat in pri¥el na linijo g. Katero figuro pa je vzel? V postev
pridejo dama, trdnjava ali kmet B. Ampak B se je zaZel gibati na poljih a2
ali b2 in sploh ni mogel priti na linijo g, da bi ga lahko C vzel. Potemtakem
je C vzel neko figuro, ki ni kmet.

Po moZganih so se mi spreletavale razne misli brez kakrinegakoli rezul-
tata. R.A. je €akal, jaz pa sem obupaval.

"Zal nimam pojma, kako naj nadaljujem.”

“Pa saj je zelo preprosto. Ali ste Ze pozabili, kaj ste do sedaj ugotovili?”

“Najbrz res,” sem rekel.

“No, Ze prej se je izkazalo, da je bil manjkajo& beli kmet vzet," je
dobrohotno dejal R.A,

“In kaj potem?"

“Ja, kdo ga pa je vzel?”

“Crni kmet C ¥e ne,” sem zabrusil nazaj. Saj res, to je bil lahko le kmet
na f5! Ampak Ze prej sem ugotovil, da bi moral B prevetkrat jemati, da bi
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priZel vsaj na linijo e, kjer bi ga lahko vzel &rni kmet, ki se zdaj nahaja na f5.

Potemtakem C sploh ni bil vzet. R.A. se je takoj oglasil:

“Tako hitro pa ne gre! Crni kmet € je lahko pri%el z zagetnega poloZaja
d7 in potem bil vzet."

Ugovarjal sem, da bi tedaj kmet na f5 priSel s polja h7 in sploh ne bi
mogel jemati kmeta B. Torej ga je vzel C. Ta kmet je namre& moral jemati
tofno enkrat, kajti na liniji d ga ni mogel vzeti noben od kmetov na e5, g3
in g5. Sledi, da je C vzel kmeta B na liniji c ali e, kar pa je v protislovju z
dejstvom, da so od belih figur jemali le kmetje na e5, g3 in g5. Zato je res,
da C sploh ni bil vzet.

R.A. je bil vidno zadovoljen. Nadaijeval sem s predpostavko, da je €
promoviral. Potem njegov zaZetni poloZaj ni mogel biti na polju h7, saj bi
moral dvakrat jemati, da bi prifel vsaj na linijo f okoli kmetov na g2 in h2. Se
pravi, da je C pri%el z d7 in je seveda jemal kveZjemu enkrat. Ker beli lahko
rokira, te R.A.-jeve predpostavke sem se namreg $e spomnil, je C promoviral
na cl ali d1 in ni el skozi polje e2, saj bi moral sicer dvakrat vzeti. Torej
je pred promocijo stal na d2. Ampak tedaj je bil beli kralj v 3ahu, ki se
ga ni dalo pokriti, sam kmet C pa tudi ni bil vzet. Potemtakem pride do
nemogode situacije, kajti kralj se v partiji sploh ni premaknil. Preostane samo
e moZnost, da je manjkajoi &rni kmet C iskana figura. R.A. pa je v potrditev
moje reditve privlekel &rnega kmeta iz Zepa.

Naslednji dan sem se doma mugéil s tem, kako bi iz zaZetnega Sahovskega
poloZ%aja na deski priigral obravnavano pozicijo. Partija, ki sem jo tokrat naZel
sam brez R.A.-ja, poteka takole:

1. b3 d5 9. Dgb hgb 17. Tf5 Teb
2. €3 Lg4 10. Sh3 Thé 18. Sf3  Sb8
3. Lb2 Scb 11. a5  Sxab 19. Ld2 Teb5
4. Dd2 Dd6 12. Le3 Scb 20. d4 gfb
5. Dgb Lf3 13. Le2 Td6 21. de5 Scb
6. ef3 Sf6 14. Tf1 Ses 22, g5 Th8
7. a4 Dg3 15. Sgl Sfga 23. Lf1 a6
8. fg3 Td8 16. fg4 Sd7

Marko Lovre&i& SaraZin
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KRIZANKA NOBELOVI NAGRAJENCI I. — Regitev s str. 96
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VODORAVNO: 1. Plo%ina pravokotnega trikotnika, ¥e je njegova hipote-
nuza 40 in oster kot 22°30’: 4. Povrgina pokonZne prizme, ki ima za osnovno
ploskev pravokotni trikotnik, eno kateto 39, druga kateta pa je za 9 krajia
od hipotenuze. Visina prizme je enaka kraj3i kateti; 9. Polmer kroga, ki
je vErtan v enakokraki trikotnik z osnovnico 24 in krakom 20; 10. Stevilo,
ki ga je treba odSteti od Stevca in pristeti imenovalcu ulomka 537/463, da
dobimo 1/9; 12. Volumen kvadra, vErtanega v kroglo z volumnom 1372w /3,
&e so stranice kvadra v razmerju 2 : 3 : 6; 13. f(f(101)), Ee je f(x) =
= (2x + 1)/(x — 2); 14. Plo$¢ina romba, ki ima eno diagonalo dvakrat

vegjo od druge, vsota njunih dolZin pa je 15; 15. Vrednost izraza (I.%)2 +

+4/1— %; 16. Vrednost izraza (3—'5—’5)2 ——(3—3—9)2 zaa=3in b=311; 17.
Plostina pravokotnega trikotnika, &e poznamo odseka, ki ju na hipotenuzi
doloZa dotikali§€e vértane kroZnice: 38 in 99; 19. Stranica enakostraninega
trikotnika s plog€ino 25/3: 20. Plos€ina trapeza z osnovnicama 20 in 6 ter

: ) : 2,75:1,1+3% g
s krakoma 13 in 15; 21. Vrednost izraza 25-0430 o'

NAVPICNO: 1. Vrednost izraza (10, 65)2 — (9, 35)%; 2. Vigina valja s pre-
merom osnovne ploskve 12 in povr¥ino 168x; 3. Kvadrat vigine na hipotenuzo
v pravokotnem trikotniku, &e ta viZina doloZa na hipotenuzi odseka 27 in 89; 4.
Kolikno je najmanjZe &tevilo kroglic, ki jih moramo na slepo izvleéi iz posode,
v kateri je 45 belih, 30 &rnih in 15 zelenih kroglic, da bo med izvlegenimi vsaj
pet kroglic enake barve; 5. Koliksna naj bo vrednost b, da bo imela funkcija
y = 3x <+ b ni&lo pri —%;

6. Najmanjsi skupni veckratnik Ste-
vil 24, 47 in 48; 7. Koliko trikot- /j‘>/\/

nikov je na sliki?; 8. Diagonala kva-
drata s stranico 200;

11. Reditev enatbe x/8 — (x + 3,5)/12 = 1; 12. Stranska visina pokon&ne
piramide, ki ima za osnovno ploskev kvadrat z robom 100, njena povriina
je pa 61200; 14. Volumen kvadra z robovi 3, 4, 23; 16. Stevilo premic,
dolo€enih s 14 to€kami v ravnini, & nobene tri ne pripadajo isti premici; 17.
Stevilo diagonal desetkotnika; 18. Najmanj$e pragtevilo, ki pri deljenju s 7
da ostanek 1; 20. Pri katerem x doseZe funkcija f(x) = 16 — (x — 1)?
maksimum? 22. Premer kroga z obsegom 3,14;

Dragoljub M. Milosevié, prevedel Damjan Kobal
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UGANKI ZA KRATEK CAS

Ni ge tako dolgo, ko mi je oke iz sluZbe prinesel zanimivi uganki, ki bi ju lahko
teli med uganke razvedrilne matematike.

Prva uganka zahteva, da rede-
valec v kvadrat 3 x 3 (prvi lik na '
sliki) vpiZe Stevila med 1 in 9 tako,
da nobeni zaporedni Etevili ne leZita
v kvadratkih s kakim skupnim ogli-
s¢em. Da je naloga zlobna (& o
redljivosti podvomimo Zele po da-
ljfem Zasu), pove kratek premislek:
v sredi&Zni kvadratek o€itno ne mo-
remo vpisati nobenega Stevila.

Druga uganka zahteva isto za $tevila od 1 do 8 in drugi lik s slike.
Prijatelj, ki ima dobro fizikalno intuicijo, je uganko redil v petih minutah,
(Svojo strategijo mi je opisal takole: najmanj nevarni sta Stevili 1 in 8, ki
imata samo po enega soseda, zato ju postavimo na najbolj ogroZeni mesti -
v sredino; ostale lege zadosti hitro ugotovimo s posku$anjem.) V splo¥nem
rezultati niso bili tako dobri: ve€ino ljudi je naloga tako obsedla, da je niso
spustili iz rok, dokler po zajetnem kupu na gosto popisanega papirja niso nali
reSitve. Rekorderka (med tistimi, ki vsaj Ze 20 let niso sli3ali za matematiko)
Jje pravilen razpored dobila po 25 minutah. Zanimivo je, da je refitev samo
ena (pravzaprav so &tiri simetri¢ne). NaSel sem jo z ratunalnikom. Program
v turbo pascalu je zgled uporabe metode sestopanja, o kateri je Presek Ze
pisal.

program Osem;

uses Crt;
type
stevilo = 0..9;
polje = array [1..4,1..3] of stevilo;
koord = record {koordinati v tabeli tipa polje}
vrsta: 1..4;
stolp: 1..3;
end;
var

g: polje; {Pravokotna tabela, s katero predstavimo (drugi)}
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{lik s slike. V tabelo vstavljamo stevila od 1 do 8. Prazen}
{kvadratek oznacimo tako, da vanj vpisemo niclo. Ker lik ni}
{pravokotne oblike, v "odvecne" kvadratke vpisemo devetko. }

i,J: integer; {stevca po vrsticah in stolpcih}
q: koord; { mesto prvega vpisa v lik}

procedure Poskusi (n: stevilo; kje: koord);
{Na tekocem koraku poskusamo v lik postaviti stevilo n.}
{Spremenljivka kje nam pove, kam smo na prejsnjem koraku}
{postavili stevilo n-1.}

var
i,j: integer; {steveca po vrsticah in stolpcih}
p: koord; {koordinate postavitve stevila n}
begin
if n > 8 then begin {Uspeli smo postaviti vsa stevila!}
for i:=1 to 4 do begin {lzpisemo dobljeno postavitev.}

for j;=1 to 3 do
if g[i,j]=9 then write(":3) else write(g[i.j]:3);

writeln; { nova vrsta}
end; { for }
writeln;
end { if }
else begin {Vsa stevila se niso postavljena.}
for i:=1 to 4 do {Stevilo n poskusamo postaviti v vse}

{kvadratke.}
for ;=1 to 3 do
if glij] < > 9 then begin {Ce nismo v "odvecnem"}
{kvadratku}
if ((g[i.j]=0) and {in je predlagani kvadratek se}
{prazen, hkrati pa nima skupnega oglisca s predhodno izbranim}
{ kvadratkom,}
not((abs(kje.vrsta-i)<=1) and (abs(kje.stolp-j)<=1)))
then begin

gli.j]:=n; {V predlagani kvadratek postavimo n.}
{Pri naslednjem koraku moramo poznati prejsnjo potezo, da}
{lahko preverimo, ce kvadratka, v katera smo vstavili}
{zaporedni stevili, nimata skupnih oglisc.}

p.vrsta:=i; p.stolp:=j;

Poskusi(n-+1,p);

g[ij}:=0; {Po vrnitvi predhodno potezo zbrisemo.}
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end; { if }
end; { if }
end; { else }
end; { Poskusi }
begin
ClrSer:
for i:=1 to 4 do {Na zacetku so vsa polja prazna.}
for j:=1 to 3 do gi j]:=0;
g[1,1]:=9; g[1,3]:=9; {"Odvecne" kvadratke oznacimo z}

{devetkami.}
g[4.1]:=9; g[4,3]:=9;
{Da bomo nasli vse resitve, poskusamo postaviti enko na}

{vsa mesta.}
for i:=1 to 4 do

for j:=1 to 3 do
if g[i j]<>9 then begin {Seveda jo moramo postaviti v lik.}
{V izbrani kvadratek postavimo enko in si zapomnimo koordinate.}
q.vrsta:=i; q.stolp:=j;

gli.jl:=1,
Poskusi(2,q);  {Rekurzivno poskusimo postaviti se ostala}
{stevila.}
gli.j]:=0; {Po poskusu prejsnjo postavitev enke zbrisemo.}
end;

end.

Bralcem, ki imajo radi ragunalnidtvo, pa v izziv postavljam Ze problem,
ki se mi je porodil ob prvi uganki: koliko reSitev ima prva uganka, e pogoje
omilimo tako, da sosednji &tevili ne smeta biti v kvadratkih s skupno stranico.
Ugotovili boste, da presenetljivo veliko.

Marjan Jerman

ZLOZENKA - Regitev s str. 115 'klolc|klal
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RAZVEDRILU

TANGRAMSKI PARADOKSI

ajbrz sta Ameritan Sam Loyd (1841 - 1911) in Anglez Henry Ernest
Dudeney (1857 - 1930) poznana marsikateremu bralcu Preseka, saj njunega
deleza na podrogju rekreacijske matematike preprosto ni mog& spregledati.
Oba sta zapustila opazne prispevke tudi v igri tangram. Poleg tega, da je
vsak izmed njiju objavil precej originalnih tangramskih likov, sta si privo3€ila
tudi kakZno prav duhovito Zalo na ratun logike. Seveda s pomo&jo tangrama.
Tako je Loyd avtor prvih treh tangramskih paradoksov, ki jih vidite na sliki,

Eetrti pa je Dudeneyev.

Oglejmo si risbice nekoliko pozorneje in poskufajmo ujeti njihovo spo-
roilo. Na prvi pogled se zdi, da je pri vsakem izmed Ztirih primerov vse v kar

najlepSem redu in da ni na njih naj-
ti ni€ nenavadnega. Lepo je nam-
re€ videti, da je pri vsakem izmed
Stirth parov figura na levi sestavlje-
na iz (najbrZ) vseh sedmih tangram-
skih ploZ&ic, pri vsaki desni figuri pa
manjka po ena izmed plos&ic.

Da, &e bi bilo zares tako, ... -
saj potem v teh Stirih risbicah ne
bi bilo nobenega paradoksa! Ven-
dar pa Loyd in Dudeney trdita, da
je prav vsak izmed osmih narisa-
nih likov sestavljen iz vseh sedmih
ploZ&ic!

In prav to je tisto, kar nape-
ljuje k paradoksalnosti. Postavlja
se namre& vpra3anje - le kako lahko
manjka nekaj, kar o&itno nikakor ne
sme manjkati?

Tako, zgolj toliko. Levji delez
zabave prepu$®am bralcu. Zagat-
nost teh 3tirih tangramskih parado-
ksov naj si razloZi, kakor pa& ve in
zna.

Vilke Domajnko



Slika 1. Ornamenti na marmorni oblogi s stilizi-
ranimi rastlinskimi vzorci iz leta 970 (levo), na
kosu egipZanske tkanine iz 12. stoletja (desno),
na €asi Karla Velikega iz 13. stoletja (v sredini).




