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KJE TICI VZROK?

Pred Zolskim testom iz eksponentnih ena&b je Miha doma nekoliko vadil. V
zbirki nalog je naletel na naslednjo ena&bo, ki je bila z dvema zvezdicama
oznalena kot teZja:

2x x 3
1+5 2 1+v5\  [1++5
2 2 o 2

Takole je premisljeval: " Za eksponente velja: 2x+x = 3, torejje x = 1."
Napravil je preskus, ki je pokazal, da je rezultat pravilen.

Vendar mu tisti dve zvezdici nista dali miru in kmalu je sprevidel, kje ga
je polomil.

Sedaj pa ga mué&i vpradanje, kje je vzrok, da je tudi po napaZni poti dobil
pravilen rezultat.

Bi znali odgovoriti na to vprasanje?

Poskusite ena&bo tudi resiti!

Marija Vencelj
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MRTEMATIBA

KAKO DOBIMO VSE TOCKE NA ENOTSKI KROZNICI

V Presekovi knjiZnici je ravnokar v slovenskem prevodu iz&la teZko pri¥akovana
knjiga Matka! znamenitega matematika Sergea Langa. Eno njenih poglavij
govori o pitagorejskih trojicah, to je o trojicah celih §tevil (a, b, c), ki zado3¥a-
jo enadbi a? + b2 = c?. Avtor pokaZe, kako dobimo prav vse pitagorejske
trojice s tem, da poi¥¥emo vse urejene pare racionalnih 3tevil (x,y), ki
zado¥tajo enatbi x2 + y2 = 1. To so, gledano geometrijsko, vse radonalne

totke (ki imajo obe koordinati radenalni) na enotski kroZnici.
V ravnini naj bo izbran pravo-

kotni koordinatni sistem. Naj bo k
enotska kroZnica v tej koordinatni
ravnini, to je kroZnica s polmerom 1
in ssredi€em v izhodi¥&u O koordi-
natnega sistema (slika 1). Torejje k fi(-1,0)
mnoZica vseh tistih to&k T(x,y) v
ravnini, katerih koordinati zado3&a-
ta ena&bi x2 + y2 = 1. (Upostevati
je treba, da je razdalja poljubne to¥-

ke T(x,y) od izhodii&a O enaka
X2 +y2) Slika 1.

V knjigi Matka! izvemo, kako lahko dobimo toZke na kroZnici k na
naslednji na&in. Naj bo t poljubno realno stevilo in naj bosta koordinati x in
y tocke T(x, y) tile funkciji t-ja:

1— 12 gy
i A e
Tedaj totka T(x, y) leZi na enotski kroXnici k. 1z (*) namreZ izhaja:

9

1—2t2+t4+ 4¢2 1422444
14262 4 t4 14224 t4 1421244

x2 + y2 =
Velja pa tudi tale, obratna trditev, ki jo zapid§imo kot izrek:

IZREK. Za poljubno totko T(x,y) na enotski kroZnici k, razlitno od
totke P(—1,0), obstaja tak¥no realno 3tevilo t, da velja:

x_l—t2 & et
e e SRS St |
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Preden bomo to dokazali, ne bo odve nekaj pojasnil. lzrek pove, da se
koordinati vsake toZke na kroZnici k, razen P(—1,0), izraZata s formulama
(*). Ce upostevamo ¥e prej¥njo ugotovitev, to pomeni: Ko t pretee vsa
realna stevila, tedaj to¢ka T(x, y), kjer je x = i—-__i_—:;, Y= L‘;,—, prete&e vso
enotsko kroZnico k, z izjemo totke P(-1,0). Lahko tudi re€emo: Z (*) je dana
preslikava (predpis), ki vsakemu realnemu ¥tevilu t € IR priredi ustrezno totko
T(x,y) € kin ki mnoZico realnih $tevil IR preslika na enotsko kroZnico k brez
totke P(—1,0). Neodvisno spremenljivko t navadno imenujemo parameter;
pravimo, da je kroZnica k z zvezama (*) podana parametri¢no.

Z (*) smo torej dobili vse totke na enotski kroZnici, razen toZke P(—1, 0).
Ce pa za t vstavimo poljubno racionalno #tevilo, sta o&itno tudi x = foets

1T in
Ve 1—2-17 racionalni ¥tevili. lzkaXe se: Ko t prete€e vsa racionalna #tevila,

tedaj ustrezna totka T (x, y) prete&e vse racionalne toZke na enotski kroZnici,
razen totke P(—1,0). (Glej konec dokaza nadega izreka.) Tako torej dobimo
vse urejene pare racionalnih Stevil (x, y), ki zado¥Zajo ena&bi x2+y?2=1.
Iz teh pa dobimo, kot Ze re&eno, vse pitagorejske trojice.

Ze vetkrat omenjena izjemna totka P(—1,0) ima koordinati x = —1,
y = 0, ki se ne izraZata s formulama (*). Ce naj bo namreZ y = 12Tttf =,

mora biti t = 0 in potem je x = %ﬁ; =1, torej x ni enak —1.

Dokazimo na¥ izrek najprej po algebraini poti, kakor je to narejeno v
knjigi Matka! (le da se tam avtor povsod omeji na racionalna $tevila). Naj bo
T(x,y) poljubna totka na enotski kroZnici k, razli¢na od P(—1,0). Zelimo
najti tako realno 3tevilo t, da bosta izpolnjeni ena&bi (*). Uganemo: Treba
jevzeti t = E'rr_l Tedaj je (x + 1)t = y in potem (x + 1)2t2 = y2. Ker je
T(x.,y) € k, je x2 4+ y? = 1in tako je y2 =1 — x2. Torej je

(x+1)%12=1-x*=(1+x)(1 - x)
Ker je x # —1in tako x + 1 # 0, lahko to ena¥bo delimo z x + 1 in dobimo:

(x+1)t2=1-x

Preuredimo: i+ 2)=1-12
In ¥e imamo: x =2 i%:;—z

e —1-t2414¢2 _ 2
Potem je: X4 1= dm e = ol
In kon&no: y=(x+1)t= 1_%!!.2.

Torej za poljubno toZko T(x, y) € k, razlitno od P(—1,0), res obstaja
tak t € R (nasli smo ga: t = $¥3), da velja: x = Il_f-:,; y = %, (Ce
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ima totka T (x, y) radonalni koordinati, je seveda tudi f racionalno $tevilo.)

Ta algebrai&ni dokaz naSega izreka je kar enostaven in kratek, seveda
potem, ko enkrat uganemo, da moramo vzeti t = ;-i—l Pravzaprav pa lahko
do tega pridemo brez ugibanja - le domisliti se moramo: &Ze naj veljata ena&bi

* s we I T - (- _ 2t 142 _
(*), tedaj mora biti x+1 = *=5757-— = == in potem T = e

= t. (Vendar tudi to ni kar na dlani - marsikdo se sploh ne bi domislil, da se
splata pogledati, upostevaje (*), koliko je tedaj x + 1.)

Razmisljanje ob algebrai€nem dokazu iz knjige Matka! me je spodbudilo,
da sem si zamislil naslednji, geometrijski dokaz naZega izreka. Ta bo sicer
dalj3i od algebraitnega dokaza, zato pa bodo imeli vsi posamezni koraki
nazoren, geometrijski pomen in jih bomo lahko spremljali na sliki. Parameter
t bomo vpeljali tako, da mu bomo dali natanko doloZen geometrijski pomen;
izkazalo pa se bo, da je ta t isti kot zgoraj, torej t = ?’-‘IL-T

V koordinatni ravnini imamo enotsko kroZnico k, na njej pa "izjemno"
totko P(—1,0) (slika 2). Naj bo T(x,y) poljubna toka na kroZnici k,
razlitna od P(—1,0). Skozi totko T poloZimo pravokotnico na abscisno os;
ta seka abscisno os v to&ki T, ki ima isto absciso kot T, ordinato pa 0: 7' =

= T'(x,0). Potegnimo 3e premico skozi toki P in T; natanko je
dolo®ena, saj je P # T. Ta prem-

ica seka ordinatno os v neki tocki U;
njena abscisa je 0, njeno ordinato pa
imenujmo t, torej U = U(0,t). S
totko T je toZka U in njena ordi-
nata t natanko dolo&ena; izkazalo
se bo, da je t = 7:71' Obratno
pa je z U oziroma t tudi toZka T
natanko dolo&ena, saj je T prese&i-
§& kroZnice k s premico skozi P in
U. Torejsta koordinati x in y toZke
T natanko dolo€eni s t, se pravi, x
in y sta funkci{i t-ja; izkazalo se bo,

dajex:ﬁ-h-my:i%%z—, Slika 2.

Skozi izhodi¥¢e O poloZimo pravokotnico na daljico PT; ta seka PT
v neki toZki S. Ker je trikotnik PT O enakokrak: | PO | = | TO | = 1
in je daljica SO njegova vi§ina, je toZka S sredi¥Ze osnovnice PT. Torej je
|:PT | =2 S

Trikotniki POS, PUO in PTT' so o&itno pravokotni in imajo ¥e skupen
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ostri kot ¢ pri ogli¢u P, zato so si podobni. DolZine nekaterih njihovih
stranic lahko Ze takojugotovimo: | PO |=1,|UO |=1t,| PT'|=| PO | +
+|0T' | =1+x, |[TT'|=y

Parameter t bomo izrazili s koordinatama x, y totke T.

Trikotlnilc()al PUO in PT!T_!'_;-sta podobna, zato je %g—gi ]I%[
u . 1

Seveda je FO| = f=tin BT = x+1 Torej je t = 2= X+1

Koordinati x, v to&ke T pa bomo izrazili s parametrom t,
Za trikotnik PUO pove Pitagorov izrek: | PU 2 = | PO |2 4+ | UO |2 =
=14 t2. Torejje | PU | = V1 + £2.

Trikotnika POS in PUO sta podobna zatoje Pl = % = 711? Torej

Trikotnika PTT' in PUO sta podobna. zato je I|};1;[ = ||£3| = \/11+:?.
Torejje | PT' | = | PT | - ¢1+r2 = V,I?Hz . V,11+t2 =21+t2. Ker je
[ITJT,'_I" | ]-_{;Cj)l|+ x, je x':‘ | & ] —’1 = i&,}— 1= % Nac;a:he Je
!PTITkl—-O—lzt Torejje y = |TT'|=| PT'| t=1mt=1e

o smo dokazali naj izrek: Za poljubno totko T(x, y) € k, razli€no
od P(—1,0), smo nadli tak t € IR, da je x = 1-t2 _LI Pri tem

Jet ordmata preseéi¥&a premice skozi Pin T z or}-matno oero hkratl pa je
t== x+1. (V primeru, ko je T = P, seveda takega t-ja ne moremo dobiti,
saj gre skozi eno in isto tofko T = P nesteto premic.) Obratno pa je totka
T(x,y) presecidce kroZnice k s premico skozi P(—1,0) in U(0, t).

Slika 2 je narejena za primer, ko je x > 0 in y > 0. Bralec lahko
sam narie slike za druge moZnosti lege totke T(x, y), ki so seveda nekoliko
drugaZne; ogleda naj si sliko 3. Na¥ dokaz pa v bistvu velja za vse primere,
le da bi ga bilo treba tu in tam Ze izostriti. (Tako namesto: | UO | = t,
| TT' | = y upotevamo: | UO | = |t || TT!' | = | y |, kar velja vedno,
tudi kadar je y < Oin s tem t < 0.)

Geometrijski pomen parametra t nam pomaga nazorno videti, kako us-
trezna totka T(x, y) (v smislu formul (*)) potuje po kroZnici k, ko t te¥e po
realnih stevilih. Dogovorimo se, da poljuben t kar ena&imo s totko U(0, t)
na ordinatni osi; s tem pa mnoZico realnih 3tevil IR ena&mo z ordinatno osjo.
Zdaj lahko re€emo za poljuben t € IR: ustrezna totka T (v smislu formul
(*)) je presecisée premice skozi P in t s kroZnico k (slika 3).

Ob sliki ni teZko ugotoviti, da velja naslednje. Ko je t = 0, je ustrezna
totka T enaka T(1,0). Kojet =1,je T =T(0,1); ko paje t = —1, je
T =T(0,-1). (V teh dveh primerih T sovpada s t.) Ko t naras€a od 0 do
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1, tedaj ustrezna totka T potuje
po prvem kvadrantu kroZnice k od
T(1,0)do T(0,1). (Prvikvadrant
krofnice k je pa& njen presek s
prvim kvadrantom koordinatne
ravnine.) Ko t narad€a od 1 Zez
vsako mejo, tedaj T potuje po dru- [
gem kvadrantu kroZnice k od P16
T(0,1) proti P(—1,0). Ko pa t . T
pada od 0 do —1, tedaj T potuje
po Cetrtem kvadrantu kroZnice k
od T(1,0) do T(0,—1). Ko t
pada od —1 pod vsako mejo, tedaj
T potuje po tretjem kvadrantu / T(0,-1)
kroZnice k od T(0,—1) proti %
P(—1,0). (Seveda bi do teh spo-

znanj lahko prav tako prigli na podlagi formul (*).)

Iz vsega tega lahko povzamemo: Ko t pretefe v pozitivnem smislu
vso mnoZico realnih 3tevil IR, oziroma ordinatno os, tedaj ustrezna toZka
T pretede vso enotsko kroZnico k, z izjemo totke P(—1,0), v pozitivnem
smislu (ki je nasproten smislu urnega kazalca). Pri tem gre T skozi vsako
posamezno toko na k samo enkrat, saj je tudi t s totko T natanko dolo&en
in zato dobimo vsako posamezno toZko na k samo pri enem t-ju. Torejlahko
reCemo:

Slika 3.

Preslikava, ki vsakemu t € IR priredi ustrezno totko T € k (v smislu
formul (*)), preslika mnoZico realnih $tevil IR bijektivno (povratno enoli€no)
na enotsko kroZnico k brez totke P(—1,0).

O tej preslikavi smo spregovorili e takoj za nagim izrekom. Zdaj pa smo
e dodali ugotovitev o njeni bijektivnosti.
Za bralce, ki dobro poznajo kotne funkcije, ne bo prete?ka naslednja

NALOGA

Na sliki 2 sta oznagena kota <7 PT' = 1 in «TOT' = . Kakgna je
zveza med njima? Parameter t (ordinato totke U) in koordinati x, y toZke

T izra;i s kotnimi funkcijami kota 1. Odtod izpelji formuli: x = }_%;
- o
Y =1y

Janez Rakovec



NEPREDVIDLJIVO ZAPOREDIJE

Vzemimo katerokoli naravno stevilo. Ce je stevilo sodo, ga razpolovimo, &e pa

je liho, ga potrojimo in pristejemo ena. Tako dobimo novo 3tevilo, s katerim

ponovimo opisani postopek, in tako nadaljujemo. Poskusimo s 15 in s 6:
15, 46, 23, 70, 35, 106, 53, 160, 80, 40, 20, 10, 5, 16, 8,4, 2, 1, ...
6,3, 10,5, 16, 8. 4, 2, 1; ..

Obe zaporedji koncata v n; {58'“ ;70"‘
zanki 4, 2, 1. Med prvimi 3 B m
o 2 17 104 10
50.naravn|m| Stevili je 27 naj N, 6\53 -
hujge. Sele po 77 korakih - e \50’3 _
doseZe zaporedje najvejo 42 3 80 8L
+ . - i g
vrednost 9232 in potem je 7 0 o2 :
potrebnih ¥e 34 korakov, da . D}U 21 \6.{.‘)23
kon&a v zanki 4, 2, 1. Po- L : 32/
stopek lahko tudi obrnemo b el
in si nari¥emo takole drevo: - g~
e

B 1

DOMMNEVA: Zaporedje za vsako naravno stevilo kon&a v zanki 4, 2, 1.
Do sedaj te domneve $e nih&e ni dokazal, niti je ni ovrgel s protiprimerom, to
je zaCetnim 3Stevilom, ki ne privede do zanke 4, 2, 1. Ce protiprimer obstaja,
mora biti izredno veliko Stevilo, saj so bila preizku§ena ¥e vsa naravna $tevila
do 7101, Ce domneva drZi, so v zgornjem drevesu vklju¥ena vsa nravna
Stevila; &e pa ne, potem obstaja vsaj ¥e eno drevo s koreninami v drugi zanki,
ali pa se zaporedje razteza v neskon&nost, ne da bi se 3tevila ponavljala.

Ciril Pezdir

OSTANKI

Pri katerih naravnih %tevilih n je vsota
sn — 1!! 'F 2!’1 + 3!’} J'_ Y. i" n!l

deljiva s tri?

Boris Lavri&
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OBRAT EULERJEVEGA IZREKA

Ozna&imo z r in p dolZini polmerov o&rtane in v&rtane kroZnice danega
trikotnika ABC. Ze v osemnajstem stoletju je velik matematik Leonhard
Euler (1707 - 1783) dokazal, da razdaljo d med sredis&ema obeh kroZnic
lahko izrazimo s formulo

d?2 =2 — 2pr (1)

ki se zdaj po njem imenuje (taksnih formul je %e nekaj!). Oglejmo si dokaz
te formule, ki nam bo omogogil utemeljiti zanimiv "obrat” lastnosti (1):

Slika 1

Ozna&imo z O in V sredi&i ortane in v&rtane kroZnice trikotnika ABC
in poloZimo skozi O in V premer M N o&rtane kroZnice. Spustimo pravokot-
nico VD nastranico BC, kotnosimetralo CV trikotnika ABC pa podaljsajmo
do se&ia P z o&rtano kroZnico. Nato na&rtajmo e vig§ino OE enakokrakega
trikotnika PBO. Seveda E razpolavlja osnovnico PB, torej velja

| PB | =2 PE | (2)

Ker je sredi&ni kot POB nad tetivo PB dvakrat ve&ji kot obodni kot PCB
nad isto tetivo, velja Ze
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4 POE = %{POB =£PLE (3)

Primerjajmo zdaj kota BV P in VBP. Upostevajmo, da je prvi zunanji kot
trikotnika BCV/, da sta BV in CV kotni simetrali trikotnika ABC in da sta
ABP in ACP obodna kota nad isto tetivo AP, pa dobimo

¥BVP = «VBC+ «BCV =
=4VBA+ 4€ACP =
=4<VBA+4<ABP =4VBP

Od tod sledi enakost
['PB = [V (4)

Togki M in N smo doloéili tako, davelja | MV |=r+din |VN|=r—d
ali obratno, zato po izreku o sekantah dobimo

|PV|-|VC|=|MV]| |VN|=r?-d? (5)

Iz (3) preberemo, da sta pravokotna trikotnika PEO in VDC podobna, zato
velja

p Ve |=|VD|xIVC |=|PE:|PQ|=tPE|: r (8)
od koder z uporabo (2), (4) in (5) dobimo iskano formulo
200=2|PE|-|VC|=|PV|-|VC|=r?-d?

Dokaz enakosti (1) je s tem kon&an, bralec pa bo brez teZav iz (1) izlu¥cil 3e
oceno

r>2p

in ugotovil, da v njej nastopi ena&aj natanko takrat, kadar je trikotnik ABC
enakostranicen.

Zdaj je na vrsti obrat lastnosti (1):
Predpostavimo, da razdalja d med sredi¥€ema kroZnic s polmeroma
dol¥ine r in p zado3Za enakosti (1). Potem velja

r>2p in (r=p=p2+d?>d?
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Od tod sledi r > p + d, torej kroZnica s polmerom p leZi znotraj kroZnice s
polmerom r. Ponuja se naslednje vprasanje: Ali obstaja kak trikotnik, ki mu
je ve&ja kroZnica o&rtana, manj%a pa v&rtana? Ne le, da je odgovor prtrdilen,
velja ¥e ved:

Vsak trikotnik, ki je v&rtan ve&ji kroZnici in se z dvema stranicama dotika
manjse, je njej olrtan.

Utemeljitev te trditve bomo oprli na dokaz formule (1): Vé&rtajmo v
ve&jo kroZnico s sredi¥€em O trikotnik ABC, ki naj se s stranicama AC in
BC dotika manjge kroZnice ssredi¥€em V. Totke M, N, P, D in E postavimo
tako kot pri dokazu zveze (1). Prav tako lahko ugotovimo, da veljajo lastnosti
(2), (3), (5) in (6). ZdruZimo (1) in (5) v

| PV |- |VC|=2pr

iz (6) vzemimo | PE | - | VC | = pr in iz dobljenih enakosti preberimo
| PV | =2| PE |. Uporabimo %e (2) in dobimo | PV | = | PB |, torej tudi

*BVP =<4VBP

Slika 2

Od tod zaradi enakosti < PCB = < ABP sledi
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4<VBA=«<VBP - $ABP =<4BVP - <PCB =4VBC

kar pove, da je BV kotna simetrala trikotnika ABC. Torej je le-ta res o&rtan
manj&i kroZnici, kot smo trdili.
Pravkar dokazano lastnost ilustrira slika 2.

Sklenimo sestavek z nalogami:

1. Sredi¥Ze kroZnice, o&rtane danemu trikotniku, leZi na njegovi vértani
kroZnici. Kolik¥no je razmerje dolZin polmerov obeh kroZnic?

2. Poi&¢i potreben in zadosten pogoj za obstoj pravokotnega trikotnika,

ki je v&rtan kroZnici s polmerom r in hkrati o&rtan kroZnici s polmerom p.
3. V danem kvadratu leZi ma-

nj3i kvadrat, katerega osnovnica leZi
na sredini osnovnice ve&jega kvadra-
ta (Glej sliko 3). Obema o&rtamo
kroZnici. DokaZi, da sta enakovre-
dni naslednji izjavi:

a. Obstaja trikotnik, ki mu je
vetja kroZnica olrtana, manj$a pa
vértana.

b. Sredi¥&e ve&je kroZnice leZi iz
na manjsi. Slika 3

4. Osnovnica AB enakokrakega triktonika ABC meri 8 cm, krak pa je

dvakrat dalj%i od razdalje med sredi¥ema o&rtane in v&rtane kroZnice tega
trikotnika. Kolik¥na je njegova plo¥&ina?

Boris Lavri&
Reg&itve bodo objavljene v naslednji Stevilki Preseka.

IRACIONALNE VSOTE
DokaZi, da so $tevila
V243, V2+ 93, V24V3 in V24 V3

iracionalna.

Boris Lavri&



FIZIBA

KOS! KO§!

Studenti mestnega koled¥a v Springfieldu v ameriski zvezni drfavi Massa-
chusetts so zelo radi igrali ameriki nogomet. Velikokrat pa so se morali
zaradi deZja odpovedati priljubljeni igri z Zogo. Njihovemu u&itelju Jame-
su Naismithu je 8lo tarnanje studentov zaradi slabega vremena do Zivega in
poskusil jim je ustredi z igro z Fogo v dvorani. Pri njej je bilo treba Zogo
spraviti v visoko postavljena ko¥a za breskve. Pozneje so koSema odstranili
dno, da ni bilo treba vedno plezati po Zogo, in ju vpeli. Tako je bila leta 1891
rojena kosarka, ki sodi med najbolj prijubljene Zportne igre. V po&astitev
stoletnice ko¥arke poenostavljeno opi¥imo del pomembnega sestavnega dela
igre - meta na kos. Pri tem shajamo z osnovnimi enaZbami za enakomerno
in enakomerno pospedeno premo gibanje in trigonometrijo.

Opazujmo gibanje srediséa Zoge v navpi&ni ravnini, ko leti ¥oga proti
kofu. Sredina obroZa v kodu naj bo v to¥ki (xo, Vo), &e zapusti sredide
7oge metal&evo roko, ko je v izhodi¥¥u. Sredi%&e Foge se giblje z zadetno
hitrostjo v pod kotom B proti vodoravnici. Kot med zveznico sredine obroZa
z izhodi¥em in vodoravnico zaznamujmo z Bg in kot med smerjo hitrosti
sredi¥€a Zoge pri letu skozi obro€ in vodoravnico z o (slika 1).

Gibanje sredia Zoge pri posevnem metu razstavimo na vodoravno in
navpiéno gibanje. Za&etno hitrost razstavimo na vodoravno komponento
v cos 3 in na navpi&no komponento vsin 3. Pri vodoravnem gibanju je hitrost
konstantna in razdalja narag€a sorazmerno s &asom:

vx = v cos 3 x = vicosf3

Slika 1. Met na koi.

|
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Pri navpi&nem gibanju je hitrost sestavljena iz konstantnega dela, ki ustreza
gibanju z zadetno hitrostjo navzgor, in iz dela, ki s €asom enakomerno nara&¥a
in ustreza prostemu padanju. Razdalja zaradi prvega prispevka nara¥®a so-
razmerno s fasom, zaradi drugega pa sorazmerno s kvadratom Zasa, kar je
znacilno za enakomerno pospeseno gibanje, kakrino je prosto padanje:

vy = vsinf3 — gt y:vtsinﬁ—%gtz

Pospedek prostega pada ali teZni pospe¥ek g meri 9,8 m/s?. |z zadnje od
prvih dveh ena&b izraunamo s t = x/vcosf in ga vstavimo v zadnjo
enatbo:

gx?

= EEIPER: P
=i 2v2cos? 3
SredisZe ¥oge se giblje po paraboli.

Ce gre sredis&e Yoge skozi sredino obro&a, mora veljati
9x3

=Xptanp — —————
Yo nieng 2v2cos? B

= X, tan Bp

V ena&bo smo vkljuéili nazadnje %e kot Bp, saj velja tan Bg = yo/xo. Delimo
jo z xo in dobimo

gXo
e 1
2v2cos? 3 (1)
Iz enaZbe najpre] izra&unamo xo = (2v? cos? 3/ g)(tan B—tan Bp) in to zvezo
predelamo v

tanBg =tan —

(sin (26 — Bo) — sin Bo) (2)

Xo =

gcosﬁ

Pot vodi preko korakov: x, =

2v2cos? B (sinﬁ sinﬁg) _
g cosB  cosfo)

2

== % (ZSEnﬁcos,@— 726052 ﬁsinﬁo) =

cos By

?
_ (sm 2(3 cos By — cos 2[Bsin By — sin Bp)

" gcosf
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Pri njih uporabimo enaZbe sasinus in kosinus dvojnega kota in za sinus razlike
kotov:

2sin Bcos B =sin 23, cos283 = cos? B—sin?B=2cos?2B—1 in
sin 23 cos By — cos 2B3sin Bg = sin (28 — Bo)

Kot, pod katerim prileti sredi¥€e Zoge skozi obrog, dolo¥ata komponenti
hitrosti vy, in vy, v to&ki (xo, yo) takole:

—Vyo _ —(vsinB — gt) g x
t = e — —
S Vs v cos B et v cos B v cos 3
gx
= —t R
w4 v2cos? 3

Pri tem smo upostevali, da je komponenta hitrosti v smeri osi y pri kofu
negativna in - kot prej - izrazili &as s koordinato x. Z enaZbo (1) dobimo
drugo pomembno zvezo:

tano = tan 8 — 2tan g (3)

Zdaj se vpra%ajmo po najugodnej¥em kotu za met. Pri kolik¥nem kotu je
hitrost pri dani razdalji xo najmanj¥a? V ena&bi (2) nastopa kot 8 samo
v prvem &lenu. Sinus ne more biti ve&ji od 1 in doseZe to vrednost pri
23 — Bo = 90°, torej je

n=45° + 160 (4)
najugodnejsi kot za met. Pri tem kotu preide enaZba (2) v
_ v2(1 —sin Bo)
o e N B
g cos fBo

Iz nje izraunamo najmanj%o hitrost

,— \/gxo cosfBy gx2

1—sinBo x3+y3—yo

s katero dosefemo ko%¥ iz dane razdalje xo.
Vzemimo, da meZe igralec z meje obmo&ja treh totk pri xo = 6 m in
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je ob metu sredi¥%e Zoge 1 meter pod koSem (yo = 1 m). Najprej iz ena&be
tan By = Yo/Xs = % izratunamo kot By = 9.5° in nato iz enatbe (4)
najugodnej¥i kot B = 45° + % -9,5% = 55° Zadnja enaZba da za hitrost pri
najugodnej¥em kotu

-2 . . o
v:\/Q.Bms 6m-cos9,5 =8.3m/s.

1—sin9,5°

Ta hitrost narad¥a z nara¥€ajolo razdaljo (slika 3).

Zoga z maso m = 0,6 kg ima pri tej hitrosti kineti¥no energijo 5 1mv2 =

% 0,6kg-8 32m?s~2 = 21 joulov. Pri pospefevanju Zoge mora metaléeva

roka opraviti to||k§no delo, kot da bi telo z maso 2 kilogramov dvignila meter
visoko. Ce traja pospedevanje 0,2 sekunde, dela tedaj z mo&jo 21 joulov/0,2
sekunde = 105 wattov.

Zanima nas ¥e, kolik¥en je kot o pri najugodnejfem kotu 3,7 |z ena&be
(3) dobimo za ta primer z adicijskimi izreki za kotne funkcije o0 = 45° — %{30.
Pri nagem zgledu meri ta kot o = 45° — %9. 59'=140°,

V premeru meri obro& koa 18 col (2r, = 45,7 cm) in Zoga 9,5 col
(2r = 24,1 cm), tako da je razmerje radijev Yoge in obrofa r/ro, = k = 0,53.
Zoga zato lahko zgre#i s svojim sredi¥&em sredino obroZa najve¥ za odmik

§X0 = fo — —— = ro(1 — k/sin a) (5)

s5in o

v eno ali drugo stran. Kljub temu
gre skozi obrog, &e prileti pod kotom
a. Upostevali smo na eni in drugi
strani skrajni odmik, pri katerem se

Foga ravno podrsa po obrou (slika ‘E
2). Zoga gre skozi obroZ tudi ¥e ':
pri nekoliko ve&jem odmiku, ko se !'§
odbije na obro&u. Vendar takih ko- -
Zev in ko¥ev, pri katerih se ¥oga od- [E
bije na tabli, tu nismo upostevali. .iS
.

r/sina oxl

— iy

-]

Slika 2. Dopustni odmik pri letu Zoge : o I
skozi obroZ.
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Pri metu z meje obmo&ja treh toZk pod najugodnej¥im kotom je najvegji
dovoljeni odmik po ena&bi (5)

6x0=22,9cm(1—0,53/sin40°) =4 cm

Nazadnje se zanimajmo ¥e za to, kako se spremeni odmik, & malo
spremenimo kot 3. Ena&bo (2) zapifemo za povedani kot 3':

2
x! = gC:sﬁD(sin (28’ — Bo) —sin Bo)

od nje odstejemo ena&bo (2) in razliko delimo z enaZbo (2):
Xo = Xo _ 8xo _sin (2B’ — fBo) —sin (28 — o)
Xa %o sin (28 — Bo) —sin By

Stevec predelamo z enaZbo za razliko sinusov in nato uporabimo enaZbo za
kosinus vsote kotov:

sin (26’ — Bo) —sin (28 — Bo) = 2cos (28 — Bo + 68)sin 68 =

= 2cos (28 — Bo) cos §Bsin 6B — 2sin (28 — Bo)sin’ 68

Pri tem smo uvedli razliko kotov §3 = B’ — 8. Ta razlika je majhna in

njen sinus je tudi majhen. Tako je drugi &len, ki vsebuje kvadrat njenega

sinusa, precej manj$i od prvega. Odlo&lni prvi &len postane enak ni& pri

najugodnejem kotu [B,. Tedaj velja namreZ 203, — By = 90°, a kosinus

pravega kota je enak ni&. Pri najugodnej$em kotu dobimo najmanjsi relativni
odmik:

dxo 2sin? 6 6

Xo  1—sin Bo (6)

Za koliko stopinj se lahko metalec pri metu pod najugodnejsim kotom z

meje obmo&ja treh to&k zmoti v eno ali v drugo stran, da ne bo zgredil meta?
V enalbo, ki jo dobimo iz (6)

g \/(1 — sin Bo) |6 o]

2XO

vstavimo xo = 6m, Bg = 9,5%in §xo = 4 cm, padobimo §3 = 0,053 = 3°.
Kot vstopinjah izra&unamo tako, da kot v lo&ni meri pomnoZimo s 360° /2.



Tudisicer doseZemo pri dolo&a-
nju kotov brez merjenja nenatang-
nost na nekaj stopinj. Crta, ki jo s
prosto roko nari§emo skozi dve to&ki
v razmiku deset centimetrov, je za
okoli 3° odklonjena od premice, na-
risane z ravnilom.

Po vsem tem si ne moremo kaj,
da ne bi ob&udovali zanesljivosti ko-
Zarkarjev pri metu na ko¥. P.J.Bran-
cazio je v &lanku Physics of basket-
ball, American Journal of Physics
49 (1981) 356 porofal o okoli 80
metih dobrih koZarkarjev. Mete je
med igro posnel s filmsko kamero in
po posnetkih premeril. Pri uspegnih
metih je bil kot zelo blizu najugod-
nejSega kota. Dobri ko3arkarji dose-
Zejo v igri, ko jih nasprotniki pri
metu ovirajo, 50 % in ve& zadetkov.
Prineoviranih metih v igri izkoristek
naraste na kakih 70 % in pri kazen-
skih metih na 90 %. Po Guinessovi
knjigi rekordov iz leta 1980 je Ted
St.Martin leta 1977 zadel 2036 za-
porednih kazenskih metov na kog,
Fred L.Newman pa je leta 1978 za-
del 88 zaporednih kazenskih metov
z zavezanimi o€mi. R.Vinokur je
v &anku Kinematika basketbol'nogo
broska, Kvant (1990) 4 (2), v kate-
rem je dokaj podrobno obdelal giba-
nje Zoge pri metu, opozoril na to, da
mora izvrsten  koSarkar poleg

Slika 3. Zadetna hitrost Zoge pri metu
pod najugodnej§im kotom (), kot Bg, kot
a in najugodnejgi kot B, (b), odmik &x,
(c) in odmik 83 (d) v odvisnosti od raz-
dalje xo pri viginski razliki yo =1 m
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preostalega treninga po petstokrat na dan vre&i Yogo na kog, da ostane v vaji.

Kofarkarin fizik se lotita meta na ko¥ popolnoma razli€no. Fizik raziskuje
na splo&no pojav, ki ga je tako poenostavil, da ga obvlada s preprostimi
enacbami. Tu smo se omejili na navpi&no ravnino skozi sredino obro&a in
nismo obravnavali odmikov od najboljZe smeri levo in desno. lzognili smo se
tudi zra&nemu uporu, ki ni popolnoma zanemarljiv, in vrtenju Zoge. Kogarkar
si z vajo pridobi spretnost, da zadene kof iz vseh mogo&ih poloZajev. V obeh
dejavnostih gre za spoznavanje pojavov in za izkugnje in v obeh imajo glavno
vlogo moZgani, le da na razli€nih ravneh. Podrobnosti o tem e ne poznamo.
Zares pa koZarkarjeva raven fiziku ne more koristiti in najbrZ si tudi koZarkar
s fizikovo ne more dosti pomagati.

Janez Strnad

LANG S., MATKA! Pogovori z ulenci. Prevedel Janko
Moder. Ljubljana 1991. (Presekova knjiZnica; 34) 116 strani

Ta knjiga je nekaj posebnega. Njen avtor Serge Lang je zelo priznan razisko-
valec v algebri, napisal pa je tudi osemindvajset u&enih knjig z razlinih po-
dro&ij matematike. Predava na znani ameriki univerzi Yale, vendar se je pred
nekaj leti na lastno pobudo oglasil prisrednje3olcih v Parizu in v kanadskem
Torontu. V tej knjigi beremo, kako se je z njimi pogovarjal o zanimivih reZeh
iz matematike, kot so: raztegi likov in teles, $tevilo x, plo¥ina in obseg
kroga, prostornina in povrdina krogle, prostornine piramid in stoZcev, vije di-
menzije, pitagorejska Stevila, neskon&nosti ... Seveda so ga u&enci spradevali
tudi o njegovem lastnem delu.

Ti razgovori so vseskozi Zivahni in duhoviti, kakor v izvirniku, tako ni&
manj v imenitnem prevodu naSega priznanega jezikoslovca Janka Modra.
Avtor doseZe, da u&enci sami izvedejo posamezne majhne korake v celotni
izpeljavi in tako uvidijo, da matematike le ni tako nemogo&e razumeti. Za
konec pa kak¥en ucenec ¥e ponovi ves dokaz. Tak¥no dokazovanje pomaga
&loveku ksamostojnemu logi€nemu misljenju ter krazumevanju, zakaj je nekaj
res v matematiki in kak¥ne so zveze med navidez razli&nimi matemati&nimi
pojmi. Ob zgledih avtor pokaZe, kako je algebra v pomo& geometriji, marsikaj
pa tudi obratno (na primer vsota neke neskon&ne vrste pomeni prostornino
piramide in jo tako zlahka dolo&imo). Sploh nas S. Lang po najkraj3i poti
popelje v sredino dogajanja in nam odpre pogled na lepoto matematiZne
zgradbe. Svojemu izvirnemu pristopu je avtor dodal e $tevilne metodi&ne
napotke, zbrane v pripombah k poglavjem.

Janez Rakovec
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OSTANKI — Regitev s str. 263

Oglejmo si najprej ostanke, ki jih dobimo pri deljenju Ztevil
yk gk gk 4k o ReN

s tri. Brez te¥av lahko ugotovimo, da so ostanki enaki

1,2, 0,1, 2,0, ... zalihe k
1,1, 0,1, 1,0, ... zasode k

in da se periodi&no ponavljajo s periodo 3. Od tod sledi, da delne vsote
ik, R ok, kyak gk
pri deljenju s tri dajo ostanke

1,0,0,1,0,0,1, 0,0, ... zalihe k
1,2 2. 08,1,1, 2,0, 0, ... zasode k

ki se ponavljajo s periodo 3 za lihe k in s periodo 9 za sode k. Zdaj sestavimo
zaporedje ostankov, ki jih dobimo pri deljenju Stevil 51, sp, s3.... s tri.
Dobimo periodi€no zaporedje

I 2 6,0,08, 23,5 0,0, 1, 9.2 1.3, 0 28,0 .

s periodo 18. Vsota s, je torej deljiva s tri, kadar je n deljiv z 18 in kadar pri
deljenju z 18 da enega od ostankov 3, 4, 5, 8, 9, 11, 15, 17,

Boris Lavri&

MIMOGREDE - Regditev naloge s str. 242

S pomogjo logaritmiranja refimo ena&bo 2—2190000000 — 10X Dobimo:
x = —659255690, 6. Naj bo poslej: y = 659255690. Zatorej:
1 == 2'—2190000000 =1— 10X o

=1-0,000...000a... (a+#0)

=0,999...999b... (b#9)
Vilke Domajnko



TEAMOVANJA

31. ZVEZNO TEKMOVANJE SREDNJESOLCEV 1Z
MATEMATIKE

31. zvezno tekmovanje srednjedolcev iz matematike je letos organiziralo Dru-
ftvo matematikov, fizikov in astronomov Bosne in Hercegovine. Tekmovanje
je bilo v Tuzli, 20. in 21, aprila 1990. Letos je bilo med 121 u€enci iz vseh
krajev Jugoslavije tudi 16 tekmovalcev iz nade republike: iz prvega letnika
Bojan GORNIK, Marko KRAJNC, Mitja MASTNAK in Andrej SRAKAR, iz
drugega TomaZ CEDILNIK, Marko SLAPAR in Gregor SEGA, iz tretjega Igor
PANIC in Marko PETRUSIC ter iz &etrtega Andrej BAUER, Ales CASAR,
Alenka KAVKLER, Marko KERN, Mitja KOLSEK, Roman MODIC in Martin
RAIC. Vodila sta jih studenta matematike Peter ANASTASOV in Matja?
ZELJKO, zastopnik Slovenije v zvezni tekmovalni komisiji pa je bil asistent
Darjo FELDA.

Slovenska ekipa je po naporni no&ni voZnji prispela v Tuzlo v petek zjutraj.
Prebivala je v zelo lepem hotelu Tuzla. Naslednji dan so tekmovalci v gim-
naziji Mege Selimoviéa 3tiri ure redevali naslednje naloge:

Prvi letnik

1. Naj bo n naravno $tevilo. DokaZi enakost

(33...3)2 4 (55...544...4)> = (55...544...45)?
n n—1 n n—1 n-1

2. Dan je ostrokotni trikotnik ABC s kotom «ACB = 60°. DokaZi, da
sredigZe trikotniku ofrtanega kroga leZi na simetrali enega od kotov, ki
jih oklepata vigini iz ogli¥& A in B.

3. Najbo f:{a1,32,.-.,an}t — {21.32,.-.. an} bijekcija z lastnostjo
a1 +f(a1) <ap+f(a2) <...<an+f(an) kjersoa; < a3 <...<
< a, dana realna 8tevila. DokaZi, da je f identi&na preslikava.

4. Na tabli sta zapisani &tevili 1in 2. Ko zapisujemo nanjo nova 3tevila, se
dr¥imo naslednjega pravila: &e sta na tabli $tevili ain b, lahko dopiemo
Stevilo ab + a + b. Ali lahko na ta nacin dobimo %tevili 13121 in
12131°%

Drugi letnik

1. Poi&i vse pare (x,y) razlinih naravnih $tevil, taksnih, da velja: &e
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zamenjamo zadnji dve $tevki v Stevilu x2, dobimo y2.

2. Lomljena &rta, ki je razdeljena na odseke dolZine 3 in s kraji¥i odsekov
na plas€u kocke z robom 2, povezuje dve najbolj oddaljeni oglis&i te
kocke. Koliko najmanj odsekov ima lahko ta &rta?

3. Dan je trikotnik ABC. Naj to¢ka K le¥i na AB, L na BC in M na
KL. Dokazi, da velja ¥/Pagc > /Paxm + V' PmiLc, kier P pomeni
povrsino.

4. Kralj Zeli zgraditi tak¥en pritli¥en dvorec z 1990 sobami, da velja:

a. Vsaka soba ima 0, 1 ali 2 vrat.
b. Med vsakima dvema sobama so najve¥ ena vrata in iz vsake sobe
vodijo na ulico najveZ ena vrata.
c. Vrat, ki vodijo na ulico, je 19, sob z enimi vrati pa 90.
Ali je mogoce zgraditi tak dvorec?

Tretji in Zetrti letnik

1. Kvader dimenzije m x nx p ( m, nin p so naravna $tevila) je sestavljen
iz mnp kock s stranico 1. Vsaki od teh kock je prirejeno realno Stevilo.
Za vsak kvader dimenzije mx 1 x lalilxnx1lalilx1xp,ki
je sestavljen iz teh kock, velja: Stevila, ki so prirejena kockam v tem
kvadru, vzeta po vrsti, tvorijo aritmeti€no zaporedje. Vsota osmih Stevil,
ki so prirejena kockam ob ogli¥¢h kvadra, je enaka a.
lzradunaj vsoto vseh prirejenih Stevil.

2. Naj bo xg = 1990 in x, = —Eﬁg—o(xg +x14...4xp-1) za n > 1.
lzraCunaj xg + 2x1 + 22)(2 + ...+ Zlggoxlggg.

3. Naj bo S sredi¥e odrtanega kroga in H viginska to&ka trikotnika ABC.
@ naj bo taka totka, da je S sredis&e daljice HQ ter T7, T, T3 po vrsti
te¥i¥¢a trikotnikov BCQ, CAQ in ABQ. DokaZi, da je AT; = BTy =
= Elaz= %—R, kjer je R polmer ofrtanega kroga trikotnika ABC.

4. Koliko razliénih binarnih relacij, ki niso ne simetri€ne ne antisimetriéne,
obstaja v mnoZici n elementov 7 (Reemo, da je relacija antisimetritna,
€e za poljubna razli€na elementa a in b, taka, da je a v relaciji z b, velja,
da b ni v relaciji z a. )

Popoldne so si tekmovalci ogledali muzej solarstva in tovarno soli, zve&er
pa je bilo dru¥abno sreZanje v diskoteki hotela. Ze po nekajurnem popra-
vljanju nalog je tekmovalna komisija opazila veliko izena&enost tekmovalcev;
po objavljenih neuradnih rezultatih je bilo jasno, da na podlagi rezultatov s
tekmovanja ne bo mo& dolo&iti ekipe za Mednarodno matemati€no olimpiado.
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Tekmovalna komisija je zato sklenila, da bo v nedeljo zjutraj "mala olimpia-
da”, za katero so bile izbrane naslednje naloge:

1. Zaporedje {an} je dano s predpisom apip-ap = a?,_H +8 inz
zacetnimi pogoji a1 = 4, ap = 6. DokaZi, da je izraz Qa?, — 128 kvadrat
racionalnega 3Stevila.

2. Dokatzi, da velja [\/n + Vn+1++vVn+2+/n+3]=[/16n+ 20] za
vsa naravna 3tevila n.

3. Dokazi, da v vsaki mnoZici n + 1 naravnih stevil, katerih prafaktorji so
iz dane mnofice n prastevil, obstaja nekaj stevil (eno ali ve¥), katerih
produkt je popoln kvadrat.

Slovenska ekipa se je letos odrezala izvrstno. Andrej BAUER je dobil

drugo nagrado, Mitja MASTNAK, Andrej SRAKAR, Toma¥ CEDILNIK in
Roman MODIC so dobili tretje nagrade, Bojan GORNIK, Gregor SEGA, Ale
CASAR, Mitja KOLSEK in Martin RAIC pa so bili pohvaljeni. Za mesta v
olimpijski ekipi so se potegovali Andrej BAUER, TomaZ CEDILNIK in Roman
MODIC, a #al ni nobenemu uspelo dobiti "karte” za Peking.
Tekmovalci so se vrnili v Ljubljano v ponedeljek zjutraj. Omeniti je treba e,
da je imela slovenska ekipa letos prviZ enotedenske priprave, in sicer en teden
pred tekmovanjem. Dosedanje tndnevne priprave tik pred tekmovanjem so
bile namre& preve& naporne.

Matjaz Zeljko

Sadovski L.E., Sadovski A.K., MATEMATIKA IN SPORT.
Dru¥tvo matematikov, fizikov in astronomov RS, 1990, 192
str. (KnjiZnica Sigma ; 47) Cena 200.00 din (160.00 din)

MATEMATIKA IN SPORT sodi v plejado knjig, ki posku3ajo (mlademu)
bralcu odkrivati nova podro&ja, kjer je mogo&e koristno uporabiti matematine
metode. V njej so obravnavana nekatera ¥portna dogajanja, ki jih lahko
proutujemo z metodami uporabne matematike, in to v dveh stopnjah: avtorja
najprej v opisni obliki predstavita posamezen problem in nakaZeta metode za
njegovo resevanje, nato pa pojasnita, kako na takdni osnovi zgradimo primeren
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model in (z ob&utkom za pravo mero strogosti in obravnavo podrobnosti)
uporabimo ustrezna matemati¥na orodja za reditev naloge.

Delo, ki ga avtorja namenjata u€encem, §portnikom, trenerjem, uéiteljem
matematike in telesne kulture, je razdeljeno na deset poglavij z naslednjimi
naslovi: Matematika $portu in ¥port matematiki, Kaj je to” UPORABNA MA-
TEMATIKA"?, MatematiZni model teni¥ke igre, Ah, ti sodniki!, Pogovorimo
se o rekordih, Linearno programiranje, Teorija iger, Organizacija tekmovanj,
O Zportnih kvalifikacijah, ZakljuZek.

Za ve€ino bralcev bo to delo predvsem bogat pregled razlignih mate-
mati€nih metod, v&asih delno pnlagojenih za uporabo na specifitnem po-
dro&ju. Opis metod v knjigi je primeren tudi za matematino manj izkugenega
bralca, zato jo bo verjetno Ze osnovncsolec lahko prebral ” po diagonali”, sred-
njedolci pa bi se morali (z nekaj dodatnega miselnega napora) ¥e uspedno
prebiti skozi celotno delo. V knjigi pa je tudi toliko informacij o Eportu
samem, da ne bo ni& manj zanimiva za tiste, ki matematiZno plat problemov
povsem obvladajo. Za vzorec omenimo poleg - po naem mnenju - najbolj
zanimivih postopkov (kako izra&unavajo rating §ahistom, kako dolo¥ajo vrstni
red tekmovalcev v gimnastiki ali umetnostnem drsanju) ¥e modele tenitke
igre, raunanje trenda v zvezi z razvojem svetovnega rekorda pri skoku s pal-
ico, napovedi o tem, kdaj bo preseYen Beamonov rekord v skoku v daljavo
(avtorja trdita, da je verjetnost, da pride do tega pred letom 2000, veZja od
0.60), doloZanje najbolj3e taktike v raznih Sportnih disciplinah (pri menjavah
igralcev v hokeju na ledu, pri sestavljanju teniZke ekipe, pri zadetku fini%a v
hitrostnem drsanju ali pri izpu¥¢anju posameznih teZ pri dviganju uteZi) in
uporabno matemati&nih metod pri organizaciji razli€nih tekmovanj (kako npr.
v tenisu postavimo nosilce skupin, kako dolo&imo po Bergerjevem sistemu
pare za posamezno kolo Zahovskega turnirja in kako to gre po Svicarskem
sistemu).

Knjigo " Matematika in Zpot”, ki je prviZ iz3la leta 1985 v zbirki " Kvant”
pri moskovski zaloZbi " Nauka”, je ve¥ kot prevedel Bojan Hvala: ne gre
namre& le za dobeseden prevod ruskega izvirnika, ampak za zaokroZeno
priredbo knjige za na%e razmere, tako pri predstavitvi posameznih metod (pri-
lagojeno nademu srednjefolcu) kot pri izbiri nekaterih prakti¢nih zgledov. Ker
je prevajalec poskrbel tudi za dodatne informacije o slovenski in tuji litera-
turi, ki omogo&a poglobljeno spoznavanje posameznih matemati€nih metod,
lahko v knjigi MATEMATIKA IN SPORT vidimo tudi privla&en splogni uvod v
uporabno matematiko in jo kot tak¥no ¥e posebej toplo priporo¥amo v branje.

Joze A. Cibej
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10. REPUBLISKO TEKMOVANJE IZ FIZIKE ZA
OSNOVNOSOLCE

Oddelek za fiziko pedago¥ke fakultete v Mariboru in Drustvo matematikov,
fizikov in astronomov sta bila organizatorja jubilejnega tekmovanja iz fizike za
osnovnodolce. V predavinicah in laboratorijih pedago¥ke fakultete v Mariboru
se je 5. maja 1990 v znanju fizike pomerilo 69 ekip osnovnofolcev.

Pred republizkim tekmovanjem so bila 7. aprila 1990 podro&na te-
kmovanja v devetih mestih, kjer so tekmovanja organizirali in vodili: JoZica
Dolen%ek (Celje), Franc Pogorelenik (Dravograd), Mirko Cvahte in Zlatko
Brada& (Maribor), Eda Okreti¥ (Koper), Anita Fakin (Nova Gorica), JoZe
Stare (Kranj), Edo Detko (Murska Sobota), Danijel Brezovar (Novo Mesto)
in Franci Prijatelj (Ljubljana). Sodelovalo je 221 ekip iz 7. razredov in 269
ekip iz 8. razredov, skupaj 980 ucencev.

Naloge za podro¥na tekmovanja in republi¥ko tekmovanje sta pripravila
Mirko Cvahte in Zlatko Brada&.

Ob tej priloZnosti ¥e enkrat Eestitamo tekmovalcem za doseZene rezul-
tate.

Rezultati republitkega tekmovanja
7. razred

1. mesto: Miha JURAS, Maruga KUNAVER, 19 toZk (20 moZnih), 03
Majda Vrhovnik, Ljubljana, mentorja Breda Korougig, Pavle Zajc

2. mesto: Jaga PELKIC, Eva VEBLE, 18 toZk, OS5 Bojan llich, Maribor,
mentor Martin Knuple¥;

3. mesto: MatjaZ PLANINSIC, Barbara ZAVCER, 17,5 toZk, OS5
Radlje ob Dravi, Radlje, mentor Franc Pogorekinik; Marko ZNIDARIC, Gregor
GODEC, 17,5 togk, 05 Bogdan Tugek, MiklavZ, mentor Zvonko Trstenjak;

Pohvale: Rihard HUDEJ, Katarina LOREDAN, 16,5 tozk, OS5 Boris
Kidrig, Ajdovi&ina, mentor Bojan Rustja; Domen CUKJATI, Simon ZAKELJ
16 togk,08 Log - Dragomer, mentor Marko Gerbec; Borut KOLARIC, Matja?
BRINC 15,5 togk, OS5 Ledina, Ljubljana, mentor Maja Turk; Jure KLE-
MENCIC, Jernej ULE, 15,5 to&k, O5 Majda Vrhovnik, Ljubljana, mentorja
Pavle Zajc, Breda Korousi&; Andrej BENEDIK, Leon RIHTARSIC, 15,5 toZk,
O3 Prefernove brigade,Zelezniki, mentor Nada Kav&i¥; Gorazd ZUPANCIC,
Marjan STERK, 15,5 totk, O35 Milka Sobar - Nata%a, Novo mesto, mentor
Milena Ko¥ak; Miha POGACLAR, Uro§ KRALJ, 15 totk, OS5 Josip Plemelj,
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Bled, mentor Helena Vojvoda; Jernej ZUPEC, Ale¥ POLIL, 15 tozk, O3
Lenart, Lenart, mentor Danijel Divjak;

8. razred

1. mesto: Tja%a KOLLER, Marko ORESKOVIL, 19 tozk, O3 Rihard
Jakopi&, Ljubljana, mentor Marija Kosenina;

2. mesto: Jure VRHOVNIK, MatjaZ VENCELJ, 18,5 totk, O5 Cveto
Mo&nik, Vi€ - Rudnik, mentor Ponikvar-Lazi¥; Vesna DEKLEVA, Ziva PE-
CAN, 18,5 O35 Vojka Smuc, lzola, mentor Lijana Turk;

3. mesto: Borut GAJZER, Cveto GASPERUT, 18 totk, O3 Slavko
Slander, Maribor, mentor Irena Pernat; Dejan KROSELJ, Jure FERLEZ, 18
totk, OS5 Veljko Vlahovi&, Celje, mentor Aleksander Spec;

Pohvale: Uro¥ PAUNOVIC, Mitja LEVSTEK, 16,5 totk, O3 Majda
Vrhovnik, Ljubljana, mentor Karmen Sturm; Primo? PIRIH, Uro§ LAVREN-
CIC, 16,5 tok, OS5 Veljko Vlahovi%, Ljubljana, mentor lvanka Madronig;
lztok KAVKLER, Teja TAMSE, 16 tozk, O35 Fran RoZ, Celje, mentor Darja
Polsak; Peter KANTE, Narvika BAVCON, 15 tok, O35 IX. korpus NOVJ,
Nova Gorica, mentor Anita Fakin: Denis PODLESEK, Uro% IVANC, 14,5 to&k,
08 Edvard Kardelj, Murska Sobota, mentor Franc Brumen; Jernej FILIPCIC,
Bogtjan ZVANUT, 13,5 totk, OS5 Dusan Bordon, Koper, mentor Nevenka
Mask: Samo PIRC, Metod KRIVEC, 13,5 togk, O5 Anton Toma? Linhart,
Radovljica, mentor L. Hajdinjak.

Ekipa O3 Rihard Jakopi€ iz Ljubljane se je uvrstila na zvezno tekmovanje.

Naloge s podro&nih tekmovanj
7. razred

1. Priblino izra&unaj, koliko moramo v enem letu plaZati za vodo, ki odte&e
iz pokvarjene vodovodne pipe, e pade iz pipe vsakosekundo ena kaplja.
Kubi&ni meter vode stane 20 din. Prostornino kaplje oceni sam.

2. Vodni zbiralnik leZi 70 m nad mestom. Najmanj s kolik¥no silo moramo s
prstom pritiskati na odprtino odprte vedovodne pipe, da voda ne odteka:

a) na vrhu 40 m visokega nebotiZnika;

b) v pritligju nebotiZnika?

Ploina odprtine vodovodne pipe je 1,5 cm?,

3. Pet enakih silomerov obesimo enega pod drugim. Kolik¥na je razdalja

od zgornjega kavlja zgornjega silomera do spodnjega kavlja spodnjega
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1]
—

2)
b)

F(N)A v(T)A

10+ — L'O_.

o
-
~Y

silomera? DolZina enega neobremenjenega silomera je 15 cm, tefa pa
1,5 N. Prisili 10 N je dolZina silomera 20 cm.

. Dve enaki posodi sta povezani s cevjo z ventilom, kot kaZe slika. V

zgornji posodi je 16 kg vode, spodnja je prazna. Nato nastavimo ventil
tako, da se voda enakomerno preto& v 20 minutah.

Kolik§na je sprememba poten-
cialne energije vode v 20 minu- ST e M
tah? AR o
Kolik&na je sprememba poten- s
cialne energije vode v prvih 10
minutah in kolik¥na v drugih 10
minutah?

Kolik&na je sprememba poten-
cialne energije samo v 10. mi-
nuti?

) '_:__—_:_T iBCm

10 cm

. Dve metrski palici, prva je bakrena, druga aluminijasta, postavimo eno

do druge vzdol¥ iste premice in segrejemo za 80°C.

Za koliko se spremeni razdalja med sredinama palic?

Kje na palicah sta to&ki, med katerima se razdalja najbolj pove¥a?
Podatke za radunanje raztezkov poi¥¢i v u&beniku.

8. razred

. Povoznem redu vzletiletalo ob 8.00 uri iz kraja A, nakarleti s povpre€no

hitrostjo 500 km/h do kraja B. V meglenih jutrih prestavijo vzlet na 9.00
uro, povpre&na hitrost letala pa je za 100 km/h ve¥ja, da je pristanek v
kraju B po voznem redu. Kolik¥na je razdalja med krajema A in B7

. S koliksno hitrostjo kro¥i Maribor okrog zemeljske osi? Zemljepisna $irina

Maribora je pribliZno 45°, polmer Zemlje pa je 6400 km.
J

! 0 ; ;
: 0 10 20 30 40s
e

A B C

~Y
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Na klado deluje sila F. Diagrama kaZeta, kako se sila F in hitrost
v spreminjata v odvisnosti od fasa. Kolikino delo opravi sila F v
posameznem Casovnem intervalu (A, B.C in D, glej sliko)? Kolikéno
je skupno opravljeno delo?

4. Zepni rakunalnik na son&ne celice potrebuje za delova nje napetost okrog
1,5 V. PribliZno izra€unaj, kolikien elektriZni tok tee skozi raZunalnik
med delovanjem. Ko sije sonce, pade vsako sekundo na 1 m? priblizno
1000 J svetlobne energije. RaZunalnik deluje tudi pri 100 krat Sibkej&i
svetlobi. Druge podatke oceni sam. Sonéne celice pretvorijo priblizno
15 % vpadle svetlobne energije v elektri&no.

5. Diagram prikazuje, kako se spreminja upor Zice v odvisnosti od dolZine
Zice | in od preseka Zice S.

a) Kaksen presek in kolik&no dolZino Zice moramo uporabiti, &e hoZemo
napraviti 20 ohmski upornik?

b) Na diagramu dopolni podatke za manjkajoe preseke vodnikov!

R(Q) .
6
5 u 3
1
N

e

T H
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Naloge z republitkega tekmovanja

1. V mesanici helija in kisika je 25 prostarninskih odstotkov helija. Kolik¥en
je dele¥ helija, ki ga izrazimo v masnih odstotkih? Gostota helija je 0,18
kg/m3, kisika pa 1,4 kg/m3 pri normalnem tlaku in normalni temperaturi.

2. Tritelesa z oznakami A, B in C spu%%amo v vodo in merimo odvisnost
sile vzmetne tehtnice, na kateri je telo obefeno, od viSine x potopljenega
dela telesa. Diagram sil kaZe slika. Pri x = 0 je telo tik nad vodno
gladine, x merimo od vodne gladine navpiZno navzdol.

a. Koliksne so mase teles in kolik§ne gostote?

b. Na en diagram pribli¥no narigi, kako se spreminjajo sile vzgona za vsa tri
telesa v odvisnosti od vrednosti x!

c. PribliZno narigi oblike teles!

AF (N) 1Lr(°c)

3. Med segrevanjem 0,50 kg vode s potopnim grelnikom smo merili tem-
peraturo in ¥as, njuno medsebojno odvisnost kaZe diagram. Grelnik je
vsakosekundo oddal vodi 200 J toplote. Koliko toplote je uglo v okelico:

a) V Zasu od 0 do 5 min? b) V &asu od 15 do 20 min?

Eksperimentalni nalogi
7. razred

4. Brez uporabe merila izmeri vsajna 1 cm natan&no dol¥ino Fice, pri €emer
si lahko pomaga$ z listom A4, ki ima dimenzije 297 mm in 210 mm.
Postopek merjenja razumljivo opi&i, ravnila in drugih merilnikov dolZin
ne sme§ uporabljati.

Potrebi¢ine: Yica, list A4, gkarje.
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Izmeri, kako se spreminja v od-

visnosti od kota « sila F, s = ',_f;-,
katero moramo vle&i ute? v vo- g}
doravni smeri, da uteZ miruje =

(glej sliko). Narigi diagram sila
F v odvisnosti od kota o ! Da
bo diagram lep, izmeri silo pri
&imvet razli€nih kotih, recimo
pri 0, 15, 30, 45, 60, 75°. Ko-
lik¥na pa bi bila sila pri kotu
90°7

Potrebi&ine: stojalo z vrvico in uteZjo, silomer, 2 trikotnika, milimetrski
papir.

8. razred

. Osebni avtomobil vozi enakomerno s hitrostjo 90 km/h in prehiteva

tovorniavtomobil, ki ima hitrost 50 km/h. Osebni avtomobil je dolg 4 m,
tovornjak pa 10 m. Razdalja med avtomobiloma pred in po prehitevanju
naj bo 60 m.

Koliko Easa traja prehitevanje 7

Kolik¥no pot prevozi osebni avtomobil med prehitevanjem ?

. Na telo z maso 3,0 kg delujejo stiri sile, kot kaZe slika. Velikosti teh

sil so: F; =45 N, F,, =20 N, F3 =30 Nin Fg = 30 N. S kolik3no
dodatno silo F moramo delovati na telo, da se bo gibalo s pospetkom
20 m/s? £
v smeri sile Fq, 1 3

navpiéno navzgor,

-

A\
pod kotom 30° glede na smer -qi_.. ,il_....
sile F17 £
Za vse tri primere dolo&i ve- l
likost in narigi smer dodatne si- ' Fg
le F!

. Na kolik¥no najvefjo napetost

lahko priklju€imo elektri&no ve-

zje, ki je na sliki, e so vsi trije

uporniki enaki in imajo upor

200 2 ter najvefio dopustno 5 B
mo&0,5W?7
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Eksperimentalni nalogi

4. S 3piritnim gorilnikom segrej 400 ml vode za pribliZzno 10 K in izra&unaj,
koliko odstotkov toplote gre v izgubo pri takem segrevanju. lzradunaj
tudi, kolik&en toplotni tok oddaja Epiritni gorilnik. \V priro€niku najdemo
podatek, da se pri gorenju 1 g ¥pirita sprosti 27 kJ toplote. Za segretje 1
kg vode za 1K potrebujemo 4200 J toplote. Potreb&ine: ¥piritni gorilnik,
stojalo, ZaZa, tehtnica z utefmi, termometer, stoparica.

5. lzmeri notranji upor

a) ampermetra na merilnem obmo&ju 100 mA,

b) voltmetra na merilnem obmo&ju 3 V. Narigi elektrini vezji za obe meritvi.
Opozorilo: Ampermetera ne sme¥ priklju&iti neposredno na napetostni
izvir, ampak samo zaporedno z upornikom.

Potreb&ine: voltmeter, ampermeter, napetostni izvir 0 - 25 V, upornik
z uporom nekaj sto chmov.

Mirko Cvahte, Zlatko Brada¢&

TRI WELLSOVE UGANKE

iz njegove knjiZice Recreations in logic, Dover Publications, New York.
POSEVNO SESTEVANIJE

Spodaj so zapisane ena pod drugo brez konca (v desetitkem &te-
vilskem sestavu) vse zaporedne potence §tevila 3, tako da je vsaka
postavljena za eno mesto bolj desno kot tista nad njo. Kaj dobimo,
&e vsa ta Stevila seStejemo na obi€ajen nagin?

1
3
9
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RAZMERIJE PROSTORNIN

Racunanje prostornin piramid je lahko zamotano, a ne v tej uganki.
V kak¥nem razmerju sta prostornini pravilne tristrane in pravilne
Stiristrane piramide, &e imata obe robove enako dolge? Z rau-
nanjem se pri tem res ni treba muditi, e mnoZenje z dve je &isto
dovolj.

Slika 1

TRISEKCIJA TRIKOTNIKA

Enakostrani&ni trikotnik zlahka razreZemo na tri skladne like, na
primer tako kot na spodnjih risbicah. Z naslednjim dodatnim pogo-
jem pa postane naloga tr&i oreh. Noben rez ne sme iti skozi sredi¥¥e
trikotnika, ki tedaj leZi znotraj enega od kosov. Vsaj en lik je seveda
treba sestaviti iz najmanj dveh narezanih kosov. In e vpraganje:
Najmanj koliko kosov moramo pri tem narezati?

Slika 2

Prevedel Boris Lavri&
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"KRATKA ZGODOVINA FIZIKE"
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MALA ZBIRKA NALOG L. FIBONACCUA

[talijanski matematik Leonardo
Fibonacci (1170 - 1250) velja
za najpomembnej§ega evro-
pskega matematika v 13. sto-
letju. Med drugim je Evropej-
cem prvi predlagal uporabo de-
setih ¥tevk (cifer) - Stevilskih
znamenj, ki jih danes uporablja-
mo Sirom sveta, v njegovem &a-
su pa so jih uporabljali zgolj v
arabskih deZelah. Poleg tega pa
so pomembni tudi njegovi pri-
spevki k teoriji diofantskih
ena&b, pri refevanju kubi&nih
enacb in ¥e kje. Marsikomu pa
je ime poznano zaradi Fibona-
ccijevega zaporedja.

Leonardo Fibonacci

Leta 1228 je Fibonacci izdal znamenito delo Liber abaci (Knjiga o abaku).
In prav iz te knjige izvira tudi ve&ina izmed dvanajsterice nalog, ponujenih
v pokugino bralcem Preseka. Zahtevnostni spekter teh nalog je kar Sirok.
Med njimi je namreZ veliko takgnih, ki se jih lahko lotijo #e tudi osnovnogolci,
z nekaterimi drugimi pa utegnejo imeti precej opravka tudi v matematiki
spretnejgisrednjedolci. A kakorkoli Ze - regitve tistih nalog, ki jih boste zmogli,
nam seveda le posljite. Nagrade vas &akajo!

Se tole - preden se zares lotite refevanja nalog, preberite tudi Opombe
k nalogam in namige za resevanje. Utegne koristiti!

Zdaj pa zares.

1. Kralj je poslal 30 ljudi v svoj ogromni sadovnjak, da bi mu tam sadili
drevesa,
Povej, koliko dni bi potrebovalo 36 ljudi za to, da bi posadili 4400 dreves,
&e je znano, da je onih 30 ljudi sadilo 1000 dreves natanko 9 dni.

2. Katero $tevilo da, &e ga mnoZi¥ z %g svoj kvadrat?
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Koliko parov zajcev dobimo od enega para novorojenih zajcev po enem
letu, &e privzamemo, da vsak izmed parov skoti vsak mesec po en nov
par, ki je zatem ploden od drugega meseca starosti naprej, in da med
temi zajci ni smrtnih primerov?

. Neki moZ ima sadovnjak z jablanami, v katerega vodi sedem vrat. Ko

se je nekod vraZal iz sadovnjaka, je dal straZarju pri prvih vratih polovico
jabolk iz koZare, ki jo je nosil s seboj. Zatem mu je dodal ¥e eno jabolko.
Drugemu je dal polovico tistega, kar mu je ostalo, in spet 3e eno jabolko
povrhu. In tako naprej tudi vsakemu izmed naslednjih petih straZarjev
- polovico jabolk iz koZare, za povrh pa %e eno. Naposled je zapustil
sadovnjak z enim samim jabolkom v koZari.

Koliko jabolk je nabral ta dobri moZ tistikrat v svojem sadovnjaku?

Nekdo je vloZil en denarij. Zaradi obresti bo imel ez pet let ¥e dva
denarija, pet let zatem pa se mu bo bogastvo v banki znova podvojilo.
Povej, na koliko denarijev bi zrasel ta njegov vloZeni denarij v sto letih?

. Neki moZ je zapustil svojemu najstarejSemu sinu en zlatnik in 3esedmino

vseh preostalih zlatnikov. Zatem je dal drugemu najstaregemu sinu iz
preostale vsote dva zlatnika in spet e sedmino vseh preostalih zlatnikov.
Od tega, kar mu je ostalo, je dal tretjemu sinu tri zlatnike in e sedmino
vseh preostalih. In tako naprej - vsak naslednji je dobil po en zlatnik ve&
od prejgnjega in ¥e sedmino vseh preostalih zlatnikov povrhu. Zadnji,
najmlajsi, je naposled dobil, kar je paZ ostalo. Toda, glej - vsi sinovi so
dobili enako!

Koliko sinov je imel moZ in koliko zlatnikov jim je razdelil?

Katerih pet uteZi je treba izbrati, da bi se dalo z njihovo pomo&jo stehtati
katerokoli breme, ki ni teZje od 30 kilogramov in &gar teZo merimo z
naravnim $tevilom?

Tudi uteZi naj tehtajo celo $tevilo kilogramov. Tehta¥ tako, da na eno
stran tehtnice postavlja3 uteZi, na drugo stran pa breme.

. Oni je kupil 30 ptitkov za vsega skupaj 30 cekinov. S cenami je bilo na

semnju pa takole: za tri vrabce je bilo treba odsteti po cekin, za prav
toliko so prodajali tudi par divjih golobov, medtem ko so bili domadi
golobi Ze po dva cekina vsak. Kupil je od vsakega po nekaj.

Koliko pti€ev te in one vrste je torej tedaj nosil domov?
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10.

11.

12;

10.

. Doka#i, da je produkt vsote dveh kvadratov z vsoto drugih dveh kvadra-

tov spet vsota dveh kvadratov.

Poi&Zi tak ulomek x, da bosta $tevili x2+5 in x2 —5 vsako zase kvadrata
nekega drugega ulomka.

Trije imajo skupaj veliko denarja. Prvi je lastnik polovice, drugi tretjine,
tretji pa destine vsega. Potem pa se spro med seboj in vsak izmed njih
si nagrabi s tega kupa, dokler tam ne ostane prav ni& ve¥. Ko se spet
nekoliko pomirijo, vrne prvi polovico tistega, kar je vzel, drugi tretjino
nagrabljenega, tretji pa le Sestino nagrabljenega. Ves vrnjeni denar dajo
znova na en kup in si ga potem Ze enkrat razdele med seboj na enake
dele. In zauda - na tak nacin dobi vsak spet prav tisti znesek, ki mu je
pripadal po dogovoru Ze od vsega za&etkal

Povej, koliko denarja je bilo na tistem kupu na za&etku in koliko je dobil
vsak izmed teh treh.

Regi enagbo x3 + 2x2 + 10x = 20.

Opombe k nalogam in namigi za reSevanje

. Ze omenjeno Fibonaccijevo zaporedje se mora za svojo popularnost za-

hvaliti najbrZ prav tej nalogi.

. Fibonacci je v svojih tekstih poimenoval znana $tevila z numerus ali

denarij, kar pomeni denar, neznana Stevila pa z res, kar pomeni stvar.

. To nalogo zasledimo tudi v delih nekaterih kasnejsih znamenitih mate-

matikov. Tako sta se z njo ukvarjala tudi francoski matematik Nicolas
Chuquet (umrl pribl. 1500) in pa Leonhard Euler (1707 - 1783), vsem
znani Svicarski matematik.

. Naloga je v literaturi bolj znana pod imenom Bachetov problem o uteZeh.

Francoski matematik Claude Gaspard Bachet de Méziriac (1587 - 1630)
jo je leta 1612 objavil v svoji znameniti zbirki Problémes plaisant et
delectables (Zabavni in o&arljivi problemi).

. Uporaba &rkovnih simbolov v algebri je bila v 13. stoletju seveda 3ele v

povojih. Sicer pa naloga govori o t.i. Fibonaccijevi enaébi.

Zadnje tri naloge iz te zbirke so znane po tem, da jih je moral Fibonacci
refevati na nekem matemati&nem tekmovanju. Redil jih je naravnost
bravurozno, &eprav zagotovo niso vse lahke. Ker je tudi ta naloga v dani
obliki zelo zahtevna, namignimo, da ima iskani ulomek imenovalec 12.
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11. MnoZica vseh reditev te naloge je neskonZna. Morda bi bilo zanimivo
poiskati najmanj%o neniCelno celotevilsko reditev.

12. Namignimo, da enaZba ne premore racionalnih korenov. Fibonacci je
znal poiskati njen koren na devet decimalnih mest natan&no. Ga zmorete
prekositi?

Literatura
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and Winston, 1969.

Vilko Domajnko

Harold P. Furth,
NEVARNOSTI SODOBNEGA ZIVLJENJA

V antideZeli, dale® tam zunaj na robu sveta,

je izobraZeni dr. Edvard Antiteller doma.

Sredi antiotrok in antikegljev prebiva,

ni mar mu atomov

ne teorije, ki zlivanje jeder odkriva.

Z antimetrom meri razdalje,

ko dan za dnem, koder e bodi,

zamigljen skozi antidoline in antihribovja hodi.
Pomislite, komaj se v znanosti danes kaj zaiskri,

¥e se mladina po Solah jutri o tistem ué&i.

Znenada nad morjem se kroZnik lete&i pojavi,
"Komisija za jedrsko energijo” napis na njem pravi.
Torej je res. " Ni jim prepre¢il strah poseZi v globine
vesolja,” si reZe, Eetudi se spomni na mah

svarila, da &lovek nekaznovan ne more

po zvezdah pose&i.

"Kako je kaj?" je vpra¥al §e komandant — tako povedo
anali — in segel je tujcu v roko, nato

so le Zarki gama ostali.

Iz Biltena 27. republi¥kega tekmovanja
iz matematike za dijake srednjih %ol, Crnomelj 1989



RESITVE NALOG

26. REPUBLISKO TEKMOVANJE OSNOVNOSOLCEV 1Z
MATEMATIKE - Reditve nalog s str. 228

7. razred

a ?a _ 2a-a +4a+23 +9 _ (a+3)?
1. lzraz uredimo 743 + + = 32 = = =

Ulomek Lrag— ima najmanj%o pozﬂ;wno vrednost za a = 0. Tedaj je Stevec
ulomka najmanjsi, imenovalec pa najvegji.

2. Zaradi 8316 = 22 .33 .7 .11 moramo Stevilo 8316 pomnofiti s
3.7-11=231, saj je 8316231 = (2-32.7.11)2. |z 8316 - 231 = 13862
vidimo, da je zmnoZek kvadrat stevila 1386.

3. V zapisu 1234567891011121314151617181920212223...9991000...
i¥¢emo cifro na tisofem mestu. Za zapis 9 enomestnih $tevil rabimo 9 cifer,
za zapis 90 dvomestnih jih rabimo 180 in za zapis 900 trimestnih 2700 cifer.
Zaradi 1000 — 189 = 811 i¥emo cifro na 811-tem mestu med trimestnimi
Stevili, ra¢un 811 : 3 = 270 (ost. 1) pa pove, da je iskana cifra prva cifra
271-tega trimestnega $tevila. To je Stevilo 370, iskana cifra pa 3.

4. Najprej izraEunamo p|o§(‘fino
zem1ji§(‘fa p= T+ re 4 2r2 =
e ?(”+3) =" (F +3) =

= 114,25 m?, nato pa, koliko se-
mena porablmo. 114 25 -4 = 457
dag. Ostane nam 3e izradun dol#ine
ograje o = wr + 4r+ 2d = r(v+
44 +2V2) = 5(m +4+2V2) =

= 49,8 m.

B. lz 01409 = 05+2d, imamo
25+ 27 = 32+ 2d, odtod pa 2d =
=20in d = 10.

8. razred

10
. _2 — .
1. Ker]eiﬁ:—io—_flln
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2. Pomagamosissliko Naj- ,’1;\\
prej je SM = AM = a/2, SN = // ! \\
= DN = c¢/2inv = NM = /7 ! T
=2a/2+c/2=Tcmterp=s-v= Dl cl2 4N G
:"“_‘E-a%‘i-—ligcm? Nato pa c
y = 8B = a/V2, x = = 2
:c/\/Z-m b2 = x2 +y2— ~2—+
+-C;— = @ oziroma b = 5y/2 cm
tero:a+2b+c—14+1cf- .
= 28,1cm. 2
a2 |
A-\\ M: //rB
‘\\\ : ///
W
W

3. PBimo 14243+ ...+n= 2(n41) in oznagimo trimestno dtevilo z
enakimi ciframi z 111x. Potem je matl) 111x, n(n + 1) —=2.3.37.x,
n(n+1) = (6 - x) - 37, odtod x = 6 in iz n(n+ 1) = 36 - 37 §e n = 36
ter 211 _ 666. Sedteti moramo 36 zaporednih naravnih Stevil. Vsota je

Z
trimestno $tevilo 666.

4. ABDC ~ ABEF, zato:

253 = X (35
9__22, X = Ei’il 3\/5(3_)() = a

I

2
2ax, x(2+ \/5) = av/3 in odtod

_ _ay3 .
X = ozZiroma
24+/3

x = av/3(2 — V3). A

|

I

i

1

!

1
&
D

5. Iz slik razberemo EB = x/2, AE = a — x/2,x = 25—35.@. ME =

= (a— §)- V2 = M 5C = ﬂ%il. Prostornina prizme
Vi = Qe ¥ o MEéSC.a _ a(3- f}2g{(3+f)a == .333%-5 = a3/3 je

33,3 % prostornine kocke, saj je prostornina kocke a3.
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Aleksander Potocnik

IRACIONALNE VSOTE — Reditev s str. 267

Cevelja V2 + V3 € Q, je
Ve =(1/2)((V2+ v3)? -5)€ Q

kar pa ni res. Torej 2+ /3 ¢ Q.
Denimo, da r =2+ V3 € Q. Potem je

3=(r—-v2P=r3+6r-(3r242)v2
in spet pridemo do protislovja
V2=(rP+6r-3)/(3r2+2)eQ

ki pove, da je V2 + V3 ¢ Q.
Podobno ugotovimo, da je $tevilo /2 + /3 iracionalno.
Predpostavimo zdaj, da je s = ¥2 + +/3 € Q. Potem iz enakosti

52=2+3(€'/ﬁ+ m)—]—3=
=54+3V6(V2+ ¥/3)=5+3sV6

sledi /6 € Q, kar ni res. Torej tudi Y2 + {“/56{ Q.
Da se dokazati, da za vsak par naravnih Stevil m, n > 1velja V24 (/3 ¢

¢ Q.

Boris Lavri&
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Z GRAFI GRE LAZIJE - Resitev s str. 36

1.

Zasleduj zaporedje &rk SAJSPLOHNITAKSNEPOTI.

2. Opisani sprehod skozi zgradbo je mogo&, &e ga sprehajalec za&ne v

Oh,

Pisanski, Najnujnejfe o grafih) sta
tokrat dobili sestri lrena in JoZi
Onerela iz Ljubljane. Res3ili sta dve
nalogi in s tem gladko zmagali v
mnoZici kandidatov za nagrado — bi-
li sta namre& edini, ki sta nam po- \ 5
slali

zunanjosti zgradbe in ga kon®a v sredinski severni sobi, ali pa, & gre
po isti poti nazaj.
Iz labirinta vodijo natanko 3tiri razli¢ne poti.

. Najprej opazimo, da lahko toZke grafa obarvamo z dvema razli¢nima

barvama tako, da sta poljubni dve med seboj povezani togki razli€no
obarvani. Zatem sklepamo takole — zadetna in kon&na toZka v kroZni
voZnji po grafu morata biti zaradi prej$nje ugotovitve razli€no obarvani.
Ker pa ima ta graf 11 toZk (liho Stevilo!), je to seveda neizvedljivo.
(Detajle naj izdela bralec kar sam.)

. A B ,C,D, E in F naj bodo oznake omenjenih %estih prijateljev. Za-

poredje njihovih osmih pogovorov je podano s Ztevili ob povezavah v
grafu takole (predstavlja le eno izmed Ztevilnih moZnih regitev):

. Belteva Zena se je rokovala

dvakrat.

Knjizno nagrado (Z. Sporer,
ta matematika in D. Bajc, T.

F

regitve. Cestitamo! ’ 1
Vilko Domajnko

KOCKA IMA RDECKE

Kocka ima rde&e obarvana ogli¥¥a, sredi¥&a vseh robov in sredi&&a vseh mejnih
ploskev. Poleg nadtetih toZk je samo Ze to&ka v sredi&€u kocke rdeZa. Koliko
je premic, na katerih leZijo po tri rde&e toZke 7

Darjo Felda
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31. ZVEZNO TEKMOVANJE SREDNJESOLCEV 1Z
MATEMATIKE - Resitve s str. 276

Prvi letnik
1 lzratunajmo: A =(33...3)? +(55...544...4)% =
n n—=1 n

=(3(10" 14 41))24(5- -107(10" "2 4. . . 41)+4(10" 1 .. .4 1))2 =
167~1 —1 po —

1
= 5 (9(10" - 1)2 4+ (5-102""1 10" — —4)?) =

- E_ n_ 1y2 l 2n 5 .10 _ 8)2Y —
= 52(9(10" = 1)* + 2(10°" — 2. 10" — 8)?) =
= 1%(36(10" — =11 4 (107 = 1)} ~ 18(10" - 1)* + 9%) =
1
= 7gat(107 - P9y

10711 1071 —
B=55...544...45=5.10" + 40 L i§=

n—1 n—1
1 2n—1 n n
:5{5-1[} —5.10" 4+ 4.107 — 40 4 45) =

" 1 2n n - 1 n 2
= 5(10%7 = 210"+ 10) = =( (10"~ 1)* +9)
Iz A= B2 sledi veljavnost formule.
2. Ker sta <xAHB in <AOB
enaka 1209, le¥ita togki H in
O na loku, s katerega vidimo
daljico AB pod kotom 120°,
oziroma je ¥tirikotnik ABHO
tetiven. Potem je ¥xOBA =
= ¥OHA = 30°, saj sta nad
istim lokom, trikotnik AABO
pa je enakokrak s kotom 120°
ob vrhu. Toda kot ¥« B'HA =
60°, zato je premica skozi H in
O njegova simetrala.
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3. Lo&imo dva primera:

a. Naj bo f(ax) = a1 in k > 1. Potem velja a; + f(a1) <
< ag + f(a2) < ... < ag + f(ag) = ax + a1 oziroma a; +
+1(aj) < ax + a1 za i < k. Torej f(a;) < ag + a1 —a; < ag in
od tod {f(a1), f(a2)..-., flag 1)} € {38900, ak_1}. Toda
f(a;) #apza =12, ..., k — 1 ker f(ay) = aj. Sledi protislovje
{f(a1) f(a2).-... flax—1)} € {a2. ..., ax_1}, ker je f bijekcija.

b. Ce je f(a1) = a1, se omejimo na Stevila ay,..., ap in ponovimo
prejdnji sklep.

4. S predpisom f(c) = ¢ + 1 definirajmo funkcijo f, katere definicijsko
obmog&je naj bodo vsa $tevila na tabli, ki jih je mo& dobiti z danim
pravilom. Pi§imo ¢ = a+ b+ ab, torej c + 1= (a+1)(b+ 1) = f(c).
Ker je f bijekcija, bo 3tevilo ¢ na tabli natanko tedaj, ko bo (a+1)(b+1)
oziroma 2" - 3™ v zalogi vrednosti funkcije f. Na zaCetku sta v zalogi
vrednosti funkcije f namre& le tevili 2 in 3. Stevilo 13121 je na tabli,
ker je 13121 41 = 2-3%. Razcep 12131+ 1 = 22.32.337 pa nam pove,
da 3tevila 12131 ni na tabli.

Drugi letnik

1. Ker par (x, y) redi nalogo natanko tedaj, ko jo re¥i (y, x), zado3%a, da
opazujemo primer x > y. Naj bo x2 = a{a; - pgin y2 = a1as ~ Gp;
torej x2 — y2 = 9(p — q).

Dokazali bomo, da d = p — g ne more biti enak 9, 8, 7 ali 6:

a. &e d =9, potem p=9in g = 0; toda x2 se ne more konéati na
90;

b. & d = 8, potem (p,q) € {(9.1),(8,0)}; toda x? se ne more
konZati na 80 niti na 91 ( saj bi x? ne bil oblike 4k +1);

c. e d =7, potem (p. q) = {(9 2), (8. 1}, (7. 0)}; toda x2 se ne more
koncati na 92 niti na 70, y? pa se ne more koncati na 18;

d. e d = 6, potem (p.q) € {(9,3).(8.2).(7,1).(6,0)}; toda x? se
ne more kon&ati na 93,82,71 ali 60.

Torejd < 5. Sledi 2y +1 < x+y <(x—y)x+y)=29d <45
oziroma y < 22. Z direktnim preizkusom vseh moZnosti za y dobimo
edini reditvi (13, 14) in (14, 13).
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Sfera s sredi¥¥em v A in radijem 3 seka plas¢ kocke ABCDA; B1C; Dy
po lokih KL LN in NK. Ce izhaja lomljena ¥rta iz ogllEEa A, mora
biti naslednji lom M; na enem izmed lokov Kf_ LN in NK. Ce M ¢
¢ {K,L, N}, potem A leZi na krogli radija 3 s sredi¥¢em v My, vse
05tafe totke kocke pa leZijo znotraj krogle — naslednji lom bi moral biti
spet v A.
Torej My € {K, L, N}. Ker so K, L in N razpolovi¥&a stranic, je jasno,
da lahko zaradi simetrije vzamemo za My katerokoli izmed totk K, L ali
N. Lomljena &rta je doloena enoli€no do dolZine natan&no.

. Velja

Paw _ Paxm Paxt PasL _ KM AK BL
Pagc Pakr PasL Pasc KL AL BC

Uporabimo neenakost med aritmeti€no in geometri€no sredino in dobimo
3 P KM | AK BIL N e Ay, 1 (ML
neenakosti \}—Pﬂm ( + o+ 'BT) in .Pe‘cté—g <3 (W‘*‘

+7TE" + B_C) . Ti dve neenakosti §e sedtejemo in pomnoZmos /Pagc-

. Oglejmo si tako pot po dvorcu, za katero velja, da je zadetek poti v sobi

z enimi vrati ali pa prienih od zunanjih vrat, da je konec poti prav tako
v sobi z enimi vrati ali pa pri enih od zunanjih vrat in da gre pot skozi
vsaka vrata najve& enkrat. Zacetek in konec vsake take poti sta lahko
ali oba v sobi z enimi vrati ali oba pri zunanjih vratih ali pa je eden v
sobi z enimi vrati, drugi pa pri zunanjih vratih,

Potemtakem bi morali biti $tevilo sob z enimi vrati in $tevilo zunanjih
vrat, iste parnosti. Stevili sta 19 in 90, zato takega dvorca ni mo&
zgraditi.

Tretji in Eetrti letnik

. Og_l.ezjmo si najprej Stevila, ki o) (1) (1)
leZijo na dnu: 11 cee 81
(1) (1) (1)

a21 2 %

L

ml @m2 --- @mn
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Ce je A, vsota Stevil iz i-te vrstice, velja A; = i(a{l)-%am)) vsota vseh
gtevil na dnu je

A4+Ar 4 ...+ Am =

(a(l) {1] ...—I—ag&—}-agln)+agi)+...+a(n}]2}):
Lm0 ) ol )

Poana!ogul bo vsota Stevil v k-tem nadstropju N = m"(au)-}-a( )+
(k) + amn) vsota vseh Stevil pa

N1+N2 o A R o Np —
(3111) C SN B B S
4oy atz) A2y ) )y

:¥(a( (1) 4 a(” or a(l) = a(p) +alP)y a(p) + ) =

__mnp
T8
2. Zan > 2 velja nx, = —1990 Zz;éxk in (n—1)x,_1 = —1990 -
8 Oxk nato pa nxp — (n — 1)x,—1 = —1990x,_1 oziroma x, =
__iiqﬁﬂan_ . Ceprav smo zadnjo rekurzivno formulo izpeljali za

n > 2, velja ofitno tudi za n = 1. Uporabimo jo n—krat, pa dobimo:
— (—1)n.1990—n+1 1990-n 1990,
n= n n—1 1 0=

= (-1)" (19%°) 1990 za 0< n < 1990.

Uporabimo binomski izrek: E}(g=982kxk =

=L 0k 1)k (1‘-}(90) -1990 =

= 1990 - X199(~1)k (19,‘90) 2k = 1990(1 — 2)1999 = 1990

3. Naj bo ¢4 razpolovis€e daljice AB in T tefis¢e AABC. Iz ACOT
in AT SCy sledi SCy = 1CO.

et =l 40T = ch + Eo*cl =% 4 4 30"61 =
—CS+OS+ QC1 C5+OS+ (QS+5C1)
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=C5+ 05 + 2(@5 + 5C0)
~CY+ 05+ g(—o”s +5C0)
—C5+05+ %(—o*s + %(c*s _50)) = %c*s

Totke C, S in T3 so torej kolinearne in CT3 = %CS = §R< Analogno
dokaZemo §e AT, =BT, =(CT3 = %R_

. Pri dani relaciji R velja za poljubna dva razli¥na elementa a in b iz

mnoZice nelementov natanko ena izmed nadednjih moZnosti: a R bin
bRaaRbin-bRa -aRbinbR aalipa—-aR bin-b7R a.
Vseh binarnih relacij je 2”»4(;), faktor 2" se pojavi zaradi parov z enakimi
komponentami. Antisimetri€nih relacij je 2n.3(3) (prva moZnost namre&
odpade), simetri¢nih pa 2" - 2(2) (odpadeta druga in tretja moZnost).
Relacij, ki so simetri€ne in antisimetri€ne hkrati, je 27. Relacij, ki refijo
nalogo, je torej

2n.4(3) _2n.3(3) _on.9(3) 420 — 2. (4(3) —3(3) —2(2) 4 1)

IZBIRNO TEKMOVANIE ZA OLIMPIADO

. Vsi a, so pozitivni. |z zveze a,i3ap41 — any2an = a?H_? - a?ﬂ_l

sledi ap41(ant3 + ant1) = ant2(ant2 + an) oziroma % -
2
— 3ng2tadn _  _ 2:ata; _ 5 ker je a3 = 32+8 _ 11, Od tod
dntl ag 2! ay
Bpay = %(an_,_g + an). Potemtakem agﬂ_l = 1‘15'(3?1+2 + 2ap+p an+
+a}) = %11~ % ant23n = 35(ahyy — 2anp2 30 + 33) =
=922, — 128 = (2(an42 — an))?.
Opomba: & = 22242%7  |ahkoto dokaZemo trdit
pomba: s pomoZjo a, = “—3F>— z lahkoto dokaZemo trditev

naloge.

. S pomo&jo neenakosti med aritmeti€no in kvadratno sredino dobimo

o+ Vn+14+Vn+2+Vn+3 < /16n+ 24. Po drugi strani pa
neenakosti \/n+vn+3 > VAn+5in V/n+14+Vn+2> 4n+5
implicirata \/16n+20 < /n+vVn+1++vVn+2+ Vn+3
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Nobeno od $tevil 16n 4+ 21,16n + 22, 16+ 23, 16n + 24 ne more biti
popolni kvadrat. Dejstvo [\/16n + 20 ] = [\/16n + 24 | dokazuje trditev

naloge.

. Refevali bomo z indukcijo na stevilo prastevil.

Ce je n = 1, vzamemo &tevili a3 = p{* in ap = p2. Ce je kateri
izmed o«; = 0 (mod 2), je a; popolni kvadrat, sicer pa je aj - a2
popolni kvadrat. Predpostavimo, da za vsako mnoZico n + 1 naravnih
stevil, katerih edini prastevilski faktorji so v dani mnoZici n prastevil,
trditev velja. Faktorizirajmo n + 2 naravnih $tevil po n + 1 prastevilskih
faktorjih:

o n
3 = pXi1  pi2 pSin n_1'_1+1
a2 n
az - p?u P20122 pgzn Pnil+1
' (a3 (= ¥ Qp n Xn n
ant2 = Py +21P2 +2?...P +2 Pris +2 n+1
Ce so vse potence o 47 sode, je naloga konfana, saj med tevili
aj, ..., ant1 najdemo po indukcijski predpostavki nekaj stevil, katerih
produkt je popolni kvadrat (upo3tevamo prafaktorje py, ..., pn).
Ce pa je med potencami «; 41 kakdna liha (npr. pri ap42), tvorimo
n+ 1 8tevil by, by, ..., by takole:
- aj; &jne1 =0 (mod 2)
aj-ant2;i @ipy1 £0 (mod 2)

V teh &tevilih nastopajo faktorji p,41 v sodih potencah, zato po in-
dukcijski predpostavki najdemo Stevila b; , b;,, ..., bj, katerih pro-
dukt je popolni kvadrat. V produktu teh Stevil se pojavi vsako od 3tevil
a1, a2, ..., ans1 kveCjemu enkrat. Ce se pojavi an47 v sodi potenci,
pomeni, da smo produkt a,'1 -aj, *--aj, pomnofili z a%’_"'_‘z. pa je ta faktor
odvet, saj je Ze a;, - aj, - --aj, popolni kvadrat. Ce se pa a,19 pojavi v
lihi pot.enci 32+-:,H lahko odvr¥femo 32T2 in se kon&no pojavi le v prvi
potenci.

To pomeni, da v produktu bj - b, --- b, nastopa vsako od 3tevil ay,
ap, ..., ani2 kveZjemu enkrat in je produkt popolni kvadrat. Trditev

je dokazana.

Matja? Zeljko
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21. ZVEZNO TEKMOVANJE OSNOVNOSOLCEV 1Z
MATEMATIKE - Resitev nalog s str. 230

7. razred

1. Dvomestni vetkratniki Stevila 23 so 23, 46, 69 in 92. Ko skufamo
najti najve&je naravno Stevilo z zahtevano lastnostjo, nas razmi§ljanje vodi
takole: 92, 923, 6923 in 46923 (na posameznem koraku poi¥emo najvelje
dvo, tri, 3tiri in petmestno Stevilo s tako lastnostjo). Naprej ne gre veg, saj
se nobeden od dvomestnih veZkratnikov ne za&ne s 3 ali kon&a s 4, zato je
iskano Stevilo 46923.

2. Naj bo abb trimestno $tevilo. Lahko ga zapi¥emo v obliki 100a+
+10b+ b =98a+7b+2a+4b=T7(14a+ b) + 2(a+ b+ b). Leva stran
je po predpostavki deljiva s 7, na desni je prvi sestevanec deljiv s 7, to pa
pomeni, da mora biti nujno tudi a + b+ b deljivo s 7.

J.lza+d<b+cina+b=c+ddobimob+a+d<b+b+c
inc+d+d<2b+c, 2d < 2b, kar pomeni d < b. Podoben sklep nas
pripelije do a < c. Zatovelja a< c < d < b. &

4. Naj bo AABC enakokraki
trikotnik z osnovnico BC in p pre-
mica, ki je vzporedna kraku AC in
od njega oddaljena 1/2AB. Premi-
ca p odseka od trikotnika AABC
triktonik AA;BCy. NoZi¥&e vigine
iz totke A; tega trikotnika je iskana
totka M.

5. Ozna&imo z D noZise visi-
ne pravokotnega trikotnika AABC
iz totke C in naj bo E totka daljice
BD, za katero vella DE = AD.
Tedajje BE = AC = CE, torej sta
trikotnika AACE in ABCE ena-
kokraka. Zato in zaradi o + 3 =
= 90° dobimo ¥ ACD = «DCE =
= XBCE = 8 = 907 3. Koti
merijo a = 60°, 3 = 30°, v = 90°.
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8. razred

1. Naj bodo n—1,nin n+ 1 tri zaporedna naravna $tevila. Tedaj je
(n—13+n34+(n+1)3 = n?-3n243n—14-n3+n343n?43n+1 = 3n(n?+2).
Dokazati je ¥e treba, da je n(n?+2) deljivo s 3. Ce je n = 3k, je to o&itno, &e
pa je n = 3k +1, je drugi faktor deljiv s 3, ker je n2+2 = 9k? +6k+1+2 =
=3(3k2 £ 2k +1).

2. Zapifemo ena&bo x + 10 + lx—o(x + 10) = 72 in jo poenostavimo
(x — 2)(x — 50) = 0. Od dveh resitev enalbe x; = 2 in xp = 50 nalogi
ustreza samo prva. Iskano $tevilo je torej 2.

3. Iskano $tevilo n je oblike 1....x. Za&etne cifre ve&kratnikov n,2n,3n,
4n,5nin 6n so vse razli¥ne od 0 in razli¥ne med seboj ter so hkrati cifre Stevila
n. Prav tako so kon&ne cifre teh veZkratnikov med seboj razli¢ne. Ce biimela
dva veckratnika isto kon&no cifro, bi imela njuna razlika kon&no cifro 0. Toda
razlika je enaka enemu od veZkratnikov (npr. 6n—2n = 4n,5n—3n=2n,...),
ta pa ne more imeti cifre 0, saj je n nima. Sklepamo torej, da x ni 0, 1 ali 5
in da je lih. Ker se pri produktu Stevil 3in 9 z 2, 3, 4, 5in 6 ne pojavi cifra
1 na zadnjem mestu, je x lahko le 7. Tako dobimo Ze preostale cifre &tevila
n: 4, 8.5, 2,

Hitro se prepritamo, da se vsaka od cifer Stevila n pojavi natanko po
enkrat kot enica, desetica, stotica, ..., stotisofica. Denimo, da bi imela dva
izmed veckratnikov isto cifro na nekem mestu. Razlika, ki je enaka enemu od
veZkratnikov, bi imela na tem mestu cifro 0 ali cifro 9, teh pa ni med ciframi
Stevila n.

Sedaj ni teZko poiskati $tevila n. 1z21n=n+2n+3n+4n+5n+46n=
= 111111+ 222222 + 444444 4 555555 + 777777 + 888888 — 11111127 =
= 2999997 sledi n = 142857. £

4. Najprej vidimo $AQB =
= 4<PQN = 90° + ;— Ker je
PQNC tetivni &tirikotnik, je v =
=180° — 4 PQN =90° — I v =
= 60° Iz AQB = 2+ sledi,
da je Q sredii¢e ofrtanega kroga
AABC, zato $QAB = 4QBA =
= XQRBC = ¥QCB = 4QCA =
= «QAC in AABC je enakostra-
ni¢en ter PN || AB. Trikotnik
ANPQR je enakokrak, z viino &
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iz ogli¥%a Q je razdeljen na dva skladna trikotnika, ki sta polovici enako-
strani€nega z visino 1/2. Plo&ina ANPQ je torej 1/3/12.

5. Naj bo O preseéis&e diago-
nal AC in BD. lz enakosti plo&&in
trikotnikov AABC in AABD sledi,
da sta tudi plo¥¢ini trikotnikov
AADQO in ABCO enaki, recimo r.

lz r = 1xvin n= Jyv sledi

| .

B = e Na podoben na&in do-
bimo -’:—’ = i—, odtod pa sledi r2 =
= mnin r = y/mn. Kon&no dobi-
mo plo¥ino trapeza p = m + n+
+2r = m+ n+ 2¢ymn =

= (Vm +v/n)?.

Aleksander Potocnik in Darjo Felda

TRI WELLSOVE UGANKE — Resitev s str. 286

1. POSEVNO SESTEVANIJE

Dobimo periodino zaporedje iz decimalnega zapisa #tevila %, torej
142857142857... Res, zapidimo 3Stevila nekoliko drugae

i, 3
0,03
0,009

r i

=0,1
-0,1-0,3
=0,1-0,32

0,0027=0,1-0,33

in seStejmo geometrijsko vrsto

0,1(1+0,340,324..)= ;



2. RAZMERIJE PROSTORNIN

X

—

3. TRISEKCIJA TRIKOTNIKA

307

Pravilni &etverec z dvakrat daljfo
stranico, kot jo imata dani telesi,
razkosamo na #tiri manjfe pravilne
&etverce in pravilni osmerec, kot ka-
e slika. Vsi robovi nastalih teles
so enako dolgi in merijo pol manj
kot rob prvotnega ¢etverca. Pros-
tornine podobnih teles so v razmerju
kubov razmerij njihovih robov, torej
so manji &etverci prostorninsko
osemkrat manjii od prvotnega. Sti-
rje zavzemajo polovico velikega &e-
tverca, osmerec pa ostalo polovico.
Ker je osmerec sestavljen iz dveh
pravilnih Ztiristranih piramid, je pro-
stornina vsake dvakrat ve&ja od pro-
stornine &etverca z enako dolgimi
robovi.

Minimalno reditev sestavlja pet kosov, ve& pa pove slika.

e e i b,

5
:‘-/

g%

Bralec naj poskusi dokazati, da so &tirje kosi premalo za iskano trisekcijo.

Prevedel Boris Lavrié&
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34. REPUBLISKO TEKMOVANJE SREDNJESOLCEV 1Z
MATEMATIKE - Reditve nalog s str. 232

Prvi letnik

1. Najprejizl <a< b<c<d<edobimodte < atbtctdt+e<5e
in zaradi pogoja (b) v nalogi 3¢ 4 + e < abcde < 5e. Odtod
pridemo do dveh neenakosti abcd < 5in4 < (abcd—1)e. Iz
zadnje sklepamo abcd > 1, tako da imamo 2 < abcd < 5 in si
ogledamo vse moZnosti kar v tabeli

a b ¢ d Vsota= Produkt Ali je moZno
1 1 N E+e=2e¢

e=5 je
I ¥ 1 3 6+e=3e

e=3 je
1 1 2 2 6+e=4e

e=2 e
I} ¥ 1 # T+e=4e

e=T7/3 ni (e ni cel)
i1 1 1 & 8+e=5e

e=2 ni (dobili smo e < d)

Dobili smo torej 3 peterke: (1,1,1,2,5),(1,1,1,3,3)in (1,1,2,2,2).

2. PokaZimo najprej, da je mnoZica naravnih Stevil vsebovana v M. Zaradi
trditve (b) je bodisi 1 € M ali pa —~1 € M, toda (-1) - (-1) = 1,
zato —1¢ Min 1€ M. Iz1 € M pa po (a) sledi 1+ 1 € M, nato
241EM,... = NCM.

Naj bo m poljubno naravno Stevilo. Zaradi (b) je -;—1 € M ali pa
-LeM. Toda—Lt -m=-1¢ M zatoL e Min-L ¢ M.
Ker so vsa §tevila oblike -__;% in vsa naravna 3tevila v M, so po (a) tudi
vsa Stevila oblike 2 (n, m € N) v M. Stevilo 0 ni v M, kar sledi iz

0 = —0 in trditve (b). Res je M = Q.

3. Druga neenatba da x = 2 ali x = —2, nato pa i¥¢emo vse moZnosti za
v iz prve neena&be. Sistemu neena&b zado¥&ajo pari

{@.y) Iyl <2} U{(-2.y); 2< |y| <3}
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. |z slike razberemo x < e+
+v, y<f+4+vinz< g+v,
od koder dobimo x +y +2z <
<e+f+g+3v, nato pa e
e+f<a+b f+g<b+c
in g+ e < a+ c ter iz tega
e+f+g <a+b+c. Kon&no
jex+y+z<a+b+c+3v,
kar je bilo treba pokazati.

Drugi letnik
- Enakost 2 + Fba + 355 = 1 po vrsti mnoZimo z a, bin c. Iz

dobljenih enakosti izrazimo
b? abtbc _ actbc _ abtac _ g
c+a S

E‘;:;E+C+a+?q-|-35=a+b+c_ a+b btc
. Ce bi obstajal tak y, pri katerem bi f(y) = 0, potem bi bila f identiZno
enaka 0 (saj bi za vsak x veljalo f(x) - f(y) = 0 = f(x — y)), te
funkcije pa ne i%¢emo, saj ne zado¥¢a pogoju f(1990) = 1. Denimo
torej, da ni takega y, kjer bi f(y) = 0. Pifimo x = 2y, pa imamo
f(y)- f(2y) = f(y) oziroma f(2y) =1 za vsak y in f = 1.

. Najprej ugotovimo, da so vse tri stranice trikotnika manj%e od % (npr.
ize<a+bina+b+c=1sledic<1-—coziromac< %) Odtod
sledi (2a — 1)(2b— 1)(2¢c — 1) < 0, oziroma 8abc — 4(ab+ bc + ca) +
+2(a+ b+ c)—1<0ali 8abc —4(ab+ bc+ca)+1<0.

Po drugi strani sklepamo 1 = a+b+c = (a+b+c)? =
= 2(ab+ bc+ca) = 1—(a? + b2 + c?). Upostevajmo to v
pregnji neenakosti, pa imamo 8abc —2+42a2+2b242c24+1<0
in takoj %e a2+ b2+ c? +4abc < %

. Oznadimo 3 = O—:Q, b=o0

+3BC) = }(-F+b), OE =
= 0D 4+ DE = é(3+2 +
+3¢) in BD=B0O+0D =
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—; 1(a - 2b + c) Oglt:jmo si OF - BD = 1 5(7 + 2b+
+3E')(a 26+4¢) = —5(4 —45.2) = j(a—b) c. Tu smo upostevali,
da so vektorji 3, b in € enako dolgl Ker je 3— b = BA in ker le%i ¢
na vidini na osnovnico, je OF - BD = 0, premica skozi O in E je res
pravokotna na BD.

Tretji letnik

. O&itno mora biti x > 0, zato ena&ba pri a < 0 nima reditev. Ceje a =0,

je edina refitev x = 0. Naj bo odslej a > 0. lz \/Ja+ /x= a — x sledi
a > x. Ena&bo kvadrirajmo in uredimo a2 — a(2x + 1)+ x2 — \/x =0
ter refimo a = 3(2x + 14 (2,/x + 1)). Oglejmo sn obe resitvi:

(i) a = x + /x + 1 lahko zapi¥emo v obhkl a-— 3 = (x+ 2—)2 zato

seveda a > g- lzrazimo /x = y/a — 3 — 5, pa vidimo, da mora biti

a > 1 zaradi \/x > 0. Kon&no imamo x = (y/a— 3 - 3)2. Pre-
veriti moramo, ali velja a > x: a—x > 0 < /a— /x >
> 0 \/_—(a,/a—%—%)zﬂﬁ\/—ﬂ\)amx—ki)lﬂ Zadnja
neenakost ofitno velja, saj je kvadratni koren nara¥¥ajoZa funkcija.

(i) a = x — \/x: ta enakost je protislovna, saj je x = 0 ne redi,
—/x = a—x > 0 pa ne velja.

. Iz f(0 +0) < £(0) + £(0) sledi f(0) > 0, zaradi totke (a) v nalogi pa

f(0) = 0. Nato f(x) > f(x + (—x)) — f(—x) = 0 — f(—x) > x in
zaradi f(x) < x (toZka (a) v nalogi) f(x) = x.

a) ‘[:zvslike vidimo: SapT =
R O
b) Najprej ugotovimo Spgc =
= 3-Sa77, &e smo T/ izbrali
na podaljZku teZi¥nice na stra-
nico AB tako,da TD = DT,
saj sta trikotnika AAT'D in
ABT D skladna. Sedaj pa iz-
rafunajmo plo¥ino trikotnika -

AT'T po Heronovem obrazcu:
Sarr=1/3t-3(t = ta)-3(t = 1) - §(t - c) =

= i‘g-\/r(t —ta)(t — tp)(t — tc),
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kjer nam pomeni t = %(ta + tp + tc). Zaradi prej§nje ugotovitve je

Sasc = 3/t(t = ta)(t — tp)(t — tc).

. Spet si pomagamo s sliko. Ce
oznaéimo kot <ACX z a in
diagonalo kvadrata z d, potem
izrazimo AX = dsinea in
CX = d cosa. Ker je

LABX = ACX (sta nad is-
tim lokom), je <XBC =
= 90° — a in £XBD =
= 45° — a, tako da imamo
BX = dcos(45° —a) =
= léd(ccnsc:: + sina) =
= Y2 (AX +CX). Ce bi torej
bili AX in CX racionalni, BX

ne bi bila racionalna.

Cetrti letnik

. Zapi%imo tabeli

an=2-ap_1+2"1 an = 2 apg+21
ap—1=2-ap-2+2"2 2-ap_1=22-a,_9+2"1
e - -
a1 =2-ag+2° 27=1.5; = 2". 39 + 271
Ce vrstice desne tabele med seboj sedtejemo in upo¥tevamo ag = 1,

dobimo a, = (n+ 2) 2n-1,

. Najbo cg, ¢1 ¢ c3...desetiZki razvoj dtevila 1/10. Hitro ugotovimo, da
je az = 0, saj je (1/10)2k = 10K, ki ima zadnjo cifro enako 0. Zaradi
[(v10)2%+1] = [10% - V/10] je agx41 = cx (k = 0,1,2,...). Dano
zaporedje je torej cg, 0, ¢1, 0, €2, 0, ¢c3, 0, ... in ni periodi€no, ker je
/10 iracionalno $tevilo.

. Cev f(x + f(y)) = f(x) + y vstavimo x = 0, dobimo f(f(y))
= f(0) + y, &e pa zamenjamo x in y med sabo in izberemo x =

dobimo f(y + f(0)) = f(y). Potem pa imamo f(y) = f(y + £(0))

S
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= f(f(f(y))) = f(0) + f(y), iz tega f(0) = 0 in f(f(x)) = x ter
fix+y) = f(x+1f(f(y)) = f(x) + f(y). To pomeni, da za vsak
n € N velja f(nx) = n f(x), zaradi f(nx — nx) = 0 = f(nx)+f(—nx)
pa §e f(—nx) = —nf(x) oziroma velja f(mx) = mf(x) za vsak
cel m. Potem pa ni teZko pokazatr za racionalna $tevila: f(m 1) =
= mf(L) = rlnf(l) = (), analogno gre z ulomkom -n"-‘ Iz
f(x 1) = x - f(1) sklepamo, da je f(x) = Ax, kjer je A konstanta, zato
A(x+ Ay) = Ax+y in A2y = y ter A = +1. Iskani funkciji sta torej
f(x)=xin f(x) = —x.

4. Naj bodo aj, ap, ..., an stranice na¥ega veXkotnika. Na splo¥nosti ne
izgubimo, ¥e privzamemo aj; > ap > ... > a,. Predpostavimo, da za
vsaki dve stranici b in c veZkotnika, kjer je b > ¢, velja b/c > 2. To
pomeni, da za vsak i € {1,2,..., n—1} velja a;/aj4; > 2in

a a = a
2 “l. i an-1 < 1
= 2 4 = 2 = pn-

Ce neenakosti segtejemo dobimo a3 + a3 + -+ an < al(% + ;1{ +
+ oo i) = g2p(14 24+ 2" ?) = a(1- 5Ly) <
Dobili smo, da je stranica a; dalj¥a od vsote vseh drugih, kar ni mogo&e.
NaZa predpostavka nas je privedla v protislovje, zato vedno najdemo med
stranicami ve&kotnika vsaj dve (npr. b in c), da velja 1 < ‘E’ < 2.

Darjo Felda

V" by asieh NAM JE Hp.ub\t‘\o
Q¥ €9 | ¥ o NEMO w' ON
L
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KAKO DOBIMO VSE TOCKE NA ENOTSKI KROZNICI
- Retitev s str. 262

Kot 7 je obodni, kot ¢ pa sredi&&ni kot nad istim lokom na kroZnici k. (Glej
sliko 2 na str. 260.) Zato je ¢ = 2.

Otitno je tan1 = §, se pravi t = tan . Dalje je x = cos¢p, y =sin .
Potem je

x = cos 24 = cos? P—sin? P = cos’y (1 = sin® i) = cos? P(1—tan2 ¢)

cos?

y =sin 29 = 2sinYcosyp = 2 sm;i cos? 1 = 2tan 1 cos® P
co

Ker je 1+tan? ¢ = coslz 7 e cos? § = 1+:.-a1n5 P’

Upostevajmo ¥e, da je tany = t, pa dobimo:

x =(1—tan?4)- : ;i
- 1+tan2ep 14 t2
y = 2tan - : i

1+tan T1te2
Janez Rakovec

KOLEDARIJI — Resitev s str. 220

Z zbiranjem lahko kon&a, &e ima v zbirki 14 razliZnih letnih koledarjev (prvi
dan v letu je lahko katerikoli izmed sedmih dni v tednu, pa $e na navadna
in prestopna leta moramo paziti). Oznatimo z D1, D2, ..., D7 dneve v
tednu, Cikel $tirih zaporednih let ima 366 + 3 - 365 dni ali 208 tednov in
5 dni. Ce se je prestopno leto zaCelo z D1, se naslednja prestopna leta
za&nejo takole: 1976 — D6, 1980 — D4, 1984 — D2, 1988 — D7, 1992 — D5,
1996 — D3. Sele leta 1996 bo torej dedek zbral vse razli¢ne letne koledarje
za prestopna leta.

Do takrat bo zagotovo zbral tudi vse razline letne koledarje za navadna
leta. Navadna leta neposredno pred prestopnimi se namreZ za&nejo z dnem
v tednu, ki je neposredno pred dnevom v tednu, s katerim se za&nejo ta
prestopna leta (tako imamo 1971 — D7, 1975 — D5, 1979 — D3, ..., 1995 —
D2). V resnici pa je dedek Ze leta 1978 imel vse moZne koledarje za navadna
leta.

Darjo Felda
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10. REPUBLISKO IN PODROCNO TEKMOVANIE 1Z
FIZIKE ZA OSNOVNOSOLCE - Reitve nalog s strani 280

Podro&no tekmovanje

7. razred

1. Kocka z robom 4 mm ima prostornino 64 mm>. Prostornino kapljice zato
ocenimo na priblizno 50 mm?3. (Za pravilne lahko §tejemo ocene med 10
in 250 mm3.) V enem letu je 365.24.60.60 = 31536000 s. Prostornina
vseh kapljic je torej 31536000.50 mm® = 1,6 m3. Za vodo, ki nam
odte&e, moramo pla&ati pribliZno 32 din.

2. Tlak v kapljevinah naraa z globino: Ap = o - h. Tlak v vodovodni
napeljavi v pritli&ju je torej za Ap = 10000 N/m3.70 m =700000 N /m?
ve&ji od tlaka na gladini zbiralnika, 30 m pod zbiralnikom pa za 300000
N/m? veg&ji. V pritli&¢ju moramo pritiskati na odprtino pipe najmanj s silo
F =ApS =70N/cm?.1,5 cm? = 105 N, na vrhu nebotiZnika pa s silo
30 N/cm?.1,5 cm? = 45 N,

3. Zgornjisilomer raztegne teZa &tirih preostalih, naslednji silomer tefa treh
preostalih itd. TeZa 1,5 N raztegne silomer za 0,75 cm. Skupni raztezek
vseh silomerov je: 4.0,75 c¢cm + 3.0,75 cm + 2.0,75cm + 1.0,75 cm =
= 7,5 cm. Skupna dolZina je torej 75 cm + +7,5 cm = 82,5 cm.

4. a) Po 20 minutah se vidina vode spremeni za 10 cm in je sprememba
potencialne energije AW, = mghy = 16J.

b) Po 10 minutah se preto&i polovica vode. Predstavljati si smemo, da
se iz zgornje posode preseli zgornja polovica vode v spodnjo posodo.
Sprememba visine je potem 14 cm in AW, = 8kg. .10 m/s2.0,14 m =
= 11,2 J. V preostalem €asu se spremeni potencialna energija za 16 J -
« 11,24 =481,

¢) V eni minuti se preto&i 0,8 kg vode, vidina vode v posodi se spremeni
za 0,4 cm. V 10. minuti se vi§ina vode v zgornji posodi zmanj¥a
od 4,4 cm na 4,0 cm, v spodnji pa povefa od 3,6 cm na 4 cm.
Srednja visinska razlika gladin v tej minuti je 10,4 cm in AW, =
=0, 8kg.10 m/s2.0,104 m = 0,83 J.

5. a) 0,5 m dolg odsek bakrene palice se podalj¥a za 1,7.0,5.80.0,01 mm =
= 0,68 mm, aluminijaste pa za 2,3.0,5.80.0,01 mm = 0,92 mm. Skupna
sprememba razdalje je 0,68 mm + 0,92 mm = 1,60 mm

b) Najve&ja sprememba razdalje je med tofkama na skrajnih koncih palic.
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8. razred

. Veni uri redno letalo preleti razdaljo 500 km/h.1 h = 500 km. Tolikino

razdaljo nadoknadi zamujemo letalo v 5 urah, ker ima za 100 km/h ve&jo
hitrost. Cas leta rednega letala je 6 h in razdalja med totkama A in B

je 500 km/h.5 h = 3000 km. MB Gtk
5

kvadrata. Zato velja r =
= R/+/2 = 4540 km. Hitrost
krofenja je v = 2wr/t =
= 28500 km/24 h= 1190 km/h.

. Ko jesila F enaka nig, je tudi delo te sile enako ni&: Ay =0, A- = 0.

Vintervalih B in D najprej izra¥unamo opravljeni poti. lz diagrama
sledi sg = 20 m in sp = 20m. Sledi Ag = 10N.20 m = 200 J,
Ap = —10N.20 m = -200 J. Skupno delo je enako 0.

. Racunalnik deluje pri 100 krat &ibkej¥i svetlobi od navedene, zato je

dovolj, da pade na m? v eni sekundi 10 J svetlobne energije. Plo¥ino
son&nih celic moramo oceniti sami. Pri Zepnih ra&unalnikih je povr¥ina
okoli 5 cm?. Na tako povrdino pade vsako sekundo 5¢cm?/10.000cm?.10
J = 0,005 J energije. 15% te energije pretvori son&na celica v elektri&no
delo. Najprej izrafunamo elektritno mo& P = A/t = 0,15.0,005 J/
/1 s = 0,00075 W, nato pa %e tok: / = P/U = 0,00075 W/1,5 V =
= 0,5 mA.

. a) Ce izberemo Zico s presekom 0,5 mm?2, lahko iz diagrama razberemo,

da ima 1 m dolga ica upor 2,8 ohma. Za 20 ochmski upornik potrebujemo
torej (20/2,8) m = 7,1 m Zice. Ce bi izbrali Zico s presekom 1,5 mm?2,
bi potrebovali 3.7,1 m = 21,3 m ice.

V diagramu pri dolZini 2 m nari§emo navpi&nico in preberemo upore od
zgorajnavzdol: R; = 5,682, R, = 4,002, R3=1,902, R4 = 1,49. Upor
vodnika je obratno sorazmeren s presekom, zato velja za drugi vodnik
Sy =(R1/R2).51 = (5,6/49).0,5 mm? = 0,7 mm?. Enako dobimo
za &etrti vodnik: S4 = (5,69/1,4Q).0,5 mm? =2 mm?2.
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3,

Republitko tekmovanje

7. razred

. V izbrani prostornini, recimo v 1 m3, je 0,25 m3 helija in 0,75 m3

kisika. Masi plinov sta: mpye = pyHe - VHe = 0,045 kg, mo, =
= po, - Vo, = 1,05 kg. Skupna masa mesanice je my, + mg, =
= 1,09 kg. DeleZ helija izrafunamo tako, da delimo maso helija sskupno
maso: mye/m = 0,045 kg/1,09 kg = 0,041 = 4,1%.

a) Sila pri x = 0 je nasprotno enaka teZi in je za vsa tri telesa enaka.
Ker je teza 10 N, je masa mag = mg = m¢c = 1,0 kg. Pri x > 6 cm
se sile ne spreminjajo veZ, telesa so potopljena in sila vzgona je 10 N -
-2 N =8 N, spet enaka za vsa tri telesa. Zato so enake tudi prostornine
in gostote teles. V' =0,8dm3 in p=1,0 kg/0,8 dm3 = 1,25 kg/dm3.

c)

\ £, (N)

a) V prvih 5 minutah se je temperatura vode spremenila za priblizno
22 K, torej je voda sprejela toploto Q, = mcAT = 0,5.4200.22 J =
= 46000 J. V tem &asu je grelnik oddal 60000 J toplote. Uslo je torej
60000 J - 46000 J = 14000 J toplote.

V &asu med 15. min in 20. min se je temperatura spremenila za pribliZno
10 K, Qu = mcAT = 0,5.4200.10 J = 21000 J in v okolico je uslo
39000 J toplote.

. Na Zico lahko poloZimo 6 daljgih stranic A4, eno kraj3o, pri zadnji meritvi

ocenimo, da je papir za 10 mm daljgi od Zice: [ = 6.297 mm + 210 mm
- 10 mm = 1982 mm. Z merilnim trakom izmerjena dolZina je 1987 mm.
Moznih je e ve& druga&nih postopkov.
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V nalogi navedene kote naride- Jr,r(r,u )
mo s trikotnikoma na list pa-

pirja, list pripnemo na stojalo,
na katerem visi uteZ in izmeri- ad
mo silo.

Tabela meritev je: 2

kot x(®) F (N

[f=ENT=T- Yo%)
o
i
w
o
£
wn
o
o
~J

n
]

0
0
45 1
1
3

Pri 90° bi bila sila neskon&no velika.

8. razred

. Med prehitevanjem prevozi osebni avtomobil razdaljo v,.t, tovornjak pa

razdaljo v¢.t.

60 m i 10m vt : 60m ! A

- - - - -

b)

-

Iz slike vidimo, da velja vo.t =60 m + 10 m + v¢.t +60 m + 4 m, od
koder sledi t = 134 m/(vo — v¢) = 12,1 s. Prehitevanje traja 12,1 s,
osebni avtomobil pa med prehitevanjem prevozi razdaljo vi.t = 302 m.

. Rezultanta vseh sil na sliki je 25 N v smeri sile F;. Ce naj se telo giblje

s pospetkom 20 m/s?, mora biti rezultanta vseh zunanjih sil nanj enaka
m.a=3,0kg.20 m/s2 = 60 N. 60 N

Na telo moramo delovati z do-

datnosilo F =60 N -25 N =

= 35 N v smeri sile Fy. r

Z na&rtovanjem sil v primer- I

nem merilu (npr. 60 N =

= 60 mm) ugotovimo, da mo- e 25 N

wn
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c)

3. Skupni upor upornikov Rp in

ra biti dodatna sila F enaka 65 N. Velikost sile F lahko izraunamo tudi
po Pitagorovem izreku F = /(60 N )2 + (25 N )2 = 65 N.

Z nalrtovanjem ugotovimo: F = 40 N pod kotom priblizno 50° glede

na smer sile F;.

Ry je 10092, zato je napetost
na teh dveh upornikih dvakrat
manj$a kot napetost na uporni-
ku R3. Najprej bi pregorel u-
pornik R3, saj je napetost na

njem najve&ja. Mo& izra&unamo iz enabe P = U2/R . Napetost na
uporniku R3 je lahko najve& U = /PR =

= /0,5 W .200Q2 = 10 V. Ko je napetost na uporniku R3 10 V, je
napetost na upornikih R in Ry 5 V, torej lahko vezje priklju&imo na
napetost najved 15 V.

. Predin posegrevanju moramostehtati gorilnik s ¥piritom, da ugotovimo,

koliko ¥pirita je zgorelo. Pri eni od meritev smo 400 g vode segreli za
10 K v 630 sekundah. Pri tem je zgorelo 2,0 g ¥pirita. Gorilnik je oddal
2,0.27000 J = 54000 J toplote. Voda je prejela toploto Q =

— 0,400 . 10 .4200 J = 16800 J. V izgubo je Zlo torej 37200 J, kar je
69% . Toplotni tok, ki ga oddaja ¥piritni gorilnik, je

P = 54000 J/630 s = 86 W.

. a) Z meritvijo ugotovimo, da je

npr. pri toku 50 mA skozi am-
permeter, padec napetosti na
notranjem uporu ampermetra F A
0,20 V. Torej je notranji upor
amperemetra . 8
Ra=0,20V/50 mA = 4Q . Pt
lzmeriti moramo tok, ki teZe (4)

©

|
®

©,

skozi voltmeter. Pri napetosti
na voltmetru 3 V, tefe skozi —

voltmeter tok 33uA, torej je
notranji upor voltmetra Ry, =
= 3V/33u A = 9000012.
Zlatko Brada& Mirko Cvahte



NOVE ANJIGE

PROGRAMSKI PAKET emTgX 3.0, PrimoZ Gabrijelit in
dr., Drustvo matematikov, fizikov in astronomov Slovenije,
Ljubljana 1991.

Marko Razpet, SEDI IN PISI Z LATgX-om, Drudtvo mate-
matikov, fizikov in astronomov Slovenije in Zavod Republike
Slovenije za 3olstvo, Ljubljana 1991, Ratkova knjiznica 3.

Casi, ko je bil izpis na ratunalni¥kem tiskalniku sinonim za grde, oglate Zrke,
so e davno mimo. Vedno bolj izpopolnjeni tiskalniki in ustrezna programska
oprema nam omogodajo, da so ra&unalniZki izpisi povsem primerljivi s knjigo-
tiskom. Eno od najbolj izpopolnjenih orodij za oblikovanje in izpis besedila
je program TgX. Zasnoval ga je znani matematik in rafunalnikar Donald
E. Knuth. Omogo&a nam res kvalitetno pripravo besedila za tisk in ¥e na
cenenih 9-igli#nih tiskalnikih dobimo kakovosten izpis. Ko smo pred tremi
leti v Preseku pisali o tem programu, ki nam nadomesti strica v tiskarni
(Matija Lokar, TEX, Presek 15 (1987-88) 6, 326-332), se je kar nekaj bralcev
zanimalo, kako bi do tega programa prigli. Zal so bile dosle] razli¢ne izpeljave
TgX-a za PC zdruZljive rafunalnike dokaj draga zadeva. Seveda smo si
programe nekako 'izposodili’, vendar je slaba vest ostala. No sedaj si lahko
oddahnemo in vsem bralcem sporoZimo, da lahko poceni pridejo do TgX-a.
In ne le do njega. Skupaj z njim dobimo 8e cel kup zanimivih programov.
Tako je priloZen program, ki nam omogo&i, da naredimo slike in jih nato
vkljuZimo v besedilo, program METAFONT za oblikovanje novih naborov
znakov, nadgradnja TgX-a LATEX in %e in Ze. Posebej LATEX je zanimiva
zadeva. Ker je priprava besedil v TEX-u vé&asih nekoliko zapletena, je Leslie
Lamport pripravil sistem ukazov, ki so nekakina nadgradnja TgX-a in ga
poimenoval LATEX. Omogo€a nam enostavnejfe oblikovanje besedila. Poleg
preprostej§e uporabe ima ¥e to dobro lastnost, da na%e znanje TEX-a ni viZeno
pro¥. Se vedno imamo na voljo vse ukaze, kot jih pozna TEX in pa cel kup
novih. Tako je vegina uporabnikov TgX-a, kar jih poznam, presla na uporabo
LATgX-a. Ce TEX uporabljate, boste nad LATEX-om prav gotovo navdufeni,
&e pa ne - poskusite. saj ni tefko. Da bo ucenje LATEX-a 3e laZje, nam bo
pomagala knjiga Marka Razpeta, Sedi in pisi z LATEX-om. O njej nekoliko
ve¥ v nadaljevanju.

Sedaj pa se vrnimo k programskemu paketu. S posredovanjem skupine
navdudenih uporabnikov TgX-a, je konec prej€njega leta v Slovenijo pri¥el
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em TEX, izvedba nove inagice TpX-a. Avtor, Eberhard Mattes z univerze v
Stuttgartu, je program namenil prostemu razsirjanju. (Zato ga lahko dobimo
zastonj.) V originalni obliki je dokaj neroden za uporabo, vsaj za vegino
uporabnikov. Zahvaljujo¥ stikom z avtorjem je omenjena skupina pripravila
ve& paketov s programi, ki so sedaj v obliki, primerni za ve€ino uporabnikov
in udobno names&eni na diskete.

Programski paket je razdeljen na 7 paketov, med katerimi nekateri na-
stopajo v veZ ina&icah. Obi&ajni uporabnik, bo za delo potreboval le paketa
1in 2, ki sta na treh disketah 5,25" oz. dveh 3,5", tako da so strogki nabave
res minimalni: 400,00 din (320,00 din) oz. 350,00 din (280,00 din).

Poleg disket dobimo 3e knjiZico s kratkimi navodili za uporabo tega pro-
gramskega paketa. Opisano je names¢anje, vsebina paketov, na&in klica pro-
gramov, namen posameznih pomoZnih programov. PriloZen je tudi dodatek
z navodili za zaetnike in seznam naborov znakov. Marsikdo bo pogresal
podrobnejiih navodil, vendar bodo za prvo silo zadostovala tudi ta.

Seveda pa se bo potrebno naugiti ustreznih ukazov. Verjetno bo najlaze
za®eti kar s LATEX-om. Zelo primeren pripomo&ek pri u€enju bo tretja knjiga
iz Ra&kove knjiZnice Sedi in pisi z LATEX-om, avtorja Marka Razpeta. Kot
pravi sam avtor, se je LATEX-a mogo&e nauéiti vsaj v 15 urah. Ob pomoéi
knjiZice bo to &lo ¥e laZe in hitreje. Gradivo je podano sistemati&no in pre-
gledno. Opremljeno je s Stevilnimi zgledi, ki niso sami sebi namen, ampak
so zelo uporabni. Tako v knjigi najdemo primer kemijske formule, kontrolne
naloge iz nem&kega jezika, primerek vabila, pesem, ¥tevilne zapletene mate-
matigne formule, razpredelnice, .... Tako ne bo teZav, da bodo va%e sem-
inarske naloge dobile poleg kvalitetne vsebine %e prvovrsten izgled, ¥olsko
glasilo bo zaZivelo v novi lu&i, rezultati ¥olskih tekmovanj bodo li€nejsi, ne
bo ve& napak pri testih zaradi nerazlo&nih formul, ... KnjiZica je res do-
bro napisana. Njena glavna odlika je ravno ta, da njen naslov ne laZe, saj
zacetnikom ne bo delala teZav. Kljub temu pa bo tudi izkugen uporabnik v
njej nadel marsikaj koristnega.

Ce natipkate z raZunalnikom ve& kot eno stran na mesec, ne pomisljajte
in kupite programski paket emTEX in se skupaj z Razpetovo knjigo lotite
ufenja. Omenimo, da tudi Presek Ze kar nekaj &asa oblikujejo s pomoé&jo
TeX-a. Ker vedno ve& avtorjev svoje &lanke napige kar v TpX-u, je delo pri
pripravi Preseka moéno olaj§ano.

Matija Lokar
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ANGLESKE ASTRONOMSKE ZNAMKE

Jeseni 1990 je angle¥ka po&ta s 3tirimi znamkami pocastila dve pomembni as-
tronomski obletnici: dvestoletnico zvezdarne v Armaghu na Severnem Irskem
in stoletnico Britanske astronomske zveze. 7e leta 1675 so osnovali Kraljevi
greenwiski observatorij, predvsem zato, ker so mornarji potrebovali to€en %as
in zvezdne karte za orientacijo.

Na znamki za 22 penijev kaZe glavna risba stavbo zvezdarne v Armaghu.
Na levi vidimo radijski daljnogled v Jodrell Banku s paraboloidno anteno s
premerom 76 metrov, na desni pa najved&ji britanski daljnogled. Daljnogled
je eden izmed najboljgih na svetu, nosi ime po Williamu Herschlu in stoji na
La Palmi na Kanarskih otokih. Zgornji okrasni trak vsebuje risbe Zemlje,
merilnika vetra, Sonca in neba.

Znamka za 26 penijev ima na sredi risbo kometa, Luninega mrka in
razlago plime in je posve€ena Newtonovemu gravitacijskemu zakonu. Levo je
prvi Newtonov zrcalni daljnogled iz leta 1672 in desno veliki Herschlov zrcalni
daljnogled. William Herschel je leta 1781 odkril planet Uran in narisal dotlej
najnatan&nejic zvezdno karto. Okrasni trak kaZe komet in Herschlovo risbo



nade Galaksije. Kraljevi astronom Edmund Halley je na osnovi Newtonovega
zakona predvidel, da se bo vrnil komet, ki ga imenujemo po njem.

Znamka za 31 penijev vsebuje risbe ozvezdij in stare naprave za ugo-
tavljanje lege zvezd na nebu in opozarja na pomen astronomije za natan&no
merjenje Zasa. Okrasni trak kaZe planete Oson&ja, ki so jih poznali v Her-
schlovem &asu.

Znamka za 37 penijev kaZe starodavni Stonehenge, v katerem so Eastili
Sonce in ki daje slutiti zasnovo koledarja. Na levi risbi vidimo armilarno sfero,
staro napravo za dolo&anje leg nebesnih teles in €asa, desna pa opozarja na
pomen astronomije za orientacijo na morju. Okrasni trak kaZe Lunine mene.

Risbe je narisal Jeff Fisher, ki veZkrat prispeva tudi kako naslovnico za
revijo New Scientist. Ceprav se zdijo nekoliko natrpane in je treba dobro
pogledati, da pribliZno ugotovimo, kaj naj bi kazale, dajejo znamke ugoden
vtis.

Janez Strnad




