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FIZIBA

ZAKA) SE LAHKO DRSAMO IN SMUCAMO?

V amerigki reviji The Physics Teacher, ki je posvefena pou&evanju fizike v
srednji 3oli, je urednik razdelka o preprostih poskusih novembra 1987 poroZal
o poskusih v vakuumu. Omenil je, da se ledi¥e z narafajo&im tlakom zni%a,
in navrgel, da se je mogo&e drsati, ker se ob zniZanju ledi¥¥a pri pove€anem
tlaku pod drsalko stali led. Maja 1989 je revija objavila ugovor bralca. Kljub
temu, da je bil dopisnik z iste univerze kot urednik, je trajalo skoraj dve leti
do objave odziva. Po mnenju dopisnika se ledi¥e zaradi tlaka premalo zni%a,
da bi se ob hladnem vremenu led pod drsalko zaradi tega stalil. Urednik se
je branil, €e¥ da vsaj pri temperaturi okoli 0 °C pojava, ki ga je omenil, ne
gre spregledati. Poleg tega je pri zavijanju drsalka nagnjena proti ledu in se
dotika ledu na manjgi ploskvi, zaradi Zesar je tlak precej visok.

Odzivi bralcev na &lanke so skoraj vedno pou&ni. Ob njih se najprej
vpra¥amo, kdo ima prav, &e odziv nasprotuje prvotnemu mnenju. Ali se zares
lahko drsamo in smu&amo zato, ker se zaradi povefanega tlaka pod drsalko
ali smuko zniZa ledi%Ze in se led ali sneg stali v zelo tanko plast vode?

Najprej malo premislimo. Tali¥&e ledu, ledi¥Ze, se z narad¢ajo&im tlakom
zniZa. Tako je tudi pri drugih snoveh, ki imajo v trdnem stanju manj%o
gostoto kot v kapljevinskem. Pri snoveh, ki imajo v trdnem stanju ve&jo
gostoto kot v kapljevinskem, pa se tali¥€e z nara¥¥ajo&im tlakom zvi%¥a. Pri
navadnem zracnem tlaku 1 bar se led tali pri temperaturi 0 °C, pri tlaku 2
bara pa pri temperaturi —0, 007 °C. Ce je led pri tem tlaku pri temperaturi
med —0, 007 in 0 °C, se za&ne taliti. Tlak je treba poviZati na 134 barov, da
se zniZa lediZ&e do temperature —1 °C. Merjenja kaZejo, da ima navadno led
temperaturo zraka nad njim. Pri temperaturi zraka nekaj stopinj Celzija pod
ni¢lo zniZanje ledi¥¥a zaradi povi¥anega tlaka pod drsalko ¥e ne more imeti
pomembne vloge.

Trenje

Sila trenja F; je komponenta sile podlage v nasprotni smeri gibanja na telo,
ki drsi s konstantno hitrostjo po ravni podlagi. Sila trenja je na Zirokem
obmo&ju hitrosti in komponente sile podlage pravokotno na podlago Fj (slika
1a) sorazmerna s to silo. Zato je smiselno vpeljati koeficient trenja

kt = Ft/Fn
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Slika 1. Sile na telo, ki enakomerno drsi po vodoravni podlagi (a) ali miruje (b)

(a) {b)

Podlaga lahko deluje na telo z vzdolZno komponento tudi, ko telo miruje;
to je sila lepenja. Ta sila ima zgornjo mejo najve&jo silo lepenja Fj (slika 1b).
Koeficient lepenja

ki=Fp/Fy

ki je ve&ji od koeficienta trenja, je pravzaprav koeficient trenja pri hitrosti 0.
Za telo, ki enakomerno drsi navzdol po klancu z nagibom G, velja

| P— tgﬁ

VzdolZna komponenta teZe telesa Fg je namreX tedaj enako velika kot sila
trenja F¢ = Fgsinf in pravokotna komponenta teZe enako velika kot sila
klanca na telo v tej smeri F, = Fgcosp.

Ce telo miruje na klancu, je sila lepenja manj%a od najve&je sile lepenja.
Ko poveZamo nagib do kota 3, in telo zdrsne, velja enaZba

ki = tgB

Koeficient trenja in koeficient lepenja sta odvisna od snovi, iz katerih sta
podlaga in telo, od obdelave dotikajo&ih se ploskev, od njune ZistoZe in od
tega, kaj se je z njima prej dogajalo. Mo&no ju zmanj¥amo, e med telo in
podlago damo kapljevino. Merjenja sile trenja in sile lepenja so razmeroma
nenatan&na, zato po navadi zapi¥emo koeficienta samo z enim mestom ali
kve&jemu z dvema.

Lepenje in trenje pojasnimo takole. Dotikajoi se ploskvi nista popol-
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noma gladki in drobne vzpetine podlage segajo v vddlbine telesa. Ko telo drsi
po podlagi ali ga silimo, da se premakne, spreminjajo drobne vzpetine obliko
in nekatere se strgajo. Pri tem se majhna obmo&ja telesa in podlage segrejejo
do precej visoke temperature.

Zgodovina

Trenje $tejemo po krivici med bolj dolgo¥asne zadeve v fiziki. Ce dobro
preudarimo, bi bilo brez njega Zivljenje popolnoma druga&no. V starih &asih
je veljala Aristotelova trditev, da mora - po nade - na opazovano telo delovati
od ni¥ razli€na rezultanta sil, da se telo giblje premo enakomerno. Mislil je
pa& na voz, ki ga vleZe konj, a je trenje popolnoma spregledal. |.Newton je
osnovne zakone mehanike preskusil najprej na gibanju planetov okoli Sonca,
pri katerem ni trenja. Dandanes lahko delamo poskuse brez trenja, na primer,
z zra&no progo, pri kateri iz drobnih lukenj izteka zrak, tako da se po njej
gibljejo vozi¢ki na zra&ni blazini.

Nekaj ugotovitev o trenju je zapisal v BeleZke Leonardo da Vinci na
zafetku 16. stoletja. Prva sistemati&na dognanja o trenju je objavil leta
1699 Francoz Guillaume Amontons, ne da bi jih sodobniki opazili. Na novo
jih je ugotovil francoski vojaski inZenir Charles Augustine de Coulomb leta
1785. Njegove ugotovitve je izpopolnil francoski general A.J.Morin leta 1830.
Tedaj so mislili, da je koeficient trenja neodvisen od hitrosti, ker so pa& merili
pri razmeroma majhni hitrosti. Sele pozneje so Angle¥ Francis Galton in
drugi spoznali, da koeficient trenja z nara¥¥ajo¥o hitrostjo pojema in da pri
zelo majhni hitrosti preide v koeficient lepenja (slika 2). Da je koeficient
trenja na ledu manj%i kot na drugih sorodnih snoveh zaradi zniZanja ledi¥%a
pri povi€anem tlaku, je trdil Osborne Reynolds leta 1901.

Slika 2. Odvisnost koeficienta trenja ko-
vine na tej kovini od hitrosti. KriZca kaZe-
ta podatka A.J.Morina, kroZci pa merjenja
F.Galtona. Danes vemo, da dobimo tak
izid samo pri obi®ajnih kovinskih povréi-
nah, koeficient trenja za kovinski telesi z ol = ) |

zelo €istima povriinama je mnogo vedji. 0 10 20m/s

-:‘r
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Kaj pa kaZejo merjenja? Najbolje je pogledati v knjige in revije, saj
poskusi te vrste niso preprosti. Ve&inoma sicer ne najdemo tistega, kar
i¥¥emo, a na sre¥o naletimo na to kdaj pozneje, ko i%&emo kaj drugega.
Tako zasledimo temeljito porotilo, ki sta ga F.P.Bowden in T.P.Hughes v
glanku The mechanism of sliding on ice and snow (Mehanizem drsenja po
ledu in snegu) objavila v Proceedings of the Royal Society (Razpravah Kraljeve
druZbe, to je angle¥ke akademije znanosti) leta 1939.

Bowden in Hughes, sicer &lana laboratorija za fizikalno kemijo v Cam-
bridgeu, sta delala poskuse na raziskovalni postaji na sedlu Jungfraujoch 3346
metrov nad morjem v &vicarskih Alpah. V ta namen so izkopali v sneg votlino,
v kateri se temperatura .ni nikoli dvignila &ez —3 °C. Za poskuse so zgradili
posebno napravo (slika 3). V njej je elektromotor (RS) okoli navpiZne osi
vrtel vodoravno plo¥Zo (C). Z gredjo (F) so jo toplotno izolirali od motorja.
PlogZa je bila votla in jo je bilo mogo&e posebej hladiti, tudi z uteko&injenim
zrakom. Zgoraj so nanjo pritrdili ledeno ali sneZeno podlago. Nad njo je
spodnji del ro&ice (A) nosil telo iz ledu ali druge snovi (1), ki je drselo po
plog&i. Z vijakom (TY) so lahko rogico prestavljali bliZe ali dalje od osi. Na
zgornji del rogice so polagali uteZi (L) in tako spreminjali silo, pravokotno na

-
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Slika 3. Naprava F.P.Bowdena in T.P.Hughesa iz leta 1939
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Slika 4. Merjenja F.P.Bowdena in T.P.Hughesa iz leta 1939: temperaturna odvisnost
koeficienta trenja za led na ledu pri treh razliZnih obremenitvah (a), koeficienta lepenja
za led na ledu (b) in koeficienta trenja za ebonitno in medeninasto smuko na ledu (c).
Pri ponovitvi so merjenja v enakih okoli§€inah veZkrat dala nekoliko druga&en izid in so
navedena povpredja za ve& merjenj.

podlago. Ro€ico je nit (Z) povezovala z vzmetjo v obliki traku, na katero so
pritrdili zrcalce in nanj usmerili ozek svetlobni curek. Odklon curka na steni
Je meril silo trenja. Vse skupaj so lahko pokrili s steklenim poveznikom (P),
iz katerega so izsesali zrak. Pokazalo se je, da je bil poveznik odveZ. Zrak je
bil tako &ist, da se povrfina teles na zraku ni ni¥ umazala. Pri merjenju sile
trenja je telo drselo po ledu ali snegu ve€inoma s hitrostjo 4 m/s.

Najprej so se prepri€ali, da je koeficient trenja neodvisen od velikosti
sti€ne ploskve. Nato so merili temperaturno odvisnost koeficienta trenja ledu
na ledu. Pri zelo nizki temperaturi je meril ta koeficient 0,11 in je bil le
okoli dvakrat manjgji od koeficienta trenja sorodnih snovi; koeficient trenja
kalcita po kalcitu meri na primer 0,2. Pri temperaturi okoli —40 °C se je
koeficient trenja ledu po ledu zna&ilno spremenil, za 30 % pri spremembi
temperature za deset stopinj (slika 4a). Koeficient trenja drugih snovi se
le neznatno spremeni pri tolik¥ni temperaturni spremembi, pri kovinah je
sprememba celo zanemarljiva. Podobno temperaturno odvisnost je kazal tudi
koeficient lepenja ledu na ledu (slika 4b).

Koeficient trenja drugih snovi na ledu so merili, ker jih je zanimal vpliv
toplotne prevodnosti. Poskuse so delali z medeninasto in ebonitno smuZko
z dolfino 1,5 cm, 3irino 0,5 cm in debelino 0,5 em. Pri temperaturi 0 °C je
bil koeficient trenja za obe smuZki skoraj enak. Pri ni¥ji temperaturi pa je
bil za ebonit, ki je toplotni izolator, manj&i kot za medenino (slika 4c). Pri
vigji temperaturi - smucki so tudi segreli na 10 °C - je bil koeficient trenja
za medenino manj¥i kot za ebonit. Naposled so uporabili tudi votlo ebonitno
smutko, pri kateri so toplotno prevajanje izdatno izbolj3ali, &e so vanjo natodili
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Fivo srebro. Koeficient trenja se je povefal v nekaterih primerih celo za
70 %, ko so to naredili.

Nato so preverili u&inek voska. |z lesa hikorija, severnoameritkega oreha,
so izdelali 4,5 em dolgo, 1,3 ecm Ziroko in 0,2 mm debelo smuZko. Pri
temperaturi —3 °C se je koeficient trenja lesene smu&ke zmanj¥al od 0,08
na 0,03, koeficient trenja kovinske smu&ke pa samo od 0,03 na 0,025, ko so
smutko namazali.

Merili so tudi elektrigni upor med drobno elektrodo v smuZki in podlago iz
ledu, ki so mu dodali pred strditvijo nekaj kalijevega klorida. Pri temperaturi
okoli —10 °C je bil upor razmeroma velik, eprav je bil koeficient trenja
majhen. Blizu ledi¥¥a pa se je upor stokrat zmanj%al. Pri niZji temperaturi
je sicer nastala plast vode, a le na loZenih majhnih predelih. V bliZini ledit¥a
pa je nastala plast vode po vsej povrdini ledu. Njena debelina je bila tako
majhna, da je ni bilo mogo&e videti. S podatkom za koncentracijo kalijevega
klorida so z izmerjenim elektri&nim uporom ocenili debelino plasti na 0,07
mm.

Poskusi s smuZko na podlagi iz snega so dali podobne izide, le da je bil
koeficient trenja ve&ji kot na ledeni podlagi. Za povo¥&eno leseno smu&ko so
namerili na ledu koeficient trenja 0,04, na snegu pa 0,09. PreteZni del tega
povefanja so pripisali dodatni sili zaradi odrivanja snega.

Nekaj poskusov so naredili na prostem s pravimi smu&mi. Par smudi iz
hikorija so povezali, nanju postavili breme in ju z vzmetno tehtnico vlekli s
hitrostjo 10 cm/s. Za koeficient trenja so namerili 0,06, za koeficient lepenja
pa 0,08. Po nekajkratni voZnji po isti sledi sta se zmanj$ala oba, koeficient
trenja in koeficient lepenja. Oba koeficienta sta bila za prave smu& manj%a
kot za model smutke.

Po drugi svetovni vojni je F.P.Bowden nadaljeval z delom na Indtitutu
za raziskovanje snega in plazov na sedlu Weissfluhjoch nad Davosom. O tem
je poroZal v &lanku Friction on snow and ice (Trenje na snegu in ledu) leta
1953 v isti reviji. To pot se je omejil na prave smué&i na snegu. Uporabil je
smuéi, katerih drsno ploskev je prevliekel s smuZarskim lakom, z norvedkim in
s 3vicarskim smuZarskim voskom in obloZil s plasti€no snovjo politetrafluo-
retilenom. Pri temperaturi —11 °C je nameril za te smu&i po vrsti koeficiente
trenja 0,42; 0,2; 0,2 in 0,05 (slika 5a). Tudi pri smu&eh je raziskal tempe-
raturno odvisnost koeficienta trenja in opazil, da je pri zniZanju temperature
od —5 na —10 °C koeficient trenja izdatno zrasel (slika 5b). O izrazitem
povefanju koeficienta trenja za smu&i in sani pri zelo nizki temperaturi so
poro&ali Ze prej Btevilni polarni raziskovalci, na primer J.M.Scott in F.Nansen.
Pri temperaturi med —30 in —40 °C se jim je zdelo, da se gibljejo smuéi in
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Slika 5. Merjenje F.P.Bowdena iz leta 1953: sila trenja v odvisnost od obremenitve,
koeficient trenja je konstanten (a) in temperaturna odvisnost koeficienta trenja za smuéi
na snegu (b): o lakirana drsna ploskev, ¥V namazana s parafinom, A namazana s dvicarskim
smucarskim voskom, norvedkim smu&arskim voskom, ® obloZena s politetrafluoretilenom.

sani po pesku. Zaradi tega je Bowden meril tudi silo trenja smué&i na pesku in
ugotovil, da zares ni mnogo ve&ja kot na snegu pri nizki temperaturi. Raziskal
je e vpliv povr¥inske napetosti in ugotovil, da so za oblogo smu&i pripravne
snovi, ki jih voda ne omodi.

Opisana merjenja pri€ajo, da imata led in sneg pri zmernih temperatu-
rah pod ni&lo razmeroma majhen koeficient trenja, ker nastane med ledom
ali snegom in drse¥im telesom tanka vodna plast. Kako nastane ta plast,
&e je ne povzro&i zniZanje ledi¥&a pri povi¥anem tlaku? Nastane zaradi dela
sile trenja. Ob drsenju po ledu se namreZ spro¥&a toplota, zaradi katere se
zvi¥a temperatura do ledi3Za in se tanka plast ledu stali. Ceprav del toplote
nekoristno odteZe v okolico, preostali del zadostuje, da nastane plast vode, ki
je pri nizki temperaturi zelo tanka in pri nekoliko vigji temperaturi debelej¥a.
V bliZini ledi%Za utegne biti plast ¥e nekoliko debeleja zaradi zniZanja ledi%&a
pri povi§anju tlaka. Prepri€ajmo se o tem s preprostim raZunom, ki se naslanja
na Bowdenovega in Hughesovega.

Vzemimo, da se pri temperaturi —10 °C smu&a smu&r z maso 70 kg
na ve& kot 2 m dolgih in v povpre&ju 7 cm Zirokih smu&eh. Pri koeficientu
trenja 0,05 se mora klanec na 100 metrih spustiti za ve kot 5 m, se pravi,
da mora biti njegov nagib veg&ji kot okoli 3°. Pri blagem nagibu dobimo silo
trenja, ko teZo 700 newtonov pomnoZimo z 0,05, torej Fy = 35 N. Ko se
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smudi premaknejo za 1 cm, opravi ta sila delo 35 N-0,01 m = 0,35 J. Zaradi
dovedenega dela se segreje led do ledi¥€a in stali. lzgub toplote ni treba
upostevati, ker traja premik zelo kratek Zas. Kilogramu ledu je treba dovesti
2100 joulov toplote, da ga segrejemo za eno stopinjo, in 335 000 joulov, da
ga pri temperaturi 0 °C stalimo. Skupaj da to (2100-10 + 335 000) joulov =
= 356 000 J. Kako debelo plast ledu stali toplota 0,35 J na povriini
2-2m -0,07 m = 0,28 m?? Ker je gostota ledu priblifno 1000 kg/m?3,
velja enatba 0,35 J = 356 000 Jkg—1-1000 kgm~—3. 0,28 m? - d in dobimo
za debelino naposled d = 3,5 - 102 m. Premer molekule vode meri nekaj
10~10 m, tako da nastane plast vode z debelino deset in ve& molekul. To
zadostuje, da se gibljejo smu&i po tanki plasti kapljevine in je zaradi tega
koeficient trenja razmeroma majhen.

Naredili smo le zelo grobo oceno, ki pa ji zaupamo, ker smo jemali
neugodne podatke. Ra&unali smo, kot da bi se sneg dotikal vse drsne ploskve
smuZke. Podatka o efektivni povrdini, na kateri se sneg zares dotika drsne
ploskve, ni, toda merjenja pri kovinah so pokazala, da je efektivna povr¥ina
pogosto celo tisotkrat manja od drsne ploskve. Prisnegu, ki je mehkej&i, bi
morda lahko rafunali z desetkrat manj3o efektivno povriino (0,028 m? ), kar
bi dalo desetkrat debelej%o plast vode. NajbrZ bi smeli vzeti nekajkrat ve&jo
pot kot 1 cm, ne da bi bilo treba upostevati izgubo toplote. V tem primeru
pa bi morali upogtevati tudi hitrost smu&i.

Tako smo opisali poskuse in naredili pribliZne radune, ki podpirajo misel,
da se lahko smu&amo in drsamo zato, ker se zaradi trenja pod smuZmi ali
drsalkami stali sneg ali led in nastane tanka plast vode. Podrobnosti o tem
pojavu dandanes skrbno raziskujejo v laboratorijih tovarn smu&i in smu&arskih
maZ. A najbrZ tudi razglabljanje o staregih poskusih ni bilo dolgo&asno.

Janez Strnad

V fizikalnih knjigah je razdirjena napa&na trditev, da je led spolzek zaradi
tanke plasti vode, ki nastane, ker se led stali pod povianim tlakom. Led je
zares spolzek zaradi tanke plasti vode, toda ta nastane zaradi toplote, ki se
razvije pri trenju, ne zaradi povifanega tlaka. Taljenje zaradi povidanega tlaka
je stranski pojav kveXjemu pri drsanju in nepomembno pri smu&anju in drugih
primerih drsenja po ledu in snegu...

K.S.Mendelson, American Journal of Physics 53 (1989) 393



MARTENATIRA

GEOMETRIJSKO SESTEVANJE NEKATERIH
STEVILSKIH VRST

(A) Aristotel v enem od svojih del pi¥e, kako so Pitagorejci znali poiskati
vsoto prvih n lihih $tevil z uporabo geometrije.

Vzemimo kvadrat ABCD sstranico dolfine | AB | = nin ga dopolnimo
do ve&jega kvadrata AB'C’D’ s stranico dolZine | AB’ | = n + 1 (slika 1).

C'

Dt
o

[

O

—aC

n

n+1

A

]
B B’

Slika 1. Plo&ina lika BB'C'D'DC je
enaka razliki plo&in obeh kvadratov.

(%]

2
Slika 2. Gnomon Ga 5.

Osenceni lik BB'C'D'DC na sliki 1 so Pitagorejci imenovali gnomon.
Bolj splogno je gnomon "8irine” k in dolZine m sestavljen iz dveh pravokot-
nikov z osnovnico k in vi§ino m — k ter kvadrata s stranico k. Oznatili ga
bomo s simbolom Gy _p,.

G, p

Njegova plo¥&ina meri
P(Gk,m) =2mk — k? (1)

In sedaj k nalogi. Vzemimo
kvadrat s stranico dol¥ine 1 (lahko
ga imenujemo tudi gnomon Gj 1)
in mu dodajmo gnomon Gy 3, temu
dodajmo gnomon Gj 3 in tako na-
prej do gnomona Gy . Na ta nacin
smo sestavili kvadrat z osnovnico
dolZine n.

Ker velja zapored: p(Gi11) =
= 1,p(G12) = 3,....p(G1,n) =
= 2n—1, je naloga ¥e refena: 1+
3+..+(@n—-1)=n?
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(B) Z uporabo formule

n(nz-l- 1) @)

ki je geometri&éno utemeljena na 28. strani P1, lahko izra&unamo tudi vsoto
bolj neobiZajne 3tevilske vrste:

1+4243+...4n=

Sh=1-242-343-44 ... +n-(n+1)

Delimo zgornjo enakost z 2

Sy 1R, BE 3k n-(n+1)

2~ vtttz tet—7—

in za vsak sumand na desni uporabimo formulo (2). Dobimo
52—”=1+(1+2)+(1+2+3)+...+(1+2+...+n)

Narigimo zdaj pravokotnik ABCD zosnovnico dolZine | AB |= (1+2+...+n)
in vigino (n + 2) in ga razdelimo na pravokotnike, kot kaZe slika 4.

D e oC
(1] 2 3 [
13 = 0 e —
beacoam Buce o S
1 9 2 ’- 3 |
f4] 2 | f
e | |
|.%6 12 ] nin+1)
Al..—

Slika 4.
Plo&ina pravokotnika ABCD

n(n+1)(n+2)
2

je vsota plo¢ine osen&enega lika pod stopniZasto krivuljo

p=1+4+2+..+n)(n+2)=
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pr=1-24+2-343-44 ...+ n(n+1)

in plo&ine lika nad njo

p2=1+(1+2)+(1+2+43)+...+(1+2+...4n)

Zato velja p(ABCD) = S, + %Sn = %Sn. Od tod pa ¥e dobimo iskano
formulo:

n(n+1)(n+2)

Sn:1-2+2-3+3-4+...+n(n+1): 3

Z njeno pomotjo lahko najdemo vsoto kvadratov prvih n naravnih &tevil.
Zapi¥emo

124234344 ... +n-(n+1)=
=1(1+1)+2(2+1)+3(3+1)+...+n(n+1)=
=(12+22+324+ . +0)+(1+24+34...4n)

in ¥e dobimo

Ll B R "(”"'lg(”"'z)_ ”("; V.

_ n(n+1)2n+1)
6

(C) Za konec izpeljimo %e for-
mulo za vsoto kubov prvih n narav-
nih tevil na na&in, ki ga je v svo-
jem pomembnem delu Fakhri opisal
arabski matematik Alkarkhi na pre-
hodu iz 10. v 11. stoletje.

Naj ima kvadrat ABCD osno-
vnico | AB |= (1+2+ ...+ n).
Razdelimo ga na n gnomonov

T 2 3 = n Slika 5.
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G11.62142.G314243. ... Gn1424.. +n

Plo¢ina k-tega gnomona tega zaporedja je po (1) in (2) enaka

k(k
zk(_Jf_l_) — k2 =3
2
Torej je vsota plo&&in vseh gnomonov ravno vsota kubov prvih n naravnih
Stevil.
PB+2+..4+n8=0+2+..+n) =[M]2
Gregor Pavli&
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RAZDELIVA SI VINO

V &etrti &tevilki 14. letnika Preseka je bila pod gornjim naslovom objavljena
tale starodavna naloga:

“Dva prijatelja imata osem litrov vina v osemlitrski posodi. Poleg tega
imata e petlitrsko in trilitrsko steklenico. Vino bi si rada razdelila na pol.
Kako naj samo s prelivanji med temi tremi posodami razdelita vino?”

Anekdota pravi, da je ta naloga usodno vplivala na Zivljenjsko pot znamenitega
francoskega matematika Poissona (Siméon Denis Poisson, 1781 — 1840), ki da je kot
detek kazal na vseh podrogjih dokaj omejene sposobnosti. Ko pa je samostojno resil nalogo
o delitvi vina s pretakanjem med razliZno velikimi posodami, se je ogrel za matematiko in
se z njo ukvarjal vse Zivljenje.

Nalogo lahko posplogimo. Vzemimo posode A, B, C s celo¥tevilskimi
prostorninami a, b, c, pri &emer je a sodo $tevilo in je ¢ < b. Prva posoda
naj bo polna, drugi dve prazni. Zanima nas, ali lahko vsebino posode A
razpolovimo samo s pretakanjem med danimi posodami.

O izrafanju: Na&i predniki so za ravnanje z vinom in z drugimi teko&inami razvili
obseZno in tenkoZutno izrazje, o &emer pri¢ajo glagoli tociti, dotociti, iztoditi, natociti,
odtoditi, potediti, pretociti, pritociti, raztociti, stociti. Zal med njimi ni takega, ki bi v
celoti ustrezal potrebam naZe naloge. Zadovoljili se bomo z zvezo "natociti iz X v Y", ki
naj pomeni “s pretakanjem iz X v Y izprazniti X ali napolniti Y.

|z povedanega sledi, da je pred vsakim pretakanjem in po njem vsaj ena
posoda polna, ali pa je ena prazna.

Trenutno razporeditev vina po posodah A, B, C opi§imo z urejeno trojico
celih nenegativnih $tevil (x, y, z), kjer je

x+y+z=a in x<a y<b z<ec.

Zaketno stanje je tedaj podano s toZko (a,0,0), refitev naloge pa je
vsaka toZka, ki jo lahko dose¥emo s pretakanjem in ima vsaj eno koordinato
enako %. Pretakanje med posodami lahko opi¥emo z usmerjenimi povezavami
totk. Dobimo usmerjeni graf; imenujmo ga graf naloge [a, b, c] ali kar graf
[2. b, c].

V tem &lanku se bomo ukvarjali izklju&no z nalogami, v katerih je b+c <
< a. Najve&jo skupno mero prostornin b in ¢ bomo oznalevali z d. Uposte-
vali bomo, da je tedaj b = b’d in ¢ = c’d, kjer sta si Ztevili b’ in ¢’ tuji.

Bralcu predlagam, da za ogrevanje nari¥e grafa [20,9,6] in [28, 15,10]
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in ju primerja z grafom [8,3,2]. Videl bo, da imajo vsi trije enako 3tevilo
toZk in isto Stevilo povezav in da so si tudi sicer zelo podobni. Pozneje bomo
videli, da sta za to “odgovorna” pogoj b+ ¢ < a in enakost razmerij b : c.

Slika 1. Graf [8,3,2]. V v :
vsaki tocki je vsaj ena poso- . (4,3,1)
da polna, ali pa je ena pra- \ - X "4 b o

zna. Nalogaima dve resitvi:
(4,2,2) in (4,3,1).

LY «
612 5[] 7

V nalogi [20,9,6] lahko preto€&imo naenkrat le 3, 6 ali 9 litrov vina, v
nalogi [28,15,10] pa le 5, 10 ali 15 litrov. To ni nakljuZje; velja namreZ

IZREK 1. Ce je b+ ¢ < a, sta prostornini vina v posodah B in C
veckratnika najve&je skupne mere teh dveh posod.

Trditev je oitno pravilna za zafetno totko (a, 0, 0). In e velja za toZko
(xn.¥n. zn), velja tudi za totko (xp41.¥n+1.2n+1), ki jo iz prej¥nje dobimo
z enim natakanjem. Zaradi privzetka b+ ¢ < a namre¥ lahko preto&imo iz
poljubne posode v katero koli drugo posodo le vekratnik najveZje skupne
mere d. Tako se veljavnost izreka prenese s toZke (3,0'0) na vsako drugo
toZko grafa.

Prostornina vina v posodi A je najve&ja v toZki (a,0,0), najmanjga pa
je takrat, ko sta posodi B in C polni: a— b — ¢ < x < a. Ti oceni skupaj
z izrekom 1 povesta, da so vrednosti x med &tevili x, = a — kd, kjer je
k =0,1,...,b' + ¢'. Pokazali bomo, da ob pametnem pretakanju lahko
prostornina vina v posodi A doseZe vsako izmed vrednosti xi. Uporabimo
postopek P1, ki je opisan na sliki 2.

V postopku P1 je posoda B pred vsakim natakanjem iz A v B prazna,
po njem pa je polna, saj bi sicer posoda A bila prazna in bi zaradi x = 0 in
y < b ob privzetku b+ ¢ < aveljalo x + y + z < a. Zato se pri vsakem
natakanju iz A prostornina x zmanjfa za b. Podobno uvidimo, da se pri
vsakem natakanju v A prostornina x poveta za c.

Naj bo (Xm, ¥m, Zm) m-ta toZka, ki jo obis&emo v postopku P1. O&itno
je x; = a. PokaZimo, da za vsako drugo dovoljeno vrednost m velja:
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Ceje m =2k ali m =2k + 1, je xm = a— b— c+ (kc) mod (b+ c),
kjer je k ustrezno naravno 3tevilo in je (kc) mod (b + c) ostanek pri deljenju
ke : (b + c).

1° Trditev je pravilna za m = 2, saj (1-c) mod (b+c¢) = cin je x = a—b.

2° Naj bo m = 2k + 1. |z opisa postopka P1 je razvidno, da v toZko z liho
zaporedno 3tevilko lahko pridemo le z natakanjem iz B v C. Po formuli
za Xm je Xpk41 = Xak in tako je tudi prav, saj pri natakanjuiz B v C
pustimo vino v posodi A pri miru.

3° |z toZke z zaporedno ¥tevilko m = 2k + 1 stopimo v naslednjo toZko.
Pokazati moramo, da je

Xmt1 =a—b—c+((k+1)c)mod (b+ c).

Poglejmo v posodo B. Ce je prazna, je x;; > a— c. Od tod sledi ocena
(kc)mod (b+ ¢) + ¢ > b+ c, zaradi katere je

(ke)mod (b+c) + ¢ —(b+ c) = ((k + 1)c) mod (b + ¢),

Xm41=Xm—b=xm+c—(b+c)
=a—b—c+(kc)mod(b+c) +c—(b+c)
=a—b—c+((k+1)c)mod(b+ c).

Za natakanje iz A v B je trditev pravilna.

Zatetek: (a,0,0).

Natoti iz A v B.

Je posoda
C polna?

(Konec: (a-b-¢,b,c).)

Slika 2. Postopek P1. Iz
A lahko odto&imo le b li-
trov vina, v A ga lahko
doto&imo le c litrov naen-
krat. V totko z liho za-
poredno $tevilko lahko pri-
demo le z natakanjem iz
BvC.

Natoti iz C v A.




209

Ce pa posoda B ni prazna, pustimo vino v njej pri miru in po natakanju
iz CvAjexm+c < a. Potem je

(kc)mod (b+¢c) + ¢ < b+ ¢, zato
(kc)mod (b + ¢) + ¢ = ((k + 1)c)mod (b + ¢) in je

Xmt1 =Xm+c=a—b—c+(kc)mod(b+c) +c¢
=a—b—c+((k+1)c)mod(b+ c).

Formula za xp, 41 velja tudi pri natakanju iz C v A.

Sedaj znamo izra&unati prostornino x, za vsako toZko, ki jo obi¥emo
v postopku P1. Ne vemo pa 3e, ali ta postopek doseZe vse toZke grafa; ne
vemo niti, ali se sploh kdaj kon&a. Naslednji premislek pokaZe, da je odgovor
na obe vpradanji pntrdilen.

Naj bosta b’ in ¢’ prostornini posod B in C, izmerjeni z najve&jo skupno
mero teh dveh posod. Stevili b’ in ¢’ sta si tedaj tuji in ko preteZe k vrednosti
1,2,...,b'+ ¢, zavzame izraz a— b— ¢ +(kc) mod (b+ c) natanko b’ + ¢’
razli€nih vrednosti.

Denimo, da to ni res. Potem obstajata v zaporedju 1, 2, ..., b’ 4+ ¢’
razligni Stevili ky in ko, za kateri dajeta izraza kjc in kpc pri deljenju z
b + c enak ostanek. Potem je razlika kjc — kac deljiva z b+ c in je
produkt (ki — ka)c’ deljiv z b’ + ¢’. Ker sta si Stevili ¢’ in b’ + ¢ tuji,
je razlika ki — kp deljiva z b’ + ¢’. To pa je zaradi ocene ky — kp < b’ + ¢/
moZno le, & je ky = kp. Ressoza k = 1, 2, ..., b’ 4 ¢’ vse vrednosti
a — b — c+(kc) mod (b+ c) med seboj razliZne.

Br¥ ko k dose¥e vrednost b’ + ¢/, je

xm=a—b—c+((b'+c')c)mod (b+c)
=a—-b—c+((b+c)c’)mod (b+c)
=a—b-c.

Posodi B in C sta tedaj polni in postopek P1 se kon&a.

Iz povedanega sledi, da doseZe v postopku P1 prostornina vina v posodi
A vsako izmed vrednosti x, = a — kd, kjerje k=0,1, ..., b'+ ¢ .

Vrednosti x = ain x = a — b — ¢ nastopita le v prvi in zadnji to&ki, vse
druge vrednosti x pa nastopijo po dvakrat. Graf [a, b, c] ima potemtakem
2(b' + ') totk. Prestejmo Ze povezave. V totkah (a,0,0)in (a—b—c, b, c)
izvirata po dve, v toZkah (a — b, b,0) in (a — ¢, 0, ¢) izvirajo po tri, v vsaki
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izmed preostalih tock pa po $tiri. Imamo

IZREK 2. Ceje b+c < a, ima grafnaloge 2(b'+c') tock in 8(b'+c’)—6

povezav.

Vidimo, da ob pogoju b+c < a podatek a ne vpliva na stevilo to&k. Tako
ima na primer graf [1734, 243, 162] deset tock — toliko kot graf [1734, 3, 2]
ali pa graf [8,3,2].

Po vsem, kar smo ugotovili o grafu pretakanja, lahko nalogo o delitvi
vina povemo takole:

Ali je enakba a — kd = a/2 z neznanko k redljiva v %tevilih

1,2,.., b +¢'?

Izra¢unamo k = 5% in odgovor zapi¥emo v

IZREK 3. Ce je b+ ¢ < a, je naloga o delitvi vina resljiva natanko
takrat, kadar prostornina 5 ne presega vsote b + c in je veckratnik najvedje
skupne mere posod B in C.

V postopku P1 smo s pretakanjem iz Av B, iz B v C in iz C nazaj
v A obiskali vsako to¥ko grafa natanko enkrat. To pa lahko naredimo tudi
s postopkom — imenujmo ga P2, ki je zasnovan na strategiji pretakanja
A — C — B — A. Bralec se lahko sam prepria, da iz totke (a,0,0) do
reditve (&e ta sploh obstaja) vodijo tudi druge poti. Vendar je najkraj¥a tista,
ki jo kaZe postopek P1, ali pa tista, ki jo kaZe postopek P2. Njuni dolZini se
da izradunati, vendar tega vprafanja tokrat ne bomo na&enjali.

Franc Savnik

o R Sty E R E R S e S SERVD PRI S 8 TR )
PRAVILNI OSEMNAJSTKOTNIK — Resitev s str. 159

Poglejmo na sliko 2 iz naloge, zapi¥imo plo¥ino trikotnika ABC na dva
na&ina

p=(1/2)ah=(1/2)Rv, h=CF

in izrazimo v = ah/R. Pravokotni trikotnik CEH ima ob ogliZu E kot 30°,
zato je

CE =20CH=2v—=2ah/R

in tedaj
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aV/3/2=EF =CF —CE = h—2ah/R = h(1-2a/R)

Po Pitagorovem izreku je h2 = R2 — a2 /4, torej s kvadriranjem prejénje
enakosti dobimo

3a2/4 = (R? — a2 /4)(1 — 2a/R)?
Postavimo a = kR in po kratkem radunu sledi
kY — k3 -3k + 4k —1=(k—1)(k -3k +1)=0
kar nam takoj da enaZbo (2), saj vemo, da k # 1.

PRAVOKOTNI TRIKOTNIK — Reditev s str. 133

Kot ob ogli¥€u A pravokotnega trikotnika ABC s pravim kotom v C naj meri
15°, D naj bo zrcalna slika toZke B glede na nosilko katete AC, BE pa bodi
vig§ina na AD v trikotniku ABD. A

Poglejmo na sliko in ozna&imo
= BC,b = AC,¢ = AB,d =
BE. |z podobnosti trikotnikov
BC in BDE sledi BD : AB =

E : AC, torej 22 : ¢ =
d : b oziroma

il I @

2ab=cd (1)

Ker ima pravokotni trikotnik ABE
kota 30° in 60°, je d = ¢/2, iz (1)
pa dobimo ¢ = 2V/a b.

Polmer R trikotniku ABC o&r-
tanega kroga meri pol hipotenuze c,
torej R =c/2 =Vab.

To enakost lahko dobimo tudi takole: Plo&ino trikotnika ABD izrazimo
na dva naina

p=(BD/2)AC = (AD/2)BE

in upodtevamo, da je AD = cin d = ¢/2 = R. Od tod Ze sledi ab =
= (c¢/2)d = R? oziroma R = v/a b.

Dragoljub M. Milogevié, prev. Boris Lavri&
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KONSTRUKCIJA ELIPSE S TRAKOM PAPIRIJA

Verjetno je med Stevilnimi definicijami elipse najbolj znana tista, ki pravi:

Elipsa je geometrijsko mesto to&k v ravnini, katerih vsota razdalij od
dveh fiksnih to¢k ravnine je konstantna.

Zato tudi ni ni¥ Eudnega, da je med konstrukcijskimi metodami za elipso
najbolj poznana "vrtnarska metoda”. Saj vesta katera? To je tista, pri kateri
vrtnar zabije v zemljo dva kolitka, nanju priveZe primerno dolgo vrvico in s
tretjim prostim kolitkom ob napeti vrvici, kot kaZe slika 1, zari¥e na vrtu lepo
elipsno gredico.

Slika 1.

Manj znana je" papirtkova metoda”, konstrukcija elipse s pomoé&jo papir-
natega traku, Zeprav jo je Ze v 5. stoeltju u&il bizantinski matematik Proklos.
Prikazana je na sliki 2, nekoliko posplofena pa se glasi:

Naj bodo A, B, C tri fiksne toZke premice I. Ce se premica | giblje tako,
da dve od tok drsita vzdolZ dveh med seboj pravokotnih premic p in q, vzdol¥
vsake po ena, opide tretja tocka elipso s sredi¥¢em v presei¥&u premic p in
q. Temena elipse leZijo na premicah p in q.

Dokaz je preprost. Pravokotni premici pin g izberimo za koordinatni osi,
na drse&i premici / pa izberimo oznake tako, da bo to&ka A drsela po premici
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Slika 2.

pin B po premici g. Zasledovali bomo tir tozke C. Pri tem je vseeno, ali
le¥i C na daljici AB ali izven nje. Naj bo AC = b, BC = ain « kot, ki ga
oklepa premica | s premico p. Z x in y ozna&imo koordinati toZke C (slika
3). S slike razberemo, da velja

{

Slika 3
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| x |= acosa
(1)
| v |= bsine

Predznak koordinate je odvisen od kvadranta, v katerem se totka C
nahaja. Iz (1) sledi

m = cos &
a
% =sina
in od tod ena&ba elipse
2 2
2y
a b2

ToZka C torej res opife elipso s sredi¥€em v preseZi¥u premic p in g in z
osema na teh dveh premicah. Njeni polosi sta a in b, oddaljenosti toke C
od totk A in B, ki drsita po premicah p in gq.
Omenimo e, da je v 17. stoletju holandski matematik Franciscus van
Schooten mlaj%i, nadel naslednjo, izredno lepo posploditev Proklosove trditve:
Ce drsita v ravnini dve oglid¢i togega trikotnika po dveh sekajocih se
premicah, opife tretje ogli¥&e elipso s sredi¥€em v preseli¥&u obeh premic.
Prikazana je na sliki 4, veZ o njej pa morda kdaj drugiZ!

e Slika 4.

Marija Vencelj
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STELLA OCTANGULA - Resitev s str. 160

Vilko Domajnko
[ N o aR B T T S I R e R § e S SRR

KAKO RAZDELITI? - Resitev iz prejsnje 3tevilke Preseka,
st. 190

Nanizajmo vsa moZna (in enako verjetna) zaporedja treh nadaljnjih metov
kovanca, kjer s C ozna&imo cifro z G pa grb: CCC, CCG, CGC, GCC, CGG,
GCG, GGC, GGG. B bi dobil 1000 dukatov le v prvem primeru, v ostalih
sedmih pa bi jih dobil A, torej bi bilo treba znesek razdeliti v razmerju 7 proti
1. Tako A-ju pripada 875 dukatov, B-ju pa 125 dukatov.

Vilko Domajnko



RAZVEDRILU

NENAVADEN PREIZKUS

Ker je ta &lanek nastal na pobudo in kot odgovor na pismo nafega bralca
Bojana Zi*ka, ga za&nimo z njegovim stavkom:

"Preizkus deljenja lahko opravimo z mnoZenjem. Kaj pa mnoZenje?
Ali lahko na kakfen nalin preverimo pravilnost mnoZenja? Seveda brez
rafunalnika in z uporabo enostavnejih operacij, kot je prvotno mnoZenje?”

Pa najprej na primerih predstavimo idejo, ki nam jo je posredoval Bojan
Zizek.

Zanima nas, ali smo pravilno zmnoZili: 77 x 9 = 693. Opi%imo na¥

nenavadni preizkus:
Namesto vsakega Stevila, ki na-

77x9 = 693 stopa v mnoZenju, napi¥emo vsoto
(T+7)x9|(6+9+3) njegovih $tevk. Za tako dobljena
14x9 | 18 stevila postopek ponovimo. Posto-

pek ponavljamo, dokler v izrazu ne

(1+4)x9|(1+8) dobimo samih enomestnih &tevil.

5x9 |9 Na levi dobljeni &tevki zmnoZimo.
45| 9 Postopek seftevanja ftevk ponovi-
(4+5)|9 mo. Ce je bilo mnoZenje na zadetku

pravilno, bomo vselej na koncu do-

¥=9 bili na levi in desni enaki Ftevki.

Zapigimo ¥e nekaj primerov:

a) 25x25 = 625 b) 26531x987 = 26186097
Tx7|13 17x24 | 39
49 | 4 8x6 | 12
13 | 483
4=4 123
3=3
c) 17x24 #39 d) 16x9 # 532
8x6 | 12 7x9| 10
483 631
123 9#1

3=3
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Verjetno se to "&aranje” marsikomu zdi nenavadno, skoraj neverjetno ...
Poskusite s primeri e sami! Zaman boste iskali primer, ki se ne bi iztekel
" pravilno” .

Pisec teh vrstic vas toplo vabi, da sami razvozlate to " skrivnost”, gotovo
pa jo boste laZje razkrili s pomo&jo naslednjih odstavkov.

Za naravno 3tevilo n, bomo s s(n) oznatili vsoto Stevk 3tevila n. Tako
velja na primer s(101) = 2, 5(999) = 27, ... Smiselno je napisati na primer
s(s(s(199))) = s(s(19)) = s(10) = 1. O¢itno je, da za vsako naravno
stevilo n dovolj dolga "vrsta s-ov”: s(s(s...(s(n))..)) da 3tevilo med 1 in
9. Pa oznadimo to &tevilo s S(n). Tako je na primer 5(10) = s(10) =
1, 5(98) = s(s(98)) = s(17) = 8, 5(199) = 1, itd.

S takimi oznakami se na¥ preizkus mnoZenja napife zelo enostavno:

pxq=n
S(p)xS(q) | S(n)
S(S(p)xS(q)) = S(n)

"Skrivnost” bo torej razjasnjena, e pokaZemo, da velja sklep
pxq = n= S(S(p)xS(a)) = S(n)

Poglejmo si pobliZe, kaj pravzaprav pomenita s(n) in S(n). Zapi¥imo
tevilo n v obliki:

n=ag+a110+ 2,102 + ... + a;10'
kjer so ag, a1, ..., a; Stevke, ki nastopajo v (desetitkem) zapisu Stevila n.

|z zapisa

n=ag+a1(1+9)+a(1+9)2+..+4a(1+9)

vidimo, da je
n=ag+a1+ax+..+a+ %

pri &emer je kg naravno 3tevilo. Torej n in s(n) pri deljenju z 9 dasta
enak ostanek. Od tod sledi, da je

n=25(n)+9 k€N (a)
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in S(n) ostanek, ki ga dobimo pri deljenju 3tevila n z 9. Ker vemo, da S(n)
ne more biti 0, namesto 0 dobimo 9.
Zdaj enakost pxq = n zapi¥emo s pomo&jo (a):

(9kp + S(p))(9kq + S(a)) = 9kn + S(n)
9(Skpkq + S(PYkq + S(a)kp) + S(P)S(q) = 9kn + S(n)

In ker zaradi (a) velja S(p)S(q) = S(S(p)S(q)) + 9k, je otitno res
5(5(p)S(q)) = S(n)
Na koncu povejmo, da je preizkus bolj nenavaden in zanimiv kot upo-
raben - to nas pou&i primer c). Ce je preizkus negativen, vemo, da smo

se zmotili, & pa je pozitiven, ne moremo trditi, da je mnoZenje pravilno.
Preizkus torej zna pokazati nepravilnost, pravilnost pa ¥al ne more potrditi.

Damjan Kobal

OBRNJENI FERMAT

Diofantska ena&ba

" Y =nf

pri nobenem naravnem $tevilu n > 2 ne premore reditve s celimi Stevili x, y, z. l
Zaradi pomanjkanja prostora dokaza ne bomo zapisali tu, pa& pa na
strani 251.

Boris Lavri&

POSEBNI TRIKOTNIKI

Trikotniku ABC bomo rekli posebni trikotnik, e se teZi¥nica na stranico
BC, vigina na stranico AC in simetrala notranjega kota ob ogli¥¢u C sekajo
v isti to&ki. Poisti zvezo med dolZinami a = BC, b = AC in ¢ = AB stranic
posebnega trikotnika ABC.

Bostjan Hostnik
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CETRTA PRASTEVILSKA - Reditev s strani 175

Denimo, da je najmanj¥e 3tevilo med 100 zaporednimi naravnimi tevili ve&je
od 7. Oglejmo si poljubnih 30 zaporednih &lenov tega zaporedja. Le tista
§tevila, ki dajo pri deljenju s 30 ostanke 1, 7, 11, 13, 17, 19, 23 ali 29 so
kandidati za prastevila, vsa ostala so namreZ deljiva z 2, s 3 ali s 5. Ker teh
osem kandidatov pri deljenju s 7 da vse moZne ostanke, je vsaj eden deljiv s
7, torej je prastevil najve& 7. Med 90 zaporednimi &leni prvotnega zaporedja
je zato najve¥ 21 prastevil. Ostane ¥e 10 &lenov, med katerimi je pet sodih
in eno liho, ki je deljivo s 5. torej so le tiri lahko prastevila. Potemtakem je
v prvotnem zaporedju najve¥ 25 prastevil.

Zdaj ni teZko videti, da je 26 pradtevil le v zaporedju, ki se zagne z 2 in
kon&a s 101.

Da se dokazati, da obstaja le ¥est zaporedij, ki vsebujejo po 25 prastevil.
Njihovi za&etni &eni so 1, 3, 4, 5, 10 oziroma 11.

Boris Lavri&

SLIKOVNA KRIZANKA
"MATEMATICNI POIMI”
— Resitev s str. 153
(Marko Bokali&)
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NOVILE

URNIK TEKMOVANJ V LETU 1991

podrotje ¥ola tekmovanje datum
matematika osnovna ¥olsko do 6. aprila
ob&insko 13. april
republi¥ko 18. maj
zvezno 1. junij
srednja izbirno 16. marec
republizko 6. april
zvezno 19. - 21. april
balkaniada maj
olimpiada Julij
fizika osnovna podrono 6. april
republitko 4. maj
zvezno 24. — 26. maj
srednja izbirno 13. april
republi¥ko 11. maj
zvezno 24, - 26. maj
olimpiada junij
logika osnovna in izbirno 20. ali 21. september
srednja republi¥ko 19. oktober
matematika osnovna in republizko 7. september
za razvedrilo srednja
ra&unalniitvo osnovna Zolsko 5. april
podro&no 20. april
republizko 11. maj
srednja republitko 17. - 18. maj
zvezno junij
raziskovanje srednja republizko 7. junij
inovatorstvo

KOLEDARIJI

Leta 1970 je dedek za&el z zbiranjem koledarjev. Takrat je sklenil, da bo
z zbiranjem nehal, ko bo imel vse moZne razli¥ne letne koledarje. Ker je
pozabljiv, pa &e kar naprej vsako leto dopolni svojo zbirko z novim koledarjem.
Ali ga bo¥ opozoril, da lahko z zbiranjem kon&a ?



221

1. Matematika — osnovna %ola
Vsa tekmovanja bodo potekala v skladu s Pravilnikom o tekmovanju os-
novnodolcev iz matematike za Vegova priznanja. Pojasnila lahko dobite pri
g.A.POTOCNIKU, OS K. D. Kajuh, Vlahoviéeva 42, Ljubljana, telefon (061)
445 - 626.

2. Matematika — srednja ¥ola
Razpis izbirnega tekmovanja (za vse uence, ki Zelijo sodelovati na republi-
tkem tekmovanju) bomo tako kot doslej skupaj s prijavnicami poslali na ¥ole.
Vsa pojasnila daje g. D. FELDA, Fakulteta za elektrotehniko in raZunalni¥tvo,
TrZadka 25, Ljubljana, tel. (061) 265 - 161, int. 233.

3. Fizika — osnovna 3ola
Republi¥ko tekmovanje bo v Mariboru. Tekmovanje je ekipno, ekipo sestavl-
jata dva u€enca. Vsaka ¥ola lahko prijavi po eno ekipo za 7.in 8.razred. Vse
ekipe, ki Zelijo sodelovati na republi¥kem tekmovanju, se morajo udeleZiti
podro¥nega tekmovanja v ustrezni organizacijski enoti Zavoda Republike
Slovenije za ¥olstvo:
- v Celju na Tehniki srednji 3oli, Pot na Lavo 22 (J.DolenZek);
- v Mariboru na Pedagoski fakulteti, Korotka c. 160 (M.Cvahte in
Z.Bradag);
- v Kopru na Srednji pedago#ki in naravoslovnomatematiZni %oli, Cankar-
jeva 2 (E. Okreti&);
- v Ljubljani na Pedagoski akademiji, Kardeljeva plo¥¢ad 16 (F. Prijatelj);
v Radovljici na O3 A. T.Linhart , Kranjska 27 (J. Stare);
- v Murski Soboti na Srednje¥olskem centru tehniZko pedago¥ke usmeritve,
V.Vlahoviéa 12 (E. DeZko);
v Novi Gorici na OS5 IX. korpusa NOVJ, Kidriteva 36 (A. Fakin);
- v Novem mestu na O3 15.divizije, Grm, Trdinova 7 (D. Brezovar);
v Dravogradu na O3 Radlje (F. Pogoreknik).

Gradivo za pripravo tekmovalcev je snov iz u&benikov J.Ferbarja in
F.Plevnika za 7.in 8.razred, ki ju u€enci lahko med tekmovanjem upora-
bljajo. Predtekmovanje bo sestavljeno iz vpra¥anj in raunskih nalog, na
republi¥kem tekmovanju pa se bodo u€enci poleg tega pomerili 3e v eksperi-
mentalnem delu. Priporoamo, daizvedete ¥olsko tekmovanje. Prijave za po-
droZno tekmovanje posljite na ustrezno zgorajnavedeno organizacijsko enoto
najkasneje do 25. marca. Informacije dobite pri g.F.PRIJATELJU, O3
T. Cufar, Cufarjeva 11, Ljubljana, tel. (061) 313 - 135 ali (061) 313 - 156.
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4. Fizika — srednja ¥ola
Razpis za tekmovanja bomo skupaj s pnjavnicami poslali na %ole do konca
februarja. Informacije dobite pri g. . KUKMANU na Fakulteti za strojni¥tvo,
Murnikova 2, Ljubljana, tel. (061) 223 - 133, int. 275.

5. Logika

Na republifkem tekmovanju tekmujejo uenci, ki bodo v ¥asu tekmovanj v
7.in 8.razredu osnovne ¥ole, uenci srednjih %ol in Studenti. Sole, ki bodo
organizirale izbirno tekmovanje, se morajo prijaviti na razpis do 1. junija na
ZOTKS, Komisija za logiko, Lepi pot 6, 61001 Ljubljana. Solam bomo poslali
tudi naloge za 5.in 6.razred. Komisija za logiko bo izbrala do 50 tekmovalcev
iz posamezne skupine za nastop na republitkem tekmovanju. U&enci ¥ol, ki ne
bodo organizirale izbirnega tekmovanja, se lahko prijavijo do 30.avgusta na
najbliZji %oli, kjer bodo tekmovanje izvedli. Druge informacije daje g. A. JUS
na ZOTKS, tel. (061) 263 - 676.

6. Matematika za razvedrilo
Vse informacije dobite v asopisih MOJ MIKRO, GEA in PROTEUS.

7. Ra&unalnistvo — osnovna ¥ola
Razpisi za tekmovanje so ¥e na %olah. Informacije dobite pri g. A.JUSU,
ZOTKS — Svet za tehni¥no vzgojo mladine, Lepi pot 6, Ljubljana, tel. (061)
263 - 676.

8. RaZunalni¥tvo — srednja Zola

I. Raziskovalne naloge
Strokovna komisija bo pregledala naloge, ki bodo do 1. maja prispele na
naslov Gibanje znanost mladini, Lepi pot 6, Ljubljana. Na osnovi dobljenih
ocen bo doloéila tiste u€ence, ki bodo svoje naloge ustno zagovarjali.

Il. Tekmovanje iz znanja ra&unalni¥tva
Mentorji naj pogljejo prijavo ¥ole s poimenskim seznamom tekmovalcev
(ne veZ kot po 5 udencev za vsako od treh tekmovalnih skupin) do 10. aprila
na Gibanje znanost mladini. Pri tem naj upoStevajo pravila, ki e vrsto let
veljajo za to tekmovanje.

Potrditev prijav in natanZni razpored tekmovanja bodo ¥ole dobile teden dni
pred tekmovanjem. Solam priporoamo, da izvedejo predtekmovanja in tako
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izberejo najbolj¥e predstavnike. Uenci ¥ol, ki se ne bodo prijavile na tek-
movanje kot organizacije, se lahko sami prijavijo na isti naslov, prav tako
najkasneje do 10.aprila. Informacije dajeta g. R. DORN in g. M. ZRIMEC,
Fakulteta za elektrotehniko in ratunalni¥tvo, TrZazka 25, Ljubljana, tel. (061)
273 - 489.

9. Raziskovanje in inovatorstvo
Razpise za 24.sreXanje mladih raziskovalcev in inovatorjev Slovenije sosrednje
Jole e dobile, podrobnejge informacije pa dobite pri g. B. SOTOSKU, ZOTKS
- Gibanje znanost mladini, Lepi pot 6, Ljubljana, p.p. 99, tel. (061) 263 - 676
ali (061) 267 - 380.

Darjo Felda

ALI LAHKO MANJSINA ZMAGA NA VOLITVAH? - Reitev
s str. 156

Predstavnikov manjgine mora biti vsaj 65 = 46656.
Vilko Domajnko

POPOLNI KVADER - Resitev nalog s str. 139

1. Stevila a, b in c ne morejo biti vsa liha, ker bi tedaj bila vsota
a2 4+ b2 + ¢2 oblike 4m + 3, kvadrat lihega Stevila d pa je oblike
4n+1, m,n € N. Ce pa sta dve med njimi lihi in eno sodo, pa je vsota
a2+ b2+ c? oblike 4m + 2. Stevilo d bi tedaj moralo biti sodo, kvadrat
takega $tevila pa je oblike 4n, m,n € N. Torej vsaj dva od robov imata
skupen faktor 2.

2. Ce upostevamo obrazce (1), dobimo

V = abe = 4p2q7r | (4q? = r)(4p? — 1?) |

Pri tem je (p.q.r) pitagorejska trojica in je generirana v obliki p =
=2uv, g = 2 —v2 r = v+ v2 Zatovella p2qir = 4u?v2.
(12 =v?)? (b2 +4v?). Upoltevaj Ze, da je produkt wuv(u—v)(u+v) deljiv
s 3in produkt uv(u—v)(u+v)(u?+4v?2) s5(gl. 5. Stev. Preseka 1988/89,
str. 302). Torej je V deljiv s faktorjem 4-4.32.5=720.

Edvard Kramar
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PISMA BRALCEV

Ganilo in zganilo me je pismo Dugice Boben v Preseku 18 (1990) 40. zavihal
sem rokave in ¥e pi¥fem. Najprej o Preseku. K predlogom, kako k pisanju
pripraviti ve¥ bralcev iz ¥ol, dodajam ¥e enega. Objavljajte predloge za doma&e
poskuse in povabite bralce, da opi¥ejo, kako so potekali in kak&ni so bili izidi.
Koristno je, &e so izidi lahko osnova za tekmovanje. Sele po tej stopnji
spradujte za razlago.

Ce se na predlog za poskus ne odzove nih¥e od bralcev iz ¥ol, ki jim
je Presek namenjen, je treba razmisliti, €& ne bi kazalo nadaljnje pisanje
prenesti v Obzornik za matematiko in fiziko. Za zgled naj omenim zanimivo
nadaljevanko o obratnem brizgalniku, ki bi ga glede na udeleZence v diskusiji
prav lahko prekrstili v profesorski brizgalnik.

Zdaj pa za Presek. Le o &em? Seveda o bnzgallll...ki. Gotovo ste se
ob bnzgalnikih z ven &trleXimi in ukrivljenimi izrastki domislili, da tekocina
lahko izteka tudi skozi skromnej¥e, pa za ta namen ni& manj ulinkovite
naprave — skozi luknjice in ¥pranjice. Zaradi slogovne zveznosti bom posode
z odprtinami imenoval brizgalke. Po novi ameriZki Zegi k poskusom najprej
vabim bralke, vendar ne dvomim, da se bodo enako vneto poigrali z njimi tudi
bralci.

Naberite si naro&je razli€nih plo&evink, plastenk in kartonk. Refite,
strizite, vrtajte, luknjajte, Zgite, praskajte, pikajte vanje luknjice, Epranjice,
odprtinice razli¥nih oblik in velikosti. Preluknjane posode obefajte na nitko
ali vrvico. Natakajte vanje vodo in luknjice se bodo spremenile v brizgalke,
nekatere posode pa v vrtiljake. Ne bo se zavrtela vsaka. Treba jo je prav
izbrati, prav obesiti, prav preluknjati in prav (na)polniti. Napigite in narigite,
kako ste svojo spravili na ples.

Ali ste nadli kak¥no tako, za katero menite, da je z nobenim luknjanjem
ni mogo&e pripraviti, da bi se zavrtela? To bi bila nekakfna Urtka med
brizgalkami. Narifite jo. Ali bi sprememba spola zalegla za to, da zapleZe?
(Pa smo spet pri brizgalniku, boste zavzdihnili.)

Kak$na naj bo brizgalka, da se z enim polnjenjem &im veZkrat zavrti?
Narigite in opidite najvztrajnejSo plesalko. Nastejte vse tiste njene lastnosti,
ki so jo naredile za prvakinjo.

Koliko vode v povpre&ju potrebuje tvoja najboljga plesalka za en obrat?
Za koliko ji zraste energija, ko jo obe¥eno napolni¥? Za koliko pa se ji pri
vsakem obratu v povpre&ju energija zmanj¥a? Ra&un razloZi z risbo in besedo.
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NALOGE

V nadaljevanju na tej in $e nekaterih straneh vam bomo posredovali v
rubriki Naloge &e nekaj podobnih vprasanj.

STISKANIJE PLASTENK

Preden plastenke predela¥ v brizgalke, je mogo&e z njimi narediti ¥e kak
poskus. Do vrha jih napolni z vodo in jih odprte stiskaj. Kaj se zgodi?

"Nekaj vode izte€e,” bo¥ rekel. " Tega se ne splaZa poskuZati!” Mogode
pa le! Poidi plastenko, ki jo bo¥ lahko stisnil tako, da se bo gladina vode
v njej zniZala. Naridi in opidi, kakina mora biti plastenka in kako jo je treba
stiskati.

Ali se pri stiskanju plastenke njena prostornina ohrani? Kaj pa povrgina?
Kako pa je zohranitvijo pri meZkanju platelinske ali ilovnate kepe? Se ohranja
prostornina, povrgina?

Ko stiska¥ odprto tubo zobne paste, razmisli, &e se pri tem ohranjata
prostornina in povr3ina tube? Kaj pa prostornina in povrfina paste? Ali je
mogo&e valjasto tubo stisniti tako, da se ji prostornina zve&a?

V veliko plastenko (za 1,5 | ali 2 1) iz brezbarvne plastike, v kakrnih
prodajajo §ume&e pija¥e, nato&i polno vode. V vodo poloZi plasti€no kapico
kemi&nega svin&nika, ki si jo na spodnjem robu obteZil z nekaj sponkami za
papir. Kapica naj plava na gladini tako, da le kak milimeter vr¥i¢ka kuka iz
vode. Privij pokrov&ek na plastenko, nato pa plastenko stiskaj in popu¥Zaj.
Kaj se dogaja s plava¥em? Nekateri mu raje pravijo potaplja¥. Zakaj?

O tem, ali telesa plavajo ali potonejo, odloZa razlika gostot telesa in
teko&ine. Ker je voda prav malo stisljiva, se ji gostota pri stiskanju plastenke
ne spremeni. Potemtakem je izid poskusa odvisen od lastnosti plavaZa. Se
pri stiskanju kaj spremeni masa plavata m? Kaj pa njegova prostornine V?

Pri razmisleku o prostornini mora¥ upo8tevati tudi, kaj se dogaja znotraj
plava¥a. Ce tega ne ve¥, naredi dodatni poskus. Vlogo plavaZa naj prevzame
visok prozoren kozarec, ki ga z odprtino obrnjeno navzdol potiska¥ v vodo.
Kaj se pri tem dogaja v kozarcu?

Ce zdaj ve¥, katera od obeh lastnosti plavata (m, V) se pri stiskanju
ohranja in katera se spreminja, lahko pove¥ tudi, kaj se pri stiskanju dogaja s
povpre&no gostoto plava¥a. Tako lahko razloZi izid poskusa.

Janez Ferbar
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MEDNARODNI ASTRONOMSKI MLADINSKI TABOR,
Pokljuka "90

Mladinski raziskovalni tabori so postali prijubljena oblika po&itnikovanja za
ucence in dijake, ki ho¥ejo vedeti veZ in zdruZiti poletni pofitek z lahkot-
nim uvodom v posamezne znanosti. Astronomsko dru¥tvo Javornik, ADJ
Ljubljana, pripravi vsako leto svoj astronomski tabor na Javorniku nad Crnim
Vrhom, kjer stoji Slovenski ljudski astronomski observatorij. Letos pa ga je,
tako kot pred petimi leti, nadomestil mednarodni astronomski mladinski tabor
IAYC (International Astronomical Youth Camp). Zaradi prostorskih teZav je
potekal na Pokljuki, v Sport hotelu, od 16.7. do 6.8. To je bil po vrsti 16.
IAYC, ki ga organizira IWA, International Workshop Astronomy. Clani te
organizacije zgolj iz navdufenja in ljubezni do astronomije ter Zelje po med-
narodnem sodelovanju izberejo drZavo in primeren kraj, kjer v sodelovanju z
doma&imi astronomskimi drutvi izvedejo tabor.

Tokrat so delovne skupine Son&ev sistem v gibanju, Zvezde in zvezdni
sistemi, Astrofizika, Gravitacija in kozmologija, Meteorji, Spremenljivke, Pra-
kti€na astronomija vodili mentorji iz Francije, Nem&ije, ltalije, Nizozemske in

Jugoslavije, udeleZenci pa so bili iz vseh koncev Evrope.
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Astronomska oprema je bila najbolj¥a doslej: &tevilni binokularji, 5 do
20 centimetrski reflektorji, fotometer, manj¥a CCD kamera in PC raZunalniki;
AGO z Golovea pa nam je prijazno posodil daljnogled Celestron 14. Ceprav
je bila marsikatera no& delno obla&na, nekajkrat je tudi de¥evalo, smo veliko
opazovali in merili. Fotografiji sta CCD posnetka Saturna (slika 1) in meglice
okrog ene od zvezd v zvezdni kopici Plejade (slika 2). Delovno porofilo,
IAYC’90 Report, je v vezani obliki na voljo pri ADJ, Tav&arjeva 2, Ljubljana.

Ker so prispevki iz lastnega Zepa za na%e razmere dokaj visoki, se IAYC-
ja navadno udeleZi zelo malo Jugoslovanov. Letos je izjemoma sodelovalo
kar deset domadih srednje¥olcev. Vsi so v preteklem Zolskem letu opravili
raziskovalne naloge pri gibanju Znanost mladini, njihovo udeleZbo pa so
omogocile 3e raziskovalne skupnosti slovenskih ob¢in.

Vsi, ki vas zanima ve& o astronomskih taborih v letu 1991 (IAYC bo v
Nemgiji), lahko dobite informacije pri Astronomskem drutvu Javornik.

Mirjana Gali&i&
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TeAlnoVRENJA
ﬁATREi;’;JPIIRIEKO TEKMOVANJE OSNOVNOSOLCEV 1Z

19. maja 1990 so se v Ljubljani, Mariboru, Celju, Novi Gorici in Kopru zbrali
na republitkem tekmovanju tisti u€enci 7. in 8. razreda osnovnih ¥ol, ki so
pokazali najve¥ znanja na ob&nskih tekmovanjih. Tekmovanja se je udeleZilo
217 sedmofolcev in 282 osmofolcev.

Republi¥ka tekmovalna komisija pod predsedstvom prof. Terezije Uran
je pripravila naloge, pregledala reditve, dolo&ila kriterij za podelitev zlatih
Vegovih priznanj in dolo&ila ekipo za zvezno tekmovanje v Kastel Luk3icu pri
Splitu.

Za osvojitev zlatega Vegovega priznanja je bilo v obeh razredih potrebno
zbrati 13 od 25 moZnih tok. Tako je priznanje osvojilo 62 sedmoolcev in
101 osmosolec.

Nagrade so prejeli:

7. razred
l. nagrada: Barbara KRAIGHER, 05 Majde Vrhovnik, Ljubljana
1l. nagrada: Matej CEPIN, OS5 Leopold MaZek Borut, Ljubljana, Dejan VELUSCEK,
08 Ledina, Ljubljana
Il. nagrada: Martin JESENKO, OS Boris Ziherl, Ljubljana

8. razred
|. nagrada: Narvika BOVCON, 03 IX. korpus NOVJ, Nova Gorica
Il. nagrada: Marko ORESKOVIC, 05 Rihard Jakopi&, Ljubljana
1l. nagrada: Nika NOVAK, O8 Edvard Kardelj, Ljubljana, Iztok KAVKLER, O3 Fran Rog,
Celje

NALOGE
7. razred

1. Za katero nenegativno Stevilo a ima vsota ulomkov

a 4 2a P 9
2+a 2—a 4-2a2

najmanjo pozitivno vrednost? Odgovor utemelji.

2. S katerim najmanj¥im naravnim $tevilom je treba pomnoZiti $tevilo
8316, da bo dobljeni zmnoZek kvadrat nekega naravnega stevila? Katerega?

3. Naravna $tevila zapisujemo zaporedoma drugega za drugim. Pri&ne-
mo z najmanj¥im. Katera cifra bo na tiso¥em mestu?
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4. Zemlji¥%e ima obliko, kot
je prikazano na sliki (r = 5 m).
Radi bi ga ogradili in zasejali s travo.
Koliko metrov Zi€ne ograje potrebu-
jemo in koliko semena, & na 1 m?
porabimo 4 dag semena?

5. Stirikotnik razdelimo z eno izmed diagonal na dva trikotnika z ob-
segoma 25 m in 27 m. lzra&unaj dolZino te diagonale, &e je obseg 3tirikotnika
32 m.

8. razred
1. Venatbi X72 = k- X2 dolodi k, e je x = —42.
2. V enakokrakem trapezu z osnovnicama a = 8cm in ¢ = 6 cm se

diagonali sekata pravokotno. lzra¥unaj obseg in plo¥&ino trapeza.

3. Koliko prvih zaporednih naravnih Ztevil je treba sedteti, da bo vsota
trimestno S$tevilo z enakimi ciframi?

4. V enakostrani&ni trikotnik s stranico a je v&rtan kvadrat tako, da so
ogli¥¥a kvadrata na stranicah trikotnika. lzrazi z a stranico kvadrata.

5. Iz kocke z robom aizrefemo pokon&no prizmo. Njena osnovna ploskev
je enakokraki trikotnik, katerega vidina na osnovnico leZi na diagonali osnovne
ploskve kocke, kot med krakoma je 30°. Koliko procentov prostornine kocke
je prostornina najve&je take prizme?

Aleksander Potocnik

NA VELIKEM PAPIRNATEM TRAKU — Regsitev s str. 191

Izpustimo iz danega zapisa zadnje stevilo, torej 9999. Nato razvrstimo Stevila,
ki sestavljajo novi zapis, v pare:

(1, 9998), (2, 9997), (3, 9996), ..., (4999, 5000)

Vsota Stevk obeh stevil vsakega para je 36, iskana vsota pa je zato enaka
36(4999 + 1) = 180000.

Dragoljub M. Milosevi¢
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21. ZVEZNO TEKMOVANJE OSNOVNOSOLCEV 1Z
MATEMATIKE

Leto¥nje zvezno tekmovanje je bilo v soboto 2. junija v O5 Vjeko Butir v
Kastel Luk&i¢u pri Splitu. Tekmovalci, med katerimi so bili po sklepu re-
publitke tekmovalne komisije tudi slovenski sedmoZolci Barbara KRAIGHER,
OS5 Majde Vrhovnik, Ljubljana, Matej CEPIN, O35 Leopold MaZek Borut,
Ljubljana in Dejan VELUSCEK, OS Ledina Ljubljana ter osmogolci Narvika
BOVCON, O35 IX. korpus NOVJ, Nova Gorica, Marko ORESKOVIC, OS5 Ri-
hard Jakopi&, Ljubljana, Nika NOVAK, O5 Edvard Kardelj, Ljubljana in lztok
KAVKLER, O3 Fran Rog, Celje, so se zbrali v turistiénem naselju Resnik v
Kastel Stafilicu ¥e v petek popoldne.

V soboto nas je ob prihodu v ¥olo Vjeko Butir presenetila izredno lepo
urejena okolica ¥ole, ki se lahko pohvali s 4 ha lastnega botani¥nega vrta s
preko 800 razli&nimi vrstami rastlin z vseh koncev sveta. Sve&ana otvoritev
tekmovanja je bila ob 8. uri, ob 9. uri pa se je zafelo zares. Dve uri in pol so
tekmovalci, bilo je 53 sedmogolcev in 44 osmafolcev, redevali precej zapletene
naloge.

Po kosilu so organizatorji za tekmovalce in spremljevalce pripravili ladijski
izlet po kastelanskem zalivu, tekmovalna komisija pa je pregledala izdelke.

Tekmovanje je bilo zakljuZeno s sveZano podelitvijo nagrad in pohval v
nedeljo ob 10. uri.

Nagi tekmovalci so se solidno odrezali, saj je lztok Kavkler osvojil Ill.
nagrado, Barbara Kraigher pa pohvalo. lzmed predlogov nalog, ki so jih
prispevali &lani tekmovalne komisije iz vseh republik in avtonomnih pokrajin,
so bile izbrane naslednje:

7. razred

1. Katero je najveZje naravno $tevilo, ki ima naslednjo lastnost: dvomestno
stevilo, zapisano s poljubnima dvema sosednjima 3tevkama tega 3tevila,
je deljivo s 23.

2. Ce sta v trimestnem naravnem $tevilu, ki je deljivo s 7, zadnji dve cifri
med seboj enaki, je tudi vsota cifer trimestnega 3tevila deljiva s 7. DokaZi
trditev.

3. Za gtiri tevila a, b, c in d velja:

d>c, a+b=c+d in a+d<b+c

Uredi dana &tevila po velikosti.
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4. Na osnovnici BC enakokrakega trikotnika AABC dolo&i toZko M, tako
da bo razlika razdalj te toZke od krakov trikotnika enaka polovici dolZine
kraka AB.

5. V pravokotnem trikotniku deli vi¥ina na hipotenuzo hipotenuzo na dva
dela, katerih razlika dolZin je enaka dolZini ene katete. lzra&unaj notranje
kote tega trikotnika.

8. razred

rary

. Doka?i, da je vsota kubov treh zaporednih naravnih &tevil deljiva z 9.

2. Enomestno naravno Stevilo povefamo za 10. Tako smo ga povefali
za nekaj odstotkov. Ce dobljeno 3tevilo poveZamo za enako 3tevilo
odstotkov, dobimo 72. lzra&unaj prvotno 3tevilo.

3. Dolo&i gestmestno naravno $tevilo, katerega produkti z 2, s 3,5 4,55
in s 6 so spet ¥estmestna 3tevila, zapisana z istimi ciframi kot iskano
gtevilo, vendar v druga&nem vrstnem redu.

4. V trikotniku AABC seka simetrala kota <CAB stranico BC v to&ki
N, simetrala kota < CBA pa stranico AC v to&ki P, pri &emer velja, da
je PN = 1. Presek simetral AN in BP je totka Q. Ogli¥e C leZi na
kroZnici, ki poteka skozi toZke P, Q in N. lzrakunaj plo¥ino trikotnika
ANPQ.

5. Diagonali poljubnega trapeza delita trapez na &tiri trikotnike. Plo&&ini

trikotnikov, ki leZita ob osnovnicah trapeza, merita m (cm?2) in n (cm?).

Izrazi plo¥&ino trapeza z m in n.

Aleksander Potocnik

NALOGA
MILI ZVONOVI

Poslugajzvonenje zvonov. Alilahko ugotovig, koliko zvonov zvoni? Ali kemblji
udarjajo po zvonovih z enakimi ali z razlinimi frekvencami? Ali se zvonovi
majejo z enakimi ali z razli¥nimi frekvencami? Ali so zvonovi enako veliki?
Na kaksen nacin prilagajamo frekvence nihanja razliZno velikih zvonov?

Ce hotes razli¥ne slovenske zvonove poslu¥ati kar doma, si kupi Heli-
donovo plo¥&o Pritrkavanje.

Janez Ferbar
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34. REPUBLISKO TEKMOVANJE SREDNJESOLCEV 1Z
MATEMATIKE
Ce bi Platon pisal Biblijo, bi jo ned-
vomno zaZel z besedami: "V za-
&etku je Bog ustvaril matematiko,
potem pa v skladu z njenimi zakoni
nebo in zemljo.”
(M. Kline)

Letodnje republi¥ko tekmovanje srednjedolcev iz matematike je bilo v Idriji
kot ena od prireditev ob 500-letnici tega znamenitega rudarskega mesta. Or-
ganizirala ga je Srednja ¥ola Jurija Vege, potekalo pa je v soboto, 31. marca.
Za&eli smo ga s slovesnostjo v Filmskem gledaligZu — prvi slovenski gledalizki
lu&. Tekmovalcem so spregovorili ravnatelj srednje ¥ole dipl. oec. Milan Cvel-
bar, predsednica ob€inske skup&Zine ing. Ivica Kav&iZ in pomo&nica direktorja
Zavoda za Zolstvo prof. Draga Urbas—Keravica. Po kratkem kulturnem pro-
gramu so se tekmovalci zbrali v poslopju prve slovenske realke. Tam jih je
Eakala malica, ki ji je sledilo trdo delo. ReSevali so naslednje naloge:

Prvi letnik

1. Poidi vse peterke (a, b, c, d, €) naravnih 3tevil, za katere velja
a)a<b<c<d<Le
b)a+b+c+d+e=abcde

2. Dana je neprazna podmnoZica M racionalnih $tevil Q. Naj velja:
a) Ze sta ain b iz mnoZice M, sta a+ bin ab v mnoZici M
b) Ze je r racionalno stevilo, velja natanko ena od naslednjih trditev:
reM,—reMalipar=0.
Dokazi: a) mnofica naravnih 3tevil je vsebovana v M
b) M = Q%+ ( @ je mnofica pozitivnih racionalnih 3tevil)

3. Poi%i vse pare (x,y) realnih 3Ztevil, ki zado¥ajo neenaibama
[Ix=1] = |y|| <1in x* —8x2 4+ 16 < 0.

4, Dana je tristrana piramida ABCV s stranicami osnovne ploskve a, b
in c ter stranskimi robovi x, y in z. Njena vi§ina v, ki jo spustimo z
vrha V, ima noZi¥¢e na trikotniku ABC. Poka?i, da velja x + y + z <
< a4+ b+c+3v.
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Drugi letnik

. PokaZi: &e za realna #tevila a, b in c velja

;ﬁ+c+a+—5_1
_l_t)2

potem velja tudi =rs + #5 =0.

. Pois&i vse funkcije f : R — R, ki zado¥&ajo pogojema:
a) f(x) - f(y) = f(x — y) za poljubna realna x in y
b) £(1990) = 1.

. Dan je trikotnik s stranicami a, b, c in obsegom 1. PokaZi, da je
a24+b2+c2+4abc< %

. V enakokrakem trikotniku AABC (AC = BC) naj bo O sredite
olrtanega kroga, D razpolovi¥&e stranice AC in E tefi&e trikotnika
ADBC. Poka?i, da je premica skozi O in E pravokotna na BD.

Tretji letnik

. Obravnavaj enabo x + \/a+ /x = a.

. Za funkcijo f : R — 'R. velja f(x) < x za vsak x € R in f(x +y) <
< f(x)+ f(y) za poljubni realni 3tevili x in y. DokaZi, da je f(x) = x
za vsak x € R.

. a) PokaZi, da teZi¥nice razdelijo trikotnik na ¥est manjSih med seboj
ploXinsko enakih trikotnikov.

b) PokaZi: &e so ta, tp, in tc teZidZnice trikotnikain t = (ta+tp+1tc)/2,
je ploXina trikotnika enaka p = (4 - \/t(t — t5)(t — tp)(t — tc))/3.

. DokaZi, da razdalje od poljubne toZke na kroZnici do ogli3¢ tej kroZnici
v&rtanega kvadrata ne morejo biti hkrati racionalne.

Cetrti letnik

. Zaporedje je dano z ag = 1, ap41 = 2 ap + 2". lzrazi sploni &len tega
zaporedja kot funkcijo njegovega indeksa (to je a, = f(n)).
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2. Dano je zaporedje, katerega n-ti &len je zadnja cifra $tevila [(1/10)"] za
n=1,23,... Ali je zaporedje periodi€no ? ([x] pomeni najve&je celo
gtevilo, ki ni ve&je od x; primera: [8.29] = 8, [8] = 8)

3. Poidti vse take funkcije f : @ — Q, za katere velja f(x + f(y)) =
= f(x)+y.

4. Doka?i, da med stranicami poljubnega n-kotnika, n > 3, vedno lahko
najdemo vsaj dve (ozna&imo ju na primerz bin c), davelja1 < b/c < 2.

Medtem ko so u€enci redevali zapletene naloge, smo za goste, mentorje in
druge spremljevalce pripravili predstavitev kraja, njegove bogate zgodovine,.
Jole in glasila, ki smo ga izdali ob tej priloZnosti. Zeleli smo, da bi tudi
tekmovalci zvedeli nekaj ve¥ o na¥fem mestu, zato smo v glasilo vkljuili dva
prispevka nadega zgodovinarja prof. Janeza Kav&i¥a (500 let Idrije, Idrijske
folske tradicije). BivZa u€enca nade ¥ole, dr. Milan Hladnik, docent na FNT,
in dipl. ing. Bojan Hvala, asistent na FNT, sta prispevala dve zanimivi
besedili: Zakaj 3tudirati matematiko in Utrinki o matematiki in pedago¥kem
poklicu. Sledijo ¥e razmigljanja na%ih biv&ih ufencev, $tudentov na FNT,
nato pa smo predstavili odlomka iz dveh knjig, ki bosta iz&li v zbirki Sigma,
v slovenski jezik sta ju prevedla na%a bivia u€enca dr. DuZan Pagon in dipl.
ing. Bojan Hvala. Iz knjige Matematika v aforizmih, citatih in izjavah smo si
izposodili tudi na%o uvodno misel.

Po predstavitvi glasila je ravnatelj dipl. oec. Milan Cvelbar predstavil Ze
Zolo in programe, ki jih izvajamo.

Tekmovanje je bilo zaklju¥eno ob 11.45. Sledilo je kosilo za vse udeleZen-
ce, ki so ga pripravili v idrijskih tovarnah Kolektor in Rotomatika, po njem
pa so si tekmovalci ogledali znamenitosti na¥ega mesta ter razstavo grafik
idrijskega akademskega slikarja Rudija Sko¢irja.

Ob 16.30 je bila v Filmskem gledali¥¢u sve¥ana razglasitev rezultatov
tekmovanja. Prisotnim je spregovoril dr. Milan Hladnik, ki je najbolj%im
podelil nagrade in priznanja. Te so dobili:

Prvi letnik:

Prva nagrada: Andrej SRAKAR {SNS Ljubljana) in Mitja MASTNAK (STS MT Celje)
Tretja nagrada: Bojan GORNIK (SSPTNU Novo mesto) in Marko KRAJNC (SNS MZ
Maribor)

Pohvala: Damjan SKULJ in Gordana KUHARIC (S5 Brezice), Tomaz URBIC (SSPTNU
Novo mesto), Samo FISINGER (SNS MZ Maribor), Uro& STERLE (SSPRNMU Kranj),
Luka STRAVS (SNS Ljubljana), Sebastjan KUDER (SSNMEU Trbovlje), PrimoZ
MIHELIC (TSC Nova Gorica), Marko MUROVEC (NSC Nova Gorica).
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Drugi letnik:

Prva nagrada: Gregor SEGA (SN3 Ljubljana)

Druga nagrada: TomaZ CEDILNIK (SNS Ljubljana)

Tretja nagrada: Marko SLAPAR (SSPRNMU Kranj)

Pohvala: Mojca VILFAN in Andrej STROJNIK (SNS Ljubljana), Mateja ANTOLIC (S5C
DK Ptuj), Alan GREGOROVIC (SPNMS Koper), Matjaz KOTNIK (SN5 MZ Maribor),
Rok DEZELAK (SSNMEU Trbovlje)

Tretji letnik:

Tretja nagrada: Igor PANIC (SSEN Ljubljana) in Marko PETRUSIC (SNS Ljubljana)
Pohvala: Blaz KORITNIK (SN3 Ljubljana), Dufanka KOCIC (ST3 MT Celje), Jure
VELKAVRH (SSEN Ljubljana), Tatjana MARVIN (NSC Nova Gorica)

Cetrti letnik:

Prva nagrada: Martin RAIC (SNS Ljubljana)

Druga nagrada: Ale§ CASAR (SCTPU Murska Sobota) in Mitja KOLSEK (CSSTDU Titovo
Velenje

Tretja r?agrada: Andrej BAUER in Roman MODIC (SNS Ljubljana) ter Alenka KAVKLER
(SNS MZ Maribor)

Pohvala: Marke KERN (SSPRNMU Kranj), Roman MAURER (SSNMEU Trbovlje), Safo
JEZERNIK in Jure DOBNIKAR (SN3 MZ Maribor), Bostjan RACIC in Andrej RAKAR
(SNS Ljubljana), Borut NOVAK (CSUI Jesenice), Marko SKALA (SSDTU EK Crnomelj),
Uro& SAKSIDA (NSC Nova Gorica), Damjan GOROPEVSEK (SKSMS$ Maribor), Matja?
JAKOPEC (SSPTNU Novo mesto).

Ob koncu sveXane razglasitve nas je obiskal ¥e gledaliZki igralec Silvij
BoZi¥&, ki nam je kot 3kafar v pristnem idrijskem govoru spregovoril o svojih
&asih.

Organizatorji smo se trudili, da bi bilo udele?encem tekmovanja &im
prijetnej¥e med nami in da bi na mesto in 3olo ohranili lepe spomine.

Lidija Kleindienst

NALOGA
ZLATA JAICA

V plasti&ni rumenjak iz Eokoladnega jajca (kinder) deni jekleno kroglico za
avtomibilski le¥aj. Tudi steklena frnikola bo dobra. Zakotali zlato jajce po
nagnjeni hrapavi deski ali nagnjeni mizi. Kajse zgodi? RazloZi, kajse dogaja v
notranjosti kotaleXega zlatega jajca. Zakajsmo ob izidu poskusa preseneceni?

Janez Ferbar
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IZBIRNO TEKMOVANIJE IZ LOGIKE ZA
OSNOVNOSOLCE IN SREDNJESOLCE

7. in 8. razred O3

la. PET UCENCEV
Pet uencev je sedelo drug poleg drugega v vrsti. Ali lahko ugotovi¥
vrstni red iz naslednjih podatkov?
o Lucija je za toliko oddaljena od Tine, kot je Jasna od Borisa.
o Tina sedi med TomaZem in Jasno.
o Boris sedi poleg Tine.
o Tina ne sedi med Borisom in TomaZem.

b. KDO Sl JE SPOSODIL KOLO?
Na policiji so zasligevali Andreja, Braneta in Klemna, ki so bili osumljeni
kraje kolesa. Andrej je dejal, da je kolo ukradel Boris. Boris je trdil, da
je nedolZen. Klemen je o sebi rekel, da ni tat. Policaji so vedeli, da eden
govori resnico, druga dva pa laZeta. Kdo je ukradel kolo?

|

|
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. KriZi¢e prednostne in stranske

2. KRIZISCE PREDNOSTNE IN
STRANSKE CESTE

Pred krizigZe pripeljejo fizko,

¥aba, katrca in jugo (slika 1).

Jugo ima prednost pred Zabo,

le-ta pa pred fickom, ki jedesno Stika 1
od katrce. Kje je katero vozilo? ceste.

3. MASKARADA
Branka, Pavla, Renata in Sa%a so §le na magkarado, vsaka s svojim
prijateljem, ki so se imenovali Boris, Peter, Rok in Samo. Le-ti so bili



la.

237

preoblefeni v beraZa, peka, robota in slona, vendar ne nujno v tem
vrstnem redu. Iz naslednjih dejstev poi¥&i za vsako dekle ime njenega
prijatelja in njegovo masko:

o ZaZetne ¥rke dekletovega imena, imena njenega prijatelja in naziva
njegove maske so v vseh primerih razli¢ne.

o Pek je najprej plesal s svojo prijateljico, potem pa ¥e s Sa%o in
Borisovo prijateljico.

o Rok, ki ni pripeljal Sage, je dober slonov prijatelj, toda noben od
obeh ne pozna Pavlinega prijatelja preve¥ dobro.

o Branka in Petrova prijateljica sta obe ve&ji kot robotova pnjateljica.

Pomagaj si s tabelo!
1. in 2. letnik srednjih %ol

ZUNANJA IN NOTRANJA PISMA

Ceprav se nih&e ni dotaknil vsebine predalov, je nekdo prestavil vse
nalepke na predalih. Jana je vedela, da so vsi predali pravilno napolnjeni
in da je vsako pismo ozna¥eno z NOTRANJE ali ZUNANJE. Jana je
uvidela, da z odpiranjem enega samega predala in pregledom enega
samega pisma iz tega predala lahko enostavno popravi nalepke. Kako?

NOTRANJA
ZUNANJA
NOTRANJA IN ZUNANJA

. PET JEZIKOV

Pet profesorjev se je v &asu mednarodne konference sreXalo pri kosilu.
Kmalu so ugotovili, da imajo teZave s sporazumevanjem. Dva sta znala
francosko, dva vedsko, dva nem¥ko, dva japonsko in dva angletko. Vsak
je znal dva jezika, toda nobena dva nista govorila istih dveh jezikov. Iz
nadednjih podatkov dolo&i, kdo govori posamezne jezike:

o Ne Phillip ne Louis ne govorita anglezko.

o George in Phillip znata japonsko.

o James in Louis se lahko pogovarjata v franco®ini.

o Paul govori nem3ko, James pa ne, toda ugotovila sta, da imata en

skupen jezik.
o George in James nimata skupnega jezika, toda Paul jima je prevajal.
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2. KRIZISCE L
=1
AR L
Pred kriZi¥e pripeljejo katrca, - ——4’_,_[*7—]
Zaba, fi¢ko in golf (Slika 2) s Y — ——

o Fi€ko prihaja s stranske — | |1
ceste. ‘ ‘ t} i!s:]ojl

o Golf ne sme med prvimi g
prepeljati kriZi¥&a.

o Zaba je na glavni cesti. |

o Katrca je levo od ficka. I

Kje je katero vozilo? Slika 2. KriZiste

3. LOV NA ZAKLAD

Marko se je s Btirimi prijatelji udeleZil lova na zaklad. Vsak od njih je
nadel druga&en zaklad. Eden od zakladov je bil kositrni voji€ak. Potem,
ko so nagli zaklade, so se vra&ali ob razli€nih &asih. |z podatkov dolo&i
za vsakega fanta zaklad, ki ga je nadel, in vrstni red, v katerem so se
vrnili na za&etno mesto:

o Sandi se je vrnil neposredno pred osebo, ki je nafla lutko. Ta oseba
ni bila zadnja.

o Oseba, ki je naZla medvedka, se je vrnila neposredno pred Karlom,
ki pa tudi ni bil zadnji.

o Tonise jevrnil neposredno pred Janezom, ki pa se je vrnil neposredno
pred fantom, ki je nafel avtomobil&ek.

o Fant, ki je nagel leva, ni bil zadnji.

o Karel ni nadel lutke.

Pri sklepanju si pomiagaj s preglednico.

Clanek Odprto pismo ¥olski javnosti, ki je bil objavljen v P-3, na str. 184 in
185, sodi v rubriko BOLJ ZA SALO KOT ZARES.



3. in 4. letnik srednjih 3ol

la. MAT V DVEH POTEZAH
Beli na potezi v dveh potezah
matira &rnega. Kako?

Pred kriZi3&e pripeljejo 3tiri vo-
zila: ¥koda, ¥aba, fitko in jugo
(Slika 3). Jugo je levo od fitka,
le-ta pa ni nasproti tkode. Kri-
Zi%¢e bo najprej prevozil fitko,
nato ¥aba, tretji jugo in nazad-
nje §koda. Dve vozili vozita na-
ravnost naprej, dve pa zavijata.
Kako vozijo posamezna vozila?
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b. PET SUMLIJIVIH

Pet osumljenih, A, B, C, D in
E, je na zasli¥anju izjavilo:

mEpRe

Cin D laZeta
Ain E laZeta
B in D laZeta
Cin E laZeta
Ain B laZeta

Kaj lahko sklepamo?

Slika 3.

cesto

l
|

Glavna cesta pretka stransko
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3. POVABLJENI NA VECERJO

BoXi¥evi so povabili Tino in njenega moZa ter $e tri druge porotene pare
na vederjo. Dolo&i pare in darilo, ki so ga prinesli gostje.
o Povabljeni pari so: Andreja z moZem, Pal&ievi, Gorazd z Zeno in
par, ki je prinesel kristalno vazo.
o Par, ki je prinesel kuhinjski lonec, je pri€el zadnji. Aljan&i& so prisli
prvi.
o Janez in Zena nista prinesla roZ.
o Gospod MarkiZ in Edo sta razpravljala o nogometu, medtem ko sta
se Janez in gospod Aljan&i¥ pogovarjala z Zenskami.
o Eli€eva sta prigla za Heleno in njenim moZem, toda pred parom, ki
je prinesel vazo.
o Marta in Dragova Zena imata radi roZe, vendar jih nobena ni pri-
nesla.
o Par, ki je prinesel sliko, je pri¥el pred Edom z ¥eno, vendar ne prvi.
Kdo so pari in kaj so prinesli?

Pomagaj si z razpredelnico!
Izidor Hafner

DVE ECCOVI NALOGI — Resitev s str. 125

(1) Nobeno ¥tevilo potrditev in povratnih potrditev ne zadostuje. Generala
nikoli ne bosta napadla. Vzrok je v temle. Na zaetku general A pozna neko
dejstvo, ki ga general B ne pozna, general B pa bo napadel samo, & bo
to dejstvo poznal. Recimo, da v nekem trenutku eden od obeh generalov,
recimo mu general X, ve nekaj, kar mora drugi general, recimo mu general
Y, vedeti, da bo napadel. Torej general X potlje goloba. Toda &eprav Y
sporo€ilo prejme, X ne more napasti, ker ne ve, da je Y zadnje sporogilo
prejel. Torejzdaj general Y ve nekaj (namreZ to, da je prejel zadnje sporotilo
generala X), kar mora general X vedeti, da bo napadel. Isti argument se
ponavlja znova in znova, le vlogi generalov X in Y se menjata.

(2) Dovolj je en sam let goloba. Ko golob preleti greben, straZe priZgejo
svetlobni signal. Tako A ve, da B ve, da namerava A napasti.

Pripravila NeXa Mramor
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TEKMOVANIJE IZ MATEMATIKE V ZRN

Tekmovanje iz matematike za srednjedolce v ZRN poteka na treh stopnjah.
Na prvi stopnji dobijo u€enci 4 naloge, ki jih morajo refiti v nekaj mesecih.
Tisti, ki jim v glavnem uspe rediti vse te naloge, se uvrstijo na drugo stopnjo.
Za uvrstitev na tretjo stopnjo morajo v celoti refiti nove 3tiri naloge, za kar
imajo dva meseca ¥asa. Naloge je potrebno refevati samostojno z morebitno
pomogjo literature. Tekmovanje na tretji stopnji poteka v obliki kolokvija® s
profesorji matematike s srednjih in visokih ¥ol. Na tej stopnji tudi izberejo
ekipo za matemati¥no olimpiado.
Za zgled si oglejmo naloge z druge stopnje:

1. Poisi vse trojice (x, y, z) celih $tevil, da velja 2X 4+ 3¥ = z2.

2. Vsakemu robu konveksnega poliedra predpidimo smer tako, da v vsako
oglis¥e vodi vsaj en rob in da tudi iz vsakega ogli¥a vodi vsaj en rob.
Sprehod po robovih naj bo mogo& le v predpisanih smereh.

DokaZi, da obstajata vsaj dve stranski ploskvi, ki ju lahko obhodimo.

3. Naj bosta {ap} in {b,} dve zaporedji naravnih $tevil, podani s predpi-
soma

any1=n-apn+1in bpyi=n-by—1 zavsak neN
Dokati, da obstaja najve¥ kon&no mnogo naravnih stevil, ki so &leni obeh
zaporedij.

4. Naj za naravni 3tevili k in nvelja: 1 < k < nin naj bodo x3, %7, ..., Xk
taka pozitivna $tevila, katerih vsota je enaka njihovemu produktu.

a. DokaZi x{’_l + x{’"l L x:"l > kn
b. Pod katerimi potrebnimi in zadostnimi pogoji za k,n in

X1,X2, ..., X velja xl"_1 +x;‘1+...+x;’_1 =kn 7

Srednjefolce vabimo, da pofljejo refitve do konca februarja 1991 na
naslov KOMISIJA ZA POPULARIZACIJO MATEMATIKE V SREDNJI 50LI,
Jadranska 19, 61111 Ljubljana, pp 64. Najbolj¥e Zaka prijetno presenedenje.

Matja¥ Zeljko

1 kolokvij: (lat. colloquium ) ustni izpit (v obliki pogovora)



RAZVEDRILD

BUFFONOVA KRATKOCASNA

KolikZna je verjetnost, da bo Sonce
vzilo tudi jutri¥njega dne?

Vprasanje se morda ne zdi po-
vsem na mestu, saj bi vsak izmed
nas skorajda zagotovo pribliZno ta-
kole odgovoril:

“Cisto zagotovo bo vzilo, za-
gotovo. Kaj pa vendar misli¥?!"”

In zakaj, vas vpra¥am, zakaj naj
bi tole nade ljubo Sonce tako zelo
zagotovo vzilo tudi jutri¥njega dne?

Vsaj del tistih, ki so bili & ma-
loprej tako zelo prepri€ani v svoj od-
govor, bi se sedaj morebiti e zme-
del:

“Ja, saj doslej je vendar $e prav
slehernega dne vzilo. In ne vem,
zakaj naj ne bi bilo tako tudi jutri."

Vendar pa vsa ta re& le ni tako zelo preprosta. NamreZ — &e se opremo na
predpostavko, da je nade ljubo Son&ece doslej resda Ze slehernega dne vzglo,
potem je najve¥, kar smemo trditi, to, da se bo z zelo veliko verjetnostjo
tudi jutri natanko tako obnasalo. Toda z vso gotovostjo pa tega le ne moremo
trditi.

Eden izmed tistih, ki so nekoZ Ze davno tega polagali temelje verjetnost-
nega ra&una, je bil tudi francoski matematik in sploh za skorajda vse mogode
reéi bister moZakar George-Louis Leclerc Comte de Buffon (1707 - 1788).
O njem je Presek pred leti Ze pisal; takrat o njegovem znamenitem problemu o
metanju igle (E. Kramar: Ocenjevanje pribliZka $tevila ® na osnovi preproste
statisti®ne metode, Presek, ¥t. 4, leto 1984 /85). Buffonovo najpomembneje
delo so zagotovo Priloge k zgodovini narave (1777). In v Eseju o moralni
aritmetiki, ki je sicer &etrti del Prilog, je Buffon o na¥em uvodnem problemu
priblifno takole razmigljal:

Verjetnost, da nam jutri¥njega dne Sonce ne vzide, naj bo po tem
dana¥njem dnevu dvakrat manj¥a od verjetnosti, ki je veljala za ta dan. In
tako naj velja sploh za sleherni dan - z vsakim naslednjim dnem se naj ta
verjetnost razpolovi.

Prav zlahka iz Buffonovega razmigljanja razberemo, kako postaja verje-
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tnost, da bi Son¥evega vzhoda nekega dne na Zalost ni¥ veZ ne doZakali, ob
tak&nih predpostavkah s¥asoma vse manj¥e in manj¥e. Na sreZo!

Pri odgovoru na uvodno vpradanje je Buffon uporabljal danes Ze dobro
udomaden dogovor: Verjetnost gotovega dogodka je oznaé&il z 1, verjetnost
nemogotega dogodka z 0, verjetnost kateregakoli slu€ajnega dogodka pa je
med 0 in 1. Tako je verjetnost zelo gotovega dogodka skoraj 1, verjetnost
skoraj nemogodega dogodka pa je zelo blizu 3tevila 0. Ce, na primer, odleti v
zrak kovanec, je verjetnost, da pade cifra, % , prav tolik¥na pa je verjetnost,
da pade grb. In vsota verjetnosti danega dogodka in verjetnosti negacije tega
dogodka je vselej 1, neodvisno od samega dogodka.

Ce sedaj s p ozna&imo verjetnost, da bo Sonce vz#lo tudi jutri, s p’ pa
verjetnost, da ne bo vz8lo, je torej

p=1-p

Naj bo % za&etna verjetnost v Buffonovem razmisleku tista torej, s katero
“so pri€akovali" vzhod Sonca takrat dale¥ nazaj, tistega “prvega dne” pred
recimo 6 milijoni let. Ze kar prvega dne menda zares ni bilo mogo&e trditi,
niti da bo Sonce zagotovo vzilo in niti, da ga zagotovo ne bo na nebo, in je
% recimo da kar primerna vrednost za verjetnost prvega Son&evega vzhoda v
zgodovini.

Verjetnost, da Sonce ne bi vzilo naslednjega dne, potem ko mu je
prvega dne to tako nadvse lepo uspelo, je vskladu z Buffonovim razmislekom
le Ze %— Zatem pa se verjetnosti neprijetnega dogodka, da bi nas Sonce

nekega dne na lepem pustilo na cedilu, po posameznih dnevih takole zvrstijo:

é, % 317 6%' .... In ker je nad Zemljo Sonce doslej vz&lo ¥e pribliZno 6000000
x 365 -krat, je verjetnost, da bo vz3lo tudi jutri¥njega dne
1

p=1-— 22190000000 — 0,9999999999...

Pa imamo mi dandana¥nji res pravo sreZo, mar ne?

Mimogrede - ali znate povedati, koliko zaporednih devetic za decimalno
vejico se zvrsti v zgoraj zapisanem 3tevilu?

Opomba: Da ne bo zablode in pomot z nezaZelenimi posledicami -
omenjenemu in - priznam - tudi nekoliko za lase privlefenemu problemu
ter hkrati Buffonovemu odgovoru nanj posvefamo pozornost seveda zgolj v
okviru Buffonove teorije o kozmosu. O tem, koliko je ta njegova astronomija
v skladu z danes veljavno, pa naj spregovori raje kak¥na druga zgodba.

Vilko Domajnko



RESITVE NALOG

TRIANGULACIJE VECKOTNIKOV - Reitev s str. 186

1. Naj pri triangulaciji n-kotnika nastane m diagonal. Ker je po izreku 1
v triangulaciji n — 2 trikotnikov, imajo ti skupaj 3(n — 2) stranic. Vsaka
diagonala meji na dva trikotnika triangulacije, vsaka stranica vetkotnika pa
na enega, zato velja enakost

3(n—2)=2m+n
Od tod zlahka dobimo iskano $tevilo diagonal m = n — 3.

2. Vsajeden od dveh trikotnikov triangulacije, katerih skupna stranica je di-
agonala vetkotnika, ima najve eno stranico na robu veZkotnika. Obravnavani
vetkotnik ima namre& vsaj pet stranic.

3. Dokazujemo z matemati€no indukcijo. Za Ztirikotnik trditev oitno velja.
Naj pri danem n > 4 trditev velja za vsak k-kotnik, kjer je k < n. Katerakoli
diagonala iz triangulacije n-kotnika

ga razdeli na dva veZkotnika, ki ima-

ta manj kot n stranic. Lahko je

videti (premisli!), da v vsakem ob-

staja tak trikotnik iz triangulacije,

ki ima dve stranici na robu prvot-

nega veZkotnika, torej trditev velja

tudi za n-kotnik.

5. Iskano §tevilo ozna&imo z m. Z
uporabo izreka 2 na enak na&in kot
pri nalogi 1 dobimo

(r+2k—-2)=2m+r

od koder sledi

m=r+3k-3
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6. Naj bosta T1 oziroma 7T 7 druZini vseh takih trikotnikov iz triangulacije z
ogli¥&i v M, ki imajo na robu veZkotnika eno oziroma dve stranici, drufina
To pa naj vsebuje vse trikotnike iz triangulacije, ki nimajo na robu nobene
stranice. Ozna&imo s pg, p1 in p2 $tevilo trikotnikov v 7,71 in T5. Vsak
trikotnik iz 71 prispeva eno stranico robu veZkotnika, vsak trikotnik iz 77 pa
dve. Zato velja zveza

r=pi1+2p;
kjer je r $tevilo toZk iz M, ki leZijo na robu n-kotnika. Ker vsak trikotnik iz
triangulacije pripada natanko eni izmed druZin 7,71 in 72, vseh skupaj pa
je poizreku 2r + 2k — 2, velja
r+2k—2=po+p1+p2
|z prve zveze izrazimo p1, ga vstavimo v drugo zvezo in dobimo
r+2k—2=pg+(r—2p2)+p2

Od tod sledi enakost pg = pp + 2k — 2, ki smo jo dokazovali.

r=21 k=3 po=7 py=1H5 p,=3

ENAKE VSOTE - Resitev s strani 129

Leva naloga: Sedmico iz prvega stolpca nadomestite z osmico, le-to pa z
dvojko. Namesto dvojke postavite sedmico.

Desna naloga: Sestico v tretjem stolpcu nadomestite s festico, le-to s
sedmico, namesto sedmice pa postavite primarno obrnjen karton&ek s estico
- torej z devetico.

Boris Lavri&
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POSEBNI TRIKOTNIK - Reditev s str. 218

Tefignica iz ogli¥¥a A, vifina iz B in simetrala kota C naj sekajo nasproti
leZeCe stranice trikotnika ABC zaporedoma v totkah E, F in D. Ker se
AE, BF in CD sekajo v isti toZki, lahko uporabimo Cevov izrek, po katerem
je

Seveda velja BE = EC in po izreku o kotni simetrali e AD : DB = b : a.
lzradunajmo CF in FA. Postavimo x = CF, v = BF, dvakrat uporabimo
Pitagorov izrek

X2+V2=32

(b—x)2+ vZ=¢c2
in Ze lahko izra&unamo

CF=x=(a2+b%2- c'z)/£2b)
FA=b—x= (b2+c2—32)/(2b)

Dobljene zveze vnesemo v Cevov
izrek in pred nami je iskana relacija
a(b?+ 2 —a?) = b(a? + b2 — c2).
Naloga je refena, bralca pa &aka
nova -

NAGRADNA NALOGA

Pois¢i s pomo&jo osebnega ragunalnika nekaj posebnih
trikotnikov s celo¥tevilskimi dolZinami stranic in dolo&i
tistega z najmanj$im obsegom. Reditve, torej programe
in dobljene rezultate, posljite na nafe urednistvo do
28.2.1991. Avtorji najboljgih odgovorov bodo nagraje-
ni.

Bostjan Hostnik
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MEGLA V PLASTENKI

Veliko prozorno plastenko za $umeZe pijade oplakni z mla&no vodo, da na
stenah pridnu ostane nekaj kapljic. Plastenko nato obrni z odprtino navzdol in
jo nekoliko stisni. Prijatelj naj pod odprtino plastenke podrZi gore¥o vZigalico
ali papir€ek tako, da dim vstopa v odprtino. Da bof zajel veZ dima, stisk
polagoma popu3Zaj, da se plastenka poravnava in pri tem posesa dim. Na
obrnjeno plastenko privij pokrov&ek. Odslej naprej lahko plastenko poljubno
obra&a¥. PodrZi jo pred seboj proti svetlobi. Dima je v njej tako malo, da ga
ne opazi¥. Plastenko nato stisni in jo nekaj ¥asa drZi stisnjeno. Glej skoznjo
protisvetlobi. Nato stisk popusti, da se plastenka poravna. Kajopazi3 v njej?
Plastenko spet stisni. Kaj pa se zdaj zgodi?

Prirazlagi poskusa je treba vedeti, da se megla izlo&i iz nasi€eno vlaZnega
zraka, &e so v njem drobni delci — kondenzacijska jedra. Zrak v plastenki
navlaZimo tako, da zmo&imo njene stene. V kratkem Zasu izhlapi toliko vode,
da je zrak skoraj nasi€eno vlaZen. Dodatno poveZamo relativno vlaZnost,
&e zrak na hitro ohladimo. Zrak se ohladi, &e se razpne. To se zgodi, ko
popusti sila na stene plastenke. Kot kondenzacijska jedra sluZijo dimni delci.
Preden plastenko lahko popustimo, jo moramo stisniti. Pri stiskanju pa se
zrak segreje. Zato moramo po stiskanju malo poZakati, da plastenka odda
toploto okolici, in ele nato doseZemo ohladitev pod okoli¥ko temperaturo
z raztegnitvijo. Zdaj tudi razumemo, zakaj megla v plastenki izgine, ko
plastenko stisnemo. Zrak v njej se segreje in meglene kapljice v njem spet
izhlape.

Poskusa s plava&em (str. 225) in meglo sta opisana tudi v osnovno3ol-
skem u&beniku. S plastenkami, ki jih je dandana&nji mogo&e najti povsod, pa
je poskus mogo&e narediti veliko u€inkoviteje kot s steklenkami.

PADAJOCE DESKE

Naberi nekaj desk, kartonov, stiropornih plo¥& in drugih plo3& pravokotne
oblike. Postavljaj jih pokonci na gladkih tleh in jih spu¥¥aj, da padejo.
Zaznamuj lego spodnjega roba v zacetni in v konéni legi. Katera sila povzroZi
premik spodnjega roba? Ali ta sila odda padajoli plo&¢i kaj dela? Ali se
velikost in smer sile tal na plo¥%o med padanjem kaj spreminjata? Na to
vpradanje odgovori posebej za navpi€no in posebej za vodoravno komponento
sile tal. Vodoravna je posledica lepenja ali trenja.
Zakaj se nekatere plo¥Z¥e zapeljejo naprej, druge pa nazaj?

Janez Ferbar



A5 TRONOMJA

ZAKAJ VIDIMO SONCE OB OBZORJU SPLOSCENO

V praznem prostoru ali homogeni prozorni snovi se svetloba Ziri premoértno.
Svetlobni Zarek je torej raven. Pri prehodu iz praznega prostora v prozorno
snov ali pri prehodu iz ene prozorne snovi v drugo spremeni svojo smer, kot bi
se lomil. Takotemu naravnemu pojavu tudi re¥emo lom ali refrakcija svetlobe
(slika 1; glej ¥e Presek 17, 26).

Zrak je snov, ki je prozorna za svetlobo. Zemljo ogrinja zra&na odeja -
ozra&je. To je prav tako prozorno za svetlobo, ki prihaja z oddaljenih vesoljskih
teles, npr. planetov, Sonca, zvezd.

Svetlobni Zarek, ki na primer prihaja z zvezde in pade v opazoval¥evo
oko na povr¥ju Zemlje, mora iti skozi ozra&e. V primeri z medplanetnim
prostorom, kjer prakti€no vlada vakuum, ima nade ozra&je kar znatno gostoto
(okoli 1 kg/m3 ob morski gladini). Zato se svetlobni Zarek pri prehodu iz
medplanetnega prostora v ozra&je lomi, torej spremeni smer * (slika 2).
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Slika 1. V praznem prostoruali homogeni prozorni snovi potuje svetlobni Zarek premoértno.
Pri prehodu iz vakuuma v prozorno snov ali pri prehodu iz ene prozorne snovi v drugo pa
spremeni svojo smer, se lomi. Pri tem velja lomni zakon: Vpadni svetlobni Zarek v, lomljeni
Farek | in pravokotnica n na mejno ploskev v vpadni to¢ki V' leZijo v isti ravnini. Vpadni
kot a in lomni kot 8, ki ju merimo med smerjo navpiZnice in smerjo posameznega Zarka,
nista enako velika (a # B). Ce prihaja svetlobni Zarek iz prozorne snovi z manjo gostoto
v prozorno snov z ve&jo gostoto, npr. iz zraka v steklo, se svetlobni Zarek lomi k navpi¢nici.
Ta primer nas bo tudi zanimal. Pri pravokotnem vpadu se svetlobni Zarek ne lomi.

* Seveda svetloba z vesoljskega telesa utrpi %e druge spremembe: razklon, vpoj, sipanje,
migotanje zaradi turbulentnosti ozra&ja itn. V tem prispevku se bomo spoznali le s
spremembo smeri.
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Ker je ozra&je sestavljeno iz zra&nih plasti, ki jim gostota nara¥¥a proti
zemeljskemu povrju, se svetlobni Zarek vse bolj in bolj lomi (k navpiZnici
na meji dveh plasti), ko prodira globlje v zragne plasti (slika 3). Zato vsa
vesoljska telesa, razen tistih v zenitu, katerih svetlobni Zarek predira zrane
plasti pod pravim kotom (ni loma), vidimo vigje, kot so v resnici (slika 3). Ali
druga&e povedano: vesoljsko telo vidimo v smeri, ki se nekoliko razlikuje od
smeri, v kateri bi ga videli, e ne bi bilo ozra¥ja. Omenjena sprememba smeri
je odvisna od vigine vesoljskega telesa nad obzorjem. Opazovanja kaZejo, da
pada z vidino. Za vesoljsko telo, ki ga opazujemo tik ob obzorju (viZina je
nit), je sprememba smeri najveZja, in sicer 35’ (kar je okoli pol stopinje); za
vesoljsko telo na vi%ini 5° je okoli 10’; za vesoljsko telo na vigini 10° je okoli
5', potem pa je vse manj¥a; za vesoljsko telo v zenitu (vigina je 90°) pa je ni&.
(Seveda je sprememba smeri svetlobnega Zarka odvisna ¥e od temperature in
tlaka ozra&ja.)

zemeljsko zemeljsko
povrije povrsje

a) b)

Slika 2. Pot svetlobnega Zarka od zvezde do opazovaléevega ofesa O na zemeljskem
povriju: a - &e ne bi bilo ozra&ja; b - Ze privzamemo, da bi imelo ozra&je zgornjo mejo
in konstantno gostoto. Opomba: NajbrZ pa ves, da ozra¢je ni enakomerno gosto, ampak
da njegova gostota pada z nadmorsko vi§ino. Pa tudi o zgornji meji je tefko govoriti, saj
ozraéje polagoma prehaja v medplanetni prostor. Kolikéna je pravzaprav viSina ozragja ali
kot tudi re¢emo, debelina zra&ne plasti? Opazovanja kaZejo, da se zaradi trenja z zra&nimi
molekulami meteorji priZigajo na vid§inah 60 do 90 km. Polarne sije, ki so naravni pojavi
v naem ozra&ju, zabelefijo na viginah 800 do 900 km. Torej sega ozra&je visoko. Bodi
kakorkoli Ze. V viginah, ve€jih od 100 km, ima zrak e tako majhno gostoto, da ga imamo
lahko pri obravnavanju loma svetlobe za vakuum. Privzemimo, da je debelina ozra&ja okoli
100 km. To je zelo malo v primeri s polmerom Zemlje, ki meri 6400 km. In prav v tej
tanki zra&ni plasti spremeni svetlobni Zarek z oddaljenega vesoljskega telesa svojo smer
(glej dalje).



250

Zaradi loma svetlobe v zemeljskem ozra&ju torej vidimo vesoljska telesa
vi§je, kot so v resnici. Zaradi tega pojava se na primer podalj¥a &as, v katerem
je vidno Sonce nad obzorjem; dan je torej dalj&i kot v resnici.

Sonce vidimo kot enakomerno svetlo okroglo plo&&ico pod zornim kotom
okoli 30°. Ob zahodu Sonca, ko je prava vifina sredi¥€a Sonca enaka niZ,
vidimo Sonce %e nad obzorjem. Vigina njegovega sredi¥€a je namre& okoli
35'. Sonce zaide Jele &ez nekaj minut, ko je sredi¥e Sonca 35’ pod obzorjem
oziroma, ko je vifina sredi¥¥a Sonca okoli -35’. Prav tako zaradi loma svtlobe
v ozra&ju vzhaja Sonce nekoliko prej. |z tega sledi, da ob enakono&ju dan
ni enak no&. Ob enakono&ju je npr. na ekvatorju dan, to je &as, v katerem
vidimo Sonce nad obzorjem, za okoli 4,5 minut dalj$i od no&i.

Zaradi loma v ozra&ju vidimo Sonce (in tudi Luno) tik ob obzorju rahlo
splod&eno (slika 4). Splo&enosti Sonca se navadno pridruZijo $e drugi opti&ni
pojavi tako, da Sonce ob zahodu v&asih nudi prav &udovit in veli€asten prizor
narave.
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Slika 3. Pot svetlobnega Zarka od zvezde ¥ skozi ozra&je, kjer se lomi (k navpinici) v
stevilnih zragnih plasteh, do opazovalZevega ofesa O na dnu ozraja.

a) LA je zadetni del poti Zarka v medzvezdnem in medplanetnem prostoru; A naj bo to¢ka
na vrhnji plasti ozra&ja, v katero vpade Zarek, BO je kon&ni del poti Zarka, ki prispe v oko;
opazovalec vidi zvezdo v smeri OB oziroma v smeri OX’, torej opazuje zvezdo vidje, kot
je v resnici. OX prava (resniZna) smer zvezde, OL’' opazovana (navidezna) smer zvezde,
JL'OX kot med pravo in opazovano smerjo pove spremembo smeri svetlobnega Zarka na
poti skozi ozra&je za vesoljsko telo na dolo&eni vigini.

b) V bistvu se svetlobni Zarek ne ukrivlja "lomljeno", ampak zvezno. Zato je pot svetlob-
nega Zarka skozi ozra&je zvezna krivulja. Zaradi boljSega razumevanja je sprememba smeri
narisano pretirano.



Slika 4. Razlaga splo3&enosti Sonca ob
obzorju. Naj bosta A in B kraji3&i navi-
deznega premera Sonceve ploskvice
(zornega kota) v legi tik ob obzorju, e
ne bi bilo ozra&ja. Zaradi loma svetlobe v
ozra&ju se tofka A dvigne vige kot toZka
B. Asedvignev A’ B pav B’. Kerje
vifina totke A manj&a od vigine tocke B,
je sprememba smeri AA’ ve&ja od spre-
membe smeri BB’. Sledi, da je navpi&ni
navidezni premer A'B’ nekoliko manjgi od
navideznega premera AB = CD, ki je
pravzaprav zorni kot Sonca, katerega vred-
nost okoli 30" se zaradi loma ne spremeni.
Zato je Sonce ob obzorju, npr. ob morski
gladini narahlo splogZeno. Na sliki je splo-
EZenost prikazana pretirano. Glej Ze sliko
5.

Slika 5 ZahajajoZe Sonce opazujemo splo-
£¥eno zaradi loma svetlobe v zemeljskem
ozra&ju. (Slikano s Celestronom 8. Foto
Herman MikuZ, IV. stran ovitka, levo zgo-

raj.)

A
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Df
 AA'>BB’

zorni kot
Sonca

obzorje

gladina morja

Marijan Prosen

OBRNJENI FERMAT — Reditev s str. 218

Denimo, da pridanem n € IN 8tevila x, y, z € Z redijo ena&bo n* +n¥ = n?.
Oc¢itno je n > 1,x < z,y < z, poleg tega pa smemo brez Zkode privzeti, da
je x < y. Ce delimo ena&bo z n* in potem preuredimo, dobimo

1=n""X(n*"¥Y-1)

Ker sta eksponenta y — x,z— x cela in velja y — x > 0, z— x > 1, mora biti
y=x=20in n*"¥ =2, Od todsledi n=2,y = xin z = x + 1. Torej so
edine reditve prvotne diofantske ena&be pri n € IN dane s formule

n=2,(xy.z)=(x.x,x+1),x€ X

Boris Lavri&
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KOLIKO CASA ZAHAJA SONCE

"To pa res ne more biti tezko ugotoviti,” poreZe¥ in nadalje najbrZ takole
razmiglja¥: " Jasnega ve¥era tik pred zahajanjem Sonca udobno sedem v travo
ali pa na klop. Pogledam na uro in z nje odberem ¥as t;, ko se spodnji
rob Sonca navidezno dotakne daljnje gore ali pa gladine morja. Nekaj Zasa
potrpim in nato z ure odberem &as t, ko se zgornji rob Sonca navidezno
dotakne gore, to je torej trenutek, ko je Sonce pravkar zaflo. Razlika Zasov
ty — t; mi da &as zahajanja Sonca za dologen predmet (goro, hi%o, morje)
tistega dne (slika 1). Ker pa Sonce ni vedno na istem mestu na nebesni
krogli (nebu), je zato njegov &as zahajanja v razliénih dneh razli¥en. Vse je
e odvisno od kota, pod katerim zahaja Sonce za oddaljeni predmet, in tudi
od oblike razli¥nih predmetov.”

Dobro razmiglja&. A ko bo¥ poskusil to, o Zemer si pravkar modroval,
narediti, bo¥ verjetno naletel na ve&je ali manj¥e te¥ave. Kmalu si bo¥ na
jasnem, da si precenil svoje sposobnosti in da tudi tako preprosto opazovanje
zahteva celega &loveka.

Imam pripombe. Tole bi te rad vpradal:

Ali si med tem, ko si opazoval zahajanje Sonca, premikal glavo? Ce si
jo, je tu Ze precej¥nja napaka pri merjenju Easa.

Ali si opazoval z enim ofesom? Ce nisi, je prislo spet do napake (para-
lakse; glej Presek, 18, 50).

Ali si zahajanje Sonca opazoval z okajeno #ipico, varilskim steklom,
mo&no obarvanim filtrom, o&rnjenim filmom ali vsaj temnimi o&ali? Ce nisi,
si naredil slabo uslugo svojim o¥em, saj je bilo tako opazovanje nevarno za
tvoj vid. Sonca namre& ne sme¥ opazovati s prostim ofesom, ker si lahko
po¥koduje¥ mreZnico ofesa in si tako unii¥ vid. Lahko pa ga opazuje¥ skozi

Slika 1. Zahajanje Sonca za oddaljeno goro.

04is)
‘konec zahajanja
Sonca

b}
* zacetek zahajanja
Sonca

cas zahajanja = t; —t,
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meglo, na primer v megliZastih jesenskih ve&erih. Takih pa je pri nas mnogo.
Vendar vedno velja: Pri opazovanju Sonca bodi zelo previden.

Ali si opazoval sam ali v druZbi? Ce si opazoval sam, je dolg¥as. Celo
pri merjenju si lahko manj natanZen kot v druZbi. Ker si dvakrat pogledal
na uro in nato glave najbr¥ nisi vsaki postavil v enako poprej¥njo lego, je
tudi pri¢lo do napake. Mnogo bolje je meriti s stoparico. Se najbolje je, da
zahajanje Sonca opazujeta dva. Prvi opazuje Sonce, drugi pa na znak prvega
odbira ¥as. Drugi ve&er pa zamenjata vlogi.

Ce te zanima le to, kako se Sonce polagoma potaplja oziroma izginja
za oddaljeno goro, potem opazuj samo ta pojav. Ni¥ ne meri. Le uZivaj
ob pogledu na zahajajo¥e Sonce in v&asih prav &udovite in enkratne prizore
narave pri tem, npr. spreminjajofe se barve vefernega neba. Ce pa bi iz
takega opazovanja rad izlu¥il kaj ve&, potem se loti opazovanja, kar se da
resno.

Predlagam ti namre&, da posku¥a¥ oceniti ¥as zahajanja Sonca za vodo-
ravno ravnino (obzorje), najbolje za gladino morja, v razli¢nih dneh leta (slika
2). Sonce zahaja (in tudi vzhaja) vsak dan drugje in vsaki¥ za predmetom
drugaZne oblike. Zato je ¥as zahajanja vsaki drugaZen. Tudi Ze bi vsak
dan meril &as zahajanja Sonca za idealno obzorje, kot ga najbolje predstavlja
gladina morja, bi ugotovil, da se ¥as zahajanja spreminja. Poskusi oceniti &as
zahajanja Sonca za vodoravno ravnino (streho, zid) v razli€nih dneh v letu.
Opazuje¥ npr. vsak deseti dan. Sestavi preglednico:

datum |zaCetek zahajanja | konec zahajanja |&as zahajanja |opombe

51 t2

th— 1

. Navidezna dnevna
3 pot Sonca

matemati¢no
obzorje

Slika 2. Zahajanje Sonca za matemati&no
obzorje.
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nebesni
ekvator

nebesna P
krogla

matematiéno
obzorje

Slika 3. Navidezna dnevna pot Sonca na srednjih zemljepisnih &irinah, npr. pri nas: a -
ob letnem solsticiju (kresu), b - ob enakonodju, ¢ - ob zimskem solsticiju (boZiZu). Ob
enakonoéju se Sonce giblje praktiZno po nebesnem ekvatorju, v drugih dneh pa skoraj po
vzporednikih, vzporednih z nebesnim ekvatorjem. O pomeni opazovaliiZe.

Slika 4. Stiri faze zahajanja Sonca. Slikano s Celstronom 8. Foto Herman MikuZ. (Glej
Zetrto stran ovitka)

Zakaj se spreminja &as zahajanja Sonca celo za idealno obzorje? Naj-
enostavnej¥a razlaga bi bila takale: Naklonski kot navideznih dnevnih poti
Sonca proti obzorju se med letom ne spreminja (slika 3). Torej se Sonce
spui&a glede na vodoravno ravnino vedno enako. (Po vzporednikih se giblje
Sonce podasneje, torej dalj ¥asa zahaja, kot ko se giblje po nebesnem ekva-
torju.) Sonce tudi ne spreminja svoje velikosti, to je polmera. Razdalja med
Zemljo in Soncem pa se spreminja. To pomeni, da z Zemlje vidimo Sonce
pod razliZnimi zornimi koti. Pozimi nam je Sonce bliZje kot poleti. Pozimi ga
opazujemo pod ve&jim zornim kotom kakor poleti. Zato pozimi zahaja dalj
Zasa kot poleti. Vendar razlika med najdaljim asom zahajanja Sonca po-
zimi in najkraj§im Easom zahajanja Sonca poleti ni tako velika, kot navadno
mislimo. Razlika je manj kot deset sekund.

Naj ti ob koncu prispevka posredujem ¥e dva zanimiva podatka. V krajih
na ekvatorju zahaja Sonce za matemati€no obzorje dobri dve minuti. Pri nas
pa Ze dobre tri minute. Prepriaj se o tem.

Marijan Prosén
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SLIKE S TRGATVE

Letos je bila trgatev zgodnja in sladka. Oktobrsko sonce je sijalo in gostov
se je nabralo v goricah kot Zkorcev. Avtomobili so zapolnili vse kolovoze,
in ko sem za trenutek sedel k brenti, sem se z brega ozrl v ble¥e¥o rde¥o
ploZevinasto streho lepotca pod seboj. Z roba strehe je 3trlela podevna antena
A proti sredini, na strehi pa sem videl dve njeni podobi: Sy in S3. Ponujal

se mi je takle pogled:
= T —- “

—

"Le zakaj sta na sliki dve podobi anten,” sem premigljal. Medtem je
sonce zakril oblak in podoba S je izginila. Potemtakem lahko vpraganje za
vas postavim takole:

1. Zakaj sta na avtomobilski strehi dve podobi antene, kadar sije sonce?
Narigite, v kateri smeri je sonce.

Med mojim premiljevanjem so mi bera&i napolnili brento in vstati je bilo
treba. Se med vstajanjem sem zrl na streho in ena od podob se je ob tem
premaknila tako, da sem stoje videl podobo S med A in 5.

2. Katera podoba se zaradi gibanja opazovalca premika? Zakaj? Na kateri
strani avtomobila je bil opazovalec - na levi L ali na desni D7

Ko sem se s prazno brento vra&al mimo avta, sem pazljivo poloZil ka-
men&ek na kraji¥&e tiste podobe, ki je mirovala, eprav sem hodil ob avtu in
premikal glavo. Ko pa sem &ez dan 3e veXkrat pri¥el mimo, sem opazil, da se
je ta podoba dalj3ala.
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5.

Zakaj se ena podoba antene na strehi Zez dan dalj¥a? Kaj se pri tem
dogaja z drugo podobo, ¥e jo opazujemo vselej z istega mesta?

Antena se Je lesketala v soncu. Na eni podobi se je to videlo, na drugi
pa ne. Katera podoba se ne lesketa kot antena in zakaj ne?

Ker sem s premikanjem oesa lahko dosegel, da se je ena podoba antene
lahko dalj¥ala ali kraj¥ala, sem se hotel postaviti tako, da bi se obe
podobi na strehi natanko pokrili. Ko mi je to uspelo, se mi je v o&eh
zalesketala podoba sonca, da mi je skoraj vzelo vid. Z risbo razloZi,
zakaj se sonZni zaj€ek znajde ravno v opazovalZevem ofesu, ko se obe
sliki antene pokrijeta.

Ce so naloge preteke za risbo in razmislek, jih lahko re¥i¥ s poskusom.

Plofevinasto streho predstavi z zrcalom, anteno s slamico v plastelinski kepici

aliv

krugni sredici, za sonce pa uporabi Zepno svetilko. Poskus naredi v sobi

z zastrtimi zavesami.

6.

Ce poskus naredi¥ z dobro o&i&enim zrcalom, ne uspe. Opazi¥ samo eno
podobo. Katero? Ce hoZe¥ videti obe podobi, mora biti zrcalo pragno.
Nanj pihni malo moke ali zdroba.

Ce na zrcalo napiha¥ preve& prahu, prvotna podoba izgine in ostane samo
druga. RazloZi zakaj.

Avtomobilska streha je torej podobna prafnemu zrcalu. To lastnost
obdrZi, e jo ¥e tako zlo¥&is. Kako to?

. Ve&asih kdo pravi: "Zjutraj so sence dolge, proti poldnevu se kraj3ajo,

nato pa se spet dalj%¥ajo.” To ni vedno res. Zapi&i dopoldne palico
tako, da se bo njena senca podaljSevala, ko bo Zla ura proti poldnevu.
Popoldne pa zapiti palico tako, da se bo njena senca skrajfevala, ko bo
sonce potovalo proti zatonu.

Janez Ferbar

MILI METER

V Zoli sem neko¥ malce presene&en poslufal studentko, ki je vpeljevala nov
nafin sklanjanja enot: "Premer ¥ice je pet milih metrov.” Njen predlog za
sklanjanje je potemtakem naslednji: mili meter, milega metra, milemu metru,
... Prav prijetno se sli&i, mar ne? Poskusimo to Ze z drugimi enotami. Mili
amper, milega ampera, ... mili henry, milega henryja, ... Veliko prijaznej3a bi

bila

fizika ob takem sklanjanju.

Janez Ferbar



KYOTO 1990

Matematiki iz vsega sveta se vsaka $tiri leta zberejo na mednarodnem kon-
gresu. Od 21. do 29. avgusta 1990 se jih je tako v Kyotu, na Japonskem,
zbralo okoli &tiri tiso¥, prigli pa so iz ve& kot osemdesetih dr¥av, med njimi
tudi iz Jugoslavije.

Na %tevilnih predavanjih so vodilni strokovnjaki, ve¢inoma iz najugled-
nejdih univerz Sirom po svetu, predstavili najpomembnej%a odkritja teoreti€ne
(in deloma tudi uporabne) matematike v zadnjih Ztirih letih ter nasteli naj-
pomembnej¥e nerefene probleme, s katerimi naj bi se v prihodnje spopri-
jeli. O¢itno je, da se matematika izredno hitro razvija. |z leta v leto raste
stevilo raziskovalcev, rojevajo pa se tudi nova podro&ja. Eno najpomemb-
nejgih sporoil kongresa je, da igra teoreti&na fizika vse pomembnej%o vliogo v
nekaterih vejah matematike, predvsem v topologiji in diferencialni geometriji.

V Kyotu so Ze dvanajsti¥ podelili Fieldsove medalje. To je najvelje
priznanje, ki ga lahko matematik prejme za svoje raziskovalno delo. Nagrada
je v marsikaterem pogledu enakovredna Nobelovim nagradam (kot je znano,
Nobelovih nagrad za matematiko ne podeljujejo), imenuje pa se po kanadskem
matematiku J.C. Fieldsu. Zanimivo je, da jo lahko dobijo le mlaj%i od 40 let.
Tokrat so bili dobitniki nagrade Stirje: 36-letni Rus V. Drinfel'd, 37- letni
Amerian V. Jones, 38-letni AmeriZan E. Witten (fizika) ter 39-letni Japonec
S. Mori. Vsinagrajenci so Ze v rani mladosti pokazali izjemno nadarjenost za
matematiko, Fieldsove medalje pa so prejeli za izjemno pomembne rezultate
v obdobju minulih deset let.

Naslednji mednarodni kongres matematikov bo ez 8tiri leta v 3vicarskem
mestu Zirichu, ki je doslej Ze dvakrat gostilo to prireditev. Morda bo med
udeleZenci tudi kakSen bralec Preseka.

Dugan Repov¥

INTERNATIONAL CONGRESS OF MATHEMATICIANS 5
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Japonci so v &asu kongresa iz-
dali zelo lepo znamko.







