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ENAKE VSOTE

Kartoncki so opremljeni s Stevilkami od 1 do 9 in zloZeni v tri stolpce, kot
kaZe slika spodaj levo. Prestavite tri kartonZke tako, da bodo stolpci ostali
na svojih mestih, vsota Stevilk pa bo v vseh treh stolpcih enaka.

Seveda je 3lo delo gladko od rok, zato enako nalogo opravite ¥e s kar-
tonZki, ki jih kaZe slika spodaj na desni.
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Boris Lavri&
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VERIGA IN OBOK

Veriga je zanimivo telo. Vsa je gibka, prenese le nateznesile. Clenki so namre&
gibljivi v vse smeri, le pri nategu se oprejo drug na drugega in kljubujejo dokaj
veliki sili. Trdnost in gibkost sta ugodni lastnosti, ki uvriZata verigo med
nepogretljiva mehani¥na orodja.

Veriga, ki jo ohlapno pritrdimo med drevesi, se umiri v znaZilni legi.
Opazujmo kos verige med najniZjim &lenkom A in &enkom B nekje blizu
pritrdi¥&a in poi¥¢imo vse sile, ki na ta kos delujejo (slika 1). Najprej je tu

|

\/

AH”“{
mg

Slika 1. Zunanje sile na kos verige med &lenkoma A in B.

te¥a kosa, ki jo sestavljajo teZe vseh &lenkov in deluje navpi&no navzdol ter
je enaka produktu mase vseh ¢lenkov v opazovanem delu verige in pospetka
prostega pada g:

Fg=mg

Opazovani del verige je vpet v preostalo verigo. Clenek A vleZe kos verige
v vodoravni smeri, to je v smeri svoje vzdolZne osi, s silo F4. Clenek B vleZe
v smeri svoje vzdolZne osi s silo Fg. Sili F4, Fg in teZo imenujemo zunanje
sile, ker jih povzroZajo telesa, ki jih ne stejemo k izbranemu kosu verige. Sile
med &lenki opazovanega dela verige pa so notranje sile. Opazovani kos verige
Je sistem, vsa preostala telesa pa tvorijo okolico. Preostale zunanje sile (na
primer vzgon v zraku) pa zanemarimo.

Prvi Newtonov zakon omogo&a, da zunanje sile podrobneje opredelimo.
Opazovani kos verige miruje, zato mora biti vsota vseh zunanjih sil nanj
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enaka ni& To pomeni, da morata biti te¥a in navpi€na komponenta sile Fg
nasprotno usmerjeni in po velikosti enaki:

FgsinB = mg (1)

Podobno velja za vodoravno komponento sile Fg in silo Fa4:

FgcosfB = Fp (2)
Iz obeh ena&b sledi

tan B8 = mg/Fa (3)
kar dobimo, &e delimo med seboj levi in desni strani ena&b (1) in (2) in
upo¥tevamo, da je tan 8 = sin B8/ cos 3.

Krivulji, ki se prilega prosto vise&i verigi, pravimo veriZnica. Da pridemo
do nje, si moramo misliti zelo tanko homogeno verigo z zelo velikim 3tevilom
Elenkov. Kot 3 je tedaj kot med tangento na veriZnico in vodoravnico, izraz
homogena pa pomeni, da je masa kosa verige sorazmerna z njegovo dolZino.
Vse zapisane ena&be ostanejo pri tem veljavne. Tangens naklonskega kota
tangente na veriZnico je torej sorazmeren z dolZino /, ki jo Stejemo od toZke,
v kateri je tangenta vodoravna (slika 2).

Y |

tangenta na veriZnico v tocki B

%
=y

definicija veriZnice: tan 3 o /

Slika 2. Pri veriZnici je tangens naklonskega kota tangente v poljubni to¢ki B sorazmeren
z dolZino krivulje med toZko A, v kateri je tangenta vodoravna, in izbrano toZko B.

Naredimo verigo, katere Eenki so kamniti in povezani med seboj s
kaveljeki, ki so skriti v vdolbinicah sredi kamnov (slika 3). Sosednja kamna
sta tako oblikovana, da se z ravnima vzporednima ploskvama skoraj dotikata.
lzbran kamen vleZeta soseda s silama, ki sta pravokotni na ravni ploskvi
kamna. Postavimo zdaj to " verigo” na glavo, pa dobimo kamnit obok. Kamni
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se dotikajo drug drugega, izbrani kamen sedaj sosednja dva stiskata s prav
tako velikima silama, kot sta ga prej viekla vsaksebi. Obok v obliki pokon&ne
veriZnice je zato trden in se ne zrudi pod lastno teZo.

Slika 3. V oboku v obliki pokonéne veriZnice so kamni le stisnjeni, obok je trden in ne
poka.

Do tega pomembnega spoznanja je prvi pridel AngleZ Robert Hooke, znan
po zakonu o raztezanju proZnih teles. Skupaj z arhitektom Christopherjem
Wrenom je pomagal graditi London po znanem velikem poZaru v sedemnaj-
stem stoletju. Mnogi poznavalci arhitekture so prepri¢ani, da je Wren uspe3no
uporabil misel o obrnjeni verigi pri na&rtovanju velikih stavb, na primer cerkve
sv. Pavla v Londonu.

Misel o obrnjeni verigi je vredno uporabiti tudi pri gradnji kupol z zidaki.
Gradbeni elementi so v kupoli le stisnjeni, &e je kupola v navpi&nem prerezu
podobna pokoné&ni veriZnici. Kupole druga&nih oblik rade pokajo. Tega

L Prokopij iz Cezareje, Pod Justinijanovim Zezlom, Cankarjeva zalozba, Ljubljana,
1961
2 Slopi: verjetno provizoriéni gradbeni deli, ki so jih po dokoncanju oboka odstranili.

3 Antemij, lzidor sta bila vodilna arhitekta svojega &asa in vodji del pri gradnji Hagie

Sophie.



%

verjetno ni poznal Michelangelo pri gradnji cerkve sv. Petra v Rimu. Z
vzdrevanjem njegove kupole imajo Italijani danes precej sitnosti. Kupolo so
na spodnjem koncu, kjer najbolj poka, opasali z vrsto jeklenih obrocev, ki
delno preprecujejo nadaljnje poskodbe. Vprasanje pa je, Ze bi bila " pravilna”
kupola prav tako lepa, kot je Michelangelova.

Danes gradijo kupole iz Zelezobetona ali podobnih materialov. Kupole
so tanke in lahke, lupina pa tako trdna, da brez teZav prenese tudi velike
upogibne obremenitve.

Zgodovinar Prokopij iz Cezarejeltakole hvali cesarja Justiniana ob gradnji
Hrama Svete Modrosti (Hagie Sophie v Carigradu) v Sestem stoletju nafega
Ztetja:

" Cesar je sodeloval pri gradnji ne samo z denarjem ampak tudi z na-
pornim miselnim delom in z vsemi silami svoje bogate dusevnosti, kot bom
razloZil v nadaljevanju. Eden od obokov, ... - arhitekti jih imenujejo tudi 're-
bra’ (loroi), je bil Ze na obeh straneh sezidan, le na sredini e ni bil dovrgen,
ampak je Eakal zakljune obdelave. Slopi (pessoi) 2 na katerih je temeljila
celotna konstrukcija, niso mogli ve¥ vzdrZati gmote, ki je pritiskala nanje,
nenadoma so se v njih pojavile razpoke in zdelo se je, da se bodo vsak Zas
sesuli. Antemij, Izidor ? in njuni sodelavci so se ob tem prestrasili; ker si s
svojo tehniko niso vedeli pomagati, so vso zadevo sporoéili cesarju. In cesar
je brz velel obok do kraja dovrsiti. Pod &igavim vplivom je to storil, ne vem -
mislim pa, da pod boZjim navdihnjenjem, saj sam ni bil izvedenec v gradbeni
stroki. ‘Ko bo obok pocival sam na sebi’, je dejal 'ne bo ve& pogresal opore
od spodaj.” In &e ne bi bilo pri&, ki lahko potrdijo resniZnost te zgodbe, bi me
gotovo imeli za prilizovalca, ki mu ni mogo&e verjeti. Ker pa Zivi §e mnogo
ljudi, ki so na lastne o€i videli, kaj se je zgodilo, lahko brez oklevanja zgodbo
pripovedujem do kraja. Arhitekti so izpolnili cesarjev ukaz: svod se je brez
nevarnosti lepo uslo&il in praksa je potrdila pravilnost cesarjeve zamisli. Tako
je bil ta svod dovrien.”

Andrej Likar

PRAVOKOTNI TRIKOTNIK

Eden od kotov pravokotnega trikotnika meri 15°. Doka?i, da je polmer
njegovega ofrtanega kroga geometri€na sredina njegovih katet. GeometriZna

sredina stevil ain b je \ab.
Dragoljub M. Milogevié
prevedel Boris Lavri&
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POPOLNI KVADER

Eden zelo starih, lahko razumljivih, vendar do danagnjih dni neresenih pro-
blemov je poiskati kvader, ki bi imel za dolZine vseh stranic, vseh stranskih
in tudi glavne diagonale celostevilske vrednosti. Poiskati bi bilo treba sedem
naravnih &tevil a, b, ¢, di, da, d3in d, ki so povezana z naslednjimi enagbami

at2+bz=d'12

b2+ c*=d3 »
a

a® + b2+ c* = d?

Kvadru, ki bi imel tako lastnost, bomo rekli popolni kvader. Kljub &tevil-
nim poskusom, tega problema %e do danes ni uspelo razregiti. Ni uspelo najti
nobene sedmerice naravnih 3tevil, ki bi hkrati zado3Zala zgornjim enaZbam,
niti ni uspelo dokazati, da take sedmerice ni. V zadnjem &asu so si posku3ali
pomagati tudi z vse zmogljivej§imi raunalniki, vendar so uspeli, le preveriti,
da ne obstaja popoln kvader, s stranicami, katerih dolZine ne presegajo nekaj
deset tiso¥. Seveda pa s tem odgovora %e ni. Ker matematiki niso uspeli
rediti zgornjega problema v celoti, so nekoliko popustili v nastetih zahtevah.
Zahtevali so, da je le Sest od zgornjih koli%in celo¥tevilskih. Ce se po vrsti
odre€emo, da je dolZina glavne diagonale, ene od stranskih diagonal, oziroma
ene od stranic naravno $tevilo, dobimo tri nove probleme. Vendar pa tudi ti
niso &isto enostavno redljivi, izkazalo pa se je, da ima vsak od njih neskonéno
reditev. Pokazali bomo, kako je uspelo najti neskon&no mnogo refitev za dva
od teh problemov.

Problem 1. Pois¢i kvader, ki ima za dolZine stranic in stranskih diagonal
naravna stevila.

Resiti moramo torej sistem naslednjih treh ena&b
a®+b2=d}, a’+c?=d} b’ +32=d3

v naravnih tevilih a, b, ¢, dy, dy in d3. Zapi&imo najprej a v obliki
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a = +(ps—c?/(ps))/2, kjer sta zaenkrat p in s ¥e poljubna. Na koncu
bomo vzeli tak znak, da bo $tevilo a pozitivno. lzra&unajmo

1 ct 42 1 c?
2 2 2.2 2 2
-+ = - — 2c° + e bl
a c (ps c 22) (ps+ )

Dobili smo kvadrat, vendar zaenkrat racionalnega Stevila. Podobno posta-
vimo b= +(gs— c?/(qs))/2, kjer je tokrat g zaenkrat ¥e poljubno
naravno §tevilo, s pa isti kot zgoraj. Na isti na&in kot prej dobimo

2 2
=t

Oglejmo si 3e, kako je z vsoto kvadratov prvih dveh neznank

1
b2 42 = E(qs—i— =

1 (PZ =T q‘z)c4

2 2 _ 2 2\ 2 2

a®+ b% = 2((p" + q%)s" — 4e L

Najprej izberimo ¥tevili p in g tako, da bo p? + g2 = r2, torej naj bo
(p. q. r) pitagorejska trojica. Sledi

rict

pzqzsz)

1
a2+ b2 = I"-(rzs2 ~4c? +

Sedaj pa izberimo &tevilo s tako, da uni&imo zadnja dva Zlena. Torej
s = rc/(2pg). Da se v tem izrazu znebimo ulomka, postavimo ¢ = 2pqt,
torej, s = rt, kjer bomo tudi t $e naknadno dolo&ili. Pojdimo sedaj po vrsti
nazaj. Najprejje a2+ b2 = r2s2/4=r*t2/4 in

a=x(prt—4pq?t/r)/2

Iz obeh izrazov vidimo, da je smiselno izbrati t = 2r, oziroma s =
=2r2 indobimo a=+(pr?2 —4pqg?) in podobno b= %(qr? —4p?q),
saj tu p in g vlogi zamenjata. Vrnimo se k tretji stranici ¢ = 2pq.2r =
= 4pqr. Ali so vsote kvadratov zopet kvadrati naravnih Stevil? lzra&u-
najmo

a2+ b% = r2s2 /4 ="
a2+ c2 = (2pr? + 8pq®)? /4 = (pr? + 4pq?)?

b? + c? = (2qr% 4+ 8p%q)?/4 = (qr? + lezq)2
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Nasli smo torej za a, b, c, di, dyp in d3 naslednjo mnoZico resitev

a=plag®—r?|, b=gql4p®—r?|, c=4pgr

d]_ =r3. d2:p(4q2+r2), d3= q(4p2—|—r2)

(1)

pri &mer mora biti (p, g, r) pitagorejska trojica. Za p in g lahko uporabimo
znane obrazce: p = 2 —v2, g =2uv, r=uv2+v2, uveN, u>v
(gl. npr. Presek, 14, str. 274) in spoznamo, da imamo neskon&no kvadrov,
ki imajo vse tri robove in vse tri stranske diagonale celodtevilske. Kvadri, ki
jih dobimo po zgornjih obrazcih, se imenujejo tudi Eulerjevi kvadri. Zapi§imo
nekaj konkretnih primerov takih kvadrov

p g r a b c di d d3
3 4 5 117 RE 240 125 267 244
5 12 13 2035 828 3120 2197 3725 3228

18§ & 'I7 495 4888 8160 4913 8175 09512

lzkaZe se, da z zgornjimi obrazci ne dobimo vseh refitev problema 1. Na
primer kvader s stranicami 85, 132, 720 je reditev zgornjega problema, vendar
ga ne dobimo iz zgornjih obrazcev. Diagonale ima namre& po vrsti 157, 725
in 732 in nobena ni oblike r3, r € N. Ocitno so vsi veZkratniki reitve
zgornjega problema zopet reditve, velja pa tudi tole: &e je kvader s stranicami
(a, b, c) regitev problema 1, je tudi kvader s stranicami (ab, bc, ac) regitev
tega problema, v kar se lahko vsak sam prepri¢a. Na ta nain 3e obogatimo
mnoZico refitev prvega problema, vendar tudi s tem ¥e ne dobimo vseh reitev.
Pojavise vpraganje, ali ima kaksen od dobljenih kvadrov tudi telesno diagonalo
celostevilsko. Na Zalost se je izkazalo, da ne. Ker s temi resitvami problema
1 nismo iz&rpali vseh, s tem ni re¢eno, da ne obstaja kvader, ki bi imel vseh
sedem nastopajolih koli&in celoZtevilskih.

Problem 2. Dolo&i kvader, ki ima za dolZine vseh stranic, glavne
diagonale in dveh stranskih diagonal celostevilske vrednosti.

Vzemimo, da za d3 ne zahtevamo celo3tevilske vrednosti. [5¢emo torej
festerico naravnih $tevil, ki so povezana z enacbami

a24+b2=d?, P2+c?2=d} a?+b2+c?=d?
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Ker sta (a,b,dy) in (a,c,dy) pitagorejski trojici, jih kot vemo lahko
piSemo v obliki

a=s2uvy, b=s(uv?-v2), di= s(u% + vi)

a=t2uvy, c=t(u—v3), dy=t(u}+3)

kjer so s, t,uj,up,vi,v2 € N, w3 > vy, up > v in zaenkrat Ze
poljubni. Ker morata oba produkta za a dati isto vrednost, izberimo s =
upvp, t = wuyvy. Na razpolago imamo ¥e $tiri parametre, pustili bomo
zaenkrat tri med njimi neodvisne in postavili wp; = p, v» = q, u; = 2r,
vi = p+q, kjer p, g, r € N. Za stranice in stranski diagonali sedaj dobimo

a=4pqr(p+q). b=pqdr’ —(p+4q)?). c=2r(p+q)(p* - 4%

di = pq(4r? + (p+ q)?). da=2r(p+q)(p* +4?)

Izpolniti moramo Ze tretjo ena&bo v naravnih 3tevilih a2 + b2 + c2 = d?
oziroma d% + ¢2 = d2. Dobimo

d]?+ e2 = p2q2(4r2+(p+ q)2)2 +4r2(p+ q)2(p2 iz q2)2

Ali se da izraz na desni spraviti na popoln kvadrat pri primerni izbiri para-

metrov  p,q in r? lzkazalo se je, da to zagotovo gre, &e so v naslednji
zvezi

P> +pq+q’ =r? (2)

Ce to, upostevamo, po malo daljfem ra¢unu zgornji izraz prevedemo na obliko
df + 2 = (2p" +3p3q + 6p?q% + 3pg® + 2q%)?
kar pa zopet lahko poenostavimo, & upo3tevamo zvezo (2)
d12 + c? = (p2 I r2)2(q2 5 lr.2)2

Nazadnje lahko povzamemo: &e izberemo p, q in r tako, da so reditve enacbe
(2) v naravnih 3tevilih, so Stevila a, b, c, di in d iz zvez

a=4pqr(p+4q). b=pq(3r®—pq), c=2r(p+q)lp® -4,

¢ = pq(5r2+ pq). dr=2r(p+q)(p’+4¢%). d=(p?+r?)(q*+r?)
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reditev problema 2. Pri tem smo pri stranici ¢ pisali absolutno vrednost,
da ni treba pisati zahteve p > g. O diofantski enaZbi (2) je Presek pisal
nazadnje v 5. 3tevilki 16. letnika. Od tam lahko razberemo, da dobimo
bogato mnoZico resitev te ena&be z obrazci

p=u?—v2, q=2uv+v2 r=u?+uv+vy u,veNlN, u>v

Te izraze bi sicer lahko vstavili v zgornje zveze, vendar bi dobili precej nepre-
gledne obrazce. Zapi¥imo nekaj kvadrov, ki jih dobimo na ta na&in

p q r a b c di dy d

3 5 7 3360 1980 1792 3900 3808 4292
8 7 13 43680 25256 5850 50456 44070 50794
5 16 19 127680 80240 184338 150800 224238 238162

Hitro lahko opazimo, da imajo resitvene Zestorke skupne faktorje. Ce na
primer prvo delimo s 4, dobimo kvader s stranicami (840,448,495). Zopet
se izkaZe, da z zgornjimi obrazci ne dobimo vseh regitev problema 2. Med
drugim ne dobimo kvadra s stranicami (104,153,672), ki je najmanjsi kvader
med reditvami problema 2.

Problem 3. Pois¢i kvader, ki ima za dolZine dveh stranic, vseh stranskih
in glavne diagonale naravna stevila.

Vzemimo, da naprimer c ni nujno naravno $tevilo, o&itno pa je njegov kvadrat
naravno Stevilo in ga ozna&mo z e. Na3a zahteva je sedaj poiskati naravna
Stevila a, b, e, d1, d2, d3in d tako, da bodo izpolnjene enacbe

32+b2=d12. az—%—e:d%

b2+e=d§. a2 4 b2+ e = d?

Tudi za ta problem je uspelo najti neskon&no refitev. Ker je zopet izpel-
java malo dalj%a, jo tokrat izpustimo. Zapi&imo samo nekaj konkretnih regitev



139

a b d d d3 d
520 576 776 943 975 1105
124 957 965 3724 3843 3845
969 1480 1769 2775 2992 3145

Za konec Ze dve nalogi:

1. Dokaf?i, da tri paroma tuja naravna Stevila ne morejo biti dolZine robov
popolnega kvadra.

2. Dokazi, da je prostornina Eulerjevih kvadrov $tevilo, ki je deljivo vsaj s
720.

Edvard Kramar

STEVILSKI TRAPEZ

Trapez sestavi iz Stevil tako, da zapiSes na krajSo zgornjo osnovnico Stevili 2
in 1, na levi krak same dvojke in na desnega same enice. Vsako niZjo vrsto
dobi¥ kot pri Pascalovem trikotniku, tako da zapiZe¥ med 3tevili zgornje vrste
njuno vsoto. Tako sestavljajo drugo vrsto Stevila 2, 2 + 1 = 3 in 1, tretjo 2,
2+43=5,341=4in1,

1.vrsta 2 1

2.vrsta 2 3 1

3.vrsta 2 5 4 1

4 vrsta 2 7T 9 5 1
5.vrsta 2 9 16 14 & 1
6.vrsta 2 M - PR
T.vrsta T 1

1. Oglej si &tevilski trapez, vpi§i manjkajofa stevila in dodaj 3e nekaj vrst.
2. Ugotovi povezavo med 3tevili na vzparednicah k obema krakoma.

3. Ali je vsota &tevil vsake vrste deljiva s 37
Milena Strnad
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VECKOTNIKI NA KVADRATNI MREZI

Na mre?i iz kvadratkov plo&ine 1 ,
leZi veZkotnik, ki ima ogli¥¢a v kri-
7i&&ih te mreZe. Koliko meri nje- /gl;..,._.x
gova plo¥ina? Nekaj spretnosti za-
dostuje, da jo dolo&imo brez vegjih

tefav; formula, ki jo nameravamo )—i;—< \
obravnavati v tem prispevku, pa >

nam delo zelo olaj§a. Plo3¢ina je

namre& enaka \ 17

p=r/2+k—1

= S

kjer je r Stevilo kriZis® mreZe, ki leZe
na robu lika, k pa $tevilo kri%i¥& v r=2% k=39
notranjosti ve&kotnika.

Zapisano enakost je odkril leta 1899 matematik Pick in se zato imenuje
Pickova formula. Lani je to formulo anglezki dijak Skevington z maj¢keno
pomo&jo svojega ucitelja matematike posplogil na vetkotnike z ve&kotnigkimi
luknjami. Ugotovil je, da plo&&ina ve&kotnika z / luknjami meri p = r/2+
+k+ /-1,

Najprej bomo postopoma dokazali Pickovo formulo, do posplofitve pa
bo potem potreben le e korak.

1. Enostavni paralelogrami in trikotniki

PoloZimo na obravnavano kvadratno mre¥o ravnino IR2 = IRxIR, tako
da bodo toZke s celotevilskimi koordinatami pokrile to€no vsa kriZig€a mreZe.
Seveda tedaj kriZi¥€a tvorijo mnofico Z2 = ZxZ.

Namenimo zdaj nekaj besed paralelogramom z oglid¢i v Z2. Naj bo P
takgen paralelogram. Ta dolo&a novo mreZo, sestavljeno iz skladnih paralelo-
gramov, ki jih dobimo z vzporednimi premiki paralelograma P (glej sliko).

Ozna&imo z M(P) mnoZico vseh kriZi§& te mreZe in povabimo bralca,
da dokaZe naslednji trditvi.

T1 MnoZica M(P) je vsebovana v 2.

T2 Tri razligne tocke iz Z? so oglis€a treh razlienih paralelogramov
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Py, P, in P3. Vsi trije dolofajo mreZe z istimi kriZi3&i, torej: M(P1) =
= M(P) = M(P3).

' ‘ . l

3 B s

Naj ima paralelogram P eno ogli¢e v tozki O = (0, 0), dve drugi pa v
totkah Ain B. Z uporabo rezultata druge trditve vidimo, da se celodtevilski
veckratniki vektorja OA kon&ajo v tistih totkah mnoZice M(P), ki leZijo na
nosilki daljice OA. Podobno velja za celoStevilske ve&kratnike vektorja OB.
Od tod hitro sledi, da konci vektorjev oblike

mOA + nOB, m.n€Z (*)
tvorijo mnoZico M(P).
/r "

- — -

BL -~ ] A
- 208 -
Dzl
1T S~ —

S
'S
8 = 4OANT
A
1l d i |
' ~ |

Enostavni paralelogrami in trikotniki
Slika 1. Slika 2.
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Naslednja definicija nam bo skraj$ala nadaljnje pisanje.

Paralelogram (oziroma trikotnik) z oglid&i v Z?2 je enostaven, &e razen
ogli¥& ne vsebuje nobene totke iz Z2.

Bralec se bo brez teZav prepri¥al o naslednjih lastnostih enostavnih pa-
ralelogramov in trikotnikov.

T3 Ce je trikotnik z oglid&i A, B, C € Z? enostaven, so vsi paralelogrami
z oglis®i v tockah A, B in C enostavni.

T4 Paralelogram P z ogli¥&i v Z? je enostaven natanko takrat, kadar
mnoZica M(P) sovpada z z2.

Plo&ino p trikotnika z ogli&&i A = (a1, a3), B = (b1, b2),C = (1, 2)
lahko izrafunamo po znani formuli

2p =| a1(by — c2) + bi(ca — a2) + c1(az2 — b2) | (F)

Ce oglis€a lefe v mnofici Z2, je na desni strani formule celo 3tevilo, torej
plo¥¢ina tak¥nega trikotnika meri vsaj 1/2. Kateri trikotniki imajo plo¥&ino
enako 1/27 Odgovor da naslednji izrek.

IZREK 1. Trikotnik z ogli¥ei v Z? ima plo&ino enako 1/2 natanko
takrat, kadar je enostaven.

Dokaz. Denimo, da trikotnik z ogli¥i A, B, C € Z? nienostaven. Potem
vsebuje vsaj eno totko D € Z2, ki ni njegovo oglid€e. Ce D leZi v notranjosti
trikotnika ABC, ta razpade na trikotnike ABD, BCD in CAD, zato meri
njegova plo¥ina vsaj 3/2. Ce pa D leZi na stranici trikotnika ABC, je ta
sestavljen iz dveh manjgih, zato njegova plo&&ina meri vsaj 1. Torej je trikotnik
ABC s plo&&ino 1/2 nujno enostaven.

Naj bo zdaj trikotnik z oglig&i A, B, C € Z? enostaven in P paralelogram
zoglig&i A, B, Cin D. Potrditvi T3 je tudi paralelogram P enostaven, torej
T4 pove, da velja M(P) = Z2.

Brez ¥kode za splo3nost dokaza smemo privzeti, da oglis€e C leZi v
izhodi¥€u O = (0,0). Ker konci vektorjev oblike (*) tvorijo Z?, obstajata
taki celi Stevili m in n, da velja

mOA + nOB = 0S, kjer je S =(1,0)
Za A =(a1,a2) in B = (b1, b3) je zato
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may; +nb; =1
mas + nby =0

Od tod brez te¥av dobimo enakosti

m(a1 by — azby) = b
n(a1by — az2by) = —ay

ki povesta, da celo stevilo
d=a1by — azb;

deli by in a3. Ce namesto totke S vzamemo totko T = (0, 1), na enak nacin
kot prej vidimo, da d deli tudi a; in by. Potem pa je d = a1 by — ap by deljiv
z d? in zato enak -1, 0 ali 1. Plo&ina trikotnika ABC je razlitna od ni& in
po formuli (F) meri

p=(1/2) | a1by — azby |=| d | /2

torej je enaka 1/2. S tem je dokaz sklenjen.
2. Pickova formula in njena posplositev

Dokaz Pickove formule bomo naslonili na prvo poglavje in na &lanek
Triangulacije ve&kotnikov iz te $tevilke Preseka.

Naj bo r toZk iz Z? na robu ve&kotnika z ogli¥&i v Z2, k pa v njegovi
notranjosti. Napravimo tnangulacijo z ogli¥& v teh r + k to¢kah. Vsak
trikotnik iz triangulacije ima le ogli¥a v Z2, zato je enostaven in ima po
izreku 1 plo¥&ino enako 1/2. lzrek 2 iz prej omenjenega &lanka pove, da je
v triangulaciji r + 2k — 2 trikotnikov, torej meri plo¥ina veZkotnika p =
=rf24+k-1.

Pickova formula je tu, njeno posplogitev pa strnimo v naslednji izrek.

IZREK 2. Ve&kotnik z oglisei v Z? naj ima | ve&kotniskih lukenj, ki se
ne dotikajo ena druge ali roba vekotnika in imajo oglid®a v Z2. Ce je r to&k
mnoZice Z? na robu preluknjanega ve&kotnika, k pa v njegovi notranjosti,
meri njegova plod¢ina

p=r/2+k+1-1
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A /
g il
X ’—é JJ\ ] r=m
W / k =49
\ ] (=2
SBZE?
Y, ] vh
f e _jﬂ_(

Dokaz. Oznatimo vetkotnizke luknje z V4, V5, ..., V), nepreluknjani ve&-
kotnik pa z Vj. Naj r; totk iz Z2 leZi na robu veZkotnika Vili=1,2..0). %
totk iz Z? pa v njegovi notranjosti. Prestejmo toke iz Z2 narobu preluk-
njanega ve&kotnika:

r=rn+n+..+n
nato pa ¥e vse toZke iz Z?2, ki leZijo v notranjosti nepreluknja nega veckotnika
Vo
ko=k+(rn+ki)+ ...+ (r+ k)

Po Pickovi formuli je plo¥¢ina V; enaka p; = r;/2 + k; — 1, zato plo¥ina
preluknjanega veckotnika meri

p=po—(p1+..+p)=
=r/2+ko—1—(rn/2+ ... +r/2+ki+..+k)+I=
= ro/24+k+(ri+.. 4r)+(ki+. k)= (r+.. +r) /2= (kg +. Ak )+ -1 =
=(o+n+..+r)/2+k+1=-1=r/2+k+1-1

Izrek je dokazan, bralca pa &aka Ze nekaj nalog.

1. DokaZi, da enakostrani&ni trikotnik ne more imeti vseh treh oglis& v
Z2.
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2. Naj ima daljica le kraji¥&i A in B v Z2. Potem obstaja tak C € Z2,
da je trikotnik ABC enostaven.

3. Poid®i vsaj en preluknjani veZkotnik z oglig&i v Z2 in s plo&ino p = 3.

4. Dokazi, da meri plo¥&ina preluknjanega veZkotnika z / vetkotniskimi
luknjami in z ogli&&i v Z2 vsaj (5/+ 1)/2 in da se ta ocena ne da izbolj¥ati.

Boris Lavri&

Opomba: O Pickovi formuli je pisal tudi |. Pucelj v Preseku P-V/1.

POGOVARJAIJIMO SE S POMOCIJO RACUNALNIKA
— Resitve nalog s str. 86

ENADVA ... TISOC: s pomogjo papirja in svin&nika ugotovimo, da je
tisofa Erka z leve S v besedi tninoSemdeset, tisofa z desne pa O v besedi
devetstOsestinpetdeset.

IV ... M: uganko najlaZje refimo s pomo&jo raunalnika. Tiso&a &rka
z leve je levi C iz Stevila CCXXI| (222), medtem ko je tisoa z desne strani
desni C iz ¥tevila DCCCLIII (853).

SLEPARSKI CIGAN: Cigan lahko s takimi stavami dobro zasluZi, ker so
stave zanj ugodnejfe! Recimo, da potegne iz vreZe karto, ki je zgoraj bela.
Potem so enako verjetni trije (in ne dva!) primeri:

g8 B

BBC
Prvi in drugi primer z leve se med seboj razlikujeta! VsakiZ je zgoraj druga
stran. Torej cigan ugane barvo spodnje strani z verjetnostjo % in ti seveda
pobere ves denar.

TELEVIZIJSKI KVIZ: Gost oddaje si mora premisliti! Recimo najprej,
da si ne premisli. Ker vztraja pri svoji odloitvi, je vpradanje, ali si hofe
premisliti, brez pomena. Nagrado zadane z verjetnostjo % Ce pa si premisli
in pokaZe preostala od treh vrat, ima % moZnosti, da so ta vrata prava.
Poglejmo zakaj: bistvo je v tem, da, Ze prvi& pokaZe prava vrata (za to ima %
moZnosti), potem, ko si premisli nagrado izgubi, €e pa najprej pokaZe prazna
vrata (za to ima % moZnosti), potem, ko si premisli, nagrado zagotovo dobi.

Jernej Cop
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NASLOV

Kaj je skupnega besedam 'beseda’, "tri’ in naslovu tega prispevka? Na nek
na&in opisujejo same sebe. Beseda "NASLOV’ nastopa na mestu naslova,
beseda 'beseda’ opisuje pojem besede in je tudi sama beseda, beseda 'tri’
pa opisuje Stevilo tri in je sestavljena iz treh ¥rk. Ali obstaja poleg besede
"tri’ e katera, ki sebe opife na tak na&in? Kar 3tejmo: tiri, pet, ¥est, sedem,
osem, devet, deset,... Polasi izgubljamo upanje, da bo mogo&e naslednje
Stevilo pravo. Pri dovolj velikem 3tevilu upanje opustimo in zaklju¥imo, da
ga ni. Kako pa je s takimi besedami v drugih jezikih? V angle¥&ini je taka
beseda "four’ v nem&&ini "vier’, v latin&&ini je sploh ni,... Posebno mesto med
besedami, ki opisujejo same sebe, ima beseda 'jaz’. Poleg tega, da govori o
sebi, govori tudi o osebi, ki jo izgovarja.

Poleg besed poznamo tudi stavke, ki opisujejo sami sebe. Npr.: 'Ta
stavek vebuje slovniéno napako’, 'Ta stavek brez glagola’, 'V tem
stavku je ¥est besed’, 'Ta stavek ima enaintrideset malih &rk’,... Da
najdemo zadnji stavek je potrebno ¥e malo ve& truda. Pa poskusimo najti
stavek oblike 'Ta stavek ima ___ &rk’. Po nekaj poskusih vstavitve besede
za &tevilo &rk in Stetju Erk opazimo, da se nam refitev izmika. Kljub temu,
da ne preverimo vseh 3tevil, zaklju€imo, da refitev ne obstaja. Toda pravi
matematiki dvomijo v vsako trditev, ki je ne znajo dokazati. Kako pa bi
dokazali na¥ zaklju¥ek, da reditev ne obstaja?

Zanimivo je tudi vpradanje, ali je stavek 'Ta stavek vebuje slovniZno
napako’ pravilen. Ce vzamemo za kriterij pravilnosti slovni&no pravilnost,
potem seveda ni pravilen. Kaj pa &e vzamemo za kriterij pravilnosti resniZnost
tega, kar stavek govori? Ze res, da stavek vsebuje slovni&no napako, ampak
stavek pravi, da "vebuje’ slovni¥no napako! O &em torej stavek sploh govori?

Mogo&e se kdo ¥e spominja naloge, objavljene v P IX-4. Naloga je
zahtevala, da v stavek

'V tem stavku 0 nastopa __ krat,
1 nastopa __ krat,
2 nastopa __ krat,
3 nastopa __ krat,
4 nastopa __ krat,
5 nastopa __ krat,
6 nastopa __ krat,
7 nastopa __ krat,
8 nastopa __ krat,
9 nastopa __ krat.
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vpifemo na &rtice $tevila, pisana na obi¥ajen nacin, tako da bo stavek govoril
resnico. Poleg tega pa je naloga %e zahtevala, da poi¥&emo vse reditve. Kako
se naloge lotimo?

Regitev predstavimo z vektorjem (xp, x1, ... xg). Komponenta x;
nam pove, kolikokrat v stavku nastopa $tevilka i. Komponente vektorja so
torej Stevila, s katerimi ¥tejemo, to pa so ravno naravna 3tevila. Regitev
lahko i&emo s sistemati&nim pregledovanjem ‘vseh moZnih’ vektorjev, s
poizkuganjem in popravljanjem ali pa z enostavno metodo, ki jo bomo upora-
bili kasneje za refevanje podobne, a zahtevnej3e naloge.

S sistemati&nim pregledovanjem bi gotovo prigli do reditve, &e ta seveda
obstaja, vpradanje pa je, koliko ¥asa bi za to potrebovali. Vseh vektorjev
ne moremo pregledati, saj jih je neskon&no mnogo. Torej moramo iskanje
omejiti. Vektorji, katerih komponente so velika 3tevila, za resitev ne pridejo
v poStev. Za vsako 3tevilko lahko razmislimo, najve¥ kolikokrat bi se lahko
pojavila v reditvi. Npr.: Stevilka 9 se v reditvi verjetno ne bo pojavila ve&
kot 3-krat. Tako pridemo do vrednosti komponent, za katere je ¥e smiselno
pregledovati vektorje. Pomagamo si lahko z raunalnikom. Vgnezdimo deset
for stavkov in za vsako kombinacijo $tevcev preverimo, &e je reditev. Zaradi
enostavnosti naj vsi Stevci for stavkov tefejo od 1 do 20.

for x0:=1 to 20 do
for x1:=1 to 20 do

for x9:=1 to 20 do
if resitev(x) then izpisi(x);

Logi€na funkcija 'resitev’ vrne vrednost 'true’, &e je vektor x reditev, in
'false’, €e ni. Podprogram 'izpisi’ pa izpi¥e vektor x. Tako bomo preverili vse
vektorje med (1,1,1,1,1,1,1,1,1,1) in (20,20,20,20,20,20,20,20,20,20), teh pa
je kar 202° . Ce bi lahko raunalnik preveril 1000 vektorjev v sekundi, bi za to
delo potrebovali ve& kot tristo let! Ce pa bi bile zgornje meje vrednosti v for
stavkih po vrsti naslednje: 3,13,5,5,4,4,3,3,3,3, bi za to delo potrebovali " le"
21 minut. Zakaj ravno take zgornje meje? Doloé&il sem jih po " ob&utku” - &m
niZje so, bolj nevarno je, da izpustimo vektor, ki je reditev. Vidimo, da si lahko
z ustreznim razmislekom in nekaj tveganja prihranimo veliko ¥asa. Takemu
sistemati€nemu pregledovanju moZnih reditev pravimo metoda grobe sile.
ObiZajno je primerna za refevanje problemov majhnega obsega.

Se najhitreje pridemo do reditve s svin&nikom in radirko v roki, s posku¥a-
njem in popravljanjem. Poznam dve resitvi in ne dvomim dosti, da sta edini.
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Ce s poskuganjem ne uspete najti obeh, vam bo to gotovo uspelo s pomotjo
naslednje preproste metode.

lzmislimo si poljuben zacetni vektor, npr. (1,1,1,1,1,1,1,1,1,1). Ce v
stavek vstavimo ta vektor, je stavek nepravilen. Sedaj izra%unamo naslednji
vektor tako, da bo pravilno opisoval stavek z zacetnim vektorjem. To je vektor
(1,11,1,1,1,1,1,1,1,1). Ker je stavek e vedno nepravilen, radunanje nasled-
njega  vektorja ponovimo. Dobime  (1,12,1,1,1,1,1,1,1,1),
(1.11.2,1.1,1,1,1,1.7), (1,11,2,1,1,1,1,1,1.1), ... Ze po treh korakih smo prigli
do reditve. To resitev ozna&imo z ry, drugo, ki jo boste nasli sami, pa z ry.

Na sliki 1 je diagram poteka za pravkar opisani postopek.

1. preberemo zacetni vektor V0

START

’/'-'9 2. s pomo&jo vektorja V0 izra&u-

namo vektor V1

va—11
3. &estavektorja V0in V1enaka,
izpi¥emo reditev V0 in kon&a-
BE /ow T v mo, drugafe pa V0 postane e-
{ nak V1 in postopek nadalju-
) jemo na 2,
U@:=uU1 va

: STOP i

Slika 1. Diagram poteka

Napigimo ¥e program, ki bo izvajal ta postopek.



149

program samoOpis;
type vektor=array [0..9] of integer;
var v0,vl:vektor;

i.korak:integer;

procedure izracun(var vl:vektor;vO:vektor);
{ s pomocjo vektorja vO izracunamo vektor v1}
begin
for i:=0 to 9 do vi1[i]:=1; {vrednost komponent vektorja vl
Jje najmanj 1}°
for i:1=0 to 9 do
while vO[i] <> 0 do begin
{vO[i] komponento delimo na cifre in povecamo}
v1[vO[i] mod 10]:=v1[vO[i] mod 10]+1;
{ustrezno komponento v1}
vo[i]:=v0[i] div 10;
end;
end; {izracun}

function enaka(v0,v1:vektor):boolean;
{=true, ce sta vektorja vO in vl enaka, =false drugace}
var eenaka:boolean;
begin
eenaka:=true;
=0
while eenaka and (i < 9) do begin
if vO[i] <> vl[i] then eenaka:=false;
{v0 in v1 primerjamo po komponentah}
i=i41;
end;
enaka:=eenaka;
end; {enaka}

begin {samoOpis}

writeln:

writeln('Zacetni vektor: '); {vnes zacetnega vektorja}

for i:=0 to 9 do read(vO[i]);

vl:=v0;

korak:=0;

repeat {ponavijamo postopek dokler nista v0 in vl enaka}
vO:=vl;
izracun(vl,v0);
korak:=korak+1;

write(korak:3,". '); {izpis zaporednega koraka in vektorja v1}
for i:=0 to 9 do write(v1[i]," ');
writeln:

until enaka(v0,v1);

write('Resitev: '); {izpis resitve}

for i:=0 to 9 do write(v0[i]," ');
end. {samoOpis}
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Po vnosu zafetnega vektorja, program ponavlja postopek tako dolgo,
dokler ne najde reditve. Po nekaj poskusih ugotovimo, da nekateri za&etni
vektorji "konvergirajo’ k refitvi rp , nekateri k reditvi ry , vsi ostali pa se
ujamejo v nek cikel in ne pripeljejo do regitve.

Da se bomo laZje izraZali, se dogovorimo za nekaj pojmov. Rekli bomo,
da je oddaljenost vektorja v; od vektorja vy enaka n, &e nag postopek pripelje
vektor v; do vektorja vy v n korakih. Stevilu vektorjev, ki se ponavljajo, kadar
postopek ne pripelje do reditve, bomo rekli dol#ina cikla. Z Vj(v) bomo
oznatili mnoZico vseh tistih vektorjev, katerih oddaljenost od vektorja v je
enaka n.

Kako te€e postopek za iskanje reditve, to je "cikla” dolZine 1, smo si Ze
ogledali, shemati€no pa je prikazan na sliki 2a. Vsak pravokotnik predstavlja
vektor z 10 komponentami, Stevilo v njem pa nam pove, kolikokrat smo
uporabili postopek nad zafetnim vektorjem, oznadenim z vp, da smo dobili
ta vektor. Pu¥ice predstavljajo izradun novega vektorja. Postopek kon&amo,
ko sta dva zaporedna vektorja enaka.

(€] B % 2 3 P we=
i
*| 4 . o
¥ 2 |
2 | 3
e 1
i Slika 2. Iskanje ciklov

Cikel dolZine 2 lahko i¥¢emo s pomo&jo vektorja z 20 komponentami
(slika 2b). Na vsakem koraku izradunamo naslednji vektor s pomo&jo zadnjega
tako, da drugi del naslednjega vektorja izra&unamo s pomoé&jo prvega dela
zadnjega, prvi del naslednjega pa iz drugega dela zadnjega. Tudi tu postopek
konZamo, ko sta dva zaporedna vektorja enaka, cikel dolZine 2 pa smo nadli, &e
sta dela z 10 komponentmi razli¢na. Vseskozi moramo torej poznati zadnja
dva vektorja z 20 komponentami. Ce pa bi Zeleli iskati cikle kakrgnekoli
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dolZine, biizvajali postopek, kot je prikazan na sliki 2a, pri €&emer bi si morali
zapomniti vse vektorje in ob vsakem izra&unu novega preveriti ali je morda
enak kateremu izmed prejgnjih.

Ali se lahko zgodi, da postopek generira vedno nove vektorje, ne da bi
se ujel v cikel? To bi bil "cikel” z neskon&no dolZino.

Z ratunalnikom sem preizkusil kar precej vektorjev in edini cikel, ki sem
ga nadel, ima dolfino dva. lzmenjujeta se dva vektorja, ki ju bom imenoval
cg in c1. Ker ju ni teZko najti, vam njuno iskanje prepu¥am za vajo.

Porazdelitev vektorjev po mnoZicah in delovanje postopka na njih je
prikazano na sliki 3. Ali so s to sliko zajeti vsi vektorji? Ce so, potem sta rg
in rq edini reditvi, vektorja cg in c; pa sestavljata edini cikel.

L Uz(I‘E)—rU1(I‘@)_¢!‘E rL«_Ul(rl).....Ua(rl) v

_ UE(GE)—)Ul(CE)—QCEZCl ¢—U1(Cl)4_Uz(C_1_) v

Slika 3. Porazdelitev vektorjev in delovanje postopka

In sedaj: ]

Ta stavek, narejen s pomoéjo rafunalnika, vsebuje petindvajset
a-jev, dva b-ja, en c, tri €-je, osemnajst d-jev, sedeminpetdeset e-jev,
en f, en g, dva h-ja, Zestnajst i-jev, dvaintrideset j-jev, tri k-je, dva |-
ja, sedem m-jev, enaindvajset n-jev, Sest o-jev, Sest p-jev, devet r-jev,
triindvajset s-jev, pet 5-jev, osemindvajset t-jev, tri u-je, devetindvajset
v-jev, dva z-ja, en Z in Sestdeset praznih mest.

Bo mogo&e kdo preveril njegovo pravilnost? Da sem pridel do tega stavka,
sem uporabil zgoraj opisani postopek. Stavek iz prejsnje naloge je opisovala
deseterica Stevil, ta stavek pa opiSe Zestindvajseterica. Sestaviti stavek, ki na
tak natin opisuje (dokumentira) samega sebe, je precej zahtevnej%a naloga
od prejgnje. Tu se postopek ne ustali tako hitro niti v reditvi niti v kaksnemu
ciklu. Za iskanje ciklov sicer nisem naredil programa, sem pa s pomocgjo
stolpi¢nega diagrama opazoval, kako se vektor med postopkom spreminja.
Ce bi bil cikel dovolj kratek, bi to opazil. Za ob&utek naj povem, da sem za
dolo€ene zadetne vektorje opazoval tudi po 1000 korakov, pet vsako sekundo.
Program je bil napisan v turbo pascalu, izvajal pa sem ga na ra&unalniku [BM
PC-XT, 8MHz.

Program sem preuredil tako, da ra&unalnik sam nastavi zaetni vektor,
katerega komponente so slu€ajna §tevila med 1in 80, in ga spusti v postopek.
Ce v 50 korakih postopek ne pripelje do reditve, nastavi nov zaletni vektor.
Kolik&na je verjetnost, da program izbere vektor, oddaljen od resitve najve®
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50 korakov? Kaj vpliva na izbiro optimalnega $tevila korakov, ki jih mora
prehoditi zadetni vektor, dokler ga ne zamenjamo z novim? Pri tem moramo
upoftevati tudi Zas, to je nado nestrpnost.

Program za iskanje samodokumentiranega stavka sem pognal veZkrat.
Enkrat je prigla reditev ¥e po nekaj sekundah, veZkrat pa sem moral nanjo
potakati tudi po ve¥ kot 20 minut. Zadnje pomeni, da je ra&unalnik moral
pred tem preizkusiti ve& kot 120 vektorjev. Zgoraj zapisana reditev je edina,
ki jo poznam. Posku%al sem najti refitve tudi za stavke druga&ne oblike, npr.:
Ta stavek vsebuje x a-jev, y b-jev, ... ali pa samo x a-jev, y b-jev, ..., pa
nisem nasel ni¥esar. V&sih sem pustil program tedi tudi ve& kot uro, ro¢no
sem vnadal zacetne vektorje, spreminjal $tevilo korakov, grafi¥no opazoval in
zvo&no poslu¥al spreminjanje vektorja, toda brez uspeha.

Za konec pa Ze nekaj primerov, ob katerih boste morda dobili kak3no
idejo.

Stavki, ki se opisujejo z rimskimi §tevili: 1=I, 5=V, 10=X, 50=L, 100=C,
500=D, 1000=M.

V tem stavku
| nastopa IX-krat,
V nastopa I-krat,
X nastopa ll-krat,
L nastopa I-krat,
C nastopa l-krat,
D nastopa l-krat,
M nastopa I-krat.

Stavki, ki se opisujejo z binarnimi tevili, pri katerih Stevilko 0 zamenjamo
s &rko O in Btevilko 1 s ¥rko /.

V tem stavku | nastopa 100 krat, O nastopa Il krat.

TA STAVEK VSEBUIJE 110 A-JEV, 10 B-JA, 1 C, 1 C, 1 D, 1100
E-JEV,IF, 1 G, 1 H, 100010 I-JEV, 1100 J-JEV, 10 K-JA, I L, I M, |
N, 10010 O-JEV, I P, I R, Il S-JE, 1§, I T-JE, 10 U-JA, 1001 V-JEV,
12,12,

Za zadnji stavek poznam Ze eno reditev, ki pa jo lahko poi¥&ete tudi brez
racunalnika.

O stavkih, ki opisujejo sami sebe, je zanimivo in obgirno pisal Douglas
R. Hofstadter v rubriki Metamagical Themas revije Scientific American.
Svoje prispevke je objavljal od januarja 1981 do julija 1983. Zbrani in dodatno
opremljeni s komentarji so iz&li v knjigi Metamagical Themas, ki jo je leta
1985 izdala zaloZba Basic Books.

Ciril Pezdir
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SLIKOVNA KRIZANKA “MATEMATICNI POJMI"
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VECKOTNIKI NA KVADRATNI MREZI - Reditve s str. 140

1. Kvadrat dolZine vsake daljice s krajis&i v Z? je po Pitagorovem izreku
celo $tevilo. Denimo, da ima enakostraniZni trikotnik s stranico dolZine a
vsa ogli&a v 2. Potem je njegova plo&ina p = a2\/3/4 iracionalno 3tevilo,
ker velja a2 € Z. Toda po formuli (F) je dvakratnik plo&ine p celo 3tevilo.
Oboje hkrati ni mogo&e, torej trditev velja.

2. Vzporedno premaknimo daljico AB, takoda A preide v A’ = (0,0), B
pa v B = (m, n). Seveda sta m in n celi ¥tevili. Razen kraji¥& na daljici
A’'B’ ni toZk iz Z2, zato sta ¥tevili m in n tuji. Res, v nasprotnem primeru
bi namre& na A’B’ leala tudi toZka (m/d, n/d), kjer je d najve&ja skupna
mera Stevil min n.

Ker sta Stevili m in n tuji, obstajata taki celi tevili p in g, da velja
pm+ gn = 1. Postavimo C = (—gq, p).

Po formuli (F) plo&ina trikotnika A’B’C’ meri

p=(1/2)| pm+qn|=1/2

torej je trikotnik A’B’C’ po izreku 1 enostaven. Premaknimo zdaj A’ B'C’
nazaj, tako da A’B’C’ preide v ABC, in iskana to¢ka C je tu.

3.

| el
\4
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4. Vsaka luknja ima vsaj tri |
ogli&a, zato ima preluknjani ve&ko- 2141
tnik na robu vsaj 3/ + 3 toZke iz (2,21+1)

Z2. Po izreku 2 tedaj za njegovo
p=r/2+k+1-1> A\

plo&ino velja /
2(3;:(2/+2;;;1= (=3 // \

Na sliki desno je na&rtan trikotnik z . \

I luknjami in s plo&&ino \
p=(5/+1)/2 /

torej se ocene res ne da izboljati. _ (3,1)

Boris Lavrié& (0,0)

DRUZINSKA — Regitev s str. 113

Naj bo 19xy Simonova rojstna letnica, zapisana v desetitkem Ztevilskem
sestavu. Potem nam Simonov odgovor na dedovo vpradanje da ena&bo

(1900 + 10x + y) + (1 + 9+ x + y) = 1990

ki jo poenostavimo v 11x + 2y = 80. Kervelja 1 < y < 9 in je poleg tega x
sod, je x = 6 in tedaj ¥y = 7. Simon je torej praznoval 23. rojstni dan.
Oznadimo zdaj z 19ab Jakovo rojstno letnico, zapi§imo ena&bo

(1900 +10a+ b) +1:9-a- b= 1990

ki sledi iz njegovega odgovora, in jo poenostavimo. Dobimo 10a+ b+ 9ab =
= 90, od koder vidimo, da je vsota a+ b deljiva z 9 in je pri tem ab < 10.
Zato velja a + b =9, substitucija b = 9 — 2 pa nam da razcepno kvadratno
enatbo (2 — 1)(a — 9) = 0 z reditvama a; = 1,33 = 9. Pogojem naloge
ustreza le a = 1, torej je ded rojen leta 1918. Na podoben na&in lahko
ugotovimo, da ded ne more biti rojen v prej§njem stoletju.

Boris Lavri&
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ALl LAHKO MANJSINA ZMAGA NA VOLITVAH?

“Ah, tak dajte, no! Popoln nesmisel,” bo najbrf pomislil bralec, ki se vsaj
malo spozna na zakone aritmetike. Tisti, ki je poleg eksaktnih znanosti ve&&
ge umetnosti politike, pa bi bil morebiti Ze nekoliko opreznejsi: “Hm, nikdar
se ne ve. Morda pale ..."”

Pa si oglejmo zanimiv model volilnega postopka, v katerem uspe manjdi-
na zanesljivo premagati ve&ino. Vzemimo, da na volitvah v zadetku sodeluje
3k(k € IN) vdlilcev, ki so porazdeljeni v trojice (predstavljamo si lahko,
da tak&no porazdelitev narekuje, recimo, regijska razdelitev volilcev v deZeli).
Volitve naj bodo organizirane v k zaporednih krogih in pritem se naj v vsakem
krogu volitev prebije naprej predstavnik tiste skupine v vsaki izmed trojic, ki
ima v tej trojici ve&inski interes (glej ilustracijo).

Konkretneje — vzemimo 3% zaletnih volilcev, med katerimi modri na
zafetku predstavljajo manjSino v primerjavi z belimi. Razmerje mo¢i naj bo
16:65 v korist belih, razporeditev enih in drugih pa taksna, kot jo vidimo na
sliki (beremo jo od spodaj navzgor). Vzemimo, da predstavniki modrih volijo
zmeraj le modre in predstavniki belih zmeraj le bele. Zdi se, da je v tem
primeru ¥e na prvi pogled prav vse jasno. Beli pa& premo&no zmagajo in tudi
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v naslednji krog volitev gredo kot izrazita ve&ina. Vendar pa modrim njihova
premetena razporeditev po trojicah omogo&a zanesljive in obenem kar najbolj
varéne zmage povsod tam, kjer se sploh pojavijo. To pa ni niti najmanj
zanemarljivo! Njihov deleZ se je namreZ iz pribliZno 20% v prvem krogu Ze
povzpel na skorajda 30% v drugem krogu (8 jih je med 27-imi). Kljub temu
pa se §e zmeraj zdi, da belim zaradi njihove ogitne ¥teviléne premo&i modri
ne morejo do Zivega.

Toda uspeh modrih v volitvah je iz kroga v krog vse bolj in bolj oprazen.
In tako v poslednjem krogu volitev modri, ob najbrZ mo&€no zaprepas€enih
pogledih belih, celo odnesejo zmago!

In kaj je modrim, tem spoletka tako o&tnim outsiderjem, omogocilo
njihovo presenetljivo zmago? Dvoje: veZkroZni volilni postopek (v nadaljnem
bomo rekli raje ve¥stopenjske volitve) in hkrati 3e njihova modra strategija
oziroma optimalna razporeditev v trojicah.

Nadalje je najbrZ zanimivo tudi vprasanje - kolik¥no je najmanjse stevilo
predstavnikov manjgine, ki v k-stopenjskem volilnem postopku %e lahko ra&u-
najo na zmago nad zaletno ve&ino? Ce so volitve organizirane tako, kakor
kaZe na¥ model (po trojicah), potem nam odgovor na to vprasanje ponudi
naslednja ugotovitev:

Vseh volilcev v volitvah naj bo 3“(:‘( € IN). Ce manjsina med njimi steje
vsaj 2k volilcev, ima &e zmeraj moZnosti za zmago.

Izrek lahko dokaZemo s popolno indukcijo.

Pri k = 1 je veljavnost trditve povsem o&itna (saj v tem primeru manjSina
sploh ni to, za kar jo ozna&uje njeno ime).

Predpostavimo, da izrek velja pri poljubno izbranem naravnem Ztevilu k.

Poglejmo naposled $e primer, ko je vseh volilcev 3k+1, predstavnikov
manjgine med njimi pa vsaj 25+, Vseh volilcev je torej trikrat po 3%, pred-
stavnikov manjSine pa je vsaj dvakrat po 2X. “Manjginke” zatem razporedimo
tako, da jih bo med prvimi 3% volilci 2%, med drugimi 3% volilci spet 2%, med
poslednjimi 3% volilci pa naj bodo vsi preostali “manjsinski”.

3k volilcev 3k volilcev 3k volilcev
(med njimi je 2k (med njimi je 2k (med njimi je morebiti
“manjginskih”) | “manjginskih”) |tudi kakfen “manginski")

Po indukcijski predpostavki lahko v prvih dveh skupinah s po 3% volilci
“manginskih” zmagajo. Kar pa Ze pomeni, da lahko zmagajo tudi med vsemi
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3k+1 yolilci, saj bi imeli v primeru, ko bi jim v prvih dveh skupinah 3lo vse
kot po maslu, v poslednjem krogu volitev med tremi kar dva svoja.

Izrek torej velja pri poljubnem naravnem Stevilu k.

Zaklju&imo razmislek ob tem nenavadnem volitvenem modelu z nasled-
njim problemom:

Volitve naj bodo organizirane tako, da so volilci razdeljeni v deseterice in
ne v trojice, kakor smo brali doslej. Sicer pa naj bolitve potekajo po enakem
principu - iz vsake deseterice se naj v naslednji krog prebije predstavnik vegine
v tej deseterici.

Kolik&no je potem najmanjse $tevilo predstavnikov manjine, ki imajo ob
izbiri optimalne strategije svojega volilnega nastopa e moZnosti za zanesljivo
zmago, &e je na za&etku vseh volilcev natanko milijon?

Vilko Domajnko
Literatura: Nauka i Zizna, 1989, No 9

PRAVILNI Ozna&imo z a dolZino stranice pra-
OSEMNAIJSTKOTNIK vilnega osemnajstkotnika, R pa naj
bo polmer njemu o&rtanega kroga.
Dokazali bomo, da a in R povezuje
enakost

a3—|—R3:3aR2 (Z)

Oglejmo si enakokraki trikot-
nik z vchom C v sredi¥€u oértanega
kroga in z osnovnico AB, ki se uje-
ma s stranico osemnajstkotnika,
Kot ob vrhu C seveda meri 20°. Iz
A zdaj na&rtajmo poltrak p, ki seka
stranico BC v to&ki D in oklepa z
AB kot 20°, nato pa ¥e pravokot-
nico CE na p.

Trikotnika ABC in BDA sta
podobna, zato je

BD: AB=AB:AC



159
in tedaj BD = a?/R. Torej je
CD=R-2*/R (1)
Ker kot CAE meri 60° in je trikotnik AEC pravokoten, je
AE = R/2in CE = RV3/2
Zapi&imo Pitagorov izrek za trikotnik CDE

CD* = (AE — AD)? + CE2 = (R/2 — a)? + (RV3/2)?
in upo3tevajmo enakost (1), pa dobimo
(R—a%/R)? =(R/2—-a)® +3R?/4

Od tod po kratkem raunu sledi iskana zveza (Z).
Ce (Z) delimo z R3, dobimo ekvivalentno ena&bo

k3 —3k+1=0 (2)

za kolignik k = a/R. S pomo&-
jo kotnih funkcij lahko pridemo do
enatbe (2) po krajdi poti. Res, iz
slike 2 razberemo enakost

sin 10° = (a/2)/R = k/2

ki nam z uporabo formule za sinus
trojnega kota da

1/2 =5sin30° =
= 35in 10° — 4sin>10° =
=3(k/2) — 4(k/2)}
oziroma k3 —3k +1=0.

Namig za tretji dokaz zveze (Z) daje slika 2. Prepustimo dokaz bralcu,
ki zanj ne potrebuje kotnih funkcij, lahko pa si pomaga s plo&inami na&rtanih
trikotnikov. Najde ga tudi na strani 186.

Dragoljub M. Milosevié

Prev. in prir. Boris Lavri&
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STELLA OCTANGULA

Nemski matematik, fizik in as-
tronom Johannes Kepler (1571 -
1630) omenja v svojem znamenitem
delu Harmonices mundi (1619) tudi
zanimiv in nenavaden nekonveksen
polieder, ki ga lahko opazujete na
desnisliki. Sestavljen je iz dveh med
seboj preZemajocih se tetraedrov in
Kepler mu je nadel ime stella oct-
angula.

Naslednja slika pa nam pokaZe,
kako si lahko s sestavljanjem kroglic
v dva tetraedra dokaj u€inkovito po-
nazorimo zgradbo tega telesa.

Johannes Kepler

oY

stella octangula
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Toda tak model stelle octangule nas najbr# le ne zadovolji povsem, raje
bi ga izdelali 3e iz papirja. Bi vam uspelo zgraditi tak model iz enega samega
kosa papirja? In ali znate dokazati, da je stella octangula v&rtana kocki in da
je presek obeh njenih tetraedrov oktaeder?

Vilko Domajnko

SLIKOVNA KRIZANKA
"FIZIKALNE ENOTE"
— Resitev s str. 121

" = R
% TIAS |T ML |[UIK][S
=[E M[I[R [F/1 ]S [A[R
~|S P |E|V T |O[N|A
LEMAEEEID|AM
A R we U (R |A | ===
o/t &V |o

=K |0 (s |T [z INJA K
E R o B|L|E[K|A
/L |E |S |K A W[R [
ATHE T|EM
~[1L D oL oL(T
wNJ|AT|O NAE




162

6. SOLSKO TEKMOVANIJE I1Z MATEMATIKE
ZA SREDNJESOLCE - Regitve s str. 94

Prvi letnik

1. lzmed $tevil oblike 4k +2in 4k+3 (k > 1) izbiramo najmanjge tevilo,
katerega kvadrat je deljiv z 9, Stevilo je zato deljivo s 3. Med Stevili
oblike 4k + 2 je to 6, med 4k + 3 pa 15. Iskano 3tevilo je torej 6.

2. Vsota cifer Etirimestnega 3tevila je najmanj 1 in najve¥ 36. Ce izberemo
37 3tevil, bosta zagotovo dve z enako vsoto cifer.

3. Ce ozna&imo osnovo 3tevilskega sistema z n, velja 2n?2 =3n43+n2+1
ali n2—3n—4 = 0, kar lahko razstavimo (n—4)(n+1) = 0. Ker osnova
ne more biti negativna, je reditev n = 4.

4. Upostevajmo (a+s)-v/4 =2 (s+c)-v/4oziroma a+s = 2(s+ c).
Ker je s = (a+ c)/2, dobimo a=5calia:c=5:1.

Drugi letnik

1. Iz podatkov v nalogi sledi, da
je Stirikotnik tetiven, trikotnika
AABD in ADBC imata isti
o&rtani krog s sredi¥&m E. Od-
tod je EC = EA = BD/2,
zato ER = ET = BD/6 in
konéno RE + ET = BD/3 =
=10/3.

2. Narigimo sliko po navodilih na-
loge in potegnimo skozi S pra-
vokotnico na tangenti. Trikot-
nika APVSy in ARTS; sta
podobna, zato velja
S]_R o4 S]_T = S1P H 51\/
in odtod S1V = 1/3. Razdalja
med tangentama je 4/3.
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. Ce upostevamo, da sta c in d pravokotna, dobimo a - b = 1/2, toda a
in b imata dolZino 1, zato oklepata kot 60°.

. Oznatimoa=ABinb=AD.KerstaEF=(a+5b/12)inBG=b +
+ k - amed seboj pravokotna, je (a+ 5-b/ 12) - (b + k- a) = 0 oziroma
k-la|2+ Sk-a-b+a-b+ 3|b|2=0. Upostevajmo | a | = 10,
|b|=5ina-b =25 paimamo k =—17/53in DG : GC = 36 : 17.

Tretji letnik

. lzrazimo y = 3 — 2x in vstavimo v izraz x2 + y2 = x? 4 3- 2)()2 =
= 5x2 —12x + 9, ki ga preoblikujemo v 5(x — §)2 ot —hgr, od koder je
razvidna najmanj3a vrednost 9/5.

. Oznatimo y = ¥/x in redimo enatbo 2y? + y — 3 = 0. Iz reditev te
enaébe y; = 1in y» = —3/2 takoj dobimo e x; = 1in xp — —27/8.

. Uporabimo formulo za prehod na logaritem z drugo osnovo:

_log,(q/\/P) _ logpg—1/2
8 pa (VP = g, pg T+ g )2

_2/5-1_ 11-3/5

v5+1 4
. Upostevajmo y = 2x v y2 =

= a2 4+ x2, pa imamo a2 =

= 3x2, zaradi x = r—(ay/2)/2

pa e a2 = 3(r— (a\/2-]/2)2,

kar velja le, & je a =

= (r — (av2)/2)V3 ali a =

= —(r — (av/2)/2)V3. lzkaZe

se, da druga enakost ne pride Y
v upodtev, iz prve pa dobimo

8= (3\/5-— 2-/§)r = 5(3\/5—

—2/3).
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Cetrti letnik

1. Uporabimo Hornerjev algoritem
4 0 -3 —k
dcosax 4cos? a 4cos a —3cosa
cosa 4 4cos dcos?a —3 0

. Najprej vidimo FS; = GS51— !

Refimo 4x2 + 4xcosa +4cos?2a —3 =0 :
_ —4cosat/48—48cos @ _ —4cosatd/3Isina _
= 5 = > =

1.9 —%cosa:l:

:t@sin a = —cos(a + %), pa vidimo, da je pravilna moZnost (b).

—GF = FS —pin FR; = ==
=GF—-GR; = p— FR (toZka
G(—p/2,0) je na vodnici,
F(p/2,0) pa je gorisZe). Zara-
di podobnosti ARiFR in
AS1FSvelja FS/(FS—p) = |
= FR/(p — FR). od tod pa
2.FS-FR=p(FS+FR)in |
2/p=1/FR+1/FS.

3. PoVietovem pravilu je x12+x§ = —pin )(12)<22 = q(bikvadratna enaZba).
Postavimo ni¢le po velikosti: —x3, —x2, x2, x1. Ker tvorijo aritmeti€no
zaporedje, velja 2xp = x; — xp oziroma x; = 3xp. Upostevajmo to
v gornjih enakostih, pa imamo 9xé1 = g in 10x2 = —p ter kon&no
9p2 = 100q.

4. Lo& mo dva primera, ki ju predstavimo s slikama:

X|=loix|=|o|x|= [x8]—-Ix|o|-|x|0o]
= EEEE - =|x]ol=[x]
ofxl-jo|xj=lo|x joj=[xjoj=|x|o[—]
Xi—|0 X|0f—
—lo[x — X0
LB b 0l—x
x|=lo ¥ [ol—
=lolx I=Ix]o
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mon

Ce na vsako polje postavimo elemente "x", , ali "o”, potem vsaka
domina 3 x 1 pokrije tri razlitno ozna&ena polja. Od poloZaja "zlomlje-
ne” domine se odlo€imo za eno od dveh postavitev elementov, tako da
ta domina ne pokrije treh razli€no ozna&enih polj. Preostanka lika zato
ne moremo pokriti z dominami 3 x 1.

Darjo Felda

TRI PRASTEVILSKE - Regitev s str. 99

1. V vsakem zaporedju Festih zaporednih naravnih Ztevil so tri soda Stevila,
med ostalimi tremi pa je eno deljivo s tri (zakaj?). Od tod brZ sledi, da mora
vsako iskano zaporedje vsebovati &tevilo 3. Torej so le tri taka zaporedja.
Njihovi prvi &eni so 1, 2in 3.

2. Dvajset zaporednih naravnih Stevil vsebuje to&€no deset sodih $tevil, med
lihimi pa so vsaj tri deljiva s tri (tri zaporedna liha $tevila pri deljenju s 3
dajo razli¢ne ostanke). Ce v takem zaporedju ni trojke, tudi dvojke ni, zato
je vsaj 10 + 3 = 13 Ztevil tega zaporedja sestavljenih. Prastevil je tedaj
najve¥ 7, torej 35 odstotkov, kar nam brZ da odgovor na prvo vpraganje:
a. Le dve zaporedji sta taki. Za&neta se z 1 ali z 2.

Med lihimi Ztevili zaporedja dvajsetih zaporednih naravnih Stevil sta dve
deljivi s 5. Ker se ti dve 3tevili razlikujeta za 10, nista obe deljivi s 3. Torej
v zaporedju obstaja 3tevilo, ki je deljivo s 5 in ni deljivo z 2 ali s 3. Ce
v zaporedju ni petice, tudi dvojke in trojke ni v njem, zato vsebuje vsaj
10 + 3 + 1 = 14 sestavijenih 3tevil. Torej je v njem tedaj najveZ 6 prastevil,
kar nam da odgovor na drugo vprasanje:

b. Iskanih zaporedij je pet in se za&nejo s Stevili 1, 2, 3, 4, 5.

3. Ne. Utemeljitev: Na enak na&in kot pri prejnji nalogi dobimo v zaporedju
stotih zaporednih naravnih $tevil 50 sodih 3tevil. Vsaj 16 lihih ve¢kratnikov
Stevila 3 in 5 (100 = 5 - 20) veZkratnikov Stevila 5, ki niso deljivi ne z 2 ne
s 3. Ce se torej zaporedje pricne s Stevilom, ki je ve&je od 5, vsebuje najve&
100 — (50 + 16 + 5) = 29 prastevil. Tudi zaporedja, ki se za&nejo s &lenom
1,2, 3,4ali 5, nevsebujejo 30 prastevil.

Boris Lavri&
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16.

IZBIRNO TEKMOVANIJE IZ MATEMATIKE ZA

SREDNJESOLCE - Regitve s str. 94

. Ce upostevamo, da ima tangenta y = k x 4+ n s parabolo y = x%—

Prvi letnik

. lz prve enakosti sklepamo, da je a > bin a > ¢, zato 2a > b+ c in

4a > 2(b + c), zaradi druge pa 4a > a2. Slednje velja le za a = 2 (a
je namre& sodo $tevilo, kar sklepamo iz druge enakosti), b in c sta torej
enaka 1.

. Recimo, da bise todalo: p = a®—b% = (a—b)(a*+2% b+a? b24+a b3+

b*). Odtod mora biti a— b = 1, saj je drugi faktor vsota petih naravnih
Stevil. Pi¥imo a® —b> = (b4 1) —b> =5b* 410 534+ 10 b2 45 b+1,
pa imamo 5 b* +10 b3 +10 b2 +5 b = 22", kar je protislovje, saj je leva
stran deljiva s 5, desna pa ne.

. Ce je z = 2, dobimo zvezo x¥ = 1, ki v mnoZici prastevil nima reditev.

Naj bo z zato liho prastevilo z = 2 s + 1. Zaradi zveze x¥ = 25 mora
biti x sodo prastevilo, torej x = 2, kar nas privede do edine reditve
x === 2 iz =5,

. Uporabili bomo Pitagorov izrek a2+ b? = c2 in zvezo ab = cv (=2F,

kjer je P plo¥ina tega trikotnika). OCitno je namret (a + b)? =
= a2+ b242ab=c?242cv < c242cv+v2 = (c+v)?, po korenjenju
pa dobimo iskano neenakost.

Drugi letnik

.Cejex >0, velja (x3+1)02 =x0+2x3+1 < x0+3x34+1=

= y* <)(5—|—‘1»x3—|—4=(x3—i—2]2 in x3+1 <y2 < x3 42, kar pri
celih x in y ni mogo&e. Podobno ravnamo, Ze je x < —2: (x3 + 2)2 =
=x044x34+4<x04+3x3 41 =yt < xO4+2x341=(x34+1),
dobimo namre& protislovno neenakost —(x3 +2) < y? < —(x3 + 1).
Pri x = —1 dobimo y* = —1, kar ne more veljati, tako da imamo le dve
reditvi: x =0, y = +1 oziroma para (0,1) in (0, —1).

. Vzemimo x = 0: iz f(0)—f?(0) > § dobimo (f(0)—3)? < 0, odtod pa

f(0) = }. Poskusimo z x = 1: iz f(1)—f2(1) > } sledi (f(1)—3)? <0
in f(1) = f(0), funkcija ni injektivna.

2
—6x + 12 le eno skupno toZko, mora veljati (6 + k)2 — 4(12 — n) = 0,
analogno dobimo za drugo parabolo (8 — k)2 — 4(17 4 n) = 0. ReZimo
sistem teh dveh ena&b, pa imamotangenti y = 4x—13in y = —2x+8.



4.

b)

b)

167

Iz slike razberemo razmerje v :

a=(v—r):2r, od tod pa
; av

dobimo r =

a+2v

Tretji letnik

. Ozna&imo t = x + % Potem je t3 = x3 + xl_,, +3 t oziroma x3 + ;15 =

R IR X e - 8 T e _nnd .
=t>-3 tin (x*++5) = X7+ 35 +2oziroma x°+ ¢ =(t°-31¢t)%-2.
lzraz se nam poenostavi

th—((2—3t)2-2)-2 _3t2t3—3t _

= =3t
t3 + (13 — 3t) 213 — 3t

Koné&no pigimo 3(x + %) = 3((v/x — 71;)2 + 2), pa vidimo, da dosefe
izraz najmanj%o vrednost 6 pri x = 1.

. Spomnimo se identitete (x + y)3 = x3 4+ y3 + 3xy(x + y).

Postavimo x = /38+ 175 in y = /38 — 17\/5 ter ozna&imo a =
= x + y. Ko opazimo, da je xy = —1, lahko zgornjo identiteto
zapifemo a3 = 76 — 3a z edino realno resitvijo a = 4: /38 + 17/5+
+/38-17V5 = 4.

Vzemimo sedaj x = Y/38 +17./5 in y = /38 — 17\/5 ter tako kot

prej a = x + y. Spet je xy = —1, iz a) pa dobimo X34y =4
Gornja identiteta se zapife a°> = 4 — 3a z edino realno reitvijo a = 1:

38+ 175+ V38— 17/5=1.

Najprej ugotovimo, da leva stran enaZbe ne more biti ve&ja od 4, desna
pa ne manj8a od 4. Enakost dosefemo, &e velja:

cosdx =—1 = Ax =7 + 2k = x:%+kg—
cos2x =1 = 2x = 2I« =% x =l
sin3x=-1 = 3x=§%'-+2m1r = x=%+m2f
cosdx =1 = 4x = 2km = x:kg-
cos2x = —1 = 2x =7+ 2/ 2 x:%+hr
sin3x =-1 = 3x:§§-+2m1r = x=%+m2T'"

MoZnost a) nima reditev, b) pada x = 7 4+ 2nm, ne Z.
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4. Najprej je cos p = % nato
pa po kosinusnem izreku n? =
=3324212-2.33-21-cos¢p =

= 1530 — 13860 =

m
33.72 .11
= 2223 — — "~ Odtod

vidimo, da je m lahko le 3, 7,
9 ali 11 (saj je manj3i od 21),
dobimo pa le dve regitvi: pri
m=7jen=12, prim=11
pa n= 30.

Cetrti letnik

1. Ce ena&bo kubiramo in uredimo, dobimo
T4+ x+T—=x+3- YT+x-VT—x (VT+x+ J7T—x) = 8,
odtod pa 6- V49 — x2 = —6, 49 — x?2 = —1, x2 =50 in x = +5\/2.
Enac¢ba ima dve resitvi.

2. Dokazujemo z indukcijo. Pri n = 0 je enakost o&itna, pri n = 1 pa
se hitro vidi, da je tg(arctgl + arctg %) = tg(arctg 2), & uporabimo
adicijski izrek za funkcijo tangens. S tem izrekom si pomagamo tudi pri
dokazovanju veljavnosti enagbe pri n+ 1:

1

t t 1 t
g(arctg(n+ 1)+ arctg CES N P

)=

_ ¥k n2+3n+3 _ n>+4n% +6n+4 e
. n+1 n?+42n+42
n2+3n+3
3. Najprej ugotovimo:
-1
3 =X : -1
(=22
1
F(x)=—~x ¢{-1,0}
F3(x) = 1+X,x ¢ {-1,0,1)
— X

FH(x) = x,x ¢ {-1,0,1}
Nato sklepamo za n > 4:
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n=4k = f”(x):x
n=4k+1 = f(x)=%=
n=4k+2 = f(x)=-1
n=4k+3 = fr(x) = 1=
e : .l
Te funkcije so definirane na T @ i -
mnoZici R {—1,0,1}. Kon&no
imamo 1999(x) = —}—c, x &
{=1,0,1}, pa lahko nari¥emo
graf.

4. ReZujmo analiti¥no in naj ve-
ljajo oznake kot na sliki. Do-
biti moramo zvezo med v in v.
Premica P1 ima enacbo y =

= + v, totka D i
R .
Fcas u+vy3 F
pa koordinati xp = B \
3v+ uﬁ
gs——g—" il . Y s
IB(0,0J E(uo) ~. C(,0)

(preselis€e py z y = x\/3).
Premica p, je pravokotna na y = —x+/3 + /3 in gre skozi M, njena

enatba je y = S = + v, koordinati to¢ke F pa xp = &y vv/3 + 3.
V3 V3 3
e —U\/_+ e . Upostevajmo Se, da sta premici skozi D in E ter

Fin E med sebOJ pravokotni, pa imamo

uu/:?:liiiv B u—v /343 S

utvy3 u E —uvﬁiﬁ.vi\/i
4 4

Odtod dobimo u? + v2 — u+vV3 =0ali (t—3)2+(v+ 3@)2 =1. Ker
smo obravnavali primer enakostrani€nega trikotnika s stranico 1, smo dobili
kroZnico s polmerom 1 in sredi¥€em v zrcalni sliki totke A preko BC. V
splofnem je torej iskano geometrijsko mesto to&k tisti del kroZnice s polmerom
a (&e je astranica trikotnika) in sredi&&em v zrcalni sliki ogli¥¥a A preko BC,
ki leZi v notranjosti trikotnika.

Darjo Felda
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25. TEKMOVANIJE ZA SREBRNO VEGOVO PRIZNANJE
— Reditve nalog s str. 108

6. razred 4. NaZrtamo kot <C = 30°, nato
1. 1990 njegovo simetralo. Sredi¥&e S
2. Ce z x ozna&imo dedkovo sta- leZi na simetrali 3 cm od toZke
rost, potem je Tlsx let hodil v C. Kraka lfota 1C sckata. oér-
¥olo, %x let pa delal. Sklepa- tano kroZnico v to¢kah Ain B,
mo: ¥tevilo dedkovih let x mo- ki ju Se poveZemo.

ra biti deljivo s 15 in z 18. Ker
je15=3-5in 18 =2.3.3,
dobimo v(15, 18) = 2-3.3.5 =
= 90in {5 od 90 = 6 ter 1}
od 90 = 55. Dedek je hodil v
¥olo 6 let, delal je 55 let.

3. Najprejstaa = Ilf od 120 ecm =
= 30 cm in b = 40% od
120 cm = 48 cm, nato pa ¢ =
= 120 — (30 +48) oziroma ¢ =
=42 cm in %:%:35%.

5. Plo¥ino izra&unamo
PABCE = PFBCE T PAFED :
2 ali papce = PABCD—
—pAFED : 2. Ker je
pagcp = 8:6 = 48 in
PAFED = 56 = 30, sledi
PABCE = 48 — 15 = 33. Plo-
&ina &tirikotnika ABCE meri

33 cm?.
7. razred
1 1 1 8
' 1—x+4x2—x3 1+1+}f+%_15
1 _ 1 _ 8
2 " BT ey T~
14 x4 x4 4 x 1_’2+H_§ 5
8 8 16
15 5 15
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Vrednosti izrazov se razlikujeta za }—6

2. Zapi§imo y = % kot produkt x - y = 6 in po vrsti preverimo.
A: (—%- —8) =6, leZi
B: g g=1 ne leZi
C:15.2=6, leli
D: 3-2=5, nele’i
Na grafu funkcije leZita toZki A in C.
3.
( 2 4 2 4 2 + 2 + 2 . 20
11 13 13- 15 15 17 17 . 19 19 . 21 ~ 231
1 20
(- 25)+g o)+ (———) (ﬁ—— g = =
1 1+1 1+1 o 1,1 1x_2u
11 13 " 13 15 " 15 17 19 19 21 T 231
11, _ 2
11 217 7 231
10 20
—_— N ——
231 231
10x = 20
x= 2
4,

P = PSDC — Piz
pspc = 0,5m? = 50d m?
Piz = % -3,14-1=0,39m

p =50 —39 = 11dm? " 7N
ali ' F p
p:(pSEoc—O,zs-T‘rz):2 3 /'
p=(1-0,25-3,14.1):2 E
p=(1-0,78):2 P
=0,11m? = 11d m?
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5. Lik EFG je trikotnik

EF=CB=4cm
AG =CB =4cm

EF-AG
PEFG = ——%

PEFG =8ecm?

8. razred

1. Ena&bo 10+ 3(x—2) = ax+3
uredimo: 10 4+ 3x — 6 = ax+
+3, 3x—ax = —1, x(3—a) =
= —1. Ceje 3—a = 0 oziroma
a=3,je x-0=—1in enatba
nima reditve.

2a. 3=(2m+1)-447, m=-1
b. y = -x+7
c. AAOB je polovica kvadrata s
stranico 7; d = %sqrt2.

s 3
Holiina | v &asu t
lisica 1 9¢
pes % %-Gt (= 14t)

Ce naj pes ujame lisico, mora veljati 9t + 60 = 14t in odtod t = 12.
Narediti mora 72 skokov.

5. Najprej izra&unamo prostornino kvadra z vi&ino v = 2,2mm in osnovno
ploskvijo O = 1m?2 = 10°mm?2 : V = 0 -v = 100.2 2mm3 =

= 2200cm?3, nato pa 2200 - 12 = 26400. Padlo je 26400 kapljic deZja

na mz.
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Aleksander Poto&nik

POVPRECNIK IN NJEGOVI PREBIVALCI — Regitev s str.
89 (P-2)

Oznafimo z a iskano povpre&no starostin upostevajmo, da je Povpre€niZanov,
ki so dopolnili k let, a 3e niso stari k+1let ay —ag.1(k=0,1,2,...). Potem

veljata oceni

(21 —a2)+2(a2 —a3) + 3(azg — a4) + ... < apa

(a0 — a1) + 2(a1 — a2) +3(a2 — a3) + ... > aga
Ce odpravimo oklepaje, dobimo
aj+a2+a3+...<aga<ag+a+ar+az+...
torej se bomo zmotili za manj kot eno leto, &e vzamemo za povpre&no starost

(a1 + a2+ a3+ ...)/a0.
Boris Lavri&
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SE DVE ECCOVI NALOGI - Resitev naloge s str. 44

1. ZABAVA

* Najmanj¥e moZno $tevilo ljudi na taki zabavi je 6. Tri ali manj je
nemogode, ker se nih&e ne bi mogel rokovati s tremi drugimi. Stiri
ni mogoce, kajti & so se tri osebe rokovale s tremi drugimi osebami, se
je morala tudi Zetrta oseba rokovati s tremi drugimi osebami (slika 1).
Pet je nemogo&e iz podobnega razloga. Sest pa je mo¥no dtevilo. Ce
ozna&imo ¥est oseb z A, B, C, D, E in F, se lahko rokujejo tako,
kot je prikazano na sliki 2: A se rokuje z B, D in E; B se rokuje Ze s
Cin D; C se rokuje ¥e z D in E; E se rokuje e z F,

OD F
FiaY E
Av c A c
- B Slika 1 B Slika 2

* Stevilo oseb na taki zabavi ne more biti liho. VsakiZ, ko se dva rokujeta,
se §tevilo rokovanj vseh oseb poveZa za dva. Ce bi bilo na primer vseh
ljudi na zabavi 21, bi bilo skupno Stevilo rokovanj 20 x 3 4 1 = 61, kar
je nemogoce.

Katerokoli sodo 3tevilo, vegje
ali enako 6, je dobro. Hitro se H G
vidi, da je dobro vsako Ztevilo '
oblike 6 + 4k, k € IN, saj bi E F
lahko za Sesterico uporabili re-
&itev s slike 2, vsaka Eetverica
pa bi se rokovala med seboj

tako kot na sliki 1. Ce je na za- D C
bavi osem oseb, ki jih ozna&imo

zA, B,C, D, E, F, Gin H, A B

se lahko rokujejo tako, kot je Slika 3

prikazano na sliki 3
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Aserokuje z B, D in E; B serokuje $e z F in s C; C se rokuje e z
D in G; Dserokuje3zE; Eserokuje¥ez F, F%zGin G %es H.
Od tod sledi, da je dobro tudi vsako Stevilo oblike 8 + 4k, kK € IN.

2. PONAREJENI KOVANCI

Opigimo, kako s tremi tehtanji dolo¥imo, kateri od &tirih kovancev so pravi.
O¢itno bomo potem vedeli tudi, kako s 15 tehtanji doloéiti vse prave kovance.
Ozna&imo 8tiri kovancez A, B, C in D. Najprejstehtamo A, Bin C skupaj.
Ce so vsi trije ponarejeni, bo te¥a med 31.8 in 32.1. Ce sta dva ponarejena,
eden pa je pravi, bo te¥a med 32.2in 32.5. Ce je en ponarejen, dva pa prava,
bo te¥a med 32.6 in 32.9. Ce so vsi trije pravi, pa bo te¥a med 33 in 33.3.
Torej lahko razlo&imo med posameznimi moZnostmi. Ce so vsi trije kovanci
pravi, ali pa vsi trije ponarejeni, moramo stehtati le & D, torej smo po dveh
tehtanjih koné&ali.

Sicer pa stehtamo najprej A in D, potem pa Bin D. Vsako od teh
dveh tehtanj nam pove, ali sta oba kovanca ponarejena (teZa je med 21.2 in
21.4), en ponarejen in en pravi (teZa je med 21.6 in 21.8), ali oba prava (teZa
je med 22 in 22.2).

Ce je katerokoli od obeh tehtanj pokazalo, da sta oba kovanca prava ali
oba ponarejena, zlahka dolo&imo vse prave kovance. Na primer, &e sta B in
D oba prava in je med A in D en ponarejen, je ponarejeni kovanec A. Ce
sta med kovanci A, B in C dva ponarejena, sta to A in C.

V nasprotnem primeru je ponarejen eden od kovancev A in D, pa tudi
eden od kovancev B in D. Dvoje je mogofe. Ce sta med kovanci A, B in
C dva prava, mora biti kovanec D ponarejen, pa tudi C mora biti ponarejen.
Ce pa sta med kovanci A, B in C dva ponarejena, morata to biti A in B,
kovanca C in D pa sta prava.

Iz knige Dennis Shasha:
Zagonetne dogodivicine Dr. Ecca
izbrala in prevedla NeXa Mramor

_
CETRTA PRASTEVILSKA

Videli smo, da med 100 zaporednimi naravnimi Stevili ne more biti 30 prastevil.
Dokafi, da jih je lahko najveZ 26, in poi3&i zaporedje, ki temu ustreza.

Boris Lavri&
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14. REPUBLISKO TEKMOVANIE 1Z RACUNALNISTVA
— Retitve s str. 100

Ker bi nam objavljanje vseh reditev odvzelo preveZ prostora, bomo v vsaki
skupini izpustili reditev 1. naloge, ki je bila misljena kot laZja naloga (Zeprav
seveda ne tako lahka, da bi jo morali znati resiti kar v prvi minuti).

1. skupina

2. Namig nam pove, kako se moramo lotiti refevanja naloge. Najprej
prestejemo, koliko oseb je rojenih v posameznem letu, nato izraunamo, kje
v urejeni tabeli se za&no osebe z danim letom rojstva in nazadnje prepi€emo
podatke o osebah. Program:

const
letoMin = 1880; {prvo moino leto rojstva}
letoMax = 1990; {zadnje moZno leto rojstva)
maxn = 13000; {maksimalno stevilo oseb}
type
osebaT =
record {podatki o osebi}

ime: packed array [1..32] of char;
leto: letoMin..letoMax;
end; {osebaT}

tabelaT = array [1..maxn]| of osebaT;

procedure Uredi(var a,b: tabelaT; n: integer);
{Dejansko stevilo oseb, katerih podatke dobimo v tabeli a, je n.}
{Urejene podatke o osebah vrnemo v tabeli b.}

var
so: array [letoMin..letoMax| of integer; {stevilo oseb, rojenih v}
{posameznem letu}
i,k integer; {stevci}
begin {v tabelo so preétejemo, koliko oseb se je rodilo v posameznem letu}
for i:=letoMin to letoMax do soli]:=0; {zaéetne vrednosti}
for i:=1 to n do sofa[i].leto]:=so[ali].leto]+1; {stetje}

{podatke v tabeli so preradunamo tako, da nam povedo, kje v pravilno}
{urejeni tabeli b se zaZno osebe z danim letom rojstva.}
j:=sol[letoMin]; so[letoMin]:=1;
for i:=letoMin+1 to letoMax de
begin k:=so[i]; so[i]:=soli—1]+]; j:=k end;
{podatke o osebah prepisemo iz tabele a v tabelo b; upostevamo, da}
{nam so[r] pove, na katero mesto v tabeli b pride naslednja oseba}
{ z letom rojstva r}
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for i:=1 to n do
begin b[so[a[i].leto]]:=ali]; so[a[i].leto]:=so[a[i].leto]+1
end;

El:ld; {Uredi}
3. Vsakemu sosedu pogljemo dve celi Stevili: njegovi koordinati v vzorcu.

procedure Pobarvaj;

var
zveza: integer; {od kje smo dobili sporecilo}
mojx,mojy: integer; {kje v rastru smo}
novaBarva: integer; {ustrezna barva iz vzorca}
begin
if MojaBarva<>mejnaBarva then begin
repeat zveza:=JeSporocilo until zveza<>0; {&akamo na sporccilo}
mojx:=Sprejmi(zveza); mojy:=Sprejmi(zveza); {sprejmemo svoje}

{koordinate}
novaBarva:=Vzorec(mojx mod xmax,mojy mod ymax);
if novaBarva<<>MojaBarva then begin
PobarvajMe(novaBarva); {pobarvamo se}
if zveza<<>1 then begin Poslji(1,mojx); Poslji(1,mojy—1) end;
{sporo¢imo navzgor}
if zveza<<>2 then begin Poslji(2,mojx+1); Poslji(2,mojy) end;

{na desno}
if zveza<>3 then begin Poslji(3,mojx); Poslji(3,mojy+1) end;
{navzdol}
if zveza<<>4 then begin Poslji(4,mojx—1); Poslji(4, mojy) end;
{in na levo}
end; {if}
end; {if}
repeat {potakamo, e nam bo %e kdo ukazal, naj se pobarvamo}
zveza:=JeSporocilo;
if zveza<>0 then zveza:=Sprejmi(zveza); {vrZemo sporccilo pro¢}
until false;

end; {Pobarvaj}

4. Program izpi%e tabelo a v obratnem vrstnem redu, torej vsa $tevila
od 128 do 1. Kratek program, ki da enak izpis, je:

program Marvin(output);
const els = 128;
var d: integer;
begin
for d:=els downto 1 do writeln(d);
end. {Marvin}

Tabeli ain b program interpretira kot seznam, v katerem je a[i] podatek
in b[i]indeks naslednjega elementa seznama (kazalec na naslednji element).
Del programa
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c:=1; blels]:=0;
for d:=1 to els do begin a[d]:=d; if d >1 then b[d—1]:=d end;

definira tabelo a in zgradi seznam. V danem primeru je naslednik /-tega
elementa i+ 1. Zadnji element ima indeks 0. Spremenljivka c vsebuje indeks
prvega elementa seznama. Naslednja zanka v programu

d:=0;
while ¢<>0 do begin e:=b[c]; b[c]:=d; d:=c; c:=e end;

se pomika po tabeli indeksov do konca seznama. Pri tem obrne indekse
v seznamu tako, da kaXejo v nasprotno smer (v na¥em primeru j-ti element
kaZe na element i — 1). Po izhodu iz zanke spremenljivka d vsebuje indeks
zadnjega elementa v seznamu. Zadnja zanka

while d<>0 do begin writeln(a[d]); e:=b[d]; b[d]:=¢; c:=d; d:=e end;

izpisuje podatkovne elemente seznama, popravlja indekse na zaCetno
stanje in se premika proti zaetku seznama. Po izhodu iz zanke je tabela
indeksov b enaka kot po zgraditvi seznama. Spremenljivka ¢ zopet kaZe na
prvi element seznama.

2. skupina

2. Prva preprosta reditev je naslednja. lzra€unamo indeks srednjega ele-
menta (vseh elementov je 2% n, indeks srednjega elementa je n) in simuliramo
zlivanje obeh zaporedij, dokler ne pridemo do elementa z ustreznim indeksom.
Regitev je ¥e posebej preprosta, saj nam zaradi enakih dol¥in zaporedij ni treba
paziti, ali nam bo zmanjkalo kakega zaporedja. Vendar pa obstaja bistveno
hitrejga reditev, ki temelji na hkratni bisekciji obeh zaporedij. Prva refitev
ima &asovno zahtevnost O(n), druga pa O(log n).

type
tabelaT = array [1..100] of real;
function Srednji(n: integer; a,b: tabelaT): real;
var
alevi,bLevi,aDesni,bDesni,aSrednji,bSrednji: integer;
zamik: boolean;
begin

alevi:=1: aDesni:=n; bLevi:=1; bDesni:=n;
while alevi<aDesni do begin
aSrednji:=(aDesni+alevi) div 2; bSrednji:=(bDesni+blLevi) div 2;
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zamik:=odd(aDesni—alevi);
if a[aSrednji]<b[bSrednji] then
begin
alevi:=aSrednji; bDesni:=bSrednji;
if zamik then alevi:=alevi+1;
end
else
begin
aDesni:=aSrednji; bLevi:=bSrednji;
if zamik then blevi:=bLevi+41;
end; {else,if}
end; {while}
if a[aLevi]<b[bLevi] then Srednji:=a[alevi] else Srednji:=b[bLevi|;
end; {Srednji}

3. Hladen gorilnik se od gore¥ega soseda segreje do vZiga v 0.8 sekunde.
Po vZigu gori najve eno sekundo, dokler ne porabi vsega goriva. Plamen
se more prenesti le na sosednji, z gorivom dovolj napolnjeni gorilnik. Po
ugasnitvi traja pet sekund, da se gorilnik dovolj napolni z gorivom in je
ponovno pripravljen na vZig. V tem &asu se ohladi dovolj, da ne more priti
do samovZiga. Ker gori plamen najve& eno sekundo, se lahko iri le v eno
smer (proti polnim gorilnikom), ne more pa se vrniti po poti pravkar ugaslih
gorilnikov. Plamen se od netilca &iri na obe strani tako, da hkrati gorita eden
do dva sosednja gorilnika na vsaki strani. Ker so gorilniki povezani v krog, se
oba potujoZa plamena sreata po &tiridesetih sekundah. Tam plamen ugasne
zato, ker se pravkar izgoreli gorilniki v eni sekundi (dokler traja plamen) ne
napolnijo z gorivom dovolj za ponoven vZig. Od tedaj se noben gorilnik ne
prifge ve&.

4. Po izteku obeh programov lahko spremenljivka zavzame poljubno
vrednost med vklju&no 2 in 20000. Izberimo si poljuben n med 2 in 20000
in pokaZimo enega od nacinov, kako dobimo na koncu izvajanja programa
vrednost n.

Ozna&imo p = ndiv2in g = n— p. Kerje 2 < n < 20000, velja
1< p, g <10000.

Prvi program prebere 0 in Eaka. Drugi program (10000 — p) krat prebere,
pove&a in zapife vrednost spremenljivke. Zapisana vrednost je zdaj 10000 — p,
drugemu programu ostane 3e natanko p ponovitev.

Prvi program poveta svojo prebrano vrednost in zapi¥e 1. Drugi program
prebere 1in Zaka. Prvi program (10000 — g) krat prebere, poveZa in zapige
vrednost spremenljivke. Zapisana vrednost je zdaj 10000 — q + 1, prvemu
programu ostane e natanko g — 1 ponovitev.
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Drugi program poveZa svojo prebrano vrednost in zapife 2; zdaj mu
ostane 3e natanko p — 1 ponovitev. Vse svoje preostale ponovitve izvede
preden prvi program nadaljuje z delom. Ob njegovem zakljutku je vrednost
spremenljivke enaka p + 1. Po zakljuZku dela drugega programa nadaljuje z
delom prvi program: prebere vrednost p+ 1 in jo v g — 1 ponovitvah poveta
do p+ g = n, ko kon&a s svojim delom.

Naj bo m &tevilo programov. Najve&ja vrednost je enaka m % 10000. Za
m = 1 je najmanj¥a vrednost spremenljivke enaka najve&ji, medtem ko je za
m > 2 enaka 2.

Kaj pa & je m > 427

3. skupina

1. K prvi nalogi povejmo le, da je najbolj3a reditev (in torej uradna
reditev v biltenu), ki smo se jo uspeli domisliti, domine postavljala s pomogjo
sestopanja. To je torej tako, kot reSujemo problem postavitve n kraljic na
fahovsko desko, ...

2. Seveda 3tevili 5 in 32 nista izbrani slu€ajno. 32 je ravno enako 2°!
Bi %lo sedaj reevanje nekoliko laZje? Program, ki uredi vagone je naslednji:

program ZelezniskaPostaja;

const
n= 5 {stevilo slepih tirov}
vhodniTir = 0; {indeks vhodnega tira}
izhodniTir = 6; {indeks izhodnega tira (n+1)}

procedure PremakniVagon(odKod kam: integer); external;
function Prazen(tir: integer): boolean; external;
function Vagon(tir: integer): integer; external;

procedure Preuredi (m: integer; obrni: boolean);
{Prestavi vagone s tirov 1..m—1 na tir m. V postev pride tudi prvi vagon,}
{ki Zaka na vhodu v postajo. Vrstni red vagonov se pri preurejanju obrne.}
var min,min0,i: integer;
begin
min0:=0;
repeat
min:=min0; while (min<m) and Prazen(min) do min:=min+1;
if min<m then begin
for i:=min+1 to m—1 do
if Prazen(i) then { }
else if (Vagon(i)<Vagon(min))<>obrni then min:=i;
PremakniVagon(min,m);

end; {if}
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if min=0 then min0:=1;
until min>m;
end; {Preuredi}

procedure UrediPostajo(m: integer; obrni: boolean);
{Uredi postajo velikosti m tirov (in 2=xm vagonov). }

begin
if m=1 then PremakniVagon(0,1) {tako majhno postajo znamo urediti}
else begin {dvakrat uredi pol manjso postajo}
UrediPostajo(m—1,not obrni);
Preuredi(m,obrni); {izprazni prvih m—1 tirov za drugo urejanje}
UrediPostajo(m—1,0brni) {pol manj$a postaja ne potrebuje tira m}
end; {if}

end; {UrediPostajo}

begin {ZelezniskaPostaja}
UrediPostajo(n,0dd(n));
Preuredi(izhodniTir,not Odd(n));
end. {ZelezniskaPostaja}

3. Podprogram ShraniPaket spremlja Stevilo prispelih paketov vsake
datoteke in podatke o njih hrani v tabeli paketi. Ko prispejo vsi zapisi neke
datoteke, jih z zaporednimi klici podprograma Pisi po vrsti izpiZe in sprosti
pomnilnik, ki so ga zasedali, da je na voljo novim datotekam.

const
maxPaketov = 1500; {ve& kot stevilo datotek x povpre¢na dolZina}
maxDatotek = 10;
type
shranjenZapisT =
record {oblika podatkov o prispelih zapisih}
stevilka: integer; {stevilka zapisa v datoteki}
naslednji: integer; {naslednji element v verigi}
zapis: zapis|; {vsebina zapisa}
end; {shranjenZapisT}
opisDatotekeT =
record {oblika opisa prihajajoce datoteke}
zadnjiZapis: integer; {stevilka zadnjega zapisa}
sprejetih: integer; {stevilo sprejetih zapisov}
prviZapis: integer; {prvi element v verigi zapisov}
end; {opisDatotekeT}
var
prazniZapisi: integer; {kazalec na prvi element}
{ v verigi prostih zapisov v tabeli zapisi}
opisi: array [1..maxDatotek| of opisDatotekeT; {opisi datotek}
zapisi: array [1..maxPaketov] of shranjenZapisT; {seznam zapisov}

procedure Pisi(datoteka: integer; zapis: zapisT); external;
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procedure PripraviPakete;
{Pripravi tabeli opisi in zapisi.}
var i: integer;
begin
pracniZapisi:=1,
for i:=1 to maxPaketov—1 do zapis[i|.naslednji:=i+41;
zapisijmaxPaketov].naslednji:=—1;
for i:=1 to maxDatotek do with opisi[i] do
begin zadnjiZapis:=0; sprejetih:=0; prviZapis:=—1 end;
end; {PripraviPakete}

procedure SprostiDatoteko(dat: integer);
{Sprosti prostor v tabeli zapisi, ki ga je zasedala datoteka dat.}
var i,j: integer;
begin
Ji=prazniZapisi;
with opisi[dat] do begin
i:=prviZapis; prviZapis:=—1; zadnjiZapis:=0; sprejetih:=0; prazniZapisi:=i;
end; {with}
while zapisi[i].naslednji<>—1 de i=zapisi[i].naslednji;
zapid|i].naslednji: =j;
end; {SprostiDatoteko}

procedure ShraniPaket(p: paketT); {Shrani prispeli paket}
{ p v tabelo zapisi in izpi¥e datoteko, & so prisli Xe vsi zapisi.}
var i,j: integer;
begin
if p.vrstaPaketa=zadnji then
opisi[p.datoteka).zadnjiZapis: =p.stevilka;
opisi[p.datoteka).sprejetih: =opisi|p.datoteka].sprejetih+1;
i:=prazniZapisi; prazniZapid:=zapisi[i].naslednji;
with zapisi[i] do begin
naslednji:=opisi[p.datoteka).prviZapis; stevilka:=p.stevilka; zapis:=p.zapis;
end; {with}
opisi[p.datoteka].prviZapis: =i;
with opisi[p.datoteka] do
if spejetih=zadnjiZapis then begin
for i:=1 to zadnjiZapis do begin
j:=prviZapis;
while zapisi[j].stevilka<>i do j=zapisi[j].naslednji;
Pisi(p.datoteka,zapisi[j].zapis);
end; {for}
SprostiDatoteko(p.datoteka);
end; {if with}
end; {ShraniPaket}

4. Algoritem ne zagotavlja medsebojnega izklju¥evanja — oba robota
se lahko hkrati znajdeta v vesoljski ladji.
Primer:
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vlLadji ima vrednost 0
robot 1: presko&i zanko 2 in nastavi naVrsti:=1
preveri pogoj vLadji=0 in vstopi v telo stavka if
robot 2: presko&i zanko 2 in nastavi naV/rsti:=2
preveri pogoj vLadji=0 in vstopi v telo stavka if
nastavi vladji:=2
preveri (vLadji=2) and (naV/rsti=2) in vstopi v ladjo
robot 1: nastavi vLadji:=1 in se vrne na zafetek zanke 1
presko&i zanko 2 in nastavi naVrsti:=1
testira (vLadji=1) and (naVrsti=1) in vstopi v ladjo

D 0 oo & W A

—
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Sandi KlavZar

NASE NEBO IN ZEMLJA

Astronomske efemeride 1991 — Umetni sateliti 1989/90 —
Potresi 1989

Cena 75,00 din (60,00 din)

JANEZOVA NALOGA

Janez Godec iz SES Boris Kidri¥ Ljubljana nam je poslal nalogo s hudomugnim
namigom za resitev:

Imamo tri naravna Stevila: drugo je za 7 ve&je od prvega in tretje je
produkt kvadrata prvega in korena drugega ter hkrati za 1 ve&je od vsote
manjgih dveh. Katera 3tevila so to?

Regfitev: lomim mat ojizov ik ,atemorp ageksintop agentsem isubotva
ine&livet¥o os okak jelgop ni inajlbujL v ojatsop okSinzeleZ an idjop ,ne&brif
ser is eC

Verjetno se Janez veliko vozi z avtobusi, da mu je v glavo 3inila ta naloga.
No, &eprav so v igri avtobusi mestnega potni¥kega prometa v Ljubljani pa
upam, da tudi drugim po Sloveniji naloga ne bo delala teXav.

Dusica Boben
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PISMA BRALCEV

Pisal nam je Bojan ZiZek iz Osnovne 3ole Ivana Cankarja v Ljutomeru. Sam ni
znal razvozlati zanimivega problema. Bralce Preseka vabimo, da si ta problem
ogledajo v &lanku NENAVADNI PREIZKUS, Bojanu pa se za poslano idejo
zahvaljujemo in upamo, da mu bo omenjeni &lanek razjasnil (to) neznanko.
Bojan, ker smo veseli poSte nasih bralcev, pa tudi zato, ker je takih in
drugaé&nih problemov ¥e mnogo, upamo, da se nam 3e kdaj oglasi¥.

Pa lepo pozdravljen!

Damyjan Kobal

ODPRTO PISMO SOLJSKI JAVNOSTI!

Spodaj podpisani, Anzenik lvo iz 2c razreda Sredna strojna %ola, v Ljubljani
javno protestiram proti mojemu tov. za matematiko Sitarju Antonu, zaradi
njegovega zatiranja ustvarjalnega navdiha pri dijakih. Namesto, da bi pustil
poleteti na%o intoicijo, jo tla&i in v kaluplja. Dolgo predolgo smo to prenagali,
prekipelo pa je pred nekaj dni, ko se je razgalil kot &lovek brez kancka
genijalnosti. Ki pa zato dugi genijalnost pridrugih, v tem konkretnem primeru
pri meni. Bil sem namre& vpradan ena&bo

4+ 2 =6

Nalogo sem redil izredno elegantno:

(4+2)X =6
6% = 6!
x=1

On je rekel, da to ni dobro, nakar sem naredil preizkus, in bilo je vredu. Ker
je Ze vedno teZil, sem ponovno resil nalogo tako:

4X—|—2x=6/:2
LI =
i BT B = |
2X =2

=

Potem je nakladal, da se nalogo tako ne refuje. Kot da je pomembno
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kako nalogo re%i%, vaZen je rezultat! Zato sem nalogo resil 3e enkrat:

2.2 42X =6
325 =8/ 3
P aE— )
=]

Ker je bil &sto tiho (samo s &enki je pokal), sem mu pokazal s koreni:

ST = 6
Y% 4 % = 6
442= 136
6= 6/%
6% = /6% = 61
=7
On pa je za€el ful vpiti, da me on Ze ni tako u€il. Je mar prepovedano, da
se ucenci tudi sami do kaksne redi dokopljejo?! Ce bi ¥akal, da se bom pri
takem tov. nau&il misliti z svojo glavo, ne bi bilo ni& iz mene.

Ker pa se mi je sedaj §lo zato, da mu dokaZem njegovo omejenost, sem
uporabil tatetke topove - logaritme in sem Ze enkrat nalogo redil:

4% +2X =6/ log
log 4% + log 2*¥ = log 6
x - log4+ x -log2 =logb
x(log 4 + log 2) = log 6
x -log6 =log6/ :logh
x =1

Postal je rde& in je zahropel, da ga nekaj nespodobnega delam, potem pa mi
je dal zelo slabo oceno. In to kljub temu, da sem regil nalogo na 5 na&inov,
vsaki€ celo z istim rezultatom. O¢itno je zacutil proZnost mojega duha in mi
je zato natihem fov&. Taki tov. ne padejo na sredno %olo in pozivam ministra
za Sredno Zoljstvo, da ga upokoji ali pa ga da na osnovno Jolo, kjer uenci

ge niso tako genijalni in ne bo naredil veliko skodo.
Pozivam na solidarnost in vse lepo pozdravljam.

Anzenik lvo, 2.c I.r.
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TRIANGULACIJE VECKOTNIKOV

Najprej na kratko opredelimo nekaj pojmov, ki jih bomo rabili v nadaljevanju.

Naj bodo Ay, Ag, ..., A, razli€éne totke dane ravnine.

Ve&kotnik z ogli¥&i A1, Az, ..., An je koncen del ravnine, ograjen s skle-
njeno &rto, sestavljeno iz daljic A1 Az, A2A3, ..., Ap_1A,, ApA7. Te daljice
imenujemo stranice veZkotnika in morajo ustrezati pogojema: .

a. Sosednji stranici, torej stranici s skupnim ogli¥€em, ne lefita na isti
premici.

b. Nesosednji stranici nimata skupnih tock.
Ce ima ve&kotnik n ogli¥&, mu re¥emo n-kotnik.

C
D
B
A
sedemkotnik trikotnik ABC, ki ni étirikotnik ABC D
Ag‘ AI. AZ
A lika na
> AZ levi in desni
nista
vetkotnika
Aq Az A A

Navedena definicija je nekoliko prilagojena potrebam tega sestavka. Tako
definirani veZkotnik se namre& v literaturi pogostoimenuje enostavni ravninski
veckotnik.

Stranice tvorijo rob vetkotnika, ostale toZke ve&kotnika pa njegovo no-
tranjost. VeZkotnik je konveksen ali izbo&en, &e so vsi njegovi notranji koti
izboZeni, torej manj%i od 180°.

Triangulacija vetkotnika A1Aj...Ap, je tako razkosanje tega veZkotnika
na trikotnike z ogli¥&i v to¥kah Aj, Az, ..., An, pri katerem poljubna dva
trikotnika bodisi nimata nobene skupne toZke bodisi imata skupno le ogli’&e
ali le stranico.
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Konveksni ve&kotnik trianguliramo zelo preprosto. Poljubno izbrano
ogli¥¥e zveZemo z vsemi ostalimi in konveksni veZkotnik tako razdelimo na
ustrezne trikotnike. S tnangulacijo nekonveksnega veZkotnika pa je ve& dela.

triangulacija sedemkotnika razkosanje petkotnika — ni triangulacija

lzberemo ogli¥€e takega veZkotnika, ob katerem je notranji kot ve&ji
od 180° (glej definicijo), in ga ozna&imo z A. Poglejmo iz A v notranjost
veZkotnika proti njegovemu robu. Opazimo vsaj eno ogli¥&e, saj bi v nasprot-
nem primeru iz A videli le eno stranico, kar pa ni mogo&e. Z diagonalo, ki
vefe A s tem ogli¥¢em, razdelimo veZkotnik na dva veZkotnika z manj&im
Stevilom stranic. Na podoben nacin se nato lotimo teh dveh veZkotnikov in
nadaljujemo z razkosavanjem, dokler ne pridemo do triangulacije.

Primer trianguliranja osemkotnika je prikazan na naslednji risbi

prvi korak trianguliranja ena od (dveh moZnih) triangulacij

Ve&kotnik ima lahko ve& tnangulacij, vse pa imajo enako trikotnikov.
Velja namreZ tale rezultat.

IZREK 1.Vsaka triangulacija n-kotnika ima natanko n-2 trikotnikov.

Dokaz bo s pomo&jo matematiZne indukcije zelo kratek.

Za trikotnik ni kaj dokazovati. Predpostavimo, da pridanem n > 3 izrek
velja za vsak k-kotnik, kjer je k < n.
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Ena od stranic poljubnega trikotnika iz triangulacije n-kotnika je njegova
diagonala, ki ga razdeli na p-kotnik in g-kotnik. Pri tem seveda velja

3<p<n 3<g<ninpt+tg=n+2

Po predpostavki imata triangulaciji p-kotnika in g-kotnika p—2 oziroma g—2
trikotnikov, zato je v triangulaciji n-kotnika

(p-2)+(9—-2)=p+qg—4=n-2

trikotnikov, prav to pa smo Zeleli dokazati.

Dobljeni rezulat nam omogoéa
doloéiti vsoto notranjih kotov n-kot-
nika. Ta je namreZ enaka vsoti no-
tranjih kotov vseh trikotnikov iz tri-
angulacije n- kotnika, torej je enaka
(n —2)180°.

Povabimo zdaj bralca k nalo-
gam iz obravnavane snovi.

1. Koliko diagonal nastane pri triangulaciji n-kotnika?

2. Doka?i, da v vsaki triangulaciji vefkotnika z najmanj petimi stranicami
obstaja trikotnik, ki ima kveXjemu eno stranico na robu ve&kotnika.

3. Doka?i, da v vsaki triangulaciji n-kotnika, n > 3, obstajata vsaj dva
trikotnika, ki imata dve stranici na njegovem robu.

Pojem triangulacije lahko posplodimo na naslednji na&in.

Naj bo M koné&na podmnoZica tofk danega n-kotnika in najvsebuje vsa
njegova ogli¥€a Ay, Ag, ..., An. Tnangulacija z ogli¥&i v M je tako razkosanje
vetkotnika AjAs...A, na trikotnike z ogli3& v M, da je vsaka totka mnoZice
M ogli&&e vseh tistih trikotnikov iz razkosanja, ki to toZko vsebujejo.

&e mnoZice M ne navedemo, imenujemo pravkar definirano triangulacijo
posplodena triangulacija veZkotnika A1 Ay.. A,

Oglejmo si zdaj enega od nacinov, ki privede do triangulacije z ogli3&i v
M. Najprej trianguliramo veZkotnik AjA;...A,, kar e znamo storiti. Vsak
dobljeni trikotnik ima lahko to¢ke iz M Ze v svoji notranjosti in na stranicah.
Ce katera leZi znotraj trikotnika, jo poveZemo z njegovimi ogli¥&i z daljicami.
Enako storimo v novem razkosanju in tako nadaljujemo, dokler gre. Znotraj
dobljenih trikotnikov ni veE toZk iz M.
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Nastale trikotnike razkosamo takole: Vse toZke na eni stranici trikotnika
zve¥emo z daljicami z nasproti leZe&im ogli¥€em in po potrebi enako storimo
Ze s trikotnikoma, ki sta nastala ob drugih dveh stranicah trikotnika.

Kajlahko povemo o &tevilu trikotnikov posplosene triangulacije? Odgovor]|
daje naslednji izrek.

IZREK 2.Ce ima mnoZica M r to&k na robu n-kotnika in k tock v
njegovi notranjosti, je v poljubni triangulaciji z ogli%&i v M natanko r+2k—2
trikotnikov. Pri tem je seveda r > n.

Dokaz. Naj ima triangulacija z ogli¥& v M m trikotnikov. Potem je
vsota vseh njihovih notranjih kotov enaka m180°. Enako vsoto dobimo, &e
seftejemo notranje kote n-kotnika, polne kote ob to€kah iz M v notranjosti
n-kotnika in iztegnjene kote ob ostalih toZkah iz M na robu ve&kotnika. Torej

velja
m180° = (n — 2)180° + k360° + (r — n)180°
od koder sledi iskana enakost m = r + 2k — 2.
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Sklenimo prispevek z nalogami.

4. Poi¥i tako posploZeno triangulacijo trikotnika, da se v vsakem njenem
vozli&u stikajo Stiri daljice triangulacije.

5. Naj ima mnoZica M r to&k na robu danega n-kotnika in k to&k v njegovi
notranjosti. Koliko daljic, nastalih pri triangulaciji z ogli&&i v M, ne leZi
na robu n-kotnika? Pri tem $tejemo samo daljice, ki imajo samo krajisa
v M.

6. Ozna&imo s p $tevilo takih trikotnikov iz triangulacije z ogli&&i v M, ki
imajo dve stranici na robu n-kotnika, n > 3. Potem je v tej triangulaciji
natanko p + 2k — 2 trikotnikov, ki nimajo nobene stranice na robu n-
kotnika, e k toZk iz M leZi v notranjosti n-kotnika. DokaZi.

Regitve nalog bodo v P-4.

Boris Lavri&

KAKO RAZDELITI?

Italijanski renesan&ni matematik fra
Luca Pacioli (1445 - 1514) iz Be-
netk, sicer tudi dober prijatelj Le-
onarda da Vincija, je v svoji knji-
gi Summa de arithmetica, geome-
trica, proportioni et proportionalita
zapisal med drugim tudi tale pro-
blem:

A in B me&eta kovance. A
bo zabeleZil totko zase, &e bo padel
grb, & bo padla cifra, pa bo toZko
dobil B. Tisti, ki prvi zbere 6 togk

dobi 1000 ch_ﬂ(;;]l;o\,-'r ki so najl)r}_' po- Luca Pacioli z mladim urbinskim vojvedo
na desni

vod za igro s kovancem.

Toda, glej - ko je A-ju uspelo zbrati Ze 5 to€k in je B imel le 3, je nekdo
tretji prekinil njuno igro. Kon&ala sta, saj ni bilo druge izbire!

Povej, kako naj si zdaj A in B razdelita med seboj onih 1000 dukatov,
da bo po pravici.

Dodajmo, da sodi Paciolijeva naloga med prve zapise s podrogja verjet-
nostnega rafuna in s tem namignimo resevalcu,

Vilke Domajnko
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NA VELIKEM PAPIRNATEM TRAKU ...

Na velikem papirnatem traku so izpisana vsa naravna Stevila od 1 do 9999
eno poleg drugega, tako da nastane stevilo

123456789101112 .., 999799989999

Kolik&na je vsota $tevk dobljenega stevila?
Dragoljub M. Milogevié
prev. Peter Petek

NEKAJ NAVODIL ZA TISTE, Kl ZELIJO OBOGATETI -
Resitve s strani 122

1. Imetnik "opcije nakupa’ lahko dobi od prodajalca najve& dolar. Ce bi
za opcijo pla&al ve&, bi bila to gotova pot do revi€ine.

2. Za vsako opcijo nakupa, ki jo prodate za 55 centov, kupite unto
zlata in eno opcijo prodaje za 30 centov. Ce cena zraste za en dolar, ste en
dolar pridobili z zlatom, dolar pa morate plaZati kupcu opcije nakupa. Va&
dobiZek je razlika med cenama obeh opcij, torej 25 centov. Ce se cena zlata
ne spremeni, je va¥ dobifek spet 25 centov. Ce cena za dolar pade, se va¥
dobiZek na opciji prodaje izena&i z va%o izgubo pri zlatu, tako da je va¥skupni
dobi¥ek spet 25 centov.

3. Za vsako opcijo prodaje, ki jo prodate za 55 centov, prodajte un&o
zlata in kupite opcijo nakupa za 30 centov. Va¥ dobi¢ek bo spet 25 centov,
ne glede na to, kaj se zgodi.

4. 7a vsak par opcij dobite 1.10 dolarja. Pla¢ati pa morate najve& en
dolar.

5. Vsakdo, ki pri njemu kupuje opcije nakupa in opcije prodaje (v parih)
bo od njega dobil dva dolarja devetkrat v desetih dneh. Po desetih dneh bi
tak &lovek Noriatyju plaZal 12 dolarjev in bi od Noriatyja dobil 18 dolarjev.

6. Edina resni&no varna cena je en dolar. Toda dokler je Noriaty v poslu,
je tudi 61 centov varna cena. Stanley lahko pri Noriatyju kupi eno opcijo
nakupa vsaki&, ko eno proda. Podobno ukrepa v primeru opcije prodaje.

prevedla in pripravila NeXa Mramor
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ZASUKAJ PREMICO

Kaksno ploskev opise premica, ko jo su€emo okoli dane osi? Nekaj posebnih
poloZajev premice zlahka obvladamo:
a) Premica seka os vrtenja.
b) Premica je vzporedna osi vrtenja.
V obeh primerih premica in os leZita na skupni ravnini, zato iskano
rotacijsko ploskev takoj prepoznamo:

A, B B
plag neomejenega ravnina premica pla¥¢ neomejenega
dvojnega sto¥ca valja

DrugaZe je pri splo¥nem poloZaju premice, ki ga nismo zajeli v a) ali b).

c) Premica in os vrtenja sta mimobeZni.

Tu si bomo pomagali z ravnino, ki bo §la skozi os vrtenja, in si ogledali
presek iskane rotacijske ploskve s to ravnino. Dobljena prese€na krivulja
namre& privrtenju okoli osi opide ploskev, ki si jo Zelimo ogledati.

Ozna&imo s p premico, ki jo bomo zavrteli okoli osi r. PoloZimo skozi p
ravnino I1, ki je vzporedna r. Pri konstrukciji te ravnine si lahko pomagamo
z ugotovitvijo, da na njej leZijo vse vzporednice z r, ki sekajo p. Nato
pravokotno na [l postavimo ravnino @ , ki vsebuje r; premico, vzdol? katere
se sekata I1 in @, pa ozna&imo s s. Na s le¥i prebodii¥e A premice p z
ravnino ®. Na to ravnino vpeljemo pravokotni koordinatni sistem, katerega
ordinato os naj nosi premica r, abscisna os pa naj te¥e skozi A in seka r v
koordinatnem izhodi¥&u O. Ozna&imo z a = OA razdaljo med totkama O in
A.

Brez teZav lahko vidimo, da sta A in O najbliZje leZe&i tocki premic p in
rin je tako arazdalja med pin r.

Zdaj dolo&imo ena&bo krivulje K, v kateri rotacijska ploskev seka ravnino



®. Seveda bomo enaZbo zapisali v koordinatnem sistemu, s katerim smo
opremili ravnino ®. Pravokotno na r postavimo poljubno ravnino Q. Ta naj
seka premice p, r, s zaporedoma v to¢kah P, R in 5. Razmerje dolZin
PS in AS zaradi lege P na premici p ni odvisno od izbire ravnine Q, zato
postavimo k = PS/AS. Z zasukom toZke P okoli osi r naj P preide v totko
T(x,y) krivulje K, ki leZi na ®.

Poglejmo na sliko.
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Upostevajmo tudi, da vella TR = PR in da je trikotnik PRS pravokoten.
Dobimo

xzzﬁz:‘fﬁ2=$§?+ﬁ_§2=(kZ\W§)2+b7'\—2=k2y2+aQ

torej je krivulja K v izbranem koordinatnem sistemu na ® dana z ena&bo
x?2 — k?y? = a?. Potemtakem je K hiperbola, iskana ploskev je dobljena
z rotacijo te hiperbole okrog premice r in jo zato imenujemo (enodelni)
rotacijski hiperboloid.

S tem smo odgovorili na uvodno vprasanje, prispevek pa sklenim z nekaj
opombami in vpradanji za radovednega bralca:



1. Pot, ki naj se pripeljala do rotacijskega hiperboloida, pove, da je
le-ta sestavljen iz samih premic (je premonosna ploskev). Poleg premic, ki
jih dobimo z vrtenjem p okoli r, leZijo na njem tudi premice, ki jih dobimo z
vrtenjem zrcalne slike p’ premice p glede na ® okoli osi r. Glej sliko.

2. Priizpeljavi ena&be krivulje K smo brez besed privzeli, da premica p
ni pravokotna na ravnino ®. Kak3na je rotacijska ploskev, ki jo opige p, &e je
p pravokotna na @7

3. ZadrZimo se $e nekoliko pri opisani konstrukciji. Naj bo g vzporednica
s p in najvsebuje tofke O. Zasukajmo q okrog r, tako da oble¥i na ravnini
®. DokaZi, da smo dobili asimptoto hiperbole K. Dvojni stoZec, ki ga opife g
pri vrtenju okoli r, imenujemo asimptoti¥ni stoZec rotacijskega hiperboloida.

4. Plag& pokon&nega valja z vifino v naj sestavljajo napete elasti€ne
nitke, vzporedne osi valja in pritrjene na robova osnovnih ploskev valja -
krogov s polmerom r. Ce zasu€&emo eno od osnovnih ploskev, torej krog, za
pravi kot okrog sredi’a, pla¥¥ valja preide v del rotacijskega hiperboloida.
Koliksen je kot ob vrhu osnega preseka njegovega asimptoti€nega sto¥¥a?

5. Kaksno telo opige kocka pri vrtenju okoli svoje glavne diagonale?




