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ENAKE VSOTE

Kartončki so opremljeni s številkami od 1 do 9 in zloženi v tri stolpce, kot
kaže slika spodaj levo. Prestavite tri kartončke tako, da bodo stolpci ostali
na svojih mestih, vsota številk pa bo v vseh treh stolpcih enaka .

Seveda je šlo delo gladko od rok, zato enako nalogo opravite še s kar­
tončki , ki jih kaže slika spodaj na desni.

141021 131418
Boris Lavrič
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VERIGA IN OBOK

Ver iga je za nimivo telo. Vsa je gibka, prenese le natezne sile. Llenki so namreč

g ibljivi v vse smeri , le pri nategu se oprejo drug na drugega in kljubujejo dokaj
veliki sili . Trdnost in gibkost sta ugodni lastnosti, ki uvrščata verigo med

nepogrešljiva mehanična orodja.
Veriga, ki jo ohlapno pritrdimo med drevesi , se umiri v značilni legi.

Opazujmo kos verige med naj nižjim členkom A in členkom B nekje blizu
pritrdišča in poiščimo vse sile, ki na t a kos delujejo (slika 1). Najprej je tu
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Slika 1. Zunanje sile na kos verige med č l e n koma A in B "

teža kosa , ki jo sestavljajo teže vseh členkov in deluje navpično navzdol ter
je enaka produktu mase vseh členkov v opazovanem delu ver ige in pospeška

prostega pada 9:

Fg = m 9

Opazova ni del verige je vpet v preostalo verigo . Členek A vleče kos verige

v vodoravni smeri, to je v smeri svoje vzdolžne osi , s silo FA. Llenek B vleče

v smeri svoje vzdolžne osi s si lo FB . Sili FA , FB in težo imenujemo zunanje
sile, ker jih povzročajo telesa , ki jih ne štejemo k izbranemu kosu verige. Sile
med členki opazova nega dela verige pa so notranje sile . O pazova ni kos verige
je sistem, vsa preosta la telesa pa tvorijo okolico. Preostale zuna nje sile (na
primer vzgon v zraku) pa zanemarimo.

Prvi Newtonov zakon omogoča, da zunanje sile podrobneje opredelimo.

Opazovani kos verige miruje. zato mora biti vsota vseh zunanjih sil nanj
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enaka nič. To pomeni, da morata biti teža in navpična komponenta sile FB
nasprotno usmerjeni in po velikosti enaki:

FBsin{3 =mg

Podobno velja za vodoravno kom ponento sile FB in silo Fk

FB cos{3 = FA

Iz obeh enačb sledi

(1)

(2)

tan {3 = mgl FA (3)

kar dobimo, če delimo med seboj levi in desni strani enačb (1) in (2) in
upoštevamo, da je tan {3 = sin {31 cos{3.

Krivulji, ki se prilega prosto viseči verigi, pravimo verižnica . Da pridemo
do nje, si moramo misliti zelo tanko homogeno verigo z zelo velikim številom
členkov. Kot {3 je tedaj kot med tangento na verižnico in vodoravnico, izraz
homogena pa pomeni, da je masa kosa verige sorazmerna z njegovo dolžino.
Vse zapisane enačbe ostanejo pri tem veljavne . Tangens naklonskega kota
tangente na ver ižnico je torej sorazmeren z dolžino 1, ki jo štejemo od točke,

v kateri je tangenta vodoravna (slika 2).

y

A

ta ngenta na verižnico v točki B

x definicija verižnice: tan {3 cx I

Slika 2. Pri verižnici je tangens naklonskega kota tangente v poljubni točki B sorazmeren
z dolžino krivulje med točko A , v kateri je tangenta vodoravna, in izbrano točko B.

Naredimo verigo. katere členki so kamniti in povezani med seboj s
kaveljčki, ki so skriti v vdolbinicah sredi kamnov (slika 3). Sosednja kamna

sta tako oblikovana, da se z ravnima vzporednima ploskvama skoraj dotikata.
Izbran kamen vlečeta soseda s silama, ki sta pravokotni na ravni ploskvi

kamna . Postavimo zdaj to"verigo" na glavo, pa dobimo kamnit obok. Kamni
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se dotikajo drug drugega , izbrani kamen sedaj sosednja dva stiskata s prav
tako velikima silama, kot sta ga prej vlekla vsaksebi. Obok v obliki pokončne

verižnice je zato trden in se ne zruši pod lastno težo.
I

Slika 3. V obo ku v obliki p okončn e veri žnic e so kamn i le sti snj eni , obo k je trden in ne
poka .

Do tega pomembnega spoznanja je prvi prišel Anglež Rob ert Hooke, znan
po zakonu o razteza nju prož nih te les . Skupaj z arhi tektom Christoph erje m
Wrenom je pomagal gradit i Lond on po znanem velikem poža ru v sedemnaj­
st em stoletju. Mnog i poznava Ici arh it ekt ure so prepr iča ni, da je Wren uspešno
uporabil misel o obrnjeni verigi pri n ač r tova nj u velikih stavb , na primer cerkve
sv. Pavla v Londonu .

Misel o obrnjeni verig i je vredno up orab iti tudi pri gradnji kupol z zidaki.
Gradbeni elementi so v kupo li le stisnjeni , če j e kupola v navpičnem prerezu
po dobna pokončni verižni c i. Kupole drugačnih oblik rade pokajo . Tega

1 Prokopij iz Cezar eje , Pod Ju stinijanovim tez /om , Cankarjeva za lož ba , Ljubljana ,
1961

2 Slepi: verjetno provizorični gradbeni deli , ki so jih po dokončanju ob oka odstranili.

3 Antemij, Izidor sta bila vodilna arh it ekta svojega ča sa in vodj i del pri gradnji Hagie

Sophi e .
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verjetno ni poznal Michelangelo pri gradnj i cerkve sv . Petra v Rimu. Z
vzdrževanjem njegove kupol e imajo Italijani danes precej sitnosti . Kupolo so
na spodnjem koncu , kjer najbolj poka, opasali z vrsto jeklenih obročev, ki
delno preprečujejo nadaljnje poškodbe. Vprašanje pa je, če bi bila" pravilna"
kupola prav tako lepa, kot je Michelangelova.

Danes gradijo kupole iz železobetona ali podobnih materialov. Kupole
so tanke in lahke, lupina pa tako trdna, da brez težav prenese tudi velike
upogibne obremenitve.

Zgodovinar Prokopij iz Cezareje l takole hvali cesarja Justiniana obgradnji
Hrama Svete Modrosti (Hagie Sophie v Carigradu) v šestem stoletju našega
štetja:

"Cesar je sodeloval pri gradnji ne samo z denarjem ampak tudi z na­
pornim miselnim delom in z vsemi silami svoje bogate duševnosti, kot bom
razložil v nadaljevanju. Eden od obokov, oo . - arhitekti jih imenujejo tudi 're­
bra' (Iorei), je bil že na obeh straneh sezidan, le na sredini še ni bil dovršen,
ampak je čakal zaključne obdelave. Slopi (pessoi) 2, na katerih je temeljila
celotna konstrukcija, niso mog li več vzdržati gmote, ki je pritiskala nanje,
nenadoma so se v njih pojavile razpoke in zdelo se je, da se bodo vsak čas

sesuli . Antemij , Izidor 3 in njuni sodelavci so se ob tem prestrašili; ker si s
svojo tehniko niso vedeli pomagati, so vso zadevo sporočili cesarju . In cesar
je brž velel obok do kraja dovršiti. Pod čigavim vplivom je to storil, ne vem ­
mislim pa, da pod božjim navdihnjenjem, saj sam ni bil izvedenec v gradbeni
stroki . 'Ko bo obok počival sam na sebi', je dejal 'ne bo več pogrešal opore
od spodaj. ' ln če ne bi bilo prič, ki lahko potrdijo resničnost te zgodbe, bi me
gotovo imeli za prilizovalca, ki mu ni mogoče verjeti. Ker pa živi še mnogo
ljudi, ki so na last ne oči videli, kaj se je zgodilo, lahko brez oklevanja zgodbo
pripovedujem do kraja. Arhitekti so izpolnili cesarjev ukaz : svod se je brez
nevarnosti lepo usločil in praksa je potrdila pravilnost cesarjeve zamisli. Tako '
je bil ta svod dovršen ."

Andrej Likar

PRAVOKOTNI TRIKOTNIK

Eden od kotov pravokotnega trikotnika meri 15°. Dokaži, da je polmer
njegovega očrtanega kroga geometrična sredina njegovih katet . Geometrična
sredina števil a in b je .;ab.

Dragoljub M. Miloševic

prevedel Boris L avrič



134

POPOLNI KVADER

Eden zelo starih , lahko razumljivih, vendar do današnjih dni nerešenih pro­

blemov je poiskati kvader, ki bi imel za dolžine vseh stranic , vseh stranskih

in tudi glavne d iagonale celoštevilske vrednosti. Poiskati bi bilo treba sedem

naravnih števil a, b , C, dl , dz, d3 in d, ki so povezana z naslednjimi enačbami

Kvadru , ki bi imel tako lastnost, bomo rekli popolni kvader. Kljub števil­

nim poskusom, tega problema še do danes ni uspelo razrešiti . Ni uspelo najti

nobene sedmerice nara vni h števil , ki bi hkrati zadoščala zgornjim enačbam,

niti ni uspelo dokazati, da take sedmer ice ni. V zadnjem času so si poskušal i

pomagat i tudi z vse zmogljivejšimi ra čunalniki, vendar so uspeli , le prev eriti ,

da ne obstaja popoln kvader, s st ran icami , katerih dolžine ne presegajo nekaj

deset tisoč. Seveda pa s tem odgovora še ni. Ker matematiki niso uspeli

rešiti zgornjega problema v celoti, so nekoliko popustili v naštetih zahtevah .

Zahtevali so, da je le šest od zgornjih količin celoštevilskih. Le se po vrst i

odrečemo , da je dolžina glavne d iagonale , ene od stransk ih diagonal , o ziro ma

ene od stranic naravno štev ilo , dobimo tri nov e prob leme . Vendar pa tudi t i

niso čisto enostavno rešljivi , izkazalo pa se je, da im a vsak od njih neskončno

rešitev . Pokazali bomo, kako je uspelo najti n eskončno mnogo rešitev za dva

od teh problemov .

Problem 1. Poišči kvader, ki ima za dolžine stranic in stranskih diagonal
naravna števila.

Rešiti moramo torej sistem naslednj ih treh enačb

v naravn ih števil ih a, b , C, dl, d2 in d3. Zapišimo najprej a v obl iki
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a = ±(ps - c2/(ps))/2, kjer sta zaenkrat p ln S še poljubna . Na koncu

bomo vzeli tak znak, da bo število a pozitivno . Izračunajmo

1 c4 4c 2 1 c2
a2 + c2 = _(p2 s2 _ 2c 2 + __) + _ = -(ps+ _)2

4 p2s2 4 4 ps

Dobili smo kvadrat , vendar zaenkrat racionalnega števila. Podobno posta­

vimo b = ±(qs - c2/(qs))/2, kjer je tokrat q zaenkrat še poljubno
naravno število, s pa isti kot zgoraj. Na isti način kot prej dobimo

1 c2
b2 + c2 = - ( qs + - f

4 qs

Oglejmo si še , kako je z vsoto kvadratov prvih dveh neznank

Najprej izberimo števili p in q tako, da bo p2 + q2 = r2, torej naj bo

(p , q, r) pitagorejska trojica . Sledi

1 r 2c4
a2 + b2 = _(r2s2 _ 4c 2 + )

4 p2 q2s2

Sedaj pa izberimo število s tako, da uničimo zadnja dva člena . Torej

5= rc/(2pq). Da se v tem izrazu znebimo ulomka, postavimo c = 2pqt,
torej, s = rt, kjer bomo tudi t še naknadno določili. Pojdimo sedaj po vrst i

nazaj. Najprej je a2 + b2 = r2
5

2/ 4 = r4 t2/4 ln

a = ± ( p r t - 4pq2t/ r )/ 2

Iz obeh izrazov vid imo, da je sm iselno izbrati t = 2r, oziroma s =
=2r 2 in dobimo a =±(pr2 - 4p q2) in podobno b =±(qr2 .; 4p2q),
saj tu p in q vlogi zamenjata. Vrnimo se k tretji stranici c = 2pq .2r =
= 4pqr. Ali so vsote kvadratov zopet kvadrati naravnih števil? Izraču­

najrno

a2 + c2 = (2pr 2 + 8pq2f /4 = (pr2 + 4pq2)2

b2 + c2 = (2qr 2 + 8p2q)2 /4 = (qr2 + 4p2q)2
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Našli smo torej za a, b , c , dl , d2 in d3 naslednjo množico rešitev

a = p l4 q2 - r21, b = q l4 p2 - r21, c = 4pqr

dl = r3
, d2 = p( 4 q2 + r2) , d3 = q( 4 p2 + r2) (1)

pri čemer mora bit i (p , q , r) pitagorejska trojica . Za p in q la hko uporabimo

znane obrazce: p = u2 - v 2, q = 2uv, r = u2 + v 2, u , vEN , U > v
(gI. npr. Presek, 14, str. 274) in spoznamo, da imamo neskončno kvadrov ,
ki imajo vse tri robove in vse tri stranske diagonale celoštevilske. Kvadri, ki

jih dobimo po zgornjih obrazcih, se imenujejo tudi Eulerjevi kvadri. Zapišimo

nekaj konkretnih primerov takih kvadrov

P
3
5
15

q
4

12

8

r
5
13

17

a
117

2035

495

b
44

828
4888

c
240

3120

8160

dl
125

2197

4913

d2
267

3725

8175

d3
244

3228
9512

Izkaže se, da z zgornjimi obrazc i ne dobimo vs eh reš it ev problema 1. Na

primer kvader s stranicami 85, 132,720 je rešitev zgornjega problema , venda r

ga ne dobimo iz zgornjih obrazcev. Diagonale ima namreč po vrsti 157 ,725

in 732 in nobena ni oblike r3 , r EN. Očitno so vsi večkratnik i rešitve

zgornjega problema zopet rešitve , velja pa tudi tole: če je kvad er s stranicam i

(a , b , c) rešitev problema 1, je tud i kvader s stranicami (ab , bc , ac ) rešitev

tega problema, v kar se lahko vsak sam prepriča . Na ta način še obogatimo

množico rešitev prvega problema , vendar tudi s tem še ne dob imo vseh rešitev.
Pojavi se vprašanje , ali ima kakšen od dobljenih kvadrov tudi tel esno diagonalo

celoštevilsko . Na ža lost se je izkazalo , da ne . Ker s tem i rešitvami problema

1 nismo izčrpali vseh , s tem ni rečeno , da ne obstaja kvader , ki bi im e l vseh

sedem nastopajočih količin celoštevilskih .

Problem 2. Določi kvader, ki ima za dolžine vseh stranic, glavne
diagonale in dveh stranskih diagonal celoštevilske vrednosti.

Vzemimo, da za d3 ne za hteva mo ce loštev ilske vred nosti . Iščemo torej

šesterico naravnih števil, ki so povezana z enačbam i
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Ker sta (a, b , dl ) ln (a , c, d2) pita gorej ski troji ci, jih kot vemo lahko
pišemo v obliki

a = t.2U 2V2 , c = t(u~ - vi ) , d2 = t(U~ + vi)

kjer so s , t , Ul , uz . vi . v2 E N, ul > vi . U2 > v2 in zaenkrat še
poljubni . Ker morata oba produkta za a dati isto vrednost, izberim o 5=

U2 v2, t = Ul vI . Na razpolago imamo še štiri parametre, pustili bomo
zaenkrat tri med njimi neodvisne in postavili U2 = p , v2 = q , Ul = 2r,
vI = p+ q, kjer p , q , r E N . Za stranice in stranski diagon ali sedaj dobimo

a = 4pqr(p + q), b = pq(4r2 - (p + q) 2), c = 2r(p + q)(p2 _ q2)

dl = pq(4r2 + (p + qf), d2 = 2r(p + q)(p2 + q2)

Izpolniti moramo še t retjo enačbo v naravnih številih a2 + b2 + c2 = d2

ozr rorna df + c2 = d 2 . Dob imo

Ali se da izraz na desni spravit i na popoln kvadrat pri primerni izbiri para­
metrov p , q in r? Izkazalo se je , da to zagotovo gre , če so v naslednji
zv ez :

. (2)

Ce to, upoštevamo, po malo daljšem računu zgornj i izraz prevedemo na obliko

kar pa zopet lahko poenostavimo , če upoštevamo zvezo (2)

Nazadnje la hko povzamemo: če izberemo p , q in r tako, da so rešitve enačbe

(2) v naravnih številih, so števila a, b , c , dl in d iz zvez

a = 4p q r( p + q) , b = pq(3r2 - pq) , c = 2r(p + q) lp2 _ q2\.
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rešitev problema 2. Pri tem smo pri stran ici c pisali absolutno vrednost,

da ni treba pisat i zahteve p > q . O diofantsk i enačbi (2) je Presek pisal

nazadnje v 5. številki 16 . letnika . Od tam lahko razberemo, da dobimo

bogato m nožico rešitev te enačbe z obrazci

U , v E N , U > v

Te izraze bi sicer lahko vstavili v zgornje zveze, vendar bi dobili precej nepre­

gledne obrazce. Zapišimo nekaj kvadrov , ki jih dobimo na ta način

P
3
8
5

q
5
7

16

r
7
13
19

a
3360

43680
127680

b
1980

25256

80240

c
1792
5850

184338

dl
3900

50456

150800

d2
3808

44070

224238

d
4292

50794

238162

•

Hitro lahko opazimo, da imajo reŠItvene šestorke skupne faktorje. Le na

primer prvo delimo s 4 , dobimo kvader s stranicami (840,448,495) . Zopet

se izkaže, da z zgornjimi obrazci ne dobimo vseh rešitev problema 2. Med

drugim ne dobimo kvadra s stran icami (104 ,153 ,672) , ki je najmanjši kvader •

med rešitvami problema 2.

Problem 3. Polšči kvader, ki ima za dolžine dveh stranic, vseh stranskih
in glavne diagonale naravna števila .

Vzemimo, da na primer c ni nujno naravno število, očitno pa je njegov kvadrat

naravno število in ga označimo z e . Naša zahteva je sedaj poiskati naravna

števila a , b, e, dl , d2, d3 in d tako , da bodo izpolnjene enačbe

Tudi za ta problem je us pelo najti neskončno reš itev . Ker je zopet izpel­

java malo daljša , jo tokrat izpustimo . Zapišimo samo nekaj konkretnih reš itev
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a b dl d2 d3 d
520 576 776 943 975 1105
124 957 965 3724 3843 3845
969 1480 1769 2775 2992 3145

Za konec še dve nalogi :

1. Dokali, da tri paroma tuja naravna števila ne morejo biti dolžine robov
popolnega kvadra .

2. Dokali, da je prostornina Eulerjevih kvadrov število, ki je deljivo vsaj s

720.
Edvard Kramar

~TEV I L S K I TRAP EZ

Trapez sestavi iz števi l tak o , da zapišeš na krajšo zgornjo osnovnico števili 2
in 1, na levi krak sam e dvojke in na de snega same en ice . Vsako nižjo vrsto

dob iš kot pri Pasca lovem t rikotn iku, tako da za pišeš med števili zgornj e vrste

njuno vsoto . T a ko sestavljajo drugo vrsto števila 2,2 + 1 = 3 in 1, tretjo 2,
2+ 3 = 5, 3 + 1 = 4 in 1, .. .

1. vrs ta 2 1

2 .vrsta 2 3 1

3 .vrsta 2 S 4 1

4 .vrs ta 2 7 9 S 1

S.vr sta 2 9 16 14 6 1

6 .vrsta 2 11 1

7 .vrsta 2 1

1. O g lej si številski t rapez , vp iši manjkajoče števi la in dodaj še nekaj vrst.

2. Ugo tov i povezavo me d števili na vzpcredn ica h k o be ma krakoma .

3 . Ali je vsota števi l vsake vrste de ljiva s 3?

Milena Strnad
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VEl:KOTNIKI NA KVADRATNI MREŽi

Na mreži iz kvadratkov ploščine 1

leži večkotnik , ki ima oglišča v kr i­

žiščih te mreže. Koliko meri nje­

gova ploščina? Nekaj spretnosti za­

dostuje , da jo določimo brez večjih

težav; formula, ki jo nameravamo

obravnavati v tem prispevku, pa

nam delo zelo olajša. Ploščina je

namreč enaka

p = r / 2 + k - 1

/~ l-f' r-,
, I r-,
1"1 l-i-~

.."i-" I r-, ./V\

" 1 \
['\ IJ

1\ "" I
1\ I r-,
\"! l' '/

11

kje r je r število križišč mreže, ki leže
na robu lika, k pa število križišč v r = 24 k = 39

notranjosti večkotnika.

Zapisano enakost je odkril leta 1899 matematik Pick in se zato im e n uj e

Pickova formula . Lani je to formulo angleški dijak Skevington z majčkeno

pomočjo svojega učitelja matemati ke posplošil na večkotn ike z večkotniškimi

luknjami. Ugotovil je, da ploščina večkotnika z I luknjami meri p = r /2+

+k + 1- 1.
Najprej bomo postopoma dokaza li Pickovo formulo, do posplošitve pa

bo potem potreben le še korak.

1. Enos tavni paralelogrami in trikotniki

Položimo na obravnavano kvadratn o mrežo ravnino ffi.2 = ffi.xffi. , tako

da bodo točke s celoštevilskimi koord inatami pokrile točno vsa križišča mreže .

Seveda tedaj k r ižišča tvorijo m nožico ~2 = 7f,x 7f,.

Namenimo zdaj nekaj besed para lelogramom z oglišči v 7f,2. Naj bo P
takšen para lelog ram. Ta določa novo mrežo, sestavljeno iz skladnih paralelo­

grarnov, ki jih dob imo z vzporednimi prem iki paralelograma P (glej sliko).

Označimo z M(P) mnolico vseh križišč te mreže in povabimo bralca,
da dokaže naslednji trditvi.

TI Množica M(P) je vsebovana v 7f,2 .

T2 Tri različne točke iz 7f,2 50 oglišča treh različnih paralelogramov
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PI. P2 in P3 . Vsi trije določajo mreže z istimi križišči, torej: M( PI) =
= M(P2) = M(P3)'

•

M P)

Naj ima paralelogram P eno oglišče v točki O = (O, O). dve drugi pa v

točkah Ain B . Z uporabo rezultata druge trditve vidimo, da se celoštevilski
večkratniki vektorja OA končajo v tistih točkah množice M(P), ki ležijo na

nosilki daljice OA. Podobno velja za celoštevilske večkratnike vektorja OB .
Od tod hitro sledi, da konci vektorjev oblike

mOA + nOB , m , n E J1,

tvorijo množico M(P) .

",.
,.,.

,. .-
,.,.

i B
~'"

,..". " --1. 'o

' (9 ./
, J O~

,.

"""- -4-.J i

A " 40A+ 20g- --~, I

.....' . 0 0

4
1:5"A i'" .0 '....,, ,

"-,
"

Slika 1.

I /.~

" ~
r

~~

/' .?,/'

I
I / 7

""'lillr:
~-..

-..;:: ::::::::"-
/

Enostavni paralelogrami in trikotnik i
S lika 2 .
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Naslednja definicija nam bo skrajšala nadaljnje pisanje.

Paralelogram (oz iroma trikotnik) z oglišči v 11/ je enostaven, če razen

oglišč ne vsebuje nobene točke iz E2 .

Bralec se bo brez težav prepričal o naslednjih lastnost ih enostavnih pa­

ralelogramov in trikotnikov.

T3 Če je trikotnik z oglišči A. B, CE E2 enostaven, so vsi paralelogrami
z oglišči v točkah A, Bin Cenostavni.

T4 Paralelogram P z oglišči v E2 je enostaven natanko takrat, kadar
množica M(P) sovpada z E 2 .

Ploščino p trikotnika z ogl i šči A = (al . a2) . B = (bl . b2) , C = (Cl . C2)
lahko izračunamo po znani formul i

Le oglišča leže v množici E 2 , je na desni strani formule celo število , torej
ploščina takšnega trikotnika meri vsaj 1/2 . Kateri trikotniki imajo ploščino

enako 1/2? Odgovor da naslednji izrek .

IZREK 1. Trikotnik z oglišči v E2 ima ploščino enako. 1/2 natanko
takrat , kadar je enostaven.

Dokaz. Den imo, da trikotnik z ogli šči A, B . C E E 2 ni enostaven. Potem

vsebuje vsaj eno točko D E E 2 , ki ni njegovo oglišče. Le D leži v notra njosti
trikotnika A Be. ta razpade na trikotnike A B D . B CD in CAD , zato meri
njegova ploščina vsaj 3/2. Le pa D leži na stranici trikotnika A Be. j e ta
sestavljen iz dveh manjših, zato njegova ploščina meri vsaj 1. Torej je trikotnik

A BC sploščino 1/2 nujno enostaven .
Naj bo zdaj trikotnik z oglišči A, B , C E E 2 enostaven in P paralelogram

z oglišči A, B . C in D. Po trditvi T3 je tudi paralelogram P enostaven , torej

T4 pove, da velja M(P) = E 2 .

Brez škode za splošnost dokaza smemo privzeti, da oglišče C leži v
izhodišču O = (O . O). Ker konci vektorjev oblike (*) tvorijo E2, obstajata
taki celi števili m in n, da velja

mOA + nOB = OS . kjer je 5= (1 . O)

Za A =(al . a2) in B = (bl , b2) je zato
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mal + nb l = 1

ma2 + nb2 = O

Od tod brez težav dobimo enakosti

m(al b2 - a2bl) = b2

n( al b2 - a2 bl) = - a2

ki povesta , da celo število

deli b2 in a2. Le namesto točke S vzamemo točko T = (O, 1), na enak način

kot prej vidimo, da d deli tudi al in bl . Potem pa je d = al b2 - a2 bl deljiv
z d2 in zato enak -1 , O ali 1. Ploščina trikotnika ABe je različna od nič in
po formuli (F) meri

torej je enaka 1/2. S tem je dokaz sklenjen.

2. Pickova formula in njena posplošitev

Dokaz Pickove formule bomo naslonili na prvo poglavje in na članek

Triangulacije večkotnikov iz te številke Preseka.
Naj bo r točk iz 7l,2 na robu večkotnika z oglišči v 7l,2, k pa v njegovi

notranjosti. Napravimo triangulacijo z oglišči v teh r + k točkah. Vsak
trikotnik iz triangulacije ima le oglišča v 7l,2, zato je enostaven in ima po
izreku 1 ploščino enako 1/2. Izrek 2 iz prej omenjenega članka pove, da je
v triangulaciji r + 2k - 2 trikotnikov, torej meri ploščina večkotnika p =
= r/2 + k - 1.

Pickova formula je tu , njeno posplošitev pa strnimo v naslednji izrek.

IZREK 2. Večkotnik z oglišči v 7l,2 naj ima I večkotniških lukenj, ki se
ne dotikajo ena druge ali roba večkotnika in imajo oglišča v 7J.,2. Ce je r točk

množice 7l,2 na robu peeluknjenege večkotnika, k pa v njegovi notranjosti,
meri njegova ploščina

p = r /2 + k + 1- 1
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1/

r =72

k =49

I = 2

Dokaz . Označimo večkotniške luknje z VI, V2, .. . , v" nepreluknjani več­

kotn ik pa z Vo . Naj r; točk iz lf,2leži na robu večkotn ika \Ij (i = 1,2 , ... , 1), ki
točk iz Z2 pa v njeg ovi notranjosti. Preštejmo točke iz lf, 2 narob u preluk­
njanega večkotnika:

r = ro + rl + ... + rl

na to pa še vse točke iz lf,2 , ki ležijo v not ranjosti nepr eluknjanega večkot n i k a

Vo :

Po P ickovi formuli je ploščina \Ij enaka Pi = rj/2 + k, - 1, zato ploščina

p eluknja nega večkotnika meri

P = Po - (PI + ... + PI) =
= ro/2 + ko - 1 - (rI/2 + ... + rl/2 + kI + ... + ki) + 1=

= ro/2+k+(rl + ...+ r,)+(k1+. ..+kl)-(rI + ... +r,)/2-(kl + .. .+k,)+1-1 =1
= (ro + rl + .... + rl) / 2 + k + 1- 1 = r / 2+ k + 1 - 1

Izrek je dokazan, bralca pa čaka še nekaj nalog.

1. Dokaži , da enakostranični trikotnik ne more imeti vseh treh oglišč v
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2. Naj ima daljica le krajišči A in B v 7l2 • Potem obstaja tak CE7/,2,
da je trikotnik A BC enostaven .

3. Po išči vsaj en prsluknjani večkotnik z oglišči v 712 in s ploščinc p = 3.
4. Dokaži, da meri ploščina preluknjanega večkotnika z 1večkotniškimi

luknjami in z oglišči v 712 vsaj (51 + 1)/2 in da se ta ocena ne da izboljšati.

Boris Lavrič

Opomba : O Pickovi formuli je pisal tudi 1. Pucelj v Preseku P-V /1.

POGOVARJAJMO SE S POMOČJO RAČUNALNIKA
- Rešitve nalog s st r. 86

ENADVA .. . T ISO?::: s pomočjo pa pirja in svi nč nika ugotovimo, da je
t i soča črka z leve S v besedi triinoSemdeset , tisoča z desne pa O v besedi
devets tOšesti npetd eset.

1111 IIIV ... M: uga nko naj lažje reši mo s pomočjo ra č un a lnika . T iso če č r ka

z leve je levi C iz števi la CCXXII (222), medt em ko je ti soča z des ne st ran i
desn i C iz štev ila DCCCLIII (853) .

S LEPARSK I CIGAN: Cigan lahko s ta kimi stavam i do bro zasl uži, ker so
stave za nj ugod nejše ! Recimo, da poteg ne iz vreče karto , ki je zgo raj bela.
Potem so enako verje tni t rije ( in ne dva!) primeri :

B B B
BB C

Prv i in drug i prime r z leve se med seboj razlikujeta! Vsakič je zgo raj dr uga
st ran . Torej cigan ugane ba rvo spodnje stra ni z verjetnostjo ~ in ti seve da
pobere ves dena r.

TELEVIZIJSKI KVIZ: Gost od daje si mora premisliti! Recimo naj prej ,
da si ne premisli. Ker vzt raja pri svoji odločitvi, je vprašanje , a li si hoče

premis lit i, brez pomena . Nagrado zada ne z verjet nostjo ~ . Le pa si premisli
in pokaže preostala od t reh vrat, ima ~ možn os t i, da so ta vrata prava .
Pog lejmo za kaj : bist vo je v t em, da , če prv i č po kaže prava vrata (za to ima ~

možnosti), potem, ko si prem isli nagrad o izgubi, če pa najprej pokaže praz na
vrata (za to ima ~ možnost i), potem , ko si premisli, nagrado zago to vo dobi .

Jernej Čop



146

NASLOV

Kaj je skupnega besedam 'beseda', ' t ri ' in naslovu tega prispevka? Na nek
način opisujejo same sebe. Beseda 'NASLOV' nastopa na mestu naslova,

beseda 'beseda' ,opisuje pojem besede in je tudi sama beseda . beseda 'tri'
pa opisuje število tri in je sestavljena iz treh črk. Ali obstaja poleg besede
'tri ' še katera . ki sebe opiše na tak način? Kar štejrno: štiri, pet . šest . sedem .
osem , devet . deset. ..; Počasi izgubljamo upanje. da bo mogoče naslednje
število pravo. Pri dovolj velikem številu upanje opustimo in zaključimo . da
ga ni. Kako pa je s takim i besedami v drugih jezikih? V angleščini je taka
beseda 'fo ur ' v nem ščini 'vier', v lat inščini je sploh ni•. .. Posebno mesto med

besedam i. ki opisujejo same sebe . ima beseda 'jaz' . Poleg tega . da govori o
sebi . govori tudi o osebi . ki jo izgovarja.

Poleg besed poznamo tudi stavke. ki opisujejo sami sebe. Npr .: 'Ta
stavek vebuje slovnično napako ', 'Ta stavek brez glagola' • 'V tem
stavku je lest besed', 'Ta stavek ima enaintrideset malih črk·.... Da
najdemo zadnji stavek je potrebno že malo več truda. Pa poskusimo najti
stavek oblike 'Ta stavek ima črk ' . Po nekaj poskusih vstavitve besede
za število črk in štetju črk opaz imo. da se nam reš itev izm ika. Kljub temu .
da ne preverimo vseh števil . zaključimo, da rešitev ne obstaja . Toda pravi
matemat iki dvomijo v vsako trditev , ki je ne znajo dokazati . Kako pa bi
dokazali naš zaključek, da rešitev ne obstaja?

Zanimivo je tudi vprašanje, ali je stavek 'Ta stavek vebuje slovnično

napako' pravilen . Le vzamemo za kriterij pravilnosti slovnično pravilnost .
potem seveda ni pravilen . Kaj pa če vzamemo za kriterij pravilnosti resničnost

tega. kar stavek govori? Ze res, da stavek vsebuje slovnično napako, ampak
stavek pravi . da 'vebuje' slovnično napako! O čem torej stavek sploh govori?

Mogoče se kdo še spominja naloge, objavljene v P IX-4 . Naloga je
zahtevala. da v stavek

'V tem stavku O nastopa __ krat.
1 nastopa __ krat.
2 nastopa __ krat .
3 nastopa __ krat.
4 nastopa __ krat .
5 nastopa __ krat .
6 nastopa __ krat,
7 nastopa __ krat,
8 nastopa __ krat .
9 nastopa __ krat.

•
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vpišemo na črt ice števila, pisana na običajen način, tako da bo stavek govoril
resnico. Poleg tega pa je naloga še zahtevala, da poiščemo vse rešitve. Kako

se naloge lot imo?

Rešitev predstavimo z vektorjem (XO . Xl. oo . xg). Komponenta Xi

nam pove , kolikokrat v stavku nastopa številka i . Kom ponente vektorja so
torej števila, s katerimi štejemo, to pa so ravno naravna števila. Rešitev
lahko iščemo s sistematičnim pregledovanjem 'vseh možnih' vektorjev , s
poizkuša njem in popravljanjem ali pa z enostavno metodo, ki jo bomo upora­
bili kasneje za reševa nje podobne, a za htevnejše naloge.

S sistematičnim pregledovanjem bi gotovo prišli do rešitve, če ta seveda
obstaja , vpraša nje pa je, koliko časa bi za to potrebovali. Vseh vektorjev
ne moremo pregledati, saj jih je neskončno mnogo . Torej moramo iskanje

omejiti. Vektorji, katerih komponente so velika števila, za rešitev ne pridejo
v poštev . Za vsako številko lahko razmislimo, največ kolikokrat bi se lahko
pojavila v rešitvi . Npr .: številka 9 se v rešitvi verjetno ne bo pojavila več

kot 3-krat. Tako pridemo do vrednosti komponent, za katere je še smiselno
pregledovati vektorje . Pomagamo si lahko z računalnikom . Vgnezd imo deset
for stavkov in za vsako kombinacijo števcev preverimo , če je rešitev. Zarad i
enostavnosti naj vsi števci for stavkov tečejo od 1 do 20.

for xO :=l to 20 do
for x1:=1 to 20 do

for x9 :=1 to 20 do
if resitev(x) then izpisi(x) ;

Logična funkcija 'resitev' vrne vrednost 'true', če je vektor X rešitev. in
' fa lse ' , če ni. Podprogram 'iz pis i' pa iz piše vektor x. Tako bomo prever ili vse
vektorje med (1,1,1,1 ,1,1,1 ,1 ,1,1) in (20,20,20 ,20,20,20,20,20 ,20,20), teh pa
je kar 2020 . Le bi lahko računalnik preveril 1000 vektorjev v sekundi. bi za to
delo potrebovali več kot tristo let! Le pa bi bile zgornje meje vrednosti v for

stavkih po vrsti naslednje: 3,13 ,5,5,4,4,3 ,3,3,3, bi za to delo potrebovali" le"
21 minut. Zakaj ravno take zgornje meje? Določil sem jih po" občutku" - čim
nižje so, bolj nevarno je, da izpustimo vektor, kije rešitev. Vidimo, da si lahko

z ustreznim razmislekom in nekaj tveganja prihranimo veliko časa . Takemu
sistematičnemu pregledovanju možnih rešitev pravimo metoda grobe sile .
Običajno je primerna za reševanje problemov majhnega obsega.

Še najhitreje pridemo do rešitve s svinčnikom in radirko v roki , s poskuša­

njem in popravljanjem . Poznam dve rešitvi in ne dvomim dosti , da sta edini.
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Le s poskuša njem ne uspete najti obe h, vam bo to gotovo uspelo s pomočjo

naslednje preproste metode .
Izmislimo si poljuben začetni vektor, npr . (1,1,1,1,1 ,1,1 ,1,1,1). Le v

stavek vstavimo ta vektor, je stavek nepravilen . Sedaj izračunamo naslednji
vektor tako , da bo pravilno opisoval stavek z začetnim vektorjem. To je vektor
(1 ,11,1,1 ,1,1,1,1,1 ,1). Ker je stavek še vedno nepravilen , računanje nasled­
njega vektorja ponov imo. Dobimo (1 ,12 ,1 ,1 ,1,1 ,1,1,1 ,1),
(1 ,11 ,2 ,1 ,1,1 ,1 ,1 ,1,1) , (1,11 ,2 ,1,1 ,1,1 ,1 ,1 ,1), oo . Že po treh korakih smo prišli
do rešitve. To rešitev označimo z ro , drugo , ki jo boste našli sami, pa z rl .

Na sliki 1 je diagram poteka za pravkar opisani postopek .

1. preberemo začetni vektor VO

2. s pomočjo vektorja V O izraču­

namo vektor VI

3. če sta vektorja VOin VI enaka,
izpišemo rešitev VO in konča­

mo, drugače pa VO posta ne e­
nak VI in postopek nadalju­
jemo na 2.

I

Slika 1. Dia gr am poteka

Nap išimo še program , ki bo izvaja l ta postopek .
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program sam oOpis:
lype vek to r= array [0 ..9] of int eger;
var vO,v1;vekt or;

i,kora k:int eger ;

procedure izracun(var v l :vekto r;vO:vekto r);
{ s pomoejo vek torja vO izraeunamo vektor vI}

begin
for i:=O lo 9 do v1[i]:=1 ; { vrednost komponen t vektorja vI

je najmanj I } ·
for i:=O lo 9 do

while vOli) <> O do begin
{ vOli] ko m po nen to delim o na eifre in poveeamo}

v1[vO[i] mod 10] :=v1[vO[i] mod 10) +1 ;
{ ust rezno komponento vI}

vO[i]:=vO[ i] div 10 ;
end ;

end ; { izraeun}

funclion enaka (vO,v1 :vektor):boolea n;
{ =true , ee st a vektorje vO in vl. enaka, = false druga ee}

var ee naka :boolea n;
begin

ee naka := t rue;
i:=O;
while ee naka and (i :s 9) do begin

if vOli] <> v1[i] the n ee na ka :=fa lse ;
{ vO in vl. primerjam o po komponentah}

i:=i+1 ;
end ;
en aka: =eenaka ;

end; { enaka}

begin {samoOpis}
writeln;
writeln(,Zacet ni vekt o r: ' ); {vnos zaee tnega vekto rja}
for i:=O lo 9 do read(vO[i]) ;
v1:=vO;
korak .e-O:
repeal { ponav ljam o pos topek dokler nista vO in vI enaka }

vO:=v1 ;
izracun(v1, vO);
kora k.eekora k-j-L;
write (kora k:3 ,' . ' ) ; { izp is za porednega koraka in vektor]e vf }
for i:=O lo 9 do write(v1 [i],' ') ;
write ln;

unlil en aka( vO,v1 );
writ e(,Res it ev: '); { izpis resitve}
for i:=O to 9 do write (vO[i],' ' ) :

end . {sam oOpis}
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Po vnosu začetnega vektorja, program ponavlja postopek tako dolgo,

dokler ne najde rešitve . Po nekaj poskusih ugotovimo , da nekater i začetni

vektorji ' ko nve rgiraj o ' k rešitvi ro , nekateri k rešitvi rl , vsi ostali pa se

ujamejo v nek cikel in ne pripeljejo do rešitve .

Da se bomo lažje izražali , se dogovorimo za nekaj pojmov . Rekli bomo,

da je oddaljenost vektorja VI od vektorja V2 enaka n, če naš postopek pripelje

vektor VI do vektorja V2 v n korakih. Stevilu vektorjev, ki se ponavljajo , kadar

postopek ne pripelje do rešitve, bomo rekli dolžina cikla . Z Vn ( v ) bomo

označili množico vseh tistih vektorjev, katerih oddaljenost od vektorja V je

enaka n.
Kako teče postopek za iskanje rešitve, to je" cikla" dolžine 1, smo si že

ogledali, shematično pa je prikazan na sliki 2a . Vsak pravokotnik predstavlja

vektor z 10 komponentami , število v njem pa nam pove , kolikokrat smo

uporabili postopek nad začetnim vektorjem , označenim z vo, da smo dobili

ta vektor. Puščice predstavljajo i z raču n novega vektorja. Postopek končamo,

ko sta dva zaporedna vektorja enaka.

Cikel dolžine 2 lahko iščemo s pomočjo vektorja z 20 komponentami

(slika 2b) . Na vsakem koraku izračunamo nasled nji vektor s pomočjo zad njega

tako, da drugi del naslednjega vektorja izračunamo s pomočjo prvega dela

zadnjega, prvi del naslednjega pa iz drugega dela zadnjega. Tudi tu postopek

končamo, ko sta dva zaporedna vektorja enaka , c ikel dolžine 2 pa smo našli, če

sta dela z 10 komponentrn i različna . Vseskozi moramo torej poznati zadnja

dva vektorja z 20 komponentami . Le pa bi žele li is ka t i cikle kakršnekoli
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dolžine, bi izvajali postopek, kot je prikazan na sliki 2a, pri čemer bi si morali

zapomniti vse vektorje in ob vsakem izračunu novega preveriti ali je morda

enak kateremu izmed prejšnjih. I ," 'Cd'pi
Ali se lahko zgodi, da postopek generira vedno nove vektorje, ne da bi

se ujel v cikel? To bi bil" cikel'Lz neskončno dolžino.

Z računalnikom sem preizkusil , kar precej vektorjev, in edini cikel, ki sem

ga našel, ima dolžino dva. Izmenjujeta . se dva vektorja, ki ju bom imenoval

Co in CI. Ker ju ni težko najti, vam njuno iskanje prepuščarn za vajo.

Paazdelitev vektorjev po množicah in delovanje postopka na njih je

prikazano na sliki 3. Ali so s to sliko zajeti vsi vektorji? Le so, potem sta ro
ln rl edini rešitvi, vektorja Co in Cl pa sestavljata edini cikel.

I I I

I I I

U2 (rl'! ) Ui (rl1 ) rl'! ri .- Ui (ri ) .- U2 ( r i )

U2 (C e) Ui (C ia) C", ;: Ci .- Ui (C i) .- U2 (C i)

Slika 3. Porazdelitev vektorjev in delovanje postopka

I I I

II I

ln sedaj:

Ta stavek, narejen s pomočjo računalnika, vsebuje petindvajset
a-jev, dva b-ja, en c, tri č-je, osemnajst d-jev, sedeminpetdeset e-jev,
en f, en'g. dva hoja. šestnajst i-jev, dvaintrideset j-jev, tri k-je, dva l­
ja, sedem m-jev, enaindvajset nojev, šest o-jev, šest p-jev, devet r-jev,
triindvajset s-jev, pet š-jev, osemindvajset t-jev; tri u-je, devetindvajset
v-jev, dva z-ja, en ž in šestdeset praznih mest : ' !,

Bo mogoče kdo preveril njegovo pravilnost? Da sem prišel do tega stavka ,

sem uporabil zgoraj opisani postopek . Stavek iz prejšnje naloge je opisovala

deseterica števil, ta stavek pa opiše 'šest indvajset erica .'I S~staviti stavek, ki na

tak način opisuje (dokumentira) samega sebe,' je~prJ~~j' <zahtevnejša naloga

od p'rejšnje . Tu se postopek ne ustali tako hitro ~ i t i v rešitvi niti v kakšnemu

ciklu. Za iska nje ciklov sicer' nisem' naredil progra'mt 's e m pa s pomočjo

stolpičnega diagrama opazoval , kako se vektor med ' pos'i'opkom spreminja .

. Le bi bil cikel dovolj kratek, bi to opazil. Za občutek naj povem , da sem za

določene začetne vektorje opazoval -tudi po 1000 korekovpet vsako sekundo .

'P rog ra m j e bil napisanv.turbo 'pascalu"jzvajal 'pa s ~in 'ga ' ~a računalniku IBM
PC-XT, 8MHz . ,'~ • (, <cdl" \fP "~O ,

Program sem preuredil tako, da ' r a ču n a l n i k ' s a'm ' na st a vi začetni vektor,

katerega komponente so slučajna števila med 1 in 80, in ga spusti v postopek.

Le v 50 korakih postopek ne pripelje do rešitve, nastavi nov začetni vektor.

Kolikšna je verjetnost, da program izbere vektor, oddaljen od rešitve največ
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50 korakov? Kaj vpliva na izbiro optimalnega števila korakov, ki j ih mora

prehoditi začetni vektor. dokler ga ne zamenjamo z novim? Pri tem moramo
upoštevati tudi čas . to je našo nestrpnost.

Program za iskanje samodokumentiranega stavka sem pognal večkrat.

Enkrat je prišla rešitev že po nekaj sekundah . večkrat pa sem moral nanjo
počakati tudi po več kot 20 minut. Zadnje pomeni. da je računalnik mo ral

pred tem preizkusiti več kot 120 vektorjev. Zgoraj zap isana rešitev je edina,
ki jo poznam. Poskušal sem najti rešitve tudi za stavke drugačneoblike. npr .:
Ta stavek vsebuje x a-jev, y bojev, ... ali pa samo x a-jev, y bojev•.. .• pa

nisem našel ničesar. Včasih sem pustil program teči tudi več kot uro . ročno

sem vnašal začetne vektorje, spreminjal števi lo korakov, grafično opazoval in
zvočno posluša l spreminjanje vektorja , toda brez uspeha .

Za konec pa še nekaj primerov . ob katerih boste morda dobili kakšno

idejo.
Stavki , ki se opisujejo z rimskimi števili: 1=1. 5=V. 10=X. 50=L, 100=C.

500=D. 1000=M.

V tem stavku
I nastopa IX-krat,
V nastopa I-krat,

X nastopa II-krat,
L nastopa I-krat,

enastopa I-krat,
Dnastopa I-k rat,
M nastopa I-krat.

Stavki , ki seopisujejo z binarnimi števili, pri katerih številko Ozamenjamo

s črko O in številko 1 s črko I.
V tem stavku I nastopa 100 krat, O nastopa II krat.
TA STAVEK VSEBUJE 110 A-JEV, 10 B-JA, I e, I č, I D, 1100

E-JEV. I F, IG, I H, 100010 I-JEV, 1100 J-JEV, 10 K-JA, I L, I M, I

N, 10010 O-JEV, I P, IR. II S-JE, I Š, II T-JE, 10 U-JA, 1001 V-JEV,
IZ, I ž.

Za zadnji stavek poznam še eno rešitev, ki pa jo la hko poiščete tudi brez
računalnika .

O stavkih, ki op isujejo sami sebe , je zan imivo in obširno pisal Douglas
R. Hofstadter v rubriki Metamagical Themas rev ije Scientific American.
Svoje prispevke je objavljal.odjanuarja 1981 dojulija 1983. Zbrani in dodat no
opremljeni s komentarj i so izšli v knjigi Metamagical Themas, ki jo je leta

1985 izdala založba Basic Books.

Ciril Pezdir
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VEL:KOTNIKI NA KVAD RATNI MREŽi - Rešitv e s str. 140

1. Kvadrat dolžine vsake daljice s krajišči v 71,2 je po Pitagorovem izreku

celo število . Denimo, da ima enakostranični trikotnik s stranico dolžine a
vsa oglišča v 2. Potem je njegova ploščina p = a2 .j3/ 4 iracionalno število,

ker velja a 2 E 7f,. Toda po formuli (F) je dvakratnik ploščine p celo število .
Oboje hkrati ni mogoče, torej trditev velja .

2. Vzporedno premaknimo daljico AB, tako da A preide v A' = (O , O) , B
pa v B' = (m, n) . Seveda sta m in n celi števili . Razen krajišč na daljici
A' B' ni točk iz 7l,2, zato sta števili m in n tuji. Res, v nasprotnem primeru
bi namreč na A'B' ležala tudi točka (m/d , n/d), kjer je d največja skupna

mera števil m in n.
Ker sta števili m in n tuji, obstajata taki celi števili p in q, da velja

pm + qn = 1. Postavimo C = (-q, p) .
Po formuli (F) ploščina trikotnika A' B'C' meri

p = (1/2) 1pm + qn 1= 1/2

torej je trikotnik A' B'e' po izreku 1 enostaven. Premaknimo zdaj A' B'C'
nazaj, tako da A' B'e' preide v ABC, in iskana točka C je tu .

3.



4. Vsaka luknja ima vsaj tri
oglišča, zato ima preluknjani večko­

tnik na robu vsaj 31 + 3 točke iz

71/. Po izreku 2 tedaj za njegovo
ploščino velja

p = r /2 + k + I - 1 2::
2:: (31+ 3)/2 + 1- 1 =

= (51 + 1)/2

Na sliki desno je načrtan trikotnik z
I luknjami in s ploščino

p = (51+ 1)/2

torej se ocene res ne da izboljšati.

Boris Lavrič

DRUŽINSKA - Rešitev s str. 113

1=3
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(2,2.'+1)

Naj bo 19x y Simonova rojstna letnica , zapisana v desetiškem številskem

sestavu . Potem nam Simo nov odgovor na dedovo vprašanje da enačbo

(19 00 + 10x + y ) + (1 + 9 + x + y) = 1990

ki jo poenostavimo v lIx + 2y = 80. Ker velja 1 :s: y :s: 9 in je poleg tega x
sod , je x = 6 in tedaj y = 7 . S imon je torej praznoval 23. rojst ni dan .

Označimo zdaj z 19ab Jakovo rojstno letnico , za pišimo enačbo

(1900 + 10a + b) + 1 · 9 · a · b = 1990

ki sled i iz njegovega odgovora, in jo poenostavimo. Do bimo 10a +b +9ab =
= 90, od koder vidimo , da je vsota a + bdelj iva z 9 in je pri tem ab < 10 .
Zato ve lja a + b = 9 , subst itucija b = 9 - a pa nam da razcepno kvadratno

enačbo (a - l)(a - 9) = O z rešitvama al = 1, a2 = 9 . Pogoj em nal oge
ust reza le a = 1, torej je ded rojen let a 1918 . Na podoben način la hko

ugot ovimo , da ded ne more biti rojen v prejšnjem stoletj u.

Boris Lavrič
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ALI LAHKO MANJSINA ZM AGA NA VOLITVAH?

"Ah, tak dajte , no! Popoln nesmisel," bo naj brž pomislil bralec, ki se vsaj

malo spozna na zakone aritmetike. Tisti, ki je po leg eksaktnih znanosti vešč

še umetnosti politike , pa bi bil morebiti že nekoliko opreznejši : "Hm, nikdar
se ne ve. Morda pa le ..."

Pa si oglejmo zanimiv model volilnega postopka , v katerem uspe manjši­

na zanesljivo premagati večino. Vzemimo , da na volitvah v začetku sodeluje

3k(k E IN) volilcev , ki so porazdeljen i v t rojice (predstavljamo si lahko ,

da takšno porazdel itev narekuje, recimo , reg ijska razdelitev volilcev v deželi).
Volitve naj bodo organizirane v k za pored n ih krogih in pr i tem se naj v vsakem
krogu volitev 'pre bij e naprej predstavnik t iste skup ine v vsaki izmed trojic , ki

ima v tej trojici večinsk i interes (glej ilust ra c ijo ) .

Konkretneje - vzemimo 34 začetnih volilcev , med kater im i modri na

začetku predstavljajo manjšino v primerjavi z belimi. Razmerje moči naj bo

16:65 v korist bel ih, razporeditev enih in drug ih pa takšna , kot jo vid imo na

sliki (beremo jo od spodaj navzgor). Vzemimo, da predstavniki mod rih volijo
zm eraj le modre in predstavniki belih zmeraj le bele . Zd i se , da j e v tem

primeru že na prvi pogled prav vs e jasno . Bel i pač premočno zmagajo in tudi

I

®
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v naslednji krog volitev gredo kot izrazita večina. Vendar pa modrim njihova

premetena razporeditev po trojicah omogoča zanesljive in obenem kar najbolj

varčne zmage povsod tam, kjer se sploh pojavijo. To pa ni niti najmanj

zanemarljivo! Njihov delež se je namreč iz približno 20% v prvem krogu že

povzpel na skorajda 30% v drugem krogu (8 jih je med 27-imi) . Kljub temu

pa se še zmeraj zdi, da belim zarad i njihove očitne številčne premoči modri

ne morejo do živega.

Toda uspeh modrih v volitvah je iz kroga v krog vse bolj in bolj oprazen .

ln tako v poslednjem krogu volitev modri, ob najbrž močno zaprepaščenih

pogledih belih, celo odnesejo zmago!

ln kaj je modrim, tem spočetka tako očitnim outsiderjem, omogočilo

njihovo p esenetljivo zmago? Dvoje : večkrožni volilni postopek (v nadaljnem

bomo rekli raje večstopenjske volitve) in hkrati še njihova modra strategija

oziroma optimalna razporeditev v trojicah .

Nadalje je najbrž zanimivo tudi vprašanje - kolikšno je najmanjše število

predstavnikov manjšine, ki v k-stopenjskem volilnem postopku še lahko raču­

najo na zmago nad začetno večino? Le so volitve organizirane tako, kakor

kaže naš model (po trojicah), potem nam odgovor na to vprašanje ponudi

nasled nja ugotovitev:

Vseh volilcev v volitvah naj bo 3k(k E lN) . Ce manjšina med njimi šteje
vsaj 2k volilcev, ima še zmeraj možnosti za zmago.

Izrek lahko dokažemo s popolno indukcijo .

Pri k = 1 je veljavnost trditve povsem očitna (saj v tem primeru ma njšina
sploh ni to, za kar jo označuje njeno ime).

Pred postavimo, da izrek velja pri polju bno izbra nem naravnem številu k.
Poglejmo naposled še primer, ko je vseh volilcev 3 k+1, predstavnikov

manjšine med njimi pa vsaj 2k +1. Vseh volilcev je torej trikrat po 3k , pred­

stavnikov manjšine pa je vsaj dvakrat po 2k . "Manjšinke" zatem razporedimo

tako, da jih bo med prvimi 3k volilci 2k , med drugimi 3k volilci spet 2k , med

poslednjimi 3k volilci pa naj bodo vsi preostali "manjšinski".

3 k vo lilcev 3 k volilcev 3 k voli lcev

(med nj im i je 2 k (med njim i je 2 k (med njimi je morebiti

"ma njši nsk ih" ) "ma njšinskih") tud i ka kše n "manjšinski")

Po indukcijski predpostavki lahko v prvih dveh skupinah s po 3k volilci

"manjšinskih" zmagajo. Kar pa že pomeni, da lahko zrnagajo tudi med vsemi
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3k+1 volilci, saj bi imeli v primeru , ko bi jim v prvih dveh skupinah šlo vse
kot po maslu , v poslednjem krogu volitev med tremi kar dva svoja.

Izrek torej velja pri polju bnem naravnem štev ilu k .
Zaključimo razmislek ob tem nenavadnem volitve nem modelu z nasled­

njim problemom:
Volitve naj bodo organizirane tako , da so volilci razdeljen i v deseterice in

ne v trojice , kakor smo brali doslej. Sicer pa naj bolitve potekajo po enakem
principu - iz vsake deseterice se naj v naslednji krog prebije predstavnik večine

v tej deseterici.
Kolikšno je potem najmanjše število predstavnikov manjšine, ki imajo ob

izbirioptimalne strategije svojega volilnega nastopa še možnosti za zanesljivo
zmago, če je na začetku vseh volilcev natanko milijon?

Vilko Domajnko
literatura: Nauka; žizn«, 1989 , No 9

PRAVILNI
OSEMNAJSTKOTNIK

c

p

Označimo z a dolžino stran ice pra­
vilnega osem najst kot nika , R pa naj
bo polmer njemu očrtanega kroga .
Dokazali bomo , da a in R povezuje
ena kost

Oglejmo si enakokraki tr ikot­
nik z vrhom C v s red išču očrtanega

kroga in z osnovnico AB, ki se uje­
ma s stranica ose m najst kotni ka .
Kot ob vr hu C seveda meri 20° . Iz
A zdaj načrtajmo poltrak. P. ki seka
stranico B C v točki D in oklepa z
AB kot 20 °, nato pa še prav okot ­
nico C E na p .

Trikot nika A BC in B DA sta
podo bna , zato je
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in tedaj BO = a2 / R. Torejje

CO = R - a2 / R (1)

Ker kot CAE meri 60° in je trikotnik AEC pravokoten , je

AE = R/2 in CE = RV3/2

Zapišimo Pitagorov izrek za trikotnik CoE

in upoštevajmo enakost (1), pa dobimo

(R - a2/ Rf = (R /2 - a)2 + 3 R2/ 4

Od tod po kratkem računu sled i iskana zveza (Z) .

Le (Z) delimo z R3, dobimo ekvivalent no enačbo

B

.'.'.
v , IG

·~H

I
I

I

.1

c

A
oziroma k3 - 3k + 1 = o.

Namig za tretji dokaz zveze (Z) daje slika 2 . Prepustimo dokaz bralcu,
ki zanj ne potrebuje kotnih funkcij, lahko pa si pomaga s ploščinami načrtanih

trikotnikov. Najde ga tudi na strani 186.

ki nam z uporabo formule za sinus

trojnega kota da

1/2 = sin 30 ° =
= 3sin 10 ° - 4sin3 1Q 0 =
= 3(k/2) - 4(k/2)3

sin 10° = (a/2)/ R = k /2

k3 - 3k + 1 = O (2)

za količnik k = a/ R. S pomoč­

jo kotnih funkcij lahko pridemo do

enačbe (2) po krajši poti . Res, iz

slike 2 razberemo enakost

Dragoljub M. Miloševic

Prev. in prir. Boris Lavrič



160

STELLA OCTANGULA

Nemški matematik , fiz ik in as­
t ron om Johannes Kepler (157 1 ­
1630) om enja v svojem znam e nit em

delu Harmonices mundi (1619) tud i
zanim iv in ne navaden nekonveksen
polied er , ki ga lahko opa zujete na
desni slik i. Sestavljen je iz dveh m ed
seb oj pr elemajočih se t etraedrov in
Kepler mu je nadel ime stella oct­
angula .

Naslednja slika pa nam pokal e ,
kak o si lahko s sestav ljanjem kroglic
v dva tetraedra dokaj uči n kovi to po­
naz orimo zgrad bo tega telesa .

.-- -

.,j;;- ..
..th .

J ohann es Kepl er

ste lla oc ta ngu la

I I

)
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Toda tak model stelle octangule nas najbrž le ne zadovolji povsem, raje
bi ga izdelali še iz papirja. Bi vam uspelo zgraditi tak model iz enega samega
kosa papirja? ln ali znate dokazati, da je stella octangula včrtana kocki in da
je presek obeh njenih tetraedrov oktaeder?

Vilko Domajnko

SLIKOVNA KRIlANKA
"FIZIKALNE ENOTE"
- Rešitev s str. 121

•Proizvodnja in prodaja
računalniške opreme

•Servis
računalniške opreme

•Prodaja tuje
strokovne literature

AlTECH
Alternativne Tehnologije, d.o.o.

Titova 118
61000 Ljubljana

tel.: (+38)061347 969
Fax: (+38) 061 347961
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6. SOLSKO TEKMOVANJE IZ MATEMATIKE
ZA SREDNJESOLCE - Rešitve s str. 94

Prvi letnik

1. Izmed števil oblike 4k + 2 in 4k + 3 (k ~ 1) izbiramo najrna njše število,

katerega kvadrat je deljiv z 9 , število je zato deljivo s 3. Med števili

oblike 4k + 2 je to 6, med 4k + 3 pa 15. Iskano število je torej 6.

2. Vsota cifer štirimestnega štev ila je najmanj 1 in največ 36 . Le izberemo

37 števil, bosta zagotovo dve z enako vsoto cifer.

3. Le označimo osnovo številskega sistema z n, velja 2n2 = 3n + 3 + n2 + 1

ali n2-3n-4 =O, kar lahko razstavimo (n -4)(n+ 1) =o. Ker osnova

ne more biti negativna, j e rešitev n = 4.

4. Upoštevajmo(a+s) ·v/4=2 .(s+c) .v/40ziroma a+s=2(s+c).
Ker je 5= (a + e)/2, dobimo a =5e ali a : e =5 : 1.

Drugi letnik

1. Iz podatkov v nalogi sledi, da

je štirikotnik tetiven, trikotnika

D.A80 in D.08C imata isti

očrtani krog s središčrn E. Od ­

tod je EC = EA = 80/2,
zato ER = ET = 80/6 in

končno RE + ET = 80/3 =
= 10/3.

2. Narišimo sliko po navodilih na­

loge in potegnimo skozi 51 pra­

vokotnico na tangenti . Trikot­

nika D.PV51 in D.RT51 sta

podobna , zato velja

51 R : 51T = 51P : 51V

in odtod 51V = 1/3 . Razdalja

med tangentama je 4/3.

<.

~
D~----):>=---:3)B
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3. Le upoštevamo, da sta c in d pravokotna , dobimo a . b = 1/2, toda a
in b imata dolžino 1, zato oklepata kot 60° .

4. Označimo a = AB in b = AD. Ker sta EF =(a + 5· bl 12) in BG = b +
+ k . amed seboj pravokotna,je (a + 5· bl 12) . (b + k- a) = Ooziroma

k ·1 a12 + 152 k a. b + a. b + 1
52 1b 12 = O. Upoštevajmo lal = lO,

Ib 1= 5 in a . b = 25, pa imamo k = -17/53 in OG: Ge = 36 : 17.

Tretji letnik

o G C

1------7
A B

1. Izrazimo Y = 3 - 2x in vstavimo v izraz x 2 + y 2 = x 2 + (3 - 2x)2 =
= 5 x 2

- 12 x + 9, ki ga preoblikujemo v 5(x - ~? + *' od koder je
razvid na najma njša vred nost 9/5 .

2. Označimo y = <IX in rešimo enačbo 2 y 2 + y - 3 = O. Iz rešitev te

enačbe YI = 1 in y2 = -3/2 takoj dobimo še Xl = 1 in x2 = -27/8.
3. Uporabimo formulo za prehod na logaritem z drugo osnovo;

2V5 - 1

/ 5+ 1

4 . Upoštevajmo y = 2x v y 2 =
= a2 + x 2 , pa im amo a2 =
= 3x2, zaradi x = r- (a../2)/ 2
pa še a2 = 3 (r - (a../2)/2)2,
kar velja le , če je a

= (r - (a../2)/2)13 ali a =
= -er - (a/2) j2) 13. Izkaže
se, da druga enakost ne pride

v upoštev , iz prve pa dobimo

a = (3../2 - 213)r = 5(3/2­
- 213).

11 - 3V5
4

x ~

aV2
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tet rti letnik

1. Upora bimo Hornerjev algoritem

4

cosa 4

o
4cosa

4cosa

-3

4cos2 a

4 cos2 a - 3

-k
4 cos 3 a - 3 cos a

o

Rešimo 4x 2 + 4x cos o + 4 cos 2 a - 3 = O :

X - - 4 cos o<± !48-48cos2 0< - - 4cos o< ± 4!3sin o< - _1. s ~±
1 ,2 - 8 - 8 - 2 co ~

± 4sin a = - cos (a ± 1-), pa vidimo, da je pravilna možnost (b) .

x5,

! y
1- - ­
I
I
I
I
I
I

2. Najprej vidimo FSl = GSl­

-G F = FS - p in F Rl =
=G F - G Rl = p-FR (točka

G(- p / 2, O) je na vodnici,

F( p/2 , O) pa j e gorišče) . Za ra­

di podobnosti fl Rl F R ln

6SlFSvelja FS/(FS-p) =

= FR/(p - FR) , od tod pa

2 · FS · F R = p( FS + F R) in

2/ p = 1/ F R + 1/ FS.

3. Po Vietovem pravilu je xf +x? = -p in xfx? = q (bikvadratna enačba).

Postavimo n ič l e po velikosti : - Xl. - X2 . x2, xl. Ker t vorijo aritmetično

zaporedje. velja 2 X2 = Xl - X2 oz iroma Xl = 3 X2. Upoštevajmo to
v gornjih e nakost ih, pa imamo 9xJ = q in 10x? = - p ter končno

9p2 = 100q.

4. Ločimo dva primera , ki ju predstavimo s slikama:

- x o
o- x
x 0­

- X O
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Le na vsako polje postavimo elemente" x" , "-", ali" o", potem vsaka
domina 3 X 1 pokrije tr i različno označena polja. Od položaja "zlornlje­

ne" domine se odločimo za eno od dveh postavitev elementov, tako da

ta domina ne pokrije treh različno označenih polj. Preostanka lika zato
ne moremo pokriti z dominami 3 x 1.

Darjo Fefda

T RI PRASTEVILSKE - Rešitev s str. 99

1. V vsakem zaporedju šestih zaporednih naravnih števil so tri soda števi la ,

med ostal imi tremi pa je eno deljivo s tri (zakaj?) . Od tod brž s ledi , da mora
vsako iskano zaporedje vsebovati število 3 . Torej so le tri taka zaporedja .

Njihovi prvi členi so 1, 2 in 3 .

2 . Dvajset zaporednih naravni h števil vsebuje točno deset sodih števil , med

lihimi pa so vsaj tri deljiva s tri (tri zaporedna liha števi la pri deljenju s 3

dajo različne ostanke) . Le v takem zaporedj u ni trojke, tudi dvojke ni, zato

je vsaj 10 + 3 = 13 števi l t ega za poredja sestavljenih . P raštevil je tedaj

največ 7 , torej 35 odstotkov , kar nam brž da odgovor na prvo vprašanje:

a. Le dve zaporedji sta taki . Začneta se z 1 al i z 2.

Med lihimi števil i zaporedja dvajsetih zaporednih naravnih števi l sta dve

deljivi s 5 . Ker se ti dve števili razlikujeta za 10, nist a ob~ de ljivi s 3 . To rej

v za poredju obstaja števi lo, ki j e deljivo s 5 in ni deljivo z 2 ali s 3 . Le

v zaporedju ni petice , tudi dvojke in trojke ni v njem , zato vsebuje vsaj

10 + 3 + 1 = 14 sestavljenih števil. Torej je v njem tedaj največ 6 praštevi l,
kar nam da odgovor na d rugo vprašanje :
b. Iskanih zapored ij je pet in se začnejo s števili 1, 2, 3, 4 , 5 .

3 . Ne. Utemeljitev : Na enak način kot pri prejšnji nalogi dobimo v zaporedju
stoti h zapored nih naravnih števil 50 sodih števil. Vsaj 16 lihih večkratn ikov

števi la 3 in 5 (100 = 5 . 20) večkratnikov števila 5, ki niso de ljivi ne z 2 ne

s 3. Le se torej zaporedje prične s številom , ki je večje od 5 , vsebuje največ

100 - (50 + 16 + 5) = 29 praštev il. Tudi zaporedja , ki se začnejo s členom

1,2,3 ,4 a li 5, ne vsebujejo 30 praštevil.

Boris Lavrič
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16. IZBIRNO TEKMOVANJE IZ MATEMATIKE ZA
SREDNJESOLCE - Rešitve s str. 94

Prvi letnik

1. Iz prve enakosti sklepamo , da je a > b in a > c , zato 2a > b + c in
4a > 2(b + c), zaradi druge pa 4a > a2 . Slednje velja le za a = 2 (a
je namreč sodo število, kar sklepamo iz druge enakosti) , bin c sta torej
enaka 1.

2. Recimo, da bi se to dalo : p = a5_b5 = (a-b)(a4+a3 b+a2 b2+a b3+

b4 ) . Odtod mora biti a - b = 1, saj je drugi faktor vsota petih naravnih
števil. Pišimo a5 - b5 = (b + 1)5 - b5 = 5 b4 + 10 b3 + 10 b2 +5 b + 1,
pa imamo 5 b4 + 10 b3 + 10 b2 + 5 b = 22 n

, kar je protislovje, saj je leva
stra n deljiva s 5, desna pa ne.

3. Le je z = 2, dobimo zvezo x Y = 1, ki v množici praštevil nima rešitev.
Naj bo z zato liho praštevilo z = 2 5+ 1. Zaradi zveze x Y = 2 s mora
biti x sodo praštevilo, torej x = 2, kar nas privede do edine rešitve
x = y = 2 in z = 5.

4. Uporabili bomo Pitagorov izrek a2 +b2 = c2 in zvezo ab = c v (= 2 P,
kjer je P ploščina tega trikotnika) . Očitno je namreč (a + bf =
=a2+b2+2ab = c2+2cv < c2+2cv+v2 = (c+vf, po korenjenju
pa dobimo iskano neenakost.

o rugi letnik

1. Le je x > O, velja (x 3 + 1f = x 6 + 2 x 3 + 1 < x 6 + 3 x 3 + 1 =
= y4 < x 6 + 4 x 3 + 4 = (x 3 + 2)2 in x 3 + 1 < y 2 < x 3 + 2, kar pri
celih x in y ni mogoče. Podobno ravnamo , če je x :s -2 : (x 3 + 2)2 =
=x 6 + 4 x 3 + 4 < x 6 + 3 x 3 + 1 = y 4 < x 6 + 2 x 3 + 1 = (x 3 + 1f '
dobimo namreč protislovno neenakost _(x3 + 2) < y2 < _(x3 + 1) .
Pri x = - 1 dobimo y4 = -1, kar ne more veljati, tako da imamo le dve
rešitvi : x = O, y = ±1 oziroma para (0 ,1) in (O, -1) .

2. Vzemimo x = O: iz f(O) - f 2(0) ~ ! dobimo (f(O) - i f :s O, odtod pa

f(O) = i. Poskusimo z x = 1: iz f(l)- f2(1) ~ ! sledi (f(1)- if :s O
in f(l) = f(O), funkcija ni injektivna .

3. Le upoštevamo, da ima tangenta y = k x + n s parabolo y = x 2 _

-6x + 121e eno skupno točko, mora veljati (6 + k)2 - 4(12 - n) = O,
analogno dobimo za drugo parabolo (8 - k)2 - 4(17 + n) = O. Rešimo
sistem teh dveh enačb, pa ima mo tangenti y = 4x-13 in y = - 2x+ 8.

-
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4. Iz slike razberemo razm erje v :
a = ( v - r) : 2r, od tod pa

dobimo r =~
a + 2 v

Tretji letnik

1. Označimo t = x +.l . Potem je t 3 = x 3 + l 3 + 3 t oziroma x 3 + l 3 =x x x

= t3- 3 tin ( x3 + ~f = x 6+:?t- + 2 oziroma x 6 + :?t- = ( t3-3 tf-2 .x x x
Izraz se nam poenostav i

t 6 - (( t3 - 3 t )2 - 2) - 2 2 t 3 - 3 t- - :...:,;----,,...-;;--'-----,---'---- = 3 t = 3 t
t3 + (t3 - 3 t) 2 t3 - 3 t

Končno pišimo 3( x + ~ ) = 3((JX- ,fi )2 + 2) , pa vidimo, da doseže

izraz najrna nj šo vred nost 6 pri x = 1.

2. Spomnimo se ident it ete (x + y )3 = x 3 + y 3 + 3x y(x + y ) .

a) Postavimo x = {h8+ 17 v5 in y = {h8 - 17v5 ter označimo a =
= x + y . Ko opazimo , da je xy = - 1, lahko zg orn jo identi teto
zap išemo a3 = 76 - 3a z edino realno rešitv ijo a = 4: 3 38 + 17 V5 +

+ ~h8 - 17 V5 = 4 .

b) Vzemimo sedaj x = {h8 + 17 V5 in y = {h 8 - 17 V5 ter tako kot
prej a = x + y . Spet je x y = - 1, iz a) pa dobimo x 3 + y 3 = 4.
Gornja identiteta se zap iše a3 = 4 - 3a z edino realno rešitvijo a = 1:

t!38 + 17V5 + {h8- 17V5 = 1.

x = i + k~
x = 17r

x = ~+ m 2;

x = k ~

x = ~ + 17r

X = ~ + m 2
;

3. Najprej ugotovimo , da leva stran enačbe ne more biti večja od 4, desna
pa ne manjša od 4. Enak ost dos ežemo , če velja :
cos 4x = -1 =:} 4x = 7r + 2 k7r =:}

cos 2x = 1 =:} 2x = 2 /7r =:}

sin 3x = - 1 =:} 3x = 3; + Zrrn: =:}

cos 4x = 1 =:} 4x = 2k 7r =:}

cos 2x = - 1 =:} 2x = 7r + 2 /7r =:}

sin 3x = - 1 =:} 3x = 3; + 2m7r =:}

b)

a)

Možnost a) nima rešitev, b) pa da x = ~ + Zrr«, n E Z .



168

4 . Najprej je cos <p = 2 ~-;:; lm, nato

pa po kosi nusn em izr eku n2 =
=332+ 212- 2 .33 ·21 ·cos<p =

21- m
1530 - 13 86 -----

2m
33 · 72 . 11

2223 - . O dt o d
m

vidimo , da je m lahko le 3, 7, A
9 a li 11 (saj je manjši od 21),
dob imo pa le dve rešitvi: pr i

m = 7 je n = 12, pr i m = 11
pa n = 30 .

tet rti letnik
B

1. Le enačbo kubiramo in ured imo , dobimo

7 + x + 7 - x + 3 . ij7 + x . <17- x . ( <17+ x + <17- x ) = 8 ,

odtod pa 6· <149- x 2 = - 6 , 49 - x 2 = -1, x 2 = 50 in x = ± 5/2.

Enačba ima dve rešitv i.

2. Dokazujemo z ind ukcijo . Pri n = O je enakost očit n a , pri n = 1 pa

se hitro vid i, da je tg(arctg 1 + arctg ~ ) = tg(arctg 2) , če uporabim o

a dicij ski izrek za fu nkc ijo ta nge ns . S tem izrekom si pomagamo tudi pri

dokazovanju veljavnosti enačbe pri n + 1:

1
t g ( ar ctg (n + 1) + arctg ( )2 ( ) ) =

n + 1 + n +1 + 1
1

n + 1 + -,,----­
n2 + 3n + 3

n +1
1 - -,,---- -

n2 +3n + 3

3 . Naj prej ugotovimo:

n3 + 4n2 + 6n + 4
- ---0,------ --- = n + 2

n2 + 2n + 2

1 x - I
f (x) = - -,x OF -1

x + 1
2 1f (x) = -- ,x rt {- 1, O}

x
3 l + x

f (x) =--,x rt { -1 , O, 1}
1 - x

f 4(x ) = x ,x rt { - 1, O, 1}

Nato sklepamo za n > 4 :
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x

r

f ll(X) = X

fll(X) = x- I
x+ 1

f ll (X) = - ~

fll( X) = ~
I - x

pa ko ordin ati XD =
3 v + uV3

4YD =

T e funkc ij e so d efin iran e na

mn ožici R. {- l , O, i }. Konč n o

im a mo fI 990(x) = -~ , x rf.
{ - l, O, i }, pa la hko narišemo

g raf.

4 . Rešu jmo anal it ičn o in naj ve­

ljajo o z na ke kot na sl iki . Do­

bit i mo ramo zvezo m ed u in v .
Prem ica PI ima ena čbo Y

x u
= - - + - + v, točk a O

v3 v3
u+ vV3

4

n = 4k
n = 4k + 1

n = 4k + 2

n = 4k + 3

[ (1,0)<,
<,8 (0,0) E(u,O)

(pr e s eč i šče PI Z Y = X V3) .
P remica P2 j e pra vo ko tn a na Y = -x V3 + v3 in g re skoz i M, njena

b . x U k di . k F U - vV3 + 3
e nač a j e Y = r;; - r;; + v , o or mat i toč e pa x F = ,

v 3 vs 4
- uV3+ 3v+ v3 .

YF = . Up oštevajmo še , da sta premici skozi O in Eter
4

F in E me d seboj pravokotni , pa im amo

uJ3+3v

"
u- vJ3+3 _ u

"u+vJ3 _ u

"
- uJ3+3v+J3

"
O dt od do bimo u2 + v 2 - u + vV3 = O a li ( u - i )2 + ( v + {)y = 1. Ke r
s mo o bravn av a li primer e n a kos t ra n i čn ega trikotn ika s stranico 1 , smo dobil i

krožnico spoim e rom 1 in središčem v zrcalni sliki točke A pr eko B e. V

spl ošnem je t orej iskano geometr ijsko m esto točk tisti del krožnice spoim e ro m
a ( če je a stran ica triko tnika) in sr ediščem v zrcalni sliki ogli šče A preko B e ,
ki lež i v notranjosti tr ikotn ika .

Darjo Fe/da
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25. TEKMOVANJE ZA SREBRNO VEGOVO PR IZNANJE
- Rešitve nalog s str. 108

4. Na črtarno kot 1:C = 30°, nato
njegovo simetralo . Središče S
leži na simetrali 3 cm od točke

C. Kraka kota 1:C seka ta očr­

tano krožnico v točkah Ain B,
ki ju š'e povežemo.

6. razred
1. 1990
2. Le z x označimo dedkovo sta­

rost, potem je -ftx let hodil v
šolo, gx let pa delal. Sklepa­
mo: število dedkovih let x mo­
ra biti deljivo s 15 in z 18. Ker
je 15 = 3 . 5 in 18 = 2 . 3 . 3,
dobimo v(15 , 18) = 2 ·3 ·3·5 =
= 90 in ft od 90 = 6 ter i~
od 90 = 55. Dedek je hodil v
šolo 6 let, delal je 55 let.

3. Najprej sta a = ! od 120 cm =
= 30 cm in b = 40% od
120 cm = 48 cm, nato pa c =
= 120 - (30 +48) oziroma c =
= 42 cm in & = 2

70 = 35%.
5. Ploščino izračunamo

PABCE = PFBCE+PAFEO:

2 ali PABCE PABCO-

-pAFED 2. Ker je

PABCO = 8 · 6 = 48 in
PAFEO = 5 ·6 = 30 , sledi
PABCE = 48 - 15 = 33. Plo­
ščina š'tirikotnika A BC E meri
33 cm2 .

7. razred

\~
"

c

B

1.
1 1 8

1 - x + x2 - x3 - 1 + ~ + ! + ~ 15

1 1 8

1 + x + x2 + x3 1 - ~ + ! - ~ 5
8 8 16
--- --
15 5 15
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Vrednosti izrazov se razlikujeta za ~~ .

2. Zapišimo y = ~ kot produkt x . y = 6 in po vrsti preverimo.
A:(- ;! .(-8)=6, leži

B: ~ .) = 1, ne leži
C: 15 . ~ = 6, leži
D: ~ · 2 = 5, ne leži

Na grafu funkcije ležita točki A in C.

3.

2 2 2 2 2 20
(11 . 13 + 13 ·15 + 15 ·17 + 17 ·19 + 19 .21) ' x = 231

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 20
((11 -13) +(13 - 15)+(15 -17)+(17-19) +(19 - 21))x = 231

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 20
(11 - 13 + 13 - 15 + 15 - 17 + 17 - 19 + 19 - 21) . x = 231

1 1 20
(11 - 21) . x = 231

10 20
_ · x = -
231 231

10x = 20

x = 2

4.

P = PSDC - Piz

PSDC = O,5m2 = 50dm2

1
Piz = 8" · 3 , 14· 1 = O, 39m2

P = 50 - 39 = lldm2

ali

P = (P SE DC -O , 25 '7r ' (2) : 2

P = (1 - 0 ,25·3 ,14·1) : 2

P = (1 - 0 ,78) : 2

P = O, 11m2 = lldm2
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5. Lik EFG j e trikotnik

EF= CB=4 cm

AG = C a :::; 4cm
IT ·AG

PEFG = 2

PEFG = 8cm2

8. razred

1. Enačbo 10+3(x-2) = ax +3
uredimo : 10 + 3x - 6 = ax+
+3 , 3x -ax = -1 , x (3 - a) =
= - 1. Če je 3 -a = Ooziroma
a =3 , je x . O= -1 in e ri a č ba

nima rešitve .

2a. 3 =(2m+1) .4+7, m = -l
b. y = -x -l-?
c. 6.A OB je polovica kvadrata s

stranico 7; d = ~5qr t2.

3.
olžina v času t

x

lisica 1 9 t
pes ~ ~ . 6 t (= 14 t )

Le naj pes ujame lisico , mora veljati 9t + 60 = 14t in odtod t = 12.
Narediti mora 72 skok ov .

5. Najprej izračunamo prostorn ino kvadra z višino v = 2, 2m m in osn ovno
ploskvijo O = 1m2 = 106mm2 : V = O . v = 106 ·2 , 2mm3 =
= 2200cm3 , nato pa 2200 ·12 = 26400 . Padlo je 26400 kapljic dežja
na m 2 .
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4.

x+ r = R

x: r = 2 :1

r = R: 3
7r R 2
-- : 7rr2 = 3 : 2

6

Aleksander Potočnik

s

POVPREtNIK IN NJEGOVI PREBIVALCI - Rešit ev s str.
89 (P-2)

Označimo z a iska no povprečno staros t in upošt evajmo , da j e Povprečničanov ,

ki so do po lnili k let , a še niso st ari k + 1 let ak - ak +l (k = 0 , 1 , 2 , . ..). Potem

velja ta oceni

Le odpravi mo oklepaje, do bimo

to rej se bom o zmoti li za man j kot eno let o , če vzamemo za povprečno starost

(al + a2 + a3 + . . .)/ ao.
Boris Lavrič
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SE DVE ECCOVI NALOG I - Rešitev naloge s str. 44

1. ZAB AVA

* Najmanjše možno število ljudi na taki zabavi je 6. Tri ali manj Je

nemogoče, ker se nihče ne bi mogel rokovati s tremi drugimi . ~tiri

ni mogoče, kajti če so se tr i osebe rokovale s tremi drugim i osebami, se
je morala tudi četrta oseba rokovati s tremi drugimi osebami (slika 1).
Pet je nemogoče iz podobnega razloga . Šest pa je možno število . Le
označimo šest oseb z A. 8 , C. O , E in F , se lahko rokujejo tako,
kot je prikazano na sliki 2: A se rokuje z 8 , O in E; 8 se rokuje še s
C in O; C se rokuje še z O in E; E se rokuje še z F.

D
•...

• e •••
o ••

o • •. . .
• e • t .. . .. . .

o o •
•• • t.

o • •
o • •

A ." : ... C

~'SUk"
A

F

E

* Število oseb na taki zabavi ne more biti liho . Vsakič , ko se dva ro kuj eta ,
se število rokova nj vseh oseb poveča za dva. Le bi bilo na primer vseh

ljudi na zabavi 21, bi bilo skupno št evilo rokovanj 20 x 3 + 1 = 61, kar

je nemogoče.

* Katerokoli sodo število, večje

ali enako 6, je dobro . Hitro se
vidi, da je dobro vsako število

oblike 6 + 4k, k E IN, saj bi
la hko za šesterico upora bili re­
šitev s slike 2, vsaka četverica

pa bi se rokovala med seboj
tako kot na sliki 1. Če je na za­

bavi osem oseb, kijih označimo

z A, 8, C, O, E, F, Gin H,
se lahko rokujejo tako, kot je

prikazano na sliki 3:

fi G
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A se rokuje z B, O in E; B se rokuje še z F in s C; (se rokuje še z

O in G ; O se rokuje š z E; E se rokuje še z F, F še z Gin G še s H .
Od tod sled i, da je dobro tudi vsako število obl ike 8 + 4k , k E lN.

2. PONAREJEN I KOVANCI

Opiširno , kako stremi tehtanji določimo, kateri od štirih kovancev so pravi .

Očitno bomo potem vedel i tudi , kako s 15 tehtanji določiti vse prave kovance .

Označimo štiri kovancez A, B , ( in O. NajprejstehtamoA, Bin (skupaj .

Le so vsi trije ponarejeni , bo teža med 31.8 in 32.1. Le sta dva ponarejena ,

eden pa je pravi, bo teža med 32 .2 in 32 .5. Le je en ponarejen, dva pa prava,

bo teža med 32 .6 in 32.9 . Le so vs i trije pravi, pa bo teža med 33 in 33.3.

Torej lahko razločimo med posameznimi molnostrni. Le so vsi trije kovanci

pravi , ali pa vsi trije ponarejeni , moramo stehtati le še O , torej smo po dveh

tehta njih končali.

Sicer pa stehtamo najprej A in O , potem pa B in O . Vsako od teh
dveh tehtanj nam pove, ali sta oba kovanca ponarejena (teža j e med 21.2 in

21.4), en ponarejen in en prav i (teža je med 21.6 in 21.8), ali oba prava (teža

j e med 22 in 22 .2).

Le je katerokoli od obeh tehtanj pokazalo , da sta oba kovanca prava al i

oba ponarejena, zlahka določimo vse prave kovance. Na primer, če sta B in

O oba prava in je med A in O en ponarejen, je ponarejeni kovanec A. Le

sta med kovanci A, B in ( dva ponarejena, sta to A in C.
V nasprotnem primeru je ponarejen eden od kovancev A in o. pa tudi

eden od kova ncev B in O. Dvoje je mogoče. Le sta med kova nci A, B in

( dva prava, mora biti kovanec O ponarejen, pa tudi ( mora biti ponarejen.

Le pa sta med kova nci A, B in ( dva ponarejena , morata to biti A in B ,
kova nca ( in O pa sta prava .

Iz knige Dennis 5hasha:

Zagonetne dogodivščine Dr. Ecca

izbrala in peevedle Nela Mramor

L ET RTA PRAST EVILSKA

Videl i smo, da med 100 za po red nimi naravn im i števi li ne mo re bit i 30 praštevil.

Do kaži , da jih je la hko n aj več 26, in po i š č i zaporedje , ki tem u ust rez a .

Boris La vrič
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14. REPUBLIšKO TEKMOVANJE IZ RAČUNALNišTVA
- Rešitve s str. 100

Ker bi nam objavljanje vseh rešitev odvzelo preveč prostora , bomo v vsaki

skupini iz pusti li rešitev 1. naloge , ki j e bila mišlje na kot lažja naloga (čeprav

seveda ne tako lahka , da bi jo mo rali znati rešiti kar v prvi minuti).

1. skupina

2. Nam ig nam pove , kako se moramo lot it i reše vanja naloge . Najprej

preštejemo, koliko oseb je rojenih v posamez nem letu , nato izračunamo, kje
v urej e ni tabeli se začno osebe z dan im letom rojstva in nazad nj e prepišemo

podatke o osebah. Program :

const
le toM in == 1880 ;
leto Ma x == 1990 ;
max n == 13000;

{p rvo m ožn o leto rojst va}
{z adnje m ožno leto rojstva}

{m aksim alno število oseb }

type
ose baT ==

record
ime: packed a rr ay [1..32] of cha r;
leto : let o Min ..let oMax;

end ; {oseba T}
tabelaT == array [1.. maxn] of ose baT;

{podatki o osebi}

procedure Ured i(v ar a ,b : ta belaT; n: integer) ;
{ Dejansko število oseb. katerih podatke dobimo v tab eli a, j e n.}

{ Urej ene po datke o osebah vrnemo v tabe li b.}
va r

{ število oseb, rojenih v}
{posam eznem letu}

{števcl}
rodilo v posameznem letu}

{ začetne vrednost i}
{štetje}

kje v pravi lno}
le tom rojst va.}

so: array [le to Min.. let o Max] of integer;

i.j .k: integer ;
begin { v tabelo so preštejemo. kolik o oseb se je

for i:== let oM in to letoM ax do so[i ]:==O ;
for i:== l to n do so [a[i].leto ]: ==so[a[i].leto]+l ;

{ po datke v tabeli so preračunamo tako. da nam povedo.
{urejeni tabeli b se začno osebe z danim

j: == so[l etoMi n]; so [le to Min] :==l ;
fo r i:== leto Min+1 to let o Max do

be gin k:==so[i]; so [i]:==so[i-1]+j; j:==k end ;
{p odatke o oseba h prep išemo iz tabele a v tabelo b; upoštevam o. da}

{ nam so [r] pove, na katero m esto v tabeli b pride naslednja oseba}
{ z let om rojst va r}
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for ;:= 1 to n do
begin b[so[a[iJ .le to]] :=a [iJ ; so [a[i].let oJ:=so[a[iJ.letoJ + 1

end ;
end ; { Uredi}

3. Vsakemu sosedu pošljemo dve celi števili : njegov i koordinati v vzorc u.

procedure Pobarvaj;
var

{ čakamo na sporočilo}

{sprejm emo svoje}
{koordinate}

{od kje smo dobili sporočilo}

{kje v rastru smo}
{ustrezna barva iz vzorca}

mod yma x) ;

{p oba rvamo se}
Poslji(1,mojy-1) end;

{ sporočimo navzgor}
Poslj i(2 ,mojx + 1); Pos lj i(2 .m ojy) end;

{na desno}
Pos lji(3 ,mojx ); Poslji(3,mojy+1) end;

{navzdol}
Poslj i(4 ,mojx-1); Poslji(4 ,mo jy) end ;

{in na levo }

if zveza < >2 then begin

if zveza<> 4 then begin

if zveza < >3 then begin

novaBarva :=Vzorec(mojx m od xmax ,mojy
if novaBarva < >M ojaBarva then begin

PobarvajM e( nova Barva );
if zveza < >l then begin Pos lji(l ,mojx);

zveza : integer;
mojx.rnojy: int eger;
nova Barva : integer;

begin
if MojaBarva < >mejnaBarva then begin

repeat zveza:=JeSporoci lo until zveza < >O;
mojx:=Sprejmi(zveza); mojy:=Sprejmi(zveza) ;

end ; {if}
end ; {if}
repeat {počakamo, če nam bo še kdo ukazal, naj se pobarvamo}

zveza: =JeSporocilo;
if zveza < >O th en zveza :=Sprejm i(zv eza); {vržemo sporočilo proč}

until fals e;
end ; {Pobarval}

4. Program izp iše tabelo avobratnem vrstnem redu, torej vsa števila

od 12 8 do 1. Kratek program, ki da enak izpis , je :

program Ma rvin( out put ) ;
const els = 128;
var d : integer;
begin

for d:=els downto 1 do write ln(d) ;
end . {Marvin}

Tabeli ain b program interpretira kot seznam, v kate rem je atil podatek
in bli] indeks naslednjega eleme nta seznama (ka zale c na nasledn j i element).
Del programa
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c:=I; b[els]:=O;
for d:=1 to els do begin a[d] :=d ; if d > 1 then b[d-l]:=d end ;

defin ira tabelo a in zgradi seznam . V danem primeru je naslednik i-tega
elementa i + 1. Zadnji element ima indeks O. Spremenljivka c vsebuje indeks
prvega elementa seznama. Naslednja zanka v programu

d:=O;
while c<>O do begin e:= b[c]; b[c]:=d; d:=c; c:=e end;

se pomika po tabeli indeksov do konca seznama . Pri tem obrne indekse
v seznamu tako, da kažejo v nasprotno smer (v našem primeru i-ti element

kaže na element i - 1). Po izhodu iz zanke spremenljivka d vsebuje indeks
zadnjega elementa v seznamu . Zadnja zanka

while d<>O do begin writeln(a[dJ); e:=b[d] ; b[d] :=c; c:=d; d:=e end;

izpisuje podatkovne elemente seznama, popravlja indekse na začetno

stanje in se premika proti začetku seznama . Po izhodu iz zanke je tabela
indeksov b enaka kot po zgraditv i seznama. Spremenljivka c zopet kaže na
prvi element seznama.

2. skupina

2. Prva preprosta rešitev je naslednja . Izračunamo indeks srednjega ele­

menta (vseh elementov je 2* n, indeks srednjega elementa je n) in simuliramo
zlivanje obeh zaporedij, dokler ne pridemo do elementa z ustreznim indeksom.

Rešitev je še posebej preprosta, saj nam zarad i enakih dolžin zaporedij ni treba
paziti, ali nam bo zmanjkalo kakega zaporedja . Vendar pa obstaja bistveno

hitrejša rešitev , ki temelji na hkratni bisekciji obeh zaporedij . Prva rešitev

ima časovno zahtevnost O(n), druga pa O(log n).

type
tabelaT = array [1..100] of real ;

function Srednji(n : integer; a.b : tabelaT): real;
var

alevi,blevi ,a Desni ,b Desn i,aSrednj i,bSrednj i: int eger;
zamik: boolean;

begin

al.evl .eel : aDesni:=n ; bl.evi .eel : bDesni :=n ;
while alevi<aDesni do begin

aSrednj i:=(aDesni+alevi) div 2; bSrednji:=(bDesni+blevi) div 2;
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zamik:=odd(aD esni-alevi);
if a[aSrednjil<b[bSrednji] then

begin
alevi:=aSrednji; bDesni:=bSrednji;
if zamik then al.evi.eeal.evi-l-L:

end
else

begin
aDesni:=aSrednji; blevi :=bSrednji;
if zamik then blevi:=blevi+l ;

end; {e!se. if}
end; {whi!e}
if a[alevil<b[blevi] then Srednji:=a[alevi] else Srednji:=b[blevi];

end; {Srednji}

3. Hladen gorilnik se od gorečega soseda segreje do vžiga v 0.8 sekunde.

Po vfigu gori največ eno sekundo, dokler ne porabi vsega goriva . Plamen

se rnor e prenesti le na sosednji , z gorivom dovolj napolnjeni gorilnik . Po

ugasnitvi traja pet sekund, da se gorilnik dovolj napolni z gorivom in je

ponovno pripravljen na vfig. V tem času se ohladi dovolj, da ne more priti

do samovžiga , Ker gori plamen največ eno sekundo , se lahko širi le veno

smer (proti polnim gorilnikom) , ne more pa se vrniti po poti pravkar ugaslih

gorilnikov. Plamen se od netilca širi na obe strani tako , da hkrati gorita eden

do dva sosednja gorilnika na vsaki strani. Ker so gorilnik i povezani v krog, se

oba potujoča plamena srečata po št iridesetih sekundah. Tam plamen ugasne

zato, ker se pravkar izgoreli goriln iki veni sekundi (dokler traja plamen) ne

napolnijo z gorivom dovolj za ponoven vžig . Od tedaj se noben gorilnik ne

prižge več.

4. Po izt ek u obeh programov lahko spremenljivka zavzame poljubno

vrednost med vključno 2 in 20000 . Izberimo si poljuben n med 2 in 20000

in pokažimo enega od načinov, kako dobimo na koncu izvajanja programa

vrednost n .
Označimo p = n div 2 in q = n - p . Ker je 2 S; n S; 20000 , velja

1 S; p , q S; 10000.
Prvi program prebere Oin čaka. Drugi program (10000-p) krat prebere,

poveča in za piše vred nost spremenljivke. Za pisa na vred nost je zdaj 10000 - p ,
drugemu programu ostane še natanko p ponovitev .

Prvi progra m poveča svojo pre bra no vred nost in za piše 1. Drugi progra m

prebere 1 in čaka. Prvi program (10000 - q) krat prebere, poveča in zapiše

vrednost spremenljivke. Zapisana vrednost je zdaj 10000 - q + 1, prvemu

programu ostane še natanko q - 1 ponovitev .
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Drugi program poveča svojo prebrano vrednost in zapiše 2; zdaj mu
ostane še natanko p - 1 ponovitev . Vse svoje preostale ponovitve izvede

preden prvi program nadaljuje z delom. Ob njegovem zaključku je vrednost
spremenljivke enaka p + 1. Po zaključku dela drugega prog rama nadaljuje z
delom prvi program: prebere vrednost p + 1 in jo v q - 1 ponovitvah poveča

do p + q = n, ko konča s svojim delom.

Naj bo m število programov . Največja vrednost je enaka m * 10000 . Za
m = 1 je najmanjša vrednost spremenljivke enaka največji, medtem ko je za

m > 2 enaka 2 .
Kaj pa če je m > 42?

3. skupina

1. K prvi nalogi povejmo le, da je najboljša rešitev (in torej uradna
rešitev v biltenu), ki smo se jo uspeli domisliti, domine postavljala s pomočjo

sestopa nja . To je torej tako, kot rešujemo problem postavitve n kraljic na
šahovsko desko, ...

2. Seveda števili 5 in 32 nista izbrani slučajno. 32 je ravno enako 25 !
Bi šlo sedaj reševanje nekoliko lažje? Program, ki uredi vagone je naslednji:

program ZelezniskaPostaja ;
const

n = 5;
vhodniTir = O;
izhodniTir = 6;

{š tevilo slepih tirov}
{ indeks vhodnega tira}

{indeks izh odnega tira (n+l}}

procedure PremakniVagon(odKod ,kam : int eg er); e xternal;
function Prazen(tir: integer) : boolean ; external;
function Vagon(tir : integer): integer ; external;

procedure Preuredi (m : integer; obrni: boolean) ;
{ Prestavi vagone s tirov 1..m-l na tir m . V poštev pride tudi prvi vagon. }
{ k i čaka na vhodu v postajo. Vrstni red vagonov se pri preurejenju obrne.}

var min ,minO,i : int eg er;
begin

minO:=O;
repeat

min :=minO; while (min <m) and Prazen(min) do rnin .eernin-l-L:
if min <m then begin

for i:=min+l to m-l do
if Prazen(i) then { }
else if (Vagon(i) <Vagon(min)) < >obrni then min:=i ;

PremakniVagon( min ,m);
end : { ir}
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if min=O then minO:=l ;
until min>m;

end ; { Preur-;;dl}

procedure UrediPostajo( m: intege r; ob rn i: boolean) ;
{ Uredi postajo velikosti m tirov (in 2* *m vagonovJ. }

begin
if m=l then PremakniVagon(O.l)
else begin

UrediPostajo( m-i-Lno t obrni ) ;
Pr eured i(m.obrni) ; {izpraz ni prvih m-l tirov za drug o urejanje}
Ured iP ostajo(m-l .obrn i) { po l manjša postaja ne potrebuje tira m}

end ; { if}
end ; {Ured iPostajo}

begin {Ze lezn iskaPostaja}
UrediPostajo( n, Odd( n)) ;
Pr eu redi(izhodni T ir.n ot Odd( n) );

end. {Ze lezniskaPostaja}

3. Podprogram ShraniPaket s premlja število prispe lih pa ketov vsake
datoteke in podatke o njih hrani v tabel i paketi. Ko prispejo vsi zapisi neke
datoteke , jih z zaporednimi klici podprograma Pisi po vrsti izpiše in sprosti
pomn ilnik, ki so ga zasedali , da je na voljo novim datotekam.

1500;
10;

const
ma xP a ket ov
ma xDatot ek

type
shranj enZapisT

record
st evilka : int eger;
nasl ed nj i: inte ge r;
za pis : za pisT;

end ; {shranjenZapisT}
opis Da to te keT =

record
zadnj iZa pis : int eg er ;
sprejetih: int eger;
prviZap is: int eg er ;

end ; {o pis Dato tekeT}

{več kot število dat ot ek X povprečna dolžin a}

{oblika podatkov o prispelih zapisih}
{številka za pisa v dat ot ek i}
{naslednj i element v verigi}

{ vsebina zapisa}

{oblika opisa prihajajoče datoteke}
{številka za dnj ega zapisa }
{število sprej et ih zapisov }

{prvi element v verigi zapiso v}

var
prazn iZa pisi: intege r; { kaza lec na prvi element}

{ v verigi prostih za piso v v tab eli zapisi}
opisi: array [l..maxD at ot ek] of opis Dato te keT ; {o pisi da totek}
zapis i: array [l..maxPak et ov] of sh ranj enZ apisT; { seznam z apiso v}

procedure P isi(dato te ka : int eger ; za pis: zap isT ); e xt e rn a l;
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procedure PripraviP ak et e;

{ Pripravi tabeli opisi in zapisi.}
var i: int eg er ;
begin

p-azniZapisi := 1 ;

for ;:=1 to ma xPaketov-1 do zap iš[i].naslednj i:= i+ 1 ;
za pisi[max Pa ketov].na sled nj i:=-1 ;
for i:= l to ma x Datotek do with opisi[i] do

begin zadnj iZapis:=O ; sprejet ih:=O ; prviZapis :=-l end ;
end ; { PripraviPakete}

procedure Sprosti Datoteko( dat : int eg er) ;
{ Sprost i prostor v tabeli zapisi, ki ga j e zasedala dat oteka dat. }

var l.i: integer;
begin

j:=prazniZapisi ;
with opisi [dat] do begin

i:=prviZapis; prviZapis :=-l ; zadnj iZa pis := O; sp-ejetih .e.O: p-azniZapisi:=i;
end ; {with }
while zapisi[i] .naslednji < >-l do i:=zapisi[i] .naslednji ;
zapiš[i].naslednji :=j ;

end; { SprostiDatoteko}

procedure Shran;Paket(p : paketT) ; { Shrani prispeli paket}
{ p v tab elo zapisi in izpiše dat otek o, te so prišli le vsi zapisi.}

var i.j : integer;
begin

if p.vrstaPaketa=zadnji then
op isi [p.da toteka].zadnjiZa pis:=p.stevi Ika;

opis i[p.da tot eka l.sp-ejetih := op isi[p.datoteka l.sprejetih+1;
i:=prazniZapisi ; prazniZapiš := zapisi[i).naslednj i;
with zapisi[i] do begin

naslednji: =opisi[p .datoteka].prviZ ap is; stevilka :=p .stevilka ; zap is:=p.zapi s;
end; { with}
opisi[p.datoteka].p-viZapis :=i ;
with opisi[p .datot eka] do

if sp-ejet iheezadnjiZap is then begin
for i:=l to zadnjiZapis do begin

j:=prviZapis ;
while zapisi[j) .stevilka < >i do j:=zapisi[j).nasledn j i;
Pisi(p.datoteka ,za pisi[j).za pis);

end ; { for}
Sprost iDatoteko( p.da to teka) ;

end ; {if,with}
end ; { ShraniPaket}

4. Algoritem ne zagotavlja medsebojnega izključevanja - oba robota
se lahko hkrati znajdeta v vesoljski ladji .

Primer:

•
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1. vLadji ima vrednost O

2. robot 1: preskoči zanko 2 in nastavi naVrsti:=l
3. preveri pogoj vLadji=O in vstopi v telo stavka if
4. robot 2: preskoči zanko 2 in nastavi naVrsti :=2
5 . preveri pogoj vLadji=O in vstopi v telo stavka if
6 . nastavi vLadji:=2
7. preveri (vLadji=2) and (naVrsti=2) in vstopi v ladjo

8 . robot 1: nastavi vLadji:=l in se vrne na začetek zanke 1

9. preskoči zanko 2 in nastavi naVrsti:=l
10. testira (vLadji=l) and (naVrsti=l) in vstopi v ladjo

Sandi K/avlar

NAŠE NEBO IN ZEMLJA
Ast ronomske efemeride 1991 - Umet ni sate li ti 1989/90 ­
Potresi 1989

Ce na 75 ,00 d in (60 ,00 d in)

JAN EZOVA NALOGA

Janez God ec iz SES Boris Kidrič Ljubljana nam je poslal nalogo s hudomušn im

na migom za rešitev:

Imamo tr i na ravna števila : drugo je za 7 večje od prvega in tretje j e

produkt kvadrata prvega in korena drugega ter hkrati za 1 večje od vsote
ma njših dveh . Katera števila so to?

Rešitev : lom im mat ojizov ik ,a t emorp agekšintop agentsem isubotva

inečlivetšo os okak jelgop ni inajlbujL v ojatsop okšinzelež an idjo p , n eč b rif

ser is eL

Verjetno se Jan ez veliko voz i z avtobus i, da m u je v glavo šinila ta naloga .
No, čeprav so v ig ri avtobusi mes tnega potniškega prometa v Ljubljan i pa

upam , da tudi drugim po Sloven iji nal oga ne bo delala težav .

Dušica Boben
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PISMA BRALCEV

Pisal nam je Bojan Žižek iz Osnovne šole Ivana Cankarja v Ljutomeru . Sam ni

znal razvozlati zanimivega problema . Bralce Preseka vabimo, da si ta problem

ogledajo v članku NENAVADNI PREIZKUS, Bojanu pa se za poslano idejo
zahvaljujemo in upamo, da mu bo omenjeni članek razjasnil (to) neznanko.

Bojan, ker smo veseli pošte naših bralcev, pa tudi zato, ker je takih in

d rugačnih problemov še mnogo, upamo, da se nam še kdaj oglasiš.
Pa lepo pozdravUen!

Damjan Kobal

ODPRTO PISMO SOLJSKI JAVNOSTI!

Spodaj podpisani, Anzenik Ivo iz 2c razreda Sredna strojna šola, v Ljubljani

javno protestiram proti mojemu tov . za matematiko Sitarju Antonu , zaradi

njegovega zatiranja ustvarjalnega navdiha pri dijakih. Namesto , da bi pustil
poleteti našo intoicijo, jo tlači in v kaluplja. Dolgo predolgo smo to prenašali,
prekipelo pa je pred nekaj dni, ko se je razgal il kot človek brez kančka

gen ijalnosti . Ki pa zato duši genijalnost pri drugih, v tem konkretnem primeru
pri meni. Bil sem namreč vprašan enačbo

Nalogo sem rešil izred no elega ntno:

(4+2Y=6

6x = 61

x = l

On je rekel, da to ni dobro, nakar sem naredil preizkus, in bilo je vredu . Ker

je še vedno težil, sem ponovno rešil nalogo tako:

4X + 2x = 6/ : 2

2x + I X = 3

2x + l = 3

2x = 2

x = l

Potem je nakladal , da se nalogo tako ne rešuj e. Kot da Je pomembno
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kako nalogo rešiš , valen je rezultat! Zato sem nalogo rešil še enkrat:

2 . 2x + 2x = 6

3 · 2x = 6/ : 3

2x = 2

x = l

Ker je bil čisto tiho (samo s členki je pokal), sem mu pokazal skoreni:

(/4x + 2x = v'6
Yt4X + V2X = v'6

4+2= v6
6= V'6;X

6x = Y!6X = 61

x = l

On pa je začel ful vpiti, da me on že ni tako učil. Je mar prepovedano, da
se učenci tud i sami do kakšne reči dokopljejo?! Le bi čakal, da se bom pr i

takem tov. naučil mislit i z svojo glavo, ne bi bilo nič iz mene .

Ker pa se m i je sedaj šlo zato, da mu dokažem njegovo omejenost, sem

uporabil tateške topove - logaritme in sem še enkrat nalogo rešil:

4x + 2X=6 / log

log 4x + log 2x = log 6

x . log 4 + x . log 2 = log 6

x ( log 4 + log 2) = log 6

x . log 6 = log 6/ : log 6

x = l

Postal je rdeč in je zahropel, da ga nekaj nespodobnega delam, potem pa mi

je dal zelo slabo oceno. In to kljub temu, da sem rešil nalogo na 5 načinov ,

vsakič ce lo z istim rezultatom . Očitno je začutil prožnost mojega duha in mi

je zato natihem fovš. Taki tov. ne pašejo na sredno šolo in pozivam ministra

za Sred no šoljstvo, da ga upokoji ali pa ga da na osnovno šolo, kje r učenci

še niso tako genijalni in ne bo naredil veliko škodo.

Pozivam na solidarnost in vse lepo pozdravljam.

Anzenik Ivo, 2.c I.r.
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TRIANGULACIJE VELKOTNIKOV

Najprej na kratko opredelimo nekaj pojmov. ki jih bomo rabili v nadaljevanju.
Naj bodo Al. A2, . .. , An različne točke dane ravnine.
Večkotnik z oglišči Al , A2 , oo • • An je končen del ravnine, ograjen s skle­

njeno črto, sestavljeno iz daljic A IA2 , A2A3 . . .. , An-lAn . AnAI . Te daljice
imenujemo stranice večkotnika in morajo ustrezati pogojema:

a. Sosednji stranici, torej stranici s skupnim ogliščern, ne ležita na isti
p emrcr,

b. Nesosednji stranici nimata skupnih točk.

Le ima večkotnik n oglišč, mu rečemo n-kotnik.

A

trikotnik ABC , ki ni štirikotnik ABC O
A2

lika na
levi in desni

nista
večkotnika

Navedena definicija je nekoliko prilagojena potrebam tega sestavka. Tako
definirani večkotnik se namreč v literaturi pogosto imenuje enostavni ravninski
večkotnik.

Stra nice tvorijo rob večkotnika , ostale točke večkotnika pa njegovo no­
tranjost. Večkotnik je konveksen ali izbočen, če so vsi njegovi notranji koti
izbočeni, torej manjši od 180°.

Triangulacija večkotnika AIA2. ooAn je tako razkosanje tega večkotnika

na trikotnike z oglišči v točkah Al, A2, . . . , An, pri katerem poljubna dva
trikotnika bodisi nimata nobene skupne točke bodisi imata skupno le oglišče

ali le stranico.
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Konveksni večkotnik trianguliramo zelo preprosto. Poljubno izbrano
oglišče zvelemo z vsemi ostalimi in konveksn i večkotnik tako razd elimo na
ust rezne tr ikotn ike . S triangulacijo nekonveksnega večkotnika pa je več dela.

t ria ng ulacija sed em kot nika razkosanj e pet kotnika - ni tri an gulacija

Izberemo oglišče takega večkotnika , ob katerem je notranji kot večji

od 1800 (glej def inicijo), in ga označimo z A. Poglejmo iz A v notranjost
večkotnika proti njegovemu robu. Opazimo vsaj eno oglišče, saj bi v nasprot­
nem primeru iz A videli le eno stranico, kar pa ni mogoče . Z diagonalo, ki
veže A s tem ogliščern, razdel imo večkotnik na dva večkotnika z manjšim

številom stranic . Na podoben način se nato lot imo teh dveh večkotnikov in
nadaljujemo z razkosavanjem, dokl er ne pridemo do triangulacije .

Primer trianguliranja osemkotnika je prikazan na naslednji risbi

prvi korak t rian gul ira nja ena od (dveh motnih) triangulacij

Večkotnik ima lahko več t riangulacij , vse pa imajo enako trikotnikov.
Velja namreč tal e rezultat.

IZREK 1. Vsaka triangulacija n-kotnika ima natanko n-2 trikotn ikov .

Dokaz bo s pomočjo matematične indukcije zelo kratek.
Za trikotnik ni kaj dokazovat i. Predpostav imo, da pri danem n > 3 izrek

velja za vsak k- kot nik, kjer je k < n .
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Ena od stranic poljubnega trikotnika iz triangulacije n-kotnika je njegova

diagonala, ki ga razdeli na p-kotnik in q-kotnik . Pri tem seveda velja

3 ~ P < n , 3 ~ q < nin p + q = n + 2

Po predpostavki imata triangulaciji p-kotnika in q-kotn ika p-2 oziroma q-2
trikotnikov, zato je v triangulaciji n-kotnika

(p - 2) + (q - 2) = p + q - 4 = n - 2

trikotnikov, prav to pa smo želeli dokazati .

Dobljeni rezulat nam omogoča

določiti vsoto notranjih kotov n-kot­
nika . Ta je namreč enaka vsoti no­

tranjih kotov vseh trikotnikov iz tri ­

angulacije n- kotnika, torej je enaka

(n - 2)180°.
Pova bimo zdaj bra Ica k na 10­

gam iz obravnavane snovi .

1. Koliko diagonal nastane pri triangulaciji n-kotnika?

2. Dokaži , da v vsaki triangulaciji večkotnika z najmanj petimi stranicami

obstaja trikotnik, ki ima kvečjemu eno stranico na robu večkotnika.

3. Dokaži , da v vsaki triangulaciji n-kotnika , n > 3, obstajata vsaj dva

trikotnika, ki imata dve stranici na njegovem robu.

Pojem triangulacije lahko posplošimo na naslednji način .

Naj bo ..VI. končna podmnožica točk danega n-kotnika in naj vsebuje vsa

njegova oglišča Al , A2 , oo . , An. Ttiengutecije Z og/išči V ..VI. je tako razkosa nje

večkotnika AIA2 .. .An na trikotnike z ogli š či v ..VI., da je vsaka točka množice

..VI. oglišče vseh tistih trikotnikov iz razkosanja, ki to točko vsebujejo.

če mnoŽice ..VI. ne navedemo, imenujemo pravkar definirano tr iangulacijo

posplošena triangu/acija večkotnika AlA2 ... An.
Oglejmo si zdaj enega od načinov , ki privede do triangulacije z oglišči v

.iV/. . Najprej trianguliramo večkotnik AlA2 oo .An, kar že znamo storiti . Vsak

dobljeni trikotnik ima lahko točke iz ..VI. še v svoji notranjosti in na stranicah.

Le katera leži znotraj trikotnika, jo povežemo z njegovimi oglišči z daljicami .

Enako storimo v novem razkosanju in tako nadaljujemo, dokler gre . Znotraj

dobljenih trikotnikov ni več točk iz A1.
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Nastale trikotnike razkosamo takole: Vse točke na eni stranici trikotnika

zvežemo z daljicami z nasproti ležečim ogliščem in po potrebi enako storimo
še s trikotnikoma, ki sta nastala ob drugih dveh stranicah trikotnika .

Kaj lahko povemo o številu trikotnikov posplošene triangulac ije? Odgovori
daje nasled nji izrek.

IZREK 2.Le ima množica ;\.1 r točk na robu n-kotnika in k točk v
njegovi notranjosti. je v poljubni triangulaciji z oglišči V.Alt natanko r + 2k - 2
trikotnikov. Pri tem je seveda r ~ n.

Dokaz. Naj ima triangulacija z oglišči v }vt m trikotnikov . Potem je

vsota vseh njihovih notranjih kotov enaka m180 0
• Enako vsoto dobimo, če

seštejemo notranje kote n-kotnika, polne kote ob točkah iz ;'v·t v notranjost i
n- kot nika in izt eg nj e ne kote ob ostalih točkah iz ;Ivl na ro bu večkotn ika . Torej
ve lja

m180 0 = (n - 2)180 0 + k 3600 + ( r - n)1800

od koder sledi iskana enakost m = r + 2k - 2.

n =12 \
r = 14 m = 20
k = 4
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Sklenimo prispevek z nalogami.
4. Po išči tako posplošeno triangulacijo trikotnika, da se v vsakem njenem

vozlišču stikajo št iri daljice triangulacije.
5. Naj ima množica A1 r točk na robu danega n-kotn ika in k točk v njegovi

notra njosti . Koliko daljic, nastalih pri tria ngulac iji z oglišči v A1, ne leži
na robu n-kotnika? Pri tem štejemo samo daljice , ki imajo samo krajišče

v/vi.
6. Označimo s p število takih trikotnikov iz triangulacije z oglišči v JVI , ki

imajo dve stranici na robu n-kotnika, n > 3. Potem je v tej tr iangulaciji
natanko p + 2k - 2 trikotnikov , ki nimajo nobene stranice na robu n­

kotnika, če k točk iz JVI leži v notranjosti n-kotnika . Dokaži .

Rešitve nalog bodo v P-4.

Boris Lavrič

KAKO RAZDELITI?

Ita lijanski ren esan čni matematik fra
Luca Pacioli (1445 - 1514) iz Be­
netk , sicer tudi dober prijatelj Le­
onarda da Vincija , je v svoj i knji­
gi Summa de arithmetica , geome­
trica, proportioni et proportionalita
zapisal med drug im tudi tale pro­
blem :

A in B mečeta kovance. A
bo za beležil točko zase , če bo padel
grb, če bo padla cifra , pa bo točko

dobil B . Tisti, ki prvi zbere 6 točk

dob i 1000 dukatov , ki so najb rž po­
vod za igro s kovancem .

Luca Pa c io li z m ladim urb inskim vojvodo
na desni

Toda , glej - ko je A-j u uspelo zbrat i že 5 toč k in je B imel le 3, je nekdo
tretji prekinil njuno igro . Končala sta , saj ni bilo druge izbire!

Povej , kako naj si zdaj A in B razdel ita med seboj onih 1000 dukatov,
da bo po pravici .

Dodajmo, da sod i Paciol ijeva naloga med prve za pise s področja verjet­
nostn ega računa in s tem namignimo reš"evalcu .

Vilko Domajnk o
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NA VELIKEM PAPIRNATEM TRAKU 000

Na velikem papirnatem traku so izpisana vsa naravna števila od 1 do 9999
eno poleg drugega, tako da nastane število

123456789101112 . . . 999799989999

Kolikšna je vsota števk dobljenega števila?

Dragoljub M. Miloševič

prev . Peter Petek

NEKAJ NAVODIL ZA TISTE. KI ŽELIJO OBOGATETI
Rešitve s strani 122

1. Imetnik 'o pcij e nakupa' lahko dobi od prodajalca največ dolar. Le bi
za opcijo plačal več, bi bila to gotova pot do revščine.

2. Za vsako opcijo nakupa, ki jo prodate za 55 centov, kupite unčo

zlata in eno opcijo prodaje za 30 centov. Le cena zraste za en dolar, ste en
dolar pridobili z zlatom, dolar pa morate plačati kupcu opcije nakupa . Vaš
dobiček je razlika med cenama obeh opcij, torej 25 centov. Le se cena zlata
ne spremeni, je vaš dobiček spet 25 centov. Le cena za dolar pade, se vaš
dobiček na opciji prodaje izenači z vašo izgubo pri zlatu, tako da je vaš skupni
dobiček spet 25 centov.

3. Za vsako opcijo prodaje, ki jo prodate za 55 centov, prodajte unčo

zlata in kupite opcijo nakupa za 30 centov. Vaš dobiček bo spet 25 centov,
ne glede na to, kaj se zgodi.

4. Za vsak par opcij dobite 1.10 dolarja. Plačati pa morate največ en

dolar.
5. Vsakdo, ki pri njemu kupuje opcije nakupa in opcije prodaje Cv parih)

bo od njega dobil dva dolarja devetkrat v desetih dneh. Po desetih dneh bi
tak človek Noriatyju plačal 12 dolarjev in bi od Noriatyja dobil 18 dolarjev.

6. Edina resnično varna cena je en dolar. Toda dokler je Noriaty v poslu,
je tudi 61 centov varna cena . Stanley lahko pri Noriatyju kupi eno opcijo
nakupa vsakič, ko eno proda. Podobno ukrepa v primeru opcije prodaje.

prevedla in pripravila Neža Mramor
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ZASUKAJ PREMICO

Kakšno ploskev opiše premica, ko jo sučemo okoli dane osi? Nekaj posebnih
položajev premice zlahka obvladamo:
a) Premica seka os vrtenja.
b) Premica je vzporedna osi vrtenja.

V obeh primerih premica in os ležita na skupni ravnini, zato iskano
rotacijsko ploskev takoj prepoznamo:

[?f;---- 7
'---+--" I

I
I
I
I

Drugačeje pri splošnem položaju premice, ki ga nismo zajeli va) ali b) .

c) Premica in os vrtenje sta mimobefni.
Tu si bomo pomagali z ravnino , ki bo šla skozi os vrtenja, in si ogledali

presek iskane rotacijske ploskve s to ravnino. Dobljena presečna krivulja
namreč pri vrtenju okoli osi opiše ploskev, ki si jo želimo ogledati.

Označimo s p premico, ki jo bomo zavrteli okoli osi r. Položimo skozi p
ravnino n, ki je vzporedna r. Pri konstrukciji te ravnine si lahko pomagamo
z ugotovitvijo, da na njej ležijo vse vzporednice z r , ki sekajo p . Nato
pravokotno na n postavimo ravnino <P , ki vsebuje r; premico, vzdolž katere
se sekata n in <P, pa označimo s s. Na s leži prebodišče A premice p z
ravn ino <P . Na to ravnino vpeljemo pravokotni koordinatni sistem, katerega
ordinato os naj nosi premica r , abscisna os pa naj teče skozi A in seka r v
koordinatnem izhodišču O. Označimo z a = OA razdaljo med točkama O in

A.
Brez težav lahko vidimo, da sta A in O najbl ižje ležeči točki premic p in

r in je tako a razdalja med p in r.

Zdaj določimo enačbo krivulje K, v kateri rotacijska ploskev seka ravnino

A
plašč neomejenega

dvojnega stoica

A
ravnina

A.B
premica

B
plašč neomejenega

valja

-



elJ . Seveda bomo enačbo zapisali v koordinatnem sistemu, s katerim smo
oprem ili ravnino elJ. Pravokotno na r postavimo poljubno ravnino lJ . Ta naj
seka premice p, r, s zaporedoma v točkah P, R in S . Razmerje dolžin
PS in AS zaradi lege P na premici p ni odvisno od izbire ravnine lJ, zato
postavimo k = PS / AS . Z zasukom točke P okoli osi r naj P preide v točko

T( x , y) krivulje K, ki leži na <1>.

Poglejmo na sliko .

lxi = RT

Iyl = OR

Upoštevajmo tud i, da velja TR = PR in da je trikotnik PRS pravokoten.
Dobimo

torej je krivulja K v izbranem koordinatnem sistemu na <P dana z enačbo

x 2 - k 2 y 2 = a2 . Potem ta kem je K hiperbola, iska na ploskev je dobljena
z rotacijo te hiperbole okrog premice r in jo zato imenujemo (enodelni)
rotacijski hiperboloid.

S tem smo odgovorili na uvodno vprašanje, prispevek pa sklenim z nekaj
opombami in vprašanji za radovednega bralca:



1. Pot, ki naj se pripeljala do rotacijskega hiperboloida , pove, da je

le-ta sestavljen iz samih premic (je premonosna ploskev). Poleg premic, ki
jih dobimo z vrtenjem pokoli r, ležijo na njem tudi premice, ki jih dobimo z

vrtenjem zrcalne slike pi premice p glede na <1> okoli osi r. Glej sliko .

2. Pri izpeljavi enačbe krivulje K smo brez besed privzeli, da premica p

ni pravokotna na ravnino <1> . Kakšna je rotacijska ploskev, ki jo o piše p , če je

p pravo kot na na <I>?

3. Zadržimo se še nekoliko pri opisani konstrukciji. Naj bo q vzpoednica
s p in naj vsebuje točko O. Zasukajmo q okrog r , tako da obleži na ravnini
<1> . Dokaži, da smo dobili asimptoto hiperbole K. Dvojni stožec , ki ga opiše q
pri vrtenju okoli r , imenujemo asimptotični stožec rotacijskega hiperboloida .

4. Plašč pokončnega valja z višino v naj sestavljajo napete elastične

nitke, vzporedne osi valja in pritrjene na robova osnovnih ploskev valja ­

krogov spoimerom r . Le zasučemo eno od osnovnih ploskev, torej krog, za

pravi kot okrog središča, plašč valja preide v del rotacijskega hiperboloida.

Kolikšen je kot ob vrh u osnega preseka njegovega asimptotičnega stožča?

5. Kakšno telo opiše kocka pri vrtenju okoli svoje glavne diagonale?

Boris Lavrič


