





UVODNIK

"Ste vretentar?”

"Da”

"Dihate dvojno?”

“Ne, samo zrak ...”

"S katerega planela, e smem vprasati?”
“Z Zemlje."

“Potem pa, prosim, k naslednjemu okencu.”

Stopil sem tja. Pogledal sem noter in se preprital, da
imam pred seboj istega uradnika, pravzaprav njegov nadaljnji
del. Brskal je po veliki knjigi.

"Al Ze imam.” je rekel, “Zemlja ... hm, zelo dobro. Ste kot
turist ali kot trgovec?” '

" Kot turist.”

“Potem pa dovolite ..."

Z eno od tipalk je izpolnil obrazec. z drugo pa mi je isto&asno
dal drug obrazec v podpis. potem pa rekel:

"Vmed* se bo zalel Zez teden dni. Bi hoteli, prosim, s tem v
zvezi stopiti do sobe 116, tam je na3a izdelovalnica rezerv, ki se
bo ukvarjala z vami. Potem prosim, &e stopite v sobo 67, kjer
je farmacevtska kabina. Tam boste dobili pilule Evfrugium. ki
jih morate jemati vsake tri ure, da bi nevtralizirali za va¥ organ
Skodljivo radioaktivno delovanje nadega planeta ... Ali se Zelite
svetiti med vadim bivanjem na Enteropiji?”

"Ne, hvala.”

“Kakor Zelite. Prosim. tukaj so va%i dokumenti. Vi ste
sesalec, ali ne?”

“Da."

"Potem pa prijetno sesanje!”

* vesol|skl meteorskl de?

Iz romana Zvezdni utrinki lljina Tihega Stanistawa Lema.



MATENATIEA

KITE - SPLETI - VOZLI

1. Kulturna zgodovina nam kaZe, da se je ¢lovek Ze od davnine zanimal za
pletenje in vozlanje. Kite obfudujemo v raznih pleteninah, vzbujajo nam
zaradi praktiZnosti in lepega ob&utek urejenosti in naravnosti; z vozli se
ukvarjajo prakti¢no vsepovsod: od tehnike, medicine do umetnosti.

V geometriji poznamo razne like, telesa, raunamo jim razne prirejene
kolitine: plod&ine, povrdine, prostornine. Pa se seznanimo %e z nekimi
drugimi “bitji" geometrijskega prostora; za ogrevanje si jih oglejmo na slikah:
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Matematiki so v prejSnjem stoletju priZeli veZ razmisljati o na&inih
obravnave in rafunanju s kitami in vozli. S temi vrsticami usmerimo v to
podrotje nekaj prvih korakov.

2. Na vsaki od dveh vzporednih vodoravnih daljic (“de3tic”) na
skupni navpini ravnini izberimo na enakih medsebojnih razdaljah 3tiri totke
(“zebljitke"), na zgornji 1, 2. 3, 4 in na spodnji daljici totke 1°, 2, 3", 4",
Pa jih poveZimo s 3tirimi nitmi; to je mogoZe narediti na razlitne naline,
vedno pa pazimo na to, da se niti vedno spu3&ajo, kar pomeni, da vsaka
nit kve¢jemu enkrat sete vsako ravnino R, ki je vzporedna de3ficama in je
pravokotna na navpi¢no ravnino. Tako nastane v geometrijskem prostoru
kita s 3tirimi nitmi. Na podoben natin oblikujemo kito s poljubnim Ztevilom
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niti (pri nas bo to 3tevilo 1, 2, 3, 4).

Enakost kit. Kito smemo po prostoru premikati z vzporednimi togimi
premiki, njene niti smemo tudi premikati npr. levo-desno, pri &emer si
mislimo, da so te niti raztegljive ali pa skr&ljive, pazimo pa na to, da ne
prekr8imo zgornjega pogoja o ravnini R. Niti se naj med seboj ne se&ejo ali
dotikajo.

ZmnoZek dveh kit ky in ky (z enakima 3teviloma niti) uvedemo preprosto
takole: prvi kiti kq prilepimo drugo kito (in srednjo de¥&ico odstranimo):

Enotska kita (na kratko enota '
e): kito, ki ji lahko vse niti “porav-
namo”, imenujemo enota,
Vidimo, da je poimenovanje eno-|
ta upravi¢eno, saj za poljubno kito
k velja:

ke = ek =k

Zrcalna ali obratna kita dane kite. Prezrcalimo dano kito k na ravnini R
(primerjaj na sliki), ki gre skozi spodnjo de¥tico pravokotno na navpitno
ravnino, pa nastane zrcalna (ali obratna) kita k' (kite k). Ce potem
odmislimo srednjo de&¢ico 1°2'3'4, ohranimo pa zgornjo in spodnjo, lahko
niti poravnamo, tako da nastane enota e:

Velja:
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Razvidno je, da za poljubne tri kite ky,kp,k3 velja pri mnoZenju
zdruZljivost (asociativnost)

(k1k2) - k3 = kq - (kak3)

Zal pa v splo¥nem mnoZenje kit ni zamenljivo (komutativno), kot kaZe
zgled s kitama a in b (ali b in c):

/

X

Kite a,b,c in njihove zrcalne kite imenujemo osnovne kite (s 3tirimi

nitmi).
Pri kitah a in b opazimo, da sta njuna “nadvoza” za en “korak”

vsaksebi. Pravimo, da sta a in b sosednji kiti; po prej¥njem sodilu prav
lahko ugotovimo, da sta si kiti v tehle parih tudi sosednji:

. binec
ainb o
- b inc
ain b o s
Ve w binc
a in b o i
b inc

Drugate sta osnovni kiti nesosednji, npr. ain c.
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Prav lahko s sliko ugotovi’: ZmnoZek nesosednjih osnovnih kit je
zamenljiv. Torej: ac = ca, a'c = ca', ac' = c'a, a'c' = '4'.
Za vajo potrdi, da veljata enakosti

aba = bab in bch = cbc

medtem ko ne velja

aca = cac
Pomen osnovnih kit je razviden iz te trditve:

S pripravnimi dovoljenimi premiki niti je mogofe doseti, da je dana kita
zmnoZek osnovnih kit.

Zgled. S kito z dvema nitima ni posebno mnogo dela, precej veX ga je
s kito s Ztirimi nitmi:

Upostevajot zgornje lastnosti (osnovnih) kit se da za dano kito tudi
ratunsko ugotoviti, ali je (ni) enota.

Zgled. Kita k = bac'a'ch'aca'c’ je enota, saj je mogote zapisati
k = b(ac')d'cb'(ac)d'c' = b(c'ad')ch'(ca)d'c’ = bc'cb'ec! = bb' = e.
Narigi za kito k ustrezno sliko.

3. Zlepimo pri dani kiti k obe de3¢ici, tako da se poistovetijo totke 1 in
1,2in2,3in 3", 4in 4. Iz kite k nastane splet. Ima lahko veZ enostavno
sklenjenih krivulj (na kratko refemo tudi kroZnic). Ce nastane samo ena
sklenjena krivulja, govorimo o vozlu.

Zgledi. Iz osnovne kite a nastane splet treh kroZnic. Iz kite aa = a2
oblikujemo splet stirih kroZnic, prvi dve sta med seboj uverizeni. Kita a°
daje vozel s tremi nadvozi. Znak tega vozla je 31, imenujemo ga tudi trilist.
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nadvoz-podvoz, dobimo zrcalni vozel|

9 Izberimo na trilistu smer ob-
hoda in to oznatimo s pud¥icami;
pravimo, da smo vozel orientirali.
Ce pa zamenjamo na vozlu vlogi

& ) A

Seveda lahko to naredimo z vsakim vozlom v.
Obstajajo vozli, ki so sami sebi zrcalni. Tak je npr. vozel 41 s 3tirimi
nadvozi, ki ga imenujemo na kratko osmica:
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4. V praksi oblikujemo (sklen-

jen) vozel tako, da “zavozlamo” vrv "——’I /‘D \'

in konca vrvi zdruZimo: (] )
-

-
Vrv in njene dele smemo potem ¥e premikati, le pretrgati (ali celo
presekati, kot je naredil neki vojskovodja z gordijskim vozlom) je ne smemo,
pa dobimo k danemu vozlu ekvivalentni vozel. Trije osnovni dovoljeni premiki
delov so vidni na tej sliki:

WE T Y i \ / .

V geometriji pravimo, da nastane vozel z vloZitvijo kroZnice v (tri-
razseZni) prostor. Tudi tu dobimo iz vozla ekvivalentnega, te (kon¥no krat)
uporabimo osnovne premike (te je v geometrijo uvedel nem¥ki matematik K.
Reidemeister in se po njem poimenujejo Reidemeisterovi premiki vozla).

Vozel je razvozlan, &e s temi osnovnimi premiki nastane iz danega vozla

v “navadna kroZnica” (tako kot pri kiti a) v prostoru. Zanjo uporabljamo v
nadaljevanju znak Q.

Vozle razvrstimo nekako po Stevilu nadvozov:

0 R BPP



Vidimo, da so prvi trije vozli v zgornji preglednici nezavozlani, vsi so
ekvivalentni (0. Za naslednje tri nam geometrijska nazornost pravi, da so
zavozlani (da jih ni mogole razvozlati).

Omenili smo dva na&ina oblikovanja vozlov. Pa se vpra%ajmo: Ali
dobimo po obeh opisanih natinih iste vozle? Ali je mogote ugotoviti
(ne)zavozlanost tudi z ratunsko metodo?

Oba problema sodita v topologijo, lepo panogo sodobne matematike.

Prvi problem je leta 1925 pritrdilno re3il ameriski topolog J.W .Alexander:
vse vozle je mogote narediti z lepljenjem kit.

Glede drugega problema povejmo, da so topologi dognali to: vsakemu
usmerjenemu vozlu v (spletu) je mogote prirediti izraz i(v) dveh spremenljivk
X in y. tako da sta izpolnjeni dve lastnosti:

(1) Za nezavozlan vozel O je i(Q) =1
(2) Ce se trije usmerjeni vozli (spleti) vt v~ in v
v okolici ene totke, kot kaZe slika

0 ujemajo povsod razen

velja enakost xi(vt) + Li(v™) + yi(v®) = 0.

Pri uporabi je treba vedeti, da iz enakosti i(v1) = i(v2) ne smemo
sklepati na ekvivalentnost vozlov vq in vy (ali spletov), pal pa zagotovo
vozla vq in vz nista med seboj ekvivalentna, €e izraza i(vq) in i(vz) nista
med seboj enaka. (Pravimo, da je enakost izrazov i(vq) in i(v;) potrebni
pogoj ekvivalentnosti vozlov, ni pa zadostni.)

Preden preidemo k zgledom, pokaZimo, kako iz dveh vozlov vq in vo
oblikujemo njuno povezano vsoto v4 Jva: Oba vozla (v prostoru si ju mislimo
vsaksebi) poveZemo s trakom (moZna sta dva natina), oblikovani usmerjeni
vozel (torej povezana vsota) je oznaten s krepko Zrto:

T o@D
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Pokazati je mogote, da je tako povezana vsota vozel, ki je dolo&en do
ekvivalence, in da velja enakost

(3) i(vafv2) = i(va)i(v2)
5. Zgledi.

a) Vemo Ze, da je vozel, ki nastane iz osnovne kite a ali &' (z dvema
nitima), nezavozlan; splet, ki nastane iz enote e, pa ima dve neuveriZeni
kroZnici. Vidno je, da lahko uporabimo (1) in (2):

O OGO OO

in dobimo od tod izraz i(v®) dveh nespletenih kroZnic
1 1
= 0Oy _ L e
i(v*) = y(x + x)

b) Na podoben natin dobimo po (2) in a) za tele splete

CO QD QO

nespletenl kroZznicl spleten! kroZnlcl nespletena kroZnica

1 £ e i )
~ enakost x(—(x + 1))+ Li(v™) + yi = 0'in po lahkem racunu sledi
izraz spleta dveh uveriZenih kroZnic

i(v7) = %(xs +Xx)—xy

Od tod sklepamo, da si spleta v© v a)in v~ v b) nista ekvivalentna.

Za vajo pokaZi, da splet v~ v
zgledu b) ni ekvivalenten spletu na
tejle sliki:
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¢) Dolotimo izraz i(34). Pozorno poglejmo sliko

./ @Q

nezavozlan levi trilist

pa lahko po (1), (2) pigemo: x1 + 1i(31) + yi(v®) = 0. Zaradi b)
dobimo potem izraz za levi trilist

i(31 levi ) = —2x3 — x?* 4+ x2y?
IzkaZe se: ¥e zamenjamo X z 31{- dobimo izraz i za desni trilist

(31 desni ) = —2(%)3 - (%)4 + (%]2}'2

Ker noben teh izrazov ni 1, sklepamo, da sta trilista zavozlana; Se vet,
trilista si nista ekvivalentna vozla (to velja zaradi neenakosti njunih izrazov).

¢) Tudi osmica 4 je zavozlan vozel, kot je vidno na podlagi slike in
ralunov:

O D D

; 1, " ; 1
Xl'(41) = ;1+y!(v°] = 0, 1(41] = —(;)2 = X2 —=1 +y2

Zanimivo je, da je ta izraz neobZutljiv na zamenjavo x z % presenetljivo
pa to ni, saj smo Ze pokazali (s poskusom), da je osmica scbi zrcalen vozel.

d) Na kraju pokaZimo, da Whiteheadov splet (glej sliko) ni ekvivalenten
niti spletu dveh neuveriZenih niti spletu dveh uveriZenih kroZnic. To ugo-
tovimo na podlagi slik in radunov (pu3tice kaZejo tudi, na katerih totkah se
spleti razlikujejo):
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ARp ap = (3

vt (Whiteheadov splet W) v~ (uveriZenl kroznicl)

QD = £

xi(W) = %f(r) +yi(v®) =0

Upostevajot zgleda b) in c) izratunamo
1 1 1
i(w)=-= - =42 3~ wy®
(W)=—J(x+ ) +y(5 +20+x°) —xy

kar ni niti izraz v b) niti v ¢).
Ob koncu tega kratkega potepanja povejmo, da mnogo pomembnih
matemati¢nih problemov privede do ¥tudija kit in vozlov.
Ivan Pucelj

& KOMPAS EOEEEED

Od namiznih ratunalniskih sistemov do avtomatizirane
tovarne prihodnosti.
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REZANJE VECKOTNIKA NA TRIKOTNIKE

Vzemimo v ravnini poljuben izbo&en ali konveksen vetkotnik. Z rezanjem
ga lahko razdelimo na same trikotnike na neskon¢no mnogo natinov. Tukaj
se bomo omejili na naslednji na&in rezanja: Vetkotnik reZemo z njegovimi
diagonalami, ki se ne sekajo v notranjosti. NekoZ so nam v osnovni
oli pripovedovali, da je diagonalo odkril sam Pitagora, ki je imel prekratko
posteljo, po diagonali iz kota v kot pa mu je bila ravno pravinja.

Naj ima na¥ vetkotnik n ogli¢, kjer je m > 3. Z nasim nafinom
rezanja poveZemo nekatera oglis€a z diagonalami. Stranicam in diagonalam
skupaj bomo rekli povezave, ker povezujejo oglitta vetkotnika. Ne pozabimo,
reZemo na same trikotnike. Re3ili bomo naslednje naloge:

1. lzratunaj Stevilo E, povezav, ki jih dobimo na ta nacin!

2. lzratunaj &tevilo T, trikotnikov, na katere smo razrezali n-kotnik!

3. Poisti stevilo D vseh razli¢nih rezanj danega n-kotnika na same trikot-
nike na prej opisani nacin!

Odgovor na prvo vprasanje je preprost. Pritrikotniku imamo 3 povezave,
torej E3 = 3, pri $tirikotniku nastane pri dogovorjenem nacinu rezanja 5
povezav, to se pravi E4 = 5. Ni teZko videti, da dobimo pri n + 1-kotniku
le dve povezavi veé kot pri n-kotniku, to pomeni, da velja preprosta zveza
Epnyq = Ep + 2. Iz te pa hitro najdemo formulo

Ep=2n-3, n>3

Podobno izratunamo 3tevilo T,. Najprej je otitno T3 = 1in T4 = 2.
Pri dogovorjenem nadinu rezanja dobimo pri n+ 1-kotniku le en trikotnik vet
kot pri rezanju n-kotnika, to pomeni, da velja zveza T4 4 = Th+1, iz katere
takoj sledi

Th=n-2, n>23
Zaradi popolnosti ozna&imo z O, $tevilo oglis&, ki nastopajo v nasih
nalogah. Seveda je Op = n. Pri tem velja enakost

On_En+Tn:1,ﬂ23

v kateri bodo starej3i bralci spoznali Eulerjev 1zrek.
Precej teZe pa je rediti tretjo nalogo. Za n-kotnike z majhnim 3tevilom
oglis¢ n pridemo do 3tevil Dp z risanjem vseh moZnosti. Za n = 3 imamo



(lfabje/d)

(alblcd]))
Slika 1. Rezanje petkotnika na trikotnike

trikotnik in tu ni kaj rezati. To pomeni D3 = 1. Za n = 4 dobimo 3tirikotnik
in Dy = 2. Za petkotnik dobimo Ze 5 mozZnosti (slika 1): D5 = 5.
Stevila Dj za n > 5 bomo izratunali rekurzivno, to je z Ze znanimi Stevili

D3:D4| 3 ,Dn—l
Mislimo si, da imamo n-kotnik in v njem izbrano neko stranico, ki ji pravimo
baza (slika 2). Iz kraji3¢ te baze povlecimo diagonali v neko drugo ogliste

nasega n-kotnika. Naj ima vetkotnik desno od trikotnika z bazo i, oni na levi
strani pa j stranic, kjer je i > 3 in j > 3. Stevili i in j nista neodvisni.

e

Sllka 2. Trikotnik z bazo
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O&itno mora veljati enakost i+j—241 = n, torej i+j = n+1. Oglise
trikotnika z bazo naj se sedaj spreminja po vseh tistih oglis¢ih n-kotnika, ki
niso krajista baze. Za i > 3 in j > 3 lahko dobljene i- in j-kotnike desno in
levo od trikotnika z bazo 3e naprej reemo na trikotnike na D; oziroma Dy
natinov, pri tem je i > 3, j >3 ini+j = n+ 1. Priizbranem trikotniku z
bazo lahko to naredimo na D;D; natinov. Ce pa se zgodi. daje j = n—1.
ko se desno od trikotnika z bazo vetkotnik izrodi v daljico (slika 2 desno),
lahko dalje delimo na trikotnike le n — 1-kotnik levo od trikotnika z bazo, in
to na D,_1 nalinov. Podobno je s to re¢jo v primeru i = n—1. Zan>5
velja tore] enakost

Dn=Dp 14+ D3Dp_5+D4Dp 3+ ...+ Dp_oD3+ Dp_4

ki jo lahko kraj%e zapisemo tudi takole:

n—2
Dp=2Dp 1 + Z DiDpyq—y,n=5
i=3

Z zadnjo formulo lahko izratunamo $e nadaljnje &lene zaporedja Dp :
Dﬁ = 14, D',' = 42, Dg = 132, Dg = 429, DlO = 1430,

Seveda nas zanima kontna formula za 3tevila Dp. Te tu ne bomo
dokazovali, glasi pa se takole:

1 2n — 4
D= .
= a1 (n—-2)

pri tem smo uporabili binomski koeficient

R

o katerem smo v PRESEKU Ze dosti pisali.
Naloga: PokaZi. da iz zgornje formule sledi

4n—6
n

Dn+1 = “Dp
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Stevila D, se ne pojavljajo samo pri na%em problemu, ampak tudi
drugod. Oglejmo si problem postavljanja oklepajev. Denimo,da imamo
znake a, b, ¢, d v tem vrstnem redu. Zanima nas, na koliko na&inov lahko
mednje postavimo tri predklepaje “(" in tri zaklepaje )" tako, da nikjer
ne nastopata predklepaj “(" in zaklepaj “)" eden za drugim, ne da bi kaj
oklepala, to se pravi, izloZevali bomo moZnost “()”. Poudarimo, da je vrstni
red znakov a, b, ¢, d stalen. Te moZnosti so:

((ab)(cd)), (((ab)c)d), ((a(bc))d), (a((be)d)), (a(b(cd)))

MoZnosti je tore] 5, to je Ds. Ali je kak¥na zveza med Stevilom rezanja
vetkotnika na trikotnike in postavljanjem oklepajev na opisani nalin v
splo¥nem primeru? Je. Med n znake lahko tako postavimo n—1 predklepajev
“(" in n—1 zaklepajev )" tako, da se "(" in )" nikdar ne sretata skupaj, na
Dp41 natinov. To vidimo tako. Stranice n + 1-kotnika oznatimo z n znaki,
ena pa ostane zaenkrat neoznatena. Na opisani na&in razreZemo n+ 1-kotnik
na trikotnike na vseh D,44 moZnih nalinov. Ce lahko v danem primeru
stranici a, b (a, b sta katerikoli stranici) zakljuZimo v trikotnik, ozna&imo
tretjo stranico z (ab). Prej ali slej pridemo po vetkotniku naokrog in nazad-
nje lahko ozna&imo tudi prvotno neoznaleno stranico vetkotnika (slika 1).

15 talbelld)
(ao (fafbc))d)

(ibec)d)
i - -
| #4 !

a L 4

a D

)

Slika 3. Dvojiska drevesa s petimi Izhod!
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Znan je %e en primer, v katerem imamo opraviti s 3tevili Dp. To
je primer dvojiskih ali binarnih dreves. Dvojitko drevo (primerjaj ga z
rodovnikom, tudi v PRESEKU je bilo o drevesih e marsikaj napisanega)
ima eno totko posebe] odlikovano, pravimo ji koren. Iz njega izstopata dve
veji, v vsako drugo totko pa vstopa ena veja, izstopata pa dve ali nobena.
Tistim to¢kam, v katere vstopa ena veja, izstopa pa nobena, pravimo izhodi
drevesa. Dvojiska drevesa z izhodi a,b,c,d v predpisanem vrstnem redu
so na sliki 3. O¢itno vsakemu dvojiskemu drevesu pripada neka postavitev
oklepajev med znake a,b,c,d. Vsakokrat oznatimo totko, iz katere izhajata
veji do a in b, z (ab), te vodita veji do b in (cd), oznatimo izhodno totko z
(b(cd)) in tako naprej. Dvojiskih dreves z n izhodi, ki so oznaeni v danem
vrstnem redu, je natan&no Dp 4.

Vetkotnik smo v nasem primeru rezali na trikotnike. Podobno bi lahko
rezali tudi na 3tirikotnike, petkotnike ...Lahko pa bi dovolili tudi druge
moZnosti: vetkotnik bi rezali deloma na trikotnike, deloma na 3tirikotnike
itd. V tem primeru bi dobili stevila, ki so v tesni zvezi z onimi, ki smo jih
sretali pri $ahovskem kralju.

Uporabljena literatura: H. G. Forder: Some Problems in Combina-
torics, The Math. Gazette 45 (1961), str. 199-201 G. Pélya, R. E. Tar-
jan, D. R. Woods: MNotes on Introductory Combinatorics, Birkhauser,
Boston-Basel-Stuttgart 1983

P. S.: V tretji 3tevilki Preseka 16 se je v program KINGPATH prikradla
napaka. Vrstica 320 se pravilno glasi : B[Y]:=0;
Marko Razpet
S e e e L S e e e R S e e e e e ey

GLEJ GA!

Dale¥, dale? spodaj na tleh vidi¥
vozel - tak kot je prikazan na sliki.
Predale¥ je torej, da bi zmogel ja-
sno razbrati, kako se kriZa njegova
vrv.

Povej, kolik¥na je verjetnost,
da je vozel na tleh zavozlan (ozi-
roma kolik&na je verjetnost, da je
vozel detelja in ne trivialni vozel)!

Vilko Domajnko



MAT V STIRIH POTEZAH

Ljubiteljem literature irskega pisa-
telja Lorda Dunsanyja ni potrebno
posebej poudarjati, da je bil velik
ljubitelj 8aha. Manj pa je znano,
da se je ukvarjal tudi s 3ahovskimi
problemi, v katerih se, prav tako kot
v njegovih leposlovnih delih, preple-
tata humor in fantazija. Problem,
predstavljen na Zahovski deski, je
Dunsany objavil v knjigi

The Week-End Problem Book.
Pot do resitve problema zahteva vet
logitnega misljenja kot 3ahovskih
vestin, seveda brez poznavanja os-
novnih pravil kraljevske igre ne gre. Pozicija je dokaj nenavadna, vendar se
lahko pojavi med igranjem partije.

Janez Ales
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“PARADOKSA” S TEKOCINAMI

Nekateri slovarji pojasnijo paradoks kot trditev, ki se zdi na prvi pogled
napa&na, a se izkaZe pri podrobnejsem pogledu za pravilno. Tudi v fiziki
naletimo vetkrat na besedo v tem pomenu. V&asih z narekovaji poudarimo,
da ne gre za pravi paradoks, pri katerem je s trditvijo ali s sklepanjem nekaj
zares narobe, V fiziki so navidezni paradoksi pogosto povezani z njenim
razvojem. Kak pojav primerjamo z drugim, ki ga Ye obvladamo, toda pozneje
se pokaZe, da primerjava ni umestna. Novi pojav je treba pojasniti drugate
in je pri njem zato izid drugaten, kot bi ga pri¢akovali, e bi bil novi pojav
zares podoben prejsnjemu.

Obdelajmo dva pojava, ki ju v&asih zaznamujemo kot “paradoksa”.
Opidimo ju, osvetlimo njuno zgodovinsko ozadje in pojasnimo. Oba sodita v
poglavje o tekotinah, prvi v del, ki obravnava mirujote tekotine, hidrostatiko,
drugi v del o tekocinskem toku, hidrodinamiko. Oba dela menda ne sodita
med kratkoZasne in nekatere u¢ne knjige drugega ali kar oba obidejo.

Vzemimo posode razli¢nih oblik z enako velikim dnom in nalijmo v vse
vodo do enake vigine (slika 1). Sila vode na dno je v vseh primerih enaka
in ni odvisna od oblike posode. Nekdaj se je zdelo to tako nenavadno, da
so govorili o “paradoksu” mirujoce tekocine (hidrostatiénem paradoksu). Ali
mislite, da spoznanje zasluZi to ime?

Ni teZko razumeti, zakaj se je zdelo spoznanje nekdaj bolj nenavadno
kot dandanes. Pojav sodi v statiko, ki obravnava mirovanje teles. Nekaj
njenih spoznanj izvira od Arhimeda iz 3. stoletja pred na%im 3tetjem.
Sele v Zestnajstem stoletju so to znanje redili pozabe in obnovili. Eden

ot

Slika 1. Pascalove posode 1z nlegove Razprave o ravnovesju kapljevin.
Slla na dno Je v vseh enaka, ker Imajo posode enako veliko dno In sega vodna
gladina v njlh do enake vigine.
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izmed zasluZnih mo# je bil Simon Stevin, ki je Zivel na Nizozemskem in leta
1586 izdal knjigo o umetnosti tehtanja. Tedaj so pogosto primerjali kapljevino
s trdnim telesom. Stevin si je zamislil, da so deli kapljevine v posodi trdni,
in dognal, da morajo biti gladine v povezanih posodah enako visoke. Toda
zavedal se je Ze bistvene razlike med trdnim telesom in kapljevino (slika 2).

V tem so mu sledili 3e nekateri drugi fiziki, med njimi Evangelista
Torricelli, ki ima zasluge za prvo meritev zraZnega tlaka. Da je bilo nekaterim
tedanjim fizikom teZko uvideti razlotek med trdnim telesom in kapljevino,
prita zabaven Torricellijev zapis iz leta 1644: "NekoZ je Zivel filozof, ki je
enega izmed svojih sluZabnikov videl, kako je vstavil cevko v steklenico z
vinom. Okaral ga je ¥e%, da vino nikoli ne bo steklo po cevki, ker tezka
telesa silijo navpitno navzdol, a ne vodoravno v stran. Toda sluZabnik ga
je z dejanjem prepri¢al, da sicer sili po naravi tudi kapljevina navzdol, a
poleg tega sili na vse strani, celo navzgor, ker is¢e kraj, na katerega se bo
premestila, tako da bo na njem odpor manj3i kot sila kapljevine.”

Deset let prej so fiziki, med njimi tudi Galileo Galilei, mislili 3e, da ima
voda samo “absolutno teZo". Del vode naj bi imel tefo samo, &e ga ne bi
obdajali drugi deli vode. "Voda v vodi nima teZe, ker se ne spu¥&a.” Niso
uvideli, da za vsak del vode teZo uravnovesi vzgon, to je sila okolnih delov
vode.

Podrobno je pojave obdelal Blaise Pascal v Razpravi o ravnovesju kap-
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Slika 2. Razlilka med trdnim telesom in Kapllevino z enako gostoto v
posodi. Slla opeke na podlago zaradl teZe Je enaka sili enako teZke kaplievine
na dno posode z enako obliko (a). Sila dveh opek na podlago zaradl teZe
pa ni enaka sili enako teZke kapljevine na dno posode z enako obliko. Treba

Je upostevatl se navpiZno silo kapljevine na stranske vodoravne dele posode
(¢rtkano) (b).
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ljevin in teZi mase zraka, ki je iz&la leta 1663, leto po njegovi smrti. Jasneje
kot drugi pred njim, na primer Simon Stevin, je opredelil tlak v mirujo&i
kapljevini. “Tlak, ki ga izvajamo kjerkoli na kapljevino v zaprti posodi, se
prena%a nezmanjdan po vse]j kapljevini in deluje pravokotno na vse stene.” To
trditev so imenovali Pascalov izrek. Pascalu se je na osnovi izreka porodila
zamisel za napravo, ki so jo vet kot sto let pozneje patentirali kot kapljevinsko
stiskalnico (slika 3). “Posoda, polna vode, a sicer povsem zaprta, ima dve
odprtini, od katerih je ena stokrat vefja kot druga. Postavimo v odprtini
bata, ki ju tesno zapirata. MoZ, ki potiska mali bat, deluje s silo, enako sili,
s katero potiska sto moZ veliki bat, ki je stokrat vecji... Za vefjo jasnost
lahko dodamo, da je tlak vode enak pod obema batoma; kajti, e je eden
stokrat veji kot drugi, se tudi dotika stokrat ve& delov vode.”

Pascal je pri poskusih raziskal odvisnost tlaka v mirujoli tekotini od
vidine, o kateri smo doslej mol&ali. Z dobrih deset metrov visokim stolpcem
vode je uravnovesil zra¥ni tlak. Svaka je pripravil do tega, da je izmeril zraZni
tlak ob vznoZju in na vrhu gore. Merjenje je potrdilo misel, da tudi zraZni
tlak z vi%ino pojema. Odvisnost tlaka od vigine in njegovo neodvisnost od
oblike posode je pokazal s sodom. V sod je vstavil dolgo navpi¢no cevko z
razmeroma majhnim premerom. Ko je dolil dovolj vode v cevko, je sod poil
(slika 4).

Ker je Pascal med prvimi spoznal vlogo tlaka v mirujo&i tekoCini in
raztistil nekatera vprasanja v zvezi z zranim tlakom, ni neupraviteno, da

1

Slika 3. Poenostavijena shema ka-
pllevinske stiskalnice.

velik;, bat
velika sila

mali bat
mala sila

‘ o Slika 4. Sod z navplcno cevjo, V
-V katero je B.Pascal dolll male vode,
In dosegel, da Je sod pocil.
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so enoto za tlak poimenovali po njem:

1 newton na kvadratni meter = 1 pascal ali 1 N/m? =1Pa.

Naredimo kratek ra&un. Vzemimo, da je v posodi z ravhim dnom voda.
Ker je tlak na dno neodvisen od oblike posode, si lahko mislimo, da ima
posoda obliko prizme. TeZo vode dobimo, e njeno maso m pomnoZimo
s teZnim pospeskom g. Za to teZo je sila na dno F ve&ja od sile Fp na
gladino vode: F = Fg + mg. Tlak dobimo, ko silo delimo s presekom S
osnovne ploskve: p = pg — pgz. Pritem je pg = Fg/S tlak na gladini in
prostornina prizme V = Sz. Gostoto vode vpeljemo kot kvocient mase in
prostornine p = m/ V. Vi%ino prizme smo zaznamovali z z in opremili drugi
¢len z minusom, e merimo z od dna navzgor (slika 5). Tako upo3tevamo,
da z nara3tajoZo visino tlak pojema. Enatbi lahko damo obliko, ki poveZe
tlak pa v visini zo s tlakom pq v visini z1:

P2 = p1 — pg(z2 — 1) ali P2 + pgz2 = p1 + pg71

Enatba velja, e se med vi%inima z; in z1 ne spremeni gostota. Pri kapljevi-
nah, ki jih smemo imeti za nestisljive, je vedno tako, pri plinih pa samo, e
viginska razlika ni prevelika. Spomnimo se, da zajamemo s tekodinami pline
in kapljevine.

Preidimo k drugemu poskusu. Iz risalnega lista izreZimo kroZni izsek.

AZ

sila na FE
gladino 0[

— presek S
1

Slika 5. Slla tlaka na dno F = ——TTTT e
pS Je veCja kot sila tlaka na gladino : P> P,
Fg = pgS za teZo kaplievine mg = te¥a | B ain
pVg = pSzg. Tlak z narasZajofo 2 1
globlno narasta In z narasZajoco vizi-|

Ze usmerimo os z navplZno navzgor.

———————— —t===2, ,
no pojema, zato vella p = pg — pg2z, [[— 2+ P2
il
l
!
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ga zvijmo v pla¥¢ stoZca in zalepimo, tako da se prilega lijaku. V navpitno
postavljeni lijak dajmo papirnati stoZec. Zaradi teZe stoZec pade. PridrZimo
stoZec v lijaku, pihajmo v lijak in spustimo stoZec. Dokler pihamo, stoZec
ostane v lijaku in pade na tla, ¥ele ko nam zmanjka sape. Podoben poskus
se posreti tudi z vretenom za sukanec in s kosom papirja (slika 6). Izid
marsikoga preseneti, saj bi pritakoval, da stoZec zaradi upora v zratnem
curku e hitreje pade na tla. Pojav v&asih imenujejo ‘paradoks” gibajole
se tekotine (hidrodinami¢ni paradoks). Povedati pa je treba. da nadenejo to
ime zadnje ¥ase tudi nekaterim drugim izidom.

Da bomo pojav razumeli, nadaljujmo prej¥njo razpravo. Torricelli je
leta 1643, malo pred Galilejevo smrtjo, postal njegov sodelavec. Ze prej
je napisal rokopisni Dve knjigi o gibanju prosto padajocih in viZenih teZkih
teles. V njiju je mimogrede obravnaval tudi iztekanje vode iz posode skozi
dovolj veliko odprtino. lztekajoti curek je usmeril tudi navpi¢no navzgor in
ugotovil, da curek ni dosegel gladine. Vendar pri dobro oblikovani odprtini
razlika ni bila velika. Po tem je sklepal, da bi curek dosegel gladino, &e ne bi
bilo upora. "Voda, ki izteka iz posode, ima v toZki iztekanja enako hitrost,
kot bi jo imelo poljubno teZko telo, tudi kaplja te vode, ko bi prosto padla od
gladine do vigine odprtine.” Trditev je postala znana kot Torricellijev izrek.
Za hitrost iztekajote vode v velja tedaj enatba %vz = gz, Ce je z visina
gladine nad odprtino.

zrak (b)

Slika 6. Poskus, pri katerem pihamo skozi lijak navpicno navzdol In s tem
doseZemo, da miruje v njem stoZec Iz papirl]a. Ko ne plhamo, stoZec pade (a).
Poskus se posreZl tudl z vretenom za sukanec In kosom papirila (b). V oZinl
Je hitrost zraka vellka In tlak niZJi od zunanjega zraZnega tlaka.
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¥ kX %

Torricelll Je naredil e drug poskus, Kl ga najbolle razumemo na osnovl
racuna. Hitrost iztekan]a vode v = v/ 2hz skozl odprtino s presekom Sd na dnu
posode poveZimo s hitrostjo znlZevanla gladine —dz,’dt v prizmatlZnl posodl s
presekom S. Prostornina vode, ki Iztefe skozl odprtine na sekundo, Je enaka
prostorninl med lego gladine In njeno lego sekundo poznele:

daz
vS 4 =-5—
i ar
Enatbo /2gz Sy = —Sdz/dt preuredimo v dz/v/z = —/2g(S4/S)dt In

Integriramo od zaZetne viSine gladine z5 do vidine z In od zaZetnega Casa
0 do Zasa t:

2(\/‘_?*\/2_0):-\/2__055—‘1! ali V’E:\/%—\/Es—dr‘

disrhy

Iz enatbe Izhala, da se gladina zniZza do dna prl z = 0 v ZTasu ty =

\/229/9 S/Sg4. Ta tas razdelimo na N delov In vpellemo tp = nty /N, n< N.
Vstavimo to v enatbo za visino gladine In enaZbo kvadriramo:

n
Zn = 20(1 = Ef_)z
MNaposled polsCemo razmer]a viSinsklh razlik:
'”{ZN—?) — ZN_2] - (ZN_2 = ZN—I} : (zN—i — ZN) L kB

Torricelll Je opazoval, kako se Je v enakomernlh Zasovnlh razmikih niZala gladina
v posod| protl koncu lztekan]a In po ugotovljenem razmerju ...5.3.1 sklepal, da
gre za Kvadratno odvisnost. To razmerje so teda] poznall od prostega padan)a.
RaZuna, kakrsen je nas, v te] oblikl e nl mogel nareditl.

Privzeli smo, da deli vode na gladini pri vigini z mirujejo. Ce se pri vi&ini
z4 gibljejo s hitrostjo v4, se gibljejo pri vi%ini z, s hitrostjo v5 in velja

3pV3 + pgz = 3pVi + pgz1

Vstavimo vy = 0in z4 = z ter z = 0 in vo = v, pa dobimo prej¥njo zvezo
%vz = gz. Obe strani enatbe smo ¥e pomnoZili z gostoto kapljevine p.

Ce se ne spreminjata samo vi%ina delov vode in njihova hitrost ampak
tudi tlak, moramo povezati obe enatbi. Dobimo znamenito Bernoullijevo
enacbo:
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P2 + %Psz +p822 =p1 + %Pvf + pg21 -

EnaZbo. ki smo jo v Preseku Ze sretali (6 (1978/79). str.241), je Daniel
Bernoulli objavil v Hidrodinamiki leta 1738. Del kapljevine se lahko dvigne,
te se mu zmanj3a hitrost. Ker je visina povezana s tlakom, lahko preide tudi
na obmo&je s povi¥anim tlakom, &e se mu zmanj%a hitrost. Danes vemo, da
velja enatba samo pribliZzno, in to tem bolje, &im manj%e delo opravijo sile
med plastmi kapljevine, &im manj3e je “trenje” med deli kapljevine.
Potrebujemo samo enatbo za primer, da se ne spremeni vigina:

2 2
p2+%pvz =p1+%,av1 s

Enatba pove, da je tlak manj%i na mestu, kjer ima kapljevina vetjo hitrost.
Vzemimo, da tefe kapljevina skozi cev s spremenljivim presekom. Na mestu,
kjer je hitrost vy, je presek S;. na mestu, kjer je hitrost v, pa presek
S,. Kapljevina je nestisljiva, zato se ne spremeni njena prostornina, ki
pretee skozi dolofen presek v asovni enoti. Hitrosti potemtakem povezuje
s presekoma enatba (ki smo jo uporabili tudi prej):

v1S1 = va Sy .

Cim manjsi je presek, tem ve&ja je hitrost in skupaj s prejgnjim: &m manjsi
je presek, tem manj3i je tlak. Dobljeni sklepi obveljajo tudi za plin, &e se
njegova gostota ne spremeni znatno. Enalbe veljajo v tem primeru manj
natan&no.

oZina kapljice

plin ==

sest
zrak

(a)

Slika 7. Sesalka na vodnl curek (a) in razprsilo (b)
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S tem ni teZko pojasniti poskusa, katerega izid se je prej zdel nenavaden.
V cevki lijaka, v katero pihamo, je tlak malo vegji od zunanjega zraZnega tlaka,
hitrost delov zraka pa razmeroma majhna. V oZini med stoZcem in lijakom
je presek zelo majhen, hitrost velika in tlak manj3i od zunanjega zratnega
tlaka. Sila zaradi razlike tlakov uravnovesi teZo stoZca.

* ¥ ¥

Kdor tega pojava Ze nl videl, se mu zdl €uden In nerazumljiv. Predstavlla
sl morda, da bl moral bitl v oZinl, kjer Je voda utesnjena na manjsl presek, tlak
vetjl. Prl tem se Zlovek nehote spomnl na gne&o ljud!, kil bol] pritiskajo drug
na drugega, kjer rinejo skozl vrata. Vendar je pri vodi poskus pokazal ravno
nasprotno; v oZinl Je tlak zman)san. Ljudje se ne dajo dostl deformiratl, kaplje
pa Cisto lahko.

|.KusZer In A.Moljk, Fizika, 1.del, DZS, Ljubljana 1980, str. 250

i

Slika 8. Sled mehur]ev, kil nastanejo cob vrteZem se viJaku na mestih, na
katerih Je hitrost delov vode zelo vellka In tlak mo&no zniZan.
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Pojav izkori¥¥a na primer sesalka na vodni curek (slika 7a). Curek vode
iz pipe vodimo skozi oZino, po kateri se giblje z veliko hitrostjo. Na tem
mestu in v njegovi okolici je tlak precej manj¥i od zunanjega zra&nega tlaka.
Skozi cevko iz dela posode, ki obdaja o¥ino, sesa naprava zrak. Podobno
deluje razprdilo, le da sta v njem vlogi zamenjani. Namesto vodnega curka
imamo curek zraka ali kakega drugega plina, ki sesa in razpriuje vodo ali
di¥eto kapljevino (slika 7b).

Menda sta zaradi tega pojava tréili ladji, ki sta vozili v&tric po kanalu.
Deli vode med njima so imeli vetjo hitrost glede na njiju kot deli vode na
nasprotni strani, zato je bil tlak na obmo&u med ladjama manj%i kot na
nasprotnih straneh. Ladjo je tis¢ala proti drugi ladji sila zaradi razlike obeh
tlakov. Ce se je to zares primerilo, sta morala biti kapitana dokaj nepazljiva.

Pojav lahko moti 8e drugaZe. V vodnem toku okoli vrteih se delov turbin
ali ladijskih vijakov imajo deli vode zelo veliko hitrost. Hitrost je tolik¥na,
da je tlak manj3i od izparilnega tlaka, voda izpareva in nastanejo mehurji
vodne pare. Pojav, znan kot kavitacija, je ¥kodljiv, ker mehurji zmanj¥ajo
utinkovitost turbin ali vijakov in praskajo vrtljive dele, da se pre] obrabijo
(slika 8).

Tako smo dva “paradoksa” povezali v kramljanju, v katerem ni manjkal
§tepec prave fizike. Ali ste se pri tem dolgotasili?

Janez Strnad

R e i

SAHOVSKE UGANKE

Oglejmo si tri zanimive uganke, povezane s ¥ahom.

1. Ali lahko postavimo komplet $estnajstih belih figur na $ahovsko desko
tako, da vsaka figura 3¢iti le eno drugo figuro?
2. Kako moramo razvrstiti 8 belih figur ( brez kmetov ), da bo napadeno
ali zasedeno najvetje 3tevilo polj?
3. Kako pa bi razvrstili 8 belih figur ( brez kmetov ), da bo napadeno
najmanjse 3tevilo polj?
Janez Ales
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SAHOVSKI PROBLEM SAMA LOYDA

Zdalet najvetkrat ponatisnjen %a-
hovski problem Sama Loyda, sesta-
vijen pri njegovih osemnajstih le-
tih, prikazuje otarljiv na&in poda-
janja Zahovskih problemov, zavitih
v zanimive anekdote.

Leta 1713, v ¢asu, ko so Turki
oblegali 3vedskega kralja Karla XII
v taboris¢u Bender, je kralj pogosto
preZivljal as ob igranju 8aha z enim
izmed svojih ministrov. Med neko
partijo je Karel, v poziciji prikazani
na sliki, kot beli naznanil mat v treh
potezah. Hip za tem je zablodela
krogla razbila belega skakata na po
lju el. Karel je ponovno preudil pozicijo, se nasmehnil in dejal, da skakaZa
tako ali tako ne potrebuje, saj ima %e vedno mat v 3tirih potezah. Toda
druga krogla je belemu razbila tudi kmeta na h2. Kralj je neprizadet ponovno
pretehtal svojo pozicijo in napovedal mat v petih potezah.

Zgodbe pa tu Ze ni konec, e bi namre& prva krogla odstrelila belemu
trdnjavo na g7 namesto skaka&a, bi lahko Karel 3e vedno matiral nasprotnika,
tokrat v Sestih potezah.

Janez Ale¥

TEZJI TRIKOTNIKI

Poisti vse trikotnike s stranicami dolZine a, b in ¢, e za vsak naraven n iz
daljic, ki merijo a”, b” in ¢” lahko sestavimo trikotnik.

Boris Lavri¢



RESITVE NA

KOLIKO TRIKOTNIKOV - Resitev iz P-XVII/2

V P XVII-2 je Sandi KlavZar zastavil nalogo, koliko trikotnikov je na sliki 1.

- ﬂi’ _——— e —
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Slika 1. Kollko trikotnlkov Je na Slika 2. Graficna predstavitev
sliki? vsote prvih n naravnih stevil.

Najprej bomo nalogo posplogili, poiskali reSitev splo¥nej$e naloge,
odgovor na zgornje vpra%anje pa potem ne bo teZak.

Trikotniku, ki ima za osnovo n najmanjgih trikotnikov, bomo rekli n-
trikotnik. Na sliki 1 imamo torej 8-trikotnik. SploZnej%a naloge se sedaj
glasi: Koliko trikotnikov je v n-trikotniku? Preden za&nemo z redevanjem,
potrebujemo nekaj matemati¢nega orodja. Vefina verjetno ve, da je vsota
prvih n naravnih Stevil enaka

n(n+1)

1+2+4+ .. +n=
+d+...+N 7

V veljavnost te identitete se lahko prepritamo tudi s pomotjo slike 2.
Potrebovali bomo 3e vsoto kvadratov prvih n naravnih Stevil

n(n+1)(2n+1)

124224 . 4+0%2= -

Formulo dokaZimo z matemati¢no indukcijo. Najprej pokaZzimo, da velja
zan=1:

n(n+1)(2n+1)  1{1+1){21 +1)
6 - 6

Naj sedaj formula velja za (n — 1). Tedaj:
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124224+ .+ (n—-1)2+n=
(n—1)n(2(n—1)+1) 5 (n%? —n)(2n—1)+6n2
o 6 +n = 3 =
203430240 n(2n% +3n+1) _ n(n+1)(2n+1)
B 6 B 6 - 6
Za kraj3i zapis vpeljimo %e sumacijski znak Y. . Vsoto 3tevil a1, as,
a3, ... ap bomo krajse zapisali kot >/, (a;) . torej velja

n
ag+ar+..+ap= Z(a,)
=1

Seznaniti se moramo %e z oklepaji [...]. s katerimi oznatujemo zaokro-
Zevanje na prvo celo Stevilo navzdol, npr.: [r]= 3. Potrebovali jih bomo
pri celostevilskem deljenju naravnega $tevila n z 2, kar bomo oznatili [n/2].
Velja :

e n sod
[n/2] = { 81 piih
Kdor pozna programski jezik pascal, ve, da lahko izvede operacijo celostevil-
skega deljenja z operatorjem div, v na¥em primeru velja [n/2] = n div 2.

In sedaj k reZevanju splo3ne naloge. Vse trikotnike razdelimo na dva
razreda, na pokon&ne trikotnike (tiste s horizontalno stranico spodaj) in
obrnjene. Pokon&nih 1-trikotnikov je v prvi vrsti n, v drugi n — 1, v

tretji m — 2, ..., v predzadnji 2 in v zadnji 1. Vseh 1-trikotnikov je torej
2?=1 = ﬁ(ﬂ‘zjl Podobno pre3tejemo %e vse ostale trikotnike:

pokontni trikotniki obrnjeni trikotniki
1-trikotnikov ﬂ(‘”z;ll 1-trikotnikov i";zl)—"
2-trikotnikoy {2517 2-trikotnikov (2=3)(n=2)
3-trikotnikov In;z%(ﬂl 3-trikotnikov L”;5J§(-"_:ﬂ
A-trikotnikoy  (1=3)(n=2) 4-trikotnikoy  (A=7)(7=6)

k-trikotnikov Lﬂ_—‘i%@;ﬁ%l k-trikotnikoy (1=2k+1)(n-2k+2)

(n — 2)-trikotnikov 6 ([n/2] — 2)-trikotnikov { ;? : r::d
(n — 1)-trikotnikov 3 o PE gasd
n-trikotnikov 1 (In/2] = 1)-trikotnikov { T2 " 0

[n/2]-trikotnikov {; :;zd
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Z N(n) oznatimo &tevilo trikotnikov v n-trikotniku.

n [n/2]
n—k+1)(n—k+2 n—2k+1)(n—2k+2
N("]:Z( ]2( )"'Z[ }2( ):51+52
k=1 k=1
lzraunajmo najprej vsoto Sp
E g =k t)n-k+2) 2 <
Bo= N, ; :EZ(n—k+1)(n—k+2):
k=1 k=1
1y 2 2
=52[n — 2nk+3n+ k% —3k+2) =
k=1
g - 3, 1gn,s 3
=5ﬂ —n2k+—2~n +*2'Zk ——Zk+n:
k=1 k=1 k=1
13 nn+1) 3, 1n(n+1)(2n+1) 3n(n+1) _
=g " g Ty’ *3 6 5 p FF
3,12, 1
67 3% T3
Z vsoto S, je nekaj vet dela:
nje sod:
n
n—2k+1)(n—2k+2
s=S pl I )
k=1
=—[(n—=1)n+(n-3)(n-2)+..+3-4+1-2]=
1
:5[1-2+3-4+5-6+...+[n—3][n—2]+[n—1]n]=
1
=5[[2-2—2)+(4v4—4]+[6-6—6)+...+
+ot((n=2)(n=2)—(n—-2))+(n-n—n)] =
1n,ﬂ’2 n/2 nj2
=EE((2k)2—2k)=ZZk2—Zk=
k=1 k=1 k=1
1 n.n n 1 n n 1 1 1
=7[= . == et = S e e Py - Ll P o
G 2G N2 +Ul-5 3 G+lU=g5r +5r -5
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n je lih:
(n-1)/2
_ (n—2k+1)(n2k+2) _
Sy = k; : =

:%[(n—l)ﬂ+(ﬂ—3](n—2]+m+4_5+2‘31=
:%[23+45+67++{ﬂ—3)(n_2)+(n_1)n]=

=212 242) 4 (444 4)+(6-64+6) + .+
bt ((1-2)a =2+ (1-2) + (0 n+ m)] =

1 (n-1)/2 (n—-1)/2 (n-1)/2
e 2 . 2 _
=5 Yo (k2 +20)=2 > K+ Y k=
k=1 k=1 k=1
1 n—-1 n-1 n-—1 1in-1n-1
_2[6' 3 ( 2 +1)(2 3 +1]1+§[ 7 ( 2 +1) =
13,15 L. 1
2" ts" 12" 8
Po sestetju obeh vsot S5 in S dobimo,
3484 502 4 3n: d
N = 41‘1 -+ an + 4ﬂ, n so
(n) {%n:’ + %n2+ %nu %: n lih

Kdor zna iskati nitle polinomov, pa lahko rezultat pretvori v

[ La(n+2)(2n+1); n sod
N(n) = {§[n+1)(2n2 +3n—1); nlih

In kon&no 3teviltni rezultat: N(8) = 170. Na sliki 1 je torej 170
trikotnikov.

Ciril Pezdir
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MISS PRESEKA

V ¢lanku “Nenavadne krivulje” preberemo. kako lahko konstruiramo zanimive
ravninske krivulje. PriloZeni program zahteva kot podatke le nekaj tevil in
Ze naride krivuljo. Zakaj ravno tdko, razberemo v &lanku.

In sedaj vabilo. Na Presekov naslov (PRESEK, Jadranska 19, 61111
Ljubljana, p.p. 64 (za Miss Preseka)) nam po¥ljite eno ali veZ izvirnih slik,
ki ste jih ustvarili s programom “Generiranje_Fraktalov”. Avtor slik je
lahko en sam, zelo zanimive krivulje pa lahko nastanejo tudi s skupinskim
delom (npr. v kroZku), saj verjetno nima vsakdo moZnosti samostojnega
dela na osebnem ratunalniku. Seveda pa lahko program iz turbo pascala (ki
smo ga dobro spoznali v zadnjih treh 3tevilkah lanskega Preseka) prevedete
tudi v pascal vadega rafunalnika, ali v kak drug jezik. Ni& hudega, e slike
ne morete z zaslona spraviti na papir, zadostovalo bo Ze, da nam posljete
Stevilske podatke, ki ustrezajo dani krivulji. Seveda je nemogode re&i, katera
krivulja je najlep¥a (kot je to navadno na obiZajnih lepotnih tekmovanjih),
zato bomo objavili sliko vsake zanimive krivulje. Rok za oddajo “lepotic”
je konec koledarskega leta 1990. _

Preden se lotite dela, 3e nekaj splo¥nih napotkov za konstrukcijo lastnih
krivulj.

Najenostavnejsi na&in konstruiranja je seveda, da si nadaljne delitve v
tabeli kar izmislimo. Ce nam je krivulja potem v&eZ, jo lahko poskugamo ¥e
izboljsati.

Drugemu nacinu bomo rekli metoda iniciatorja in generatorja, pri kateri
je iniciator nekak¥no seme, iz katerega se razvija krivulja po pravilih, ki jih
podaja generator. Po tej metodi dobimo Kochovo sneZinko, Peanovo krivuljo
in Sierpinskijevo preprogo. Pri Kochovi sneZinki je iniciator enakostraniten
trikotnik (slika 1a) in generator Davidova zvezda (slika 1b). Pri Peanovi
krivulji je iniciator diagonala kvadrata (slika 4a), generator pa povezane
diagonale devetih kvadratov (slika 4b). Pri Sierpinskijevi preprogi je iniciator
daljica (slika 7a) in generator lik s slike 7b. Enostavno je, e vzamemo za
iniciator daljico. za generator pa si izmislimo lik. Vsakemu vektorju potem
priredimo celico, ki se v naslednjem koraku nadomesti z ustrezno orientiranim
likom.

Konstrukcija krivulj bo 3la seveda tembolj od rok, &im bolj se bomo
poglobili v delovanja samega postopka risanja. Seveda lahko tudi sami
izumite postopek, s katerim boste prigli do zanimivih krivulj.

Ce boste veliko eksperimentirali, ¥e tole. Program je avtor napisal na
kratko, kolikor se je dalo. Da si prihranimo mukotrpen vnos podatkov za
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vsako posamezno krivuljo, lahko program razsirimo tako, da vsako
krivuljo shranimo v obliki datoteke. V datoteko shranimo vse parametre
potrebne za risanje krivulje, 8tevilo smeri, tabelo, rojstno celico, dolZino celice
in koordinate zaletka risanja krivulje.

Dodajmo %e, da je lahko predstavitev celic poljubna. V vseh primerih
v tlanku so predstavitve namref enako dolgi, razlitno usmerjeni vektorji,
vendar je predstavitev celice lahko kakr3enkoli objekt (npr. zaporedje trk,
geomtrijski liki, ...).

Sandi KlavZar in Ciril Pezdir

EULERJEVA NALOGA

Med drugim se je ¥vicarski matem-
atik Euler ukvarjal tudi z naslednjo
nalogo:

Na koliko razli¢nih naéinov la-
hko razreZemo pravilni n- kotnik s
pomocjo njegovih diagonal na same
trikotnike tako, da se zalrtane dia-
gonale pri tem ne setejo?

e % -~

i ot S bnnnited, bl e, =

* i,

SE AR PRI 3

Leonhard Euler (1707 - 1783)

Bralci naj za zatetek preverijo pravilnost podatkov v naslednji tabeli

n 3.4 1516
Stevilo resitev Eulerjeve
naloge za pravilni n-kotnik (1 |2 |5 |14

zatem pa se naj tudi sami poskusijo v resevanju te naloge v primerih,
kojen=17inn=28.
Vilko Domajnko
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Z GRAFI GRE LAZIJE PRESEKOVA NADLOGA

Niz leto¥njih Presekovih nadlog bomo zaZeli z zbirko rekreacijskih nalog, ki
v teoriji grafov pogosto sluZijo kot slikovito dopolnilo.
Poglejmo torej!

1. Prva je iz zbirke znamenitega ameri3kega sestavljalca ugank Sama
Loyda (1841 - 1911).

V zaketku tega stoletja je planet Mars seveda e zmogel na vse pretege
buriti domisljijo Zemljanov. In tako je zviti Loyd narisal zemljevid Marsa z
nekaterimi “tedaj pravkar odkritimi” mesti in z vodnimi kanali, ki povezujejo
ta mesta. Od re3evalcev uganke je zahteval, da poistejo pot, ki vodi skozi
vsako izmed oznafenih mest natanko po enkrat. Toda pri tem je treba zateti
in kon&ati v mestu, ki leZi ob juZnem polu planeta in je oznaZeno s &rko S
(glej sliko 1). Pot, ki jo bo predlagal resevalec, pa mora nositi v sebi e nek
dodatni pomen, ki ga e notemo izdati. Mo&no se namre& nadejamo, da ga
bo odkril kar resevalec sam,

Se tole zanimivost je vredno omeniti pri tej uganki. Loyd jo je objavil
kar dvakrat. In to kljub temu, da je Ze po prvi objavi uganke dobil pravcato
goro pisem, v katerih so mu reZevalci sporotali: "Saj sploh ni takine poti.”

Res je bil nabrit, ta Loyd, ni kaj!

-
A

Slika 1 Slika 2

2. Na sliki 2 je nacrt neobitajne zgradbe z mnogo vrati. Povejte, ali se
je mogole sprehoditi skozi to zgradbo tako, da gre sprehajalec skozi sleherna
vrata natanko enkrat.
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3. Z labirinti in z zamotano hojo po njih ste se v lanskem letniku Preseka
Ze spopadli (glej Presek 3). Tokrat je pred vami primer, ob katerem boste
lahko uporabili pridobljeno znanje.

V kraju Hampton Court v Angliji imajo znamenit labirint. Domnevam,
da vas takle labirintek ne bo spravil v prehudo zadrego in da vam torej ne
bo preteZzko poiskati kakine izmed odresilnih poti, ki vodijo ven iz sredine
labirinta (od totke A do totke 2). Nekoliko teZje pa je najbrZ poiskati vse
take razli¢ne poti. In glej, prav to zahteva ta naloga! Pravzaprav - dovolj bo,
te poveste le, koliko teh poti je.

Pri tem iskanju ne Stejte tistih, pri katerih je treba iti po kak¥nem delu
vet kakor le enkrat.

Slika 3 Slika 4

4. Slika 4 nam predstavlja na&rt mestnega parka. Njegovi skrbniki so se
odlotili, da bo v zabavo vseh me3tanov po poteh parka vozil majhen otrozki
vlakec. Skozi park bi naj vozil po kroZni poti, ki bi naj bila speljana tako, da
bi skozi vsako izmed kriZis¢ parka peljala natanko enkrat. Pri tem ni nujno,
da bi vlak vozil po vseh poteh parka. Obenem pa nalrtovalci tak¥ne kroZne
voZnje tudi ne Zelijo, da bi el vlak po kak%ni izmed poti vetkrat.

Toda, glej, nesreta res nikoli ne po&iva - kroZne voZnje, ki bi ustrezala
vsem opisanim zahtevam, sploh ni mogote speljati.
Ali znate pojasniti, zakaj ne?

5. Sest dobrih prijateljev Zivi v estih razli¢nih mestih. Ker notejo, da
bi njihovo prijateljstvo in poznanstvo s€asoma usahnilo, so se domenili, da se
bodo vsak teden v sredo poklicali po telefonu in si med seboj pripovedovali
vsaj 3ale, e Ze ne kaj drugega.
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Trdijo, da so uspeli svoje sredine telefonske pogovore s€asoma Ze tako
izmojstriti, da jim sedaj zado3¢a Ze vsega skupaj samo osem pogovorov, da
vsak izmed njih izve vse 3ale preostalih petih prijateljev.

Vendar se mi zdi, da je osem presneto nizko Stevilo pogovorov in tako
res ne vem, &e naj jim verjamem.

Pomagajte!

6. MoZ in Zena iz druZine BelZevi sta priredila hi¥no zabavo in nanjo
povabila e dvoje zakonskih parov - Modrinjakova in Rumenjakova dva. Vsi
stari znanci so se ob snidenju, kakor se seveda spodobi, najprej rokovali.
Vendar pa je bilo med tedaj zbranimi tudi nekaj tak&nih, ki se ¥e niso poznali.
Ti se niso med seboj rokovali.

Ko so bili Ze vsi zbrani, je Belec kot prireditelj zabave povpra3al vsakega
izmed prisotnih, kolikokrat se je rokoval. Pri tem je zatuda dobil od njih
same razlitne odgovore.

Povej, kolikokrat se je rokovala Belteva Zena. Pri tem upoStevaj, da

- se moZ in Zena z enakim priimkom med seboj nista rokovala;
- se nih&e ni rokoval s samim seboj;
- se nih&e ni z nikomer rokoval ve& kakor enkrat.
Vilke Domajnko
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STEVILA IN TRDNJAVE NA SAHOVNICI

1 Na polja ¥ahovnice
zapisemo po vrsti, kot kaZe slika,
naravna &tevila od 1 do 64. Na
osem polj postavimo 3ahovske trd-
njave, tako da se paroma ne bijejo,
torej tako, da nobeni dve trdnjavi
nista v isti vrstici ali v istem stolpcu
$ahovnice. Kolik¥na je vsota 3tevil
na poljjih, kjer stoje trdnjave?

2 Na slepo izberimo tri polja navadne ¥ahovnice in nanje
postavimo tri trdnjave - vsako na svoje polje. Je bolj verjetno, da se bo med
seboj bil vsaj en par trdnjav ali da se ne bo nobeden?

3 Na polju, ki je
v i—ti vrstici in j—tem stolpcu
Sahovnice, je zapisan produkt
Stevil /i in j (glej sliko). Postavi
na osem polj te Zahovnice trd-
njave, tako da se paroma ne
bodo bile in da bo vsota Stevil
na teh poljih najveéja.

Boris Lavri¢
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PRESEK
TUDI ZA PETI IN SESTI RAZRED OSNOVNE SOLE?

V zapisu o temeljnih vsebinskih zasnovah je Presek ozna&en kot list za uence
zadnjih dveh razredov osemletnih 3ol in prvih razredov srednjih 3ol ter seveda
za ostale, ki se zanimajo za matematiko, fiziko, astronomijo in ratunalni3tvo.
Anketa med osnovno3olskimi utitelji pa je pokazala, da Presek berejo tudi
peto3olci in SestoSolci.

Na na%o anketo so odgovorili aktivi 28 osnovnih %ol, kjer so naro€ili lani
skupaj 570 primerov revije Presek. 26 uliteljev iz teh %ol u&i matematiko,
18 fiziko. 3 raZunalnistvo in eden fizikalni praktikum, tehni€no vzgojo in
gospodinjstvo.

V skoraj vseh odgovorih se pojavljajo misli: zanimivo, a v&asih premalo
razumljivo za osnovno3olce, prispevki naj bodo na nivoju osnovno3olskega
znanja, Presek je prezahteven za 5., 6., 7. razred; ve nalog za osnovno3olce;
ve¢ vsebin, zanimivih za osnovno3olce...

Vsebinsko bi naj bil torej Presek bolj prilagojen osnovnoZolski snovi od
5. do 8. razreda, predvsem bi naj vseboval vef nalog za te razrede. Utitelji
p!§CJO da pri pouku ali interesnih dejavnostih najbolj koristno uporabijo:

* naloge (matematitne - 12, vse - 8, tekmovanja - 7, fizikalne - 3),
razne tlanke, ki predstavljajo literaturo za referate pri fiziki in as-
tronomiji,

* ¥lanke o fizikih in matematikih,

* razvedrilne prispevke.

Skladno s tem pi%ejo tudi o pogre3anih prispevkih. V ospredju so
katerikoli prispevki, &lanki ali naloge primerne za osnovno3olce. Najbolj
pogresajo fizikalne prispevke, opise poskusov, aktualne dogodke v as-
tronomiji, mogoce tudi nasvete ali ideje za naravoslovne dni. Koristno bi
lahko uporabili spise o fizikih in matematikih, logi¢ne in razvedrilne naloge,
pa tudi ve& rekreativne matematike si Zelijo.

Kolitinsko bi povetali obseg matemati¢ni rubriki, sledi fizika in ralunal-
nistvo. Astronomiji so dali enako Stevilo glasov za “vet” in "manj”. Vet
prostora bi 28 aktivov osnovnodolskih utiteljev namenilo tudi razvedrilu in
nalogam za osnovno3olce.

Ze vrsto let se trudimo utitelje privabiti k ustvarjanju revije. Z anketo
smo Zeleli zvedeti, zakaj vetinomo ne sodelujejo. Vsi so se strinjali, da bi bilo
tako sodelovanje potrebno. Kje pa se zatakne? Ve&ina jih misli, da je temu
vzrok preobremenjenost (16). Verjetno se za tem skriva obZutek premajhne

*
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sposobnosti (4) oz. mnenje, da je za njihovo znanje nivo prispevkov previsok
(2) ter da dobijo premalo vzpodbud urednikega odbora.

Velikokrat sem Ze vabila bralce naj pi%ejo. Ob tej priloZnosti ponujam
nekaj konkretnih idej iz ankete:

* Clani krozkov, piite nam o svojem delu, o va%ih uspenih tekmovalcih,
njihovih ob&utkih ob pripravi na tekmovanja, o vaih mentorjih. Pogljite
nam kak3no teZko nalogo za &lane drugih kroZkov.

* Predstavite svoje raziskovalne naloge, kako je potekala priprava in
sodelovanje z mentorji, odkod ideja, kokliko ¥asa ste vloZili.

* Kateri razred pi%e “"najlep¥e” Solske naloge? Objavili jih bomo. Lahko jih
boste primerjali z drugimi in se ob njih pripravljali na naslednje preizkuse
znanja.

* Pokljite “cvetke” iz ¥olskih klopi. Tukaj je %e ena:

sin x in (Kaj bi si delali probleme s tangen-

cosx  co som, krajsajmo.)

Seveda je bilo nekaj konkretnih idej namenjenih tudi urednitkemu
odboru:
* Uvesti dopisni kroZek.
* Clanek “"Kako zbrusiti zrcalo za daljnogled, kadar nimamo brusnega
prahu?”
Tako! Ideje so tu. Zavihajmo rokave!
Lep pozdrav!
Dusica Boben
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STEPHEN W. HAWKING, KRATKA ZGODOVINA
CASA, Cankarjeva zalozba, 1990, 189 str., cena 195.- din
(156.-din).

Hawkingova knjiZica je izjemna iz ve& razlogov. V njej pisec razgrinja dana%nje
poglede na razvoj vesolja. Pri tem lahko iz prve roke porota o dognanjih
astrofizike, h katerim je v veliki meri prispeval. Tu in tam navede tudi svoje
spomine in mnenja. Prostodu3no pri¢evanje o tem, kako je na osnovi novih
spoznanj vetkrat spremenil svoje sklepe, pove o bistvu raziskovanja vet kot
dolge razprave. Po Eloveski strani je knjiZica velik uspeh, ker je Hawking
zaradi teZke bolezni Ze ve& let priklenjen na bolniski vozitek in se zadnji ¢as
sporazumeva z okolico le preko posebnega rafunalnika. Sam pravi, da je
pat za delo v teorijski fiziki potrebna le glava in da ga telesna prizadetost ni
ovirala.

KnjiZica ima deset poglavij. Prva tri opisejo razvoj nasih pogledov na
vesolje. Prostor so nekdaj obravnavali popolnoma lofeno od asa. Povezala
ju je posebna teorija relativnosti. Splo¥na teorija relativnosti je zajela ¥e
gravitacijo. S to teorijo bi bilo mogote predvideti, da se vesolje 8iri. Merjenja
so namret pokazala, da se galaksije, veliki zvezdni otoki, oddaljujejo druga
od druge. Hawking je skupaj s sodelavcem pri%el do sklepa, da se v teoriji
ni mogo&e izogniti velikemu poku, ko se je zatelo %irjenje iz ene same totke
in ko sta bili temperatura in gostota snovi neomejeni.

Naslednja &tiri poglavja zajamejo najprej pregled kvantne fizike, ki
obravnava najmanjSe delce. Gibanja teh delcev ne moremo opisati tako,
kot smo vajeni opisovati gibanje vetjih teles. Splo&na teorija relativnosti ni
usklajena s tem spoznanjem. Vso snov sestavljajo delci in sile med njimi
doloZajo lastnosti snovi, od njih pa je odvisen razvoj zvezd. Kako zvezda
konta svoj razvoj, dolofa njena masa. Zvezda z dovolj veliko maso se sesede
vase in nastane &rna luknja. Hawking je ugotovil, da &rne luknje zaradi
kvantnih pojavov sevajo, kar se je zdelo dotlej izkljuteno.

Zadnja tri poglavja se vrafajo k zatetku vesolja, za katerega se je
Hawking pozneje zopet zatel zanimati, ker pa& ¢rna luknja v nekaterih
pogledih spominja na vesolje v malem. Razmere ob velikem poku bi bilo
treba opisati s kvantno teorijo gravitacije, ki je za zdaj $e ni. Hawking je
prisel do nekaterih delnih rezultatov, ko je privzel, v nasprotju s prej&njimi
trditvami, da je vesolje kon¥no, a neomejeno in nima ne zatetka in ne konca.

Od bralca knjiZica ne zahteva kakega posebnega fizikalnega znanja in v
njej je ena sama enatba, znamenita Einsteinova zveza med maso in energijo.
Vendar mora biti bralec dovolj zbran in pripravljen prebrati nekatere odstavke
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tudi po vetkrat. Vse kaZe, da to ni ovira, saj se je knjiZica ponekod prebila
med uspednice. Upamo, da bo tudi pri nas veliko bralcev seglo po njej. Cez
dolga leta se bo marsikateri strokovnjak spominjal, kako je v svoji mladosti
navduZeno prebiral Hawkingovo Kratko zgodovino ¢asa.

Janez Strnad

ZBIRKE NALOG Z REPUBLISKIH TEKMOVANJ

Tekmovanja naj ne bodo sama sebi namen. Pomembneje je samostojno
redevati naloge, dobljene rezultate primerjati z rezultati drugih ali pa s
pravilnimi reditvami. Primerno vzpodbudo in pomot za tako delo boste
nasli v knjigah KnjiZice Sigma, kjer so zbrane naloge in resitve z dosedanjih
republigkih tekmovanj matematikov, fizikov in racunalnikarjev. Re3evalce
vabimo, da nam po3ljejo svoje originalne in elegantne reditve, ki jih bomo
v Preseku z veseljem objavili. Navedene knjige po enotni ceni 100,00 din
(80,00 din) lahko dobijo &lani dru¥tva in naro&niki Preseka pri skupinskem
narotilu %ol z 20% popustom.

Matematika

24, Batagelj V., Pisanski T., Re%ene naloge iz matematike z republizkih
tekmovanj, 1. del, 1950-1966, 180 str.

25. Batagelj V., Pisanski T., Re3ene naloge iz matematike z republiZkih
tekmovanj, 2. del, 1967-1975, 188 str.

43. Lavri¢ B., ReSene naloge iz matematike z republigkih tekmovanj, 3. del,
1976-1987, 116 str.

46. Juridi¢ A., Re¥ene naloge z mednarodnih matemati&nih olimpiad, 1. del,
1978-1988, 92 str.

Fizika
21. Hribar M., Re8ene naloge iz fizike z republiskih tekmovanj, 1. del, 1951-
1970, 168 str.

37. Golli B., Zitnik J., Resene naloge iz fizike z republizkih tekmovanj, 2.
del, 1971-1983, 112 str.

RaZunalnistvo
44 Batagelj V., Dolenc T., Martinec M., Mohar B., Reinhardt R., Tvrdy
I.. Vitek A., Enajsta 3ola raunalnistva. ReSene naloge z republikih
tekmovanj 1977-1987, 396 str.
Ciril Velkovrh
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UCBENIKI IN PRIROCNIKI ZA OSNOVNO IN SRED-
NJO SOLO V LETU 1990/91

1. ZBIRKE VAJ IZ ARITMETIKE IN ANALIZE ZA SREDNJE SOLE
(Ivan Stalec)
1. razred, 100 str., 100.00 din (80.00 din)
2. razred, 88 str., 100.00 din (80.00 din)
3. razred, 204 str., 150.00 din (120.00 din)
4. razred, 120 str., 100.00 din (80.00 din)
2. MATEMATICNE TABELE IN FORMULE (Stanko Ur%i¢) 96 str..
100.00 din (80.00 din)
3. GEOMETRIJA ZA SREDNJE SOLE, 2. del (Ivan Pucelj. lvan
Stalec) 176 str., 100.00 din (80.00 din)
4. MALI PRIROCNIK OPERACIJSKEGA SISTEMA MS DOS
(Sandi Klavzar) 50 str., 75.00 din (60.00 din)
5. PROGRAMSKI JEZIK PASCAL (Bojan Mohar, Egon Zakrajsek) 196
str. 125.00 din (100.00 din)
6. TURBO PASCAL (Matija Lokar) 100 str., 125.- din (100.- din)
7. ASTRONOMIJA ZA SREDNJE SOLE (France Avsec, Marijan
Prosén) 176 str., 100.00 din (80.00 din)
8. KARTI SEVERNEGA IN JUZNEGA NEBA 2,000 s katalogom 28
str., 125.- din (100.- din)
9. NAJNUJNEJSE O GRAFIH (Drago Bajc, TomaZ Pisanski) 64 str.,
50.00 din (40.00 din)
10. KAKO RESUJEMO MATEMATICNE PROBLEME (George Polya)
272 str., 150.00 din (120.00 din)

e e S T T PR S T S T
SE DVE ECCOVI NALOGI
1. ZABAVA

Na neki zabavi je vsakdo segel v roko trem ljudem, razen enega. ki se je
rokoval samo z eno drugo osebo.

* Kak3no je najmanjse moZno 3tevilo ljudi na zabavi?

* Ali je lahko na taki zabavi 21 ljudi?

* Ali obstaja splo3no pravilo, ki pove, koliko ljudi je lahko na taki zabavi?
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STRNAD J., ZGODBE IZ FIZIKE, Ljubljana, Slovenska
matica 1990, 380 str. (Naravoslovna knjiznica ; 4) Cena
330.- din (264.- din)

Marsikdo izmed bralcev Preseka pozna - to velja za veino ljudi - fiziko
predvsem kot 3olski predmet. Ponavadi je predstavljena kt skupek zakonov
nad pojmi, ki jih vpeljemo, da bi ob njih laZje govorili o naravnih pojavih in
jih podrobno opisali. Le redko lahko ob obravnavi kakih zanimivejsih stvari
zaslutimo uporabnost in mo¥ najveckrat teZko razumljivih pojmov in zakonov.
Skoraj nikoli pa ne pomislimo na mu&na iskanja, ki so na koncu privedla do
preprostih in utinkovitih danagnjih spoznanj.

Toliko bolj je zato dragocena najnovej$a knjiga J. Strnada z naslovom
Zgodbe iz fizike. Kakor predstavi knjigo avtor sam. je to zbirka zgodb iz
razvoja fizike od Aristotela do danes. V zgodbah zvemo, kako so nastajali
danes vsem znani osnovni zakoni od mehanike, termodinamike in elektrike do
kvantne mehanike in kako je mnogokrat zgolj slu¥ajno pri%lo do pomembnih
odkritij. Tudi o stranpoteh govorijo zgodbe, pa o tekmovalnosti in o
okoris¢anju s tujimi rezultati. Delo v fiziki se nam pokaZe kot podrotje
iskanj in naporov mnogih ljudi. Uspehi se menjujejo z zmotami in neuspehi
- tako kot pri vsakem drugem &loveSkem delu. Prav predstavitev fizike kot
Elovedke dejavnosti je glavni namen knjige.

Knjiga bo zanimivo branje za vse, ki so se utili fiziko in ki kdaj preberejo
kako Zasopisno novico o novih odkritjih. Bralcem Preseka pa jo %e posebej
toplo priporo&amo.

Marjan Hribar

e e e s e e
2. PONAREJENI KOVANCI
Imate 20 kovancev. Nekaj je ponarejenih, nekaj pa je pravih. Pravi kovanci
imajo teo med 11 in 11.1 grama. Ponarejeni kovanci pa imajo tefo med
10.6 in 10.7 grama. Dovoljenih vam je 15 tehtanj na vzmetni tehtnici (ne
vzvodni, tako da ne morete primerjati teZe dveh kovancev z enim tehtanjem),
da dolotite, kateri kovanci so pravi in kateri ponarejeni.

Bodite pazljivi! Med &tirimi kovanci, ki skupaj tehtajo 44 gramov so
lahko trije pravi (po 11.1 grama) in en ponarejen (za 10.7 grama). ali pa
Stirje pravi (po 11 gramov).

Iz knjige Dennis Shasha: Zagonetne dogodivi¢ine Dr. Ecca
izbrala in prevedla NeXa Mramor
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PRESEKOVA KNJIZNICA

V Presekovi knjiZnici je iz&lo Ze 32 razli¢nih naslovov. Med njimi smo nekatere
Ze vetkrat ponatisnili, druge pa imamo na zalogi %e v ve&jem Stevilu. Po nekaj
letih so se generacije u€encev Ze zamenjale, zato vam ob izidu prve leto3nje
Stevilke Preseka ponovno posiljamo na ogled naslednje broXure:

5. Strnad J., Relativnost za zaletnike, 64 str., (50.- /40.- din)
7. Krizani¢ F., Ukrotena matematike, 64 str., (50.- /40.- din)
9. Strnad J., Zatetki kvantne fizike, 48 str., (40.-/32.- din)
6. Sporer Z., Oh, ta matematike, 226 str., (100.-/80.- din)

V tej zbirki imamo na zalogi tudi %e naslednje broZure:

1. Vidav 1., Josip Plemelj - Ob stoletnici rojstva (50.- /40.- din)

2. Prosen M., Astronomska opazovanja (50.-/40.- din)

4. Strnad J., Zatetki sodobne fizike (50.-/40.- din)

6. Landau L.D., Kaj je teorija relativnosti (50.-/40.- din)

8. Ranzinger P., Presekova zvezdna karta (50.-/40.- din)

10. Ku3&er I, Enajsta 3ola za fizike (50.-/40.- din)

22. Bajc D., Pisanski T., NajnujnejZe o grafih (50.-/40.- din)

24. Strnad J., JoZef Stefan - Ob stopetdesetletnici rojstva (50.-/40.- din)
26. Vidav |, Josip Plemelj - Ob dvajseti obletnici smrti (30.-/24.- din)
27. Strnad J., Do Newtonovih zakonov (30.-/24.- din)

Utitelje matematike in fizike prosimo, da prve 3tiri bro3ure pokaZejo
utencem v razredih, vse pa jim s primernim strokovnim dopolnilom tudi
ponudijo. Pri skupinskem narotilu imajo poleg &lanov dru¥tva tudi naro&niki
Preseka 20% popust. Prosimo, da nam neprodane izvode in dodatna narotila
vrnete vsaj do 31. oktobra 1990 na naslov Komisija za tisk DMFA, 61111
Ljubljana, Jadranska c. 19, pp 64.

Ciril Velkovrh

Ali ze veste, da je alternativ lahko vec?

ALTECH vam nudi eno izmed najugodnejsih: to je

prenosni racunalnik HYUNDAI ze za 1.650.- USA $ fco Celovec
Vse informacije dobite pri ALTECH, Ljubljana,

Titova c. 118, tel. §t. (061) 347-961, 347-969



NOVILE

OB DVAJSETLETNICI REVUUE KVANT

Na zaletku leta 1970 je iz&la prva Stevilka sovjetske matematiZno-fizikalne
revije za ufence Kvant. Ze prej so trije matematiki M.A.Lavrent'ev,
A.N.Kolmogorov in P.S.Aleksandrov in trije fiziki P.L.Kapica, |.K.Kikoin in
|.V.Obreimov v posebnem pismu utemeljili potrebo po taki reviji.

“Vemo, da se znanost uspeino razvija samo, e v znanstveno-raz-
1skovalne ustanove prihaja dobro izbrana in nadarjena mladina. Da b
bila 1zbira éim uspesnejda, je treba Ze od Solskih klopt vzgajatr poteze, ki
50 nujno potrebne pri raziskovalnem delu. To so: ustvarjalna domidlyija,
pogum in ljubezen do raziskovanja. Nafa 3ola zdaj v polni meri ne more
1zvajati te naloge. Tako vzgojo bi tudi zahteval samo razmeroma majhen
del na%ih uéencev. Da bi zajelt po mozZnosti vse nade Jole, je treba osno-
vati posebno revijo. Za razlitko od obstojecth dobrih poljudnoznanstvenih
reviy bi st morala nova revija kot osnovno nalogo postaviti razvijanje ust-
varjalnega zanimanja ucdencev in vzgojo aktivnega sprejemanja znanja in
zmoZnosti za povezovanje teorije s prakso. Ceprav bi bilo tako vzgojo
smiselno uvesti za vse veje naravoslovja, predlagamo, da zacnemo z 12da-
janjem matematiéno-fizikalne revije...”

Zanimivo je, da so izhajali vsi trije matematitni Kvantovi oletje iz
moskovske matematitne Sole N.N.Luzina, ki ji 3aljivo pravijo Luzitanija,
in vsi trije fizikalni z Leningrajskega fiziko-tehni¢nega instituta A.F.loffeja.
Predlog v znanstvenem svetu uveljavljenih akademikov je naletel na odobra-
vanje in tako je pred dvajsetimi leti za&el izhajati pri zaloZbi Nauka in pod
pokroviteljstvom Akademije znanosti Kvant. Ime je revija dobila po obroku
energije v elektromagnetnem valovanju, s katerim je Max Planck leta 1900
zalel v fiziki novo, kvantno obdobje. Urednik je postal |.K.Kikoin, njegov
namestnik pa A.N.Kolmogorov.

Ob dvajsetletnici se Kvant spominja svojih korenin. Te segajo v tride-
seta leta, ko so se zaela matematitna in fizikalna tekmovanja ulencev
v Moskvi, Leningradu in Novosibirsku. V Zestdesetih letih so prerasla
v vsezvezne olimpiade. Nastale so posebne matematiZno-fizikalne Zole
z internati in veferne in dopisne 3ole. V tem nizu ustanov, ki so vse
bile namenjene iskanju nadarjenih u&encev in njihovemu & m hitrejsemu
strokovnemu razvoju, je manjkala le Se revija z namenom, ki ga je opredelilo
pismo akademikov.

Kvant je izpolnil pritakovanja. Ce ni¢ drugega, prita o tem prva Stevilka
revije Quantum, angleSke izdaje Kvanta, ki je pravkar izila v ZDA. Pri nalrtu
sodelujeta ameriski Nobelovec S.Glashow in sovjetski fizik Ju.Osip'jan kot
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glavna urednika in’ Ameri¢ani B.Aldridge kot odgovorni urednik, E.Lozanski
kot mednarodni svetovalec in H.Andersen kot zastopnik izdajatelja.

V dvajsetih letih se je Kwant precej spremenil. Vseh ¥est ofetov
in nekateri drugi stalni sodelavci so umrli. Starim rubrikam, na primer
Kvantovt zbirk:s nalog, Kvantovemu laboratoryu, Prakitkumu abiturientov,
Matematiénemu krozku, Olimpiadam, Obvestilom, so se pridruZile nove, na
primer: Sola v Kvantu, Informatika in programiranje, Igrice in uganke,
Kvant se smehlja, R (za rakete in raziskovanje vesolja), Alv imate idejo?.
Nalrtujejo pa ¥e nove, na primer Porocila o knjigah, Raziskovalne naloge,
Vpradajte - odgovarjamo.

Kuvant je zahtevnej¥i od &tiri leta mlajéega Preseka. Ze od prve Stevilke
zagotavlja, da je treba “re3evati naloge, brati prispevke s svin&nikom in
papirjem in se pobrigati, da sami naredite opisane poskuse.” Kuvant je
obseZnejsi, saj na leto izide dvanajst 3tevilk. Toda Presek z ve& kot stokrat
manj8im zaledjem je v svojem okolju tudi zavidljiv doseZek. Zato se Kvantu
zagotovo ne bo zdelo za malo, e se Cestitkam ob njegovi dvajsetletnici
pridruZi Presek in njemu in novorojenemu Quantumu zaZeleli %e dolgo in
uspedno izhajanje.

Janez Strnad

PISMA BRALCEV

Ales JesenZek je poslal Preseku prijazno pismo, ki se zaenja takole: "Rad
prebiram Presek. Se posebno vie so mi &lanki iz fizike. Z branjem sem
zalel v osnovni 3oli, nadaljeval v srednji %oli, potem na fakulteti in tudi zdaj,
ko sem nekako odrasel, z veseljem vzamem revijo v roke. Ob &lanku Tokovni
top sem se spomnil, kako zagnano sem se v srednji 3oli lotil posebne teorije
relativnosti.”

V nadaljevanju samo povzemamo bistvo pisma, v katerem je vet enatb.
Naelektren ploZ¥ati kondenzator opazujemo v lastnem opazovalnem sistemu,
v katerem miruje, in v laboratorijskem sistemu, v katerem se giblje. Ce se
kondenzator giblje v smeri, ki je pravokotna na njegovo elektri¢no polje, je
sila, ki deluje na naelektreno telo med plo¥tama kondenzatorja, v labora-
torijskem sistemu manj%a kot v lastnem. Ali se zaradi podobnega pojava v
ionskem kristalu zmanj3a sila med ioni v laboratorijskem sistemu, v katerem
se kristal hitro giblje? Ali je v tem sistemu tali%&e kristala niZje kot v lastnem
sistemu, v katerem miruje?
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Kratek odgovor brez enatb utegne biti zanimiv tudi za druge bralce Pre-
seka. Na zaZetku posebne teorije relativnosti se nau¥imo prevesti opis kakega
pojava v nepospedenem opazovalnem sistemu (opazovalni sistem sestavljajo
koordinatni sistem in ure) v opis tega pojava v drugem takem sistemu. En
opis prevedemo v drugega z Lorentzovimi transformacijami, kot prevedemo
latinski odlomek s slovarjem v sloven&tino. Lorentzove transformacije so
kolikor mogote preproste, linearne, in pri prevajanju samem ne more priti
do teZav. Do navideznih teZav, ki jim nekateri pravijo “paradoksi”, lahko
pride, &e zafetni opis v nepospedenem opazovalnem sistemu ni popoln ali
neoporefen. Pri obravnavanju naelektrenega kondenzatorja ali mirujotega
naboja v elektritnem polju lahko zaidemo v teZave, e ne upostevamo tega,
da na plosti kondenzatorja ali na naelektreno telo v polju deluje kako drugo
telo s silo, ki uravnovea elektri¢no silo. To telo, ki je obremenjeno na stisk
ali nateg, moramo vkljuiiti v ratune, potem pa opis v enem opazovalnem
sistemu ustreza opisu v drugem. Podroben rafun je narejen za plostati kon-
denzator, ki se giblje v smeri elektritnega polja, v €lanku W.Rindlerja in
J.Denurja A simple relativistic paradox about electrostatic energy, American
Journal of Physics 56 (1988) 795.

V ionskem kristalu delujejo na izbrani ion neposredni sosedi s privlagno
silo, nekoliko bolj oddaljeni sosedi z odbojno silo,... in elektroni sosednjih
ionov na njegove elektrone z odbojno silo... Zaradi tega so razmere v
kristalu tako zapletene, da jih ne moremo obvladati, e se menimo samo
za transformacijo polja sosednjih ionov.

Ker po tej poti ne pridemo zlahka do odgovora, se mu poskusimo
priblizati po drugi. Vprasamo se po tali3¢u kristala v laboratorijskem
sistemu, e ga poznamo v lastnem sistemu. Potrebujemo samo Lorentzovo
transformacijo za temperaturo. Vendar poznamo tri razlitne transformacije,
po prvi je temperatura T' v laboratorijskem sistemu ni¥ja kot temperatura
T v lastnem, T' = T /v, po drugi je enaka, 7' = T in po tretji je viZja,
T'=~T. Pritem je y = 1/3/1 — v2/c2, Ze je v hitrost lastnega sistema
v laboratorijskem. Vse je odvisno od tega, kako vpeljemo temperaturo in
druge termodinami&ne koli¢ine in kak%en na&in merjenja imamo v mislih.
Vet o tem je mogole prebrati v &élanku H.Callena in G.Horwitza Relativistic
Thermodynamics, American Journal of Physics 39 (1971) 938. Razprava o
tem ¥e ni kon¢ana.

Morda na% dopisnik in drugi bralci z odgovorom ne bodo &isto zadovoljni.
Sodi pat med primere, ko na razmeroma preprosto vpraanje ni preprostega
odgovora. Takih vpra%anj je v fiziki veliko.

Janez Strnad



A5 RUNUMIIA

PARALAKSA

Poglej na predse iztegnjeni prst roke najprej z desnim, nato pa z levim
otesom. Glave ne premikaj. Na steni sobe ali na ozadju oddaljenih predmetov
vidi¥ prst v razli¢nih smereh. Opisano spremembo smeri merimo s kotom,
ki ima vrh v opazovanem prstu, kraka pa sta usmerjena k oema. Temu
kotu retemo paralaksa (iz grike besede parallaxis - menjava, sprememba,

~ 360° _
\ kroznica s ,
| s polmerom ,
r -

e

27r

-~
_
- e

Sllka 1. K ugotavljanju paralakse. P prst (opazovano telo), D desno
oko (prvo opazovaliste), L levo oko (drugo opazovaliste), P' navidezna lega
prsta na ozadju, Te ga gledamo z desnim oZesom, P" navidezna lega prsta na
ozad]u, Te ga gledamo z levim ofesom, | DL |= b baza, <DPL = <P'PP"=p
paralaksa prsta (opazovanega telesa), r oddaljenost (razdalja). Ker Je b dostl
manjs&l od r, lahko vzamemo b kar za lok na kroZnlcl s polmerom r, e loku
pripada sredisgnl kot p. Sestavimo enacbo p/360° = b/(2xr), ki pove, da sta

sl paralaksa In oddallenost obratno sorazmernl kolizinl. Ce p lzmerimo, lahko
prl znanl bazl b doloZimo r.
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odstopanje), razmiku med otema pa baza (slika 1). Namesto oles si lahko
mislimo opazovalis¢i, namesto prsta pa oddaljeno telo, ki ga opazujemo iz
obeh opazovalis€. Paralaksa je torej kot, v katerem iz oddaljenega telesa
vidimo izbrano bazo, pravokotno na zorno smer.

- ( )
Ce primikamo prst otesoma, se r :

paralaksa vefa, &e ga odmikamo, |
se manjsa. Ta preprost poskus s - ‘
prstom nas pripelje na misel, da 14_}
sta si paralaksa in oddaljenost (raz-
dalja) telesa obratno sorazmerni. O ' R s ' ?J 5 |
tem nas preprita enatba, ki smo jo | a 5 -
zapisali v besedilo pod sliko 1.

lzratunajmo paralakso prsta, =1 ‘ -
ki ga driimo v oddaljenosti r = o
50 cm od oles, e je razmik med '
otesoma b = 6 cm. V enatbo .
vstavimo podatke in dobimo p = 112

b - 360°/(2xr) = 6 cm -360°/(2 - ‘

3,14 - 50) cm = 6,9°. Ali zasled-
imo to paralakso? Seveda jo. saj
naZe oko lo&i mnogo manj%e kote od
izratunanega. (Cim manj3i kot med
dvema razmaknjenima totkama lo
gimo. bolj3a je lokljivost na%ega ote-|
sa. Lotljivost &loveskega olesa je

|

Slika 2. Pri natantnem odZita-
vanju skale nekaterih merlinikov mo-
ramo paziti na paralakso. NI vseeno,
kako odbiramo vrednost. Praviino
od&itavamo tako, da gledamo vedno
z enlm oZesom In pravokotno na ska-
lo; a - pravlino od&itavanje, b,c - ne-
pravilno.

nekaj kotnih minut.)

Loljivost najboljSega otesa je 1' (ena kotna minuta). Recimo. da ni-
mamo najbolj%ih oti. Naj bo lotljivost nasega oZesa okoli 3. Koliko meri
oddaljenost totkastega telesa, da pri gledanju enkrat z enim, drugi€ z drugim
ofesom %e zapazimo navidezni premik telesa glede na oddaljene predmete,
da torej zasledimo njegovo paralakso? Postavimo p = 3", b = 6 cm in
izratunamo oddaljenost r = 6 cm -360-60°/(2 - 3,14 -3") = 68,8 m. Ce bi
gledali totkasto telo v razdalji vetji od 68,8 m najprej z enim in nato z drugim
ofesom, ne bi ve¥ zaznali njegove paralakse. Zasledili pa bi jo, &e bi povetali
bazo, e bi opazovali dano totko iz dveh bolj razmaknjenih opazovali3&, kot sta
razmaknjeni oesi. (Naredi ta poskus.) Z vetjo bazo torej lahko ugotovimo
vetjo oddaljenost telesa. Tak nacdin merjenja oddaljenosti uporabljajo v



52

Refraktor z odprtino 60 cm na sproulskem observatoriju (ZDA) Je med

najbol] znaniml dalinogled], s katerim na fotografskl naZin merijo paralakse
zvezd. Dosegll so natanZnost meritev pod 0,005" (pet tosoZink kotne
sekunde).
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geodeziji, vojski (daljinomer) in predvsem v astronomiji. Ogledali si bomo
omenjeni natin merjenja v astronomiji.

Ce bi iz dveh zelo razmaknjenih krajev na zemeljskem povr3ju istotasno
opazovali ali pa fotografirali Luno ali kak planet, bi ju na ozadju zvezdnega
neba zaznali v razli¢nih legah. Ce pa bi na tak nalin opazovali zvezde, ne
bi zasledili spremembe njihovih leg. To pomeni, da je za Luno in druga
telesa Osonija (planete, komete, meteorje itn.) izbrana baza na zemeljskem
povr&ju dovolj velika, da bi z njo dolotili oddaljenost teh teles, za zvezde pa
premajhna. Sklepamo tudi: Ker ne ugotovimo navideznega premika zvezd,
morajo biti zvezde vsekakor mnogo dalj od nas, kot so Luna in planeti.

Res je. Spremembo lege kake bliznje zvezde glede na mnogo bolj
oddaljene bi zaznali ¥cle, ¥e bi jo opazovali iz dveh zelo razmaknjenih leg
Zemlje na njeni poti okrog Sonca. Pri zelo oddaljenih zvezdah pa tudi tega
ne bi mogli zaslediti. Tore] so zvezde zares zelo dalet.

Za dolotanje oddaljenosti teles Oson&ja jemljemo za bazo kar polmer
Zemlje. Kot, v katerem je iz planeta (ali kakega drugega telesa Osontja) viden
polmer Zemlje, pravokotno na zorno smer, je (dnevna) paralaksa planeta
(slika 3). Paralakso planeta bi nateloma ugotovili takole: Planet bi opazovali
istofasno iz dveh krajev, ki leZita na istem poldnevniku. Za prvi kraj L bi
bil planct na obzorju, v drugem kraju K pa bi ga videli v zenitu. Kot med
smerema od obeh opazovalis¢ proti planetu je enak paralaksi planeta. Ko
torej dolotijo (fotografirajo) legi planeta glede na zvezde, ugotovijo kot med
legama - to je paralakso planeta, oddaljenost planeta pa izratunajo iz enatbe,
ki je zapisana pod sliko 3.

Za vajo izratunaj oddaljenost planeta Marsa od Zemlje v trenutku, ko
je bila njegova paralaksa 18”. Za polmer Zemlje vzemi 6370 km. (Rezultat:
7.3 107 km)

Pri merjenju oddaljenosti zvezd pa vzamemo mnogo vetjo bazo, kot je
polmer Zemlje. Za bazo vzamemo polmer kroZnice, po kateri kroZi Zemlja
okrog Sonca (slika 4). Kot, v katerem bi iz zvezde videli polmer zemeljske
kroZnice ali kar razdaljo med Soncem in Zemljo, pravokotno na zorno smer,
imenujemo (letno) paralakso zvezde. Paralakso bliZnje zvezde dolotijo takole:
Zvezdo opazujejo (fotografirajo) v €asovnem presledku pol leta, ko je Zemlja
v nasprotnih legah na svoji kroZnici okrog Sonca. Ugotovijo smeri, v katerih
vidijo zvezdo glede na ozadje zvezdnega ncba iz obeh leg Zemlje. Polovigni
kot med obema smerema pa je enak paralaksi zvezde. lzkazalo se je, da
je za vetino zvezd 3e ta baza premajhna. Uporabna je le za dolofevanje
oddaljenosti najbliZjih zvezd.
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Ivezdno nebo

———

— [-L J{_\ ’

Za vajo izratunaj oddaljenost
najbliZje zvezde Proksime Kentavra,
¢e je njena paralaksa 0,75". Za
polmer zemeljske kroZnice vzemi 1,5
108 km. (Rezultat: 4,3 svetlobna
leta. Svetlobno leto je razdalja, ki
jo prepotuje svetloba v enem letu,

to je 3-10% m/s -60-60-24 - 365,25
s =9,5-1012 km.) |

Slika 3. Paralaksa planeta Je
kot p, v katerem Iz planeta P vidimo |
polmer Zemlje R, kl sto]l pravokotno |
na zornl smerl. Ker Je polmer Zemlje
neprimerno manjsl od oddaljenostl |
planeta, spet lahko sestavimo ena- f [

|
|

tbo p/360° = R/(2xr), Iz Katere prl
znanem R = 6370 km In lzmerjenl | Mocsd Shcs eadh
paralaksl p lzracunamo oddaljenost | ' WJ__T'.KF:ID Pl
r planeta. Ker se planetl gibljejo, se ' i SR Wi ¥
nJihova paralaksa stalno spreminja, | |
pri blizn]ih planetih boll, pri bol] odd- | Tty %
aljenih pa man]. ! |  b=|LD|=R=6370 km
kroZnica s I |
polmerom |
s r |/ \ i
H"‘“h-_h‘__}f«_ \__,_,x”/
X757



Slika 4. Paralaksa zvezde Je
kot p, v katerem bl Iz zvezde videll
polmer zemeljske KroZnice 3, ki stoji
pravokotno na zorno smer. Ker Je a
skralno majhen v primerl z r, spet
vel]a enatba p/360° = a/(2xr), Iz
katere prl znanem a = 1,5- 108 km
In lzmerjen! paralaksl p lzraCunamo
oddaljenost r zvezde, Zaradl ve-
llkanskih oddaljenostl Imajo zvezde
zelo majhno paralakso (vse so pod
1"). Zato Je zvezdno paralakso lzre-

dno teZko lzmeritl. Prvo zvezdno pa-

ralakso In s tem oddallenost zvezde

so astronoml Izmerlll Zele pred 150
letl.

Z najbolj zmogljivimi daljnogle-|

di danes izmerijo 3e zvezdno pa-
ralakso 0,005" in s tem oddaljenost
zvezd do okoli 650 svetlobnih let.
(Prepri¢aj se o tem z ratunom.)
Ve&je oddaljenosti zvezd merijo na

druge natine. O tem pa je Presek
pisal pred kratkim.

Marijan Prosén

kroZnica s

3

polmerom

7

s

Zemlja po
6 mesecih

tir Zemlje

okoli Sonca

ozodje zvezdnega neba

3P (bli#nja zvezda)

| FoN
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NENAVADNE KRIVULIJE

Najprej si bomo ogledali nekaj znanih krivulj in o vsaki povedali kaj za-
nimivega. Potem se bomo seznanili z enostavnim nafinom generiranja vseh
teh krivulj. Napisali pa bomo tudi program, s katerim bomo lahko vse te
krivulje risali in si izmisljali svoje.

1. Kochova sneZinka

Zatnimo z enakostranitnim trikotnikom (slika 1a). V prvem koraku
razdelimo vsako stranico trikotnika na tretjine, srednje odseke stranic pa
nadomestimo z novimi, za tretjino manj&imi enakostranitnimi trikotniki (slika
1b). V drugem koraku naredimo enako z vsako od stranic tako dobljenega
poligona, ki spominja na Davidovo zvezdo. Postopek lahko ponavljamo,
dokler nam to dopu%¥a natantnost risanja. Ce po nekaj korakih postopka
lahko pribliZzno vidimo, kak3en bo izgled krivulje, obris lika, e bi postopek
izvedli neskonZnokrat (slika 1e, glej 4. stran ovitka).

Krivulja, ki jo dobimo, ¥e postopek izvedemo neskon&nokrat, se imenuje
Kochova sneZinka. saj je podobna pravi sneZinki. Prvi jo je raziskoval v
zatetku tega stoletja Helge von Koch. Zelo je zanimiva, saj ima neskon&no
velik obseg, pa vendar obsega kon&no povrsino. Komur so domata geometri-
jska zaporedja, mu obsega in povrdine ne bo teZko izratunati.

Poglejmo, kak3en lik dobimo, ¢e srednje dele stranic nadomestamo s
trikotniki obrnjenimi navznoter (slike 2a do 2e). Obseg lika, e postopek
ponovimo neskon&nokrat, je enak obsegu Kochove sneZinke, povrsina lika
pa je manjga od povr3ine zatetnega trikotnika za toliko, kot je povrsina
Kochove sneZinke vetja od povrdine istega zaletnega trikotnika. Imenujmo
ta lik obratna Kochova sneZinka. Ravnino lahko popolnoma prekrijemo z
izmenjajotima se likoma Kochove sneZinkein obratne Kochove sneZinke (slika
3, glej 4. stran ovitka).

2. Peanova krivulja

Peanovo krivuljo dobimo z naslednjim postopkom. V prvem koraku
kvadratu nari¥emo diagonalo (slika 4a). V drugem koraku kvadrat razde-
limo na devet enakih kvadratov in sedaj njim narisemo vse diagonale z eno
potezo, tako da nikjer ne sekamo svoje poti (slika 4b). V tretjem koraku
naredimo enako z vsakim od manjsih kvadratov (slika 4c). Ker se na slikah 4
diagonale kvadratov v kotih stikajo, ni jasno, kako krivuljo narisemo. Jasno
pa bo, ¥e zavoje krivulje zaoblimo (slika 4cc). Krivulja, ki jo dobimo, e
postopek ponovimo neskon&nokrat, se imenuje Peanova krivulja. Opazimo,
da se krivulja z vsakim naslednjim korakom vedno bolj gosto vije po povrini,
omejeni s kvadratom. Peanova krivulja je prostor zapolnjujoca krivulja, kar
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pomeni, da gre skozi vsako totko povrsine, omejene s kvadratom. To krivuljo
je v drugi polovici prejsnjega stoletja odkril italijanski matematik in logik
Giuseppe Peano (glej 3. stran ovitka).

3. Zmajeva krivulja

Zmajevo krivuljo lahko le za a)
nekaj prvih korakov razvoja dobimo
s prepogibanjem papirja. Vzemimo b)

dolg papirnati trak, ki predstavlja
zatetek razvoja zmajeve krivulje
(slika 5a). Trak prepognimo po
polovici in odprimo do pravega kota
(slika 5b). Trak potem dvakrat za-
poredoma prepognimo po polovici c)
in ga odprimo do pravih kotov (slika
5c), trak trikrat zaporedoma pre-
pognimo po polovici... Kdor ima
izku¥nje s prepogibanjem papirja ve,|
da se papir ne da prepogniti ve kot
sedemkrat, pa naj bo %e tako tanek
in dolg.

Naj bo papir na zafetku 3e
tako dolg, je prostor, ki ga zaseda
zmajeva krivulja, po vsakem ko-
raku manjsi. Vendar pa je zma-
jeva krivulja, dobljena z neskon&no
mnogo prepogibanj. prostor zapol-
njujota krivulja, e na vsakem ko-
raku dolZino papirja ustrezno po-
daljsamo. Ce Zelimo. da je razdalja
med zafetkom in koncem zmajeve S g,
krivulje na vsakem koraku enaka,
moramo krivuljo na vsakem koraku e
podalj%ati za \/r-krat. Stiri zmajeve &
krivulje lahko lepo zloZimo skupaj,
kot prikazuje slika 6 na 3. strani
ovitka. Slika 5

Prvi je zmajevo krivuljo opisal fizik John E. Heighway leta 1960 in po
njem krivuljo imenujemo tudi Heighwayev zmaj.



58

4. Sierpinskijeva preproga

a) b)

c) d)

Zatnemo z daljico (slika Ta),
potem pa v vsakem naslednjem ko-
raku vsako daljico zamenjamo z li-
kom (slika 7b), ki je sestavljen iz
osmih za tretjino kraj¥ih daljic. Ce
postopek ponovimo neskon&nokrat,
dobimo krivuljo z imenom Sierpin-
skijeva preproga. Sierpinskijeva pre
proga ni prostor zapolnjujoca krivu-
lja. Vsota povrgin vseh ‘lukenj’ v
preprogi je enaka najmanj3i povrgini
kvadrata, ki jo potrebujemo, da vanj
vrisemo krivuljo. Torej sama krivu-
Slika 7 lja ne prekrije nobene povr3ine.




5. Hilbertova krivulja

Osnovni eiement te krivulje je
lik na sliki 8a. V prvem koraku
uporabimo &tiri osnovne elemente
in jih poveZemo med seboj s tremi
daljicami, kot prikazuje slika 8b. Za
vsak naslednji korak uporabimo za-
dnjo dobljeno sliko kot osnovni el-
ement. Krivulja, ki jo dobimo po
neskon&no mnogo korakih, se ime-
nuje Hilbertova krivulja in je prostor
zapolnjujola krivulja.

RISANJE KRIVULI

Z risanjem teh krivulj je podo-
bno kot z risanjem premice, trikot-
nika, kroga,... Vse kar narisemo, pa
naj bo %e tako natan&no, je le pri-
blizek, pripomotek za nazorno pred-
stavo ideje. Vsaka &rta, ki jo na-
risemo, ima neko debelino, kon&no
dolZino in tudi popolnoma ravna
ni. Vse zgoraj opisane krivulje so
dobljene s postopkom deljenja, po-
novljenim neskon&nokrat. Mi bomo
risali le krivulje na zaletnih stopn-
jah njihovega razvoja.

Generiranje krivulj si oglejmo
kar na primeru Kochove sneZinke,
ki je zelo enostavna. Kateri so os-
novni elementi potrebni za risanje
Kochove sneZinke? To je Sest vek-
torjev dolotene dolZine, ki jih bomo
osteviltili od 0 do 5, kot prikazuje
slika 9. Krivuljo, ki je sestavljena iz

Slika 8

a)

b)

c)

d)

59
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teh vektorjev, lahko sedaj opifemo z nizom vektorjev. Npr.: niz 024
predstavlja enakostraniten trikotnik (slika 1a), niz 051021324354 pa Kochovo
sneZinko na prvi stopnji razvoja (slika 1b).

Videli smo, da se na vsakem naslednjem koraku vse stranice poligona
nadomestijo z likom, sestavljenim iz ¥tirih za tretjino kraj3ih daljic. To lahko
opidemo z naslednjimi pravili: vektor 0 se nadomesti z nizom vektorjev 0510,
vektor 1 se nadomesti z nizom vektorjev 1021,... Podajmo ta pravila v tabeli:

celica | nadaljne ﬂ;H1v~|[wcﬁsLthx\ " 4:
1 ; _.— S \ f
) 051 0 R y
\ ;,’

i ey | \
111021 | \ f;;_ﬁg!
2012132 2 .7 s A TR

/\
3(3243 3 g
| ,/ \
1|4 E i / \
i /N
55405 5 ¥ \
(024 | -1 Slika 9

V prvem stolpcu so celice. Vsaka celica ima svoje ime, to je 3tevilo. V
zadnjem stolpcu je podana grafi¢na predstavitev, interpretacija celic. Celicam
0 do b smo priredili vektorje s slike 9, celica 6 pa nima nobene grafi¢ne
predstavitve in smo jo oznatili z -1. V srednjem delu tabele, imenovanem
nadalinje delitve, pa so podani nizi celic, ki nadomestijo celico v naslednjem
koraku.

Celico, ki jo vzamemo kot zafetno in iz nje potem v nadaljnih korakih
razvijamo krivuljo v skladu s pravili v tabeli, imenujemo rojstno celico. Na
sliki 10 je predstavljen razvoj celice 6. Generacija oznatuje, kolikokrat celice
nadomestimo z njim ustreznimi nizi celic.

Oglejmo si sedaj program (str. 61) za risanje krivulj, ki so predstavljene
s tabelo. Program je napisan v turbo pascalu, ne bo pa ga teZko prilagoditi
za katerikoli prevajalnik na drugem raZunalniku, ki omogoZa risanje.

Ko program poZenemo, vpisemo 3tevilo smeri, t.j. vektorjev, ki so
potrebni za risanje krivulje. Pri Kochovi sneZinki je to Ztevilo 6. Potem
vpisujemo nadaljne delitve celic in za vsako celico niz konfamo z -1. Za
vsakim nizom nadaljnih delitev vnesemo 3e predstavitev celice. Vpisovanje
v tabelo kon&amo z dvema -1, prvi¢ ob prvi nadaljni delitvi celice, ki je ne
potrebujemo ve&, in drugiZ ob predstavitvi te celice.

Po vnosu osnovnih podatkov krivulje v zanki spreminjamo naslednje
parametre: dolZino celice, rojstno celico, generacijo in koordinati zafetka



program Generiranje_Fraktalov;
uses Crt,Craph;
var nadaljneDelitve:array[0..50,0..60]of integer;
predstavitev:array([0..60]of integer;
stSmeri,dolzinaCelice, generacija,rojstnaCelica,zacetekl, zacatekY i, j:integer;
grDriver, grMode:intager;
ch:char;

procedure narisi(celica:integer);
var dx,dy:intager;
bagin
if predatavitev[celica]>=0 thea begin
dx:=round (dolzinaCelicarcon (predstavitev(celicalmod
stSmeri+*2+Pi/stomari));
dy:=-round(dolzinaCalice*sin(predatavitev(celicalmad
stSmari*2+Pi/stSmeri));
if (predstavitav(celica]>=0)and(predstavitev[celical <stSmeri)
then LineRel(dx,dy)
wlse MoveRel(dx, dy);
and;
and; { narisi }

procedure krivulja(generacija,celica:integer);
var i:integer; :
bagin
if generacija=0
then narisi(celica)
else begin
i:=0;
while nadaljneDelitve[celica,i]>=0 do begin
krivulja(generacija-1,nadaljneDelitve [celica,i]);
d:mi+l;
end; { while }
and; { else }
end; { krivulja }

begin { glawmi }

ClrSer;

write('stevilo smeri = ');readln(stSmeri);

i1:=0;

repeat
Ji=0;
rapaat

write(j+1:3,'. sadaljna dalitev celica ', i.3,' = ');readlalaadaljnsDaelicvali, jl);
ji=]+;

until nadaljneDelitve(i,j-1]<0;
write('pradstavitev celice ',1:3,' = ') roadin(pradstavitav[i]);
1i=i+1;

until nadaljneDelitve[i-1,0]<0;

ch:=%0;

repeat { sgreminjanje parametrov in risanje }
write('dolzina zelice = ');readla(dolzinacalice);
write('rojscna caliza = ');readln{rojstnaCelica);
write('ganasracija = ");readln(generacija);
write('zacetek risanja X koordinata = ');readln(zacetekl);
write('zacetek risanja Y koordinata = *);readla(zacetekY);
grDriver =datect; { vstop v graficni nacia }
InitGraph(gririver,grModae,’');
MoveTo(zacetakl zacaetekY),
drivuljalgeneracija,rojatnaCalica)l;
rapant until XeyPresssd; { cakaj na pritisk katarekoli tipke }
ch:=RaadKey; { preberi katers tipka je bila pritiasnjsna }
ClosaCraph; { nazaj v tekstovni nacin }

until ch=#27; { koncaj ob pritisku na tipko ESC }

and. { glawni }

61
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generacija

O 6 brez predstavitve

Slika 10

risanja. Po vsakem vnosu parametrov se krivulja narige, in &e Zelimo kontati,
pritisnemo tipko ESC, drugate pa katerokoli drugo tipko.

Celice imajo lahko naslednje grafi¢ne predstavitve p, €e je Stevilo vseh
smeri enako n: &e je 0<p<n—1, potem se nari%e vektor pod kotom p%.?. e
je n<p<2n —1, potem se le premaknemo v smeri pg-nE za dolZino vektorja,
e pa je p negativno Stevilo, celica nima predstavitve.

Podajmo ¥e tabele za ostale krivulje. ki smo jih spoznali:

Peanova krivulja

gtevilo smeri = 8 celica | nadaljne delitve | predstavitev
rojstna celica = katerakoli 0010323010 1
1{ 121030121 3
21232101232 5
31303212303 7
Zmajeva krivulja
¥tevilo smeri = 4 celica | nadaljne delitve | predstavitev
rojstna celica = katerakoli 0 01 0
121 1
2123 2
303 3
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Sierpinskijeva preproga
Stevilo smeri = 4
rojstna celica =

= katerakoli od 0 do 3

celica | nadaljne delitve | predstavitev
010363010 0
121070121 1
232141232 2
303252303 3
444 4
5
6
7

555
666
17

-~ O U B W N = O

Hilbertova krivulja

Wevilo smed = 4 celica | nadaljne delitve | predstavitev

rojstna celica = 8 ali 9 0/ 1034 0
10125 1
210126 2
31037 3
4/ 6740 0
5 7651 1
6/ 7652 2
76743 3
8/ 1039 -1
0 6748 -1

Napotki za konstrukcijo lastnih krivulj

Najenostavnejsi nalin za konstrukcijo lastne krivulje je seveda, da si
nadaljne delitve v tabeli kar izmislimo. Ce nam je krivulja potem vZe&, jo
lahko poskuSamo %e izbolj3ati. Drugemu nadinu bomo rekli metoda inici-
atorja in generatorja, pri kateri je iniciator nekak¥no seme, iz katerega se
razvija krivulja po pravilih, ki jih podaja generator. Po tej metodi je dobljena
Kochova sneZinka, Peanova krivulja in Sierpinskijeva preproga. Pri Kochovi
sneZinki je iniciator enakostraniten trikotnik (slika 1a), generator pa Davi-
dova zvezda (slika 1b). Pri Peanovi krivulji je iniciator diagonala kvadrata
(slika 4a), generator pa povezane diagonale devetih kvadratov (slika 4b).
Pri Sierpinskijevi preprogi je iniciator daljica (slika 7a), generator pa lik
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na sliki 7b. Enostavno je &e vzamemo za iniciator daljico, za generator pa si
izmislimo lik. Vsakemu vektorju potem priredimo celico, ki se v naslednjem
koraku nadomesti z ustrezno orientiranim likom. Konstrukcija krivulj bo
8la seveda tembolj od rok, €im bolj se bomo poglobili v delovanja samega
postopka risanja.

Ideje za razSiritev programa

Vsako krivuljo lahko shranimo na disk v obliki datoteke. V datoteko
shranimo vse parametre potrebne za risanje krivulje, 3tevilo smeri, celotno
tabelo, rojstno celico, dolZino celice, koordinate zaZetka risanja krivulje. Tako
si prihranimo veliko dela s tipkanjem tabel v program. Ni nujno, da so celice
predstavljene z razlitno usmerjenimi, enako dolgimi daljicami. Predstavitev
celic bi lahko bila tudi tridimenzionalna.

Ciril Pezdir

B . " ot |

KOMISIJA ZA TISK DMFA Slovenije
61111 Ljubljana, pp 64
Jadranska c. 19, tel. (061) 265-061

NAROCILNICA

Za 3olsko leto 1990/91 narotamo ..... izvodov PRESEKA - lista za mlade
matematike, fizike, astronome in ra&unalnikarje po celoletni naro¥nini za
posameznike 100.00 din in za skupinska narotila na ¥olah 80.00 din.

S 018 e ettt
Priimek in ime

Naslov (ulica, hisna Stevilka, stevilka po3te in Kraj) ........ccccoooveruirirerirncrens

Naro&nino bomo poravnali do 1.11.1990. (Kasneje nakazane narotnine bodo
lahko vigje.)

Zig in podpis
Datum:
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