


TRAKTRISA

Pariski zdravnik Perrault je sredi druge polovice sedemnajstega stoletja
zaposlil matematike z naslednjo nalogo.

PriveZi totkasto telo na vodoravni ravnini z enim koncem neraztegljive
vrvice, drugega pa vleci naravnost vzdolZ premice na isti ravnini. Kak3no
sled pri tem pusti telo?

Naloga seveda terja enabo krivulje, ki jo zari%e telo-tofka pri opisani
vleki. Ime iskane krivulje je primerno njenemu nastanku — refemo ji namre&
traktrisa, koren te besede pa je latinski; trahere (vleti).
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2 2
a—fas—
x=aln—y+\/az—y2
¥
Graf traktrise In nJena enatba v sistemu (x, ¥)

Perrault je s problemom sez-
nanil Leibnizal, ta pa HuygensaZ2.
Slednji je nalogo posploZil. Namesto
premice je za pot prostega konca vr-
vice predlagal poljubno (ravninsko)
krivuljo, imenu traktrisa pa dodal
Se njeno ime. Tako govorimo na
primer o traktrisah kroZnice, elipse,
parabole itd. S traktriso kroZnice
se je ukvarjal tudi matematik Roger
Cotes, ki ji je nadel ime traktrix
complicata. Zakaj tako, najbrZ ni
teZko ugotoviti, iz istega razloga pa
tudi sklenimo na3o zgodbo. traktrisa kroZ¥nice

Boris Lavri&

1Gottfried Wilhelm LEIBNIZ (1646-1716) vellkl nemskl filozof, matematik,
fizlk In zgodovinar.

2¢hristlaan HUYGENS (1629-1695) vellkl holandskl matematlk, fizlk In
astronom.
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RESITVE ENACBE x* +y® + 1=xyz VNARAVNIH STEVILIH

Zastavimo si tole vpradanje: Za katere pare naravnih $tevil x in y je vsota
x? + y* + 1 deljiva s produktom xy? Ce zaznamujemo kvocient med vsoto in
produktom z z, zado3éajo x, y, z enaébi

X2 +yr+1=xyz (1)

Pois&imo vse njene reSitve v naravnih $tevilih!

Ali obstaja reditev, pri kateri sta x in y enaka? Ce je x = y, se enaéba (1)
glasi 2x* + 1 =x%z. 0d tod je x*(z — 2) = 1. Produkt naravnih $tevil pa je enak
1 le, e so vsi faktorji enaki 1. Torej jex=1inz — 2= 1. Tako dobimo reditev
x=y=1,z=3, ki ji bomo rekli trivialna reditev enacbe (1). V vsaki nevtralni
reSitvi pa je x # y.

Naj bodo x, y, z naravna §tevila, ki zado$¢ajo enaébi (1). Ce prenesemo
¢len x? z leve na desno in nato delimo z x, dobimo

LAY e 5 (2)
X

Vidimo, da je kvocient (y* + 1)/x celo $tevilo yz — x. Prav tako ugotovimo, da
je kvocient (x? + 1)/y celo §tevilo, in sicer enako xz — y.
Postavimo

2
x'= V. y" = .K__+_l' zZ'=z {3}
X

x’, y’, 2" so naravna Stevila. lzradunajmo

2
x'2+y’2+1=-f——+§*l[x2+y2+1}
X

Upostevajmo, da x, y, z zado$&ajo enacbi (1), pa dobimo
sz + y’z + 1 = lelz!
Torej je tudi trojka x’, y’, z" reSitev enacbe (1) v naravnih Stevilih.
Ce izhajamo iz trivialne reSitve x = y = 1, z = 3, dobimo po formulah (3)
reSitevx=1,y=2,z=3,iztereitevx=2,y=5,z=3 itd.
Enaéba (1) se ne spremeni, &e v njej zamenjamo x in y. Zato je tudi trojka

2
x'= _‘x_m-'-_l, y" =X, 2=y t4l

y
reditev v naravnih 3tevilih, ée je x, y, z taka resitev. Trojko (4) smo namreé do-
bili tako, da smo v formulah (3) zamenjali x in y, x"paz y".
Denimo, da je x manjsi kakor y, tedaj y — x > 0. Potem velja za reitev (3)
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2

y—x=dt1 _ oy =x+1 5

x x

Torej je tudi x” < y’. Kerje x <y = x’, je x" ve&ji od x, y" pa veéji od y.
Kako je pri reSitvi (4)? Tu imamo

2 1y — %=1

y y

Produkt x(y — x) naravnih §tevil x in y — x je najmanj 1, enak 1 pa je le v pri-
meru, ko jex = 1iny — x =1, tedaj y = 2. Iz reSitve x = 1, y = 2 dobimo tri-
vialno reSitev x" = 1, y* = 1. V vseh drugih primerih pa je x* < y’. To namre¢
pove zgornja enakost. Ker je y"= x <y, je nova reditev manjsa od prejinje.

Imejmo reditev, pri kateri je x < y. Formule (3) ji priredijo veé&jo resitev
x’, y’, tej pa Se ve&jo x”, y”’. Ce tako nadaljujemo, dobimo neskonéno zapore-
dje reditev, v katerem je vsaka naslednja ve&ja od prejnje. Ce pa reéunamo po
formulah (4), se zaporedne reditve nekaj ¢asa manj$ajo. Ker so naravna $tevila,
se mora manjsanje po nekaj korakih kong¢ati. V prejsnjem odstavku smo videli,

da se konca tedaj, ko pridemo do trivialne refitve. Od tam naprej se reSitve
spet vecajo.

yr_x: = x—

Ce je x > y, dajo naraséajoce zaporedije reSitev formule (4), resitve doblje-
ne s formulami (3) pa se manjsajo toliko ¢asa, dokler ne pridemo do trivialne
reditve.

Vse reSitve, ki jih dobimo iz zadetne resitve po formulah (3) ali po formu-
lah (4), imajo isti z. Pri trivialni reSitvi pa je z = 3. Ker nas formule (4) po
nekaj korakih vselej privedejo do trivialne reSitve, kadar je x <y, formule (3)
pa, kadar je x > y, je torej z = 3 v vsaki reitvi enacbe (1) v naravnih $tevilih.
Tako smo dokazali trditev:

Ce sta x in y taki naravni $tevili, da je vsota x> + y> + 1 deljiva s pro-
duktom xy, je kvocient enak 3.

Ker je vselej z = 3, je dovolj, e v reditvi enacbe (1) v naravnih §tevilih na-
vedemo le x in y.

Formule (3) priredijo reditvi x, y reditev x’, y’. Poi§¢imo zdaj reSitev
x”, y”, ki pripada reditvi x, y” po formulah (4). Dobimo

2
x”: _X__+_1_ = (yi + 1} . __2_5___ =X, y”:x’: y
y’ y- +1
Torej nas formule (4) privedejo nazaj na prvotno refitev x, y. Prav tako dobimo
prvotno reditev, ¢e poiséemo najprej novo reditev po formulah (4), tej pa po-
tem resitev po formulah (3).

Naj bo dana poljubna reditev x, y enacbe (1), kjer je x < y. Videli smo,
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da pridemo z uporabo formul (4) po nekaj korakih do trivialne reditve x = 1,
¥y = 1. V prejinjem odstavku smo ugotovili, da delujejo formule (3) v naspro-
tni smeri kakor (4). Zato nas po istem Stevilu korakov privedejo od trivialne
resitve nazaj na dano reSitev x, y. Kadar pa je x > y, pridemo do trivialne
reSitve s formulami (3), od trivialne reditve do dane refitve pa nas privedejo
formule (4). Tako smo ugotovili, da dobimo iz trivialne resitve katerokoli
reditev enacbe (1) z uporabo formul (3) ali pa (4).

Izragunali smo, da je kvocient (y? + 1)/x enak yz — x. Ker je z = 3 v vsaki
reditvi enacbe (1) v naravnih $tevilih, lahko zapiemo formule (3) tudi takole

x'=y, y'=3y—x, z'=2 (3%

Novi x” je enak prejSnjemu y. Zato se dajo dobiti vse reditve enactbe (1)
iz enega samega zaporedija $tevil. Oglejmo si namreé zaporedje

ug, Uy, Uz, ... (5)
pri katerem sta prva ¢lena
up=1 in u=1

trije poljubni zaporedni ¢leni U, 5 W
enacbo

ne Upsq PA SO med seboj povezani z

Y 3un U (6)

S tem je zaporedje (5) doloceno. Tako je po formuli (6)

Uy =3uy —ug=2, u3;=3u;—u;=5,itd.

O¢itno so vsi Eleni u, naravna Stevila.

Velja tale trditev: Poljubna sosedna Elena v, _, = x in u_ =y zaporedja
(5) dasta resitev enacébe (1) v naravnih 3tevilih. Res, zacetna élena ug = 1 in
uy = 1 dologéata trivialno reSitev. Denimo, da za neki indeks n velja nasa trditev,
da je torej x = u, _,, y = u, reitev. Po formulah (3%*) dobimo iz nje resitev
x'=y=u_in y'=3y—x=3u, —u,_,. Kerveljazveza(6), jey'=u,__,.
Zato tudi naslednji par zaporednih ¢élenov up = x"inu_,, =y’ zadoda enacbi.
Po indukciji sklepamo, da je vsak par sosednih élenov resitev enacbe (1).
Ker dolocata zacetna ¢lena trivialno reSitev in dobimo iz refitve x =u__,,
y=u, refitev x" = u,,y =u,,, po formulah (3#), te formule pa nas privedejo
do vsake reSitve, pri kateri je x < y, so v zaporedju (5) zajete vse take resitve.

|1z (6) dobimo

u (6%)

=3u_—u
n—1 n n

+1

Ta formula omogo¢a raéunanje élenov zaporedja (5) z desne proti levi. Z njo
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lahko opredelimo tudi &lene u,z negativnimi indeksi n. Tako je

u_q=3up—u1=2, u_,=3u_,—up=5 itd.

Cleni so ista Stevila kakor pri pozitivnih indeksih, sledijo pa si v nasprotnem
vrstnem redu.
Zaporedje v, se zdaj razteza v obe smeri v neskonénost. Glasi se

..,89,34,13,5,2,1,1,2,5,13, 34,89, ... (7)

V sredi sta &lena vy = 1, u; = 1, ki doloéata trivialno resitev. Zaporedna ¢lena
Uy 4 =% in u, =yna desni strani dasta reitev, pri kateri je x < y, na levi
strani pa resitev, kjer je x > y. V zaporedju (7) so tako zajete prav vse resitve
enadbe (1) v naravnih stevilih. Nadaljnje ¢lene na desni raéunamo po formuli
(6), na levi pa po formuli (6%).
Na koncu si oglejmo Se podobno enacbo

X+ +1=xyz (8)
Tudi tu nas zanimajo reSitve v naravnih §tevilih x, y, z. Trivialna reSitev je spet
x =y =1,z = 3. |z dane reditve x, y, z pridemo do novih resitev s podobnimi
formulami, kakor so (3) in (4). Ce prenesemo é&len x> z leve na desno in nato
delimo enaébo z x, ugotovimo, da je kvocient (y® + 1)/x enak celemu $tevilu
yz — x* . Zato so

3
x'=y, y'= F—t—1—, 2= yrt =gy =t (9)
X

cela $tevila. Nekoliko dolgovezen raéun pokaze, da zado$éajo enacbi (8), torej
dajo novo reSitev v naravnih $tevilih. Prav tako dobimo novo resitev, ¢e v (9)
zamenjamo x in y, torej postavimo

x‘= X3+1 C

=, ¥

y

Iz trivialne reSitve pridemo po formulah (9) najprej do reditve x =1,y = 2,
z = b, nato do reditve x = 2, y = 9, z = 41 itd. Formule (9%) pa dajo iz trivi-
alne reditve enake resitve kakor (9), le da sta v njih zamenjana x in y.

Ker je tudi tu novi x enak prejinjemu y, lahko sestavimo zaporedje

+;365,9,2,1,1,2,0,365, ... (10)

Dva poljubna sosedna €lena x = v, _, iny = u_ dasta reSitev enacbe (8) v na-
ravnih Stevilih. S pikami oznaéene ¢lene na desni raéunamo po formulah (9),
na levi po formulah (9%). Zato velja med tremi zaporednimi ¢leni zveza

x, 2’=x2* =X’y —y*z {9%)

un_1un+1=un3+1 (11)
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Ker izhajamo iz trivialne reditve, postavimo ug = 1 inu; = 1. S tem je zapo-
redje (10) v obe smeri natanko doloceno.

V zaporedju (10) pa niso zajete vse reditve. Na primer reditve x =2, y = 3,
z =6 v njem ni. |z te reSitve dobimo po formulah (9) in (9%) zaporedje

..., 915, 14,3,2,3,14,915, ... (12)
Tu vzamemo zadetna &lena ug = 2, u; = 3, nadaljnje &lene pa sept ratunamo
po formuli (11).

Se vedno nismo dobili vseh reditev enacbe (8). ReSitve x=5,y=9,2=19
ni ne v zaporedju (10) ne v (12). Iz te resitve dobimo, podobno kakor prej,
verigo

.., 549,14,5,9, 146, ... (13)

Bravec, ki ima racunalnik, naj izraduna 3e nekaj nadaljnjih &lenov zaporedij

(10), (12) in (13) in poskusa najti kak$no reSitev, ki je ni v nobenem od teh
zaporedij.

Ivan Vidav

NEENAKOST

V matematiki pogosto srefamo in uporabljamo razne neenakosti in
ocene. Te ocene so lahko “zelo grobe” ali “zelo natanZne”.

Oglejmo si primer neenakosti, ki jo bomo dvakrat “izbolj3ali”.

DokaZimo, da velja neenakost

a*— a2 -3a+5>0 (1)

Dokaz 1: Zapi¥imo dano neenakost v obliki a* + 5a> a2 + 3a. Ker
je za vsak x.y (x —¥)2 > 0, je x2 + y2 > 2xy in (x + y)2 > 4xy ter
x+y > 2,/xy. (To je znana neenakost med aritmeti¥no in geometritno
sredino.) Ce vstavimo x = a* in y = 5, dobimo 2% +5 > 2a2/5. Lotimo dva
primera: Prvi&, ¥e je a > 1, je a(2/5 —1)> 3 in zato tudi 2a%v/5 > a2 4 3a,
od koder sledi, da je neenakost (1) v tem primeru izpolnjena. Drugit, Ze je

0<a<1, jea*+5>5>4> a2+ 3ain neenakost (1) zato velja za vsak
a>0.
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Dokaz 2: Zapi¥imo
34—52—3a+5=a4-—2a2+1+32~33+g+%=
2 2 3.5 T s 7 (2
= (a2 — i pa =3 =5
(a*—1)*+(a 2] +31>3>
O¢titno smo z manj truda kot v dokazu 1 dobili celo stroZjo neenakost,
ki je veljavna ne samo za a > 0, ampak za vsako ¥tevilo a. Dani izraz
a* — a2 —3a+5 je vetji od L, saj Etevili (a2 —1) in (a— 2) ne moreta biti
3 2

obe 0 za isti a.

Ali bi lahko oceno ¥e izbolj¥ali? Poskusimo!

Dokaz 3: Iz veljavnosti neenatbe (x — _yr)2 > 0 dobimo neenakost
x2 + y2 > d(x + y)? za vsaki Stevili x.y. Postavimo x = a? — 1 in
y= % — a in izratunajmo

3 1 3 1, , i R
[32”1)2+(§—a)2>‘i(32"'1—5—3)2=E(a —a+'4"+z] =
2
_1 12 117 _
‘2[(" 2) +4] o
_1. 14 1 15 11
=gl +gla-3 +525

Ce upostevamo oceno (2), dobimo neenakost

34—32—3 5>_1_ I I
a+ 32+4‘;~4>0

ki je ¥e stroZja od ocene (2).

Ozrimo se nazaj, na pravkar konZano razmisljanje! Najprej smo “prira-
Zunali” prvi zakljuZek, potem smo z malo ve zvitosti in veliko manj truda
pridli do bolj¥ega in nato smo slednjega ¥e izboljali. Ali bi lahko nadaljevali?

Ce posku¥amo biti ¥aljivi, nam ta primer dokazuje vsaj dve splo¥ni, lahko
pa tudi vpra3ljivi in nevarni pravili:

— Zvitost je pomembnejSa od poZrtvovalnosti.
— Ni& ni tako dobro, da ne bi moglo biti boljZe!

Sefket Arslanagié
prir. in prev. Damjan Kobal
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SE O OBRATNEM BRIZGALNIKU

Do odgovora na vpra3anje o obratnem brizgalniku se je najpreprosteje
dokopati po poti, ki smo jo uporabili pri brizgalniku (Presek 16 (1988/89)
str. 197). Iz neznanih razlogov ta pot ni priljubljena ne pri obravnavanju leta
letal ne brizgalnika in sploh ne pri razpravljanju o obratnem brizgalniku.

Zaka]j leti letalo, teXje od zraka? Za opazovalca na zemlji zrak pred
letalom miruje, krilo pa ga poZene navpitno navzdol. Sprememba hitrosti
zraka kake navpi¢no navzdol in to smer imata tudi sprememba gibalne kolitine
in sila krila na zrak. Sila zraka na krilo ima nasprotno smer, kaZe navpitno
navzgor. Tako preprosto je mogo¥e pojasniti dinamiéni vzgon. (lzratunati ga
je teZe. Vsi deli zraka nimajo enake navpitne komponente hitrosti: ob krilu je
najvelja, z naradtajolo razdaljo pa hitro pojema. V ralunu je treba upostevati
efektivno masc zraka, ki ga zajame krilo na sekundo, in povpretno vrednost
njegove navpitne komponente hitrosti. Glej Presek 6 (1978/79) str. 241).

Na hitro se sprehodimo po njej pri obratnem brizgalniku, ¥eprav privede
do enakega kon&nega izida. Mislimo si obratni brizgalnik v zelo veliki posodi
z mirujoto vodo v razmerah, ki se ne spreminjajo s €asom. Del vode v
posodi pred vstopom v cev miruje, se giblje v cevi proti osi in ob osi stete
na prosto (slika 1). Zanimamo se le za sile v ravnini, ki je pravokotna na os.
Sprememba hitrosti dela vode ima smer radialno proti osi in to smer imata
tudi sprememba njegove gibalne koli¢ine in sila cevi na vodo. Voda deluje na
cev v nasprotni smeri, torej radialno od osi. Navor te sile glede na os je enak
ni¢. Obratni brizgalnik miruje.

To ne velja, e voda v posodi ne miruje ali e se razmere spreminjajo s
tasom. Priznati moramo, da za ta primer opisana preprosta pot ni uporabna.
V razmerah, ki se s €asom ne spreminjajo, je dovolj, e se zanimamo le za
gibanje dela vode precej dalet od vstopa v cev in za gibanje tega dela ob
izstopu iz cevi. Ni pomembno, kaj se z delom vode dogaja med obema
totkama. Toda ko poZenemo obratni brizgalnik, to ne zadostuje. Del vode
neposredno pred vstopom v cev spofetka miruje. Kratkotrajna sila zaradi
tlagne razlike — v cevi je tlak manj3i kot zunaj nje — pa ga pospesi, ko
brizgalnik poZenemo s tem, da priklju€imo tla¢no razliko. Na del vode deluje
tedaj cev s kratkotrajno silo tangentno v notranjost cevi (slika 2). Voda
deluje tedaj s kratkotrajno silo v nasprotni smeri, se pravi tangentno iz cevi
navzven.

S kratkotrajno silo je povezan kratkotrajni navor, ki deluje pri obratnem
brizgalniku nasprotno kot pri brizgalniku. Zaradi njega se proZno pritrjena
cev za kratek Zas odkloni, ko prikljuimo tla&no razliko. Nepritrjena cev se
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os |0 je O

Slika 1. Obravnavamo obratnl
brizgalnlk v razmerah, kil se ne spre-
minjajo s €asom. Opazovanl del vo-
de v posodi miruje, v cevi pa se
giblle protl osl s hitrostjo v5. Raz-
lika hitrostl doloZa smer slle cevl na
vodo, sila vode na cev Ima nasprotno
smer. Navor dvo]ice taklh sll je
enak nlZ, obratnl brizgalnik miruje.
Odlollina Je le velikost hitrostl Vo,
zato prl obratnem zblralniku ne go-
vorimo o 5obl, ampak o ustju cevl all
kar o cevl.
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kratkolrajen pospesck

: krazkotrajna sila
cevi na vodo

: kratkotrajna sila
vode na cev

/j:‘b

kratkotrajni
o navor

=/

Slika 2. V razmerah, ki se spre-
minjajo s €asom, ko poZenemo ob-
ratnl brizgalnik, moramo postopati
drugaZe. Ko poZenemo obratnl briz-
galnik, se del vode ob ustju cevi
pospe3i v smerl tangentno protl no-
tranjostl cevl. Kratkotrajna slla cevl
na vodo Ima to smer, Kratkotraj-
na slla vode na cev pa nasprotno.
Zaradl Kratkotrajnega navora, Kl Je
povezan z dvolico taklh sll, se zatne
obratni brizgalnik vrtetl v nasprotni
smerl, kot se vrtl brizgalnlk. Ven-
dar se to vrtenJe zaradl trenja Vv
leZa)ih kmalu zadusl. Ko zaustavimo
obratnl brizgalnlk, nastopita kratko-
trajna sila In Kkratkotrajnl navor v
nasprotni smerl.



266

Slika 3. Naprava brez leZajev,
ki deluje pri poskusih kot obratni
brizgalnik all brizgainlk (pogled od
zgoraj (a) In pogled od strani (b)). P
Slika Je vzeta Iz Tlanka R.E.Berg,
M.R.Colller, The Feynman Inverse
sprinkler problem: A demonstration
and quantitative analysis, American
Journal of Physlcs 37 (1989) 654. ~<>
Posodica merl v premeru 12 cen- F_
timetrov in razdalja med nasprot-
nima ustjema cevl 17 centimetrov.

zatne zelo pocasi vrteti v nasprotni smeri kot pri brizgalniku, ko poZenemo
obratni brizgalnik, in se zaustavi, ko prekinemo tok vode. Tedaj se namret
del vode ob ustju cevi zaustavi zaradi kratkotrajne sile cevi tangentno iz
cevi navzven. Na cev deluje voda s kratkotrajno silo v tangentni smeri v
notranjost. Tega pojava zaradi trenja v leZajih pri nepritrjenem obratnem
brizgalniku ni mogote opazovati.

S posebno napravo brez leZajev pa sta ga R. E. Berg in M. R. Collier
lahko zasledovala. V steklopihagki delavnici so jima izdelali valjasto posodico
s Stirimi pod pravim kotom zasukanimi cevmi (slika 3). Posodico sta dala v
ve&jo posodo z vodo, v kateri sta zra¥ni tlak nad vodo uravnavala z gumijastim
balonom. Ko balon stisnemo, voda tete v posodico, dokler se zraZni tlak v
posodici ne izena&i z zra&nim tlakom v posodi. Tedaj deluje naprava kot
obratni brizgalnik. Trenja ni, upor vode na posodico pa je tako majhen, da
bi jo zaustavil 3ele po sto sekundah. Posodica se zatne ob stiskanju vrteti s
frekvenco okoli 7 na uro in se vrti tako Zest sekund. dokler balon stiskamo.
Ko vodni tok preneha, se zaustavi.

Nato balon popustimo. Zdaj je v posodi manj8i tlak kot v posodici, voda
tete iz posodice, dokler se zratni tlak v posodi ne izenali z zranim tlakom
v posodici. To traja Zest sekund in tedaj deluje naprava kot brizgalnik.
Posodica se vrti enakomerno pospedeno v nasprotni smeri kot prej in doseZe
najvetjo frekvenco okoli 1 na minuto. Ko vodni tok preneha, se zaradi upora
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enakomerno pojemajote ustavlja.

Poskus Ameri¢anov je vreden pozornosti. Vendar je treba posebej
poudariti vlogo prehodnih pojavov in razlikovati od njih delovanje obratnega
brizgalnika in brizgalnika v razmerah, ki se ne spreminjajo s &asom. V tem
primeru pa je dale¥ najpreprostej¥a na%a razlaga.

Janez Strnad

WHEELER O OBRATNEM BRIZGALNIKU

“Ali naju je naloga iz uvodnega predavanja mehanike napeljala na to, da sva
razmisljala o znanem brizgalniku za zalivanje trate? Oblikovan kot svastika
brizga &tiri vodne curke. Nasprotna sila curkov poganja krake brizgalnika,
da se vrtijo. Toda kje prijema ta sila? Ali v toZki, v kateri vodni curek
nenadoma spremeni smer iz radialne v pre€no? Pa vzemimo, da kraki srkajo
vodo, namesto da bi jo brizgali. Zagotovo, sva rekla, je sila enaka, e je enaka
sprememba smeri. Zagotovo se brizgalnik vrti, &e srka vodo, namesto da bi
jo brizgal. Ne, ne vrti se! Da, vrti se! Zabavala sva se, ko sva vpra%anje
zastavljala kolegom. S asom se je vse vef kolegov s hodnikov odlotilo za
eno ali drugo stalie. Razprava je postala vse Zivahnejsa. Noben teorijski
razlog ni zadostoval, da bi zgladil nasprotja. PoloZaj je terjal poskus.

Feynman je naredil miniaturni 15-centimetrski brizgalnik iz steklenih
cevi in ga obesil na gibko gumijasto cev. Preskusil ga je, da deluje kot
brizgalnik. Nato je zvijajoZo se zadevo zvito spravil skozi vrat velike steklenice
z vodo. Svojo napravo je odnesel v ciklotronski laboratorij, v katerem je bil
priroen prikljuek za stisnjen zrak. Tega je prikljutil skozi drugo luknjo v
plutovinastem zamasku na steklenico. Ha! Malo se je zatreslo, ko je priklju&il
tlak in je voda za&ela te&e v nasprotni smeri skozi miniaturni brizgalnik. Toda
ob mirnem toku ni bilo nasprotne sile. Potem je pove&al zratni tlak. da se je
povetal tok vode. Zopet kratkotrajno tresenje ob spremembi, toda nobenega
trajnega zasuka. Dobro, 3e vegji tlak. In vet! Bum! Steklenica se je razletela.
Voda in stekleni drobci so fréali po vsem ciklotronskem laboratoriju. Odtlej
Feynman ni smel ve v laboratorij.”

J.A Wheeler, The young Feynman, Physics Today 42 (1989) 24 (2)

V 4. Stevilkl (1988/89) Je Presek objavil odlomek Iz spominov znanega
ameriskega fizlka Richarda Feynmana o poskusih z “obratnim brizgalnikom".
V zaplsu Iz posebne Stevilke revije Physics Today, ki so jo Izdall po Feynmanovl
smrtl, povzemamo spomin njegovega mentorja Johna Wheelerja na Istl poskus.

Iz le- tega Jasno izhaja odgovor, ki ga Feynman v svolih spominih ni izdal:
obratnl brizgalnlk se ne vrti.

Janez Strnad
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KAKO SE DOLOCAJO ODDALJENOST ZVEZD

V temi priZgi Zarnico. Vzemi bel papir in ga odmikaj od Zarnice v radialni
smeri (slika 1). Papir je vse manj osvetljen, nanj pada vse manj svetlob-
nega toka z Zarnice. Pa izratunajmo gostoto tega toka, ki pade na majckeno
ravno (osen¥eno) ploskvico na sredini papirja v oddaljenosti (razdalji) r od
%arnice s svetlobno mocjo (oddanim svetlobnim tokom) P. Zarnica naj sveti
v vse smeri enakomerno, ravna ploskvica pa naj bo tako majhna, da se kar
prilega krogli s polmerom r, v sredi¢u katere je Zarnica. V oddaljenosti r od
Zarnice se tok P porazdeli po povrgini krogle 47r2. Na ploskovno enoto pade

Krogla s polmerom rin povrsino Anr
:JJI
4
./
/J P
|
- —
/ odnuk
.iII svictilo ! papit ja
\ {evezda)
.\
\
\\
\ I
\\ /
. : yd
'\! 4
\\ //
\,\_‘_ﬁq qrj.' _._-——""/

Slika 1. K lzraZunu gostote svetlobnega toka v oddaljenostl r od svetlla

s svetlobno moZjo (oddanim svetlobnim tokom) P; j = P,f(4arr2). Enacba
pove, da gostota svetlobnega toka pada s kvadratom oddaljenosti.
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j = P/(4xr?). Kolitino j, ki pove, koliko W/m? svetlobnega toka sprejme
ali pade na ploskvico, imenujemo gostota svetlobnega toka.

Namesto ploskvice na sredini papirja si mislimo €lovedko oko ali pa kak
svetlobni merilnik (svetlomer, fotocelico, potrnjeni termometer). Z oZesom
lahko ocenimo sprejeto svetlobo, s svetlobnim merilnikom pa izmerimo. Sicer
pa gostoto toka pri znanih P in r lahko izra¢unamo. Naj ima Zarnica P = 60
W. V razdalji r = 2 m je gostota toka j = 60 W/(4 -3,14 .4 m?) =1 W/m?2.

Znanje iz te naloge pa lahko uporabimo tudi takole. Vzemimo, da
svetilo oddaja tok P. da izmerimo gostoto svetlobnega toka j in da ne
vemo, v kateri razdalji od nas sveti. Razdaljo izratunamo kar iz gornje
enatbe r = /P/(4xj. Ce za 60 W Zarnico izmerimo j = 1073 W/m?,
jer =+/60W/(4-3,14-10-3Wm—2) = 69 m. Ta natin, da iz izmerjene
gostote svetlobnega toka in znanega oddanega svetlobnega toka izraunamo
oddaljenost svetila, uporabljajo v astronomiji za dolo¢anje oddaljenosti zvezd.
Namesto Zarnice si predstavljajmo zvezdo, namesto ravne ploskvice na sredini
papirja pa Zemljo v dolo&eni razdalji od zvezde. Predno opifemo omenjeni
natin doloZevanja oddaljenosti zvezd, pa se za hipec ustavimo pri Soncu.

Sonce je najmo&nejse svetilo, ki ga vidimo na nebu. Kaj lahko izmerimo
pri Soncu? Izmerimo gostoto svetlobnega toka, ki ga prestreZemo s Sonca na
Zemlji jo = 1350 W/m?2 (solarna konstanta), oddaljenost Sonca od Zemlje
pa poznamo ro = 1,5-1011 m. 1z teh podatkov sledi, da ima Sonce svetlobno
mo¢ ali da oddaja svetlobni tok Po = jo - 4mrd = 1350W/m? -4 - 3,14 -
(1,5- 1011)2:1:2 = 3,8-102% W ali okroglo 4 - 102 W. Temu ogromnemu
svetlobnemu toku, ki ga oddaja (izseva) Sonce enakomerno na vse strani,
retemo v astronomiji izsev Sonca. Podobno govorimo o izsevu zvezd. Ce
torej poznamo izsev Sonca ali kake zvezde in izmerimo gostoto svetlobnega
toka, ki prihaja z njih, lahko izratunamo njihovo oddaljenost od nas.

No. gostote svetlobnega toka z zvezd sicer ni teZko izmeriti (razen, te
je zvezda skrajno Zibka), a za vetino zvezd ne poznamo izseva. Ugotoviti
izsev zvezd pa ni niti najmanj preprosto. Vendar nekaterim zvezdam lahko
izsev ocenimo. Take so na primer kefeide. To so zvezde, ki pulzirajo, se
Sirijo in krtijo. Ko spreminjajo velikost (polmer), se jim pri tem spreminja
povrsinska temperatura in tako tudi izsev. Za kefeide so ugotovili, da je
perioda njihovega pulziranja odvisna od povpretnega izseva zvezde. Ce
je perioda dalj%a, je povprefni izsev vetji, vendar med njima ne velja
prema sorazmernost (slika 2). Spreminjanje izseva kefeide zabeleZimo na
Zemlji kot spreminjanje sprejete gostote svetlobnega toka z zvezde oziroma
spreminajanje sija zvezde*. V jasni no&i ali vet zaporednih noteh vetkrat
merimo sij pulzirajote zvezde in nariSemo graf, ki kaZe, kako se sij zvezde
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spreminja s &asom. Tak graf - krivuljo sija prikazuje slika 3. Iz grafa
razberemo periodo spreminjanja sija. po tem pa ocenimo povpreni izsev
P zvezde (slika 2). Pri izmerjeni povpre&ni sprejeti gostoti svetlobnega toka”

J kon&no izratunamo priblizno oddaljenost kefeide r = \/ P/(4n;.

oo /
e LENE -
Brc iy - f‘,x
s
/ Slika 2. Graf kaZe odvisnost
povpreZnega Izseva od perlode pulzl-
X ranja za klasitne kefeide. Odvisnost
1&% o sem sestavil na podlagl podatkov
Iz Astrophysical Quantities (1973).
~ Za drugi tip pulzirajoZih zvezd bl do-
,.-"I,l bill drugaZno odvisnost.
1 i i ] i i : b
ig 56 'l',o( i
vizualni sij Slika 3. Graf tasovne odvls-
[magnituda} nostl sija - krivulja sija § Kefeja. 1z
A ; o o grafa odberes periodo fp pulziranja
3,5 : , pa tudi povpreZni sij zvezde.
4,31
. = / &as
t.x54dni

* Astronom pravzaprav merl sij zvezde. 1z izmerjenega slja pa nato ratuna
sprejeto gostoto svetlobnega toka z zvezde. Za slla dveh zvezd m In mg In
gostotl svetlobnega toka J In jo, kl ga od teh zvezd sprejmemo na Zemlji, velja

enatba J/Jo = 10~ 04(M-Mo) Ze my =1, Je Jo = 1078 w/m2. VeZ o silu
gle] v: F.Avsec - M.Prosen, Astronomija, DMFA SRS, Ljubljana 1989, str.21.
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Sllka 4. Lege kefelde § Ke-
fefa. Te zvezde nl teZko lzsle-
ditl. Spremembo njenega slja
zasledimo Ze s prostim oZesom.
Prece] truda In spretnost] pa Je
Ze treba, da 1z neposrednlh opa-
zovan] s prostlm ofesom ugo-
tovimo perlodo spreminjanja sl-
Ja (pulziran)a). Opomba: Zvez-
da § Kefe/a Je okoll petdesetkrat
vetla od Sonca. Prl pulziranju
spreminja polmer kar za dva pol-
mera Sonca, to Je za pribliZzno
1,4-10% km.

Med kefeidami je najbolj znana § Kefeja. Sij se ji spreminja s periodo
5.4 dneva (slika 3). lzmerjena povpre¥na gostota svetlobnega toka s te
zvezde je okoli j = 7 -1071% W/m? S slike 2 ocenjeni povpre&ni
izsev je P = 2000P,. Priblizna oddaljenost te zvezde od nas je r =
\/2000 -3,8-1026W /(4 -3,14 -7 - 10—1°Wm'2) = 980 svetlobnih let.

Kefeide so orjadke zvezde. Imajo ogromne izseve. Zato jih vidimo z

velikih oddaljenosti. Zasledimo jih v zvezdnih kopicah in bliZnjih galaksijah.
Iz opazovanja kefeid tako lahko dolo€imo razdaljo do teh sistemov.

Marijan Prosén

NALOGE O DVEH KRAIJIH NA ISTEM VZPOREDNIKU

Dva kraja leZita na istem zemeljskem vzporedniku z zemljepisno Zirino
© = 45°. Prvi kraj ima zemljepisno dolZino Xy = 259, drugi pa A, = 77,5°
(pozitivno zemljepisno dolZino imajo kraji vzhodno od Greenwicha). Polmer
Zemlje je ro = 6370 km. lzra¥unaj:

a) medsebojno razdaljo obeh krajev;

b) hitrost teh dveh krajev zaradi vrtenja Zemlje;

c) tas vzida Sonca v enem kraju glede na &as vzida Sonca v drugem
kraju.

Marijan Prosén
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NOVI TIPI V TURBO PASCALU

V prejnji Stevilki smo spoznali, kako uporabljamo okolje Turbo pascala.
V tem Elanku pa si oglejmo Turbo pascal kot jezik. lma ve& lastnosti, ki
razsirjajo standardni pascal. Spoznali bomo dodatne tipe in delo z njimi.
Nove Stevilske tipe lahko zasledimo v verzijah 4 in 5, medtem ko so bili nizi
vpeljani Ze v verziji 3. Omenimo 3e, da je najnovejsa verzija Turbo pascala,
verzija 5.5, prinesla 3e nekaj novosti prav na to podro&je. Tako je bil vpeljan
nov podatkovni tip object, s pomojo katerega lahko Turbo pascal uporab-
ljamo kot objektno usmerjeni jezik. Vendar o objektnem programiranju kdaj
drugit.

1. Dodatni vgrajeni Stevilski tipi

Poleg standardnih tipov real in integer za delo s tevili, pozna Turbo
pascal 3e ve drugih tipov. Oglejmo si najprej celostevilske tipe.

Ime Obmotje Format

shortint —128.127 predznateni 8-bitni
integer —32768..32767 predznaeni 16-bitni
longint | —2147483648..2147483647 | predznateni 32-bitni
byte 0..255 nepredzna&eni 8-bitni
word 0..65535 nepredzna&eni 16-bitni

Vseh pet tipov lahko mirno me$amo med sabo. Rezultat je vedno tistega
najmanj3ega tipa, ki vkljutuje vse uporabljene tipe. Seveda pa moramo paziti
pri prirejanju vrednosti spremenljivkam, da ne prekora&imo obsega. Prednost
teh novih celodtevilskih tipov je v tem. da lahko natangneje dolotimo. s
kaksnimi Stevili Zelimo delati. Se posebej je koristen tip longint, saj se
hitro zgodi, da moramo racunati s celimi Stevili, ve&jimi od 32767 oz. 65535.
Npr. radi bi izra€unali zmnoZek vseh naravnih stevil do 9.

program produkt;

var i,p : integer;

begin
P = 1
for i :=2to 9 dop :=p * i,
writeln('9! = ' ,p);

end.
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Program nam izratuna, da je produkt —30336, kar je otitno narobe. Ce
pa spremenljivko p deklariramo kot longint, bomo dobili pravilni rezultat
362880.

Omeniti velja Ze, da je bil tip byte vpeljan Ze v verziji 3.

Turbo pascalu lahko cela Stevila posredujemo tudi kot Sestnajstigke kon-
stante. To storimo tako, da kot prvi znak 3tevila uporabimo $. Tako npr.
$A1 pomeni Stevilo 161, $F4 je 244 ipd. Sestnajstidke konstante so lahko
med $00000000 in $FFFFFFFF.

Poleg standardnega tipa za realna %tevila pozna Turbo pascal $e &tiri.

Ime [ Obmodje | To&nih cifer
real 28 % 10799, 1.7 x 10°° 11-12
single 1.5 x 10745,.3.4 x 10°8 7-8
double 5.0 3 =544 _ g e 10598 15-16
extended | 3.4 x 1074932 1.1 x 104932 19-20
comp ~95% 41,99 . 19-20

Zadnji tip comp lahko vsebuje le cela ¥tevila v navedenem obsegu, ki je
priblizno —9.2 x 10'%..9.2 x 10'® in ga uporabljamo, &e potrebujemo res
ogromna cela 3tevila.

Medtem ko so nam celo3tevilski tipi vedno na voljo, dodatnih 3tirih
realnih tipov ne moremo uporabiti, e ne vklju&mo izratunavanja preko
matemati&nega koprocesorja. To najenostavneje storimo v samem programu,
tako da v prvo vrstico datoteke napisemo
{$N+,E+}. Nata na&in bomo v verziji 5 poskrbeli, da se bo na% program lahko
izvajal na vseh raZunalnikih, tudi tistih, ki niso opremljeni z matemati¢nim
koprocesorjem.

Z uporabo dodatnih tipov lahko delamo z bistveno veg&jimi 3tevili, lahko
pa tudi povetamo natantnost raunanja.

2. Nizi

Delo z nizi je prava Ahilova peta standardnega pascala. Ker pascal ne
pozna standardnega tipa za niz, si moramo pomagati s poljem znakov. To
samo po sebi ne bi bilo ni¢ slabega, €e bi imeli na voljo ustrezne funkcije za
delo s tako definiranimi tipi. Vendar jih v standardnem pascalu ni, Zeprav
jih v praksi mnogokrat potrebujemo. Zato so avtorji razli¢nih pascalskih
prevajalnikov poskrbeli za ustrezne razsiritve. Zal jih je vetina prikrojila
nekoliko po svoje, tako tudi avtorji Turbo pascala.
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Turbo pascal pozna poseben tip string. Pri deklaraciji spremenljivk
navedemo tudi maksimalno dol?ino niza, ki mora biti med 1 in 255. Ce
le-ta ni navedena, privzamemo maksimalno dolZino 255.

type vrstica = string[80];
var dolga_vrstica : string;
vrsl : vrstica;

Nizi so spremenljivih dolZin. Deklarirana je maksimalna dol?ina niza,
dolZina, ki je niz tega tipa ne more prese¥i. Turbo pascal si za vsak niz
zapomni njegovo dejansko dolZino. Torej nam ni potrebno uvajati posebnih
spremenljivk - raunalnik bo vedno vedel, kateri del maksimalno deklariranega
prostora je zavzet. Pri branju spremenljivk tipa string uporabljamo stavek
readln. Narekovajev pri tem ne pisemo. Ce pa jih boste napisali, bodo del
niza.

write('Ali naj nadaljujem (da/ne) ? ');
readln(odg) ;
if odg = 'ne’ then ...

Vsi tipi nizov so med seboj enakovredni in jih lahko mesamo. Ce tako
navedemo, da je na nekem mestu potrebna spremenljivka tipa string[23],
lahko uporabljamo tudi spremenljivke, deklarirane kot krajsi in dalj3i nizi.
Seveda pa bodo predolgi nizi avtomatitno odrezani (krajsi pa ohranijo svojo
vsebino, saj je 23 maksimalna in ne dejanska dolZina).

2.1. Operacije nad nizi
Oglejmo si sedaj, kaj lahko po&nemo z nizi.

o Posamezne znake iz niza dobimo kot posamezne komponente polja.
Tako je npr. vrsi[1] prvi, vrs1[10] pa deseti znak niza vrsi. Na
ta nacin lahko tudi spremenimo posamezni znak v nizu npr. vrsi[5]
:= 'e'. Pri tem pa lahko uporabljamo le indekse med 1 in trenutno
dolZino niza. Na ta natin torej lahko le spreminjamo obstojete znake
v nizu, ne moremo pa niza podaljsevati. Nize lahko torej jemljemo kot
polja znakov ali pa kot celoto.

e Nize lahko primerjamo po velikosti. Le-ta je doloZena glede na kodo
ASCII istoleZnih znakov. Tako je npr. niz 'Pascal’ manj3i od niza
"pascal’, ker je v tabeli znakov &rka P pred trko p. Ce istoleZnega
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znaka ni (en niz je dalj3i od drugega). ima obstojeti znak vecjo vred-
nost. Tako je niz 'Da’ ve&ji od niza 'D'. Znaki se primerjajo od leve
proti desni. Primerjanje se zaklju&i pri prvem paru neenakih znakov.
Tako je "dinar’ manji od 'dolar’. Pri primerjanju lahko uporabl-
jamo naslednje relacijske operatorje z znanim pomenom: =, <>, <
> <=, Pm

» nize lahko stikamo s pomotjo operatorja '+

a := "Turbo’;
b := 'pascal’;
c := 'Programski jezik ' + a + ' '+ b;

Ce je dobljeni niz predolg, se prese¥ek odreZe.

2.2. Procedure in funkcije

e function concat(sl, ..., sn) : string;
Spajanje nizov s1, ..., sn. Funkcija je nekaj posebnega, saj ima spre-
menljivo Stevilo argumentov. Primer:

a := concat('Programski ’,’'jezik ', ’pascal’);
e function copy(s: string; i,j: integer): string;
Prepis podniza. |z niza s vzamemo j znakov in sicer od i-tega dalje.

Ce je i vetji od dolZine niza s, dobimo prazen niz. Ce je j prevelik,
dobimo segment niza s od i-tega znaka do konca. Primer:

a := '"pascal’;
b := copy(a,5,3);
writeln(b); = ----- > al

e procedure delete(var s:string; i,j:integer);
Brisanje podniza iz niza. lz niza s odstrani j znakov in sicer od i-
tega dalje. Ce je i ve&ji od dolZine niza s, ni zbrisan noben znak. Ce je

i + j - 1 vetje od dolZine niza, je rezultat prvih i - 1 znakov niza
s (zbriZe se toliko znakov, kot se pat lahko). Primer:
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a := 'pascal’;
delete(a,2,4);
writeln(a); m—np P1

e procedure insert(sl:string; var s2:string; i:integer);

Vrivanje niza v niz. V niz s2 na i-to mesto vstavimo niz s1. Primer:

a := 'Programski jezik pascal’;
insert ('Turbo ’, a, 18);

function length(s: string): integer;
Dolina niza. Vrne dol#ino niza s. Ce je niz s prazen, je dolzina 0.

Primer:

var a : string[100];

begin
a := 'Programski jezik pascal ’;
writeln(’dolzina = ’;length(a));

function pos(sl,s2: string): integer;
Zatetek podniza v nizu. Poid&e prvo pojavitev podniza s1 v nizu s2.

Ce ga ni, vrne 0. Primer:

var s : string;
begin
g o= 123.57;
{ spremeni vodilne presledke v nicle }
while pos(’ ',s) > 0 do
s[pos(’ ',g)] := '0";

procedure str(r: real; var s: string); ali
procedure str(r: integer; var s: string);

Spremeni Stevilo v niz. Spremeni realno ali celo 3tevilo v niz. Pri tem
spremembo lahko nadzorujemo kot pri uporabi write, z doloZanjem
Sirine izpisnega polja in (pri realnih 3tevilih) z dolofanjem 3tevila dec-
imalk. U¢inek je enak kot pri ukazu write, le-da se tukaj rezultat pac
izpi%e v spremenljivko tipa string. Primer:

str(25.3232:10:2,s) ;
writeln(’'Niz =',s); -—==> Niz = 25.32
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e procedure val(s:string; var v:real; var i:integer); ali
procedure val(s:string; var v:integer; var i:integer);
Pretvori niz v tevilo. Ce je v nizu zapisana realna ali celoteviltna

konstanta, dobi parameter i vrednost 0 in v vrednost te konstante.
Ce pa je pri pretvorbi prislo do napake. torej e v s ni smiselni stevilski
niz, nam i vrne mesto prvega znaka v nizu, pri katerem so nastopile
teZave. Tako kot se prej&nja procedura obna%a podobno kot write, je
ta podobna podprogramu read.

Za konec pa 3e nekaj nalog z nizi
1. lzra&unaj kvocient dveh 3tevil na 200 decimalk natan&no.
2. Ugotovi, te je beseda palindrom.

3. V danem aritmeti€nem izrazu ugotovi, &e so oklepaji pravilno postav-
ljeni.

4. Preberi niz in ugotovi, e ustreza imenu datoteke v operacijskem sis-
temu MS-DOS.

Matija Lokar

ENA VESOLJSKA

Oni dan sem v knjigi "Restavracija ob koncu Vesolja” avtorja Douglas
Adamsa prebral naslednji zanimivi “"dokaz”:

Ve se, da obstaja neskonéno svetov, &isto preprosto Ze zato, ker je
neskon&no prostora zanje. Seveda pa niso vsi naseljeni. Torej mora biti
naseljenih samo kon&no mnogo svetov. Sleherno kon&no 3tevilo, deljeno
z neskon&nim, pa je tako blizu ni¢le, da se sploh ne splaca govoriti, torej
lahko re¢emo, da je povprelje prebivalstva vseh planetov v Vesolju enako
ni¢. Odtod sledi, da je ni¢ tudi skupno 3tevilo prebivalcev v Vesolju in da so
pac ljudje, ki jih od ¢asa do ¢asa srefate, samo proizvod izrojene domisljije.

Hecen dokaz, mar ne. Nekoliko spominja na tiste dokaze, ki pokaZejo,
da velja 1 = 2. Kaj pa je narobe z gornjim dokazom?

Sandi KlavZar
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33. REPUBLISKO TEKMOVANJE SREDNJESOLCEV IZ
MATEMATIKE

Letos je tekmovanje organizirala Srednja elektrotehniska %ola iz Ljubljane,
glavni pokrovitelj pa je bil Slovenijales trgovina, Ljubljana. Tekmovanje se je
zalelo v soboto, 8. aprila ob 9. uri.

U&enci so s svojimi mentorji prihajali v 3olo od 7. ure dalje. Tremo so
si lahko preganjali ob sendvi&ih in kokti, ogledali pa so si lahko tudi %olske
laboratorije. Ob 8.30 je bila otvoritev tekmovanja s pozdravnima govoroma
ravnatelja Sole dipl. ing. Miloda Mulha in predsednika Republikega komiteja
za vzgojo in izobraZevanje ter telesno kulturo dr. Ludvika Horvata.

Tekmovalci so bili iz 42 srednjih 8ol iz Slovenije. Prvo3olcev je bilo 43,
drugo¥olcev 39, tretjeSolcev 39 in CetrtoSolcev 44, skupaj torej 165. Redevali
so naslednje naloge:

Prvi letnik
1. Ulomek 37/13 lahko zapiemo v obliki

1

1
X+ —

a3
y Z

2+

Kolikdna so naravna Stevila x, y in 27

2. Doka?i trditev: izraz 2x + 3y je deljiv s 17 pri natanko istih parih celih
Stevil (x,y) kot izraz 9x + 5y.

3. Skupina prijateljev je med Zolskim letom pridno varfevala. Pred
odhodom na potitnice so si denar razdelili. Najprej so najstarejsemu
dali 100000 din in desetino ostanka, drugemu 200000 din in desetino
novega ostanka, tretjemu 300000 din in desetino novega ostanka ... Na
ta natin je vsak izmed njih dobil enak znesek. Koliko prijateljev je bilo
v skupini?

4. Nad stranicami pravokotnega trikotnika ABC (s pravim kotom pri
C) natrtamo polkroge na zunanjo stran. Na polkroga nad katetama
postavimo po eno tangento, vzporedno s kateto, nad katero je polkrog
narisan, na polkrog nad hipotenuzo pa postavimo dve tangenti, vz-
poredni s katetama. Kolik&na je plostina pravokotnika, ki ga omejujejo
tangente, &e merita kateti trikotnika 6 in 8 cm?
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Drugi letnik

. Doloti vsa racionalna &tevila x, za katera je V'8 x2 — 2 x — 3 racionalno
stevilo.

. Dokazi: e za realna %tevila a, bin cveljaa > c, b> cinc > 0, potem
velja tudi /c(a—¢)++/c(b—c) < Vab.

.V krogu s polmerom r sta v&rtana enakokraki trapez z osnovnico a = 2 r
in enakokraki trikotnik, tako da sta kota ob osnovnici tega trapeza in
trikotnika enaka. lzratunaj razmerje plo%€in obeh likov.

. Naj bo ABCDEFGH (E nad A, F nad B, ...) kvader s stranicami
AB =3, AD =2 in AE = 1. Na diagonali AG odmerimo daljico PQ z
dolZino 1, na EB pa daljico RS z dolZino 1. Doka%i, da je prostornina
piramide PQRS neodvisna od poloZaja daljic PQ in RS na AG oziroma
EB. Prostornino tudi izra&unaj.

Tretji letnik

.V trikotniku ABC izberemo poljubno notranjo totko D. Naj bodo Tj.
To in T3 teZis&a trikotnikov ABD, BCD in CAD. Kolikgen del trikotnika
ABC pokrije trikotnik Ty T T3 7

. Doka%i: & je tgf = n- tg $. potem je tg2(6 — ¢) < (n—1)2/(4n).
(>0, n€ N).

. Naj bosta p in g pozitivni realni Stevili. PokaZi: Ze so vsi trije koreni
enatbe x3 — p x + ¢ = 0 realni in &e je r koren z najmanjo absolutno
vrednostjo, velja ¢/p<r < (3 q)/(2 p;.
. Za polinom p(x) velja (p(x))? = p(x2) =2 p(x) in p(x)+p(—x) = -2.
a) Koliksna je stopnja polinoma p(x)?

b) Ali ima ta polinom realne ni¢le?

Cetrti letnik

. 'V zaporedju leZi na p-tem mestu Elen P, na r-tem &len R in na s-tem
&len S. Pokazi:

a) e je zaporedje aritmeti¢no, je P-(r—s)+R-(s—p)+S-(p—r)=0
b) te je zaporedje geometrijsko, je P"'=° . RS=P . SP~ T =1,
. Dana je funkeija f(x) = x2/(1 4 x?2). lzratunaj vsoto:

f[%) + f(%) + r(%) oA F(T)

H)+0) + F3) + .o+ 1)+
- = . : s +
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HE) )+ ) + 1)

3. Naj bo G goris&e elipse x?/a% +y2? /b? =1, (a>b>0). Dolo&i mnoZico
sredis¢ vseh tetiv skozi G (krivuljo, na kateri leZijo sredis¢a).

4. Biljardna miza dimenzije m x n, kjer sta m in n tuji naravni Stevili, ima
luknje samo v oglistih. Iz enega oglis¢a posljemo kroglo pod kotom 45°
proti nasprotnemu robu. V katero ogli¢e bo padla in po koliko odbojih?

Po prestanih naporih so uZenci odsli na kosilo v Dom uZencev tehniskih
Sol Tabor na Vidovdanski ulici, kjer so nekateri prespali Ze s petka na soboto.
Z mislimi pri nalogah so si tekmovalci popoldne ogledali Cankarjev dom in ob
15. uri prisostvovali koncertu, ki so ga v Mali dvorani izvajali uZenci Srednje
glasbene in baletne 3ole iz Ljubljane. Vsi nastopajoti so bili prvonagrajenci
18. republi¥kega tekmovanja u€encev in 3tudentov glasbe Slovenije.

Ob 17. uri je bila uradna razglasitev rezultatov. Prof. dr. Anton Suhadolc
je v pozdravu povedal nekaj misli o 3tudiju matematike in o moZnosti za-
poslitve ter pozval tekmovalce, da bi bili gotovo zelo primerni za ta 3tudij.
Nato je razdelil nagrade in pohvale, ravnatelj pa $e darila, ki so jih za nagra-
jence namenile delovne organizacije.

Ob tekmovanju je iztlo skrbno pripravljeno glasilo s prispevki priznanih
strokovnjakov in uZencev %¥ole - gostiteljice.

Tokrat so se najbolj izkazali:

- v prvem letniku:

1. nagrada: TomaZ CEDILNIK in Mojca VILFAN (oba SNS Ljubljana)

2. nagrada: Urska KOREN (NSC Nova Gorica)

3. nagrada: Robi MOHORCIC (SSPTNU Novo mesto), Marko SLAPAR
(SSPRNMU Kranj) in Gregor SEGA (SNS Ljubljana)

Pohvala: Damjan DEMSAR (CSUI Jesenice), Hiacinta PINTAR (SS PRNMU
Kranj). Matjaz KOTNIK in Andrej KRAJNC (SNS MZ Maribor), An-
drej GORISEK, Jernej STARE, Marko KUKRIKA, Klemen JERINA in An-
drej STROJNIK (SNS Ljubljana), Borut DRETAR (ZG ZS$ Maribor),
Vladka SETINA (SSFZ Ljubljana), Peter LUZEVIC (STS MT Celje). Dejan
LIPOVEC (SCTPU Murska Sobota), Gregor IRT (SSR Ljubljana), Janez VI-
HER (SERS Maribor), Dean VELDIN (SMSM Piran), Roman VERHOVSEK
(SS FLL Ljubljana), Mi%o VUKADINOVIC (SES Ljubljana). Robert MIKELJ
(SGS IK Ljubljana), Jure KNEZ (SSKSU Trbovlje). Mateja ANTOLIC
(SSC Ptuj). Denis PAVLINAC (SSPTNU Novo mesto), Predrag SKRINJAR
(SDENMS SK Sezana), Mihael JURIC (SSTUD Kotevje).
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- v drugem letniku:
3. nagrada: Dusanka KOCIC (STS MT Celje)
Pohvala: Marko PETRUSIC, Matjaz KOBAL in Primoz SKULJ (vsi SNS
Ljub- ljana), Ziga KROFL in Natasa RAVNIK (CSUI Jesenice), Leon ZOR-
NADA (SPNMS Koper), Jurij VELKAVRH (SSEN Ljubljana). Roberto
COBALTI (SMSM Piran), Janez STRANCAR (NSC Nova Gorica), Borut
HORVAT (SNS MZ Maribor).
- v tretjem letniku:
2. nagrada: Borut NOVAK (CSUI Jesenice) in Andrej BAUER (SNS Ljub-
ljana)
Pohvala: Franci KRAMER (SSPTNU Novo mesto), Gasper FIJAVZ, Primo?
POTOCNIK, Roman MODIC, Anamarija BORSTNIK, Martin RAIC in Re-
nata NOVAK (vsi SNS Ljubljana), Damjan GOROPEVSEK (SKSM$ Mari-
bor). Marko TRETJAK (SSTNPU Ravne na Koroskem), Alenka KAVKLER
in Jure DOBNIKAR (SNS Maribor), Ales CASAR (SCTPU Murska Sobota).
- v Cetrtem letniku:
1. nagrada: Andrej VILFAN (SNS Ljubljana)
2. nagrada: Jaka CIMPRIC (SN$ Ljubljana)
3. nagrada: Ale VAVPETIC (SENS RM Kamnik), Timotej ECIMOVIC (SN$
Ljubljana) in Boris TOPLAK (SSR Ljubljana)
Pohvala: Iztok FELICIJAN in Jelko KOVACIC (SES Ljubljana). Peter HO-
LOZAN (SENS RM Kamnik), Marjan JERMAN (SSNMEU Trbovlje), Damir
SRPAK (SSE Ljubljana), Mihael MESARIC in Ale¥ STEVANEC (SCTPU
Murska Sobota), Samo ZABOVNIK (CS$ Titovo Velenje), Tatjana OZBIC
(STNS Postojna), Sandi BERK (SGS IK Ljubljana).

Vsem, ki so osvojili priznanja, gestitamo, za tiste z malo manj srefe pa
znana misel: ... vaZno je sodelovati, ...

Agata Tiegl
AT R T e RS TR T SR e e PR T
KVADRATA

Dana sta kvadrata ABCD in PQRS s plostinama po 100 cm?. Ogliste P
drugega kvadrata leZi v sredis€u prvega. Stranici AB in PQ se sekata v X,
BC in PS pav Y. Kolik¥na je plo3tina &tirikotnika PXBY, Ee je daljica CV
dolga 4 cm?

Darjo Felda
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6. BALKANSKA MATEMATICNA OLIMPIADA

Letodnja Balkanska matemati¢na olimpiada ali kratko Balkaniada je potekala
od 29. aprila do 6. maja v Splitu. Organizacija je bila res odlina, saj
smo stanovali v enem najboljsih Splitskih hotelov, pa tudi izletov in drugega
programa ni manjkalo. Tako smo si ogledali stari del mesta Split z Diokle-
cianovo palafo, otok Brat, Trogir in 3e veliko drugih okolitkih znamenitosti.
Balkaniade smo se udeleZili predstavniki petih balkanskih drZav: Bolgarije,
Cipra, Gr€ije, Jugoslavije in Romunije. Na%o drZavo smo zastopali najbolje
uvrseni z zveznega tekmovanja v Skopju: Rade TODOROVIC iz Pirota, An-
drej VILFAN iz Ljubljane ter Milena RADNOVIC, Predrag GRKOVIC, Rastko
MARINKOVIC in Nebojsa NIKOLIC, vsi iz Beograda.
V &tirih urah in pol smo morali resiti 8tiri naloge. Odrezali smo se zelo dobro,
saj nih¢e iz na%e ekipe ni od%el domov “praznih rok”. Prvo nagrado so do-
bili Rade Todorovi¢, Rastko Marinkovi¢ in Milena Radnovic, drugo Predrag
Grkovic¢ in Andrej Vilfan ter tretjo Neboj%a Nikolic. Kot ekipa smo bili tretji.
za Bolgarijo in Romunijo ter pred Gr¢ijo in Ciprom.

Andrey Valfan

PRESEKOVA KRIZANKA —
Resitev iz P-4

MUK:=E/S/S 0
NO-P/LUS
NITA-IME
(U JION=KAL
SAMAR
il B L] A Pl
RERIJA
ED = ZALIV
GIDA=AZI
AS I®=sRT
TON=AKER
ANA=PAKA
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V VISOKI DRUZBI

Zgodilo se je na kongresu, kjer so se zbrali 3tevilni najimenitnej3i matematiki
iz mnogih deZel. Potem, ko so zjutraj kon&ali z zajtrkom, je francoski

matematik Eduard Lucas (1842 - 1891) zbranim za omizjem zastavil
naslednjo nalogo:

S e e

- o .
5 - . - - ot P o L
- - - -1 e Rt - = s ]
e Sl vl CER - g o8V Teah e 0 T Y Y

“Vzemimo, da slehernega dne opoldne iz Le Havra * odpelje ladja Cez
Atlantski ocean proti New Yorku, istoZasno pa tudi iz New Yorka krene ladja
v nasprotni smeri proti Le Havru. V vsako smer traja voZnja natanko sedem
dni.

Koliko teh ladij bo tedaj na svoji poti v New York sretala ladja, ki bo
danes opoldne odrinila iz Le Havra?”

No, se boste preizkusili? V pomot vam tedaj ponujamo kar dva
namiga. Prvi pravi, da si praviloma dobri matematiki med seboj ne zastavljajo
(pretirano) lahkih problemov, drugi pa, da vam bo zelo koristilo, &e se boste
naloge lotili s svin&nikom v rokah,

Vilko Domajnko

* Le Havre — francosko pristanisZe na atlantski obali
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30. ZVEZNO TEKMOVANIE 1Z MATEMATIKE ZA SRED-
NJESOLCE

Tekmovanje je letos organiziralo Drustvo matematikov SR Makedonije v
Skopju od 20. do 23. aprila 1989. Sodelovalo je 132 uZencev iz vseh republik
in pokrajin. Slovenijo je zastopalo 18 tekmovalcev in sicer:

— iz prvega letnika TomaZ Cedilnik, Mojca Vilfan, Ur¥ka Koren, Gregor Sega,
Robi Mohorti¥ in Marko Slapar;

I

iz drugega letnika Du%anka Kocit in Marko Petrusic;

|

iz tretjega letnika Andrej Bauer, Borut Novak in Renata Novak;

iz tetrtega letnika Andrej Vilfan, Jaka Cimpri¢, Timotej E€¢imovi&, Ales
Vavpeti&, Boris Toplak, Marjan Jerman in Tatjana Ozbit.

Vodila sta jih $tudenta matematike Peter Anastasov in MatjaZ Zeljko, &lan
zvezne tekmovalne komisije iz Slovenije pa je bil asistent Darjo Felda. Tek-
movalci so prispeli v Skopje v &etrtek popoldne. Prebivali so v hotelskem

naselju " Olimpijska vas”, zgrajenem za as mednarodne 3ahovske olimpiade
leta 1972.

Na matemati&ni gimnaziji "Rade Jov€eski Korfagin” so v soboto dopoldne
ucenci 3tiri ure redevali naslednje naloge:

Prvi letnik

1. Za pozitivna Stevila z, y in z velja z + y + 2 = 1. DokaZi, da je
(1+1/z)(1+ 1/y)(1 + 1/2) > 64. Kdaj velja enakost 7

2. Naj za naravna 3tevila z;, zo, ..., Tioo0 Velja 2+ 23+ ... +20g0 =
z7900. DokaZi, da sta vsaj dve izmed njih sodi.

3. NaZrtaj trikotnik ABC, katerega stranica BC je dolga a, stranica CA
dolga b (a in b sta dani pozitivni realni 3tevili) ter /CAB =3-/ABC.

4. Poi¥¢&i vsa naravna Stevila n, za katera velja
[¥1] + [¥2] + ... +[¥a] =2n.
([z] je oznaka za najveje celo Stevilo, ki ni vetje od z.)

Drugi letnik

1. Dana je polkroZnica nad premerom AB in na njej to¢ki C in D, da
velja:
a) totka C pripada loku AD;
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b) ZCSD je pravi, e z S oznatimo sredid¥e daljice AB.
Naj bo E presek nosilk daljic AC in BD, F pa presek daljic AD in
BC. Dokat#i, da je vektor EF neodvisen od izbire totk C in D.

2. DokaZi: ¥e za Stevilaa, bincveljaa>1,b6> 1in ¢ > 1, potem velja
tudi va— 1+ vb— 1+ +c— 1< +/c(ab+ 1). Kdaj velja enataj ?

3. Poid&i vse trojke (z,y,z) celih Stevil, za katere velja z¥ — 2% = 1.

4. Dani sta tuji si naravni tevili m in n. V vsakem polju neskonéne
¥ahovske table je zapisano po eno realno Stevilo, da velja: vsota tevil
v vsakem pravokotniku dimenzije m x n je enaka ni¢. DokaZi, da sta
vsaj dve od zapisanih Stevil med seboj enaki.

Tretji in €etrti letnik
1. Poid&i vse etvorke (z1, 2o, 23, z4) pozitivnih 3tevil, da velja
z; + mg +23=3
z2 + .7:§ + mi =3
z3 + zf £ :cf =3
T4 + z'f # :.:g =3

2. Za polinom p(z) z realnimi koeficienti velja p(z) > 0 za vsak realen
z. DokaZi: obstajata polinoma g(z) in r(z) z realnimi koeficienti, da
lahko zapisemo p(z) = ¢?(z) + r*(z) za vsak realen .

3. Koliko je urejenih trojk (A, B,C), za katere velja:
a AuBuC:él, 2 s w5
b) ANBNC =9,
el ANBAR,

4. Dana je kocka ABCDA, B,C,D,. Ali obstaja premica, ki seka vsako
od nosilk daljic AB. CC,. A\ D, in DB,?

Popoldne so si ogledali nekaj kulturno - zgodovinskih znamenitosti Skopja
in okolice. Medtem so &lani komisije in spremljevalci ekip pregledali naloge.
Posebej teZka je bila Zetrta naloga za drugi letnik, saj je ni nih&e regil niti
polovico.

V nedeljo dopoldne je bila slavnostna podelitev nagrad. Na3i tekmovalci so
bili tokrat uspesni. Andrej Vilfan iz Cetrtega letnika je osvojil drugo nagrado,
tretje3olec Andrej Bauer pa tretjo. Pohvaljeni so bili TomaZ Cedilnik iz prvega
letnika ter Jaka Cimpri€ in Marjan Jerman iz &etrtega letnika. Razen Marjana
Jermana, ki obiskuje SSNMEU iz Trbovelj, so vsi tu nasteti uenci SNS iz
Ljubljane.
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Na podlagi rezultatov tekmovanja je zvezna tekmovalna komisija izbrala sest-
tlansko zvezno ekipo za nastop na balkaniadi (konec aprila v Splitu) in
olimpiadi (julija v Braunschweigu /ZRN/, rojstnem mestu Carla Friedricha
Gaussa), vanjo je bil iz Slovenije izbran Andrej Vilfan.

Iz Skopja smo se odpravili domov v ponedeljek v ranih jutranjih urah.

Matjaz Zeljko
T R T R e Y W T e I T e e O S NS SR W C WU S T T VAT

30. MEDNARODNA MATEMATICNA OLIMPIADA

Letodnja mednarodna matemati¢na olimpiada je potekala od 16. do 24.
julija v Braunschweigu (ZRN), rojstnem mestu Karla Friedricha Gaussa. V
jugoslovanski ekipi smo bili: Rade Todorovi¢ iz Pirota, Milena Radnovic,
Predrag Grkovi¢, Rastko Marinkovic¢ in Nebojsa Nikoli¢ iz Beograda ter Jaka
Cimpri¢ iz Ljubljane.

Gospodarska kriza je tako prizadela finangno stanje in&titucij, ki naj bi
dajale denar, da je Hamid Kulosman, vodja ekipe, komaj nabral dovolj denarja
za tridnevne priprave v Sarajevu in za karte za vliak. Nizek standard je tako
uZalil Beograj¢ane, da so hoteli demonstrativno bojkotirati olimpiado, kot
so rekli “radi nepo3tovanja prema olimpiskoj ekipi”. No, zadnji hip so si
premislili in 3e pravoZasno prisli na Zeleznisko postajo.

VoZnja je bila dolga in naporna. Najprej smo se peljali s kusejem do
Miinchna, nato pa smo presedli za Hannover. Hamid je z nekaj dopisovanja
na vozovnice dosegel, da smo se peljali v prvem razredu. V Hannovru smo
e enkrat presedl|i in se nato v nabito polnem vlaku vozili 3e kaksno uro. Na
postaji so nas Ze Zakali organizatorji. Nastanili so nas v mladinski hotel,
precej oddaljen od sredis€a mesta.

Program je bil izredno nabit s polititnimi govori in ekskurzijami. Nekaj
podrobnosti: ponedeljek: otvoritev , ogled mesta ; torek, sreda: tekmovanje
- vsak dan tri naloge ter $tiri ure in pol &asa za razmisljanje ; Cetrtek, petek,
sobota: ez dan ekskurzije, zveter pa zabavne prireditve; nedelja: zakljuZna
prireditev; ponedeljek: vrnitev (trik z dopisovanjem na karte tokrat ni us-
pel). Kot se spodobi za Jugoslovane smo ¥pricali znaten del programa in se
posvetili nakupovanju.

Rezultati: Rade je osvojil vse totke in dobil prvo nagrado, Predrag, Rastko
in Nebolj$a so osvojili drugo nagrado, Milena tretjo, Jaka pa pohvalo. Kot
ekipa smo zasedli enajsto mesto, takoj za MadZari. Najbolj&i so bili Kitajci,
Romuni in Rusi.

Organizacijo naslednje olimpiade so zaupali Kitajski. Kandidati naj se
psihi¢no pripravijo za dolgo pot s transsibirsko Zeleznico.

Jaka Cimprié
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ENA NALOGA RODI DRUGO

Prispevek Triktrat o neki nalogi (Presek 16, 351) me je spodbudil, da tudi
sam pristavim lon&ek in posredujem %e eno zanimivo nalogo o dveh ladjah.
Do nje sem priZel po nakljutju.

V tretjem letniku smo pri sinusnem izreku re3evali tole nalogo: Ladji A
in B sta v razdalji r. Vsaka zase se giblje s stalno hitrostjo, prva pod ostrim
kotom «, druga pa pod ostrim kotom f glede na r (slika 1). SreZata se po
¢asu t. lzratunaj hitrost posamezne ladje.

Resitev te naloge je preprosta:

v = rsinf/tsin(a+ B) in vp = rsina/tsin(a + f)

Iz nagajive, a hkrati domiselne pripombe v razredu, ali sinusniizrek "odpove”,
Ze je vp>vq (ladja B uide ladji A). pa je nastala naslednja naloga. ki je v
razredu nismo redevali.

Ladji A in B sta v medsebojni razdalji r. Prva se giblje s hitrostjo vq,
druga pa z va(va>vq). Koliko ¢asa in pod koliksnim kotom glede na r naj
plove ladja A, da se ladji B. ki plove pod ostrim kotom f glede na r, najbolj
pribliza?

Slika 1. Ladji se sreCata v tocCki
C. |z sinusnega izreka a/sina =

b/sinf = r/siny ni teZko 1z danih
podatkov izratunati hitrost v4q in vo.

0°< f<90°

Slika 2. K raZunanju najman]-
Se razdalje tadje A od ladje B. V ®
Casu r pride lad]a iz Av Aq, prepluje
razdaljo | AAq | = vqt, lad]a B pa X
prepluje | BBy | = vyt y - razdalia
med ladjama po Casu t. A @ B8
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Kot, pod katerim naj plove ladja A, ozna&imo z x (09<x<180°), razdaljo
med ladjama z y, Zas pa s t (slika 2). S slike 2 z uporabo sinusnega izreka
izpeljemo enatbi:

(vat+ y)/r=sinf/sin(f + x) in vat/r=sinx/sin(f + x)
Iz obeh enatb sestavimo zvezo med y in x:

y =r(sinf — :—i sin x)/sin(8 + x)

Da dobimo najmanj%o vrednost razdalje y. mora biti prvi odvod gornje
funkcije enak nig, torej y' = 0. Iz

dy

= —i"(ﬁ cos x sin(f 4 x) + (sin f — e | sin x) cos(8 + X))/ sin?(B+ x) =
dx V2 V2

= —rsinﬁ(? +cos(f + x))/sin?(B+x) =0
2

Ay
}r? min Ymin = |10 - c0s96,87°| km = 1,2 km
81&

Xo = 96,87°
ta = 2‘48 h

*o M

A r B

Slika 3. NaJmanjsa razdalja med ladjama za primer r = 10 km, vq =3
km/h, vo =5 km/hin g = 309. 5 slike razberes e medsebojno razdaljo med
ladjama po prvi uri (¥4) In po drugl url (¥3).
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sledi, da nastopi ekstrem za tak kot xp, za katerega velja enatba
Vi
cos(f + xg) = =R (1)
]

Izratunajmo ¥e drugi odvod. Za vrednost kota xp je drugi odvod enak
rsin 3/ sin(f + xg) in je pozitiven (prepritaj se o tem; 3e enkrat odvajaj
prvi odvod in upo3tevaj (1)), kar pomeni, da gre za minimum.

Torej mora ladja A pluti pod takim kotom X, ki ustreza enabi (1), da
se pribliZa ladji B na najmanj%o razdaljo

Ymin =r(sin f — -:—1- sinxp)/sin(8 + xp) =
2
=r(sin § + cos(f + xg) sin xg )/ sin(f + xg) = rcos xg

Iskani &as je to = rsinxp/va sin(f + xo).
Naredimo ¥e numeriZni zgled. Naj bo r = 10 km, v; =3 km/h, v =5
km/h, 8 = 60°. Vstavimo podatke in dobimo:

3
cos(60° + xg) = —g %= 66,87°

Ymin = 10cos 66,87° = 3,928 km
to = 105sin 66,87° /55in 126,87 = 2.3 h

Ladja A mora pluti pod kotom 66952 glede na zaetno medsebojno razdaljo,
da se po 2 h in 18 min najbolj pribliZa ladji B na razdaljo 3 km in 928 m.

Naloga skriva v sebi ¢ mnogo zanimivosti. Posku%aj jih odkriti. Eno
kaZe slika 3. Morda bi za Presek 3e kdo poslal kako raziskovalno nalogo o
dveh ladjah?

Marijan Prosen

NALCGE 1Z KNJIGE VESELJE OB IGRI S STEVILI

1. Pet uteZi ti je na voljo — za 1 gram, za 3 grame, za 9 gramov, za 27 gramov
in za 81 gramov. Ali lahko le z njihovo pomoéjo stehtas kamen, ki zagoto-
vo ni tezji od 100 gramov?

2. Razdeli dani kvadrat na §tiri plod¢insko enake like tako, da bodo vsote
vseh Stevil v posameznih likih med seboj enake.
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010/0:0:0/0/0:0
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00000000

Volumen in plos¢ina kvadra se zapiSeta s stevilom 450. Ves§, da so kvadrovi
robovi le celostevilskih dolzin. Poiséi jih.
Ura porabi 6 sekund za 6 udarcev. Koliko éasa porabi za 12 udarcev?
Jack dolguje Jimu 200 dolarjev. Nekega dne mu prinese bankovec za 500
dolarjev. Zal pa Jim ni imel pri sebi nobenega drobiza, da bi mu lahko vrnil
preostanek. Vzel je Jackov 500—dolarski bankovec, od3el z njim k sosedu
in ga tam zamenjal za pet 100—dolarskih bankovcev. Jacku je zatem izpla-
¢al 300 dolarjev. Kmalu pa je priSel k njemu sosed in ga opozoril, da je
bil oni 500—dolarski bankovec ponarejen. Jim mu je seveda brez besed
takoj povrnil §kodo. In za koliko dolarjev je bil sedaj o§kodovan nesre¢ni
Jim?
Nini je 24 let, Pa pravi Tini: ""Dvakrat toliko si stara, kot sem bila jaz, ko
si bila ti toliko stara, kolikor sem jaz sedaj.” Koliko je stara Tina?
Ali sta lahko oée mojih vnukov in pa zet starev moje snahe ena in ista
oseba?
Pet $katel je in v njih lezi zapovrstjo 4, 5, 8, 7 in 10 krogel. Stevilo krogel
v katerikoli izmed teh petih $katel lahko spremeni$ le ob pogoju, da jih s
teh v eni izmed preostalih Skatel hkrati podvojis. lzkaZi se in v petih po-
tezah postavi v vsako izmed prvih Stirih Skatel po 8 krogel.
V trinadstropni hi$i stanuje 20 ljudi nad nekaterimi, 22 jih stanuje pod
nekaterimi iz te hise, v srednjem nadstropju pa jih stanuje toliko, kolikor
jih je v preostalih dveh nadstropjih skupaj. Koliko ljudi stanuje v posame-
znih nadstropjih?

prev. Vilko Domajnko
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NALOGA 1Z OBRESTNO OBRESTNEGA RACUNA

Pokojnine so v 3tirih letih povetali za doloZen odstotek tako, da so vsako leto
pokojnino zvi%ali za enak znesek. Stopnje, s katerimi so pokojnine nara3tale,
pa niso bile vsako leto enake, ker se poviduje tudi Ze povisani del. Ce bi
skupno povi%anje bilo 10%. so posamezne stopnje 2,5%, 2.439%. 2,381% in
2.326%. Poskusi izralunati!

Posplogimo nalogo! Glavnica G se naj v n lctih poveta za p%. vsako
leto za enak znesek. Kolikdne so zaporedne stopnje py. pa. .... pa. s katerimi
to zvisanje doseZemo?

Prva stopnja je p1 = p/n.

Prvo letno povefanje glavnice je Py = Gpy/100. Naslednje, ki mu je

enako, ratunamo od povetane glavnice Gy, vendar po stopnji py. tako da je
Pz = Glp2/100 in
Pk = Gk—1pk/100 (1)

Vrednost glavnice po (k+1) -tem povidanju. Gyy1. lahko izratunamo iz k-te
glavnice, Gg. ki ji pristejemo (k + 1) - to povetanje

Gr+1 = Gil(1+ px+1/100) (2)
ali pa iz zatetne vrednosti glavnice, ki ji pristejemo (k + 1) povetanj
Git1 = G(1+ (k+1)py/100) (3)
Letna povetanja so si enaka: Py 1 = Py. Z upostevanjem (1) in (2) sledi:
Gk—1(1+ pk/100) - pi+1/100 = Gk—1 - px/100

Enatbo delimo z Gy_1/100 in izratunamo py4q. Dobimo rekurzijsko
formulo za zaporedne stopnje:

S . S = =
pk+1 = 1 n pkfl[]o’ P = p/n' k= 1,2‘“‘“" i [4)

Zaporedne stopnje povisanj lahko izratunamo tudi direktno iz prve, py.
Iz (2) in (3) sledi

Gi(1 + pry1/100) = G(1 + (k+ 1)p1/100)

Na levi izrazimo Gg z G in enatbo delimo z G
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(1+ kp1 /100)(1 + pyy1/100) = (1+ (k + 1)p1/100)

Preuredimo takole:

(1 + kp1/100) + (1 + kp1 /100).ps41/100 = 1 + kpy /100 + p; /100

Skreimo, pomnoZimo s 100 in izratunamo Pi+1- Zaporedne stopnje poviganj
se s prvo izraZajo takole:

~— P1

Preveri uvodoma podane stopnje za p = 10%, n = 4 z obrazcema (4) in (5)!

Dusan Modic

MOSER 8., Spass mit Zahlepspielen (Veselje oh iari s Stavili)

V Oxford Centru pri Cankarjevi zalozbi {v Ljubljani najdete njihovo prodajalng
na Kopitarjevi 2, v Mariboru pa na Gospejini 8) je ta trenutek najhr? §e zmeraj
mogode kupiti knjina z zgornjim naslovom. Dolgéasa bralec ob njej zares ne
cuti, prej ali slej oa pa¢ zamika vsaj eden izmed dvesto Sestih matematicnih
problemov, ki so zbrani v tej knjigi. In tiste iare s stevili, ki jo avtor oheta v
naslovu, tudi ne gre jemati preved dobesedno. Med problemi je namred tudi
prece] aspmetrijskih, pa nekaj takinih, ki so precej po fizikalno zaviti, turli
zanimivih problemov s sorodstvenimi relacijami ne manijka, ...

Severla, knjiga vsehuje tudi poolavie z resitvami naloa. Te pa =0 v nekaterih
primerih izdalane zelo "po domade”, precejkrat kar z logiénim sklepanjem ali
pa celo z ugibanjem. O¢itno je, da se avtor pac namerno izogiba uparabi enach
povsod, kijer jo to le mogodce, Pa tudi sicer ni v knjigi skorajila nikinr zaslediti
prehude matamatiéne teorije. Knjiga je pa¢ ocitno pisana zelo poljudno in je
nameniena braleu, ki mi je blizje duhovito matematicnn razmiilianje kot pa
podkovanost v teoriji. Zaradi tega je ta zbirka nalog v celoti dnstopna 7e tudi
starejfiim osnovnedioleem,

Knjiga je pisana seveda v nemikem jeziku, kar pa ne bi smel biti razlon, da
je ne bi vzeli v roke. Mavsezadnje — mar ni naravnost izvrstna poteza, e uspes
zdruZiti ucenje tujean jezika in pa matematiéni uzitel v eno! Problami, ki jih
boste naili v tej Stovilki Preseka pa strani 292  so iz Veselja ob igri s stevili,

Viltko Domajnka
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NESRECA RADIOTELESKOPA

V Green Banku v Zahodni Virginiji v ZDA je v okviru DrZavnega radioas-
tronomskega laboratorija od leta 1963 deloval stometrski radioteleskop. Ra-
dioteleskop je bil zelo uporaben za opazovanje po vsem nebu, &eprav so ga
lahko nagibali le v smeri sever-jug, v smeri vzhod-zahod pa so bili navezani
na vrtenje Zemlje. S teleskopom so astronomi odkrili &etrtino znanih pulzar-
jev, tudi znameniti pulzar v Rakovci. z njim so raziskovali oblake plina v odda

Stometrskl radloteleskop v
Green Banku pred nesreto In po
njej
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ljenih galaksijah, naredili obseZne preglede rdetega premika spektralnih &rt
za oddaljene galaksije. Nasploh so z njim odkrili vet vesoljskih radijskih
izvirov kot z vsemi drugimi teleskopi skupaj. Teleskop je imel jekleno ogrodje,
paraboloidno zrcalo pa je sestavljala aluminijasta mreZa. MreZa je bila dovolj
drobna, da so z njim lahko opazovali radijske valove z valovno dolZino 6
centimetrov. To mreZo je dobil teleskop pozneje, spofetka je bil namenjen
za opazovanje sevanja z valovno dolZino 21 centimetrov, ki ga oddaja vodik.

15. novembra se je teleskop nenadoma sesedel v kup kovine. Tisto not
so opazovali kot navadno, ni sneZilo ali deZevalo. Stavba je bila le malo
potkodovana, ljudje pa na srefo sploh niso bili po¥kodovani. Operaterja ob
nesrei ni bilo v stavbi, ko pa je zaslifal hrup, je bil tako priseben, da je
odhitel h glavnemu stikalu in izkljucil elektriko. Kup kovine, zrel za odpad,
se 5e naprej potasi seseda.

Medtem so raziskali, kaj bi utegnilo povzrotiti nesreto. Ugotovili so, da
je najbrZ kriva velika vezavna plosZa, ki je popustila, ker je nastala v njej
razpoka. To bi utegnil povzrotiti eden izmed obeh velikih leZajev, ki ni bil
vet popolnoma neopore&en.

Ameriski radioastronomi e mo&no pogre3ajo greenbauski radioteleskop
in si Zelijo nadomestila zanj. Najbolje bi bilo zgraditi napravo na istem mestu,
saj je okoli teleskopa bilo obmo¢je 34 tiso& kvadratnih kilometrov, na katerem
ni bilo dovoljeno postavljati radijskih oddajnih postaj. Zaradi visoke cene,
ratunajo, da bi stal nov teleskop kakih deset milijonov dolarjev, pa bodo
morali na nadomestilo 3e nekaj &asa potakati.

Janez Strnad

PRESEKOVE ZNACKE

Drustvo matematikoy, fizikov in astronomov SR Slovenije priporo¢a organiza-
torjem Solskih, obcinskih in republiskih tekmovanj, da vsem udealezencem
podelijo spominiko znaéke iz programa Presekovih znack. Simboli na znackah
so razliéni. Po veCini so portreti slovenskin matematikov in fizikov, ki so
pradvsem na Solskem podrocéju prispevali velik delez. S tem bemo mead mladino
na najbolj enostaven naéin popularizirali njihova imena, ob posebnih prilikah
pa bi ucencem posradovali tudidela iz zivljenja in ustvarjanja nasih slavnih
prednikov. Poudariti Zelimo, da so simbali prirejeni za vsak razred posebej in
za vsako stopnjo tekmovanja natisnjeni v razliéni barvi. Zato prosimo vse, Ki
znacke naro&ajo, da pri naroéilu pazijo na te podrobnosti. Znaéke z vsakim od
dvanajstih simbolov, natisnjenih v nevtralni barvi pa lahko dobite tudi v prosti
prodaji. To&en prealed vseh razpolozljivih znack je bil cbjavlijen v Preseku,
letnik 12, §tevilka 3, leto 1984-85, na strani 180.
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“BREZTEZNO STANIJE"

Kamen, ki ga spustimo z okna, prosto pada. Ni teZko izratunati, koliksen
tas pada, e poznamo visino okna nad tlemi in zanemarimo zra&ni upor.
Uporabimo pa& enatbo za enakomerno pospeseno gibanje. Tudi drugi kamen,
ki ga spustimo z okna, prosto pada, enako kot pada prvi. Ko spustimo z okna
oba kamna, oba enako padata in oba hkrati zadeneta tla, e smo ju spustili
sotasno. Kamen glede na drugi kamen med padanjem miruje. Ce bi tlovek,
ki prosto pada, iz rok spustil kamen, bi oba, &lovek in kamen, padala enako
hitro. Ce bi bila tedaj ¢lovek in kamen v zaprtem prostoru, bi ¢lovek lahko
mislil, da mirujeta (ali se gibljeta premo enakomerno) dalet od vseh drugih
teles. Na to ugotovitev se opira Einsteinova splosna teorija relativnosti.

Ta teorija gravitacije, v kateri lahko vidimo izpopolnitev Newtonovega
gravitacijskega zakona, je sicer zelo zapletena. Kot vidimo, pa enega od
njenih dveh osnovnih na&el ni teZko razumeti. To nalelo povemo lahko na
veZ natinov. MNacelo o univerzalnosti prostega padanja pravi, da padajo v
doloZeni tofki vsa telesa z enakim pospetkom, ki ni odvisen od njihove
sestave. MNacelo o ekvivalentnosti pravi, da se teZka masa, ki meri odziv
telesa na gravitacijo drugih teles, na primer na teZo na povr3ju zemlje, ujema
z vztrajnostno maso, ki meri upor telesa proti pospe3evanju. Za prosto
padajoZo skupino teles veljajo enaki zakoni fizike kot za skupino teles, ki je
tako dale¢ od vseh drugih teles, da ni treba upo3tevati njihovega delovanja.
Ucinek gravitacije in u¢inek pospedenega gibanja se izravnata.

Albert Einstein je pripovedoval, da je leta 1907 sedel v stolu v bernskem
patentnem uradu, ko se mu je nenadoma utrnila misel: "Ce nekdo prosto
pada, ne uti svoje teZe." Pozneje jo je imenoval "najsrenej%o misel svojega
Zivljenja". Za opazovalca, ki prosto pada. v njegovi neposredni okolici ni
utinkov gravitacije. Ce vrZe nekaj teles, ta glede nanj mirujejo ali se gibljejo
premo enakomerno. Opazovalec ima pravico redi, da miruje.

Gravitacijsko polje obstaja samo relativno, podobno kot obstaja pri
indukciji elektri¢no polje samo za opazovalca, ki se giblje glede na magnet.

V Preseku ne moremo dalje zasledovati splosne teorije relativnosti.
Lahko pa nekaj povemo o gibanju teles v prosto padajofem laboratoriju.
V tem laboratoriju, pa naj prosto pada kot dvigalo, ki se je pokvarilo, kot
letalo, ki so mu prenehali delovati motorji (glej Presek 15 (1987/88) 369). ali
kot umetni satelit. prosta telesa mirujejo, ker padajo z enakim pospeskom kot
laboratorij. Navado imamo re&i, da so telesa v tem laboratoriju v brezteZnem
stanju. Pri tem moramo biti previdni: ne smemo trditi, da je pospesek teles
glede na laboratorij natan&no enak ni¢. Zaradi upora in trenja padajotega
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dvigala, zaradi upora letala ali zaradi gravitacije med telesi laboratorija, lahko
doseZemo milijonino ali nekaj milijonin zemeljskega teZnega pospeska. Zato
raje govorimo o mikrogravitaciji.

Umetnih satelitov si ne more privos€iti vsakdo. Prosto padajo&i labora-

torij “kot pokvarjeno dvigalo” je dosti cenej3i. Toda laboratorij je treba prej
ali slej zavreti in Eas izvajanja poskusov je omejen (kot na letalu z ugasnjenimi
motorji).
Zanimiva raziskovalna ustanova
Center za uporabno vesoljsko teh-
nologijo in mikrogravitacijo deluje
od leta 1985 v Bremnu v ZR Nem-
tiji. Njegov del je 144 metrov vi-
soki stolp. V stolpu je 110 metrov
visoka cev s premerom 3,5 metra,
iz katere mo&ne Erpalke v poldrugi
uri izsesajo zrak do tlaka stotiso&ine
milibara. Tako bo mogote v cevi
narediti na dan tri poskuse, pri ka-
terih bo posebej oblikovana posoda
okoli 4,7 sekund prosto padala. Te-
lesa v njej se bodo glede na posodo
gibala nepospedeno, po domace -
dosegla bodo brezteZno stanje. Na-
tanZneje moramo re&i, da bo njihov
pospedek glede na posodo manjsi
od milijonine do stotiso&ine pospes-
ka prostega padanja. V posodi so
name&&eni raunalniki in naprave za
merjenje in zapisovanje podatkov.
Poskusom je namenjena notranjost posode s premerom 40 centimetrov in
vi§ino 2 metra, ki lahko sprejme naprave z maso do 200 kilogramov. Potem,
ko posodo na vrhu sproZijo, prosto pada. Na dnu stolpa se zaustavi v 8
metrov visokem prostoru z drobnim polistirenskim prahom.

Med padanjem posode nameravajo prouevati vprasanja hidrodinamike,
fizike zgorevanja in materiale v brezteZnem stanju. To je povezano z izbiro
najugodnejsih moZnosti pri vesoljskih poletih. Naprava naj bi zalela delovati
ob koncu prejsnjega leta. Pozneje mislijo podvojiti &as trajanja poskusov
tako, da bodo posodo z napravami izstrelili z dna stolpa do vrha, od koder
bo prosto padala do dna.

Janez Strnad
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Smullyan R., DEKLE ALl TIGER?, DrZavna zaloZba
Slovenije, Ljubljana, 1989, 179 str. (Z logiko v leto 2000)

Pri DrZavni zaloZbi Slovenije je v zbirki Z LOGIKO V LETO 2000 iz3la
nova knjiga, ki bo zagotovo razveselila vse ljubitelje zabavnih logi¢nih ugank,
pa tudi zahtevnej3e logike. Avtorja knjige Raymonda Smullyana ne bomo
posebej predstavljali, saj so v tej zbirki iz3li Ze trije prevodi njegovih knjig:
Alica v deZeli ugank, Sahovske skrivnosti Sherlocka Holmesa in Poznate
naslov te knjige?.

V prvih dveh delih knjige nas Smullyan popelje v Zudne deZele z
nenavadnimi prebivalci, kjer se tlovek res tefko znajde, e ne zna logitno
razmidljati. V eni od Smullyanovih deZel Zivi kralj, ki svojim zapornikom
zastavlja uganke. Ce je zaporniku logitno razmisljanje bolj tuje, ga po¥re
tiger, e pa je dober logik in uganko re3i, dobi za nagrado prostost, pa %e
&edno dekle za nevesto.

ODLOMEK

“Veraj je bil neuspeh.” je dejal kral] ministru. “Vsi trije zaporniki so
reZili svoje uganke! Danes imamo pet procesov in mislim, da jih bom nekako
oteZil.”

“Odli¢na ideja!” je pripomnil minister.

Kralj je pojasnil, da bo za vse primere tega dne veljalo: e je v levi sobi
(prvi sobi) dekle, potem je napis resniten, &e je v njej tiger, potem je napis
napa&en. V desni sobi je ravno obratno: dekle v njej pomeni, da je napis
napacen, tiger pa, da je napis toten. Spet je moZno, da sta obakrat tigra ali
obakrat dekleti ali v eni sobi dekle, v drugi tiger.

Cetrti proces

Potem, ko je kralj pojasnil zgornja pravila, je pokazal napisa:

l. 1.
V OBEH SOBAH V OBEH SOBAH

Katero sobo naj | STA DEKLETI STA DEKLETI
zapornik izbere?
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V tretjem in v Zetrtem delu knjige gre pa bolj zares. Glavni junak knjige,
Inspektor Craig, mora poiskati kombinacijo. ki odpre kjlu¢avnico trezorja
v Monte Carlu. Pri delu mu pomagata dva prijatelja — malce cudaski
matematik, ki za zabavo sestavlja in proutuje 3tevilske stroje, in logik, ki
konstruira logi¢ne stroje, povrhu pa se spozna na vsa mogota matemati¢na
podro&ja. Njihova skupna razmisljanja seveda pripeljejo do reditve problema
kljutavnice v Monte Carlu, ob tem pa bralca postopno vpeljejo v teorijo
formalnih sistemov in ga na koncu pripeljejo do osrednjih matemati¢nih
odkritij, celo do znamenitega Godelovega izreka o neodlotljivosti.

SE EN ODLOMEK

Nekaj mesecev po proslavljeni reSitvi skrivnosti kljuZavnice iz Monte
Carla sta Craig in McCulloch obiskala Fergussona, da bi vet izvedela o
njegovem logitnem stroju. Ni dolgo trajalo, ko se je pogovor preobrnil k
naravi dokazljivosti.

“Moram vama povedati o zanimivem in pou¢nem dogodku,” je dejal
Fergusson. Student je bil na izpitu iz geometrije vprasan. naj dokaZe
Pitagorov izrek. Oddal je svoj izdelek, profesor matematike pa mu je vrnil
list z oceno 0 in pripombo — "To ni dokaz!. Pozneje je fant odZel k
profesorju in mu dejal, "Gospod, kako morete re&i, da tisto, kar sem oddal ni
dokaz? Na predavanjih niste nikoli definirali, kaj je dokaz! Bili ste udovito
precizni v svojih definicijah reci. kot so trikotniki, kvadrati, krogi, paralelnost,
pravokotnost in drugi geometrijski pojmi, toda nikoli niste natan&no definirali,
kaj mislite z besedo dokaz. Kako tedaj morete s tak3no zanesljivostjo trditi,
da tisto, kar sem oddal, ni dokaz? Kako boste dokazali, da tisto ni dokaz?"

“Briljantno !" je vzkliknil Craig in zaploskal. “Ta fant bo 3e daleZ prigel.
Kako je odgovoril profesor?”

No, v knjigi lahko poleg profesorjevega odgovora in cele kopice dokazov
preberete tudi marsikaj o dokazih in dokazljivosti trditev.

NeZXa Mramor-Kosta

BOMBONI

Mama je kupila 1664 bombonov. Za&udeni prodajalki je povedala, da je
tolik&en produkt starosti njenih otrok (v letih). Dodala je Ze: "Najstarejsi
sin ni ve¢ kot dvakrat starejdi od najmlajega. Vsi praznujejo rojstni dan
danes, jutri bom pa jaz dopolnila petdeset let.” Koliko otrok ima?

Darjo Felda
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20.

ZVEZNO TEKMOVANJE OSNOVNOSOLCEV

IZ MATEMATIKE — ReZitve nalog s str. 232

1.

4a.

7. razred

Oznatimo z x kolizino blaga v kg, z y nartovano ceno v dinarjih in s p
iskani odstotek. Iz pogojev naloge dobimo enatbo

X X X

| = .0,85 2 g

Resitev enatbe je p = 1,25, kar pomeni, da so ostanek blaga prodali po
25% viji ceni od nalrtovane.

. 100a+10b+c = 7(14a+b)+(2a+3b+c). Otitno je 2a+3b+ c deljivo

s 7. Ker je a+ b+c deljivo s 7, je tudi razlika 2a+3b+c—2(a+b+c) =
b — ¢ deljiva s 7. Ker so a, b in c razlitne cifre, velja ¢ # 0in b # 0.

Tabela
b{11|8(2|9
c|8(1]9]2

nam da iskane resitve 518,581,329 in 392.

.V enakokrakem trikotniku

ABCE je /BCE + /CEB + 2(x 4y +20° 4+ 20°) =
/EBC =2-20° + 2x + f = = 360% —a—
180°. Odtod

x+y+200=4="/ACB

0y — 0_
2(x +207) =180" -4 (1) zato je 2 +40° = 360° —a — £ in

V  enakokrakem trikotniku odtod ~ = 140°.
AACD je /ADC = /DCA +
/DAC =2-200942y +a =
180°. Odtod

2(y +20°) =180° - a (2)

Ko sestejemo enatbi (1) in (2),
dobimo

Ce P lefi v krogu, je PAy +
PBy = A1Bj4, torej je to tetiva
kroga. Iskana premica p gre
skozi srediste, ker je premer
najdalj3a tetiva.
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4b. Ce P le?i na kroZnici, je P= A
in tedaj je reSitev enaka kot v
primeru a.

4c. Ce P leZi zunaj kroga in je
p1 poljubna sekanta, je PAy +
PB; = PA; + (PA; + 4,0 +
0B4). kjer je O sredi¥te dalji-
ce A1 B3. Prav tako je Wu+
PBy = 2PA;1 + 2A10 = 2PO.
Ce gre sekanta skozi sredi¥te
kroga, je PA+ PB = 2PS,
zato je reditev ponovno pre-
mica p, ki gre skozi srediste
kroga. (Trikotnik APSO je
pravokotni s hipotenuzo PS,
hipotenuza pa je daljsa od ka-
tete.)

ba. Naj nosilka AM sete stranico
BC v totki N. Ker je zu-
nanji kot trikotnika enak vsoti
neprileZnih notranjih kotov, do-
bimo /AMB>/MNB in
/MNB>/ACB, odtod pa
B /AMB=>/ACB.

5b. Ker je vsota dolZin dveh stranic trikotnika ve¢ja od tretje stranice, iz
zgornje slike sledi

AB + NB>MB => AM + MN + NB>AM + MB
zato e
AN + NB>AM + MB
Iz AC + CN>AN dobimo

C+ CN+ NB>AN + NB in AC + CB>AN + NB

nato pa zaradi tranzitivnosti neenakosti AC + CB>AM + MB ali
AM + MB<AC + CB , kar je bilo treba dokazati.
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8. razred

. Oznatimo z A, B, C in D kolitine papirja, ki so jih zbrali Amir, Boris,

Cvetko in Darko. Ce je A x kg. je B x — 36 kg. Zato je

A= %[B+C) indA—-3B=3C, C = %(4){—3[:{—36]]
it D=2C = ;-[41( —3(x — 36))
Dobimo enatbo:

X+ x = 36+ 3 (4x — 3(x — 36)) + 3 (4x — 3(x  36)) = 288

ki ima regitev x = 72. Tako je Amir zbral 72 kg, Boris 36 kg, Cvetko
60 kg in Darko 120 kg.

14243+ .. 4p=2l2F)

Ce se vsota konta s 1989, tedaj se produkt p(p+1) konta z 8. Zadnja
Stevilka produkta dveh zaporednih naravnih Stevil je enaka zadnji Stevilki
produkta zadnjih Stevilk teh dveh %tevil, ta pa ne more biti 8, zato
sklepamo, da se omenjena vsota ne more kontati s 1989,

. X ni enomestno 3tevilo, ker bi bilo sicer X + ¥ + Z = 3X<60. Naj bo

X =10a+b, a, b € {0,1,2,....9}. Tedajje Y =a+binZ=Y =a+b,
tejea+b<9 aliZ=a+b—-9 tejea+ b>9. Najbo Z=a+ b.
Tedajje X+ Y+ Z =10a+b+a+b+a+ b =0604a+ b = 20.
Odtod je a=4,b=4 ali a=5,b =0 in iskano 3tevilo X je 44 ali 50.
(Zaradi 3 + 8>9, 3tevilo 38 ni resitev.) Naj bo sedaj Z = a+ b— 9.
X+Y+Z=10a+b+a+b+a+b—9=60in4a+ b= 23, odtod
paje a =4, b =1 iniskano stevilo X = 47. (Zaradi 5+ 3<9 3tevilo
53 ni reditev.) Iskano &tevilo X je torej 44, 47 ali 50.

Naj bo ABCD dani kvadrat in

t; ena od danih premic. Ker o N[O C

je plodtina trapeza p = sv, /
pri temer je s srednjica, bosta
plod€ini p1 in pp. dologeni s
premico tp, v razmerju pp :
p2 =2 :3, zato sqv : spv =
2 : 3, odtod pa 59 : sp =
25 3al KP 2 PL =258,
Sklepamo, da morajo iti iskane A M 8




premice skozi totko P , za
katero velja KP : PL =2 : 3
(K in L sta sredis¥i kvadra-
tovih stranic), ali skozi totko
Q. za katero velja LQ : QK =
2 : 3, ali skozi toki Rin S, za
kateri vella MR : RN =2 :3
oziroma NS : SM = 2 : 3.
Toda €e 9 premic poteka skozi
Stiri totke, morajo najmanj tri
potekati skozi eno od teh toZk.
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5. Vsota dolZin osnovnic trapeza

je enaka dvojni dolZini sred-
njice. Naj bo CM teZis&nica
trikotnika AABC, T teZisle in
N totka na nosilki CM, tako da
je TM = MN. Tedaj je tudi
TN = CT. Sedaj iz trapeza
CC1 N1 N dobimo NN1+CCq =
27T, in TT1+ NN; + CCy =
3TT;. Iz trapeza TT{NyN
dobimo TT1 + NNy = 2MM;.

iz trapeza AA1B1B pa AA; +
BBy = 2MM;. Torej TTq +
NNy = 2MM; = AAq1 + BB,
in & vstavimov TTq + NNy +
CCy = 3TT; dobimo AA; +
BBy + CCy =3TT;.

Aleksander Potocnik

BOMBONI - Re&itev s strani 301

Najprej ugotovimo, da je 1664 = 27 .13. V tabeli si zapi&imo moZni starosti
najstarej¥ega in najmlajSega ter produkt starosti drugih:

najstarejsi najmlajsi produkt drugih

13 8 16
16 13 8
16 8 13
26 16 4
32 26 2

S premislekom pridemo do zakljutka, da samo srednja moZnost ustreza
pogojem naloge. Bombone si bodo porazdelili trije otroci stari 16, 13 in

8 let.
Darjo Felda
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33. REPUBLI5SKO TEKMOVANJE 1Z MATEMATIKE ZA
SREDNJESOLCE - Regitve s str.278

Prvi letnik

1. 1z zapisa 37/183 =2+ 11/18 =2+ 1/(13/11) = 2+ 1/(1 + 2/11) =
=2+4+1/(1+1/(5+1/2)) vidimo,dajez=1,y=5in2z=2.

2. Ce od trikratnika izraza 9z + 5y odstejemo petkratnik izraza 2z + 3y,
dobimo 17z. Ker je razlika deljiva s 17, bo eden od izrazov deljiv s 17
natanko tedaj, ko bo tudi drugi.

3. Naj bo =z skupni privarevani znesek. Zapidimo najprej, da
sta na primer najstarej¥a dva dobila enako: 100 + (z — 100)/10 =
200+ (z — 200 — 100 — (z — 100)/10) /10. Odtod izratunamo z = 8100
din. Potem ni teZko ugotoviti, da je najstarej3i (in zato tudi vsi drugi)
dobil 100 4 800 = 900 din, skupina je tela torej 9 prijateljev.

4. Ko nariemo sliko po navodilih
naloge, potegnemo 3e polme-
ra ST in SU najve&jega polkro-
ga in vzporednici s katetama
skozi A in B, ki sekata polme-
ra ST in SU v V oziroma
Z. Trikotnika SAV in BSZ
sta skladna, njuni kateti sta
dolgi 3 in 4 cm. Iz ST =
SU = 5 cm dobimo VT = 2
cm in ZU = 1 cm, potem
pa EF = 3+8+1 = 12
in FG = 24+6+4 = 12,
Pravokotnik EFGH je zato
kvadrat s plo&&ino 144cm?.

Drugi letnik

1. Ce je z = a/b okrajsani ulomek. mora biti 8a? — 2ab — 362 popolni
kvadrat. lzraz razstavimo (4a — 3b)(2a + b) in iz 4da — 3b = ku? ter
2a+b = kv? dobimo a = k(u®+3v?)/10 oziroma b = k(2v% — u?) /5.
Zato je z = (u? + 3 v%) /(2 (2% — u?)), u,vE N.
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2. Ceje ¢ = 0, neenatba otitno drZi, zato si oglejmo primer, ko je ¢ > 0.

Zaradi a > cin b > ¢ lahko pigemo a = acin b = f ¢, kjer sta « in

B realni Stevili, ve&ji ali enaki 1. Neenakost prepisemo: /c*(a — 1) +

Ve2(B — 1) < \/afc?. Po deljenju enatbe s ¢ in kvadriranju dobimo

a—1+p-1+2v/af—a—-F+1<affozitomaaf—a—F+1—

af—a—f+1+1>0ali (Vaf—a—F+1—1)2 >0, kar je
otitno res.

3. Naridimo kroga z enakima polmeroma in v enega ve&rtajmo enakokraki
trapez, v drugega enakokraki trikotnik. Najprej ugotovimo, da je trikot-

\ ,z'

e
[

PN

UL

! ¥ 7
.‘_\‘-‘q_‘_‘_’-__-—’//
nik ABC pravokoten, nato pa, da je /ACE = a (kota /ACE in
/CBA imata pravokotne krake). Tetivi AC' in PR sta enako dolgi
(pripadata enakemu obodnemu kotu). lz ugotovljenega sledi, da sta
AAEC in ARV P skladna. Ce AEBC prenesemo k AD, dobimo
e trikotnik AACF, ki je skladen s ACAE. Enakokraki trapez in

enakokraki trikotnik sta plo¢insko enaka.

4. Problem si oglejmo nekoliko splo&neje. Skozi mimobeZni premici posta-
vimo vzporedni ravnini. Daljici PQ in RS, izbrani poljubno na
mimobeZnicah, naj bosta diagonali vzporednih mejnih ploskev pa-
ralelepipeda. Ce daljici premaknemo po mimobeZnicah, se prostor-
nina paralelepipeda ne spremeni, saj ostaneta mejni ploskvi in vidina
(razdalja med vzporednima ravninama) enaki ter je V = O - v =
(1/2)d;d2sin @ - v, Ee sta d, in dz dolZini diagonal, © kot med njima
(smerema mimobeZnic) ter v razdalja med mimobeZnicama. Piramida
zavzame tretjino te prostornine in prav tako ni odvisna od poloZaja
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daljic PQ in RS.

V konkretnem primeru si postavimo izhodiste koordinatnega sistema v ogliste
D, A, C in H pa naj leZijo zaporedoma na pozitivnih poltrakih osi z, y
in z. Potem imamo AG = (-2,3,1) in EB = (0,3,—1) ter cosp =
(AG - EB]/(AG EB) = 4//35 in sin p = 1/19/35. Vzporedni ravnini, v
katerih leZita AG in EB, sta (F—r4)-7i=0in (F—rg) - i = 0, kjer lahko
vzamemo 7 = —(AG x EB)/2 = (3,1,3). Iz totke A na prvi ravnini pridemo
po najkraj8i poti do druge ravnine z rx = ri + ki = (2 + 3k, k, 3k). kjer
mora biti k = 3/19. Zato je razdalja med ravninama |37/19| = 31/19/19.
Prostornina piramide je

1.3 /E 3@_\/35
3 2 V3 19 ~ 170

Tretji letnik

1. Naj bodo E, F in G razpolovista
stranic trikotnika. Potem je AAEG
podoben AABC. Te#i%e trikot-
nika je na tretjini dolZine teZi%&nice
od stranice, zato ET; = ED/3,
GT; = GD/3 in AT\DT5 ~
~AEDG ter T\T; = 2- EG/3 =
BC/3. Analogno pokaZemo %e za
TI.T:! in T5T5. Trikotnik TWT5Ts

pokrije devetino plo¥¢ine trikotnika
ABC.

2. Najprej je tg(d — @) = (tgd —tgp)/(1+tgdtgp) = ((n— 1)tgp)/(1+
tn tg?p) = (n — 1)/(1/tgp + n tgp). nato pa tg?(% — o) =
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= (n—1)2/(1/tgp + ntgp)? = (n— 1)%/(2n + 1/tg? o + n? tg’p) =
= (n—1)?/(4n+ (ntgp — 1/tgp)?) < (n — 1)?/(4 nj.

3. Naj bodo », s in t koreni enatbe. Po Vietovem pravilu veljajo med

njimi zveze r+ s+t = 0. rs + st +tr = —p in rst = —q. Ker je
produkt korenov negativen, sta dva izmed njih pozitivna, po absolutni
vrednosti pa je najvetji negativen koren (saj je vsota enaka 0). naj bo
tot = —(r + s). lz prve enatbe izrazimo s + t = —r, to vstavimo
v drugo in dobimo st — r? = —p, odtod pa % st = r2 —p. To
upo3tevamo v tretji, pa imamo ¢ = r(p — r?) ali ¢/p = r(1 — r*/p).
Ker je 1 — r?/p < 1, velja leva neenakost g/p < r.
Kvadrirajmo prvo enakost, ki smo jo dobili po Vietovem pravilu, in
upostevajmo drugo, pa imamo 2p = r2 + s% + t%. Ker je r koren
z najmanj3o absolutno vrednostjo in ker je t = —(r + s), je najprej
|t| > 2r, nato pa 2p > 67 oziroma r?/p < 1/3 ali 1 —r?/p > 2/3.
Iz 2e prej dobljene zveze g/p = r(1 — r?/p) sledi %e desna neenakost
r < (39)/(2p).

4. Zaradi p(z) + p(—z) = —2 ima p(z) le tlene z lihimi potencami spre-
menljivke z in stalni ¢len —1. Ce (p(z))? = p(2?) — 2 p(z) zapitemo
v obliki (p(z) + 1)* = p(z?) + 1. brZ ugotovimo, da je polinom bodisi
konstanta —1 ali pa binom oblike z2*+1 — 1.
Recimo, da bi imeli v polinomu %e kak drug €len in da ima za vodil-
nim en azp4+12°™ %! najvigjo stopnjo. Polinom (p(z) + 1)? bi se
zatel z z%**2 + 2 a5, 2?FT2m+2 | polinom p(z?) + 1 pa z
4542 4 ap 0 12*™+2 4 . kar gotovo ni enako Ze zaradi k> m+ 1.
Ugotovili smo torej, da je p(z) lahko binom poljubne lihe stopnje z
natanko eno realno ni¢lo ali pa stopnje O brez nicel.

Cetrti letnik

1. a) Naj bo a zaletni Elen aritmeti¢nega zaporedja, d pa diferenca. Potem
jeP=a+(p—-1)d. R=a+(r—1)din S = a+ (s — 1)d.
Nato P(r —s) + R(s —p)+ S(p—1) = (e + (p — 1)d)(r — s) +
+(a+(r—1)d)(s—p)+(a+(s—1)d)(p—7) = a(r—s+s—p+p—1)+
+d(pr—ps—r+s+rs—pr—s+p+ps—rs—p+r)=0.

b) Oznatimo tokrat z a zatetni &len geometrijskega zaporedja in
s g kvocient: P=ag""', R=aq" ! in §=ag""'. Tako je
Pr—a i Rﬂ—p 2 Sp—r —

— ar—a+a—p+p—r - q;>r—p»—r+a+ra—r;l—n+p+ps—ra—p+r =1
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2.

Najprej ugotovimo, da je f(1/z) = 1/(1+ z?), f(z) + f(1/z) = Lin
f(1) = 1/2. Vsota diagonalnih &lenov je zato n/2, vsota vseh drugih
pa n(n —1)/2 (vsota po dveh simetritno leZeih glede na diagonalo je
namre& 1). Skupna vsota je zato n?/2.

. Premica skozi goriste G(e,0) ima enatbo y = k(z — e). Abscisi

preselis¢ 2z elipso sta z5 = (2a%k%e + v/D)/(2(a%k? + b)),
kier je D = 4a%b%(a?k? — k%e? + b2), abscisa sredis¥a tetive
zs = a’k%e/(a’k? + b%). ordinata pa ys = —b%ke/(ak? + b2). Iz
zg = a’k?e/(a?k? +b?) izrazimo k = +(b/a) \/zs /(e — zs). ga vsta-
vimo v ys (upo3tevajmo le pozitivni predznak), pa dobimo po kratki

ratunski igri (zs — e/2)%/(e/2)* + y%/(be?/(2a))? = 1. kar pomeni,
da sredis&a tetiv doloajo elipso.

. Pot kroglice predstavlja lomljena &rta, ki jo lahko raztegnemo v ravno,

Ce ravnino tlakujemo z biljardnimi mizami. Vsako pretkanje mreZe
pomeni v resnici odboj. Kroglica prispe do ogli¥¢a, ko je prvi¢ izpolnjen
pogoj - m = y - n (za naravni Stevili = in y). Ker sta m in n tuji, je
z=niny=m,

a) Ce sta &tevili m in n lihi, pade kroglica v C, e je n sod. pade v D,
e je pa m sod, pade v B. Stevili nista hkrati sodi, zato kroglica ne
pade v A.

b) Stevilo odbojev je enako tevilu pretkanj mreZe: navpi¢nih je n— 1,
vodoravnih m — 1, skupaj torej n +m — 2.

Fd
A B A - i A 8
rd
o+
rd
D C AD c D c
e
'
y
A Bl // A B A B
s
D /lc D c D c
A B A B A B

Darjo Felda
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V VISOKI DRUZBI - Regitev s str. 283

Prav ni& se ne hudujte nase, €e ste morebiti tudi vi mislili, da bo ladja iz Le
Havra na svoji poti proti New Yorku sretala sedem ladij iz nasprotne smeri.
V prvem hipu tako namre& odgovori vetina reSevalcev te naloge. Seveda pa
vsi ti pri tem spregledajo, da bo ladja srefevala tudi tiste ladje iz nasprotne
smeri, ki so odrinile na pot proti Evropi Ze pred njo. Na spodnji sliki se jasno
vidi, da bo ladja iz Le Havra srefala petnajst obravnavanih ladij. Brez besed
smo privzeli, da ladja, ki opoldne prispe v pristani¥e, v istem trenutku ne
odpluje nazaj.

Le Havre

0 1 g 3 4 5 6 7 B 2 0 N 2 M\ M w W W

hew York

Zal avtorju tega zapisa ni znano, ali je tudi Lucasu uspelo prelisititi
katerega izmed za omizjem prisotnih matemati¢nih veljakov.

Vilko Domajnko
KVADRATA - reSitev s strani 281
Potegnimo pravokotnici iz P na AB in BC, noZi&i naj bosta M'oiifoma N.
Trikotnika MXP in NYP sta skladna (oba pravokotna, /MPX = /NPY in
PM = PN). Stirikotnik PXBY ima zato enako plo&tino kot kvadrat PMBN,

to je 25 cm?. ]
Darjo Felda
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30. ZVEZNO TEKMOVANJE IZ MATEMATIKE ZA SREDNJE-
SOLCE — Regitve nalog s strani 284

Prvi letnik

1. S pomotjo neenakosti med aritmeti¥no in geometri¢no sredino =t
> Yzyzt, pri kateri velja enaaj natan¢no tedaj, ko z = y = 2 = t,
izpeliemo 1+ 1 = 1+fi£-'-+—’ =14+14+%4 2> 43/82 in njej

i 1 zz 1 Ty 7
anologne neenakosti 1 + - > 44 oy M 14 & 244 S5, Neenakosti

%e zmnoZimo.
Enakost velja, ko £ = 2 = 1 oziromaz =y =z = 1/3.

2. Predpostavimo najprej, da so vsa 3tevila z,,z2,..., Z1900 liha. PiSimo
z; = 2k; + 1, paimamo ky(k; + 1) + ka(k2 + 1) + ... + ky1oso(k1080 +
1) + 497 = kyoo0 (k1000 + 1). Stevilo na levi strani je liho, na desni pa
sodo, kar ni mogote.
Ce bi bilo natanko eno izmed 3tevil sodo, bi bila tista stran enatbe, na
kateri bi le-to bilo, soda, druga pa liha, kar spet ni mogote.
Torej sta res vsaj dve &tevili sodi.

3. Privzemimo obiajne oznake
in ZCAB = 38. Na stranici
a izberimo totko D tako, da
LCAD =28. {CDA=7—
(v+28) =28 oziroma CA =
CDin DB =CB-CD =
a—b. Zaradi /BAD = 8, je
AD = DB = a—b. Trikotnik
AADC s stranicami a —
b,b,blahko na&rtamo natanko
tedaj, ko b < a < 3b. Pri
istem pogoju lahko na&rtamo
tudi AABC, ker leZi totka B
na nosilki CD in je za a — b
oddaljena od totke D.

4. Opazimo, da je

[¥/m) =
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Pigimo f(n) = [V/1] + [¥/2]+ - - + [¢/n] in dobimo

n 1 <R
f7}+2[n—7)=2n—7 8<n<26
2T<n <63

f(n) =14 f(26) + 3(n —26) = 3n — 33

Za n < 26 enatba f(n) = 2n nima reditve, za 27 < n < 63 pa ima
enatba f(n) = 3n — 33 = 2n reditev n = 33. Za n > 64 se vrednost
funkcije f povea za vsaj 4, &e n povefamo za 1, 2n pa se pri tem
konstantno veta za 2. Torej je n = 33 edina reditev.

Drugi letnik

1. Po Talesovem izreku je
LADB = /ACB = «/2 ozi-
roma AD I BE in BC L
AE. Vektor EF ima kon-
stantno smer, saj je F viin-
ska totka v AABE. Obod-
ni kot je polovica sredis¢nega
kota nad istim lokom oziroma
/{CAD = /CBD = r/4 =
(FBD. Torej je FD = BD
in DA = DE. Spomnimo se
%e, da je AD L BE in dobi-
mo AFDE = ABDA. Dol-

Zina vektorjaLHE je konstan-
tna in enaka AB.

2. Priistih predpostavkah dokaZimo najprej vVa — 1+vb — 1 < v/ab. Obe
strani neenatbe sta pozitivni; zato neenatbo kvadriramo in poenos-

tavimo. Dobljena neenakost (\/&a —1)(b—1) — 1)2 > 0 prav gotovo

drZi. Enakost velja, ko ab =a +
Z Ze dobljeno neenakostjo izpeljemo verigo neenakosti v/a — 1++/b — 1
+ve—1<Vab+ve—1=/[ab+1)—1++c— 1< /c(ab+1).

Enataji veljajo, ko ab = a + b in c(ab + 1) = ¢ + ab + 1 oziroma

2
a - a*+a—1
b=:(a7€1!)|nc:-———az—.

3. Pri y < 0 enatba ni resljiva. Pri y = 1 rei enatbo vsaka trojica
(2% 4+ 1,1, 2), kjer je z nenegativno celo Stevilo.
Naj bo'y > 1. Enatbo preoblikujemo (z—1)(z¥ "' +z¥ 2+ - 4z+1) =
2% in opazimo, da mora biti z liho, y sodo &tevilo in da je mot izpostaviti
faktor (z+1). lzenatbe (z—1)(z+1)(z¥ 2 +2¥ *+ - -+2°+1) = 2°
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vidimo, da mora biti 22 — 1 potenca Stevila 2, tore] z = £3. Pi&imo
y = 2k+2, sedtejmo in razcepimo. Dobljena enatba (351 —1)(3%+1 4
1) = 2% ima edino reSitev k = 0,z = 3, kar nam da %e preostali dve
reditvi (3,2,3), (-3,2,3) .

4. Ker sta m in n tuji naravni Stevili, obstajata taki celi Stevili a in b, da

ma + nb = 1. Od tod sledi, da obstaja tak y € {0,1,...,m — 1}, da
m|ny + 1. Naj bo z = n — 2L oziroma mz + ny =mn — 1.
Po privzetku je vsota Stevil v vsakem kvadratu mn x mn enaka ni¢. Iz
enakosti mz+ny = mn—1 pa vidimo, da je tudi vsota Stevil v vsakem
pravokotniku mn x (mn— 1) enaka ni&. Torej je v vsakem pravokotniku
mn x 1 vsota $tevil enaka ni¥. Izberimo nek pravokotnik (mn+1) x 1in
oznatimo 3tevila v njem po vrsti z ay,as,...,@mu+1. 12 predhodnega
sledi, da > 02" a; = :';"2“ a; = 0 oziroma a; = a,,nyy. lskani
Stevili sta a; in a4,

Tretji in €etrti letnik

1. Ceso tri od neznank zy, o, z3, 4 vsaj 1 ali kvetjemu 1, je edina resitev
Ty = x93 = z3 = 14 = 1. Zaradi cikliZnosti sistema zado3&a, da si
ogledamo naslednji dve moZnosti :

1. moZnost 0< z3,z4 <1< z4y,22

Iz enatb dobimo z; +z3+z3 —zp —2% —23 —z3 25—z} tze+2i+23 =
3 —3—3+3 oziroma (23 — z2) + (24 — 22) + (z1 — z3) + (2} — 23) +
(23— 23) + (23 — 23) = 0. lzrazi v prvih $tirih oklepajih so nenegativni.
Ce dokazemo ¥e, da je z} < z5 in z4 < z3. sta tudi izraza v zadnjih
dveh oklepajih nenegativna.

|z prve in Zetrte enalbe sistema dobimo z3 = 3— (z, +23) > 3— (2] +
£3) = z4 , iz druge in tretje pa 7o = 3— (23 +23) > 83— (z3+73) = z}.
Vsak Elen posebej je torej enak ni¢, oziroma z; = 5 = 73 = 74 = 1.
2. moZnost 0 < z,, Z4 <1< 2y, Zs

Iz enatb dobimo zy +23+23 —z5—23 — 23 +z3+23 +23— Iq—Il‘—I% =
3—3+3—3 oziroma (z, —z2]+(z3—z4)+ (22 — 23) + (23 — 23) +
(23 — z3) + (2% — 23) = 0. Ker so vsi izrazi v oklepajih nenegativni,
sledi z; =29 =23 =24 = 1.

2. Za konstanten polinom P trditev drZi. Iz pogojev naloge vidimo, da je
njegova ni¢la z, bodisi realna in sode stopnje ali pa je hkrati z njo tudi
Stevilo zg ni¢la polinoma P.

Razcepimo P na faktorja A in B tako, da ima A le realne ni¢le, B pa
konjugirane pare kompleksnih niel in vodilni koeficient enak 1. Ker je

A= (\/Z)? in VA polinom z realnimi koeficienti, bo dovolj. da trditev
dokaZzemo za B.
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Polinom B je produkt binomov oblike

zy + Tp zop — Ig

)? + (2 P

Produkt polinomov U = K?+ L% inV = M? + N2 pa lahko zapi¥emo
v enaki obliki UV = (KM + LN)?+ (KN — ML)? in je zato B tudi
take oblike. Trditev je s tem dokazana.

(z — zo)(z — Zo) = (= —

. Privzemimo oznako A“ za komplement mnoZice A glede na mnoZico

{1,2,...,n}.
Na’j t;o N’l Stevilo urejenih trojic (A, B, C), za katere sta izpolnjeni prvi
dve zahtevi. Opazimo, da je vsako 3tevilo 7 € {1,2,...,n} vsebovano

v natanko eni izmed naslednji $estih mnoZic : AN BY NnCY, A“ N
BNnC°, A°nB°nC, ANBNC°, AnB°nC, A°nBnNC.
Torej je N; enako Stevilu variacij s ponavljanjem 6 elementov razreda
n., N1 =8,

Naj bo N; &tevilo urejenih trojic (A, B, C), za katere prva dva pogoja
izpolnjena, tretji pa ne. Opazimo, da je vsako &tevilo 2 € {1,2,...,n}
vsebovano v natanko eni izmed naslednji petih mnoZic : An B“ N
C¢, A°nBNC*®, A°NnB°nNC, ANB°NC, A°NBNC. Torej je N,
enako Stevilu variacij s ponavljanjem 5 elementov razreda n, N, = 5",
O¢itno je, da lahko vse tri pogoje zadovoljimo na N; — N, = 6™ — 5™
na¢nov.

. Oznatmo z n4p premico.ki vsebuje totki A in B. Postavimo izhodisce
koordinatnega sistema v ogljis¢e D. Enatbe premic nap,nee, ,na, n,
innpp, sevektorsko izraZajo takole : ] = (1,¢,0),75 = (0,1,u),r3 =
(v,0,1),73 = (w,w, w).

Predpostavimo, da iskana premica p obstaja in da ima enatbo (r) =
(ay + 7by,as + 7bo, ag + 7b3). Ker obstaja pNnap sledi a; +7b; =1
in as + bz = 0 oziroma

gy =14 az— (1]

Ob tem je by # 0. ker sicer ne bi obstajalo preseti3e pMina,p,.
Podobno dobimo e by # 0 # by in

b
62:1+G1‘b—3 (2)
1

b
03:1+agb—j (3]
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by

bl}:

b b
Uporabimo te tri enatbe, pa dobimo ay = 1+ b—l(l + b—g[l +ay
3 2

1, b ’
1+ —+ — +a; oziroma
by b

byby + babs + baby =0 {4)

Ce naj p seka npp,, mora veljati a; + 7b; = ag + 7ba = a3 + b3,
odtod pa sledt

a; — dgz a; —as
= 5
by — b, by — by [)

Gotovo je namre b; # b; za 1,7 € {1,2,3}, « # 7. v nasprotnem
primeru pridemo v protislovje z enatbami (1), (2) in (3). V enatbo (5)
vstavimo a; iz (2) in ay iz (1). Po kraj¥anju nam ostane b7 = bybs.
Dobljeno zvezo upostevamo v enatbi (4) in dobimo b, + by + by = 0.
Ker

b +b3+b3 = b7 +b2 +b3 +2(byba +babs+bsby ) = (by+bz+b3)® =0,

bi moralo biti b; = by = by = 0. Protislovje dokazuje, da iskana
premica ne obstaja.

Matjaz Zeljko

POSRECEN ALI PONESRECEN DOKAZ?

Slika 1 Slika 2
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Definicija. Stirikotnik je tangenten, &e vse njegove stranice leZijo na
tangentah nekega kroga.

lzrek. V tangentnem 3tirikotniku je vsota dolZin para nasprotnih stranic
enaka vsoti dolZin drugega para nasprotnih stranic.

Dokaz. Krog, ki ga v&rtam S3tirikotniku ABCD, se naj dotika stranic
a, b, cin d v totkah P, @, R in S. Skladnosti stranic

AP = AS in CQ=CR
zatem pa 3e
BP = BQ in DR = DS

menda ja ni treba posebej dokazovati.

Da bo bolj pregledno, ozna&im na risbi prvi par skladnih stranic s po eno
&rtico, drugi par s po dvema, tretji par s po tremi in Eetrti par s po Stirimi
trticami (glej sliko 2).

Sedaj pa le 3e sedtejmo &rtice na prvih mestih:

a+ c = | plus ||| plus || plus |||| = 10%rtic
b+d = || plus || plus |||| plus | =10 rtic

Stevilo &rtic v obeh vsotah se ujema in izrek je torej dokazan!

Komentar. Seveda verjamem, da ste zgodbo prebrali zgolj kot %alo.
In ker bi teZko rekel, da %al v matematiki kar mrgoli, nam seveda skorajda
sleherna presneto prav pride. Pa vendarle — vsak zase naj poskusi premisliti,
kje vse titijo vzroki za tisti po(ne)sreten sklep v dokazu. Sam se precej
nagibam k misli, da matematiku moZna zaverovanost v geometrijsko risbo
lahko povzroti v logitnem sklepanju v&asih prav katastrofalne napake. V
na¥em primeru se je na srefo Se vse dobro izteklo; lahko bi jo precej huje
odnesli.

Vaja bralcem. Stirikotnik je tetiven, e mu lahko ofrtamo krog. V njem
je vsota nasprotnih kotov enaka iztegnjenemu kotu. Ali znate tudi ta izrek

dokazati na podoben nortev natin?
Vilko Domajnko
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NALOGE 1Z KNJIGE VESELJE OB IGRI S STEVILI -
Resitve iz 292

1.

s olololo clolelo

o

Sleherno naravno 3tevilo, manjse od 100, se da zapisati v obliki

51.1 +a;.3+a3.9 +84.27 +35.81
ali

a, .30 +a, .31 +33.32 +a4.33 +35.34

pri cemer je a, € {0, 1,2} za1</<5. Ce se teza kamna, ki ga tehtam,
zapise le s koeficienti, ki so O ali pa 1, je reitev Ze na dlani. Trik, ki ga
uporabimo pri tehtanju tistih koli¢in, ki imajo v zgornjem zapisu kak
koeficient enak 2, pa si oglejmo kar na primeru:
65=21+03+19+227+0.81
=(-1).1+13+19+(-1).27+181
Tak kamen bi torej takole stehtal :

1+27+x=3+9+81

000 clel00

PPN

450 se da na ve¢ nacinov razstaviti v produkt treh faktorjev. Poi§¢imo le
tiste tri, pri katerih je vsota produktov poljubnih dveh iz te trojice enaka
225. Temu pogoju zado$cajo le Stevila 3, 10 in 15.

Za 6 udarcev je potrebnih 5 vmesnih odmorov, za 12 udarcev pa 11 odmo-
rov. In ker 5 odmorov traja 6 sekund, traja 11 odmorov 13,2 sekunde.

Le 500 dolarjev in prav ni¢ veé.

Resi enaébo 24 + x = 2.(24 — x)
Na njeni levi in desni strani vidi§ zapisano $tevilo Tininih let.
Seveda, &e je moz snahe hkrati tudi oée vnukov,
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8. Skatle ded
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9. V drugem nadstropju stanujejo vsi tisti izmed dvajsetih, ki ne stanujejo v
prvem nadstropju. Oziroma vsi tisti izmed dvaindvajsetih, ki jih ni v tre-
tjem nadstropju. Toliko torej, kolikor znasa vsota omenjenih dveh razlik

x=(20 —x) +(22 — x)
x=14
Stevili stanovalcev v prvem in tretjem nadstropju pa preberes spet kar iz
enacbe.

Vilko Domajnko
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NAGRADNE KOCKE - Resitev iz P1

O nagradnih kockah iz prve 3tevilke leto¥njega Preseka nam je pisal le
Vladimir Bensa iz Nove Gorice. Njegov odgovor je nepopoln, vendar pravilen,
zato smo mu za nagrado poslali knjigo J. Grassellija Diofantske enacbe iz
zbirke Sigma. Tu bomo odgovore na postavljena vprasanja tudi utemeljili.

Najprej bomo dokazali, da z zi-
daki oblike 1 x 1 x 2 ni mogote ses-
taviti nobenega telesa na sliki 1. Za
dokaz uporabimo naslednjo zvijato.
Telesa s slike sestavimo iz belih in
iz rnih kockic razseZnosti 1 x 1 x
1, tako da nobeni sosedi (torej kocki
s skupno sti¢no stransko ploskvijo)
nista enake barve (glej sliko 1 - za
levo telo). Ce bi se telo dalo zgraditi
iz zidakov oblike 1 x 1 x 2, bi moralo
biti sestavljeno iz enakega S3tevila
belih in &rnih kockic (zakaj?), kar
pa za nobeno od treh teles ni res
(preveri).

Sllka 1

Na enak natin vidimo, da z zidaki oblike 1 x 1 x 2 nobenega obravna-
vanega telesa ni mogote dopolniti do najmanj%e moZne kocke.

Podobno se lotimo sestavljanja z zidaki oblike 1 x 1 x 3. Spet zgradimo
telesa s slike iz kockic razseZnosti 1 x 1 x 1, le da poleg belih in &rnih kockic
uporabimo e sive. Natin gradnje (za srednje telo) je upodobljen na sliki 2.
Nadomestimo katerekoli tri sosednje kockice z zidakom oblike 1 x 1 x 3 in
opazili bomo, da so nadome¥tene kockice razlitnih barv. Ce bi telo lahko
sestavili iz zidakov oblike 1 x 1 x 3, bi torej moralo biti v njem enako kock
vsake barve. kar pa ne drZi za nobeno telo s slike v P1.

Na enak na&n ugotovimo, da tudi z dopolnjevanjem s pomotjo zidakov
oblike 1 x 1 x 3 ne gre do konca.

Zidaki oblike L so precej bolj uporabni za na%o gradnjo. Iz njih lahko
sestavimo levo in srednje telo s slike (poskusi!), desnega telesa pa ne, ker
vsebuje to&no 22 kockic razseZnosti 1 x 1 x 1. Desno telo lahko dopolnimo do
kocke le z L-zidaki (preveri). levega telesa pa ne moremo (do kocke manjka
namre 10 kockic 1 x 1 x 1).

Odgovorimo 8e na zadnje vpra%anje. Levega telesa ni mogo&e dopolniti



Slika 2

do najmanj3e moZne kocke, Eeprav imamo na voljo zidake vseh treh oblik.
Hitro lahko doZenemo, da za dopolnjevanje ne moremo uporabiti zidakov ob-
like 1 x 1 x 3in da bi 3lo morda le z dvema zidakoma oblike 1 x 1 x 2 in z dvema
t-zidakoma. Toda, s posku¥anjem se lahko prepritamo, da tudi tako ne gre.

Boris Lavri¢

NALOGE O DVEH KRAIJIH NA ISTEM VZPOREDNIKU
— Resitev s str. 271

Oznatimo medsebojno razdaljo krajev A in B na istem vzporedniku (malem
krogu) z / = AB (slika 1). S slike izpelje¥. da je polmer r vzporednika, na
katerem leZita oba kraja z zemljepisno 3irino ¢, enak r = ro cosp, &e je ro
polmer Zemlje. Razlika zemljepisnih dolZin krajev Ap = p7 — p1(p2>p1)
predstavlja sredisni kot, ki mu pripada lok / na vzporedniku ali pa lok
o — A;Eo na ekvatorju.
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Sllka 1

a. Razdalja med krajema Ain B je | = rAX = roAp ali | = o cosp,
e oznatimo lp = roAX. Vstavimo podatke in dobimo / = 6370 km.
(52,59/57,3°) cos 45° = 4130 km.

b. Zemlja se vrti s kotno hitrostjo w = 2mx/24h = 2x/86400s =
7,3.1075 rd/s(ali tudi z 360°/24h = 15°/h = 15"/s). Hitrost krajev na
zemeljskem ekvatorju je vo = wro = 7,3-1072.6370- 103m/s = 465m/s.
Hitrost krajev A in B z zemljepisno 3irino ¢ pa je v = wr = wrpcosp =
Vo cos p, torej v = 465 m/s. cos45° = 329 m/s. '

c. V enem dnevu se Zemlja enkrat zavrti. Kotu 360° tako ustreza
tas 24 h. Eni kotni stopinji 19 ustreza ¥as 24 h/360 = 4 minute. Razlika
zemljepisnih dol¥in je AX = 77,59 — 259 = 52,59, kar ustreza &asu 52,5-4
min = 210 min = 3,5 h. V kraju B vzide Sonce 3,5 ure prej glede na krajevni
Eas kraja A.

Marijan Prosén




