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1. Kateri dve cifri manjkata v dese- MATEMATICNI KROZEK
tiskem zapisu
[1109094[1171709440000
produkta vseh naravnih $tevil od
ena do enaindvajset?

2. Proti kateri toc¢ki roba biljardne
mize je treba usmeriti kroglo A
(glej sliko), da bo po enem odbo-
ju (dveh odbojih) zadela kroglo
B? Odbojni kot krogle je enak
vpadnemu.

3. Kocka in pravilni éetverec (tetra-
eder) imata natanko tri oglisca
skupna. Dokazi, da eno do oglis¢
te kocke razpolavlja eno do te-
lesnih viSin ¢etverca.

Boris Lavri¢
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(A TEMATIAA

PLAVANJE V DVEH TEKOCINAH

Nedavno je minilo natanko 2200 let od smrti Arhimeda, enega najvedjih mate-
matikov vseh &asov. Umrl je pod me&em rimskega vojaka leta 212 pred nasim
stetjem, ko so v drugi punski vojni Rimljani zasedli njegove rodne Sirakuze.
Smrt ga je doletela v starosti 75 let, medtem ko je sklonjen nad risbo v pesku
reSeval matematiéen problem.

Arhimed velja za muzejski primerek zagrizenega misleca. Kadar je globoko
razmisljal o matematiki, je pozabljal na hrano in na spanje. Glede pozabljivosti
v zvezi z oblaédenjem pa je prekosil vse. Tako je do slavnega odkritja o vzgonu,
ki nosi po njem ime Arhimedov zakon, prisel med opazovanjem svojega, v kadi
potopljenega telesa. NavduSen nad spoznanjem je tak, kot je bil, stekel iz kadi
na ulice Sirakuz in vzklikal: "Hevreka, hevreka!’ (Nasel sem, nasel sem!)

Slika desno: Arhimed (287—212)

Arhimedu dolgujemo §tevilna velika odkritja v matematiki, mehaniki in
astronomiji, najbolj pa je znan prav po zakonu o hidrostati€nem vzgonu, s
katerim deluje mirujoéa tekoéina na potopljeno telo. Zakon srecajo pri nas
ucenci v sedmem razredu osnovne 3ole in se glasi:
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FIZIA

i

Mirujoc¢a tekocina deluje na potopljeno telo s silo, ki kaZe navpicéno
navzgor in je enaka teZi izpodrinjene tekocine. To silo imenujemo (hidrosta-
ticni) vzgon.

Po tem uvodu, skromnem za tako castitljivo obletnico, si za ilustracijo
Arhimedovega zakona oglejmo nalogo, napovedano Ze v naslovu:

Na Zivo srebro, na katerem plava Zelezna krogla, zacnemo nalivati vodo
in to poénemo toliko Casa, da voda kroglo prekrije. Ali se bo pri tem krogla
glede na gladino Zivega srebra dvignila, spustila ali ostala na svojem mestu?
Kaj se s kroglo dogaja, medtem ko se vodna gladina dviga?

Spominjam se Zivahnega prerekanja, ki se je ob vpraianju vnelo v pisani
poéitniski druzbi ob morju. Nekateri so menili, da se bo krogla $e bolj poto-
pila v Zivo srebro, ker bo pa¢ morala nekako potoniti v od sebe redkejsi vodi.
Drugim se je dozdevalo, da voda pritiska kroglo navzdol, ker vodo pravzaprav
nalijemo na kroglo, glede na to, da je gostota Zeleza veé¢ja od poloviéne gosto-
te Zivega srebra in je situacija taka, kot jo kaze slika 1.

H0 ! \

Hg

Slika 1 Slika 2

Potem smo ugotovili, da voda, ki je gostej$a od zraka, prav gotovo ustvarja neki
dodatni vzgon, ko zalije zgornji krogelni odsek. Ta dodatna sila kroglo viece iz
Zivega srebra. S tem pa se zmanjSa vzgon zaradi manj3e potopitve v Zivo srebro,
kar spet sili kroglo navzdol. Ravno dovolj razliénih mnenj in dvomov, da se
spravimo k raéunanju!

Zelezna krogla res plava na zivem srebru, ker je gostota eleza

259



7,9.10° kg/m?, gostota Zivega srebra pa 13,6.10° kg/m’. Domenimo se, naj
krogla plava kar v "jezeru" Zivega srebra, saj bi pri premajhni posodi morali
upostevati tudi dodatne vplive na kroglo zaradi pojavov ob stenah posode.
Nalogo si bomo Ze na zacetku zastavili nekoliko splosneje. Dani naj bosta
dve tekoéini, ena z gostoto a, druga z gostoto b, in krogla s polmerom r iz snovi
z gostoto c¢. Pri tem naj velja
asc<b

Oznacimo z d debelino plasti zgornje tekoéine (to je seveda tista z gostoto a) in
z v vidino krogelnega odseka nad gladino spodnje gostejse tekoéine (slika 2).
Zanima nas, kako se spreminja v, ko d naraiéa po pozitivnih vrednostih. Naloge
se lahko lotimo tako, da vse prostornine krogelnih odsekov in plasti, ki jih po-
trebujemo, takoj izrazimo z r, v in d in nato uporabimo Arhimedov zakon. Zdi
se, da bi tako Ze s prvim zamahom ugnali naso nalogo. Zvezo med v in d bi sicer
resda dobili, toda to je algebraiéna enacba tretje stopnje za v in za d s koefi-
cienti, v katerih nastopajo polmer krogle r in vse tri gostote a, b in c. |z nje bi
tezko razbrali Se tako grobo zvezo med v in d. Zato bomo nalogo resili drugace.
Omenjeno enacbo bomo izpeljali 3ele na koncu.

Najprej bomo nalogo fizikalno poenostavili. Namesto, da imamo nad spo-
dnjo tekoéino plast zgornje tekoéine debeline d, si lahko predstavljamo, da je
nad spodnjo tekoé&ino neka namisljena tekoéina, ki kroglo povsem prekriva, in
ima tako gostoto p, da ustvarja na kroglo enak vzgon kot dejanska situacija. Ce
vzamemo, da obdaja ves sistem namesto zraka kar vakuum, je na zadetku p
enak ni¢. Ko d naraica, gostota fiktivne tekocine tudi narai¢a (po katerem za-
konu nas ne bo zanimalo, vaino je le to, da ocitno raste) do vrednosti a, to je
do gostote zgornje tekocine.

Plavanje v dveh tekoginah (Marija Vencelj)
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Razen tega bomo za zadetek delali kar s prostorninami. To med drugim
pomeni, da bodo dobljene “prostorninske” formule veljavne za vsako v dveh
tekog&inah plavajoée telo (pri pogoju a <c¢ <b), ne le za kroglo. Oznaéimo z V
prostornino plavajogega telesa, z X prostornino tistega dela, ki je nad stiéno
ravnino obeh tekogin, in z Y prostornino dela, ki je pod to ravnino (slika 3).

Imamo
X+y=V o Pej
in po Arhimedovem zakonu
pX+bY=cV
b b
Odtod sledi
X= b—-c v, Slika 3
b—p

Dobljeni rezultat pove veé, kot smo morda pri¢akovali. Ko se veéa p, se
vecéa tudi X. Torej je X naraiajoéa funkcija gostote fiktivne tekoéine p, ta pa
je, kot vemo, naraiéajo¢a funkcija debeline plasti zgornje tekoéine d. Sledi:
X je naraiéajoda funkcija debeline d. Za kroglo to pomeni, da je v naras¢ajoca
funkcija spremenljivke d. Ko torej visina zgornje tekocine narasca, se plavajoce
telo podasi dviga iz spodnje tekoéine. Prostornina X dela telesa nad stiéno
ploskvijo obeh teko&in narai¢a od

Xo= 2=€ v do x,=L=C vy

b b—a
Ce vstavimo podatke za na$ primer Zivega srebra, vode in Zelezne krogle,
tojea=1,b=136inc=709 (vse seveda pomnozeno z 10° kg/m?), dobimo,
da gleda na zacetku iz Zivega srebra 0,419 V, ko kroglo voda povsem pokrije,
pa 0,452 V.
Formula X = 4%3% V pove Se vec. lzpeljana je bila sicer za fiktivno teko-

¢ino gostote p, a velja vedno, ¢e ima zgornja tekoc¢ina gostoto p in povsem pre-
kriva plavajoce telo, daje le p <c <b.Ce je p = ¢, dobimo X = V, kar je edino
smiselno, saj mora zgornja tekocina, e ima gostoto enako gostoti plavajodega
telesa, telo povsem dvigniti iz spodnje tekoé€ine.

Ostane nam 3e, da poi§¢emo obljubljeno enaébo med visino v krogelnega

261



odseka nad gladino spodnje tekocine in visino d plasti zgornje tekocine.
Prostornina krogelnega odseka z visino v je

v =Zv? (3r—v)

Nobene omejitve splosnosti ne predstavlja, ¢e vzamemo, da je polmer krogle
enak 1. Za sploden primer bo treba v rezultatih samo namesto v in d pisati rv
inrd. Vzeli bomo torej

Vi) =Zv? 3—v) =3 f(v)

kjer je flv) = v? (3 — v). Pomagajmo si s sliko 2 in uporabimo spet Arhimedov
zakon. Dobimo

Ap=pflp-I o — R
c.3m b[31r 3ftv]]+a[3f{v] Sf[b’ d) ]
in od tod
= b—c¢ a
flv) = 4 — .
W b—a b—a Lt (1)

Ker je 0 <a < b, iz te formule, razen za a = 0, sledi, da je prostornina tistega
dela krogle, ki gleda iz spodnje tekocine, padajoca linearna funkcija prostorni-
ne tistega dela, ki gleda iz zgornje tekoéine. Zaa = 0 je flv) = 4(b — ¢) /b, torej
konstanta, kar je smiselno, saj to pomeni, da je zgornja tekoéina vakuum in se
krogla res ne premakne.

Ko je d = v, je krogla povsem pokrita z zgornjo tekogino. Denimo, da je
tedaj viSina krogelnega odseka, ki gleda iz spodnje tekocine, enaka v, , torej
d =v=v,.Tedaj imamo

fu=flv) =4 J=E 2)
Cejed=0,jev= vo, kjer je vy viSina krogelnega odseka, ki gleda iz tezje teko-
¢ine, preden dodamo lazjo tekoé&ino. Oznaéimo f, = flvy), upostevajmo (2)
in vstavimo v (1). Dobimo
a fL —fg
b—a fa

Enacba (1) preide v

flvi=F — “-}-— flv—d) (3)
ali, ce zapiSemo s sorazmerjem
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flv—d) _ f —Ff(v)
fo =1 4

Na levi imamo razmerje med prostornino krogelnega odseka, ki gleda iz zgornje
tekoéine pri vidini d zgornje tekocine, in prostornino odseka, ki gleda iz spo-
dnje tekoé&ine, ¢e ni zgornje tekoéine. Lahko bi tudi rekli, da je to razmerje
med prostorninama odsekov, ki gledata iz vse tekoéine v danem trenutku (to
je pri danem d) in na zagetku (pri d = 0). Na desni pa je razmerje med prostor-
ninama plasti, za katero se bo krogla Se dvignila iz spodnje tekoc¢ine od danega
trenutka dalje, in plasti, za katero se v celem (od d = 0 do z zgornjo tekoé&ino
popolnoma prekrite krogle) dvigne iz spodnje tekoéine. Formula (4) pove, da
sta opisani razmerji za vsak d med seboj enaki (faktor /3, ki nas prevede na
prostornine, je v formuli (4) krajsan).

Ce izrazimo v (3) f(v) in flv — d) z v ind in enaébo uredimo, dobimo

fiv =3[ (Fi—fy)d+f Jv2+

+ 3(fy —fo)d(2+d)v + fy fo — (f, —Fy) d*(3+d) =0 (5)

Koeficient f; bi bil enak ni¢ le v primeru, ko bi bila krogla vsa potopljena v
spodnjo tekoéino; toda predpostavili smo, da je gostota krogle ¢ manjia od
gostote spodnje teko&ine b, in se to ne zgodi. Torej enaCbo (5) lahko z f,
krajsamo. Ce oznaéimo $e

,L[=1 _fﬂ/fl =a/b
preide (5) v
v —3(ud+ 1) v? +3ud(2 +d) v—ud*(3+d) +f, =0 (6)

kjer je u parameter, po velikosti med 0 in 1. Zanimivo je, da nastopa gostota ¢

plavajode krogle le v fy, torej vpliva le na prosti élen enacbe. Cetudi smo

enacbo poenostavili, kolikor je bilo mogoce, ni tako preprosta, da bi iz nje

zlahka razbrali, da se v veca, Ce d raste od 0 do v, . Nasa prvotna pot je bila

preprosteja. Seveda pa brez enacébe (6) ne gre, e nas ne zanima le kvalitativen

rezultat, mapak tudi kvantitativen, to je dejanska viSina v pri dani debelini d.
Za zivo srebro, vodo in Zelezno kroglo ima enacba (6) obliko

v* —3(0,0735d + 1)v? +0,2205d(2 +d) v—0,0735 d*(3 +d) + 1,676 =0

Pri danem d jo 3e najlaze re§imo numeri¢no.
Marija Vencelj
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ALl JE JAJCE KUHANO?

Kuhanje jajc ni tako preprosto, kakor se zdi na prvi pogled. Marsikomu se je ze
primerilo, da je bilo mehko kuhano jajce preveé surovo ali pretrdo. Na izid pri
kuhanju vplivajo zacetna temperatura jajca in vode, prostornina, globina in
gibanje vrele vode, velikost jajca in njegova lega v vodi, ¢as ohlajanja in pred-
vsem &as kuhanja. Nerodno je to, da je jajce Ze razbito, ko spoznamo, da je
kuhano premalo ali preveé. Ali bi lahko ugotovili, kako je kuhano, ne da bi ga
razbili? To je za fizika, ki mora posludati, da je njegova stroka neZivljenjska,
dobrodo$lo vprasanje.

Nanj je Ze odgovoril nemski fizik starejse generacije Heinz Maier—Leibnitz
v ¢lanku Neporusna merjenja na jajcu za zajtrk. Se v &asu, ko je uspesno razi-
skoval, je objavil kuharsko knjigo. Sladokusci pravijo, da je v njej veliko va-
bljivih receptov.

Pravilno kuhano jajce za zajtrk je pomembno za druzinski mir. Pri tem se
na nenavaden nacin prepletata obe kulturi po C.P.Dnowu. Gospodinja, ki sta
ji matematika in tehnika tuji, mora uporabiti kvantitativne tehni¢ne postopke
v nenehno se spreminjajo¢ih okoli§¢inah (velikost jajc, gibanje vode, ¢as ¢a-
kanja na moza). Moz pa, ceprav je morda predstavnik tehni¢éno—znanstvene
kulture, ni¢ ne prispeva razen morda nekonstruktivnega godrnjanja, ko je
jajce Ze razbito. Ker se zdi, da je hisni mir zopet v modi, smo se lotili proble-
ma. Prejsnji premislek je pokazal pot: gospodar mora dobiti delo in sprejeti
odgovornost, da je jajce prav skuhano, in to, preden ga razbije — neporusno.
Naéin je — kot velikokrat (spomnimo se Kolumba) — za razmisljajocega se
&loveka na dlani: notranje trenje.

Tudi pri tehniénem razvoju moramo upostevati zelje uporabnikov. Zamisli-
mo si gosta velikega hotela, ki privleée pri zajtrku iz Zepa srebrno napravo,
polozi vanjo jajce in izjavi: "“Prosim, kuhajte jajce $e 25 sekund v razgibani vreli
vodi in ga potem 5 sekund hladite v curku hladne vode.”

H.Maier—Leibnitz, Zerstorungsfreie Messungen am
Fruhstucksei, Physik und Didaktik 15 (1987) 182

Zagotovo veste, da je mogoce trdo kuhano jajce preprosto lociti od suro-
vega. Jajce poskusimo zavrteti na vodoravni podlagi. Surovo jajce se prekopi-
cuje in po kratkem ¢&asu zaustavi, medtem ko se kuhano jajce giblje precej
dlje. Deli trdo kuhanega jajca se namre¢ drug glede na drugega ne gibljejo,
skoraj tako, kot da bi bilo jajce togo. Jajce zavira le trenje podlage. Deli suro-
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vega jajca pa se gibljejo drug glede na drugega in med njegovimi plastmi deluje-
jo zaradi zidkosti dodatne zaviralne sile. Na zacetku se vsi deli surovega jajca ne
gibljejo enako in se deli, ki se gibljejo, zaradi dodatnih zaviralnih sil hitro
zaustavijo.

Glede gibanja je med surovim in trdo kuhanim jajcem izrazita razlika. Pri-
¢akujemo, da se mehko kuhano jajce giblje dlje kot surovo, a se zaustavi prej
kot trdo kuhano. Deli mehko kuhanega jajca se lahko drug glede na drugega
premaknejo, vendar velika Zidkost gibanje plasti precej bolj ovira kot pri suro-
vem jajcu.

H.Maier—Leibnitz je preskusil to misel z merjenji. Jajce je v posrebreni
Zlici ali jekleni posodici postavil pokonci in spustil. S stoparico je meril €as,
dokler se jajce ni zaustavilo. Ta ¢as je bil pri mehko kuhanem jajcu 3 do 3,6—
krat daljsi in pri trdo kuhanem 6,2 do 6 3—krat daljdi kot pri surovem. Pregle-
dnica kaze povprecje petih njegovih merjenj, ki so bila na okoli 5% natanéna.

Cas zaustavljanja

surovo jajce mehko kuhano jajce | Trdo kuhano jajce
{kuhano 3 minute (kuhano 8 minut in
40 sekund in nato nato 5 sekund hlaje-
5 sekund hlajenov | no v curku hladne
curku hladne vode) | vode)

srebrna Zlica 9s 27 s 56 s
jeklena
posodica 11s 40 s 69 s

Vpradanja se lotimo 3¢ mi, toda nekoliko drugace. Merimo s posebnima
nihaloma. Tanek obroé iz stekla pleksi obesimo na tri dolge nitke. Ko ga malo
zavrtimo iz ravnovesne lege in spustimo, suéno zaniha. Zaniha tudi, ko polozi-
mo na obro¢ jajce. Pri prvem nihalu ima obro¢ kroZno odprtino, v katero po-
lozimo jajce z navpiéno geometrijsko osjo. Pri drugem pa ima obro¢ elipti¢no
odprtino, v katero polozimo jajce z vodoravno geometrijsko osjo. Nihajni ¢as
obeh nihal je tem daljsi, ¢im bolj se obro& z jajcem upira pospesevanju pri
vrtenju. Kako je nihajni ¢as odvisen od ¢asa kuhanja jajca?

Za poskuse smo uporabili sveZa jajca JATA z maso okoli 70 gramov. Jajca,
ki smo jih hranili ez noé zunaj hladilnika, smo dali vsako posebej kuhati v
vrelo vodo v skoraj polnem pollitrskem loncku. Jajce se je kuhalo v navpiéni
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legi zaradi mehurjev, ki so nastajali pri vrenju. Po dolocenem ¢asu, ki smo ga
izmerili s stoparico — 205,405, 1 min, 1,5 min, 2 min, 4 min, 6 min in 10 min
— smo jajce vzeli iz lonéka in ga 5 sekund hladili pod curkom hladne vode. Z
merjenjem smo pod&akali, dokler se ni jajce ohladilo na sobno temperaturo. Na-
to smo izmerili nihajni ¢as z geometrijsko osjo jajca v navpiéni legi in nato 3e
nihajni éas z geometrijsko osjo jajca v vodoravni legi. Pri surovem jajcu smo me-
rili ¢as enega nihaja; pri jajcih, ki smo ju kuhali 20 ali 40 sekund, ¢as dveh ni-
hajev in pri drugih jajcih ¢as petih nihajev. Diagram (slika 1) kaze nihajni cas,
ki smo ga dobili kot povpreéje petih merjenj. Veéina merjenj je bila na 1%
natanénih. Pri razliénih ¢asih kuhanja smo merili z razli¢nimi jajci, ki niso bila
vsa natanéno enako velika in niso imela natanéno enake mase. Vseeno se je
zdelo, da so tak3na merjenja bolj smiselna, kot da bi Zze ohlajeno jajce ponovno
dajali v vrelo vodo.

Nihajni ¢as trdo kuhanega jajca je precej dalj3i kot nihajni ¢as surovega.
Toda mehko kuhano jajce in jajce, ki ga damo v vrelo vodo samo za 20 sekund
in ki zagotovo $e ni mehko kuhano, imata domala enak nihajni ¢as kot trdo
kuhano jajce. Tega — za nacrtovalca poskusa obZalovanja vrednega izida — ni
tezko pojasniti. Plasti beljaka tik pod lupino, ki predvsem vplivajo na nihajni
¢as, se hitro segrejejo in strdijo. Zato z merjenjem nihajnega ¢asa ni mogoce
razlo¢iti mehko kuhanega jajca od surovega. Ugotovimo lahko le, ali je bilo
jajce vsaj 20 sekund v vreli vodi ali ne. To velja za nihanje z navpiéno in z vodo-
ravno geometrijsko osjo jajca. Nihajni €as je pa¢ pri nihanju z vodoravno osjo
malo daljsi, ker so deli jajca bolj oddaljeni od osi in se bolj upirajo pospesevanju
pri vrtenju.

A3tevilo nihajev : (Stevilo nihajev) ¢

nihajni ¢as

0,8
0,6
0,4
0,5}¢
0,2
¢as kuhanja ) ¢as kuhanja
L L L L L h; A1 i i ' L -
0 2 4 6 8 10min 0 2 4 6 8 10min
Slika 1 Slika 2



Uporabnejse izide je dalo drugaéno merjenje. Obro¢ z jajcem smo zasukali
za kot 307 iz ravnovesne lege okoli navpiéne osi. Nato smo obroé z jajcem spu-
stili in presteli nihaje, dokler se niso zmanjali na dvajsetkrat manjSo vrednost.
Merili smo samo z nihalom, pri katerem je bila geometrijska os jajca navpiéna.
Diagram (slika 2) kaze to §tevilo nihajev v odvisnosti od &asa kuhanja. Da ni v
diagramu neprijetno velikih podatkov, smo 3tevilo nihajev delili s §tevilom ni-
hajev (13)) pri jajcu, ki se je kuhalo 10 minut. Merjenje te vrste je bilo manj
natanéno, a je razloéno pokazalo, da se lastnost jajca med kuhanjem v éasu od
nekaj ve¢ kot 2 minut do 4 minut znatno spremenijo. V tem &asu se jajce
mehko skuha.

Ko smo jajca razbili, se je pokazalo, da je bil po 4 minutah kuhanja beljak
skoraj popolnoma strjen, le plast tik ob rumenjaku 3e ni bila €isto strjena.
Rumenjak je bil $e teko&, Kaze, da se zaéne rumenjak strjevati $ele po nekaj
manj kot 6 minutah kuhanja. Pri mehko kuhanem jajcu mora vsekakor biti ru-
menjak 3e teko¢. Od okusa je odvisno, ali Zzelimo manj ali bolj strjen beljak;
v prvem primeru nam bo bolj ustrezalo mehko kuhano jajce po 3 minutah ku-
hanja, v drugem pa po 4 minutah.

Pri tem se je razkrilo, zakaj so se nihajni ¢asi pri nihanju z vodoravno geo-
metrijsko osjo med seboj bolj razlikovali kot pri nihanju z navpiéno osjo
(slika 1). Nekatera od jajc so imela na enem od krajis¢ manjsi ali vecji zracni
mehur. Merjenja z vodoravno geometrijsko osjo jajc so bila v resnici odveé. Na
zatetku smo priéakovali ve&jo razliko med obojimi merjenji, ées da pri nihanju
z vodoravno osjo snov ob krajis¢ih zastaja. Kaze, da celo pri surovem jajcu z
najmanjso Zidkostjo ta pojav ni pomemben. Tudi surovo jajce je precej Zidko.

Opisani poskusi zagotovo 3e niso zadnja beseda o fiziki kuhanih jajc. Zani-
mivo bi bilo meriti temperaturni potek v jajcu in podrobneje raziskati, kako
se strjujeta beljak in rumenjak. Morda se bodo lotili naloge élani kakega fizikal-
nega krozka.

Z opravljenimi merjenji lahko izraéunamo vztrajnostni moment jajca in
koeficient duSenja. Najprej izpeljimo enacbo za nihajni €as. Obroé& visi na
nitkah z dolzino /, katerih pritrdii&a so v razdalji r od njegovega sredisé¢a. Ko
zasuéemo obro¢ za kot g, se odklonijo vrvice za kot ¢ od navpiénice. Lok s,
po katerem se premaknejo pritrdi§¢a, izracunamo z enim in z drugim kotom,
s=ry ins =/ 9, tako da veljad = r ¢//. V vsakem pritrdi§¢u delyje na obroé
vrvica s silo v svoji smeri, ki da s tretjino teze obroca % mg — ta deluje navpi-
¢no navzdol — rezultanto -;— mg ¥ v tangentni smeri (slika 3). Ker je kot &
majhen, smo njegov tangens nadomestili s kotom (v loéni meri). Ce zahtevamo,
da mora biti kot ¥ manjsi kot 5%, mora biti ¢ manj$i kot 5° //r, kar za na$ pri-
mer presega 360° .
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Tri rezultante delujejo v pritrdi§¢ih na obro¢ s skupnim navorom M =
=3r 31 mg & = mgr 8 = mgr* ¢/I okoli navpiéne osi. Po zakonu za vrtenje
M =J a, v katerem sta J vztrajnostni moment in a kotni pospesek pri vrtenju
okoli navpiéne osi, dobimo — mgr® v// = J a. Z negativnim znakom smo upo-
§tevali, da posku$a navor zmanjdati zasuk iz ravnovesne lege. |z enacbe a =
= — w?y, ki je znagilna za suéno sinusno nihanje, razberemo, da je za na3 pri-
mer krozna frekvenca w = (mgr? /iN'/2 in nihajni gas ty =2 m/w

to =2 m (I//mgr*)'/2

Nihajni ¢as zelo ozkega obroc¢a pri suénem nihanju bi se ujemal z nihaj-
nim &asom enako dolgega nitnega nihala 27(//g) 4 /2, saj bi v tem primeru smeli
vstaviti za vztrajnostni moment obro&a kar mr®. Pri nas pa je merjenje tako
natanéno, da je treba upostevati vztrajnostni moment obroda —; mir2+r?)
z zunanjim in notranjim radijem ry inry:

too = 2wl /. %m (r2 +r,2)/mgr*)1/2

sila vrvice

rezultantaz_l ]
5 mgd
tretjina
teze
1
| 5 mg
Slika 3 y
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Za zunanji in notranji radij obro¢a in za razdaljo pritrdi$¢ od sredi$¢a obroda
vstavimo po vrsti r, =35 mm, r; =225 mm inr = 33,2 mm in dobimo z dolzi-
no vrvic / = 2,26 m nihajni ¢as ty, = 2,67 s. Toliko zares namerimo za nihajni
¢as praznega obroca.

Nihajni ¢as obroca z jajcem, ki ima vztrajnostni moment Jj in maso m., je

to'=2m (/5 (ry® + %) +J)/(m +m)gr*) /2 =
=too ((1 +Jj./%m{r22 +f12]:l/l:1 +mf/m”1/2

Iz tega dobimo za vztrajnostni moment jajca

Jy= 5 mir? +r )+ m/m) 7/t G 1)

Masa obro¢a je m = 10 g in masa jajca m, = 70g. Rezultate za nihanje z vodo-
ravno geometrijsko osjo jajca kaze diagram (slika 4). Surovo in tudi mehko ku-
hano jajce nista togi telesi, tako da smo dobili nekaksen efektivni vztrajnostni
moment.

Casovno odvisnost zasuka pri du$enem nihanju podaja enacba

Y=o e Pt cos wok t

v katerem je § koeficient dusenja in w gk = (wy'? — 33]1/2, Amplituda po n
nihajih je

lel kgem? B A
P :
05f ° 2.8
0,6
0,10}
0,4f
0,05}
d 0,2}
¢as kuhanja ¢as kuhanja
0 2 & 6 8 10min 0 2 &4 6 8 10min
Slika 4 Slika b
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Go(n) = o e BTt * = 5 =Bty "/ (1—(8ty"/2m)? )1 /2
Za razmerje @, /g (n) postavimo 20 in dobimo
B/(1 = (Bto/2m*)1/2 = 1n20/nty” = 3/nt,’

Koren na levi strani je treba upostevati samo pri surovem jajcu, pri mehko ali
trdo kuhanem jajcu smemo na levi strani vzeti kar . Rezultate kaze diagram
(slika ).

Janez Strnad

RESITVE NYAL

NAGRADNI PRAVOKOTNIK — Resitev iz P1

Refitve nagradne naloge o ploié&ini pravokotnika so nam poslali Tanja SODNIK
iz Preddvora, Barbara SMON in Nina ZNIDARSIC iz Ljubljane ter Elani do-
datnega krozka iz matematike OS Veljko Vlahovié | iz Maribora.

Vse reSitve so pravilne, njihove avtorje pa smo nagradili s knjigo iz zbirke
Sigma, J. Rakovec, Osnove topologije.

Pogle]mo na sliko, zapmmo 5= B
=AD, f—DE u=EF,v=8F in
oznaéimo z x ploscmo prauokotnlka

CDEF. v
Zaradi podobnosti trikotnikov
DAE in FEB velja enakost FJ_ u E

s:u=1t:v, kinamdazvezo x =ut=
= t t
= sv_ ’ ln

Plo¢ini trikotnika DAE in FEB C u D

S A
merita zaporedoma st/2 in uv/2, ker
pa je njun produkt enak 9, velja
= (u-t)(s-v) = 4(st/2)(uv/2) = 36
torej meri iskana plo&ina x = B, Boris Lavri¢
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KVADRATNA ENACBA PRI BABILONCIH

Danasnji srednjeSolec se s kvadratno enacbo seznani v drugem letniku. Do nje
pridemo, ko i$¢emo niéle kvadratne funkcije y =ax® + bx +c.Pritemso a, b
in ¢ poljubna realna 3tevila, le koeficient kvadratnega ¢lena a mora biti razlicen
od nié. Po tej poti pridemo do enacbe

ax>*+bx+c=0

Do njenih resitev se dokopljemo tako, da prva dva élena dopolnimo do popol-
nega kvadrata in uporabimo enacbo za razcep razlike kvadratov u? — v* =
=(u—vu+v):

alx® + bx/a+c/a) =allx +b/2a)* —b?/4a* +¢c/a) =

Od tod takoj dobimo dve resitvi

x; = (=b ++/b? — 4ac)/2a Xy = (—b —~/b® — 4ac)/2a

Ti sta realni in razliéni, ée je izraz pod korenom veéji od ni¢, ter realni in ena-
ki, &e je izraz pod korenom enak ni¢.

Ali ni presenetljivo, da so znali kvadratno ena¢bo rediti Zze Babilonci sredi
drugega tisocletja pred nasim Stetjem? To so ugotovili po babilonski klinopi-
sni tablici, ki jo hranijo v Britanskem muzeju. Tablica vsebuje veé nalog, ki
ustrezajo reSevanju kvadratne enacbe.

Razbiranje klinopisnih tablic je zahtevno opravilo, ker so Babilonci upo-
rabljali Sestdesetiski Stevilski sistem, ker v zapisih niso logevali celih mest od
ulomkov in ker niso uporabljali matemati¢nih simbolov, Med §tevilkami so si-
cer puscali razmike, niso pa poznali znaka, ki bi ustrezal nasi decimalni vejici.

Tako 3$tevilo v SestdesetiS$kem sistemu 1 15 lahko prevedemo v desetiski
sistem na dva nacina

1.60' +1560° =60+ 15=75
ali
1.60° +13.60~! =1+ 15/60=1-=

Da bi loéili ti dve moznosti, so sedanji raziskovalci klinopisnih tablic uvedli
dvoje loé€il, vejico in podpicje. Vejica loci mesti, podpi¢je pa ima vliogo nase
decimalne vejice, na primer:

3,15,17 = 3.60% + 15.60" + 17.60° = 11 717,
3,15;17=3.60" +1560° + 1760~ ' =11717/60
3:15,17=360°+ 1560 ! +17.60™2 = 11 717/3600
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Ce na klinopisni tablici naletimo na zapis 3 15 17, se moramo odlogiti za eno
izmed teh moZnosti. Pogosto je mogode iz zveze razbrati, katero moznost je
imel v mislih davni pisec. Vedno pa to ne uspe, posebno $e, ker so nekatere
tablice slabo ohranjene.

Kljub temu so strokovnjaki za klinopis na eni izmed tablic iz Britanskega
muzeja razbrali pravilo za reSevanje kvadratnih enacb. Pravilo je navedeno ob
geometrijskem zgledu: "Odvzemi stranico od ploS¢ine kvadrata, pa dobi§
14, 30." Po nade bi to zapisali kot x> — x = 870, saj je 14, 30 enako 14.60" +
+30.60° =840 + 30 = 870.

Sledimo babilonskemu navodilu: "Vzemi koeficient 1 (pri stranici kvadra-
ta), razdeli 1 na dva dela. Del 0; 30 pomnoZi samega s seboj. Dobi§ 0;15. To
dodaj stevilu 14, 30. Stevilo 14, 30; 15 je ploicina kvadrata s stranico 29; 30.
Temu pristej 0; 30. Tako dobis iskano stranico kvadrata 30.”

Za bralce, ki bi si Zeleli utrditi znanje v reSevanju kvadratnih enacb, nave-
dimo $e nekaj nalog s klinopisne tablice:

x?+x=0;45
Xl—‘; Xz*qlx=1;20
x* =2 x*+x=4,46;40

x* +x+3=0;55

1Mx*+7x=6;15

Redijo jih lahko po babilonskem navodilu, ali pretvorijo Stevilo iz $estdeseti-
§kega sistema v desetiski in racunajo po nase. Vsebinski del prvotnih nalog je
Ze prelit v nas algebrski zapis enaéb, medtem ko so na desni po nase zapisana
Stevila v SestdesetiSkem Stevilskem sistemu,

Prelijmo babilonsko navodilo v preglednej§i zapis z enadbami. Levo so
Stevila zapisana v SestdesetiSkem, desno pa v naem, desetiskem sistemu.

x* —x=14,30 x*—x—870=0
1=0;30+0;30 1=%+_‘}
0;30x0;30=0;15 FRT

0;15+ 14,30 =14, 30; 15 ++870=870
29;30 x 29; 30 = 14, 30; 15 29 5 x29 =870 ¢
29,30+0,30=30 29 1+ 5 =30
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Ali ni to reSitev nase enacbezaa=1inc<0inb <0:
xi=51b1+V (56 +|c|

Za babilonskega racunarja je bilo reSevanje kvadratne enaébe zahtevna na-
loga. Zapomniti si je moral vse korake na pamet, ne da bi poznal njihovo
ozadje. Nasim ucencem je precej laze. Pravila, zapisanega s simboli, jim ni tezko
izpeljati, ¢etudi bi ga pozabili. |z tega tudi izhaja, da poué&evanje samo z zgledi
naredi matematiko Se teZjo. Res pa je, da se je ta nadin pouéevanja uporabljal
na nekaterih podroé¢jih matematike vse do naSega stoletja.

Milena Strnad

NOVE ANIGE

DEVIDE V., ZABAVNA MATEMATIKA, Skolska knjiga, Zagreb
1988

Kako tezko je narisati “domisljijske stopnice”, po katerih se stalno spus¢amo,
pa vseeno pridemo na isto mesto, vedo le tisti, ki so kdaj poskusili. Zelo pre-
priéljivo je znal to narisati M.C. Escher. Risba istega avtorja nas pri¢akuje ze
na naslovnici in 6e se za trenutek pomudimo ob niej, nas boclo skladni, do-

risanja.

Kot pravi avtor v podnaslovu, je knjiga namenjena osnovno3olcem in
srednjeSolcem, pa tudi starejsi se bodo lahko zabavali s prenekatero pouéno in
zabavno nalogo. Na zacetku knjige je nekaj starih, marsikomu dobro znanih
logiénih nalog. Zabavali se bomo s $tevili, srecali bomo tudi magi¢ne kvadrate
in kocke, se igrali s $ahovnico, vZigalicami in raznimi telesi. Sre€ali bomo tudi
bolj "resne” matematiéne pojme kot so zlati rez, mnogokotniki, pravilna
telesa, Mobiusov trak. Zvedeli bomo tudi nekaj o tem, kako so ratunali stari
Egip&ani in Babilonci. Knjigo zaklju¢i avtorjevo razmisljanje o simetriji ter
misli o matematiki, glasbi, poeziji, ki so jih izrekli slavni ljudje, od Leonarda
da Vincija do Napoleona.

Ce smo se na zacetku vprasali, kak$no zvezo imajo Escherjevi konjeniki
na naslovnici z matematiko, ugotovimo sedaj vsaj to, da matematika ni le
ra¢unanje.

Damjan Kobal
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MRTENATIAA

DIOFANTSKE ENACBE V ELEMENTARNI GEOMETRUI

Diofantske enacbe so enacbe, ki jih reSujemo v okviru celih tevil. Ogledali
si bomo nekaj takih enaéb s tremi neznankami, ki imajo svoj izvor ali pa pona-
zoritev v elementarni geometriji. Proucili bomo nekatere nelinearne enaébe in
posku3ali najti vsaj nekaj reSitev za vsak primer.

V prvih petih problemih bomo naleteli na enacbe oblike

X% 4yt =20

kjer bo a zavzel nekatere racionalne vrednosti.

Problem 1. Doloéi trojico naravnih
stevil (x, y, z), ki predstavljajo dolzi-

3 ; . z
no stranic pravokotnega trikotnika. X
¥
Iz slike takoj razberemo enaébo za neznane koligine
xXt+yt=2* (1)

Gre za iskanje znamenitih pitagorejskih trojic, ustrezni trikotnik imenujemo
pitagorejski trikotnik. Trojica (x, y, z) je primitivna, ¢e Stevila v njej nimajo
skupnega delitelja. Vse primitivne pitagorejske trojice dobimo iz zvez

x=u?—-Vv?, y=2uv, z=u*++’ (1a)

(u,vEIN, u>v in tuji)

kjer IN pomeni mnozico naravnih §tevil. Ker so ti obrazci zelo poznani, jih tu
ne bomo izpeljevali. Nekaj takih trojic je: (3, 4, 5), (5, 12, 13), (15, 8, 17), ...
Vse pitagorejske trojice dobimo z veckratniki primitivnih. O pitagorejskih
trojicah je tudi Presek Ze nekajkrat pisal.

Obstaja Se vrsta drugih obrazcev, ki dajo nekaj reSitev zgornje enacbe. Ce
na primer vstavimo z = y + k v zgornjo enagbo, dobimo x* = 2yk + k*. Izberi-
mo najprej kK = 1, tedaj je x> =2y + 1, torej mora biti x liho §tevilo x = 2n + 1
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insledi y = (x2 —1)/2=2n*>+2n,z=y+ 1=2n% + 2n + 1. Dobimo pita-
gorejske trojice

x=2n+1,y=2n*42n,z=2n"+2n+1,nEN (1b)

Lahko si zapomnimo tudi naslednji praktiéni napotek: izberi poljubno liho
Stevilo / = 3 in izradunaj x =/, y = (12 —1)/2,z = (/* + 1)/2. Mimogrede smo
dokazali Se dve trditvi:
1) Za vsako liho 3tevilo / =3 obstaja pitagorejski trikotnik, ki ima za dolzino
katete to Stevilo.
2) Obstaja neskonéno pitagorejskih trikotnikov, katerih hipotenuza je za 1
vecja, kot meri ena od katet.
Podobno bi dobili pri & = 2 pitagorejske trojice

x=4n, y=4n* -1, z=4n>+1, n€EN (1c)
Problem 2. Doloéi pravokotni triko-
tnik, ki bo imel za kateti in za vi§ino

na hipotenuzi celostevilsko vrednost.

Cq €2

o 5 g 5o 2o il
Zapi&imo znane zveze za pravokotni trikotnik (glej sliko): x* + y? =¢?,
x? = cyc, y? = ¢y¢, 28 = ¢,¢,5. |z njih sledi zveza x*y® = ¢,c,¢* oziroma

x2y? = 2% (x? + y?). Po deljenju z x*y*z* (saj so vsi # 0) dobimo

1
—;(;"' -ﬁ; = —21—2 (2)
Pois¢imo nekaj trojic, ki redijo to enacbo v naravnih §tevilih. Iz prej$nje
enacbe najprej izrazimo z = xy/r/ x* + y in opazimo, da mora biti izraz
x% + y? popoln kvadrat. Reitev i$¢imo torej v obliki zvez, ki smo jih srecali
v prejnjem problemu: x = k(u? — v?), y =k2uv, k, u, v € IN. Sledi
z = 2uviu® — v*)k/(u* + v*) in tudi z bo celo §tevilo, &e izberemo k = u? + v2.
S tem dobimo naslednjo dvoparametriéno druzino resitev

x=u* —v*, y=2uvlu®+v?), z=2uvit® —v*); uvEN,u>v (2a)

Tako sta na primer (15, 20, 12) in (65, 156, 60) dve taki reitvi. Opazimo, da
je tudi ¢ celogtevilski, in sicer je enak ¢ = (u? + v?)?. Zgoraj bi lahko uporabili
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tudi nastavek, ki smo ga sreéali v prejinji todki: x = t./, y = t.(/* — 1)/2, kjer
je / liho $tevilo (=3) int € IN, nato pa z = t./ (/> — 1)/(/* + 1). Ce izberemo
t=(/* +1)/2, dobimo trojice

x=IP+1/2, y=(F =1)/4, z=/*=1)/2;1=2j+1,;jEN (2b)

Problem 3. Pois¢i naravna §tevila x, y g
in z tako, da bosta x in y dolZini stra- : “‘n{
nic trikotnika, ki oklepata kot 120°, 2 Pl
dolzi imetrale t kota. b 4
z pa dolZina simetrale tega kota : ™ .
\ z
1
A D 8

Ce stranico BC podaljsamo za y (glej sliko), sta og&itno trikotnika ABE in
DBC podobna. Sledi z : x =y : (x + y) oziroma z = xy/(x + y) ali

1 1 1
—_— e e
X v 4 (3)

Poskusimo najti nekaj reitev te enacbe v naravnih Stevilih. Uvedimo novi
neznanki X in Y, ki sta s prejinjima v zvezi X =x +y, Y = x — y. lzrazimo
stari spremenljivki z novima x = (X + Y)/2,y = (X — Y)/2 in izraza vstavimo v
naso enacbo (X # Y, ker y # 0). Po kratkem ra¢unu dobimo 4Xz = X* — Y?
ali Y* + 4z* = (X — 22)*. Opazimo, da moramo za Y, 2z in X — 2z izbrati
ravno pitagorejsko trojico. Ker je 2z sodo 3tevilo, postavimo iz (1a): ¥ =
ur —v2,2z=2uv in X —2z=u?+v2. Torej X =u® +v® +2uv, Y = u?* — vV*,
z =uv in za prvotne neznanke dobimo resitve

x=ulu+v), y=viu+v), z=uv;, u,vEN (3a)

Spotoma smo opazili, da sta X in Y Ze bila take parnosti, da sta tudi x in y
celostevilska. Zapisimo nekaj konkretnih reditev za (x, y, 2): (2,2, 1), (6, 3, 2),
(12,4,3), ...

Problem 4. Doloé&i tri naravna Stevila,

ki so enaka radijem treh krogov, ki se

drug drugega dotikajo; vsi krogi pa se X
dotikajo Se skupne premice.
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Iz slike razberemo zveze:

AC2+(x—y)=(x+y)?, AB2+(x—2)?= (x+2)?, BC*+(y—2)*=
= (y +2)*. Sledi AC =2+/xy, AB =2+/xz in BC =2+/yz. Prvarazdalja je
vsota drugih dveh, zato v/ xy =+/ xz + \/yz Po deljenju s +/ xyz dobimo

AR R

£ S (4)

Neskoné&no resitev te enagbe v naravnih $tevilih dobimo, ée pisemo kar x = X2,

y =Y? inz=2? in enatbo prevedemo na prejinjo. 1z mnozice reditev (3a) tako
dobimo naslednje resitve enacbe (4)

x=viu+v)?, y=Vu+wv?, z=u** u,vEN (4a)

Nekaj trojic za iskane radije je tako: (4,4, 1), (36, 9, 4), (144, 16, 9), ... Seveda
pa so vsi veékratniki teh reditev zopet resitve.

Problem 5. Trapez ABCD diagonali
razdelita na 5tiri dele. Doloéi naravna
Stevila py, p,, P, P4 in p tako, da
bodo pomenila po vrsti ploi&ine po-
sameznih delov in skupno ploséino.

Oé&itno je, da je py + ps = p; + pa, torej pg = p3. Tako zadoica poiskati
le Stiri med njimi. Pri tem je p =p; + p; + 2p;. Hitro se lahko prepri¢amo, da
¢im dosezemo za tri med njimi, da so naravna Stevila, je tudi ¢etrto tako. To ni
¢isto ocitno le v primeru, ko zagotovimo p;, p», p € IN, p3 pa izraunamo iz
zapisane zveze. Pa vzemimo ravno ta primer. Poi§¢imo zvezo med p,, p, inp.
Ce oznaéimo z v, in v, visini trikotnikov ABE oziroma ECD (glej sliko), velja
p1 =avy/2,p, =cvy/2inp = (a + ¢)(v; +v,)/2. Upostevajmo Se podobnost
omenjenih dveh trikotnikov pa dobimo av, = cv,. Od tod sledi p,p, =
= avyev, /4 = av, /2).(evy /2). Produkt enakih koli¢in je enak izrazu pp,,
zato je av,/2 = cv;/2 = \/ pyp,. Ce to upoitevamo v izrazu za p, dobimo
p =p1 +pz +2+/p1p,, kar pa lahko zapidemo tudi v obliki v/p; +vp, =/p.

e pisemo x =p,, y = p, inz=p, i§¢emo torej reditve diofantske enaébe

Vx+\ly=vz (5)
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Nekaj resitev lahko takoj zapisemo, ¢e postavimo
x=u?, y=v*, z=(u+v)*; u,vEN (5a)

Veckratniki teh so seveda tudi reditve. IzkaZe se, da v resnici dobimo z zgornji-
mi zvezami vse primitivne trojice, ¢e sta v in v tuji, vendar tega tu ne utegnemo
dokazovati. DolZni smo Se odgovor, ali je tudi p; € IN. Zanj imamo dve zvezi,
ki ju opazimo zgoraj: p3 = (p — p; — p,)/2 = \/7552, od koder sledi, da je
tudi p; € IN. Nekaj &etvork za iskane ploséine (py, p2, p3, p) je: (1,1,1,4),
(4,1,2,9),(9,1,3,16), ...

V zadnjih dveh problemih si bomo ogledali $e primer kvadratne diofantske
enacbe z meSanim ¢lenom.

Problem 6. Poii¢i trojico naravnih
Stevil, ki pomenijo dolZine stranic tri-
kotnika z enim kotom 120°.

Iz slike razberemo z? — % +y)?= (52 »4/3)? odkoder sledi enaéba

x2+xy+y?=2° (6)

V 3. letniku Preseka je bilo opisanih nekaj metod, ki so dale nekatere celojte-
vilske reditve te enacbe. Tokrat bomo izpeljali obrazce za resitve, ki bodo po-
dobni obrazcem (1a). Zgornjo enaébo bomo prevedli na enaébo (1) z uvedbo
novih neznank X, Y in Z, ki naj bodo s prej$njimi v zvezi: x = X,
y=(=X+2Y+2)/2,z= (Y +22)/2.S preprostim raéunom potem preverimo
Zvezo

4 (x2+xy+y? —22)=3(X2+Y? 2%
Od tod takoj sledi, da x, y in z zado$§¢ajo enacbi (6) natanko tedaj, ko za X, ¥
in Z velja enagba (1). Zato iz (1a) postavimo: X = u? — v2, Y = 2uv, Z =
=u? + v*, Od tod po kratkem raéunu dobimo izraze za nase neznanke

x=ut—v?, y=2uv+Vv?, z=ut+uv+v: u,vEIN,u>v (6a)

Naj pripomnimo, da bi bila obratna izbira za X in Y slab3a, ker y in z ne bi bila
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vedno celostevilska. Nekaj konkretnih resitev zgornje enacbe je (x, y, z) =
(3,5,7),18,7, 13),(5, 16, 19), ...

Problem 7. Doloéimo naravna $tevila
X, y in z tako, da bodo dolzine stra-
nic trikotnika z enim kotom 60°,

Iz slike takoj razberemo x? — (£)? = 2% — (y — %)?, kar nam po ureditvi da
2 2
xXt—xy+yr=2% (7)

Cejex =y, je tudi z = y, s ¢emer dobimo enakostrani¢ne trikotnike. Za x # y
bi lahko na podoben nacin kot v prejinjem primeru problem prevedli na prve-
ga. Vendar tokrat problem prevedimo neposredno na prejénjega. BeZen pogled
na spodnji sliki pove: ¢e x <y, je (x, y—x, z) trojica, ki pomeni reSitev proble-

ma 6 (s kotom 120°%), &e pa je x > v, ie (x—y, y, z) taka trojica. Torej imamo
iz obrazcev (6a): x =v? —v? .y —x=2uv+v?, z=u* +uv+v* alipax —y=
=u? =2,y =2uv+v?, z=u? +uv+v?. Od tod dobimo skupaj z enakostra-
niénimi trikotniki troje obrazcev za resitve diofantske enacbe (7)

xX=u, y=u, z=u; €N (7a)
x=u* =V, y=ut+2uv, z=u* +w+v¥; u,vEN, u>v (7b)
x=u?+2uv, y=v*+2uv, z=u*+uv+v?, u,vEN,u>Vv (7c)
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Zapisimo nekaj reditev, ki jih dobimo po izmeniéni uporabi zgornjih izrazov.
x. v, 2) =111, 1), (3, 8,7), (8.5, 7). {2, 2, 2), (8,15, 13), (15, 7, 13}, ...

Za konec poskusi na podlagi zgornjih ugotovitev resiti naslednje naloge.

Ce se bi kjer zataknilo, si oglej nasvete na str. 302 .

1

2.

Pokazi, da je v pitagorejskem trikotniku tudi polmer vértanega kroga
naravno §tevilo.
Ce je (x, y, z) pitagorejska trojica, dokazi, da je potem produkt xyz vedno
deljiv s 60.
Pois¢i nekaj pitagorejskih trikotnikov, ki imajo tudi za dolZine ene od si-
metral ostrega kota naravno §tevilo.
Preveri, da naletimo na enacbo (3) tudi v primeru, ko is¢emo trikotnik,
ki ima za stranice naravna 3Stevila, ena njegovih visin pa je enaka vsoti
drugih dveh visin.
Poisci nekaj celostevilskih trikotnikov (dolzine stranic so naravna stevila)
z enim kotom 120°, pri katerih je tudi dolzina simetrale ob tem kotu na-
ravno §tevilo.
Dokazi, da je lahko vsako liho §tevilo 7 = 3 dolZina stranice celostevilskega
trikotnika z enim kotom 120°.
Dokazi trditev: ¢e je (x, y, z) primitivna trojica naravnih 3tevil, ki resi
enacbo (6), so vsa tri Stevila liha, ali pa je natanko eno med njimi veé-
kratnik $tevila 8.

Edvard Kramar

Razvrsti Stevila 1, 2,3,4,5,6,7 RAZVRSCANJE STEVIL
in 8 v kroge na sliki tako, da
bosta vsota Stevil na ogli§&ih kva-
drata in vsota $tevil na oglis&ih
vsakega izemd $tirih trikotnikov
enaki.

Naj bodo a,, a,, a3, a4, as ina,
poljubna zaporedna cela tevila.
Pokazi, da teh 3tevil ni mogoce
razvrstiti v ogli¥¢a oktaedra ta-
ko, da bi bile vsote tevil na
oglid¢ih vsake izmed robnih
ploskev enake.

Dragoljub M. Milosevi¢
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TEZISCA IN RACUNI

Lezi tezid¢e homogene ravne ploice
s slike na desni na plo3ci ali ne? 13

Bi znali dologiti legi te2i8¢ drugih =

dveh homogenih plosé, sestavljenih

Iiz kvadratov in enakostranitnega 8
trikotnika?

21

e e

Ali lahko obe enakosti na desni
veljata hkrati, Ce vsaka ¢rka pomeni 4
svojo cifro? S E

0S EM SES

Vsak znak v spodnjih raéunih predstavlja svojo cifro. Nadomestite znake s
ciframi, tako da bodo raéuni pravilni.

Boris Lavié

ENFE : ?l'.l AN
4AN=ll - 4OV - [0V

=<kl + ACIDO™ - QAW
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RACUNRLNISTVO

TETA AMALIJA IN KAOS

Nastopajo: teta Amalija, nje necaki JoZica, Polonca, TomaZ in trije racu-
nalniki

Prolog

Jis
A

75

© >

Zakaj si nas pa danes povabila? Nobenega rojstnega dne ne praznujemo.
Ne, ne, saj ne gre za rojstni dan. Le stric Alfonz, ki dela na posti, mi je za
danes posodil tri racunalnike.

Oh, fino! Zelo radi se igramo Vojno zvezd, Laénega Horaca, Smucanje in
kar je Se takih igric.

. Zmotil si se! Tokrat bo igrica &isto matemati¢na. Ustvarili bomo kaos.

Kaos? Mama vedno pravi, da imam v sobi kaos, ¢e je ne pospravim. In
kolikor te poznam, nam gotovo ne bos dovolila, da ti razmecemo stano-
vanje.

Priznam, kaos je nekoliko ponesreéena beseda za matematiéni pojav, ki ga
bomo spoznali. Grika beseda xaos pomeni nered, razsulo. Stara verstva so
ucila, da je bil v vesolju kaos, preden so bogovi vzpostavili red.

Zdaj sem pa res radovedna, kaj je to kaos!

: No, najprej bomo popili ¢aj in pojedli pecivo, ki sem ga pripravila, potem

pa lepo po vrsti. Kaos pride Sele na koncu.

(Pijejo éaj in jedo pecivo.)

I. dejanje. Ponavlja se preprost raéun

A.:

T.:

P.:

Preprost racun: lzberemo si X in 0 in 1 in izraGunamo X’ = (1 + R)X —
- RX*?

Ampak teta, kaj je tu zanimivega. Osnovne rac¢unske operacije obvladamo
Ze vrsto let.

In kaj je tukaj R?

.+ Stevilo A imenujmo parameter nasega raéunanja. Vedno mora biti pozi-

tivno. Ko izraédunamo X’, ga postavimo na mesto X in spet radunamo po
istem pravilu. In ta racun ponavljamo in ponavljamo in ponavljamo.

: Toje vse?
: Vse! In ravno v tej preprostosti je ¢ar zadeve! Za vajo vzemi R = 0,5,

X =0,7 in napravi nekaj korakov!
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T.: (raduna s svinénikom) 0.5, izraéunam 0.805, naslednje itevilo je
0.8834875. Joj, teta, racunanje na roko je tako utrudljivo!
P.: Medtem, ko si ti ra¢unal, sem jaz ze sestavila program, ki bo raé¢unal na-
mesto nas. Stevilo NV pove, kolikokrat zelimo ponoviti radun.
10 INPUT "R, X,N"; R, X,N
20 FORI=0TON
30 PRINT I, X
40 LETX=(1+R) X—R XX
50 NEXTI

A.: Sedite zdaj vsak za svoj ra¢unalnik, nakrmite ga s programom in se malo

igrajte. Vzemite razliéne A in X, le za zagetek predlagam, da ne vzamete
prevelikega AR; manjsi od 1 naj bo.

(Otroci izbirajo, ra¢unalniki raéunajo — glej sliko 1!)

'

L, 700000
L BOS0OC0
L BBZ4ER
, 634556
9653263
L &B208Z
L SS0ERQ
L G5E3GE
LG5TE8S
GUEE42
L9584 20
©ge710

oo O L LW

ccoocooCcooCCC

R =0
=3
i1,
n
e
o
L‘!

0.5599%E

o

.

=~

w

|
e L

—
m
(=1 =

ERR

17 0.
0.65

-
o
o

Z0 0.

A.: No, kaj opazite?

P.: Stevila nraséajo.

T.: Vedno blize so enojki.

J.: Ce dovolj dolgo ra¢unas, se pa kar enke ponavljajo. Ampak t je najbrz
zaradi zaokroZevanja, ker se nekaj zadnjih decimalk v raéunalniku izgubi.

A.: Res je. Zdaj pa parameter povecajte malce cez 1. Kaj opazite?

J.: Vzelasem R =1.2,X =05 indobila (slika 2) ...

283



1 0.500000 11 1.000000
2 0.B800000 1z 1.000000
3 0.892000 13 1.000000
4 1.001523 14 1.000000
5 0.959£93 15 1.000000
£ 1.000061 16 1.000000
7 0.9959HRB 17 1.000000
e 1.C00007 1E 1.000000
a 1.000000 15 1.000000
10 1.0G0000 20 1.000000

Ze v &etrtem koraku postane X veéji od ena, nato so tevila izmenoma
ve¢ja in manjsa od ena, a kmalu se za¢no ponavljati enke.

A.: Prav, poigrajte se $e tako, da pri istem R izbirate razliéne zadetne X.

T.: Kak3ne posebne razlike ne opazim, naéin obnasanja je vseskozi enak. Le
ko sem za 3alo vzel X = 10, je raéunalnik po nekaj korakih ugotovil pre-
koracitev obsega.

A.: Seveda. No, pravzaprav je X lahko najveé (1 + R)?/4R.

1. dejanje. Parameter narai¢a, dolzina se podvaja.

A.: Zdaj pa si R izberimo veéji kot 2, le manjsi kot 2.45 naj bo! Kaj opazis,
Jozica?

J.: R=23,X=0.7,N =50: racun se ne ustali pri enki kot prej, ampak §te-
vila nekaj ¢asa skacejo, dokler se ne zaéneta izmenoma ponavljati dve
Stevili. (slika 3)

1.2 4 U.luuvuuu
=R j c 2 1.1832000
1.15 3 0.665075
fad = 3 1.181294
1.08 | 5 0.6e8723
& 1.181805

L 7 0.687631
0.95 _| 8 1.181658
0.9 _ 9 U.687945
N 10 1.181701
0.85 4 11 v.687853
0.8 ] 12 1.1816R89
. 13 0.687B880
¥a Tl 14 1.181692
0.7 11l 15 0.687872
0.65 ] P 1.181691
0.6 17 0.6B7874
T T 18 1.181692

0 10 20 19 0.687873

b 1.181e692

R=2.3 V=07 21 0.6H7874
22 1.181692

23 0.687B74

24 1.181692
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A.: Ker se §tevili ponavljata v vsakem drugem koraku, pravimo, da imamo
cikel dolzine dva. Vzemite sedaj R malo veéji od 2.45.

(Vsi raéunajo)

T.: Dobil sem cikel dolzine 4. Vzel sem R = 2.48.

P.: Jaz pa cikel dolzine 8 pri R = 2.56

A.: Ugotovite s poskusanjem, kdaj se cikel dolzine 2 spremeni v cikel dolZine 4
in kdaj le—ta v 8—cikel!

(To je naloga za nase bralce!)

T.: Ampak teta, kaj ni vmes $e cikla dolZine 3, potem pa e ciklov dolZine 5, 6
in7?

A.: Ne, dolzine ciklov se le podvajajo. Cikel dolzine 3 bo§ nasel v ocvirku na
koncu. Kaj pa pride za 8—ciklom?

P.: Gotovo cikel dolzine 16, pa 32 in tako naprej. In pri tem so prirastki R, ki
povzrocijo podvojitev dolzine, vedno manjsi. Ampak zdi se mi, da bo zara-
di zaokroZevanja v raéunalniku to Ze tezko opaziti.

111. dejanje. Kaos

A.: Povecajmo R ¢ez 2.57 in zasli bomo v kaos.

J.: Kaos! Takoj moram poizkusiti.

(Spet vsi racunajo)

J.: Nicesar posebnega ne opazim. Vzela sem R = 2.9, izgleda pa tako, kot bi
bila stevila slu¢ajno posejana (slika 4).

0 10 20 30 40 50 60 70 B0 °0 100
R=2.9 X=0.6 N=100
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T.: Jaz pa sem vzel R = 3.2 in spet sem prekoracil obseg.

A.: Oh, pozabila sem re&i, da ne smete s parametrom ez tri. Ta navidezna ne-
urejenost, ki jo je opazila Jozica, je ze kaos. Vendar bomo tudi v kaosu
opazili nekaj pravilnosti. Najprej bomo programu vgradili zvon¢ek, na
interval &irine D okrog toéke S ga obesimo. In vsaki&, ko pade X v to oko-
lico, bo zacingljal.

15 INPUT "S'D";S,D
35 IF ABS(S — X) <D/=THEN PING

J.: lzbrala bom R = 295, X = 0.6, N = 1000, pa S = 0.7 in §irino intervala
0.01. Zanima me, kolikokrat bo zazvonilo.

(Rac¢unalnik raéuna in enkrat zacinglja.)

T.: Jaz bom pa le razsiril interval in vzel D = 0.1

(Racunalnik neprestano cinglja.)

A.: Kamorkoli med 0 in 1 postavite zvoncek, na $e tako majhen interval, prej
ali slej bo zazvonilo. Seveda, ¢e vzamete zelo ozek interval, bo treba dolgo
¢akati. Vzeti bo treba primerno velik NV.

Druga zanimiva lastnost je pa obé&utljivost na zacetno vrednost. Jozica in
Polonca, izberita si isti R, isti N, le zadetna X-a naj bosta &isto malo
razliéna.

(Jozica in Polonca pozeneta vsaka svoj program — glej sliko 5!)

Tk o
1.3 :

“

m_
3 &
-
. |

OO0 0o oo o0 oo
% : % & @
O —-—NWHE OO N®O -
I

I | | | | |
] 6 10 15 20 25 30

R=2.09 X=0.8001 N=30
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T.: Dvanajst korakov Se lahko nekako sledimo podobne X—e, potem se racuna
popolnoma razideta.

A.: Da, Se tako majhna sprememba zaéetne vrednosti povzroéi povsem dru-
gacno zaporedje Stevil.

Epilog
Za konec le 3e ocvirek za nase bralce. Vzemite R = 2.83, torej sredi kaosa, in
poZenite program. Kaj opazite? V resnici se skriva v tej preprosti formuli Se
precej skrivnosti.
Peter Petek
slike Andrej Vitek

RESITVE NALOG

PETKOVA PETRA (P—XV/4,str. 196)

Ker ima teden sedem dni in je vsako ¢etrto leto prestopno, se koledar periodi-
¢no ponavlja na 28 let. Petek se na enak datum ponovi zaporedoma v razmi-
kih po 11, 6, 5 in 6 let. Sele po enajstih letih se ponovi januarja ali februarja
eno leto pred prestopnim letom, v ostalih mesecih pa v prestopnem letu. Od
tod vidimo, da bosta Petra in njen sin praznovala rojstni dan v petek pred
letom 2000 le $e januarja ali februarja leta 1998. Petra ima potemtakem 29
let, Peteréek pa je bil rojen pozimi.

ZA VRAZEVERNEZE (P—XV/8, str. 335)

UpoStevajmo periodiénost koledarja (na 28 let) in si oglejmo obdobje od leta
1961 do 1988. V tem casu le leto 1981 ustreza zahtevi, da ima en sam petek
trinajstega v mesecu in da so v letih sedem pred njim in sedem potem trije
takSni petki. Naslednji datum je v 21. stoletju, torej je bila zdravica izreéena
13. maja 1981, Crt pa je bil rojen 13. maja 1935.

Boris Lavri¢
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SLIKOVNA KRIZANKA -

UMALI IME ANGL, NASA
TROS oomaca | & AN GRSKA PEVKE PLOAC, GLASB.
21vaL BEATLOV | CRKA HABERL MERA SKUPINA
1ZDELD-
VALEC
SKLED
NAUK O
PESNISTVLU
POJAVITEV
MUSLIM, OCENA
SESTAVIL MLECha | EVFEMO —
MARJAN VLAK,
EKVORC MASCOBA lapm £1LmsKi Kivozi
|GR. (Woody] PONOC)
DSEBNI
. ZAIMEK JauSovec
IME HERCE- KAJETAN
GOVEC Kovit
NGL. ROCK] JPOLL.-CESKO
i LASE, HRIBOV.JE
TKACEVA ARABSKI FOM KNJIZ.
£REBEC WALECU)
PRODA-
PIS-
;::..\EC MENKA
MEDMET ZASME-
e SPODBUJ. HOVANJE
VEZAND IT. FILMSKA KOZNO
IGA. [Saphial VNETJE
LJE TUJE
JAME 2.IME
NEIMENG- Sivic POLDRAGI
VANEC STANE KAMEN GREKA KRANJSK]
BOGINJA ALPINIST
b
1]
AMER,
PREDEL SLIKAR
(THOMAS)
OKLEPNO
VDZILO MISTER
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Z LOGIKO V LETO 2000

PRED-
MESTJE TAOPSKA ARIMSKI
NOVE | RasTLNa | SMAK lppzaynk]| POTRA
GORICE
GREKA
— KOLOMNIJA
ZALOZNIK FR. 1ZDI
MATAVUL |‘5“5"'“mm KLAVIRIE
napa | ZALMAT.
[eGiPEanski
JAPONSKI BOG
FILMSKI
REZISER AR
APARAT
vZKLIK PRI| —
BIKOBORS! | x AL IEV-
SKA IGRA
GRSKA
POKRAJINA|
ODPOSLA-
NEC
osoiFOv
0OCE
RAERL | inoiska VOLOVSKA
dstprnte, | SEXTA VASTA ANTILOPA
KOSTANJA
SRBSKO
M. IME
POZRES-
NICA
OPRAVILD
NAPOVE-
nEméxo | POVALEC
ZENSKO
IME VELE-
MOJSTER
aTA
1 | i)
SiLa
GALL
MESTO
v
USSR
RISBA:
MiHA | DROGI ALLL- Eoe
STALEC SAMOGL. NiJ MOLITVE
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cAl UV AT A

TEKMOVANJE ZAMEJSKIH SLOVENCEV 1Z LOGIKE

Na tretjem republiSskem tekmovanju iz logike, ki je bilo 15. oktobra v Ljubljani,
so sodelovali tudi predstavniki zamejskih Slovencev. V zacetku oktobra so pri-
pravili svoja tekmovanja v Avstriji in Italiji. Naloge jim je posredovala komisi-
ja za logiko pri ZOTKS. Tekmovanj v Italiji in Avstriji se je udelezilo okoli 50
dijakov, 5 pa se jih je uvrstilo na republifko tekmovanje v Ljubljani. Tekmo-
vanje zamejcev je potekalo v dveh kategorijah — do 15 let in nad 15 let.

Naloge za prvo kategorijo

1. naloga — Fantje tekmujejo

Andrej, Boris, Cene, Dane in Ferdo so tekmovali v teku na sto metrov.
Vemo $e:

Andrej ni zmagal.

Boris je bil tretji.

Ferdo je bil hitrejsi kot Dane in pocasnejsi od Borisa.
Kdo je zmagal?

2. naloga — Poklici

Feliks, Cene in Tone so prijatelji, ¢eprav imajo razliéne poklice. Eden od
njih je gasilec, eden miliénik in eden Sofer. Kaj je kdo, ¢e je izmed naslednjih
Stirih izjav samo ena resnicna;

(1) Tone ni miliénik.

(2) Feliks ni $ofer.

(3) Tone je Sofer.

(4) Feliks ni miliénik.

3. naloga — Srajce

Jakli¢, Breznik, Sovinc in Ribnikar so strojevodja, trgovec, ¢uvaj in ofer,
vendar ne nujno v tem vrstnem redu. Po pravilu nosijo srajce rdece, modre,
¢rne in zelene barve, spet ne nujno v tem vrstnem redu.

Strojevodja redno premaguje Breznika v 3ahu. Sovinc in €uvaj pogosto
igrata golf z osebami v érni in zeleni srajci. Jakli¢ in Sofer ne marata osebe z
zeleno srajco, rada pa imata trgovca, ki vedno nosi rdeco srajco.

Kaksen poklic opravlja kdo in kak$no srajco nosi kateri?
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Naloge za drugo kategorijo

1. naloga — Poroé&ne napovedi

Gregor, Janez, Ales in Drago so oZenjeni s Karlo, Evo, Pavlo in Reziko,
vendar ne nujno v tem vrstnem redu. Pred leti so na zabavi dali razliéne napo-
vedi.

Gregor je dejal, da se Janez ne bo poroéil s Karlo, Janez je napovedal, da
se bo Ale$ ozenil s Pavlo. Ales je trdil, da se Drago gotovo ne bo poroéil z
Evo. Drago je bil prepri¢an, da bo imel veliko otrok.

Pokazalo se je, da je edini pravilno napovedal Pavlin moz.

Kdo je s kom porocen?

Ali ima Drago veliko otrok?

2. naloga — Poklici

Alenka, Biserka, Petra in Katra so mladenke, ki bi rade postale arhivistka,
botanicarka, pilotka in kemik. Njihovi priimki so Amon, Bozi¢, Petri¢ in Ko-
tar, prihajajo pa iz Ajdovicine, Braslové, Petrinj in Kranja.

Za vsako velja, da so zagetnice njenega imena, priimka, domacega kraja in
poklica, ki si ga Zeli, vse razli¢ne.

Tista, ki Zeli postati kemik, ni bila e nikoli v Braslovéah; tista pa, ki Zeli
postati botanicarka, ni bila $e nikoli v Petrinjah. Petra, dekle iz Ajdovi¢ine in
bodoéa botaniéarka so tri dobre prijateljice.

Kaksne so poklicne zelje, kateri priimki in domaci kraji vsake od mladenk?

3. naloga — Dekleta tekmujejo

Pet deklet, A, B, C, D in E je sodelovalo na tekmovanju, kjer med rezultati
ni bilo delitve mest. Vsaka je bila seznanjena samo s svojo uvrstitvijo, B pa je
poznala e uvrstitev D. Po kon&anem tekmovanju sta A in B dejali:

A: Nisem bila druga.

B: Bila sem za dve mesti boljsa kot D.

C je slidala ti pripombi, vendar je vedela, da ena od obeh deklet vedno laze,
druga pa vedno govori resnico. Po kratkem premisleku je C logiéno izpeljala
vrstni red vseh petih.

Povejmo $e, da C ni bila peta. Zdaj pa lahko sami dolo¢ite vrstni red
deklet.

Nezka Mramor—Kosta
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Zimski popoldnevi in veceri so lahko
tudi dolgoéasni — ampak ne ob
prebiranju Preseka. Tako nam vsaj
piSeta Z. Devide iz Zagreba in B.
Planinsek iz Mezice, ki nam je poslal
tudi svoja razmisljanja o razstavljanju
razlike kvadratov.

Radi tudi reSujete krizanke.
Vendar vas prosimo, da nam resitev
ne posiljajte, saj krizanke niso
nagradne. Lahko pa prispevate
kak3no svojo, kot sta naredili Slavka
in Tanja Mencin iz Grosuplja. Ste-
vilska krizanka je primerna za nizje
razrede osnovne Sole, se pravi za vase
mlajse brate in sestre. Mogoce pa
bi se tudi vi preizkusili — a brez
kalkulatorja in svinénika!

Navpiéno:

5447 . 945

3916 : x =89

4589 — x = 4210

x .68 = 2992

315 . 16341

x .56 = 3043320
478 + 14538 + 39329
12. 891 :99

13. 1/3 od 27

15. x .27 = 26271

O B o B =

~J

PISMA BRALCEV

Vodoravno:

1. 2547 + 19642 + 32156
6. x :419= 12285

8. 4268 : 97

9. x .46 +68 =482
10. 1/3 od 132
11. 21224 : 56
13. x:139+7=14
14. 2/6 od 132
15. 19845 : 49 : 45
16. 12403 — 12359
17. 2095 .27 .91
18. x : 15+ 2623 = 6246

: 3 & 5 A

6 7
8 AQ A‘I]
1 12 A?S

W% A'ls A‘ls
17

A

18

A

Tina Barbi¢ je s svojim pismom, ki smo ga objavili v drugi 3tevilki Preseka,
vzpodbudila kar nekaj matematikov. Tako lahko preberete o tem ¢lanek Marije
Vencelj — Newtonova naloga. Objavljamo pa tudi pismo avtorja uébenika, v

katerem je Tina nasla napako.
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Draga Tina Barbic!
Prisréna hvala za odkrito napako v MATEMATIKI ZA 6. RAZRED OS,

pa tudi za lepo samostojno resitev v Preseku 2 (1988) str. 95. Predlagam na
videz podobno (morda laZjo?) nalogo:

Kako naj razporedimo sedem toc¢k po sedmih premicah, tako da bodo na
vsaki premici

— natanko tri to¢ke?

— natanko tri od teh sedmih to¢k?
V imenu avtorjev Te lepo pozdravijam.

Ivan Pucelj

3. POLETNA SOLA INTERTRADE — IBM

Koncem septembra je na Fakulteti za elektrotehniko potekala 3. poletna $ola,
ki se jo je udelezilo 11 $tudentov racunalniStva in 2 3tudenta matematike.

Prva dva dneva smo obravnavali Mikroprolog na PC—jih, en dan vodenje
robotskih modelov z ZX—Spectrumom, &etrti dan pa smo obiskali Intertradev
Solski center v Radovljici, kjer smo imeli predavanja in vaje iz CSP—ja, jezika
Cetrte generacije.

Vsak udeleZzenec je prejel za spomin knjigo M. Gardnerja: AHA! PA TE
IMAM. Solanje je ob organizaciji Druitva matematikov, fizikov in astronomov
SR Slovenije finanéno omogocilo podjetje Inetrtrade, TOZD Zastopstva IBM.

lzidor Hafner

e e e e e ———— —— ———

JE RES 7 =87 (P XVI1/1,str. 60)

Najbrz se mu je zdelo bolj urejeno, pa je namesto "... simetralo kota ACB”*
zapisal "... simetralo kota ABC".

Damjan Kobal

ZODIAK (P XV/6, str. 335 in str. 347)

Namesto 30 bi moralo pisati 31.
Boris Lavri¢
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RAZISKOVALNI DNEVI 1Z MATEMATIKE

Drustvo matematikov, fizikov in astronomov SR Slovenije je organiziralo Razi-
skovalne dneve iz matematike in fizike za srednjeSolce z namenom, da pritegne
udence, ki so se posebno izkazali na matematiénih in fizikalnih tekmovanjih,
in jih vzpodbudili k slasti in naporom raziskovalnega dela. Prvo vzpodbudo je
dal prof. dr. Ivan Vidav, ki je velikoduino poklonil del svoje Zagarjeve nagrade
in izrazil zeljo, da DruStvo matematikov, fizikov in astronomov "kaj dobrega
naredi”’. Ob dodatni finanéni pomoé¢i nekaterih delovnih organizacij je bil
organiziran fizikalni program v ¢asu od 20. do 25. junija 1988 in matemati¢ni
program v &asu od 5. do 9. julija 1988.

Kljub temu, da je bil matemati¢ni del Raziskovalnih dni v poéitniskem &a-

su, so se povabljeni tekmovalci Stevilno odzvali. 1z razliénih krajev Slovenije
so prisli: Andrej Bauer, Janez Brest, Jaka Cimpri¢, Timotej E¢imovi¢, Roman
Flegar, Marjan Jerman, Alenka Kavkler, Jana Kotar, Tatjana Ozbi&, Srecko
Podlesnik, Primoz Svetek in Marko Zerdin. V dopoldanskem &asu so poslugali
predavanja iz nakljuénosti, diofantskih enaéb, geometrije in Sturmovih zapo-
redij v zvezi z raCunanjem realnih ni¢el danega polinoma z raéunalnikom. Pre-
davali so profesorji oddelka za matematiko Vladimir Batagelj, Edvard Kramar,
Boris Lavri¢ in Andrej Kmet. Le-ti so tudi pripravili naloge s teh podro¢ij, ki so
jih dijaki redevali v popoldanskem &asu ob pomogi asistentov Mirana Cerneta,
Matije Lokarja, Pavla Sakside in Petra Semrla ter $tudentov Romana Drnovika
in Francija Rozmana. Ob koncu raziskovalnih dni so udelezenci Raziskovalnih
dni skupaj s svojimi kolegi fiziki pripravili bilten, ki ga je izdalo Dru§tvo mate-
matikov, fizikov in astronomov.
Trdno smo prepric¢ani, da bodo tak3ni Raziskovalni dnevi postali tradicionalni.
Poleg najuspesnejsih tekmovalcev bi radi pritegnili tudi dijake, ki bi se posebej
izkazali pri izdelavi raziskovalnih nalog za srednjeolce. Ti bi s predavanji o
opravljenem delu prav gotovo popestrili Raziskovalne dneve.

Na koncu tega kratkega poroéila nam ostane, da se zahvalimo vsem, ki so
finanéno omogod&ili Raziskovalne dneve in vsem, ki so sodelovali pri njihovi
izvedbi. Hvala tudi dijakom, ki so s svojim navduSenjem ta trud opraviéili.
Na svidenje prihodnje leto!

Peter Sernrl

LONEC

Na hrastovi mizi (83,5 cm x 147,3 cm) je papirnat prti¢ek (27,1 cm x 20,9 cm),
na katerega Zeli§ postavili bakren lonec (v = 87,7 cm, r = 14,2 cm) tako, da se
lonec nikjer ne dotika vrhnje ravne ploskve mize. Kako ti to lahko uspe?
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"Vemo,

pomagali?

B0l L it (
Smer{zasrednjsiolce] . isesns LEes e ST _
Spol (obkrozi) M Z Razred . ...
Katero interesno dejavnost obiskujegali

a. novice e.
b.* tekmovanja % f.
c. nalogg g.
d. fizika # h.g
2. Katerih prﬂevkov te
na*\ra, jih na krﬁiko §

: — astronomija — racéunalnistvo
5. Ste kda| v tem Solskem letu uporabljali Presek (obkroZi)
a. pripouku DA NE b. priinteresni de;a\rntl DA NE
6. Katere naloge najraje redujes? (lzberi najveé tri.)
a. stekmovanjiz racunalniS$tva g. zarazvedrilo 4
b. nagradne h. ob koncu fizikalRIR ¢
c. ob koncu ¢élankov iz i. stekmovanj iz lod ke
astronomije
d. z matematicnih tekmovanj j. ob koncu élankov iz
e. s fizikalnih tekmovanj racunalnistva
f. sestavljene posebej za ob koncu matematié
£azliéne razrede nobenih
I anketa kratka :




Spostovani uéitelji, poverjeniki za Presek! ]

|
V Preseku objavijamo anke'go.-za-mféd'e‘iar‘é-lce etjo, da bi_dobili vzpodbudel

in ideje za 3e boljio ruij. Tudi vase mnenje b
vas, da s sodelovanjem kolegov na 3oli izpolnite
posljite skupaj z odgovori u¢encev najkasneje d

Dusica Bnbenl

|

Anketa je anonimna, a vseeno bi vas prosili za nekaj p I
- Kraj i 8t. naroé. . . . . |
Predmeti, ki jih pouéujete (obkrozite): ' }

a. matematika c. fizika
b. raéunalniitvo

1. I(aterl

e 3 o ddeivratr

seg (obkrozite vec‘. ali manj):
manl c.—acunalni§tvo

ternati ka ;_;




RAZVRSCANJE STEVIL — Resitev s str. 280

1. Z a,, a,, ..., ag oznagimo iskana 3tevila (slika 1). Stevila a,, a4, 96, 35,
so vsako le v enem od trikotnikov, medtem ko so 3tevila a;, a3, @s in a,
vsako v dveh trikotnikih in kvadratu, Ce z S oznaéimo vsoto 3tevil v vsakem
izmed trikotnikov in v kvadratu, lahko zapiSemo
a, +a, +ag +ag +3la; +a; tas +a,) =58
In Se
2(a; +a; +as +a;) =565 —(a; +a, +a; tas +as tag +ta, +ag) =
=55—-36

Ker je a, +a; +as +a, =S, dobimo, da je 25 =55 — 36 in S = 12. Sedaj ne
bo tezko poiskati reSitve. Eno izmed reSitev najdemo na sliki 2, bralca pa
vabimo, da razmisli, kako z “vrtenjem’ in ""zrcaljenjem” iz omenjene refitve
dobimo vse ostale.

/N /N,
T ey o [

Gg a, 5 7

L I P W

1

Slika 1 \02/ Slika 2 8

2. Naj bo S vsota 3tevil na vsaki
izmed ploskev oktaedra. Ker je vsako
oglis¢e oktaedra hkrati ogliice 3tirih
stranskih ploskev, velja

8S =4la, +a, +ta; tag +as +ag).
Ce je k najmanjse izmed $tevil a,,
a,, ..., ¢, lahko zapiSemo

28 = (k + (k+1) + (k+2) + (k+3) +
+ (k+4) + (k+5)) =6k + 15

To pa ni mogoce, ker je 25 sodo,
6k + 15 pa liho $tevilo.

Oragoljub M. Milosevi¢, prevedel Damjfan Kobal 297



RESITVE NALOG

MATEMATICNI KROZEK — Reiitve s str. 257

1. Ozna¢imo manjkajoco cifro na levi z x, na desni pa z y. Zapisano 3tevilo
je deljivo z 9 in z 11. Po kriteriju za deljivost z 9 velja9 | x + y + 2, kri-
terij deljivosti z 11 pa nam da 11 | x — y + 8. Odtod brz dobimo reditev
x=8,y=2,

2. Poglejmo na sliko in upostevaj-

)?B
A

mo, da sta oznacena pravokotna A P
trikotnika podobna. Tako do- QU / e
bimo x : y =a : b in p.o_loiaja r:.-:‘:’>\ / :
toék X in Y na robu biljardne :

mize. Podobno dologimo toé&ki s /\\//\ :
U in V. lz slike razberemo i Y G

enakosti
B3—-u):1=u:v=1:(2-v),
ki ju pretvorimo v

uvu=3v—uv

v=2u—uv

in nato odstejemo. Dobljeno
enakost 3u = 4v vstavimo v eno
od prejinjih enakosti, ki jo nato
resimo. Resitev je tedaj u=5/3,
v=5/4,

Nalogo lahko reSujemo tudi s po-
modcjo zrcaljenj preko roba (ro-
bov) biljardne mize.

A

v V 2-v

3. Kratek premislek nam pove, da bo naloga reSena, ¢e dokazemo veljavnost
naslednje lastnosti: Trikotnik, ki veze dve oglis&i osnovne ploskve pravil-
nega Cetverca z razpolovis¢em viSine nanjo, je enakokrak in pravokoten.

Za dokaz bosta zadostovala pogled na sliko ter Pitagorov izrek in njegov
obrat.
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Boris Lavri¢

LONEC — Resitevs str. 294

TEZKA LAHKA NALOGA

Ali zna$ brez svinénika in papirja odgovoriti na vprasanje, kdaj bo mati dvakrat
toliko stara kot h¢i?

Ciril Velkovrh
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TEKMOVANJE ZAMEJSKIH SLOVENCEV 1Z LOGIKE —
Resitve s str. 290

1. kategorija

1. Ker je bil Ferdo hitrej§i kot Dane in poéasnejsi od Borisa, je moral biti
¢etrti, Dane pa peti. Andrej je drugi, zmagal pa je Cene.

2. Vsaj ena od izjav (1) in (4) mora biti resni¢na, saj Feliks in Tone nista
oba mili¢nika. Recimo, da je resniéna izjava (1), vse ostale pa so napacne.
Potem bi bil Feliks hkrati $ofer in miliénik, to pa ni mogocde. Resni¢na
je torej izjava (4). Tone je miliénik, Feliks Sofer, Cene pa gasilec.

3. Nalogo najlaZe re§imo s tremi tabelami. Z znakom V bomo oznaéili kombi-
nacijo, ki velja, z znakom X pa kombinacijo, ki ne velja. Indeks pa oznadu-
je korak, na katerem smo znak vnesli v tabelo. Indeks O imajo vsi tisti
znaki, ki jih lahko vnesemo neposredno iz podatkov.

strojevodja trgovec Cuvaj Sofer

Jaklié X0 V4 X0
Breznik X0 V6
Sovinc V5 X0
Ribnikar V7
rdeca modra ¢&rna zelena
Jakli¢ X0 V4 X0
Breznik V6
Sovinc V5 X0 X0
Ribnikar V7
rdeca modra ¢rna zelena
strojevodja Vi
trgovec Vo
cuvaj V2 X0 X0
Sofer X0 V3 X0

Iz izpolnjenih tabel preberemo, da je Jakli¢ ¢uvaj v modri srajci, Breznik je
Sofer s érno srajco, Sovinc trgovec z rdeco srajco, Ribnikar pa strojevodja v
zeleni srajci.
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2. kategorija

1.

Janez zagotovo ni Pavlin moZ, saj je napovedal, da bo njen moz Ales.
Njegova napoved je torej nepravilna in tudi Ales ni Pavlin moz. Tudi nje-
gova napoved je nepravilna, torej se je Drago porocil z Evo, Pavlin moz je
lahko edino Gregor, ki je pravilno napovedal, da se Janez ne bo poroéil s
Karlo. Janezu je ostala Rezka, Karla pa se je porogila z Ale$em. Drago ni-
ma veliko otrok.
lz zadnjih dveh podatkov sklepamo, da bodoé&a botani&arka ni niti iz
Ajdovic¢ine niti iz Braslové, torej mora biti iz Kranja. Petra ni bodoéa bo-
tanicarka, pa tudi iz Ajdovi&ine ni, torej mora biti iz Braslové. Petra torej
tudi kemik ne bo, Zeli si postati arhivistka. Njen priimek je Kotar. Ostalih
kombinacij ni veé tezko doloéiti:

Alenka Petri¢ je iz Kranja, zanima pa jo botanika.

Biserka Amon je iz Petrinj in Zeli postati kemik.

Katra Bozi¢ iz Ajdovicine pa misli, da bo pilotka.
Kako je lahko C izpeljala vrstni red?
Recimo, da A govori resnico, B pa laze. V tem primeru hitro preverimo,
da C nikakor ne more izpeljati vrstnega reda, ker pa¢ nima dovolj po-
datkov.
Ce A laze in B govori resnico, je A druga, tretje mesto pa ima B ali pa D.
C bi lahko bila prva ali ¢etrta, vendar lahko ugotovi, kako sta se uvrstili B
in D samo, ¢e je prva. Vrstni red je torej tale: C, A, B, E, D.

Nezka Mramor—Kosta

ZABOJ STEKLENIC RADENSKE

Zaboj steklenic, ki ga nesemo v eni
roki, lahko drzimo za krajso (A) ali
za daljSo stranico (B). Kdaj je manjsa
nevarnost (e sploh je), da iz zaboja
pade kaka steklenico?

Ciril Velkovrh

301



NASVETI ZA RESEVANJE NALOG S STR. 274

-

&

Imamo r=p/s =ab/la + b + ¢) = (u? — v*) 2uv/(2u? + 2uv) = viu — v).
Ce upostevas zveze (1a), sledi xyz = 2uv(u — v)(u + v)(u? + v?). Prepricaj
se, da je za primitivno trojico v (1a) eno od §tevil u, v liho, eno sodo. Torej
Ze imamo v xyz faktor 4. V naslednjem koraku ugotovi, da je od 3tevil u, v,
u — v in u + v vsaj eno deljivo s 3, in podobno od $tevilu, v,u—v,u+v
in u* + v? vsaj eno deljivo s 5 (lahko si pomagas z ostanki po deljenju s 3
oziroma s 5).

Najprej se spomnimo, da sime- B

trala deli nasprotno stranico v
razmerju n : m =c :a (&e je kdo
na to pozabil, ali 3e ne ve, to hi-
tro dokaze, ¢e skozi C potegne
vzporednico k simetrali, podaljsa
stranico AB do preseéi§¢a s to
vzporednico in prouéi nastalo
situacijo). |z zveze m + n = b
izrazimo najprej m = ab/la + c¢)

in nazadnje s =+/a% + m? =a/(a+c).\/(a+c)? +b?. Uporabi zveze (1a)

pomnozene s skupnim faktorjem a = t(u? — v?), b = t.2uv, ¢ = t(u® + v?)
in jih vstavi v zgornji izraz s = t(u* — v?) \/u? + v2 /u. Najbolje je izbrati
t =u, u in v pa tako, da je u? + v* popoln kvadrat, torej prva dva &lena
nove pitagorejske trojice. Za u = 4, v = 3 dobi§ na primer a = 28, b = 96,
c=100ins=35.

Upostevaj v, =p/2a, i - p/2binv,=p/2cin zahtevov +v, = v,

Iz izpeljave enacbe (3) vemo,daje 1/a +1/b= 1/3‘:. Bogato mnozico ce-
lostevilskih reitev najdemo v (3a): @ = ulu + v), b = viu +¥), s, = uv,
u, v € N. Tudi ¢ mora biti celostevilski in skupaj z 2 in b zado$¢a enacbi
(6): ¢* =a* +ab + b* = (u+v)*(u® +uv+v?). Popoln kvadrat dobimo,
&e bo u? + uv + v* = r?, torej (u, v, r) nova trojica iz (6). Zato izberemo
(glej (6a)) v = w2 — vy 2, v=2uyv; +v,2, Uy, vy EN,u; >v,.Zanaj-
manjsi taki vrednosti dobimo za iskano éetvorko (a, b, c, sc} =(24, 40, 56,
15).

V obrazcih (6a) postaviv=1,potem y=2u+1,u €IN,

Ker so x, y in z paroma tuji, iz enaébe x* + xy + y* = 2% sledi, da je z lih.
Vzemi na primer, da je x = 2k, k € IN, potem sta ostali dve 3tevili lihi,
torej pis§imoy =2i+1,z=2j+ 1. |z zgornje enacbe potem sledi

x (x +y) =2% — y?* oziroma 2k(2k + 2/ + 1) =44 (j+ 1)—/ (i + 1)). Ker
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je od dveh zaporednih naravnih 3tevil eno vedno sodo, je na desni veckrat-
nik od 8, zato mora biti k deljiv s 4 oziroma x veckratnik od 8. Ostalo
premisli sam.

Edvard Kramar

ZABOJ STEKLENIC RADENSKE
— Resitevs str. 301

]
V prijemali$¢u je os vrtenja, okrog katere se zavrti zaboj za toliko, da je tezisce
zaboja (T) toéno pod prijemalii¢em (glej sliko). V drugem primeru je kot, za
katerega so steklenice nagnjene proti vodoravnici, manjsi. Zaboj steklenic mo-
ramo drZati za daljSo stranico.

Ciril Velkovrh
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PREMISLI IN RESI — Resitev iz P—XVI/1

Dobili smo le Sest odgovorov, najbrz je bila kriva nasa netoéna formulacija
vpradanja — zapisati bi bili morali, da sta ulomek in njegova obratna vrednost
Cisto periodiéna. Zato je tudi nekaj bralcev drugage razumelo vprasanje. Pisali
so nam: Janez CeSarek iz Ribnice na Dolenjskem, Damijan Dolinar iz Komen-
de, Borut Gornik iz Sentjerneje, Milan Kambié z Jesenic, Bojan Ramsak iz
‘Ljubljane, Bogdan Tertinek iz Limbusa.

IzZzrebali smo Janeza in Milana in jima poslali knjigo M. Gardner: Pa te
imam iz Drzavne zaloZbe Slovenije.

Objavljamo Milanovo reditev.

Danim pogojem ustreza ulomek 13/7. Ostali ulomki s podobnimi lastno-
stmi imajo vsoto Stevca in imenovalca veéjo od 20. (npr. ulomek 21/13), Pri
reSevanju naloge sem si pomagal z radunanikov ZX Spectrum.

Peter Petek

SKANDINAVSKA KRIZANKA — Resitev iz P—4

vinlal | |klr|li]|z]a|n|k|A
e i S e Y
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GLADKA NAGRADNA NALOGA - Resiteviz P1

Prejeli smo le eno reSitev naloge o gladkih valjih, ki pa je skrbno izdelana in
pravilna. Poslala jo je Vladimira HARTMANNSGRUBER iz Novega mesta,
ki je za nagrado prejela knjigo iz zbirke Sigma, J. Grasselli, Diofantske enacbe.

Njeno resitev smo priredili in se tako izognili uporabi kotnih funkcij.

Oznaéimo z R polmer spodnjega valja in z m njegovo maso, z r pa polmer
valja, ki lezi na prvem. Naloga pove, da je poterr_:rﬁ‘ = kr, masa gornig'ga \.falj_a>
pa je zato enaka m’ = m/k*. Njegovo tezo m’g uravnoveiata sili Ny in N,
(glej sliko).

- -
Vodoravno komponento silgﬁzprismva iskana sila F, ki je zaradi ravnovesja
(Newtonov zakon) enaka — NV, .

S pomoéjo podobnosti in Pitagorovega izreka dobimo enakosti

E = R—r k—1

m9 (R —(R-n?  2vk

iz katerih izpeljemo velikost iskane sile

pok=1,. _ k—1__
2 Vk 2 k* vk

S pomocjo odvoda lahko ugotovimo, da je potrebna sila F najveéja pri
razmerju kK =5/3.

Boris Lavrié
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I1ZBIRNO TEKMOVANJE 1Z LOGIKE — Resitve nalog iz P—4

7. razred

1

Belka je rjava. Crnka je bela. Rjavka je érna.

2. Resitev A: Imena deklet oznaéimo z zaéetnimi ¢rkami: A, B,C, D, E, Fin
G. Te ¢rke nam naj pomenijo tudi Ze ustrezni prosti dan. |z pogovora
razberemo samo vrstni red prostih dni:

cC A
E — D
B - —-— G
— — = F = =~ (Fjecgetrtek)
(Predstavljamo si, da sledijo mesta "v krogu”, da torej B — — G lahko

razpade na konec in zaéetek tedna.)

Izhajamo iz pogoja, da je Fridin prosti dan na sredi med Betkinim in
Cvetkinim. Poglejmo moZnosti glede na razmik med temi dnevi. Po vrstico
nana3ajmo posledice zgornjih pogojevza C, A, E, D, B in G:

. a)
b)
. a)
b)
. a)

b)

E

c
G
B

B

c

D

F

Mm@ MET

F

c

B

G

A

B

c

—(protislovje zaradi C A in B — — G).
G
- (protislovje zaradi C A).

C (protislovje zaradi B — — G).

o

(protislovje zaradi B — — G).

(protislovje zaradi B — — G).

A

Prosti dnevi deklet so takole razporejeni: pon — Eva, tor — Betka, sre —
Ditka, éet - Frida, pet — Giza, sob — Cvetka, ned — Ana.

Resitev B (pri sedmosolcih malo verjetna): Pogoje iz naloge prepisemo v
enacbe, pri éemer dobijo dnevi tedna ustrezne $tevilke: pon = 1, tor = 2,
sre = 3, et = 4, pet = 5, sob =6, ned = 7. Anin prosti dan oznac¢imo z A,
Betkin z B, Cvetkin z C, Ditkin z D, Evin z E, Fridin z F in Gizelin z G.
Raéunamo seveda z ostanki pri deljenju s 7 (na primer 2 + 6 = 8 = 1),
Ustrezne enacbe so:
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I. A=C+1

Il. D=(E—1)+3=E+2 U D=E+2

1N, B=G—-3 U G=B+3

IV.a) B=F+a, C=F-—a

b) B=F—a, C=F+a pricemerjea<3

V. F=4
Izhajamo iz F = 4 in preverimo mozZnosti za a v IV, Ovrzemo a=1,a=3
in moznost IV, a) za a = 2 (dobimo enako vrednost za razlicni dekleti ali
pa ne zadostimo pogoju D = E + 2), tako da dobimo reSitev: F=4,B =2,
C=6,G=5,A=7,D=3inE=1,
Prosti dnevi deklet so: Ana — ned, Betka — tor, Cvetka — sob, Ditka — sre,
Eva — pon, Frida — cet in Gizela — pet.
Danica ima modro, Ziva rdeco, Beba zeleno in Vesna belo majico.

8. razred

A je modra, B je rdeca in C bela.

Sa$ ni logik, saj ne bi napaéno trdil, da je nagrado iz logike dobil nekdo
drug. Je Sa$ lahko matematik? Potem je njegova izjava pravilna — Robert
je logik in Robert lahko govori resnico: Borut je dobil nagrado iz fran-
coscine. Borut se torej ne moti, ko trdi, da je lgor dobil nagrado iz angle-
§¢ine. Vendar pa je za lgorja po vsem prej$njem ostala le nagrada iz angle-
§¢ine, kar pa je protislovje. Sas torej ni matematik. Igor ima tako prav,
torej je logik ali matematik. Toda potem se moti Borut in je, tako kot
Sas, dobil nagrado iz angles¢ine ali franco$cine. Za drugega resnicoljuba
velja le Robert, od njega pa izvemo, da je Borut dobil nagrado iz francoici-
ne. Za Sasa torej ostane angle$¢ina. Ker se Sa§ moti, Robert ni dobil nagra-
de iz logike, pa¢ pa iz matematike. Za lgorja ostane tako nagrada iz logike.
Prepi§imo izjave treh fantov v preglednejSo simboli¢no obliko:

B: B D
D: B §
S: 8 B

Oglejmo si izjave D in S: vidimo, da sta njuni mnenji komplementarni —
kar trdi eden, drugi zanika in obratno. To kaZe na to, da nihce od njiju ni
“mesanec”. Ce je npr. prva izjava D4a lazna in druga resniéna, je prva
izjava S-ja resni¢na in druga lazna — S je tudi "‘meSanec"’, kar pa nasprotuje
pogojem naloge. Enako bi lahko sklepali pri drugaéni razvrstitvi lazi in
resnic. Medanec je torej B.

Je lahko D resnicoljub in sta obe njegovi izjavi pravilni: B je nedolzen in S
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1. le

a)

b)

c)

308

tat? S tem pa bi bili pravilni obe Borutovi izjavi, kar pa nasprotuje temu,
da je Borut medanec. D torej ne more biti resnicoljub, torej je D laznivec.
S pa je resnicoljub. Poglejmo, ¢e se te posledice ujemajo z izjavami: D res
obakrat laZe, S res obakrat govori resnico, B pa se je v prvem stavku zlagal,
v drugem pa govori resnico. Iz Simonovih izjav tudi izvemo za tatu — tat je
"mesanec’ Borut.

tnik

Za nadev je Ana uporabila orehe, s ¢imer je ustregla le Roku.
Nesposobni je Purk, Nezazeleni je Sork in govori v tem stavku resnico,
Nesrecni pa je Vark.
Poglejmo najprej, koliko izjav je sploh lahko dalo dekle, ki je pomivalo.
Iz Il. vidimo, da je dalo najmanj eno; torej eno, dve ali pa vse tri. Druge
izjave so zaradi |11. lazne.
Vseh treh ni dala, ker bi se v tem primeru vsaj ena izjava nanasala na njo
samo, kar pa nam prepoveduje |.
Ali je lahko dala natanko eno izjavo, edino resni¢no? Preglejmo moZznosti
in posledice glede na resni¢no izjavo v napol simbolizirani obliki, da ne bo
toliko pisanja:
R1: 1. A ni pomagala.

2. B je kuhala.

3. C je pomivala.
1z 2. in 3. dobimo, da je A pomagala, 1. je lazna. Protislovje.

1. A je pomagala.
R2: 2. B ni kuhala.
3. Cje pomivala.
Iz 1.in 3.dobimo, da je B kuhala, 2. je lazna. Protislovje.

1. A je pomagala.

2. B je kuhala.
R3:3. C nipomivala.
Iz 1.in 2. sledi, da je C pomivala, 3. je laZna. Protislovje.
To pa so vse moznosti, ki so prisle v po§tev pri natanko eni pravilni izjavi.
Dekle, ki je pomivalo, je torej dalo natanko dve izjavi (ki sta zaradi |1l. obe
resniéni). Nanasati se morata (zaradi |.) na kuharico in njeno pomoénico,
tretja izjava pa je lazna. Preglejmo mozZnosti glede na lazno izjavo:

L1: 1. Ana je pomagala.
2. B ni kuhala.
3. C ni pomivala.



1z 1., 2. in 3. sledi, da je B pomivala in C kuhala. Pomivalka B govori o
sebi. Protislovje.

1. Ana ni pomagala.
L2: 2. B je kuhala.

3. C nipomivala.
1z 1., 2. in 3 sledi, da je A pomivala in C pomagala. A govori o sebi.
Protislovje.

1. A ni pomagala.

2. B nikuhala.
L3: 3. C je pomivala.
To pa je moznost, ki nam daje reSitev, saj se ujema z vsemi predpostavka-
mi: A je kuhala, B je pomagala, C pa pomivala. Tega dne je kuhala (in
prevec solila) Ana.

2. letnik

1a.

1b.

Beli premakne lovca na aB, edina poteza ¢rnega je premik kmeta na h4. Be-

li premakne kmeta na b7 in omogo¢i edino potezo &rnega: kralj h7 — h8,

Nato beli kmet promovira v damo ali lovca in hkrati odkrije 3ah.

Peter igra kitaro in laze, Jaka igra saksofon in govori resnico, Miha pa igra

trobento in laZe.

Iz (4) vidimo, da je “obratovalnih dni" najvec pet. 1z (1), (2) in (3) sledi:

trgovina dela vsak dan od teh petih, posta $tirikrat, in tako ostane za knji-

Znico samo en dan (to pa je ravno "Ferdov dan"), saj bi sicer kr3ili (1). Ta-

ko imamo Ze kar oprijemljivo resnico:

I.  KnjiZnica je odprta samo na dan, ko je posta zaprta, pa ta dan ni sreda
ali nedelja.

Il. Iz (3) in (4) tudi vidimo, da je trgovina zaprta samo ob sredah in
nedeljah.

Te ugotovitve zdaj uporabimo v (5) in (6) in ugotovimo, o katerih treh za-

porednih dneh govori (5) in o katerih govori (6). Obe to¢ki nam morata

dati isti rezultat za knjiznico. Pomagajmo si s tabelama; izhajamo iz Il.

(5) 1 2 3
zaprta zaprta zaprta
posta knjiznica trgovina
ponedeljek torek sreda
petek sobota nedelja

Ugotovitev v |. nam da moZna dneva, ko je odprta knjiZnica: ponedeljek ali
petek.
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(6) 1 2 3

zaprta zaprta zaprta
knjiznica trgovina posta
torek sreda cetrtek
sobota nedelja ponedeljek

Spet sklepamo s pomocjo 1., da je knjiznica odprta v Getrtek ali ponede-
ljek. 1z (5) in (6) moramo dobiti isto resitev — to pa je presek obeh resitev,
torej ponedeljek.

Ferdo je bil v Zabji vasi v ponedeljek.

Dare, Matic in Tomaz imajo ¢rne kape (in laZejo), Primoz in Andrej pa
imata beli kapi (in govorita resnico).

3. letnik

1.
24

a)

b)

cl)

c2)
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Resnicna je Daretova trditev. Prepir poteka na nedeljo.

Resitev prikazimo v lahko razumljivi shematizirani obliki, zahteve iz a),
b), c) pa prevedimo v jezik (1), (2) in (3).

Star veé kot 70, ni élan Bimbom, ni &lan Namnum.

\

1z (1) sledi, da je brezzob.
\
1z (2) sledi, da je ¢lan Bimbom.

Protislovje. V primeru, ko predpostavimo, da je ¢lan Namnum, nikjer
ne zadenemo v protislovje, saj nobena od predpostavk za élanstvo Bim-
bom ne vkljuéuje "ve& kot 70 in je ¢lan Namnum'’ hkrati.
Ni star ve¢ kot 70, ni brezzob, ni élan Bimbom, je élan Namnum.

/
1z (3) sledi, da je ¢lan Bimbom.
Spet smo zadli v protislovije. MoZnost, da ni ¢lan Namnum, nas ne za-
pelje v protisiovje, saj se nec¢lanstvo v Namnum pojavlja samo v 2), in
sicer skupaj z “'je brezzob”, s tem pa v b) nimamo opravka.
Ni star ve¢ kot 70 let, je brezzob, je ¢lan Bimbom, je ¢lan Namnum.

b
Iz (3) sledi, da je élan Bimbom, pa karkoli je Ze z njegovimi zobmi.
Ni star ve¢ kot 70, je brezzob, je ¢lan Bimbom, ni ¢&lan Namnum,
«

Iz (3) sledi ¢lanstvo v Bimbam, pa kolikor let Zze ima.

V tem primeru torej o ¢lanstvu Namnum ne moremo reci ni¢ dolo¢enega.



Ce nekdo izpolnjuje pogoje iz a), je ¢lan kluba Namnum; é&e izpolnjuje
tiste iz b), ni élan kluba Namnum, v primeru pogojev iz c) pa je mozno
oboje: ali je élan kluba Namnum ali pa ne.

Prepi§imo trditve v bolj pregleden jezik — jezik enacb in obnje zapi§imo
tudi najbolj ogitne posledice: 31 <A,B,C <43

A: B=A+3
C=A-4

B: A =6k; zaradi omejitev je A ali 36 ali 42
C>A

C: C=A+1

A = 7k; zaradi omejitev je A ali 35 ali 42.

Nekaj vidimo takoj: A ni najstarejsi, saj ne bi lagal in govoril, da je B sta-
rej§i od njega. Zato se je A vsaj enkrat zlagal. Ker je najstarejSi oziroma
resnicoljubnez B ali C, vemo: A je 35, 36 ali pa 42.

Denimo, da je najstarejsi C in je torej obakrat govoril resnico, vendar ima-

mo zaradi neznane starosti A dve moznosti:

a) A=35, C=36

b) A=42, C=43

Poglejmo, da nas obe peljeta v protislovje.

a) A =35, C = 36. Druga izjava B-ja (C > A) je tako resni¢na, prva pa
ne, gre torej za srednjega po starosti, kar pa nam preprecuje premaj-
hen razmik med starostima A in C. Protislovje.

b) A =42, C=43. Poti v protislovje sta kar dve: ali zgornji premislek ali
pa dejstvo, da sta v tem primeru kar obe B-jevi izjavi resniéni.

Torej C ni najstarejSi. Najstarejsi je B in obakrat govori resnico; A je 36

ali 42. Vidimo, da A ni 42, saj bi potem dobiliizC > A le3e C=43,B

kot najstarejSi pa pade izven predpisanih omejitev za starost.

A je torej 36: C je od njega stareji (C > A) in torej srednji po starosti:

enkrat laZe in enkrat govori resnico. Ker A ni veékratnik $tevilke 7, je to-

rej pravilna C-jeva prva trditev: C = A + 1 = 37, C je 37. In kaj lahko re-
¢emo za B? |z dejstva, da A kot najmlaj$i obakrat laZe, izvemo samo 3e

B <> A + 3 = 39, torej je B-jeva starost lahko 38, 40, 41, 42 ali 43 let,

kaj ve¢ pa ne moremo reci.

Alfred je najmlajsi in ima 36 let, Ciril je s 37 leti srednji po starosti, za

Bogdana pa vemo le to, da je najstarej$i in da je njegova starost 38, 40,

41,42 ali pa 43 let.

prev. in prir. Marta Zabret
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NEWTONOVA NALOGA

V letosnji 2. Stevilki Preseka osnovnoSolka Tina v pismih bralcev opozarja na
napako v rezultatu 356. naloge matematiénega ucbenika za Sesti razred. Na
vpradanje: kako naj zasadimo devet dreves vzdolz devetih premic tako, da
bodo na vsaki premici natanko tri drevesa, ponuja knjiga reSitev z desetimi
premicami.

V knjigi torej napaka res je, toda ne v rezultatu, ampak v vprasanju. Isaac
Newton je namreé zastavil takole nalogo: Kako naj zasadimo 9 dreves vzdolZ
desetih premic tako, da bodo na vsaki premici natanko tri drevesa. Torej je bil
na delu tiskarski 3krat, ki je érko s spremenil v v. A kaj, ko se Skratje odraslim
(to pot avtorjem) tako radi skrijejo.

Ko se je ze ponudila prilika, si obe nalogi malo pozorneje oglejmo. Lazja
je tista z devetimi drevesi vzdolz devetih premic. Re$imo jo lahko na veliko zelo
raznolikih nacinov. Ena od resitev je npr. Tinina (slika 1), drugo dobimo, e v
reSitvi iz uébenika opustimo edino navpiéno premico (na sliki 2 je lega opusce-
ne premice értkana).

Slika 1 Slika 2

Resitvi sta tipi¢no razliéni. Na sliki 1 je poseben primer resitve s slike 3,
kjer je ABC poljuben trikotnik in 7 njegovo tezis¢e. Zaradi preglednosti so
namesto premic narisane le potrebne daljice. Pri tem ne spreglejmo, da teZiice
T ni "drevo” in da ni prav ni¢ pomembno, da je tam ravno tezi¢e. Enako do-
bro bi redili nalogo, e bi imeli namesto teZi§énic na primer viSine in namesto
tezi§€a viSinsko tocko. Poleg tega pa sploh ni potrebno, da se premice, ki po-
tekajo skozi oglis¢a in tocke na nasprotnih stranicah, sekajo v isti toéki.
Og¢itno to za resitev naloge ni potreben pogoj.

In Ze je tu sploina ideja: vzamemo poljuben trikotnik ABC, na vsaki od
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njegovih stranic izberemo poljubno toéko, razliéno od ogli§é, recimo A, B,,
C,, ter narisemo figuro, kot na sliki 4. Kar malo preveé preprosto, kajne?

C
é é .!' 81
A - B A

Slika 3

Toéke A,, B, C, si lahko izbe- Slika 5
remo tudi na podaljskih trikotniko-
vih stranic, da le leze na njihovih
nosilkah (slika 5).

Poglejmo sedaj reSitev na sliki 2.
Njeno posploditev daje izrek, ki mu
pravimo Pappus — Pascalov izrek
in se glasi:

A B8 Cq

Naj bosta p in q poljubni razli¢ni premici v ravnini. Nadalje naj bodo A,
B, C tri razlicne tocke premice p in A,, By, C, tri razlicne tocke premice q
(slika 6). Ce je L presecisée premic p(A, B,) in p(A;, B), M presecisce premic
plA, C,) in pfA,, C) ter N presecisce premic p(B, C,) in p(B,, C), potem so
tocke L, M, N kolinearne.

Slika 6




Na sliki 6 smo njihovo nosilko oznaéili z r. S slike je tudi razvidno, da smo
dobili precej splodno reitev naSe naloge. Na sliki 2 je le njen poseben
primer.

Pappus — Pascalov izrek velja tudi v primeru, &e sta vrstna reda tock A, B,
C na premici p in A, B,, C; na premici g druga¢na kot na sliki 6. Prav ni& ni
namre¢ pomembno, katera od danih treh toék na posamezni premici lezi med
drugima dvema. Tak drugacen primer je narisan na sliki 7.

Slika 7

lzreka ne bomo dokazovali. Lahko pa si za ilustracijo izreka in v njego-
vo potrditev sami nariSete $e nekaj primerov.

Poglejmo sedaj pravo Newtonovo nalogo: razporediti devet tock na deset
premic, natanko po tri na vsako. Ena od resitev je narisana v uébeniku za 6.
razred na strani 190 (ali na nasi sliki 2, ¢e dodamo tudi navpiéno értkano
premico).

Naloga je tezja od prejSnje in so jo najbrz avtorji uébenika zastavili bolj
za razvedrilo, za ""kviz"”, ker se pac da reSitev s strani 190 zaradi njene simetri-
je z malo sreCe uganiti.

Poglejmo, kako lahko nalogo re§imo z uporabo Pappus — Pascalovega
izreka. lzrek nam devet tock lepo razporeja na devet premic, po tri na vsako.
Newtonova naloga bo reSena, e bodo tri od teh devetih tock lezale vse Se na
neki dodatni premici. Poglejmo sliko 6! To¢ka L Zze ima skupne premice z
vsemi tockami, razen s C in C;, M z vsemi, razen z B in B, ter N z vsemi, z
iziemo A in A, . Ce na enak na&in premislimo e za ostale tocke, vidimo, da bo
naloga re$ena, e bo izpolnjen eden od naslednjih pogojev:
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ali LeplC,Cy)
ali MEpl(B,B,;)
ali NEp"‘A,All

Tak pogoj pa 3e zlahka ustvarimo. Kako, poglejmo kar ob konstrukciji
reSitve!

V ravnini izberimo poljubni razliéni premici p in g in poljubno to¢ko M,
ki ne lezi na nobeni od izbranih premic. Skozi M nari§imo tri razlicne premice,
od katerih naj vsaka seka tako p kot g. Oznaéimo preseci§ca kot na sliki 8.

Aq

Slika 8

Nato za kolinearni trojici tock A, B, C in A, B,, C, uporabimo Pappus —
Pascalov izrek. Po konstrukciji je ena od preseénih tock, ki so po trditvi tega
izreka kolinearne, kar nada na zacetku izbrana to¢ka M. Ostali dve oznaéimo
z L in N. Tako je Newtonova naloga reSena. Imamo deset premic, na katerih
lezi devet to¢ck A, B, C, A, By, C,, L, M, N, natanko po tri na vsaki premici.

Seveda bi namesto s toéko M lahko konstrukcijo zaéeli tudi s toéko L ali
z .

Marija Vencelj
TEZKA LAHKA NALOGA — Resitev s str. 299
Mati bo stara dvakrat toliko kot héi takrat, ko bo héi toliko stara, kot je bila

mati ob héerinem rojstvu.
Ciril Velkovrh
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MATENATIAA

BLIZE K RAZDALJI

Ko govorimo o razdalji med dvema krajema na Zemlji, navadno mislimo s tem
dolzino najkrajse prometne poti, ki ju povezuje (kraja pri tem nadomestimo z
doloéenima toékama). A ne vedno. Dobro vemo, da obstajajo bliznjice, pri
iskanju teoretiéno najkraje poti pa se za hip pomudimo ob pojmu zraéna
razdalja. Zaradi enostavnosti privzemimo, da ima Zemlja obliko krogle. Potem
je zra¢na razdalja med dvema totkama (krajema) na njej dolZina najkrajse
poti, ki ju veze in lezi na povr§ju krogle. Torej je to dolzina krajsega od obeh
lokov, na katera razdelita tocki glavni krogelni krog *, ki poteka skoznju.
Zraéna razdalja je seveda najvetkrat
kraj$a od ""prometne”, ni pa najkrajsa
mogoda razdalja. Ce sta kraja daleé
narazen, brz opazimo, da bi raven
predor skozi Zemljo meril dosti manj
kot zra¢na razdalja med njima. V
slednjem primeru smo za razdaljo
med toékama vzeli dolzino daljice,
ki ju veze. S tem smo Ze na tretji
nacin opredelili razdaljo. Vsakié smo
(nasploh) namerili razliéno dolZino,
éeprav smov vseh treh primerih iska-
li najkraj3o pot. Razliénost je posle-
dica razliénih prostorov, po katerih
smo smeli potovati. V prvem primeru
smo se gibali le po prometnih poteh, v drugem po vsem povrsju krogle, v tret-
jem pa povsod.

Zaznamujmo z M mnoZico toék v prostoru in povzemimo povedano v
bolj splosno opredelitev.

Razdalja v M (ali notranja razdalja) med toékama A in 8 mnozice M je
dolzina najkrajse poti od A do B, ki v celoti poteka po mnozici M. Oznadimo
jozd, (A, B). Ce je M ves prostor, znak poenostavimo in pi§emo le d(A,B).

Pot v M lahko ponazorimo s sledjo to¢ke, ki se giblje po mnozici M, ali
z nepretrgano vrvico, polozeno v M — dolZina poti je tedaj dolzina napete ne-

*  Glavni krogelni krog je presek povrija krogle z ravnino, ki gre skozi srediice krogle.
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raztegljive vrvice.

Za mnoziio M je seveda smiselno zahtevati, da je iz enega kosa, §e bolje
pa, da sta poljubni dve toéki iz M povezani s potjo, ki ima konéno dolZino in
poteka po M.

Za poljubni to¢ki A, B € M ocitno velja neenakost d(A,B)<d , (A,B)
&e pa je mnozica M konveksna, so najkraj$e poti po .M daljice, torej razdalji
dind 4 sovpadata. :

Kadar je M ploskev, najkrajse povezave med njenimi tockami imenujemo
geodeti¢ne krivulje (v geodeziji — vedi o obliki in razseznostih Zemlje — igrajo
najkrajse poti pomembno vliogo). Na krogli so geodetiéne krivulje (‘geodetke’)
loki glavnih krogelnih krogov. Tudi na plas¢u valja se je preprosto znajti: ce
ga odvijemo na ravnino, geodetke postanejo daljice. NajkrajSe poti na plascu so
torej deli vijaénic. Na manj preprostih ploskvah geodetiéne krivulje precej tezje
doloé¢imo. Ze na povriju kvadra pogosto najkrajse poti ne vidimo na prvi po-
gled, ¢eprav vemo, da je na posamezni stranski ploskvi le—ta daljica.

Za ilustracijo si oglejmo znano Dudeneyevo uganko o muhi in pajku,
objavljeno leta 1903.

Prednja in zadnja stena kvadraste 10 m dolge sobe sta kvadrata s 4 m dolgo
stranico. Na prednji steni je 1/3 m od stropa in po 2 m od obeh stranskih sten
oddaljen pajek, ki je opazil muho, ujeto na zadnji steni sobe % metra od tal in
po 2 m oddaljeno od stranskih sten. Kako naj pajek pride do muhe po najkrajsi
poti?

Povrije kvadra (sobe) razgrnimo na ravnino. Ce to storimo na pravi nadin,
se najkrajsa pot pokaze kot daljica od pajka do muhe. Med malostevilnimi
mrezami kvadra (ki jih dobimo, ko razgrnemo njegovo povrije) ni tezko najti
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ustrezne. Narisana je na sliki, ki nam pomaga doloéiti tudi iskano razdaljo, ta
meri 13 %—m. Pajek se sprehodi kar po petih mejnih ploskovah sobe.

Tudi pri ravninskih mnoZicah véasih ni preprosto dologiti najkrajse
razdalje med dvema toékama. Naj bosta za zgled naslednji vprasanji ob slikah.
Na levi sliki je nacrtan tloris pretirano urejenega dela velemesta, na desni pa z
danimi razdaljami mreZa poti med vasmi v Koromandiji.

o

A=2 ]
Y A
A 3 3 } < i z{
% 4 4 ;‘2“?
G { 3 Medoced
‘ 5.

Kje vodi najkraj$a pot med Katera vas leZi najdlje od
to¢kama A in B? Medoceda?

Vrnimo se spet na Zemljo, poenostavljeno v kroglo. Najkrajse poti po
njej ze poznamo. Kako bi dologili razdaljo med dvema krajema, ée poznamo
njuna zemljepisna poloZaja — torej njuni geografski dolzini in $irini? Za izra-
¢éun bomo potrebovali nekaj znanja o osnovnih lastnostih kotnih funkcij. Za
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bralca, ki mu je ta snov domaca, bosta zadostovali sliki in kratek komentar k
njima.

Ohy =—B—y Of =B (1)
cosa cos 8
NA, =Rtga, NB, = R1gf (2)

Tu je R polmer Zemlje, a zemljepisna §irina tocke A, § zemljepisna 3irina
tocke B, z ¥ pa oznaéimo razliko zemljepisnih dolzin to¢k A in 8.
Kosinusni izrek za trikotnik NA,B, in OA,B; nam da enakosti

A_ITBTZ =N:1_12 + ﬂ.TB_lI - 2Nw;|_1f\75; cos y

AB;? =OT4';2 + 58_1’ - 20_44_155; cos &
Ce vstavimo vanju zvezi (1) in (2), po kratkem raéunu dobimo

cos & = cos a cos § + sin a sin f§ cos ¥

odkoder lahko izradunamo kot & in dolzino loka AB, ki meri R & (6 v ra-
dianih).

Na krogli ima vsaka toéka svojo najbolj oddaljeno druzico — imenujemo
jo antipodna tocka. Razdalja med njima je poleg tega tudi najveéja mogoca
oddaljenost med dvema to¢kama na krogli.

Kako je s podobnimi lastnostmi pri splo3ni prostorski mnozici M?

Ce obstaja tako tevilo p = 0, da razdalja d (oziroma d 4, ) med polju-
bnima tockama iz M ne presega p, reéemo, da je M omejena za razdaljo
d (oziroma d ,, ). Sfera je omejena za obe razdalji. Ce je r polmer sfere & ,
lahko vzamemo g = 2 r pri razdalji d in p = 7 r prirazdalji d, . Pritem smo
za p izbrali najmanj$e Stevilo, ki Se zado$c¢a zahtevi za omejenost mnozice.
Stevilu p z navedeno lastnostjo reGemo premer * (ali diameter) mnozice in
ga ozna¢imo z d( M ), €e merimo z razdaljo d; ¢e pa imamo v mislih razdaljo
d 4 . p imenujemo notranji premer in ga zaznamujemo z d,( M ). Torej za
sfero ¥ s polmeromrveljad(#)=2r ind, (¢)=mr.

Za zgled izracunajmo premera dveh preprostih ploskev. Najprej se lotimo
povrija P kocke z robom dolzine a.

S premerom d( % ) ni tezav. Na kocki sta prostorsko najbolj vsaksebi

kraji§&i glavne diagonale, torej velja d(? ) = a /3.

*  Premer d() kroga X s polmerom r meri 2 7.
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Nekoliko veé dela je z dolo€anjem notranjega premera d,, (#). Vsaka tocka
na kocki je dostopna z vsakega njenega ogli§¢a preko dveh sosednjih stranskih
ploskev, zato je oddaliena od oglid¢a najveé a /5. Dokazimo, da velja
d,(P)=a+/5.

Dovolj je ugotoviti, da sta poljubni to¢ki A in B, ki lezita na nasprotnih
stranskih ploskvah kocke, oddaljeni med seboj najvec a \/5. Od provrja kocke
odstranimo dve nasproti leze¢i stanski ploskvi (brez roba), ki ne vsebujeta to¢k
A in B. Dabljeni plai¢ nato prerezemo kot kaZe slika, razgrnemo v dva pravo-
kotnika in na manj$em z daljico povezemo toc¢ki A in B. Ena od stranic tega
pravokotnika je dolga a, druga pa ne presega 2 a, zato dolZina poti med A in B
ni veéja od a \/§ Kratek premislek pove tudi to, da le razdalja med nasprotni-
ma ogli§éema kocke meri a \/g, vse druge pa so krajse.

Dolo¢imo zdaj $e oba premera plas¢a stozca ¢ s stranico s in s polmerom
r osnovne ploskve.
Vzemimo poljubni toéki A, 8 € ¢ in zavrtimo B okrog osi stoZca, tako

da preide v to¢ko B,, ki lezi na nasprotni leZe€i stranici stozca kot A (glej
sliko na naslednji strani). Potem velja

d(A,B,)=d(A,S) +d(S,B,) =d(A,S) +d(S,B) = d(A, B)

Odtod vidimo, da je najveéja mogoca razdalja d{A, B) med tockama dosezena
za tocki A, B na osnem preseku stoZca, torej na enakokrakem trikotniku z
osnovnico 2r in krakom dolzines. Tako velja

s, cejes=2r
dif) =

275 cejes<2r
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Ob skici z leve ponudimo bralcu e
naslednje vprasanje.

Koliko meri razdalja d(A, B), ¢e velja

dlA, V)=a
d(B,V)=b

ravnini VAS in VBS pa oklepata
med seboj kot y?

Izraéunajmo $e premer d, (¢ ). V ta namen prerezemo pla$¢ vzdolz osi
stozca na dva enaka dela in enega odvijemo na ravnino v krozni izsek 7 (glej
sliko)}. Naj bo t razdaljamed M inNv J .

Bralec se bo brez teZav preprical, da velja enakost d, () =d(T), in ugotovil, da
iskani premer pri s = t (ali ekvivalentno: pri s = 3 r) meri d,(f)=s,pris<t

(ali ekvivalentnos <3 r) pajed,(¥) =t=2ssin —’%—. Torej imamo



s, Cejes=3r
d, (¢) =
t, cCejes<3r

Sklenimo prispevek z nalogami,

1. Klemen in Lojze stojita na robu stoz&astega kraterja. Med seboj sta odda-
liena {po kraterju) 50 m, prav toliko pa tudi od dna, kamor se namerava
spustiti Miha. Ta je Ze v kraterju in ima do Klemna 30 m, do Lojzeta pa
40 m dolgo pot. Kako dolg spust do dna ga ¢aka?

K

2. V prostoru je dana premica p in dve tocki A, B, ki ne leZita na njej. Za
katero to¢ko T na premici p je vsota razdalj A7 inB7 najmanjsa?

3. Oznaéimo s J plas¢ valja z vi§ino v in s polmerom r osnovne ploskve,
Koliko merita premera d(7) ind,(7)?

4, lzradunaj zracno razdaljo med
Leningradom (30° vzhodne ge-
ografske dolzine, 60° severne ge-
ografske $irine) in New Orlean-
som (90° zahodne geografske
dolzine, 30° severne geografske
Sirine).

5. Na sredini enega od robov na
dnu v kockasti §katli brez pokro-
va je ujeta muha, na sredini na-
sproti leze¢ega roba dna na zu-
nanji strani skatle pa prezi pajek.
Pomagaj mu najti najkraj$o pot
do Zrtve.

Boris Lavri¢
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