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(A TEMATIGA

MATRIKE KOT POSPLOSITEV POJMA STEVILA

1. del

Znaten del matematike predstavljajo matemati¢ne discipline, ki Studirajo ra-
éunske operacije z razliénimi matemati¢nimi koli¢inami. Vsi poznamo npr.
naravna $tevila in radunske operacije z njimi, pa tudi ulomke, realna 3tevila,
nekateri celo kompleksna Stevila. Tu si bomo ogledali bolj nenavadno, a zelo

pomembno posploitev §tevil — matrike — in raéunanje z njimi. Zaradi eno-
stavnosti se bomo omejili le na primer matrike dimenzije 2 x 2:
a b
A= |: a, b, c,d sostevila (1)
c d

Matriko doloéa torej éetverka Stevil, ki pa imajo toéno doloéena mesta. Ime-
nujemo jih matriéni elementi. Matrika A ima dve vrstici in dva stolpca. Npr.
prva vrstica je [a, b], drugi stolpec pa[g] . Matrika je pripravna tabela, v kateri
lahko podamo mnoZico podatkov. Take tabele sreamo v Zivljenju vsak dan,
npr. pri Sportni stavi, pri objavi rezultatov Sahovskega turnirja, pri preglednici
dnevnih temperatur itd. Vendar nas v tem sestavku ta stran matrik ne bo za-
nimala.

Za cilj si zastavimo, kako z matrikami racunati. Najprej se vpraiamo, kdaj
imamo dve matriki za enaki. Naravna se zdi definicija: dve matriki sta enaki,
¢e se ujemata v vseh istoleznih elementih. Bolj na dolgo: naj bo A matrika iz
enacbe (1) in

- & f
g h
Matriki A in B sta enaki, vznakihA =B, ¢ejea=e,b=f,c=gind=nh.
S seStevanjem matrik ne bo tezav. Rekli bomo: matriki A in B setejemo

tako, da seStejemo istoleZne matri¢ne elemente. Vsota zgornjih matrik A in B
je torej

ate b+f
A+B= [ :\ (2)
ctg d+h

Primer: SeStejmo matriki A in 8, kjer je



1 1/2 3 1
ot P B
0 -2 =

Po navodilu (2) dobimo

1
4 13

A+B=
S

Prav lahko se prepriéamo, da za poljubni matriki A in B velia A + B =B + A.
Za vsoto treh matrik A, B in C pa velja (A + B) +C=A + (B + C). Pri 5tevilih
imamo tudi odlikovano $tevilo o z lastnostjo: ¢e o priStejemo k poljubnemu
drugemu $tevilu, se to ni¢ ne pozna: @ + o = a. Ali obstaja tudi matrika s po-
dobno lastnostjo? Gotovo je Ze vsak sam uganil, katera matrika je to. Ozna-
¢imo jo s simbolom O, vsi njeni elementi naj bodo o

o o

o o
V navodilu (2) za se$tevanje vzemimo namesto matrike 8 matriko O in dobimo
A +0=A. Zato imenujemo matriko O matri¢no niclo ali nicelno matriko.

Za matrike lahko definiramo tudi racunsko operacijo mnoZenje matrike
s Stevilom. Naj bo k $tevilo , A pa matrika iz enaébe (1). Matrika kA naj bo

ka kb
kA= [ } (3)
ke kd

Dogovorimo se $e, da naj pomeni Ak isto kot kKA. Za produkt matrike s Stevi-
lom veljajo nekateri ra¢unski zakoni, podobni zakonom za ra¢unanje s $tevili:

k(A +B)=kA + kB (k+h) A=kA +hA
1.A=A 0A=0 (kh) A =k (h A)

Veljavnost vseh petih zakonov zlahka preverimo npr. tako, da za vsakega od
njih zapiSemo desno in levo stran in upoStevamo definiciji seStevanja matrik
in mnozenja matrike s Stevilom. Za zgled dokazimo npr. prvo pravilo. Leva
stran je

ate b+f kia +e) kib+1
k(A+B) =k[ ] = [ ] (5)
c+g d+h klc+g) k(d + h)

(4)



Desna stran prvega od pravil v enacbi (4) pa je

ka kb ke kf ka+ ke kb +kf
kA+k8=|: ] + [ } = [ ] (6)
ke kd kg kh ke +kg kd+ kh

Ce pri matrignih elementih zadnje matrike v enaébi (5) odpravimo oklepaje,
dobimo prav zadnjo matriko v enacbi (6). Pravilo je dokazano.

V posebnem lahko matriko A mnoZimo tudi s Stevilom —1: (—1)A4 . Nava-
da je, da to matriko ozna¢imo kar z —A. Imenujemo jo k matriki A nasprotna
matrika. Ima zanimivo lastnost

A+(-1A=0

kar zlahka preverimo. Matrika —A je uporabna tudi za definicijo razlike dveh
matrik. Razliko A — B definiramo takole:

A—B=A+(-8) .
Zgornje navodilo, napisano na dolgo, da

a—e b—f

B [ }

c—4g d—h

Pri realnih $tevilih znamo vedno resiti linearno enaébo z eno neznanko
oblike a + x = b, kjer sta a in b dani Stevili. ReSitev enacbe je seveda x =b — a.
Podobno vprasanje si lahko zastavimo za matrike. Re$i enacbo A + X = B,
kjer sta A in B dani matriki. Odgovor je na dlani: X =8 — A.

Pri vseh racunskih operacijah, ki jih poznamo za 3tevila, ne gre prenos
na matrike tako gladko. Tudi pri relacijah se zatakne. Za dani realni $tevili
a in b vedno velja ena od treh moznosti: alijea < b, alijea =b,alijea>b.
Za matrike se ne da definirati relacija A > B tako, da bi ta relacija imela iste
lastnosti kot relacija @ > b zad realni $tevili. Seveda bi mogli poskusiti z oéitno
idejo A >B,&ejea>e b>f c>gind>h Ce vzamemo npr.

1 2 3 1
SRS N
3 0 0 0
potem oéitno ne velja niti A < B niti A = B niti A > B. Zato zaenkrat opustimo
misel na to, kako bi primerjali dve matriki.
Doslej smo spoznali, da lahko seitejemo in odStejemo poljubni matriki,
pa tudi matriko znamo mnoZiti s $tevilom. Za te operacije veljajo ""obi¢ajni"”
radunski zakoni. Stevila se dajo med seboi tudi mnoZiti, pa se vprasajmo, ali
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se da definirati tudi produkt dveh matrik. Da se, pa $e na razliéne naéine. lzka-
zalo se je, da je v matematiki koristna predvsem tale definicija produkta dveh
matrik A in B, kjer pa moramo povedati, katera matrika je prvi in katera drugi
faktor v produktu.

ae + bg af + bh
AB = [ :| (7)

ce +dg cf +dh

Predpis za izradun produkta je dokaj zamotan. Opazimo pa tole: element
matrike AB, ki je v prvi vrstici in v prvem stolpcu, tj. ae + bg, izraunamo tako,
da elementa prve vrstice matrike A pomnoZimo z istoleznima elementoma
prvega stolpca matrike B in produkta seStejemo. Podobno velja za ostale ele-
mente matrike AB. Npr. element v drugi vrstici in v prvem stolpcu matrike AB
dobimo tako, da elementa druge vrstice matrike A pomnozimo z elementoma
prvega stolpca matrike B in produkta seStejemo.
Primer:

P o N R el

Produkt smo izraéunali po navodilu (7). lzraunajmo za vajo e produkt matrik
A in B v drugem vrstnem redu, torej BA.

o P It

Rezultat nas preseneti: BA ni enako AB! Tako smo spoznali, da mnoZenje
matrik ni komutativno.

Ce za dani matriki A in B velija AB = BA, reéemo, da sta matriki A in B
zamenljivi ali komutativni,

Naloga: Pomnozi matriko A iz enacbe (1) z matriko O.
Kratek raéun nam pokaZe, da veljata enaébi A.0 = 0 in 0.A = 0. Od tod spo-
znamo dvoje: matrika O se vede pri produktu tako kot Stevilo o pri mnozenju
Stevil in matrika O komutira z vsako matriko.

Spet smo radovedni. Ali komutira matrika A samo z matriko O? Odgovor
je ne. Matrika A komutira npr. tudi sama s seboj: A.A = A.A. Pa si zadajmo
nalogo: poiS¢i vse matrike, ki komutirajo z dano matriko A, kjer je

o



Ce neka matrika X komutira z A, potem seveda velja A.X = X.A. Pa naj bo
iskana matrika X

X y
s [ ] (8)
P-4 u

lzraéunamo oba produkta A.X in X.A in dobimo

2x+z 2y +u 2x x+3y
A'X=[ ] XlA:[ :|

3z 3u 2z z+3u

Po definiciji enakosti dveh matrik sledijo iz pogoja A.X = X.A §tiri linearne
enacbe
2x+z=2x 3z=2z 2y +u=x+3y 3u=z+3u

Prva enacba pove z = 0, prav to trdi tudi druga enacba. Tretjo prepi§emo v
obliki v = x + y, ¢etrta pa spet zahteva z = 0. Reditev zgornjega sistema enacb
je torej

z=0,u=x+y
Neznanki x in y sta poljubni Stevili. Zato ima matri¢na enaéba A.X = X.A
neskon&no mnogo reditev, danih s formulo
“x v
X= r x, v poljubni $tevili
. 0 x+ty

Zapisimo nekaj posebnih primerov matrike X. Pri x = 1 in y = 0 dobimo

-1 0
/= ] (9)
L0 1

a .
priizbirix=1iny =1 an=[0 2:I.Zax=0iny=0dobimospet)(=0.

Naloga: Poi$ci vse matrike, ki komutirajo z matriko A iz enacbe (1)!

Racun poteka podobno kot zgoraj. Z nekaj veé truda se da pokazati, da ta
matrika A komutira natanko s tistimi matrikami X, ki se dajo zapisati v obliki
X =kA + hl, kjer sta k in h poljubni tevili.

Za produkt treh Stevil velja raéunski zakon (ab)c = albc), tj. asociativnost
mnozZenja. Enostaven, a dalj$i raéun pokaZe, da velja tudi za poljubne tri matri-
ke A, B in C asociativnostni zakon (AB)C = A(BC). Za racunanje s itevili velja
tudi distributivnostni zakon, tj. alb + ¢) = ab + ac. Tudi za mnozenje in seste-
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vanje matrik velja podobno, zaradi nekomutativnosti mnozenja imamo celo dva
distributivnostna zakona

AB+C)=AB+AC (A+B)C=AC+BC

Dokaz teh dveh pravil je dalji, zato ga opustimo.

Pri mnozenju Stevil ima odliéno vlogo Stevilo 1, saj veljaa.1=1a=a za
vsako Stevilo a. Ali obstaja tudi taka matrika X, da bo za vsako matriko A
veljalo A.X = X.A = A? Naj ima iskana matrika X obliko (8). lzradunajmo A.X.

ax + bz ay +bu
A.x=[ ]

cx +dz cy +du
Ce naj bo A.X = A, morajo veljati naslednje $tiri enacbe
ax +bz=a aytbu=>b cx +tdz=c¢ cy tdu=d

za poljubno matriko A, tj. za poljubna $tevila a, b, ¢ in d. Pa vzemimo npr.
a=1,b=0,c=0ind=1.Prvaenatba zahteva x = 1,druga y = 0, tretjaz=0
in ¢etrta v = 1. Dobili smo X =/, kjer je / matrika iz enacbe (9). S kratkim ra-
¢unom preverimo, da je za vsako matriko A izpolnjena enaéba A./ =/, A = A.
Matrika / ima torej podobno vlogo pri mnoZenju matrik kot $tevilo 1 pri mno-
Zenju Stevil. Zato imenujemo matriko / enotsko matriko ali tudi matricno
enoto.

Anton Suhadolc

BISTROVIDEC

STAROINDIJSKA NALOGA

Neko $tevilo smo najprej pomnoZili s 3. Zmnozek smo poveé&ali za 3/4 njegove
vrednosti. Dobljeno $tevilo smo delili s 7, nato smo 2/3 tako dobljenega 3tevila
pomnoZili sami s seboj in od tega odsteli 52 ter zatem korenili. Na koncu smo
Se pristeli 8 in delili z 10.

Povej mi zacetno §tevilo, ée smo na koncu dobili tevilo 2.

Vladimir Batagelj
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CE MU NAJ VERJAMEM, CEMU NAJ VERJAMEM ?

"QOjoj! Kako éudno je danes vse! V¢eraj je pa vse Se potekalo kot po navadi.
Sem se ¢ez noé¢ tako spremenila? No, pomislimo malo: sem bila $e ista, ko sem
davi vstala? Skoraj se mi zdi, da se spominjam, da sem se Ze pocutila malo dru-
gace! Ce pa nisem ista, se moram najprej vprasati: kdo pa sem potem? Saj, saj,
to je najvecja uganka!” In tedaj je zapovrstjo pomislila na vse otroke svoje
starosti, kar jih je poznala, da bi ugotovila, ali se je morda spremenila v katere-
ga izmed njih.

“Ada ze nisem,” si je rekla, "Ada ima tako dolge kodre, jaz pa imam ¢Eisto
gladke lase! In Mabel tudi ne morem biti, ker jaz veliko vem, ona ve pa tako
malo! Razen tega je ona ona, jaz sem pa jaz, in — Smentana stvar, kako vse to
c¢loveku zmede glavo! Bom zdaj preizkusila, ali Se vem vse, kar sem zmeraj
vedela. No, poglejmo: Stirikrat pet je dvanajst, in Stirikrat Sest je trinajst, in
stirikrat sedem je ... Ojoj! Ce bom tako poéasna, nikoli ne pridem do dvajset..’

No, veéina nas ve — Alica je bilo ime dekletu, ki se je v Cudezni dezeli
ukvarjalo s tak$nim premisljevanjem. Njena zgodba je polna nadvse zanimivo
postavljenih ugank. In kar je 35e bolj zanimivo od te zanimivosti — reSitve so
ali pa niso, a oboje se enako zanimivo bere. Zares zanimivo!

No in zdaj vemo to vsi!

Knjigo vsekakor priporocam v pozorno branje slehernemu “mlademu”
matematiku.

Sicer se pa zdaj raje spravimo na Ali¢ino poStevanko. Preberimo jo e
enkrat:

4*5=12
4%6=13
4a*7-=

Zvezdica tukaj pomeni znak za Ali¢ino mnoZenje. In ker se to ne—koliko
razlikuje od naSega obi¢ajnega mnozenja, mora biti tudi znak zanj drugac¢en od
pike! Pa pika.

Kar mimogrede vam natrosim kup vprasanj: Kako je Alica prisla do tega
svojega mnoZenja? Kaksno pravilo je zanj uporabila? Ali je potem za naslednji
produkt (glej tri pikice) res pri¢akovati Stevilo Stirinajst? In zakaj Alica meni,
da na tak poc¢asen nacin nikdar ne bo prisla do $tevila dvaiset?

Prvo vprasanje nam pomaga razresiti ““Ali¢ina logika"”, ki pravi:

Matematika ima svoje zakone samo zato, da jih njeni uéenci kriijo, kajti



¢e jih ne bi kriili, jih tudi rabili ne bil Tako in pika.
Torej je Alica pa¢ prelomila stare matemati¢ne zakone mnoZenja v mnozi-
ci IN in si postavila svoje. Nove. Takole je definirala:

a*b=a+b+3
Poglej, potem je pa res

4*5=
4*6=4+6+

i
S
+
(4]
+
w

I

= 12
13

W
[}

In odgovor na drugo vprasanje je sedaj seveda smesne tezZe.

Toda pazi — Alica je pac na tem mestu morala pose¢i vmes s svojo pripom-
bo. Kar naravnost je povprasala, ali so teze lahko smesne ali pa tega ne sme$
tako reci. Zapisati, seveda.

Dokler se to ne razredi, se pa tudi odgovor ne pove! Ce se sploh kdaj kaj
samo od sebe zgodi.

Odgovor na moje tretje vpraSanje pa dobimo, ¢e bolj na drobno prislu-
hnemo Carrollu Lewisu. V njegovih ¢asih so se rosni $olarji ucili postevanke
kar iz tablic. Ni¢ na prste, kajti prstov je le deset, tablice pa so bile napisane za
mnozenje $tevil vse tja do dvanajst.

Torej: 3tiri krat pet, Stiri krat Sest, ... do Stiri krat dvanajst.

Tako. Povedal sem. Ali je pretezko, ali je preve¢ zavito? No, pa potezkaj
papir v roki, povej, ali se da tej re¢i z na—ravno mislijo ustreéi?

Tako, zdaj pa vemo Ze skoraj vse. Tistega sicer res $e ne: ali za Alicino
mnoZenje velja zakon o zamenjavi in ali za Ali¢ino mnozZenje velja zakon o
zdruzevanju?

In "Ali¢ina logika" pravi o tem:

Nikdar ne smes re¢i, da so te re¢i smesne!

Zatorej gremo raje dalje, tja za torej — kjer si Alica izmisli novo definicijo
mnozenja:

a * b je Stevilo érk v stavku: "a"" krat "'b"".

Torej: Stiri krat pet ima dvanajst ¢rk,
Stiri krat Sest ima trinajst érk,
Stiri krat sedem ima ... ¢rk.

Poglej, poglej! Saj se tako definirano mnoZenje vendar ujema s prvima dve-
ma primeroma iz Ali¢ine prave zgodbe! Menda tudi s tretjim, ampak to ta
trenutek sploh ni tako zelo in od sile vazno. Ze Alica sama ga je zamoléala.

Zanimivo je, da se Ali¢ina bojazen v tem primeru prav srhljivo uresniéuje.
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S tako definiranim mnoZenjem se namre¢ zares ne pride ne vem kako hitro do
dvajset. Poglejmo:

4*8=13 4 %13 =17 4%18 =18
4a*9=14 4%14 =19 4+%19 =19
4 %10 = 14 4*15 =17 4a*20=16
4%11 =15 4%16 =18 4*21=21
4 %12 = 17 4*17 =19

Hja, ali se potem pride do dvajset ne vem kako?
Ali dvajset res ni nikdar mogoce dobiti?
Ali ga je potem mogoce dobiti zmeraj razen nikdar?

No, €e vam pride $e kak3no vpraSanje na misel, ga lahko mirne duse pri-
taknete h gornjim. In 3e bolje bo, ¢e boste tam, na misli, sre¢ali tudi kak odgo-
vor na gornja vprasanja.

Predvsem pa poskusite ugotoviti, ali je v tako definirani Ali¢ini postevanki
Stirikratnik kak$nega naravnega Stevila enak Stevilu dvajset.

In — poskusajte poiskati Se kak3Sno definicijo za Ali¢ino poStevanko!
Ujemati se mora seve da z njenima dvema izjavama

4*5=12
4*6=13

Povem vam, da jih "Ali¢ina logika" vsebuje Se precej.
In nikar se pri tem ne ogibajte Zivahni domisljiji. In — saj brez tega ne
gre — ne pozabite nam poslati svojih razmislekov! _
Vilko Domajnko

RAZMISLIMO IN NASMEJMO SE!

Ob 12 uri ponodi pada dez. Ali lahko pri¢akujemo, da bo &ez 72 ur sonéno?

Dolzina zice med dvema telefonskima drogovoma meri 40 m, najnizja tocka
Zice pa je 10 m nad zemljo. Koliko meri razdalja med njima, ée sta visoka
30 m?

Kapetan ladje ima brata, njegov brat pa nima brata. Kdo je kapetan ladje?

|zbrali: Marija Krauthaker
Nadja Ivanc MiloSevi¢
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OBRAT PTOLEMEJEVEGA* IZREKA

V geometriji je znan Ptolemejev izrek:
V vsakem tetivnem Cetverokotniku ABCD je produkt dolZin obeh diagonal
enak vsoti produktov dolZin nasproti leZecih stranic
AC.BD=AB.CD +BC.DA

\V matematicni literaturi najdemo ve¢ dokazov tega izreka. V tem ¢lanku pa
bomo podali dva dokaza obrata Ptolemejevega izreka:
Ce v konveksnem cetverokotniku ABCD velja

AC.BD=AB.CD+BC.DA
je ta Cetverokotnik tetivni.
Dokaz 1. Podan je konveksni etverokotnik ABCD. Oznaéimo stranice AB = a,
BC = b, CD = ¢ in DA = d, diagonali AC = e, BD = f ter kote Z2DAB = a,

X BCD =y in % (AC, BD) = Y (slika 1). Plod&ina &etverokotnika ABCD je ena-
ka vsoti ploséin trikotnikov ABD in BCD: P = 1/2 ad sina + 1/2 be sinvy, ali

4P = 2ad sina + 2bc siny (1)

Ker je diagonala f skupna stranica trikotnikoma ABD in BCD, z uporabo kosi-
nusovega izreka dobimo b? + ¢ — 2bc cosy = a* +d* — 2ad cosa ali

b? +¢? — 3% —d? = 2bc cosy — 2ad cosa (2)
Iz enakosti (1) in (2) sledi:
(4P)? +(b? —c*—a*—d?)? = (2ad sina — 2bc siny)*+(2bc cosy — 2ad cosa)?
Od tod z nekaj racunanja pridemo do enakosti:

16P2 = 4(ad + bc)? — (b2 +c* —a?—d?)? — 16abed cos? “;—" (3)

Skalarni produkt vektorjev .EE‘ in B_l.) nam bo pomagal najti $e drugo enaébo za
kvadrat ploscine P:

AC.BD = AC.\AD — AB) = AC.AD — AC.AB
Upostevajmo pomen skalarnega produkta in uporabimo kosinusov izrek za tri-
kotnika ACD in ABC:
ef.cosy = 1/2 (e* +d*® — ¢?) — 1/2(e* +3a* — b?)

ali
2ef cosy =b? +d? —a% - ¢? (4)

* Klavdij Ptolemej (2. stol.), griki matematik, astronom in geograf
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Ker je ploi¢ina detverokotnika ABCD enaka P = 1/2 ef.sin {, lahko zapiSemo:

16P? = 4e*f* sin*yY = 4e*F* (1 — cos* ) (5)
1z (4) in (5) sledi:
16P% = 4e® 2 — (b* +d* —a® —c?)? (6)
Ce izenaéimo (3) in (6), dobimo
4abed coszE;—"'—= (ac + bd)* —€* (7)

Upostevajmo v (7) pogoj izreka ef = ac + bd
4abed cos® 51 =0
Torej mora biti a +y = 180°.
Ker je cetverokotnik, v katerem je vsota nasprotnih kotov 180°, tetivni &etve-
rokotnik, je izrek dokazan.

Slika 1 Slika 2

Dokaz 2. lzberimo tocko E, da bo veljalo: 2EAD = v in ZEDB = XCDB
(slika 2). Oznacimo $e & EDB = A CDA = 6. Ker sta si trikotnika AED in DBC
podobna, velja

AD EA _ED ik
CD BE——D'E ali ED‘——f in EA' .b

Uporabimo kosinusov izrek za trikotnike AEB, EDB in ACD:

EBZ——— b? +a2% — 2229 cos(a +) (8)
EB*=§:—.ﬂ+f“-3c‘if2cosa (9)
e? =¢? +d? — 2¢d cosb (10)
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Ce upostevamo gornje tri enakosti (8), (9) in (10), lahko zapiSemo:
e2f? =a%¢c* +b%d* — 2abed cosla + ) (11)

Ker smo predpostavili zvezo ef = ac + bd, iz enakosti (11) sledi cos(a +v) = —1
oziromaa + vy = 180°.
Cetverokotnik ABCD je tetivni.
Povejmo $e to, da dokaz obrata Ptolemejevega izreka s pomocjo inverzije
najdemo v knjigah:
1. P.S.Modenov, Zadadi po geometrii, Nauka, Moskva 1979, str, 254,
2. 1.J.Bakeliman, /nversija, Nauka, Moskva 1966, str. 52.
Pripomba: S pomoé&jo enakosti (7) oziroma enakosti (11) zlahka dokaZemo
tudi Ptolemejev izrek.
Sefket Arslanagié, Dragoljub MiloSevié
prevedel in priredil TomaZ KoSir

PISMA BRALCEV

Edi Hribsek iz Trbovelj je poslal na nas naslov pismo z vprasanjem, kje bi se
lahko narocil na kak3no astronomsko revijo. Njemu in drugim naroénikom,
ki se zanimajo za astronomijo, sporo¢amo, da Presek — list za mlade matema-
tike, fizike in astronome ter racunalnikarje prejema v zameno naslednje
astronomske revije iz Jugoslavije:

1. Bolid — Astronomski glasnik. — Zvezdarnica, 41001 Zagreb, Opaticka 22,
pp 943

Covek i vsemir. — Zvezdarnica, 41001 Zagreb, Opatiéka 22, pp 943
Galaksija. — Beograd

Astronom. — Astronomsko drustvo Javornik

Vasiona — Beograd, Narodna observatorija (Kalemegdan), Gornji Grad 6,
11000 Beograd

V okviru Presekove knjiznice pa izhaja tudi brosura NASE NEBO IN
ZEMLJA z mnogimi tabelariénimi podatki astronomskih efemerid in drugih
podatkov o umetnih zemeljskih satelitih in potresih pri nas in v svetu.

o

Ciril Velkovrh
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PLANET MALEGA PRINCA

Francoski pisatelj in letalec Antoine de Saint—Exupéry (1900—1944) je napi-
sal Malega princa, prisréno knjiZzico za otroke in odrasle. Pustimo mu do bese-
de, naj pove, kaj se mu je primerilo, ko je moral z letalom zaradi okvare v mo-
torju prisilno pristati v Sahari: “In tako sem prvi vecer zaspal v pesku, tisoé
milj daleé od ¢&loveskih bivalis¢ ... Lahko si mislite, kako sem bil presenecen,
ko me je zbudil droben glasek ... Skoéil sem pokonci, kot da bi me oplazila
strela. Pomel sem si oéi. Ostrmel sem. Zagledal sem drobcenega, navadnega
decka, ki je resno zrl vame ... Tako sem zvedel drugo zelo vaZno stvar: njegov
domaci planet je bil komaj kaj vecji od hise ... Imam tehtne razloge za domne-
vo, da prihaja Mali princ z asteroida B 612. Ta asteroid je enkrat samkrat,
leta 1909, zasledil s teleskopom neki turski zvezdogled * (slika 1) *

Lepoto Malega princa in spoznanje, da "dobro vidimo samo s srcem”,
vsakdo, mlad ali star, sprejema po svoje. Zato ne nameravamo razélenjevati
umetniSkega uzitka, ki ga imamo ob branju. Paé pa ob Malem princu razmi-
ljajmo o gravitaciji. Bolj za Salo kot zares se vprasajmo, ali bi bilo mogoce pre-

- 9
A
4y
( ] E{.’O‘
D
— A ' \ ., }"I' L
*  Antoine de Saint—Exupery, X B i o
Mali prine, prevedel Ivan Minatti, Mia- . i
dinska knjiga, Biseri, Ljiubljana, 1982. _. { i

Slika 1. Mali princ na svojem planetu
(risba iz Malega princa). Knjizico je ilu-
striral pisatelj sam.
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Slika 2, Sled na fotografski plo3¢i na ozadju zvezd stalnic, po kateri so odkrili asteroid

Ikar.
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Slika 3. Poti planetov in asteroidov. Poti nekaterih asteroidov ne poznajo natanéno.
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bivati na zelo majhnem planetu. S tem nikakor nocemo obrzdati domisljije
in upamo, da nam pisatelj, ki ga je Ze zgodaj "'zacel zanimati svet znanosti,
zlasti fizike”’, v Newtonovem letu tega ne bi zameril.

Med planetoma Marsom in Jupitrom je nenavadno velika razlika v razdalji
od Sonca. Zato leta 1801 niso bili posebno preseneceni, ko so med njima odkri-
li Ceres. Potem so leta 1802 odkrili e Palado, leta 1804 Junono in leta 1807
Vesto. Kmalu je postalo jasno, da so ti planeti zelo majhni, zato jim za razliko
od devetih "navadnih” planetov pravimo asteroidi ali mali planeti. Dandanes
jih poznamo veé kot tri tiso¢. Domnevajo, da jih utegne biti do sto tiso¢ takih,
ki jih je mogoé&e zaznati po sledi na fotografski ploséi (slika 2).

Vecina se jih giblje okoli Sonca v 2,2— do 3,2—krat vecji razdalji kot
Zemlja, blizu ravnine, po kateri se giblje Zemlja. Med njimi pa so tudi posebne-
zi. Betulija ima najbolj nagnjeno ravnino gibanja proti ravnini gibanja Zemlje,
za 52°. Ikar se najbolj pribliza Soncu in ima eliptiéno pot, ki se najbolj razliku-
je od kroga; velika polos meri 1,08 in mala 0,6 razdalje Zemlje od Sonca
(slika 3). Hiron je najbolj oddaljen, velika polos meri 13,7 razdalje Zemlje od
Sonca. Trije asteroidi so se priblizali Zemlji bolj kot na 5 milijonov kilometrov,
Apolon leta 1932, Adonis leta 1936 in Hermes leta 1937. Predvidevajo, da za-
dene tak asteroid Zemljo v povprecju vsakih nekaj deset milijonov let. Nekateri
podatki kaZejo, da je zadel Zemljo asteroid z radijem okoli 5 kilometrov pred
65 milijoni let.

Samo asteroid Vesto je mogoce ob posebnih priloznostih videti s prostim
ocesom. Vecino drugih je celo z daljnogledom teZzko opazovati. Njihovi radiji
so zelo majhni: 1 Ceres 502 km, 2 Palada 304 km, 3 Junona 123 km, 4 Vesta
269 km, ... 1566 lkar 500 m, ... Apolon 500 m, Adonis 150 m, Hermes 250 m.
Zato ni lahko dologiti njihove poti. Asteroidi, pri katerih je to uspelo, dobijo
poleg imena 3e zaporedno 5tevilko.

Ime doloéi odkritelj. Spoéetka so izbirali imena iz grSke in rimske mito-
logije. Pozneje, ko je teh zmanjkalo, so prila na vrsto druga, denimo imena iz
Wagnerjevih oper. Novej$a imena so razliénega izvora. Tiso€i je dobil ime
Piazzia po Giuseppeju Piazziju, ki je odkril prvega, to je Ceres, tisoCprvi pa
Gaussia po Karlu Friedrichu Gaussu, ki je izdelal nov racunski prijem za dolo-
&anje poti asteroidov. Dandanes dobijo obi€ajni asteroidi navadno zenska ime-
na, tisti, ki se po ¢em odlikujejo, pa mo3ka. Geographos — geograf se na primer
moéno pribliza Zemlji. Asteroid 2062 Aten se giblje po skoraj enaki poti kot
Zemlja.

Nekdaj so mislili, da su isteroidi preostanek planeta, ki se je gibal okoli
Sonca med Marsom in Jupitrom. Toda skupno maso asteroidov cenijo samo na
tritiso&ino zemeljske mase. Ker pa se nekateri gibljejo v skupinah, se zdi, da so
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nastali iz nekoliko vegjih teles, morda ob trkih.

Izhajajmo iz Newtonovega gravitacijskega zakona, po katerem delujeta
telesi drugo na drugo s silo, ki je sorazmerna z maso enega in drugega telesa in
obratno sorazmerna s kvadratom razdalje. Zakon velja v tej obliki za drobni
telesi ali za krogelno simetriéni telesi, e upo$tevamo razdaljo med njunima
srediS¢éema. Nas zanima sila krogelno simetri¢nega planeta na drobno telo na
njegovem povriju, to je teZa drobnega telesa. Za razdaljo tedaj vzamemo kar
radij planeta R. Masa planeta je sorazmerna s povpreé¢no gostoto in s prostor-
nino in prostornina s tretjo potenco radija. To bi lahko uganili ze po tem, da
merimo radij v metrih m, prostornino pa v kubnih metrih m®. Teza telesa na
povriju planeta je tedaj sorazmerna s tretjo potenco radija, B2, in obratno so-
razmerna s kvadratom, R2, se pravi, da je sorazmerna z radijem: R3/R? = R.

Posebno skupino sestavljajo trojanski asteroidi. Okoli Sonca se gibljejo
tako, da prehitevajo in zaostajajo za toéko 60° pred Jupitrom ali za toéko 60°
za njim. V teh Lagrangeovih tockah privlaéna sila Sonca izravna privlaéno silo
Jupitra. Prvi trojanski asteroid, ki so ga odkrili, je dobil ime Ahil. Pozneje so se
dogovorili, da naj dobijo asteroidi, ki se gibljejo okoli prve Lagrangeove tocke,
imena po grskih junakih, asteroidi, ki se gibljejo okoli druge Lagrangeove
tocke, pa imena po trojanskih junakih. Preden so sprejeli dogovor, pa se je v
griko skupino vrinil Trojanec 624 Hektor in v trojansko skupino Grk 617
Patrokel.

Zaradi laZjega radunanja vzemimo, da ima Planet Malega princa radij 64
metrov ali stotisoéino zemeljskega radija 6400 kilometrov. To je ve&, kot bi
sklepali po pripovedovanju Malega princa, a manj kot meri radij Adonisa, za
katerega najdemo najmanjsi podatek, 150 m. Ce je Planet Malega princa enako
gost kot Zemlja, je teZa na njem stotisockrat manjsa kot na Zemlji. Telo z maso
1 kilograma na njem nima teZe okoli 10 newtonov kot na Zemlji, ampak samo
desettiso¢ino newtona. Mali princ z maso 30 kilogramov ima na svojem planetu
tezo samo 0,003 newtona. Tolikino teZzo ima na Zemlji masa 0,3 grama, kar
lahko stehtamo le z lekarniSko tehtnico.

Ne oziramo se na to, da je teziS¢e Malega princa za okoli 0,5 metra bolj
oddaljeno od sredi¢a njegovega planeta kot povrije. Zaradi tega je njegova
teza $e (64 m/64,5 m)® = 0,98—krat, to je za 2 odstotka, manjsa.

Racunali smo, da je Planet Malega princa enako gost kot Zemlja. Ce bi
vzeli zanj povpreéno gostoto asteroidov 3500 kg/m? namesto gostote Zemlje
5500 kg/m?, bi bila teza $e 35600/5500 = 0,64—krat manijsa.
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V enakem razmerju kot teZa je zmanjSan tudi pospesek prostega pada:
10 m/s? na Zemlji, a samo 107 m/s? ali 0,1 mm/s® na Planetu Malega princa.
Medtem ko pade v prvi sekundi na Zemlji telo za 5 metrov, pade na Planetu
Malega princa za borih 5 stotink milimetra. To bi morali opazovati z mikrosko-
pom.

UbezZna hitrost je najmanjsa hitrost, ki jo moramo dati izstrelku v smeri
navpiéno navzgor, da zapusti planet. Pri tem se ne oziramo na morebitno
vrtenje planeta. Enako kot teZa je tudi ubeZna hitrost sorazmerna z radijem
planeta, ¢e vzamemo, da se gostota ne spreminja. Na Zemlji meri ubezna
hitrost dobrih 11 km/s, tako da meri na Planetu Malega princa samo 0,11 m/s
ali 11 cm/s.

Podatek o majhni ubeZnosti pove, da na majhnem planetu ni atmosfere,
Molekule plina se namre¢ neurejeno gibljejo s hitrostjo, ki je v povpreéju veliko
vecja, na primer 440 m/s za molekulo kisika pri temperaturi 300 kelvinov ali
okoli 20°C, od ubezne hitrosti. Ta hitrost pa je precej manjsa od ubezne hitro-
sti na Zemlji. (lzradunamo lahko $e to, da bi se ubeZna hitrost 0,11 m/s uje-
mala s povpreé¢no hitrostjo neurejenega gibanja molekul pri temperaturi
0,0002 K.)

A,'%E A%
400+ 204
300 15-
200- 10-

100

0 b———
0 02 04 06 08 1 0 0,2

Slika 4. Trajanje t (levo) in vidina h (desno) navpiénega meta v odvisnosti od razmerja med
zacetno hitrostjo v izstrelka in ubezno hitrostjo v,. Crtkano sta narisana priblizka, pri ka-
terih ne upoitevamo, da se teza spreminja z visino.
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Nekaj enacb za tiste, ki bi hoteli raunati

my=p V=p.41R*/3 masa planeta z radijem R in gostoto p

F =k mm,/R* =k mp.4nR*/3R* = 4nkpmR/3
teza telesa z maso m na povriju planeta,
K gravitacijska konstanta

g=F/m=k m, /R? = 4mkp R/3 pospesek prostega pada na povrju planeta

v, = (2km,/R)"'? = (29R)'"? = (2kp.A4m R®/3R)V? = (8mkp/3)"?R
ubezna ali druga vesoljska hitrost *

v =(kmy,/R)' " = (gR)' * = (4mkp/3)' R
hitrost umetnega satelita na majhni vidini,
prva vesoljska hitrost

v=(8RT/aM)'"? povpreéna hitrost molekul pri neurejenem
gibanju v plinu, R = 8300 J/K plinska
konstanta, 7 absolutna temperatura, M ki-
lomolska masa

h:mmp/ﬁ" =k(m + Am)m, /(R + AR)? ravnovesje na tehtnici, e je eno
izmed teles za AR niZe od drugega; temu
telesu se navidez poveéa masa za Am

R+l R+l =2mOR/R
F= [ km,dm/R*= [ km,pSdR/R* =kmm,/R(R+l)
R R

teza navpi¢nega droga, p gostota, S presek
in m masa droga

R* +RI=(R+1/2+AN?

N=(R*+RN'"?—R—1/2 razdalja tezi$¢a od sredi$éa mase

v,t/R = 2(lh + R)/R)*"*(arccos((R/(h+R))* *+((R/(h+R))' *(h/(h+R))'?)))
priblizek v, t/R = 4v/v, alit=2v/g  h visina, t Eas trajanja navpiénega meta
h/R = v/v,*1(1 = (v/v,))? v zadetna  hitrost  (slika  4)
priblizek h/R =v?/v,? ali h=v*/2g

* (e telo na planetu ne bi bilo drobno, bi bila ubezna hitrost
Vy = [2xmp/ﬁf1 + m/mp}]m. Masa Planeta Malega princa, 6 milijard kilogramov pa je
tolikéna, da lahko v primeri z njo maso Malega princa, 30 kilogramov, zanemarimo.
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Enako kot ubeZna hitrost je z radijem planeta sorazmerna tudi hitrost
satelita, ki krozi okoli planeta v majhni vi$ini. Pri Zemlji je to 11 kms™' /2=
=8 km/s, na Planetu Malega princa pa samo 8 ecm/s. Mali princ bi se lahko igral
z umetnimi sateliti. Za obhod njegovega planeta bi potrebovali 1 uro in 24 mi-
nut. Na to ni pomislil najbrz zato, ker tedaj na Zemlji Se niso poznali mode
umetnih satelitov.

Mali princ mora na svojem planetu previdno uporabljati enakoroéno
tehtnico. Paziti mora na to, da sta obe telesi na isti vidini. Ce je eno telo samo
za 10 cm nize kot drugo, pokaze tehtnica za 3 grame veéjo maso.

Tudi se za Malega princa teZii¢e ne ujema vedno s sredi§éem mas. Navpi-
éen metrski drog ima srediSée mas na polovici, teZiscée, to je tocko, v kateri si
lahko mislimo, da prijema teZa, pa 1,9 milimetra niZe. Pri drogu v vodoravni
legi se obe tocki pokrivata.

Po tem ko smo omenili ze ve¢ zanimivosti, nas zaskrbi, ali Mali princ sploh
lahko hodi po svojem planetu. Pri hoji ¢lovek dviga in spuica teZis¢e za nekaj
milimetrov. Ce naredi pri po¢asni hoji korak na sekundo, doseze hitrost teziica
ve¢ milimetrov na sekundo. Hitrost tezi3¢a v navpiéni smeri mora biti mnogo
manj$a od ubezne hitrosti. (Na Zemlji zaradi mnogo vecje ubezne hitrosti tega
pogoja zares ni tezko izpolniti.) Ze pri desetini ubezne hitrosti, to je pri hitrosti
1,1 em/s, se dvigne teziSée Malega princa za dobrih 60 centimetrov in se spusti
nazaj. Tak3en korak ali bolje poskok traja skoraj 4 minute. Vsekakor se mora
Mali princ na svojem planetu premikati zelo poéasi, da ne bi njegovo tezisée
dobilo prevelike hitrosti v smeri navpiéno navzgor. (slika 4) Ce bi se odrinil s
hitrostjo 11 em/s ali ve¢ v smeri navpiéno navzgor, bi se moral za veéno poslo-
viti od svojega planeta (&e si ne bi zgradil strehe, &e ne bi bil privezan ali &e ne
bi imel pistole kot nadomestila za raketni motor).

Ce se odrine s hitrostjo med 8 ecm/s in 11 cm/s v poljubni smeri, se giblje
po eliptiéni pot, ki postaja pri vse veéji hitrosti vse bolj podolgovata. V tem pri-
meru se Mali princ vrne v toéko, s katere se je odrinil, in ne zapusti planeta za
vselej.

Ljudje Ze imamo nekaj izkuSenj v podobnih razmerah, Pomislimo na ve-
soljce, ki so pristali na Luni, kjer je teza okoli Sestkrat manj3a kot na Zemlji.
Mali princ podobno kot vesoljci, ki letijo okoli Zemlje na umetnih satelitih, ne
obéuti skoraj nobene teze. Telo se temu prilagodi, na primer tako, da kosti, ki
niso obremenjene, izgubljajo kalcij, in zaide v teZave pri povratku na Zemljo.
Zato morajo vesoljci na umetnih satelitih delati posebne vaje. Za Malega princa
bi bil prihod z njegovega planeta, kjer je vse peresno lahko, na Zemljo zelo
tvegan, ce ne bi bil pravlji¢na oseba. Toda $lo nam je samo za nekaj zanimivosti
iz mehanike, zato se ne spus¢ajmo 3e v vpra$anja vesoljske medicine.
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RAZVEDR

RDECI KRIZ IN RDECI POLMESEC

Kakor éudno se slisi, pa je vendar mogoce razrezati rdeci polmesec na devet
delov, iz katerih lahko sestavimo rdeci kriz. Pri sestavljanju kriza moramo neka-
tere dele obrniti (pazimo na ravni érti na obeh konceh polmeseca in na to, da

sta obe polkroznici skladni).
Priredil Franci Oblak
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H5TROUNDTIJA

ZACETKI MERJENJA V ASTRONOMUJI
— ARISTARH IN ERATOSTEN

Koliksna je oddaljenost Lune? Okoli 384 tisoé kilometrov. Kako so jo doloéili?
Z laserjem so posvetili skozi velik daljnogled na macje oko, ki so ga na Luni
postavili vesoljci. Po ¢asu potovanja bliska tja in nazaj so izracunali razdaljo na
dobrih deset centimetrov natanéno. Kolikéna je oddaljenost Sonca? Okoli 150
milijonov kilometrov. Kako so jo doloéili? Zemlja je 1,38-krat bolj oddaljena
od Sonca (slika 5) kot Venera. Oddaljenost Venere so izmerimil tako, da so
usmerili nanjo radarske valove in zaznali §ibke odbite valove. Po éasu potovanja
sunka radarskih valov so doloéili oddaljenost Venere od Zemlje, z njo oddalje-
nost Venere od Sonca in naposled Se oddaljenost Sonca od Zemlje na del kilo-
metra natan¢no. Do teh podatkov so pridli v zadnjem &asu, potem, ko se je
mocéno razvila merilna tehnika. Kako pa so dolocili oddaljenosti nekdaj? Vpra-
Sanje iz zgodovine astronomije je pomembno tudi za razumevanje razvoja astro-
nomije in fizike.

Prav ponavljajoéi se pojavi na nebu so napeljali ljudi, da so zaceli podro-
bneje opazovati naravo in napovedovati pojave. Niso se ve¢ zadovoljili z mislijo,
da naravo ureja volja bogov. Pomembno vlogo je imel tudi razvoj matematike,
saj brez nje ni mogoce zanesljivo napovedovati pojavov. Le Stevilske napovedi
je namre¢ mogoce primerjati z opazovanji in merjenji in ugotoviti, katera na-
poved se bolje prilega merjenjem in katera slab3e. Tako je mogoée izloéiti
slabSe napovedi, ki izhajajo iz slabsih teorij, in obdrzati boljse. lzbiranje te vrste
je znacilno za naravoslovje.

Ni tezko razumeti, da se je zacelo naravoslovje z astronomijo in da so bila
prva merjenja astronomska. Ljudje so nekdaj ziveli v tesnem stiku z naravo in
so vsako jasno no¢ lahko opazovali zvezdnato nebo. S pojavi na nebu so si po-
magali pri merjenju €asa in koledarju in — pri napovedovanju usode. Pri tem so
vsaj na zacetku shajali brez posebnih merilnih naprav. Dandanes, ko se nam zdi
natanéno merjenje nepogresljiva sestavina fizike, radi pozabimo na njegove
zacetke v astronomiji in geometriji.

Prehod od kvalitativnega gledanja, pri katerem opiSemo pojave le z beseda-
mi, do kvantitativnega gledanja, ko vztrajamo pri merjenju in podrobnem opisu
s Stevili, zagotovo ni bil ne kratek ne lahek. V prehodnem obdobju, ko se niso
ve¢ zadovoljili z besednim opisovanjem, a $e niso obvladali merjenja, so posku-
sili koligine ocenjevati. Ceprav so bili dobljeni rezultati nenatané&ni,so velikopo-
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menili kot prvi korak. Pogosto so tudi priblizni izidi omogoéili globlji vpogled.

Kot zgled za ta prehod omenimo delo enega od najznamenitejsih staro-
grskih astronomov Aristarha s Samosa (od leta 310 do okoli 230 pred na$im
Stetjem). Aristarh, ki je deloval v Aleksandriji, je dolo&il oddaljenosti Lune in
Sonca ter radija Lune in Sonca v razmerju do radija Zemlje. S tem je naredil
velik korak naprej in se je dokopal do nove slike Osonéja.

Sledimo Aristarhu in dolo¢imo najprej razmerje med oddaljenostjo Sonca
lo in oddaljenostjo Lune /, . Pri tem vzemimo, da Luna enakomerno krozi okoli
Zemlje, kar ni éisto res. Luna potrebuje za en obhod okoli Zemlje 27 dni (na-
tanéneje 27,3 dneva), e ugotavljamo njeno lego glede na zvezde. Ob prvem in
zadnjem krajcu, ko deli osvetljeni del Lune od neosvetljenega ravna crta, sta
zveznici Sonca in Lune ter Zemlje in Lune pravokotni druga na drugo. Zaradi
konéne oddaljenosti Sonca od Zemlje pa Luna ob prvem in zadnjem krajcu ne
lezi na nasprotnih straneh Zemlje (slika 1). Med prvim in zadnjim krajcem po-
tece zato malo dalj$i ¢as kot med zadnjim in prvim. Aristarh je ocenil razliko
na 1 dan tako, da bi med prvim in zadnjim krajcem poteklo 14 dni, med za-
dnjim in prvim pa 13. Ce ustreza obhodu Lune, to je 27 dnem, polni kot 3607,

L prvi krajec

L zadnji krajec

Slika 1. Cas med prvim in zadnjim krajcem je za &t veéji od ¢asa med zad njim in prvim
krajcem Lune. Kot med zveznico Zemlje in Lune ter zveznico Zemlje in Sonca meri
¢ = 11/2).180° (1 — &t/t,), ¢e je t, obhodni €as Lune. Aristarh je dobil za razmerje
To/1; = 1/cosy 18 do 20. V resnici je razmerje tako veliko in kot ¢ tako blizu 90°,daju
ni mogoée izmeriti na opisani naéin. Ta risba in druge risbe niso narisane v pravem me-
rilu.
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ustreza ¢asu med zadnjim in prvim krajcem, to je 13 dnem, kot 360°.13/27 =
= 173°, Pravokotni trikotnik s polovico tega kota, to je 87°, ima hipotenuzo
19-krat daljo od katete. Vse podatke smo zaokroZili, zato je rezultat samo pri-
blizen. Aristarh se je tega zavedal in je za razmerje /o //, navedel 18 do 20,

Aristarhov rezultat lahko izrazimo 3e drugace. O prvem ali zadnjem krajcu
tvori zveznica Zemlja—Luna z zveznico Zemlja—Sonce kot 87°. V resnici meri
ta kot 89,85°, torej samo 0,15° manj od pravega kota, in ga je celo s sodobni-
mi napravami izredno tezko naravnost izmeriti. Cas med zadnjim in prvim
krajcem je le za 0,046 dneva ali za dobro uro kraj$i od ¢asa med prvim in za-
dnjim krajcem. Aristarh ni mogel natanéno dologciti trenutka, ko je bila meja
med osvetljenim in neosvetljenim delom Lune ravna ¢rta. Zato ne preseneca
mnogo premajhno razmerje /g /!L . ki ga je navedel.

V drugem koraku upo$tevajmo, da se zdita Sonce in Luna enako velika.
Njun premer vidimo pod priblizno enakih kotom. |z tega izhaja spoznanje, da
sta radija Sonca ro in Lune r, v enakem razmerju kot njuni oddaljenosti. Po-
temtakem je po Aristarhovo radij Sonca dvajsetkrat veéji od radija Lune:
ro/r; =20 (slika 2).

Po tej poti lahko dolo&imo razmerje ro /Lo = r /,-‘L, ce izmerimo kot, pod
katerim vidimo radij Sonca ali Lune. Aristarh je ocenil ta kot na 1°. Temu kotu
ustreza v loéni meri 27.1°/360° = 0,017, tako da je ro/ly = r, /I, =0,017.
Ni tezko ugotoviti, da vidimo premer Lune ali Sonca pod kotom okoli 0,5° in
radij Lune ali Sonca pod kotom 0,25°, Aristarh je kot kar $tirikrat precenil.
To kaze tudi na njegov odnos do merjenja. Zares pa je Arhimed poroéal, da je
menda Aristarh pozneje popravil podatek na 0,25°.

V tretjem koraku dolo¢imo razmerje med radijem Zemlje in radijem Lune.
Pri popolnem Luninem mrku je Aristarh meril ¢as potovanja Lune é¢ez Zemlji-

Slika 2. Premer Sonca in premer Lune vidimo z Zemlje pod priblizno enakim kotom.

Aristarh je navedel Stirikrat prevelik kot 1° in je dobil r,//, = r; /I; = 2m.1°/360° =
=0,017.
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no senco in ¢&as, ki ga je prebila Luna v Zemljini senci. Po tem je ugotovil, da je
Zemljina senca 8/3-krat toliksna kot Luna. |z tega izhaja, da je radij Zemlje pri-
blizno 8/3-krat vegji od radija Lune: rz/r, =8/3 (slika 3). Tako je Aristarh
lahko narisal “"zemljevid” Osonéja z Zemljo, Soncem in Luno. Le merila ni
mogel navesti, saj ni poznal nobene oddaljenosti ali radija.

Aristarhova vrednost danaSnja vrednost
I /rz 3/8=0,38 0272
I 7y = U /e My frz) 0,38/0,017 = 22 603
lo/rz = o /Ig Iy /rz) 20.22 = 440 23480
ro/rz=ro/lo)\lo/rz) 0,017.440=7 109

Aristarh je ve¢ kot 15-krat podcenil velikost Sonca in ve¢ kot 50-krat nje-
govo oddaljenost. Kljub temu sta ga najbrz prav njegova rezultata za velikost in
oddaljenost Sonca napeljala na misel, da krozi Zemlja okrog precej veéjega
Sonca in ne Sonce okrog Zemlje, kakor so mislili dotlej. Aristarh je bil prvi od
znanih astronomov, ki je poskuSal utemeljiti heliocentri¢no sliko z mirujoéim
Soncem in gibajo¢o se Zemljo. Slika se je zdela za tiste ¢ase tako nenavadna, da
je niso resno upostevali ve¢ kot osemnajst stoletij, dokler je ni povzel Nikolaj
Kopernik. Aristarh se najbrz ne bi dokopal do nje, e si ne bi prizadeval dobiti
pribliznih §tevilskih podatkov. (V knjigah najdemo razliéne vrednosti za Ari-
starhove rezultate. Navsezadnje je tudi to povezano z njegovim odnosom do
Stevilskih rezultatov.)

Aristarhovo delo je dopolnil Eratosten (od leta 276 do 194 pred na$im 3te-
tjem), ki je prav tako delal v Aleksandriji. Dolo¢il je radij Zemlje in s tem uve-
del merilo v Aristarhov “zemljevid”. OpiSimo na kratko Eratostenovo skle-

Slika 3. Pri popolnem Luninem mrku je po &asu, ki ga Luna prebije v Zemljini senci,
Aristarh sklepal, da je Zemljina senca na kraju Lune priblizno 8/3-krat tolikina kot Luna,
|z zveze (2rz/Iy ), + Iy ) = 2r) 8/3 sledi priblizno rz =8 ry /3.
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panje. Kot upravnik aleksandrijske knjiZznice je zasledil podatek, da v Sieni,
danasnjem Asuanu v Egiptu, na najdaljSi dan leta Sonce opoldne posveti v glo-
bok vodnjak. Ugotovil je, da v Aleksandriji na ta dan sonéni Zarki tvorijo z
navpiénico kot, ki meri 1/50 polnega kota. Ker lezi Siena priblizno na istem
poldnevniku kot Aleksandrija, je bilo treba le Se poznati njeno oddaljenost od
Siene. Potniki, ki so prehodili to pot, so navedli zanjo dolzino 5000 stadijev.
To so ugotovili po ¢asu potovanja, ker so vedeli, kolikino razdaljo so prehodili
na uro. _

Ker je Sonce zelo dale¢ od Zemlje, smemo vzeti, da so njegovi Zarki v
Sieni in Aleksandriji vzporedni. Tako meri sredi3éni kot med Sieno in Aleksan-
drijo prav tako 1/50 polnega kota. Ker ustreza temu kotu razdalja 5000 stadi-
jev, ustreza obsegu poldnevnika 50.5000 = 250 000 stadijev (slika 4),

Eratostenov sodobnik Arhimed je doloé&il $tevilo 7, to je razmerje med ob-
segom in premerom kroga. Tako je bilo mogoée po Eratostenovem rezultatu
izradunati radij Zemlje: 250 000 stadijev/2% = 40 000 stadijev in izraziti Ari-
starhove podatke s stadiji.

Del poldnevnika so pozneje veckrat premerili. Skrbno so to storili potem,
ko so se dogovorili, da naj meri poldnevnik 40 000 000 metrov, in s tem vpelja-
li meter. Radij Zemlje meri torej 40 000 km/27 = 6370 km. Zal ne moremo
povedati, kako natanéen je bil Eratostenov rezultat, ker je bilo v rabi ved vrst
stadijev. Ce je Eratosten uporabil obi¢ajni olimpijski stadij, je bil rezultat za
kakih 20% prevelik. Ce pa je imel v mislih krajii stadij, je zadel pravi rezultat
na 1%. Toda to bi bilo treba pripisati sreénemu nakljuéju, ker Aleksandrija in
Siena pac¢ ne lezita na istem poldnevniku.

Dosezki Aristarha in tudi Eratostena zbujajo spo$tovanje Se dandanes, ko

5000 stadijev

Slika 4. Eratosten je vedel, da sije Sonce
navpicno v Sieni (Asuanu), ko sije v
Aleksandriji za 1/50 polnega kota odma-
knjeno od navpiénice. Z znano razdaljo
med obema krajema je dolog¢il obseg
Zemlje in z njim radij Zemlje.
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Slika 5. V uvodu omenjenega razmerja oddaljenosti Zemlje od Sonca /, in Venere od
Sonca /y, ni tezko dologiti, Venera, ki je blize Sonca kot Zemlja, se oddalji od smeri
Sonca najvet za kot a = 46,3°, tako da je /,//|, = 1/sina = 1,38,

smo se navzeli kvantitativnega gledanja. Zaéetnikom takega gledanja v astrono-
miji rade volje spregledamo to, da so navedli nekatere dokaj nenatanéne rezul-
tate.

Janez Strnad

RAZMISLIMO IN NASMEJMO SE!

Dva brata sta rojena istega leta, meseca in dne ter imata iste starSe, vendar nista
dvojéka. Kako je to mogoce?
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RESEVANJE ENACB
Z METODO ZAPOREDNIH PRIBLIZKOV

Nekaterih enaéb (npr. 2x — 4 + Inx = 0) ne moremo resiti po obi¢ajni poti.
Pomagamo si z iteracijskimi metodami. To so metode, ki s ponavljajo¢im se
procesom dajejo vedno boljse priblizke korenov enacb.

Pri reSevanju nam bo koristil kalkulator ali racunalnik.

Pa si poglejmo, kako poteka iteracijska metoda. Za zgled vzemimo kar zgo-
raj omenjeno enacbo 2x — 4 + Inx = 0. Malce jo preoblikujmo in Ze imamo
Inx=4—2x.

Pa naj bo f(x) = Inx in g(x) = 4 — 2x. Nari$§imo grafa teh dveh funkcij; se-
kata se v tocki, katere abscisa je reSitev naSe enacbe.

.} R

] e e e T e

" Ml it 0
Priblizno reditev lahko preberemo iz grafa (x = 2), vendar nas tako doblje-
na reditev s svojo natanénostjo ponavadi ne zadovolji.
Zato uberemo drugo pot:
1. Ena&bo 2x — 4+ Inx = 0 zapisimo v obliki x = A(x) , npr.x = 2 — (Inx}/2.
2. |z grafa preberemo priblizno resitev (x = 2). To je nad prvi priblizek.
Recimo mu xg.
3. lzradunajmo vrednost A(xg):
hlxg) =h(2) =2 —(In2)/2 = 165342641
To je na$ novi priblizek. Recimo mu x; .
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4. Vzemimo novi priblizek in ravnajmo z njim kot s prvotnim:

Xp =2 Priblizki so ¢edalje natanénejsi. Ko
x1 = 1,65342641 bodo natanéni Ze na osem decimalnih
x, = 1,74857513 mest, si z navadnim kalkulatorjem ne
x5 = 1,72059938 bomo mogli ve¢ pomagati. Trdil bo,
da je x, = x,,,. Pa ni& zato, tudi mi
x1s = 1,72685041 bomo ¢&isto zadovoljni s takim pribli-
X1 ™ 1,72685041 Zkom.

Ko je torej x, na Zeleno Stevilo: de-
cimalk enak x,.;, lahko postopek
kon€amo.
(Pri fiziki bi bili zadovoljni ze z x3.)
Postavi pa se nam vpra$anje, ali je ta metoda vedno uspesna.
Zal ni. Uspesna je le v primeru, ko je graf funkcije A(x) manj strm kot pre-
micay=x+n (y=—x+n).
Zato nas iteracijska metoda ne privede vedno k Zelenemu cilju. Kar
poglejmo si tole enacbo: L ap g
x+Inx=0 i
Poskusimo takole:
x=—Inx
In kaj sledi?

*

SRS TR e
i

X0 =05

x1 =0,69314718
X, =0,36651292
x3 = 1,00372151
xq =—0,0037146
xs nedefiniran
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Z nadaljevanjem postopka dobi-

vamo vedno slabse priblizke.
Vendar je za vsako bolezen zdravilo.
Preoblikujmo enaébo x = — Inx takole:

x=—Inx [:2
x/2=—(Inx)/2 |+ x/2
x=x/2—(Inx)/2
x=1/2(x—Inx)

Sedaj je graf takle:

e =142 (X = I X)

Povrino povedano: krivuljo smo pri njenem padanju umirili tako da je zdaj
poloznej$a kot premica y = x.
Pa poskusimo sedaj z metodo iteracije:
xp =05
x1 = 0,596573590
x, =0,56566563133 .
x3 =0,571268901 Ko malce razocarani od prej poskusi-
x4 = 0,565582076 mo z iteracijsko metodo,
x5 = 0,567740966
x19 = 0,567143291
xa20 = 0,567143290 se nam obraz zjasni pri
X421 = 0,567143290 X20 = 0,567143290.

Kljub temu, da nas kalkulator resi ra¢unanja, pa je vseeno muéno priti tja
do 15. ali 20. priblizka. Tu nam prisko¢i na pomo¢ racunalnik. Zaradi speci-
fiénosti ukaza DEF FN v razliénih dialektih basica, sem program priredil za
dva radunalnika, za C64 in ZX Spectrum.
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SPECTRUM

5 REM ITERACIJA
10 PRINT "Zapisite enacbo v obliki x = h(x)!"
20 INPUT ""x ="; a8
30 PRINT “x=";a8
40 DEF FN h{x) = VAL a8
50 PRINT
60 PRINT "lzberite zacetno vrednost!”
+ 70 INPUT "x0="; x0: PRINT "x0=";x0
80 PRINT
90 PRINT “Priblizki so:"
100 LET x1=FN h(x0)
110 PRINT x1
120 STOP
130 LET x0=x1:GO TO 100

Opomba: Raéunalnik vas vprasa po funkciji in zacetni vrednosti. Nato vam
izpisuje priblizke po vsakem pritisku na tipko CONTINUE.

COMMODORE

10 PRINT "VPISITE ENACBO V OBLIKI X =H(X)!"
20 PRINT
30 PRINT "70 DEF FN Y(X)="
40 PRINT “GO TO 70"
50 FOR A=1 TO 4:PRINT CHRB3(145); : NEXT A
60 END
70 DEF FN Y(X)=1/2*(X — LOG(X))
80 INPUT “VPISITE ZACETNO VREDNOST!"; X0
90 X1=FN Y(XO0)
100 PRINT X1
110 GET A3 :IF Ag="""THEN 110
120 IF A8="S" THEN END
130 X0=X1:GOTO 90
READY.

Opomba: Raéunalnik vas postavi v vrstico 70, S kazalcem (kurzorjem) se
zapeljite do konca definicije funkcije in jo vpisite. Pritisnite dvakrat RETURN.
Radéunalnik vas vpraa po zacetni vrednosti. Nove priblizke vam izpisuje, vse
dokler ne pritisnete S.
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In Se opozorilo:

Pri iteracijski metodi moramo poznati prvi priblizek x,. Najlaze ga dobimo
grafiéno. Ce pa se grafa funkcij sekata predaleé¢ od izhodi$¢a in ju zato 'ne
spravimo’ na papir, funkcijo enostavno delimo z od 0 razliénim realnim
$tevilom.

Primer:

x2 —2x+2=0 = flx)=2x,9(x) =x* +2

x2/2—x+1=0 = flx) =x,9(x) =x*/2+1

Za konec resimo $e enacbo 4x = 3%. |
1. reditev: *

4x=3" = x=3%/4

Prvi priblizek: xo = 0,5 r

Nadaljujmo: i

x1 =0,433012702

X3 = 0,379194103 .
Xagq = 0‘379194103 - IR HRR . o S AR  SROR TS ' WL LT

Y=In4X/In3

2. reditev:
Indx

3¥=4x = xIn3=Indx =’x=‘IT_I—3 e

Xp = 2
x; = 1,89278926

X35 = 1,79468896

X2 = 1,79468896
Dobili smo dve resitvi, vsako po drugi poti.
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Naloge

1. Dologi oba pozitivna korena 3. Priblizno resi enacbe:
enatbe 27X = 8x — x°. a) x?=2+Inx
2. Mnozica P naj bo potenénamno-  b) logsx = (x — 2)2
ica mnozice M. Moé& mnozice? ¢ x.Inx=1
je za 27 ve&ja od mo&i mnozice d) 2% =x+2
M. Dolo&i mo& mnozice M. 4. Kje se seceta krivulji y = 3% in
y=x—5?

Marjan Jerman
Po gradivu D. Gresaka

Pripomba urednistva: &e je bralcu gornji &lanek vzbudil zanimanje za numeri-
&no reSevanje matematiénih problemov, potem mu priporo¢amo knjigo
Zvonimir Bohte: Numeriéno reSevanje enaéb, ki je izila v zbirki Sigma. Za ra-
zumevanje knjige bo seveda potrebno nekoliko ve¢ matematitnega znanja,
kot ga zahteva pric¢ujoci €lanek.

Sandi KlavZar

KRIVULJE IN HISOFT PASCAL

Spoznali smo Ze nacin, kako lahko s smotrno uporabo preprostih rekurzivnih
formul z racunalnikom hitro riSemo krivulje, ki se izrazajo s kotnima
funkcijama sin in cos. Ponovimo glavne rezultate, ki so zapisani v Preseku
(letnik 14, 1986/87, 5t. 4 in 6). Ce je

ve =Asin(wx, +¢), k=0,1,2, ... (1)

kier je x;, = k & za izbrani korak & > 0, stevila A, w in ¢ pa so konstante, po-
tem velja rekurzivna formula

yk+l=Cyk_yk-‘|: k:1l2!33'“ tz}
kjer je ¢ = 2 cos(dw). Ce vzamemo y, =A sin ¢ in y; =A sin(6w + ¢), potem
lahko postopoma po formuli (2) dovolj natanéno za risanje krivulj na

radunalniku izraéunamo tudi $tevila y5, y3, ¥4, ... V posebnem primeru dobimo
za ¢ = 0 zadetna €lena yo = 0 in y; =A sinlbw), zad =n/2payy, =A in
y1 = A cosldw). Tocke s koordinatami x, in y, nam v prvem primeru pona-
zarjajo potek sinusne, v drugem primeru pa potek kosinusne krivulje.

Tokrat si bomo ogledali krivuljo, ki je podana v parametriéni obliki z re-
lacijama

x = alt — sin (kt))
(3) y=all —cost) a3



10 PROGRAM KRIVULJA;

20 (* PROGRAM RISE KRIVLUJE *)

30 (* X=A * (T— SIN(K*T)) "

40 (*Y =A* (1 —COS(T)) *)

50 CONST P1=3.141593;

60 VAR MAX,I,A,M, X,Y : INTEGER;

70 X0, X1, X2,Y0,Y1,Y2,C1,C2,F,K: REAL;

80 CH : CHAR;

90 PROCEDURE PLOT (U, V : INTEGER); (* NARISE TOCKO *)
100 BEGIN

110 INLINE (253, 33, 58, 92, 221, 70, 2, 221, 78, 4, 205, 229, 34);

120  END;

130 BEGIN

140  REPEAT

150 PAGE; WRITELN (A=);

160 REPEAT READ(A); UNTIL A>0;

170 WRITELN ('M=");

180 REPEAT READ(M); UNTIL M >0;

190 F := PI/M; C1 := 2*COS(F); MAX := ROUND(300/A/F);

200 WRITELN ('K=); READ(K);

210 C2 := 2*COS(K*F);

220 X0 := 0.0; X1 := SIN(K*F); YO := 1.0; Y1 := COS(F);

230 PAGE; WRITELN('A=', A, ' M=", M, " K=', K:6:3);

240 FOR |:=0 TO 255 DO

250 BEGIN PLOT(1,24); PLOT(l,175); END;

260 FOR |:=24 TO 175 DO

270 BEGIN PLOT(0,1); PLOT(255,1); END;

280 FOR |:=0 TO MAX DO

290 BEGIN

300 X := ROUND(A*(I1*F—X0));

310 Y := 32 + ROUND(A*(1 — Y0));

320 IF (X>=0) AND (X<=255) AND (Y<=175)
THEN PLOT(X, Y);

330 X2 := C2*X1 — X0; Y2:= C1*Y1 — Y0;

340 X0 := X1: X1:= X2; YO := Y1; Y1:= Y2

350 END ;

360 REPEAT CH := INCH UNTIL CH <> CHR(0);

370 PAGE;

380 UNTIL K=0;
390 WRITELN ("KONEC');
400 END. 34



kjer je t parameter, ki tee po poljubno izbranem intervalu na Stevilski premici,
Stevilo a je pozitivno, tevilo k pa poljubno realno. Zanima nas, kaksno krivuljo
zarise v koordinatnem sistemu xy tocka s koordinatama x in y, ko parameter t
tec¢e od 0 do neke konéne pozitivne vrednosti. Za kK = 0 dobimo iz (3)

x=at
y=all—cost)

oziroma y = a (1 — cos(x/a)), kar pa nam ne prinese ni¢ posebnega, dobimo
namreé staro znanko — sinusoido, ¢e pa¢ gledamo le obliko krivulje. Za k =1
dobimo Ze bolj zanimivo krivuljo, ki je podana z relacijama

x=a(t—sint)
y=all—cost)
Imenuje se cikloida. Tako krivuljo opiSe izbrana toéka na kroznici, ki se brez

drsenja kotali po neki premici.

Sedaj bi bil ze éas, da napiSemo rac¢unalniski program, ki nam bo risal kri-

vulje, ki so podane s (3), in to za razliéni konstanti a in k. NapiSimo ga v pro-
gramskem jeziku PASCAL. Uporabili bomo verzijo HP4ATM (HISOFT
PASCAL), ki jo je v &etrti Stevilki Preseka (1985/86) predstavil Bojan Mohar.
(glej program na str. 34)
Na zacetku moramo vnesti 3tevila A, M in K, pri ¢emer morata biti A in M
pozitivni in celi. Stevilo A predstavlja poloviéno viSino krivulje, 3tevilo M pa
gostoto to&k. Stevilo K ustreza Stevilu k v relacijah (3). Opozoriti je treba na
to, da $tevilo M ni preveliko, ker je tedaj korak & (v programu je to spremenljiv-
ka F) lahko zelo majhen in pri velikem 3tevilu toék pride do znatnih napak pri
racunanju koordinat  tock. Smiselno je vzeti:

10<A <60

30<M <300

-10<K<10
Ko program narise krivuljo, moramo pritisniti na poljubno tipko, da lahko vne-
semo nove podatke. Ce vstavimo za K §tevilo 0, se program konéa.

Rekurzivno formulo (2) smo v programu uporabili dvakrat (vrstica 330)

Sami pa lahko spremenite program tako, da vam bo risal 3e kake druge krivulje.
Ce na primer v vrsticah 300 in 310 piSemo

X := ROUND(A*X0) + 120; Y := ROUND(A*(1 —Y0)) + 32

potem dobimo krivulje, ki se v fiziki imenujejo Lissajousove (izg. lisazujeve)

figure.
Marko Razpet
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MACKA IN MISKA

Maéka in miska je igra za tekmovanje racunalniSkih programov. Potrebujemo
radunalnik z raéunalniSko grafiko (ve¢ kot 100 tock v vsaki smeri) in nekaj
zagretih programerjev. V osnovni verziji igre imamo eno samo macko in eno
samo misko, oziroma programa, ki ju predstavljata. Obe imata dolocen zacetni
polozaj in pravilo, po katerem se lahko premikata. Matka mora ¢imprej ujeti
misko, ta pa mora ¢imdalj beZati pred macko.

Tekmovanje poteka v pravokotniku, Eigar velikost je obi¢ajno dolodena z
grafiko racunalnika. Hitrost macke ali midke vodimo loéeno v x smeri in v y
smeri. Tekmovalec lahko v vsaki potezi spremeni hitrost za —1, 0 ali 1 neodvi-
sno v vsaki smeri. Pravilo za premikanje vam je verjetno znano, saj je enako
pravilu za voZnjo avtomobilov v namizni avtomobilski dirki (glej Presek 3,
1980/81).

Na zacetku igre sta tekmovalca v diagonalnih kotih pravokotnika. Izmeni-
&no imata vsak po eno potezo. Igre je konec, ko macka pride na toéko miske.
Seveda je prepovedano gibanje zunaj igralnega pravokotnika.

PriloZeni program je model glavnega programa, ki ga morate prirediti za
svoj racunalnik. Program vodi tekmovanje: dodeljuje, preverja in riSe poteze.
Velikost igralnega polja je dolocena s konstantami minx, miny, maxx in maxy.
Program uporablja podprogram initscreen za inicializacijo grafi¢nega zaslona in
podprogram fine(xy, yi., X2, ¥2), ki potegne &rto med totkama (x;, y;) in
(x5, ¥2). Verjetno ju ne bo tezko prirediti. Bistvena sta podprograma cat in
mouse, ki predstavljata oba tekmovalca. Njuni parametri so lastni poloZaj,
lastna hitrost, nasprotnikov poloZaj in nasprotnikova hitrost ter pospesek, v
katerem vrnejo svojo potezo. Glavni program lahko tudi izboljsate in risete
pot vsakega tekmovalca z drugaéno barvo, sproti izpisujete poteze ipd.

Za zadetek napiite podprogram za macko, ki naj ujame preprosto misko
(podprogram mouse) v prilozenem programu. Kasneje lahko tekmujete s prija-
telji, kdo bo napisal najbolj$i podprogram za maéko in kdo najbolj$i podpro-
gram za misko.

Ko maéke in miSke postanejo bolj zapletene, potrebujejo tudi nekaj svo-
jega spomina, v katerem si shranjujejo dolo¢ene podatke, ki se morajo ohranja-
ti skozi celotno igro. V tem primeru dodajte e en parameter za tabelo. Pazite,
da bo imel vsak tekmovalec svojo tabelo. Na zaetku igre postavite vrednosti v
tabeli na 0.

V zahtevni razli€ici igre vsak podprogram vodi hkrati macko in misko.
Tako nastopata po dve macki in dve miski. Pravila premikanja so enaka kot
v osnovni verziji. Na zacetku sta miski v sredini, macki pa v nasprotnih kotih.
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PROGRAM catandmouse;

CONST
minx = 0; (# najmanjsa x koordinata na ekranu %)
maxx = 255; (% majvecja x koordinata na ekranu =)
miny = 0; (* najmanjsa y koordinata na ekranu =)
maxy = 191; (* majvecja y koordinata na ekranu =)
TYPE
vector = RECORD
X, Y : integer;
END;
VAR
count: integer; (% stevec potez )
catpos, (% mackin polozaj =)
catvel, (% mackina hitrost )
mousepos, {# miskin polozaj )
mousevel:  vector; (# miskina hitrost #)
catmove : boolean; (* macka na potezi *)

PROCEDURE initscreen ; EXTERNAL ;
PROCEDURE line (x1, y1, x2, y2 : integer) ; EXTERNAL ;
PROCEDURE init (VAR count:integer ;

VAR catpol, catvel, mousepol, mousevel: vector ;
VAR  catmove: boolean) ;

BEGIN
count :=0;
catpol.x := minx + 10; catpol.y := miny + 10;
catvel x :=0; catvel.y :=0;
mousepol.x := maxx — 10;mousepol.y := maxy — 10;
mousevel.x ;= 0; mousevel.y := 0;
catmove := TRUE;
initscreen;

line(catpol.x,catpol.y, catpol.x,catpol.y);
line(mousepol.x,mousepol.y, mousepol.x,mousepol.y);
END;
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PROCEDU RE cat(catpos, catvel, mousepos, mousevel: vector;
VAR  accel: vector);
BEGIN
(%
tu manjka podprogram, ki doloci mackin pospesek
v spremenljivko accel
®)

END;

PROCEDURE mouse(mousepos,mousevel,catpos,catvel: vector;
VAR  accel: vector);

(%
primer preproste miske, ki se giblje z najve&jim
pospeskom ali pojemkom

*)

BEGIN
IF mousepos.x < (minx+maxx) DIV 2 THEN accel.x := 1
ELSE accel.x := —1;
IF mousepos.y < {miny+maxy) DIV 2 THEN accel.y := 1
ELSE accel.y := —1;

END;

PROCEDURE playcat (VAR catpol,catvel: vector;
mousepol,mousevel: vector);

VAR,
oldpos, (% stari polozaj )
accel : vector; (% mackin pospesek #)
BEGIN

oldpos := catpos;
accel.x := 0; accel.y :=0;
cat (catpos,catvel, mousepos,mousevel, accel);
catvel.x := catvel.x + accel.x;
catvel.y := catvel.y + accel.y;
catpos.x := catpos.x + catvel.x;
catpos.y := catpos.y + catvel.y;
IF  (accel.x <—1) OR (accel.x > 1) OR
(accel.y < —1) OR (accel.y > 1) OR
(catpos.x < minx) OR (catpos.x > maxx) OR
(catpos.y < miny) OR (catpos.y > maxy) THEN
writeln (‘macka goljufa!’)
ELSE
line (oldpos.x,0ldpos.y catpos.x catpos.y); 38
END;



PROCEDURE playmouse (VAR mousepol,mousevel: vector;
catpol, catvel: vector);

VAR
oldpos, (x stari polozaj #)
accel: vector; (% miskin pospesek )
BEGIN

oldpos := mousepos;
accel.x := 0; accel.y := 0;
mouse(mousepos,mousevel, catpos,catvel,accel);
mousevel.x := mousevel.x + accel.x;
mousevel.y := mousevel.y + accel.y;
Mousepos.x ;= mousepos.x + mousevel.x;
MOUSepos.y = mousepos.y + mousevel.y;
IF (accel.x < —1) OR (accel.x > 1) OR
(accel.y < —1) OR (accel.y > 1) OR
(mousepos.x < minx) OR (mousepos.x > maxx) OR
(mousepos.y < miny) OR (mousepos.y > maxy) THEN
writeln (‘miska goljufal’)
ELSE
line(oldpos.x,o0ldpos.y,mousepos.x,mousepos.y);
END;

BEGIN
init(count,catpos,catvel, mousepos,mousevel,catmove);
WHILE catpos <> mousepos DO BEGIN
count :=count + 1;
IF catmove THEN playcat (catpos,catvel, mousepos,mousevel)
ELSE playmouse (mousepos,mousevel,catpos,catvel);
catmove := NOT catmove;
END;
writeln (‘macka je ujela misko v ’,count, ’. potezi’);
END.

V vsaki potezi lahko podprogram premakne svojo misko ali macko, ne pa obeh
hkrati. Zmaga podprogram, katerega macka najprej ujame nasprotno misko.

Ta igra je bolj primerna za tekmovanje, saj doloé¢i skupno najboljsi podpro-
gram, je pa precej bolj zapletena, saj se moramo odloéati 3¢ med tem, ali bo-
mo premaknili svojo maéko ali misko.

Rok Sosic
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NEKAJ MATEMATICNIH. NALOG ZA OSNOVNOSOLCE
5

1.

(=g

. razred
Pois¢i takdno naravno 3tevilo n, ki nam pri deljenju s 6 da ostanek 4 in
koliénik 15.
Doloé&i elemente mnozicA inB,éejeA U B= {a,b,c,d e} ,A\B=
={abltin BNA={cel} .
Cimbolj spretno izradunaj vsoto vseh naravnih tevil od vkljugno 200 do
vkljuéno 300.
Prijatelja sta se skupaj odpravila na ribolov. Prvi je ujel pet rib, drugi pa
samo tri. Ko sta jih spekla, se jima je pridruZil znanec in ju prosil, da bi
obedoval z njima. Ribe so si razdelili na tri enake obroke. Po obedu je zna-
nec ribi¢ema plac¢al BOO dinarjev. Kako bosta pravi¢no razdelila ta denar,
e so bile vse ribe enako velike?

. razred
Nacrtaj trikotnik ABC, za katerega velja:a=5cm, v, =3,4cmin a= 30°.
Doloé&i naravni Stevili x in y tako, da bo izpolnjena enacba

x 2 _ 1
6 1 30

Janez je prebral 7/10 knjige. To je bilo 64 strani ve¢, kot mu je ostalo do
konca. Koliko strani je v tej knjigi?

. razred
lzra¢unaj:
(2-0,25.08):(0,1+0,16.0,5)
(0,72 — 0,12:0,1):(0,02 + 1/5)

Tudi to pomlad so prizadevni ugitelji iz Sovenskih Konjic zbrali in nam poslali
$opek nalog, za katere upamo, da vam ne bodo povzrogile veliko tezav ob reSe-
vanju. Morda pa bo temu zgledu sledil Se kdo izmed osnovnoSolskih ugiteljev in
uciteljic matematike?

Gorazd Lesnjak
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Za x = —1/2 ima izraz 4x — (m — 2)/3 vrednost —1. Kaksna je njegova
vrednost pri x = —0,25?

Doloéite tiste vrednosti x, za katere je vrednost izraza (x — 1)/(x? + 1)
pozitivna;

negativna;

izraz nima pomena.

Kateri ve¢kotnik ima dvakrat toliko diagonal kot oglis¢? lzradunaj vsoto
njegovih notranjih kotov.

Ali je mogoce 55 telefonov povezati z direktnimi linijami tako, da bo vsak
izmed njih imel direktno zvezo s toéno enajstimi telefoni?

Trije avtomobili so isto¢asno odpeljali po cesti iz mesta Abra proti mestu
Kadabra. V dveh urah je prvo vozilo prevozilo 62,5% celotne poti, drugo
7/9 in tretje 0,8 poti. Kako dolga je cesta med tema mestoma, ¢e je tedaj
imelo vozilo, ki je bilo najblizje cilju, pred seboj e 36 km poti?

Ko lonec napolnimo z vodo, imata oba skupaj maso 2000 g. Ce odlijemo
20% vode, se celotna masa zmanj$a na 88% prvotne mase. Dolo&i masi
lonca in vode.

Izradunaj vrednost izraza 0,001a°6% — 500a%5% . Pri tem je a najvecje dvo-
mestno negativno Stevilo, b pa je najmanjse celo Stevilo med —5,1 in —2,4.
Premici p in g se sekata pod kotom 60°. V manjsem kotu med njima
nacrtaj taksni krozZnici k£ in k“, da se bosta dotikali ena druge in obe obeh
premic.

razred

Poenostavi izraz 1 —x + x* — x® +x* /(1 + x)

Pois¢i resitve enacb

0,24:(1,2+(05x —1,8)/15) =0,08

2m+3)2 —(2m+1)% =176

Predstavi ulomek 9/91 kot razliko ulomkov z imenovalcema 7 oziroma 13.
Ale3 je opravil najprej 4/9 dela, nato Se 3/5 ostanka. Bojan je delo do-
konéal in za to dobil 1000 dinarjev. Kak3no je plaéilo za celotno delo?

Na sestanku je o predlogu glasovalo 180 udelezencev. Zanj jih je bilo 18
veé kakor proti njemu. Koliko jih je glasovalo proti predlogu?

Znano je, da je cena diamanta sorazmerna s kvadratom njegove teze. Pri
bru$enju diamanta je odpadel koS¢ek in s tem se je njegova cena zmanj3ala
za 36%. Koliko odstotkov skupne teze je tehtal odlomljeni koscéek?

Obseg trikotnika s stranicami a, b in ¢ je 34 cm. Vemo,dajea: b= 3/8 in
b :c=4: 3. Koliko merijo stranice?
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8. Deset metrov visoka smreka se je prelomila tako, da se vrh dotika zemlje
5 m od vznoZja, spodnji konec odlomljenega dela pa se Se dotika mesta
preloma. V kateri vi3ini se je smreka prelomila?

9. V trikotniku MNP je kot MPN pravi, nozisée Q visine iz P pa je od M
oddaljeno 4 cm in 9 cm od NV. Koliko meri visina PQ ?

10. Rob pravilne Stiristrane prizme a meri 3 cm, vi§ina h pa 12 cm. Za kaksno
kocko velja, da sta povriini obeh teles v enakem razmerju kot njuni pro-
stornini?

Se dve nalogi za vsakogar:

1. Ali lahko med spodnje 3tevilke postavi§ znake +, —, ., : tako da bo ra¢un
dal vrednost 2? )
9 87 65 4321

2. Vstavi ustrezna Stevila namesto zvezdic:
® %k ¥ B * 2 *

* ®

* G0
* * *
* *

3*9**7

Ucitelji matematike in fizike

Ce ne gre, najdete resitve na strani 61 Iz Slovenskih Konjic

Pisma bralcev

V zadnji $tevilki lanskega Solskega leta smo objavili le eno od dveh nalog, ki
nam jih je poslal Samo Dreo iz Poljéan, dijak STS Marsala Tita iz Celja. Naloga
je spradevala, kje je zakopan zaklad. Gusarji kralja Richarda so ga z vaSo
pomocjo Ze nasli. Tudi domov so Ze pripluli. Tokrat uganite, kateremu od njih
je kralj dal najve¢jo nagrado za prizadevnost pri iskanju zaklada.

Dusica Boben
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NALOGE O LUNINIH MENAH

Naridi medsebojno lego Sonca, Zemlje in Lune za prizor iz tele pesmice:

""Sonéek ¢ez hribcek gre,
Lunca pa za gore,
zvezdice svetle

se potope.”

Katero meno je videl pesnik?

lztegni eno roko v smeri Sonéka iz prizora, drugo pa v smeri Lunce. Koliksen
je kot med njima?

Kolik3en je kot med rokama, iztegnjenima v smeri Sonca in Lune ob 5¢ipu,
kolikSen je ob krajcih in kolik§en ob mlaju?

Nari$i medsebojne lege Sonca, Zemlje in Lune za vse tiri Lunine mene.

Janez Ferbar

Kdo si zasluzi najveéjo nagrado?

Po mnogih avanturah so se z zakladom vrnili domov. Kralj Richard jih je pokli-
cal na dvor ter jim rekel: "Gusarji moji, vsi ste se lepo izkazali, ampak povejte,
kdo od vas je bil najbolj prizadeven.”

Na to vpraanje mu je odgovorila Rde¢a hobotnica: ""VaSe velicanstvo,
vsi smo se zelo trudili, a najbolj so se Enozobi vrag, Nori morski pes, Krilata
posast in kapitan.”

“Pravis, da so se ti moZje najbolj trudili. Prav, pa jih bom nagradil. Toda
prej mi morate povedati, kateri od vas Stirih si zasluzi najve¢jo nagrado.”

Odgovorili so mu takole:

Enozobi vrag: "Prav gotovo si jaz zasluZzim najvecjo nagrado.”

Nori morski pes: “Nikar mu ne verjemite, laze tako hitro, kakor pes tece.
Kapitan si zasluzi najvecjo nagrado.”

Krilata poSast:  "Nori morski pes laze."”

Kapitan: "’Krilata po$ast si zasluzi najvec¢jo nagrado.”

Kralj zaéne premisljevati, a v tem trenutku pritece v dvor Okrutni Bill, ter
rece: ""Vase visoCanstvo, eden je lagal, dva sta govorila resnico, za enega se pa
ne ve."”

"Kako pa ti to ves, ko te ni bilo v dvoru?!”

"Slisal sem jih na ladji, takrat, ko so se dogovarjali.”

Kralj je potem z lahkoto redil uganko. Ali jo znate tudi vi?
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NOVILE

KAKO NISVA POSTALA MILIJONARJA

Na Rubikovo kocko smo vsi Ze skoraj pozabili. Pred nekaj leti pa je bilo druga-
ée, Takrat smo vsi iskali nove in nove postopke in matemati¢ne obrazce, s ka-
terimi bi kocko &im hitreje sestavili. Danes jo verjetno le e malokdo zna se-
staviti. Kot vsaka igracka, ki se je navelicamo, je oblezala na dnu kake omare.

Ob kocki se je pojavila prava poplava sestavljank, ki razen spretnih rok
zahtevajo predvsem obilo logiénega sklepanja, prostorske predstave in vizu-
alnega pomnenja. Posamezniki in nekateri proizvajalci taksnih igraé¢ so ¢ez noé
obogateli. Ob Rubikovi kocki dimenzije 3 x 3 x 3 so se pojavili Se: kocka
4 x 4 x 4, domino kvader 2 x 3 x 3, tetraeder, okrogla 'kocka’, kac¢a, barvaste
kroglice, izdelani so bili celo nacrti za kocko 5 x 5 x 5. Zdi se pa, da podasi
zamira zanimanije za tak tip igrac.

Vendar Erno Rubik, genialni madzarski izumitelj, ni miroval. Po nekaj
letih zatisja je pri$la na trg njegova nova igracka, ki jo je poimenoval "MAGIC".
To je osem ploséic, ki so povezane med seboj tako, da sestavljajo 2 x 4 plo$éo.
Na eni strani plo$¢e so narisani na ¢rni podlagi trije mavriéni obroéi (ko je
igrata nesestavljena), na drugi strani pa so narisani kosi mavriénih obrocev.
Bistvo izuma nove igracke je izredno domisljena povezava posameznih plo3&ic
med seboj. Povezane so z najlonskimi vrvicami, ki po miniaturnih Zlebovih se-
gajo &ez celotno povriino ploséic, tako da ploséice lahko prevragdamo, vrtimo
in iz igracke naredimo najrazli¢nejse prostorske like (obroée, stole, stolpe ipd).
Pri tem plos&ice nikoli ne razpadejo, kakorkoli so obrnjene, vedno jih vrvice
drzijo skupaj. Naloga sestavljanke pa je v tem, da z najrazli¢nejsimi transfor-
macijami premeSamo ploS¢ice med seboj tako, da kosi mavriénih obroékov,
ki so narisani na zadnji strani igrace, tvorijo tri med seboj sklenjene mavri¢ne
obrode. Takrat ploSéice niso veé zlozene v plo$éo 4 x 2, ampak v3 x 3z eno
manjkajo¢o vogelno ploséico.

Ob novi Rubikovi igraé¢ki sva se spomnila zgodbe, ki bo mogoée zanimiva
tudi za bralce Preseka. Pozimi pred Sestimi leti, ko so se $e vsi ukvarjali z Rubi-
kovo kocko, sva zadela razmisljati, ali bi bilo mogo&e napraviti podobno
sestavljanko iz kakSnega drugega telesa. Naju ni zanimala teorija in spretnost
v sestavljanju kocke, temveé Cisto tehni¢no vpradanje, kako je kocka sestavlje-
na. Na podoben nacin, kot je Rubik razstavil kocko na posamezne elemente in
jih smiselno povezal, sva razmisljala, bi bilo mogoce razstaviti na med seboj
povezane kose tudi kak$no drugo geometrijsko telo (in s patentom zasluZiti
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kak3en dinar).

Kot je znano, obstaja v tridimenzionalnem svetu le pet pravilnih geome-
trijskih teles, ki jih je prvi opisal Ze Arhimed in jih tudi imenujemo Arhimedova
telesa. To so:

tetraeder, ki ga omejujejo Stirje enakostranicni trikotniki,

oktaeder, ki ga omejuje osem enakostrani¢nih trikotnikov,

heksaeder ali kocka, ki jo omejuje Sest kvadratov,

dodekaeder, ki ga omejuje dvanajst pravilnih petkotnikov, ter

ikozaeder, ki je omejen z dvajsetimi enakostrani¢nimi trikotniki. Kocko je
obdelal Zze Rubik in tudi tetraeder sva Ze videla v neki reviji. Za oktaeder nisva
imela prave predstave, kako bi ga bilo treba "razrezati”’, da bi se posamezne
plasti lahko vrtele, ikozaeder pa je Ze "“preokrogel’’, da bi se dalo posamezne
plasti enostavno vrteti (verjetno pa bi bilo zanimivo telo, zgrajeno na ikozae-
dru, s posameznimi “izrastki”, ki bi olajsali sestavljanje taksne igracke). Tako
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nama je ostal samo dodekaeder, ki je po najinem mnenju tudi najlep3e pravilno
geometrijsko telo. Lotila sva se matemati¢nih preracunavanj in risanja nacrtov.
To niti ni bilo tezko, saj je za to delo zadostovalo ze znanje srednjeSolske trigo-
nometrije, midva pa sva takrat Ze bila Studenta matematike. lzkazalo se je, da
je notranji mehanizem v bistvu enak kot pri Rubikovi kocki, le prilagojen dru-
ga¢nim geometrijskim lastnostim. NajveCja tezava za predstavo je v tem, da
nikjer ni pravega kota. Za potrditev teorije, da mehanizem tako razdeljenega
telesa resni¢éno deluje, je Miro v ocetovi mizarski delavnici z o¢etovo pomocjo
izdelal prototip. Ta je, nekoliko trdo sicer, popolnoma brezhibno deloval.
Prototip sva odnesla k fotografu, ki ga je z vseh strani, znotraj in zunaj,
poslikal. Naérte in slike sva odnesla v patentno pisarno in vloZzila prijavo "Pro-
storske logiéne igratke BOMIDO" (Boris Miro Dodekaeder) kot model. (Prav
med pisanjem ¢&lanka za Presek sva dobila od Patentnega urada obvestilo, da je
bila potrjena za$¢ita modela.) Po prijavi modela na patentnem uradu sva spo-
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mladi leta 1982 zacela iskati proizvajalce najine igracke, saj sva, po Rubikovem
vzoru, tudi midva Zelela postati milijonarja. Toda tu se je zataknilo. Nobena
tovarna kovinsko—plasti¢ne usmeritve, noben domzalski plasti¢ar ni bil dovolj
navdu$en nad najino idejo, da bi bi! pripravljen vloziti denar v razvoj orodja za
dodekaeder. Ker telo nima nobenega pravega kota, se je vsem zataknilo Ze pri
izdelavi nac¢rta za oradje. Po nekaj mesecih sva obupala nad nerazumevajoco
domovino in se odloéila za agresivni prodor na svetovno trzisce.

Med prvomajskimi prazniki sva z vsemi slikami in dokumenti odpotovala
v London. Ze prej sva se bila pismeno oziroma telefoniéno dogovorila za
sestanek z Davidom Singmastrom, matematikom, ki je bil takrat glavni popu-
larizator in teoretik Rubikove kocke, in z Jamesom Dalgetyjem, ki je bil kot
direktor firme Pentagle novopeceni bogata$ po zaslugi Rubikove kocke in po-
dobnih igrac. Na domu pri Singmastru sva bila Ze ob devetih dopoldne. Vedel

BOMIDO na risalni mizi. 47



je sicer, da je mogoc¢a konstrukcija magi¢nega dodekaedra po vzoru Rubikove
magicne kocke, vendar prototipa $e ni videl. NavduSeno si je ogledoval foto-
grafije najinega ro€no izdelanega modela, posebej Se, ko je slisal, da model
deluje. Obisk pri Singmastru je bil zelo zanimiv. Se kaksni dve uri sva ostala
pri njem in v tem ¢&asu nama je pokazal cel muzej najrazlicnejSih sestavljank
z vsega sveta. Samo o Rubikovi kocki je imel cele police knjig in priro¢nikov,
prav tako z vsega sveta, Kasneje sva mu poslala knjizico, ki je izSla pri beo-
grajski zalozbi Galaksije. Nekaj igraé, nalepk, plakatov in priponk nama je
podaril, $e veé pa sva jih kupila v improvizirani trgovini v njegovi hisi. Najbolj
sva se navdusevala (kot konjickarska mizarja) nad sestavljankami (puzzles) iz
plemenitega lesa. Na primer zmesnjava razli¢nih ali celo enakih teles, ki se-
stavljajo kocko ali kak3no drugo pravilno telo. Obstajajo cele matematicne
teorije, kako je mogoce pravilno telo razrezati na simetriéna telesa in taksne
sestavljanke sploh niso enostavne.

Singmaster naju je prijazno odpeljal do sredi3¢a Londona, kjer sva imela
za opoldne dogovorjen sestanek v McDonnaldovi restavraciji z Jamesom
Dalgetyjem. Dalgety ni bil dosti starej§i od naju, imel je pravo lepotico za
7eno in bles¢ecte nov §portni avto Saab 900 turbo (1) Ze sva se tudi sama videla
v takSnem avtomobilu, ko sva e pred pridetkom kosila dozivela hladen tus.
Dalgety je sicer rekel, da sva pametna in pridna, tudi on je bil navdu$en nad
lesenim modelom, vendar je iz torbe privlekel na dan nekaj plasti¢nih modelov
— prototipov dodekaedra, ki jih je prejSnji dan dobil v tovarni. Bili so na las
podobni tistim, ki sva si jih zamislila midva, kar pomeni, da so matematiéni
in geometrijski zakoni povsod enaki. Povedal nama je, da sva kaksen mesec
prepozna z najinim patentom, takrat ga je namreé on odkupil od nekega
MadZara. Dva meseca kasneje je stekla Ze redna proizvodnja magi¢nega dode-
kaedra. V tolazbo sva po posti dobila prve primerke.

Pred kratkim so prijatelji v Londonu v veé& velikih trgovinah z igradami
iskali magi¢ni dodekaeder. Povsod so Se imeli Rubikovo kocko v najrazliénejsih
izpeljankah, toda dodekaedra ni bilo mogoée nikjer dobiti. Prodajalci so po-
vedali, da je imel zelo malo uspeha, verjetno se je ljudem zdel prekompliciran
(v zmesnjavi dvanajstih barv se je res tezko znajti), in da Ze dolgo ni ve& v pro-
daji. Sicer pa sestavljanje samo ni bilo ni¢ teZje kot pri kocki, le da je bilo ne-
koliko ve& dela. Dodekaeder je bil na neki naéin kopija kocke in ponovitev ne
more biti nikoli tako uspesna kot originalna zamisel. To so neizprosni zakoni
potrodniske mentalitete in svobodnega trzisc¢a. Le kdor jih zna dobro oceniti
in v pravem trenutku ponuditi nov proizvod, se lahko nadeja uspeha.

Tako nisva postala milijonarja, celotno zgodbo pa sva ohranila v prijetnem
spominu. Kdor ne poskusi, tudi uspeti ne more.
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Kot nekdanja $tudenta matematike sva sklenila, da v spomin na to zgodbo
podariva najin prototip matemati&ni knjiznici, da bo stal v vitrinah knjiznice v
tretjem nadstropju na Jadranski 19 v Ljubljani.

Pisani magiéni dodekaeder (glej IV stran ovitka) lahko narocite pri Penta-
gle, Paradox Engineering Ltd., Over Wallop, Hampshire, SO20 8HT, Velika
Britanija z nakazilom 8.

Hkrati pa razpisujeva nagradni natecaj na temo magiénega dodekaedra, ka-
terega prototip si lahko ogledati na slikah. Odgovoriti morate na naslednja
vprasanja:

1. Koliko je sredinskih, vogalnih in koliko robnih delov magi¢nega dodeka-
edra? Odgovor utemeljite z izpeljavo enaéb za 3tevila robov in vogalov
poljubnega poliedra (to je naloga za ogrevanje).

2. Koliko barvnih nalepk, to je, koliko petkotnikov potrebuje za sredinske
elemente, koliko rombov za vogalne elemente in koliko trikotnikov za
robne elemente? Odgovor utemeljite.

3. Kolikéna sta volumna robnega in vogalnega elementa in kolik3en je volu-
men vsega dodekaedra (v odvisnosti od dolzine roba dodekaedra)?

VAVANLENN

730
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5. Kolik3en je polmer vértane in o&rtane krogle dodekaedra in kolik$en pol-
mer krogle, ki se dotika robov?
PriloZiti morate tudi vse radunske izpeljave. O nagrajencih bo razen pravilnosti
odgovorov odlo¢ala tudi elegantno izpeljana resitev. Se majhen nasvet: v pravi-
Inem petkotniku se skriva zlati rez, s pomoé&jo katerega lahko izrad¢unamo
kotne funkcije posameznih kotov, ki jih bomo potrebovali pri izradunih.
Najboljse odgovore bomo objavili, za nagrade pa razpisujemo en pravi
magi¢ni dodekaeder in pet knjiznih nagrad iz Presekove knjiznice. Rok za
oddajo odgovorov je 1.11.1987. Pogljite jih na urednistvo Preseka.

Boris Horvat in Miro Lozej
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ODVEDLJIVOST “AH” IN "OH"”

Kraguljéki cingljajo, bele sani z vprego se prebijajo skozi zimsko pokrajino.
Lezim na saneh, ves obdan s prijetno toplo koZzuhovino in opazujem pokrajino.

Qkrog in okrog so beli hribi porad¢eni s Gudovitimi smrekami in obsijani s
soncem. Idilo le tu in tam zmoti koéijaz s surovo kletvico.

Moz, star kakih Sestdeset let, poraS¢en, zanemarjen, od njega veje kiselkast
vonj po potu. Vse Zivljenje je kocijaz, vse Zivljenje je presedel na kocijah in
saneh, poslusal pogovore potnikov: modre, pa tudi ni¢ kaj pametne. Le tu in
tam se ozre po meni, in na obrazu se mu vidi, da Zeli povedati nekaj pametnega.

Sonce sije vedno moéneje, vedno bolj in bolj se Zarki odbijajo od zasneze-
nih poljan. Svetloba postane slepeca, neprijetna — celo boleca ...

Skozi polspuicene rolete vdirajo v sobo prodorni Zarki zimskega sonca.

Sanje, sanje. Saj je bilo prelepo, da bi trajalo. Spet sem vrZzen v kruto
resniénost. Ura je Ze enajst. Poéasi in s tezavo se odvleéem v kopalnico. Edino,
kar vidim pred seboj, je tus, mrzel tu$, ki bi 5e mrtvega prebudil.

Po tem udarcu, ki bi se prav lahko tragi¢no koncal, se zavem svojega
poloZaja.

Kot strela z jasnega me preSine. ‘Fant, uéiti se bo trebal’ Poéasi, s polZevo
hitrostjo se pomikam nazaj v sobo. Na mizi v kotu leZi zapraSena knjiga. ‘Mate-
matika 4’ piSe na njej. Odprem jo in v mislih na v&erajnji Zur listam po njej.
'Funkcija f je odvedljiva v to¢ki xo natanko tedaj, ko se da prirastek funkcije
razéleniti v linearni del (premosorazmeren h) in v del, ki gre hitreje proti 0 kot
prirastek neodvisne spremenljivke h.

flxg + h) — flxo) =Ah +0O(h)
Res! Ce je f odvedljiva v xqo velja:
fixo +h) — flxo) = Fx)h + O(h)
to pa je toliko, kot &e je
A =1 (xq)
Delimo prvo enacbo s A:
fixo,h) =A+h ' Olh)

Ko gre h proti 0 konvergira desna stran proti A z njo se steka tja tudi leva.
Funkcija je res odvedljiva v xo. Njen odvod v xo pa je enak koeficientu A.
Dvignem glavo in se zagledam proti postelji. Poé&asi, a vztrajno konvergi-
ram proti njej, konéno pa se leva in desna stran telesa znajdeta v postelji.
0, blazeni raj ......
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Ko¢ijaz grdo pljune in se konéno opogumi. Obrne se k meni, me premeri
in zaéne:

'Fant moj. Vsa modrost tega sveta je skrita v MATEMATIKI ..." Zavijem
se globlje v koZzuhovino in utonem v globok, globok SPANEC ...

Goran MiloSevi¢

NOVE KNJIGE

B.M. Sevarli¢, KRATKA ZGODOVINA ASTRONOMIJE, 2. del, Ljubljana:
Dru$tvo matematikov, fizikov in astronomov SRS, 1986, 180 strani, prevedla
Pavla Ranzinger. — (KnjiZnica Sigma ; 42)

V zbirki Sigma Dru$tva matematikov, fizikov in astronomov SRS je v prevodu
Pavle Ranzinger izla knjiga B.M. Sevarliéa Istorija astronomske nauke, od
Njutnova doba do na$ih dana, Beograd 1986.

Zanimiva in zelo koristna knjiga, ki smo jo dobili sedaj tudi v slovenskem
prevodu, podaja okritja, raziskave in dejavnosti na podroc¢ju astronomije od
Newtona do danasnjih dni. Bralcu omogoé¢a dovolj izérpen pregled nad doga-
janji na podroc¢ju “kraljice’ znanosti v zadnjih stoletjih. Vendar branje knjige
zahteva dolo¢eno astronomsko in fizikalno predznanje.

Knjiga ima na 180 straneh snov razporejeno v 5 poglavjih: Razvoj astrono-
mije, Razvo] teoretiéne astronomije in nebesne mehanike, Zagetek in razvoj
zvezdne astronomije, Zacetek in razvoj astrofizike ter Zacetek in razvoj
kozmogonije in kozmologije. Vsako poglavje predstavija dovolj zakljuéeno
celoto, jezik je tekoé&, prevod dovolj korekten. Prevajalka in strokovni recen-
zent Andrej Cade? sta z dovolienjem avtorja nekatere odstavke izpustila, ne-
katere pa sta predstavila v nekoliko spremenjeni obliki, odpravljene so tudi
pomanjkljivosti, ki jih vsebuje original. Zelo koristno je stvarno kazalo, ki ga
original ne vsebuje, prav tako so dobrodosle slike astronomov in instrumentov,
ki jih v originalu ni néiti. Bralca bo knjiga vsekakor vzpodbudila, da bo marsi-
katero pojasnilo Sel iskat v ustrezno literaturo.

Knjigo, ki je izila v bolj okusni obliki kot original, zelo priporoéam vsem,
ki se zanimajo za dogajanja v astronomiji v zadnjih stoletjih. Tako jim bodo
dosti bolj razumljive poti, po katerih se razvija astronomija danes.

Bogdan Kilar
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KRIZANKA — TRIKOTNISKE FORMULE

VODORAVNO: V trikotniku poznamo dolZine stranic a = 4290, b = 4620,
¢ = 4950. Rezultate zaokroZi na §tiri mesta. Za kote uporabi dve mesti za sto-
pinje, dve za minute in dve za sekunde,

1. polobseg s 5. obseg 0 (na 5 mest)
10. viSina na stranico a v, 11.teZiSCnica na stranico a : t,
12.visinanac 14. teziSEnicana b
16. teziSénicana c 18.viSinanab

19. ploigina p (na 7 mest)

20. polmer stranici a priértane kroznice p,
21. dolzina simetrale notranjega kota s,
22. polmer stranici b pri¢rtane kroZnice p,
23. simetrala kota f3 - Sg

24, polmer stranici ¢ pri¢rtane kroZnice p,

25. simetrala kota v : 5., 26.2° - 13
27. kot a v stopinjah, minutah in 29, kateta pravokotnega trikotnika z
sekundah eno kateto 1457 in hipotenuzo
31. velikost kota 1585
33. enaki cifri 34. velikost kota v
NAVPIENO:
1.5 -2 2.3.(2.3%.179 - 1)
3.2°.23.(313+2.3'2 +23'1 +23° +2.37+ 3% + 1)
5.22.31
6.2.35.(77 +376+57°5+3.7* +3.72 +7+1)
7.2.311.11.(2.(31°-5%)-5.13?%) 9. cifri v dvojiskem sestavu
13.2% 5.(48 — 1) 15.47.(21° +27 +523 + 1)
17.5.132 20.5.7.(60 — 1).19
22.5.(7.10 + 3) 23.2.(2°.3.197 — 1)
25.2%.32.97 26. diagonala pravokotnika s stranica-"
28. 3% —2 ma 2720 in 6969
30. stevilo, ki je enako vsoti svojih 32.2.(2% +1)
pravih deliteljev (kot npr.
6=1+2+3)

Franci Oblak
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CRNA OVCA, NATANCNA POVRSNOST IN
NORA NATANCNOST

“Glej, glej! Na AngleSkem so pa ovce &érne,” navdudeno ugotovi astronom, ko
zagleda érno .... ovco.

"Kako ste astronomi povrini,’’ se sku$a izkazati fizik: Kot znanstvenik
lahko trdis le, da so na AngleSkem nekatere ovce tudi ¢rne.”’

"“Neumnost,” zavzdihne matematik: “Z gotovostjo lahko trdimo le, da je
na AngleSkem vsaj ena ovca, ki je &rna vsaj na eni strani ...”"

Damjan Kobal
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PREMISLI IN RESI

V novi nalogi boste pomagali Smrketi na begu pred Gargamelom.

SMRKETA NA JEZERU

Smrketa vesla po okroglem jezeru
polmera 100 metrov, medtem ko
nanjo prezi na obali hudobni é&a-
rovnik Gargamel. Je sicer neplavalec,
teCe pa hitreje, kot Smrketa vesla:
Gargamel teka s hitrostjio 7 m/s,
Smrketa vesla le s hitrostjo 2 m/s.
Ce ji uspe dosedi obalo, ne da bi
naletela na ¢&arovnika, je redena,
kajti teée hitreje od njega. Poma-
gajte Smrketi, povejte ji — in Pr-
seku — kako naj vesla, da bo dosegla
obalo, ne da bi sre¢ala Gargamela.
Nasvete posljite Preseku (za
PIR), 61111 Ljubljana, Jadranska 19
p.p. 64,do 30. septembra 1987.

’

Franci Oblak

Resitev iz P XIV/ 4 — Razdeliva si vino

Tokrat smo imeli teZzave pri Stetju pravilnih reSitev. Ali jih je bilo 45 ali pa 70,
nepravilnih je bilo Sest. Pravilne so nam poslali:

Gregor BEGUS s Kojskega, Marko BOHANEC iz Krizevcev pri Ljutomeru,
Drago BOKAL iz Polhovega Gradca, Peter BORSTNAR iz Medvod, Vilijana
BRUNEC iz Slovenske Bistrice, Silvan BUCIK iz Tolmina, Peter CADEZ iz
Radovljice, Lea CERNILEC iz Naklega, Jelena DUKANOVIC iz Zgornje
Kungote, Marko GOMBAC iz Postojne, Igor GRESOVNIK iz Dravograda,
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Bostjan HAUPTMAN iz Qmartnega pri Litiji, Janez HOCEVAR iz Trebnjega,
Matjaz HORVAT iz Murske Sobote, Sonja JERIC iz Cerkelj (5 krat), Sarie Ana
JUZNIC iz Ljubliane, Matej KARAHODZIC iz Crnué&, Doroteja KOBAL iz
René¢, Robert KOLMANIC iz Ljubljane, Marija KOSEC iz Cerkelj, Andreja
KUKOVICIC iz Brestanice, Bojan KLEINDIENST iz Maribora, Jana LACEN
iz Ljutomera, Franja LIPOVSEK iz Sevnice, Robert MEOLIC iz Bakovcev,
Tanja METELKO iz Kopra, Ksenija MISIGOJ iz Dobrovega, Milan ORNIK iz
Voli¢ine, lzak PODGORNIK iz Ljubljane, Nataa POSEL iz Miklavza, lgor
PUSTISEK iz Skofje Loke, Damijan SVETINA iz Kranja, Branko SCAVNI-
CAR iz Ljotomera, Mitia STERMAN iz Ajdovi&ine, Joze SRAJ iz Borovnice,
Bogdan TERTINEK iz Pekr, Majda TURNER iz Pragerskega, Miha VERGELJ
iz Lesc, Robert VRECA iz Maribora, Primoz VIZLAR iz Ljubljane, Andrej
ZALAR iz Sentjuria pri Celju, neznani bralec iz Podboéja , 21 ucencev 6.c
razreda osnovne Sole MiklavZz na Dravskem polju, JoZzi PINTAR iz Drazgos,
Sasa MOHORIC iz Skofje Loke, Tinka SELIC iz Sentjurja pri Celju .

Uéenci iz MiklavZa so nam poslali reSitve — povsem enake — vsak na svoji
dopisnici. To je bil kar odveéen napor in delo za posto. Podobno nam je
Sonja iz Cerkelj poslala pet pisem z enako vsebino.

Nagrado, knjigo Kratka zgodovina astronomije B.M. Sevarli¢a, ki je prav-
kar izsla v zbirki Sigma, smo s pomoéjo Zreba poslali Damijanu Svetini, Mariji
Kosec, Sarie Ani Juznié in 6.c razredu v Miklavz.

Vedina redevalcev je §la po isti poti, nekateri so nam poslali ve¢ resitev.
Prepisali smo shematiéno reSitev Andreje Kukovigic.

8—litrska b—litrska 3—litrska
steklenica steklenica steklenica

zacCetek prelivanja

BamaWWoo
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OCWNNOWOO

Peter Petek
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KOTNE FUNKCUE

Ali bi znali ugotoviti, kako visok je tovarniski dimnik, ki ga vidite vsak dan?
Ali kako visoka je stolpnica, ali svetilka javne razsvetljave, ali drevo, ali.. In e
mnogo podobnih vprasanj si lahko zastavimo. Odgovor nanje pa utegne biti
zanimiv in preprost.

Poskusimo skupaj spoznati kotne funkcije in, nenazadnje, odgovoriti na
postavljena vprasanja.

Zaénimo skupna razmisljanja s
ponovitvijo pojmov, ki jih sre¢amo
ob pravokotnem trikotniku.
Pravokotni trikotnik je trikotnik, ki b
ima en pravi kot (90°). Najdaljso
stranico v pravokotnem trikotniku, A
ki vselej lezi nasproti pravemu kotu,
imenujemo hipotenuza. Drugi dve sta &
kateti. Na sliki 1 smo kateti oznacili
z a, b, hipotenuzo pa s ¢. Poznamo ) B
tudi Pitagorov izrek: a® + b? = ¢, NS
(Kvadrat hipotenuze je enak vsoti
kvadratov obeh katet.)
Spomnimo se, da sta si dva pravokotna trikotnika podobna, ¢e imata en ostri
kot enak. Ker sta pravokotna, imata enaka dva kota, to pa Zze pomeni, da sta si
podobna.

Sedaj pa nari§imo vsak svoj pravokotni trikotnik, ki bo imel en kot enak
& = 30°. Seveda je takih trikotnikov veliko, izberite si svojega (tistega, ki vam je
najbolj vie¢). Vazno je le, da je pravokoten in da eden izmed ostrih kotov meri
30°. Kot smo oznaéili z § prav zato, da ostane izbira, v katero oglji$ée ga po-
stavite, vasa. Sedaj pa pazljivo!
Izradunajte koliénik med dolzino nasproti kota & = 30° lezeée katete in dolzi-
no hipotenuze. Torej:

dolzina katete nasproti 6

dolzina hipotenuze

Ce ste lepo risali in prav ragunali, sta dobili % Najbrz ni tezko uganiti, kako
smo lahko uganili vas koli¢nik, éeprav vemo o vaSem pravokotnem trikotniku
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le to, da eden od kotov meri 30°. |zradunajte e naslednje koliénike:

dolzina katete, prilezne kotu &

dolzina hipotenuze

dolzina katete nasproti &

dolzina katete, prilezne kotu &

dolzina katete, prilezne kotu &

dolzina katete nasproti &

Dobili smo po vrsti: 0.9, 0.6, 1.7 (priblizno seveda!). Ce bi bili bolj natanéni:
0.866.., 0.577.., 1.732... Razvozlajmo to skrivnost, ki sploh ni veé¢ skrivnost.
Vsi pravokotni trikotniki, ki imajo en ostri kot enak 30°, so si podobni, to Ze
vemo. Torej je vas pravokotni trikotnik podoben nasemu. V podobnih trikotni-
kih so razmerja pripadajocCih stranic enaka, torej smo morali vsi dobiti isti
rezultat. (Glej sliko 2.)

Slika 2

Vse razmisljanje lahko ponovimo za kak3en drug kot (npr. & = 60°, 5 = 45°,
& = 32°, ...). Spet bi vsi dobili iste koliénike, toda pri vsakem kotu drugaéne.
Ker so ti koliéniki odvisni le od velikosti kota, jih bomo oznagcili:

dolzina katete nasproti &

sind = (beri: sinus)
dolzina hipotenuze

dolzina katete, prilezne kotu &

cosd = (beri: kosinus)
dolzina hipotenuze

dolzina katete nasprotid

tgd = (beri: tangens)
dolzina katete, prilezne &

dolzina katete, prilezne &

ctgd = (beri:kotangens)
dolzina katete nasproti &
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V prejénjem primeru smo imeli & = 30° in smo ugotovili, da je sin(30°) = 0.5,
cos(30°) = 0.87, 1g(30°) = 0.58, ctg(30°) = 1.73. Podobno bi dobili sind,
cosd, ..., za kak drug kot 8. Ce spremenimo &, se spremenijo tudi sin8, cosé...
Opravka imamo torej s Stirimi funkcijami. To so funkcije kotov in zato kotne
funkcije.

Da bi si povedano dobro zapomnili,
narisimo 3e enkrat pravokotni triko-
tnik (slika 3). Kateto nasproti kota
B smo oznaéili z b, kateto, ki je pri-
lezna kotu 8, s ¢ in hipotenuzo z a.

Sedaj lahko napiSemo krajse: Slika 3
sinf - cosf 3 tgf = ctgf i

Ker je hipotenuza najdalj3a stranica pravokotnega trikotnika, sta funkciji
sind in cosd manjsi od 1 za vsak kot 8.

Da bi preverili, ¢e smo povedano dobro razumeli, poskusimo sedaj sami
ob sliki 3 napisati s pomogjo stranic, kaj je siny, cosy, tg7, ctgy. (V pomoé:
kateta nasproti kota v je c.)

Preverimo: siny = £, cosy = g. tgy=f cigy= %.
Kotne funkcije imajo mnogo lepih lastnosti:
a) sin?f+cos’f=1
((sinB)? bomo krajse zapisali kar sin?p)
S pogledom na sliki 3 in po Pitagorovem izreku velja:

: b'l 2 b2+ 2 2
s|n23 + 8052|6 = _ai- + f; = _[_a_ﬂg_] = _a:_ = 1
Gotovo boste znali sami preveriti sledece lastnosti:
b) tgp s cgf= s gf reT i B

Pozorni bralec je ob sliki 3 opazil enakost:
i = 2 =
sinfi = S = cosY

Vemo pa, da je § = 90° — 7. To pomeni, da velja lastnost
¢) sin{90° —v) = cosy  za kakrenkoli 7.
Podobno, se pripri¢ajte sami, velja:

cos(90° — ) = siny
tg(90% —y) = ctg vy
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Ne pozabimo, da smo razmi$ljanje zaceli z "zahtevo”, da je kot & med 0°
in 90%. Kako bi sicer sploh narisali pravokotni trikotnik? Torej vemo zaenkrat
le, kaj so kotne funkcije za kote med 0° in 90° (za ostre kote).

Kako bomo v nadaljnjem "dobili” vrednost kotne funkcije za neki dolo-
¢eni kot? Lahko é&im natanéneje nariSemo pravokotni trikotnik z danim
kotom, izmerimo dolZine stranic in izradunamo kotni funkciji pripadajoé
koli¢nik.

Veliko hitreje bo, &e vrednost kotne funkcije od&itamo v tabelah ("loga-
ritemske tablice”). Se enostavneje bo uporabiti racunalnik. Nasega dogovora,
kaj pomeni sind, cosd, ... pa nikar ne pozabimo, sicer bomo tudi z najboljim
ratunalnikom podobni butalcem, ki imajo telefonski imenik brez imen, le
Stevilke, pa so vsi sre¢ni, ker imajo najtanjsi telefonski imenik, éeprav je po-
polnoma neuporaben.

Kaj pa vpraSanja iz zacetka tega kramljanja? Ali smo se sploh nauéili kaj
uporabnega? Nikar ne odgovarjajmo na vpra$anja s $e teZjimi vprasanji! Raje
poskusimo!

Ce se postavimo na pravo mesto, bodo “podnozje drevesa”, ""vrh drevesa”
in "“naSe o&i"” tvorili pravokotni trikotnik. Se prej izmerimo razdaljo od dre-
vesa do mesta, od koder ga opazujemo. (Torej poznamo dolZino ene katete
pravokotnega tirkotnika.) Kot, pod katerim vidimo drevo, lahko izmerimo.
Glej sliko 4.

Slika 4

Ali je to dovolj, da dolo&imo viSino drevesa (dolzino druge katete)? Vemo, da
je tgd = E"— torej v = ¢. t1g8. Poznamo ¢, poznamo § in znamo izradunati tgd,
to pa zadostuje za izracun visine drevesa (v).

Kaj ée nimamo pri roki kotomerja? Bi znali tedaj dolog¢iti vidino drevesa,
dimnika ...? Poskusite, opi§ite vase razmisljanje in nam ga posljite.

Poglejmo si Se eno, zelo nazorno
predstavitev kotnih funkcij.
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Nari§imo koordinatni sistem in y
krog s srediS¢em v izhodis¢u ter
radijem 1. (slika 5). Narisimo pol-

trak iz izhodis¢a, ki oklepa z x osjo = ; T

kot &. Presedis¢e kroZnice in pol- P p

traka oznac¢imo s T. Vztrajni bralec ‘Sl

bo kot rezultat lastnega razmisljanja 0 ' x

dobil, da so koordinate totke T
(cosd, sind). Ob tej sliki bo gotovo
jasen dogovor: sin0° = 0, cos0? = 1
in sin90° = 1, cos90° = 0. Kar samo
se nam ob tej sliki ponuja tudi, kaj
naj bo siné in cosd za kot 6, ki je
ve&ji od 90°, ali za negativni kot. Za kakrsenkoli kot § nari$emo poltrak, ki z
x osjo oklepa kot [6] v pozitivni smeri, ¢e je 8 pozitiven, in v negativni smeri,
¢e je & negativen. Najbrz Ze vemo, da je pozitivna smer obratna smeri urnega
kazalca, negativna smer pa je smer vrtenja urnega kazalca, Tedaj je §tevilo cosd
enako x koordinati, siné pa y koordinati presec¢ii¢a poltraka in kroznice.
Sedaj torei vemo, kaj je sinB in cosé za kakrienkoli kot §. Dogovorimo se $e:

tgb -:'0“55 in ctgd = Tﬁ_ tudi za 8, ki ni med 0° in 90°.

Vecgino tega ste ali 3e boste srecali pri rednem pouku, zato koné&ajmo z
nekaj vprasanji za najbolj radovedne.

Ali veljajo lastnosti a), b), c) za vse kote?

Zakaj velja sind = sin(180° —§)?

Zakaj velja cosd = — cos(180° — 5)?

Zakaj velja sind = — cos(90° +8)?

Zakaj velja sind = — sin(360° —§)7

Zakaj velja sin(—8) = — siné?

Zakaj velja cos(—8) = cosb?

Koliko je tg 60°, tg70°, tg80°, tg85°, ..., tg90°?

Bi znali skicirati grafe kotnih funkcij?

Kako je s kotnimi funkcifami kota, merjenega v radianih?

Koliko je sin —rd? (1% = 7/180rd)

Slika 5

Gotovo to niso vsa vprasanja, ki si jih lahko zastavite. Odgovore lahko
poskusate poiskati sami ali pocakajte, da jih poiScete skupaj pri pouku (mogo-
Ge pri krozku).

Marsikaj boste 3e slisali o kotnih funkcijah. Naj omenim le kosinusov izrek,
ki ga lahko uporabimo v poljubnem trikotniku. Ce so a, b, ¢ stranice poljubne-
ga trikotnika, & pa kot nasproti stranice a, velja a® = b2 + ¢* — 2bc cosé.
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NEKAJ MATEMATICNIH NALOG ZA OSNOVNOSOLCE

resitve nalog s strani 40

5. razred

1. lzenaében — 4= 15.6 dobimo n = 94,

2. Iz podatkov sledi najpref A N B = {d} inzatojeA= {a,b,d} in
B= {cde}.

3. 200+ 201 + ...+ 300 = (200 + 300) + (201 + 299) + ... + (249 + 2561) +
+ 250 = 50.500 + 250 = 25250

4, Trije enaki obroki so skupno vredni 2400 dinarjev. Cena ene ribe je potem
300 dinarjev. Ulov drugega ribi¢a je tedaj vreden 900 dinarjev in mu zato,
upodtevaje njegov obrok, pripada 100 dinarjev. Prvi ribi¢ dobi 700 di-
narjev.

1. Dve moZnosti! 6. azred
2. Enacébo lahko prepiSemo v obli-
ko y(5x — 1) = 60 z edino resi-
tvijox=1iny=15.
3. Ce neznano §tevilo strani ozna- C..
¢éimo z x, nam besedilo naloge
narekuje ena¢bo 7 x/10 — 64 =
= 3x/10. Resi jo x = 160, torej
ima knjiga 160 strani.

A B’ B
7. razred
1. a. 10 b. 6/11
2. Prix =—1/2 dobimo m = —1, to pa nam omogo¢i, da za x = —0,25 izra-

¢unamo vrednost izraza. Le—ta je 0.

3. Za vsako vrednost spremenljivke x je vrednost imenovalca pozitivna. lzraz
ima zato pomen za vsako vrednost x, o predznaku pa odloéa tevec. Vre-
dnost izraza je torej pozitivna za x > 1 in negativna za x < 1.
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4. Iz enaébe n (n — 3)/2 = 2n izvemo, da ima zahtevano lastnost sedemko-
tnik. Vsota njegovih notranjih kotov je 900°.

5. Ce bi vsak od 55 telefonov imel direktno zvezo z 11 telefoni, bi bilo vseh
linij 11.65/2, saj sta na vsako linijo prikljuéena dva telefona. Dobili smo
ocitni nesmisel, Stevilo povezav je lahko le naravno $tevilo.

6. Kadabri je bil po dveh urah voznje najbliZji tretji avto. 36 km poti pred
njim predstavlja 0,2 celotne dolZine ceste, ki potemtakem meri 180 km.

7. Oznac¢imo maso lonca z m in maso vode z M. 1z enacb m + M = 2000 in
m +0,8.M = 0,88.2000 izvemo, da je 0,2.M = 240 oziroma M = 1200, Masa
vode, ko je lonec poln, je torej 1200 g, masa lonca pa je 800 g.

8. Iz njunih opisov sklepamo, da je a=—10 in b = =5, Vstavimo ju v izraz in
izraGunamo njegovo vrednost: 0,001.(—10)%(—5)? — 500.(—10)?(—5)? =
=6 249 975.

9. Naj boA skupna to¢ka obeh pre-
mic. Pravokotnica na simetralo
s manjSega kota pri A seka pre-
mico p v tocki, ki jo ozna¢imo
s ¢rko B. Presediséi simetral
obeh kotov pri B s simetralo s
sta sredi$¢i kroZnic z zahtevano
lastnostjo. Vseh reditev je seveda
neskonéno mnogo.

8. razred

1. Enostavni radun pokaze,daje 1 —x +x* —x3 +x*/(1+x) =1/(1 +x)

2. a x=9 b. m=21

3. Enaébo 9/91 = a/7 — b/13 preoblikujemo najprej v 9 = 13a — 75 oziro-
ma 2a — b — 1= (2 +a)/7. Vsota a + 2 mora biti mnogokratnik 3tevila 7,
zato dobimo za vsako celo Stevilo k reSiteva=7k — 2, b= 13k — 5.

4. Ales je opravil 7/9 dela. Plagilo za 2/9 dela je 1000 dinarjev, za celotno
delo pa potem 4500 dinarjev.

5. Naj bo n iskano §tevilo udeleZencev sestanka, ki so glasovali proti predlogu.
lz zveze n + 18 = 180 — n izvemo, da je n = 81.

6. Cena preostalega dela diamanta predstavlja 64% cene pred brusenjem. Tej
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10.

Iz danih razmerij sledi @8 = 36/8 in ¢ = 3b/4. Obseg tedaj izrazimo z
b:a+hb+c=17b/8 = 34 cm in dobimo najprej b = 16 cm, potem pa e
a=6cm,c=12cm.

|z skice preberemo enacbo

x? + 5% = (10 — x)? z resitvijo
x = 3,75. Smreka se je torej pre-
lomila v visini 375 cm.

P
x - - -
9. Trikotnik MQP in QNP sta po-
dobna, zato velja 4 : x =x : 9.
M 4 Q 9 N Visina PQ meri x = 6 cm.

Povriina dane prizme je 162 em?, njena prostornina pa 108 cm?®. Za iska-
no dolzino a roba kocke, ki zadoiéa zahtevam naloge, velja 6a’ : 162 =
=a° : 108. Rob iskane kocke meri 4 cm.

Nalogi za vsakogar:

1.

2.

Na primer (9 —8+7 —6+5 — 4 — 3+ 2). 1=2, mozne pa so 5e druge

resitve.
8 87 .92 1

9 8 7
197 4
9 8 7
U¢itelji matematike in fizike
Y19 42 7 iz Slovenskih Konjic

RAZMISLIMO IN NASMEJMO SE'!

Ali nad zakon dovoljuje, da se nekdo oZeni s sestro svoje vdove?

|zbrali: Marija Krauthaker
Nadja Ivanc Milosevi¢
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NALOGE O LUNINIH MENAH — Resitev s str. 43

prvi krajec

Lunin tir

AR IR AR

zadnji kraje
' ™ pogled z Zemlje

Pesnik je brzkone preéul noé. Vsekakor opisuje hkratni vzhod Sonca in zaton
Lune. Sonce in Luna sta tedaj na nasprotnih straneh Zemlje. Ce z eno roko
pokazemo v smeri Sonca, z drugo pa v smeri Lune, je med rokama iztegnjeni
kot. Sonce Luno osvetli mimo Zemlje. Opazovalec vidi polno luno — 3&ip.
Roki, ki kaZeta proti Soncu in Luni ob krajcih, oklepata pravi kot, ob mlaju
pa je kot med rokama nié&, saj sta Sonce in Luna na isti strani Zemlje.
(glej sliko na naslovni strani: Kje je umetnik pogresil?)

Janez Ferbar

RAZMISLIMO IN NASMEJMO SE!

Z avtom se vozite po mestu, v katerem zaradi napake na transformatorju ni
elektrike. Na vaSo nesreco tudi lu¢i na avtu ne delujejo. Naenkrat naglo zavrete
in se ustavite tik pred nekim &érncem. Kako veste, da je érnec, Geprav v mestu
ni elektrike in luc¢i na avtu ne delujejo?
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KNJIZNICA SIGMA cene: 67% 100%
1. Vidav I. Reseni in nereSeni problemi matematike 1500.— 2250.—
8. Bohte Z.: Numeriéno resevanje enacb 1500.— 2250.—

11. Vidav 1.: Stevila in matematiéne teorije 1500.— 2250.—

13. Jamnik R.: Teorija iger 1500.— 2250.—

15. Prijatelj N.: Matematic¢ne strukture — 2. del 3400 .— 4260.—

19. Lebedinec F., Vadnal A.: Funkcije — 2. del 1500.— 2250.—

20. Urdi¢ S.: Stirimestni logaritmi in druge tabele 1000.— 1500.—

22. Vadnal A.: Reseni problemi linearnega programiranja 2000.— 3000.—

23. Prijatelj N.: Matemati¢éne strukture — 3. del 3900 .— 4900.—

24, Batagelj V., Pisanski T.: ReSene naloge iz matematike

z republiskih tekmovanj — 1. del (1950—1966) 2000.— 3000.—

25. Batagelj V., Pisanski T.: ReSene naloge iz matematiki

z republiskih tekmovanj — 2. del (1967—1975) 2000.— 3000.—

27. Struik D .J.: Kratka zgodovina matematike 2000.— 3000.—

28. Strnad J.: Posebna teorija relativnosti 2000.— 3000.—

31. Rakovec J.: Osnovni pojmi topologije 900.— 1100.—

32. Weinberg S.: Prve tri minute 2000.— 3000.—

33. Prijatelj N.: Osnove matemati¢ne logike — 1. del 2000.— 3000.—

34. Laue M. von: Kratka zgodovina fizike 2000.— 3000.—

35. Milankovi¢ M.: Kratka zgodovina astronomije - 1. del 2000.— 3000.—

36. Devide V.: Matematika skozi kulture in epohe 2000.— 3000.—

37. Golli B., Zitnik J.: Resene naloge iz fizike z

republiskih tekmovanj — 2. del 2000.— 3000.—

38. Grasselli J.: Diofantske enaébe 2000.— 3000.—

39. Rakovec J.: Matematiéne strukture — primeri in

reSene naloge 2000.— 3000.—
40. Polya G.: Kako reSujemo matematiéne probleme 2000.— 3000.—
41. Mohar B., Zakrajsek E.: Programski jezik pascal 2000.— 3000.—

42. Sevarlié B.M.: Kratka zgodovina astronomije, 2.del,
0Od Newtona do danasnjih dni 2000.— 3000.—






