


KRATKOCASNE VZIGALICE

39. Prestavi 2 vzigalici, da dobi§ 5 40. Odstrani 6 vZigalic, da ti ostane-

manjsih in en veéji kvadrat! jo trije enaki kvadrati!
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41. Prestavi 3 vzigalice, da dobi§ 4  42. Odstrani 2 vzigalici, da dobi§ 3
enake kvadrate! kvadrate in 2 pravokotnika!
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43. a) Odstrani 2 in prestavi 6
vzigalic, 44. Odstrani 8 vzigalic, da dobis:
b) odstrani 2 in prestavi 4 vziga- a) 6 kvadratov,
lice, b) 7 kvadratov.
da dobi§ vsakokrat 3 enake
kvadrate!
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V tretji $tevilki devetega letnika smo zaceli po delih objavljati to zbirko nalog, ki jo je za
Presek napisal Roman Rojko. Naloge bomo objavljali tudi v prihodnjih stevilkah Preseka.
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SONCE ZGODAJ DOLI GRE

Rad hodim na $marno goro. Vzpon je dovolj strm in ne prekratek ne predolg.
Saj veste, zdravo telo in vse to. Toda, ker naj bo zdrav tudi duh, ali bolj nepo-
sredno, ker je treba tudi delati, se odpravim tja kolikor mogoée pozno. Tako
se mi veCkrat primeri, da odidem spomladi prezgodaj in jeseni prepozno. Drugo
je neprijetno, saj me nastajajo¢i mrak sili, da hodim navzdol vse po&asneje in
potrebujem Cedalje ve¢ Easa, tako da me lovi tema. Na sreco je 3lo doslej brez
vecjih zapletljajev. Namesto da bi pogledal v Nase nebo, kdaj zahaja Sonce, sem
grobo ocenil, da se sonéni zahod premakne najve¢ za dobro minuto na dan, in
to okoli obeh enakonocij. Vzel sem, da je no¢ ob letnem sonénem obratu
dolga +.24 ur = 8 ur in ob zimskem obratu $.24 ur = 16 ur. Od tod sledi za
spremembo 8 ur/ 6 mesecev = 480 minut/180 dni = 2,7 minut/dan. Polovica
tega gre na racun premika sonénega zahoda in polovica na racun premika vzho-
da. Doslej sem s tem shajal.

V 4. stevilki Preseka pa je &lanek Andreja Cadeza o sonénih urah ponudil
boljso moznost. Senca pri vodoravni sonéni uri postane ob sonénem zahodu
(in ob sonénem vzhodu) neskonéno dolga. Enaéba za dolzino sence (na strani
223 spodaj) ima v imenovalcu izraz ctgy. cosH + tgd. Ko naraste ob sonénem
zahodu dolzina sence ¢ez vse meje, mora iti ta izraz proti nic:
ctgy. cosHy + g6 = 0. |z cosHy = —tgd /ctgy takoj sledi

cosHy = — tgy. tgd (1)

H, je ¢asovni kot ob sonénem zahodu, g geografska 3irina kraja, za Ljubljano
priblizno 46°, in & kot iz enatbe

sind = sine . sinA (2)

V njej je € = 23,6° kot med ravnino ekvatorja in ravnino ekliptike in A kot, ki
ga oklepa trenutna smer Zemlja — Sonce s to smerjo na prvi pomladni dan. Pri-
blizno velja

A=360°.(t—ty)/To (3)
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t je zaporedna $tevilka dne v letu, t, = 80 zaporedna $tevilka prvega pomladne-
gadne in Ty = 365 Stevilo dni v letu.

Cas sonénega zahoda izratunamo tako, da najprej za izbrano zaporedno
Stevilko dne v letu iz enaébe (3) pois¢emo kot A. Enaéba (2) da potem kot § in
naposled enacba (1) Se ¢asovni kot. Z navadnim Zepnim ra¢unalom naredimo
vse to v enem koraku. Raéun ponovimo, na primer, za vsak deseti dan in nari-
semo graf (slika 1). Kote merimo v stopinjah in tudi ¢asovni kot ob zahodu H,
dobimo v stopinjah. Rezultat prevedemo v ure tako, da ga delimo s 15. Ker pol-
nemu kotu 360° ustreza 24 ur, odpade namre& na 1 uro 15°. Dodati moramo
12/, da dobimo &as po polnoéi. Ko je v veljavi poletni &as, moramo dodati uro
veé. Ce H, odstejemo od 12" — ali od 13", ko velja poletni &as —, dobimo &as
sonénega vzhoda.

Noé& ob letnem sonénem obratu je po naSem racunu za kakih 24 minut
daljsa od 8 ur in ob zimskem za prav toliko krajSa od 16 ur. Od tod bi sledilo
za spremembo (480 — 48) minut/180 dni = 2,4 minute/dan, ée bi bilo spremi-
njanje enakomerno. Polovica tega bi odpadla na premik son¢nega zahoda in
polovica na premik vzhoda. Ker pa spreminjanje ni enakomerno, je premik vec-
ji: 1,6 minute/dan, ne 1,2 minute/dan, Zagetna ocena ni bila tako slaba.

Po grafu je mogoce doloéiti, kdaj se kaze odpraviti na pot, ée naj nas ne
lovi tema. Od ¢&asa na njem odStejemo ¢as, ki smo se ga namenili porabiti, paé
glede na dolzino izbrane poti in hitrost hoje. Z raéunom sem bil prav zado-
voljen, saj se ne primeri pogosto, da bi bili taki raGuni v pomo¢€ pri vsakdanjih
zadevah. Zadovoljstvo je skalilo dejstvo, da so rezultati samo priblizni. Dokaj
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Slika 1. S poenostavljenimi enacbami izraGunani ¢as sonénega zahoda za dneve v letu.
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natanéni bi bili, &e bi merili &as s sonéno uro, ki kaze pravi sonéni &as, po ka-
terem je Sonce najvise opoldne, ob 0”.

Toda naSe ure niso sonéne in ne kaZejo pravega soné¢nega ¢asa, ampak
srednjeevropski ¢as. Najprej je to mescanski cas, ki ga ne zaénemo meriti opol-
dne, ampak opolnoéi. Odtod razlika 12 ur. Srednjeevropski ¢as je mes&anski
¢as za poldnevnik 15° vzhodno od Greenwicha (poldnevnika 0°). Srednje-
evropski ¢as se od pravega sonnega ¢asa danega kraja — e se ne oziramo na
razliko 12 ur — razlikuje iz dveh razlogov. Ce lezi kraj na poldnevniku, katere-
ga geografska dolzina se razlikuje od 15°, ustrezajo vsaki stopinji razlike
60 minu/15 = 4 minute. Tako je Sonce v Ljubljani z geografsko dolzino 14 5°
najvise 2 minuti pozneje kot v Zagorju z geografsko dolZino 15%. V Nasem
nebu so navedeni podatki za Ljubljano v srednjeevropskem casu. Za druge kra-
je v Sloveniji je treba pri iskanju sonénega zahoda upoStevati popravek te vrste,
tako imenovani consk/ popravek, ki ne presega £ 6 minut.

Drugi razlog je v tem, da se Zemlja giblje okoli Sonca priblizno enakomer-
no v ravnini, ki je nagnjena glede na njeno os. To pomeni, da je priblizno
konstantna hitrost navideznega gibanja Sonca v tej ravnini glede na zvezde,
kot ga opazujemo z Zemlje. Zato pa se spreminja komponenta navidezne hitro-
sti Sonca v smeri ekvatorja: spomladi in jeseni je manj$a kot poleti in pozimi.
Iz tega izvirajoco razliko navaja Nase nebo za dneve v letu ob 0% po greenwi-
skem &asu kot casovno enacdbo. Skrajni vrednosti okoli —14 minut in okoli 16
minut doseze 12. februarja in 3. novembra.

Srednjeevropski ¢as dobimo, ¢e pravemu sonénemu ¢asu pristejemo 12 ur,
odstejemo od njega ¢asovno enacbo in upostevamo conski popravek. Ko to na-
redimo z nasimi rezultati — conskega popravka za Ljubljano ni treba ve¢ upo-
Stevati —, ne dobimo podatkov v Nasem nebu. Razlika, najveé¢ nekaj minut, je
posledica priblizkov, ki smo jih uporabili. Natanéna napoved sonénega zahoda
v srednjeevropskem ¢&asu le ni tako preprosta zadeva. Poleg natanénejsih po-
datkov v raéunu, na primer v enacbi (3), moramo upostevati, da Sonce ni
totkasto svetilo in vidimo njegov radij pod kotom priblizno 1/4 © ter da vidi-
mo zaradi loma svetlobe v ozraéju njegovo sredis&e na obzorju, ko je v resnici
za dobre 1/2° pod njim. V trenutku zahoda (ali vzhoda), ko vidimo na obzorju
zgornji rob sonéne plosée, je potemtakem sredi&e Sonca %e dobre 3/4 ° (na-
tanéno 0,85° ali 3,4 ¢asovne minute) pod obzorjem,

V prvi Stevilki Preseka je izSel élanek Rudija Kladnika Sipanje svetiobe, ki je podrobneje
opisal ta zanimivi pojav.

Astronomske efemeride (periodiéne publikacije s preglednicami leg vesoljskih teles) izha-
jaio od leta 1983 pod imenom Nase nebo v Prsekovi knjiZnici.



Nekomu, ki pred izletom na Smarno goro napa&no oceni, kdaj bo zaslo
Sonce, se lahko primeri kve&jemu to, da se bo zadnji del poti spotikal v temi,
kolikor mu ne bodo svetile tacenske luéi ali Luna. Jean—Marie Bastien—Thiry
Pa je bil menda zaradi tega celo ob glavo. Vsaj tako pravi Frederick Forsyth v
Operaciji Sakal (CGP Delo, Ljubljana 1972, str. 12). Knjiga opisuje izmisljeni
naért za umor generala de Gaulla. Na za&etku poroé&a o spodletelem atentatu,
ki ga je zares pripravil Bastien—Thiry.

... Bastien—Thiry (je ugotovil), da se je ustel. Napaka pa mu je postala
jasna Sele tedaj, ko je sedel na zatoZni klopi in so mu jo razloZili policisti. Ko je
nacértoval urnik atentata, je uporabljal koledar: ugotovil je, da se 22. avgusta
zmraéi ob 8.35, se pravi dovolj kasno tudi v primeru, ée bo de Gaulle pozen,
kot se je tudi zgodilo. Toda koledar, s katerim si je pomagal, je bil iz leta 1961.
Dne 22. avgusta 1962 pa se je zmracilo ob 8.10. Teh 25 minut je spremenilo
zgodovino Francije.”

Zdaj smo se Ze toliko razgovorili o sonénem zahodu, da lahko premislimo,
kako je s to zadevo. V naSem poenostavijenem radunu so vsa leta enakovredna.
Pogled v Nase nebo za 1983, 1984, 1985 in 1986 potrdi, da se sonéni zahod za
doloéeni datum iz leta v leto premakne kve¢jemu za minuto. Usodno zmesnja-
vo je moralo zakriviti nekaj drugega, e si je pisec napete zgodbe ni preprosto
izmislil.

Poglejmo moZnosti. Conski popravek je precej manjsi kot 25 minut. Pariz
ima namre& geografsko dolZino 2,3 ° in je v njem Sonce najvise le okoli 9 mi-
nut prej kot v Greenwichu.

Morda sta bila koledarja narejena za dva razli¢na kraja? Ce bi veljal eden za
Pariz in drugi za skrajni zahodni ali krajni vzhodni rob Francije, bi dosegla raz-
lika skoraj 25 minut.

Pravi sonéni ¢as je enak ¢asovnemu kotu Sonca in ga zaénemo Steti opol-
dne, ko je Sonce najvise. V tem &asu vse ure niso enako dolge.

Srednji son&éni &as zaénemo 3teti opoldne in v tem éasu so vse ure enako
dolge.

Me3c&anski &as za¢nemo 35teti opolnoci in v njem so vse ure enako dolge.
Od srednjega sonénega ¢asa se razlikuje samo za 12 ur.

Srednjeevropski &as je meScanski Cas za poldnevnik 15° vzhodno od

Greenwicha. Od pravega sonénega €asa se razlikuje za 12 ur, conski popravek
(za Ljubljano 2 minuti) in ¢asovno enacbo.
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Slika 2. Nastanek mraka zaradi sipanja sonéne svetlobe v ozraéju. Risba ne uposteva tega,
da vidimo zaradi loma v ozra&ju Sonce, ko je pod obzoriem. Debelina ozraéja je narisana
pretirano.

Morda je koledar iz leta 1961 navajal, kdaj se zmraci, koledar iz leta 1962
pa, kdaj zaide Sonce. Ko Sonce zaide, se namre¢ Se ne stemni takoj, ker se v
ozradju sipa svetloba Sonca, ki je Zze pod obzorjem (slika 2). Mes¢anski mrak
traja, dokler ni sredisée Sonca 6° pod obzorjem. Za ta podatek so se zedinili,
ker je nekako dotlej mogoce brati na prostem. Konec avgusta traja meSéanski
mrak 32 minut. Astronomski mrak traja, dokler ni sredii¢e Sonca 18° pod
obzorjem. Nekako tedaj je mogoce ob jasnem vremenu nad obzorjem, kjer je
zaslo Sonce, Ze videti najSibkejSe s prostim ofesom vidne zvezde (zvezde 6.
magnitude). Nase nebo navaja astronomski mrak grafiéno. Astronomski mrak
je najdalj3i poleti, ko doseze priblizno poltretjo uro, a najkrajsi pozimi, ko do-
seze priblizno poldrugo uro. Ve&ernemu mraku ustreza jutranja zora.

Kdaj se zares stemni, pa ni odvisno samo od podatkov v preglednicah, am-
pak tudi od krajevnih razmer. Ni vseeno, ali zaide Sonce v ravnici ali za hribi.
Podatki v efemeridah veljajo za ravno obzorje in ne upostevajo hribov. (Kako
bi odgovorili na vprasanje: Ali je mogoce, da Sonce v nekem kraju zaide veé
dni zapovrstjo ob istem €asu?) Poleg tega je pomembno 3e to, ali smo v mestu
med hiSami, v gozdu ali na planem. Naposled je treba upo$tevati tudi vreme,
predvsem to, ali je nebo oblaéno ali ni. Ce nacrtujemo povratek z izleta na
Smarno goro ob sonénem zahodu, predstavlja mrak dobrodosel varnostni &as.

Morda so krajevne razmere v Petit—Clamartu, majhnem kraju blizu Pariza,
povzrodile, da je bilo bolj mraéno, kot je ratunal naértovalec, morda pa ga je
presenetil pozni odhod generala de Gaulla iz mesta. Vsekakor so atentatorji
slabo videli znamenje, naj zaénejo streljati, in so ukrepali prepozno.

Ceprav nismo najli pravega odgovora na vprasanje, odkod usodna zmesnja-
va v napeti zgodbi, upam, da se bralci niso dolgoéasili. Skoda bi bilo, ko bi se
Ze prej ustrasili enaéb. Pribijmo samo 3e to, da poskrbi za mrak zemeljsko ozra-
&je, ki tudi omogoé&a Zivljenje.

Janez Strnad

Slika 3. (na ovitku) Sonéni zahod za Smarno goro (667 m) nad ‘Ljubliano , najbolj obiska-

no goro v Jugoslaviji in odsev sonénih Zarkov v najdaljsi jugoslovanski reki Savi. (Foto
Ciril Velkovrh)
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751 RUNU A

NASTANEK IN RAZVOJ KOLEDARJA

Uvod

Ze davno so naSi predniki opazovali spreminjanje narave okoli sebe. Posebno
pozorni so bili na tiste spremembe, ki so se ritmiéno ponavljale. Tako so spo-
znali menjavanje dneva in no€i, spremembe letnih €asov in lunine mene.

Ljudje so bili takrat v glavnem poljedelci in jasno je, da so si Zeleli imeti
boljsi pregled nad dogajanjem v naravi — hoteli so vnaprej napovedati, kdaj bo
najprimernej$i ¢as za setev, kdaj bo prisla zima, kdaj bodo povodnji ... Da bi
lahko odgovorili na ta vprasanja, so zaceli « :stavljati koledarje.

Osnovna enota vseh koledarjev je bil (in najbrz tudi vedno bo) en dan.
Vedcje enote so tedni, meseci, leta.

V starih &asih so se ljudje v marsi¢em ravnali po luninih menah: prepriéani
so bili, da je najboljsi ¢as za setev tri dni pred polno luno; da se mora kositi
ob mlaju in podobno. Zato so hoteli, da bi koledar opisoval tudi lunine mene.
Tu pa se je pojavila huda teZava — lunine mene se namreé ponavljajo na 29,53..
dni. Koliko dni naj ima torej koledarski mesec, da bo prvega vedno polna luna?
Ce bo imel 29 dni, bo prekratek, &e jih bo imel 30, pa bo predolg. Mesec z
necelim 3tevilom dni (npr. 29 ) pa je ogiten nesmisel.

Druga teZava je z dolZino leta, ki tudi ne $teje celega $tevila dni — povpre-
&no tropsko leto (&as, ko Zemlja enkrat obkroZi Sonce) traja 365,2422... dni.

Oglejmo si, kako so ti teZavi reSili sestavljalci koledarjev v razli¢nih deze-
lah in v razli¢nih ¢€asih,

Egipt

Vsa plodna zemlja v Egiptu leZi ob Nilu, ta reka pa vsako leto redno poplavlja.
Iz Zelje, da bi znali te poplave napovedati vnaprej, se je rodil koledar, ki je
eden najstarejiih na svetu.

Leto so delili na tri letne &ase, kot jih pa& poznajo v Egiptu, to so: &as po-
plave, &as setve in &as Zetve. Vsak letni ¢as je trajal 4 mesece po 30 dni. Tako
so nasteli 360 dni, Se pet pa so jih dodali na koncu leta. Podobno kot mi zdaj
so tudi Egipéani vsakemu ¢etrtemu letu dodali $e en dodaten — prestopni —
dan. Poleg razdelitve na mesece so poznali tudi delitev na tedne. Njihov teden
je imel deset dni.
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Gréija

Atenski astronom Meton je iznaSel koledar, v katerem sta se prepletala dva
ciklusa — lunin in sonéev.

Sonéev koledar je bil sestavijen iz let. Leto je telo 365 dni, vsako ¢etrto
pa 366. Lunin koledar so sestavljali meseci, ki so imeli izmeni&¢no 29 in 30 dni.
Da so se meseci res ujemali z luninimi menami, so vsaki dve leti in pol dodali
enemu od mesecev 3e en dan. Koledarja sta se ujela vsakih 19 let (to je 235
mesecev) in to obdobje so imenovali Metonov ciklus.

Dneve v mesecu so Grki 3teli do dvajsetega tako kot mi (torej: prvi, dru-
gi, ..); nato pa so zaceli 3teti, koliko dni je $e do konca meseca.

Zanimivo je, da se pri Grkih dan ni konéal opolnoéi, ampak ob sonénem
zahodu in so tako no¢ steli ze k naslednjemu dnevu.

Maji

Zelo zanimiv in obenem zelo zapleten je bil koledar Indijancev Maja iz Srednje
Amerike. Poznali so posveéeno leto z 260 dnevi in navadno leto s 365 dnevi.

Dnevi posvecenega leta so imeli 20 imen. To so: ik, akbal, kan, &ikéan,
simi, manik, lamat, muluk, ok, ¢uen, eb, ben, i5, men, sib, kaban, esanab,
kauak, ahau, imis. Poleg imen so imeli dnevi tudi Stevilke, in sicer od ena do
trinajst. Dneve so Steli tako, da je imel naslednji dan naslednje ime in tudi
naslednjo $tevilko, torej tako: 1 ik, 2 akbal, 3 kan, 4 &ik&an, 5 simi, 6 manik,
7 lamat, 8 muluk, 9 ok, 10 &uen, 11 eb, 12 ben, 13 i§, nato so se §tevilke spet
zacele z ena; imena pa so tekla naprej: 1 men, 2 sib, 3 kaban, 4 esanab, 5 kau-
ak, 6 ahau, 7 imi§, 8 ik ... V 260 dneh so se zvrstile ravno vse kombinacije
trinajstih $tevilk in dvajsetih imen.

Navadno leto je trajalo 365 dni in je imelo 18 mesecev s po 20 dnevi in e
en mesec s 5 dnevi.

Oba koledarja sta se ujela na 52 (navadnih) let — to je na 73 posvecenih
let. Takrat so imeli Maji posebne slovesnosti.

Koledar je bil za Maje tudi usoden. Takrat, ko so v Ameriko prisli Spanci,
so Maji ravno proslavljali veliki praznik, ko sta se oba koledarja ujela. Nepri-
pravljene so Spanci zelo hitro premagali.

Rim
Rimski koledar je imel 12 mesecev, ki so trajali 29 ali 31 dni, zadnji mesec pa

je imel 28 dni.
Meseci so se imenovali takole: martius (31 dni), aprilis (29 dni), maius
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(31 dni), iunius (29 dni), quintilis (31 dni), sextilis (29 dni), september (29
dni), october (31 dni), november 29 dni), december (29 dni), ianuarius (29
dni) in februarius (28 dni).

Ta koledar je imel le 355 dni, ostale dni so dodajali ob razli¢nih prilikah,
ne da bi se drzali kakega pravila. Tudi $tetje dni v mesecu ni bilo ustaljeno niti
enotno.

Julijanski koledar

Julij Cezar je Zelel rimski koledar izbolj3ati, zato je spremenil §tevilo dni v me-
secih, da je bilo leto res dolgo 365 dni. Njegovo razvrstitev mesecev s 30 in 31
dnevi uporabljamo z minimalnimi spremembami 3e zdaj. Julij Cezar je dologil
tudi, da mora biti vsako ¢etrto leto prestopno in da je treba prestopni dan do-
dati februarju (ki je bil takrat $e zadnji mesec).

Uredil je tudi 3tetje dni v mesecu: prvi dan v mesecu se je imenoval ka-
lende, peti none in trinajsti ide (izjema so meseci marec, maj, julij (quintilis)
in oktober, ko so none sedmi, ide pa petnajsti dan). Kalende, none in ide so bili
orientacijski datumi. Druge datume so dolocili tako, da so povedali, koliko
dni Se manjka do naslednjega orientacijskega datuma. Pri tem so tekoé&i datum
in orientacijski datum vsteli.

Zacetek aprilskega koledarja bi bil videti takle:

aprilske kalende

IV. dan pred nonami
I11. dan pred nonami
I1. dan pred nonami

aprilske none

VIIl. dan pred idami
VIl. dan pred idami

Pozneje so mesec quintilis preimenovali v julij — na ¢ast Juliju Cezarju in
sextilis v avgust — na ¢ast cesarju Avgustu.

Rimljani so merili ¢as tudi s tedni, ki so imeli prvotno 8 dni, pozneje pa se
je pod vplivom kri¢anstva izoblikoval sedemdnevni teden.

Gregorjanski koledar

V julijanskem koledarju je bilo navadno leto dolgo 365 dni, vsako etrto leto
pa je bilo prestopno in je imelo 366 dni. V povpreéju je leto trajalo 365,25 dni.
V resnici traja en obhod zemlje okoli Sonca 365,2422... dni. Razlika ni velika,
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Mesec junij po julijanskem koledarju. Crke A, B, C, D, E, F, G oznat ujejo potek dni v
tednu (A je nedelja), oznagene so tudi kalende (inicialka K), none (NON.) in ide (IDVS),
vmes pa so Stevilke, ki povedo, koliko dni je 3e do naslednjega od teh datumov. Slika je iz

knjige: Nils Lithberg, COMPUTUS, Stockholm 1953, str. 23
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v 400 letih pa se je nabere za cele tri dni. Zato se je zgodilo, da se je datum
spomladanskega enakonoé&ja spreminjal. Julij Cezar ga je postavil na 21. marec,
v 16. stoletju pa je bilo Zze 11. marca.

Takratni papez Gregor XlIl. se je posvetoval z astronomom Alojzijem
Lilom in nato dolo¢il, da bo leta 15682 za 4. oktobrom prisel 15. oktober,
Tako je dosegel, da je bil zaetek pomladi naslednje leto spet 21. marec. Da pa
se napaka ne bi ponovila, je doloéil, da vsakih 400 let trije prestopni dnevi od-
padejo. Leta 1700, 1800, 1900, 2100, 2200 ... bi morala biti po julijanskem
koledarju prestopna, po novem pa niso. Splo3no pravilo: leta, katerih letnice se
konéajo z 00, prvi dve cifri pa nista deljivi s 4, niso prestopna. Leto 2000 bo
prestopno, 2400 tudi, ker sta prvi dve cifri (20 oziroma 24) deljivi s 4.

Ta koledar imenujemo gregorjanski. V nasih krajih so ga zaceli uporablja-
ti Ze leta 1582 in ga uporabljamo $e danes.

Svetovni koledar

Gregorjanskemu koledarju nekateri o¢itajo nerodnosti, da si je tezko zapomni-
ti, koliko dni ima kateri mesec, da novo leto ni vedno na isti dan v tednu in da
je koledar vsako leto drugacen.

Zaradi tega je nastalo ve¢ predlogov za nov, boljsi koledar. Oglejmo si dva
od njih.

V prvi inaéici je leto razdeljeno na 13 mesecev s po 28 dnevi. Vsak mesec
se zacne z nedeljo in ima to¢no 3tiri tedne. Tako dobimo 364 dni. Preostali dan

OBVESTILO NAROCNIKOM

Bralce Preseka, predvsem pa uéence in dijake na Solah, prosimo, da naroénino
za Presek poravnajo éimprej, toda vsaj do konca koledarskega leta. Do takrat
bodo izsle Ze tri Stevilke, s tem pa tudi Ze nad polovico celotnega letnega obse-
ga lista za mlade matematike, fizike, astronome in radunalnikarje. S pravoéas-
nim nakazilom naro&nine boste omogoc¢ili redno izhajanje vaSega lista in se izo-
gnili dvakratnemu pobiranju naro&nine. S tem boste predvsem olajsali delo va-
§im uéiteljem, ki bodo morali zbrati naro&nino za vso 3olo in jo nakazati na na$
Ziro raéun. V zaéetku prihodnjega leta bomo poslali na vsako Solo rad¢un kot
opomin za vse nepladane izvode, med katerimi pa so tudi nevrnjene prve tri
Stevilke. Vsekakor si Zelimo ¢imve¢ naroénikov in ¢imvecéjo naklado. Ob veli-
kih podrazitvah pa si ne moremo privo3¢iti, da bi tiskali veéje Stevilo izvodov
na zalogo. Prosimo vas za razumevanje in prijetno sodelovanje tudi v prihodnje.

Ciril Velkovrh
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dodamo letu posebej, kot praznik, in ne Steje za dan v tednu (torej ni niti pone-
deljek, niti torek, ...). Enako dodamo tudi prestopni dan.

Druga razli¢ica pa je takale: Leto je razdeljeno na 12 mesecev, kar pomeni
§tiri letne Gase s po tremi meseci. Prvi mesec v vsakem letnem casu ima 31,
druga dva pa po 30 dni. Vsak letni éas se zaéne z nedeljo in ima toéno 13
tednov. Tudi tu je treba vsako leto dodati 3e en dan posebej, prav tako pres-
topni dan.

Koledar, narejen po drugi razli¢ici, bi bil videti (za katerokoli leto) takle:

januar februar marec

april maj junij

julij avgust september

oktober november december
ne 1 8 15 22 29 5 12 19 26 3 10 17 24
po 2 9 16 23 30 6 13 20 27 4 11 18 25
to 3 10 17 24 3 7 14 21 28 5 12 19 26
st 4 11 18 25 1 8 15 22 29 6 13 20 27
ée 5 12 19 26 2 9 16 23 30 7 14 21 28
pe 6 13 20 27 3 10 17 24 1 8 15 22 29
so 7 14 21 28 4 11 18 25 9 16 23 30

Marino Pavleti¢

BOLJ ZA SALO KOT ZARES

ROJSTVO AVIACUJE

Ameriskemu fiziku in drZavniku Benjaminu Franklinu (1706 — 1790) je neki
dvomljivec dejal ob pogledu na zraéni balon:
"To je docela nepotrebna igractka. Le ¢emu se lahko rabi takle balon?”
"Gospod,” je odgovoril Franklin, “to je nekako tako, kot ¢e bi me vpra-
§ali, éemu se rabi novorojencéek."”
Izbrala DuSica Boben
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NALOGE S SOLSKEGA TEKMOVANIJA
v ob¢ini Slovenske Konjice

UredniStvu Preseka so ¢lani DMFA iz Slovenskih Konjic letos Ze drugié pri-
jetno presenetili z nalogami, tokrat s tistimi, ki so jih osnovnoSolci v tej obcini
reSevali na tekmovanju za Vegova priznanja. Za prispevek se jim lepo zahvalju-
jemo, ob pomanjkanju tovrstnih nalog pa hkrati vabimo vse, ki poucujejo mate-
matiko po osnovnih in srednjih $olah, seveda pa tudi bralce Preseka, da sledijo
temu zgledu in postanejo aktivni soustvarjalci tega nasega lista.

5. razred

1. Na nekem zborovanju so ugotovili:

— dva uéenca govorita francosko, anglesko in rusko,

— devet u¢encev samo francosko in anglesko,

— trinajst u¢encev francosko in rusko,

— dvanajst uéencev rusko in anglesko,

— 29 ucencev angleski jezik,

— 6 uéencev samo francosko,

— 7 uéencev samo rusko.

Koliko je vseh ugencev zborovanja, ¢e vemo, da ni nobenega uéenca, ki ne go-
vori vsaj enega od teh jezikov?

2. Ce bi uéenec kupil 11 enakih zvezkov, bi mu ostalo 70 din od zneska, ki ga
je imel. Ce pa bi kupil 15 zvezkov, bi mu zmanjkalo 50 din.

a) Koliksna je cena zvezka?
b) Koliko denarja je imel uc¢enec?

3. Dana je premica a. Narisi kroZnico s polmerom 3 cm, katere srediSce je 7 cm
oddaljeno od a. Kolik3na je najmanjia in kolik3na je najvecja razdalja med to¢-
ko, ki lezi na tej kroZnici, in premico a?

4, Sirina pravokotnika meri 12 cm in je kraj$a od njegove dolzine za 1 dm 2cm.
Doloéi dolzino stranice kvadrata, pri katerem je obseg enak obsegu tega pravo-
kotnika.

5. Vstavi namesto znakov * take Stevilke, da bo nakazano mnoZenje pravilno
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* g *
8* =8

ok &k % 8
6. razred

1. Poisci trimestno $tevilo, deljivo z 9, pri katerem je $tevilska vrednost cifre
desetic za 4 vecja od Stevilske vrednosti cifre enic, produkt 3tevilskih vrednosti
vseh treh cifer pa je enak 0. Odgovor utemelji.

2. lzraéunaj:

— e — +3— — —
3. Dolzina vsake stranice trikotnika jB naravno Stevilo. Ena stranica meri 14 cm,

druga pa 1 cm. Doloéi tretjo stranico in izratunaj obseg tega trikotnika.

4, Dani sta tangenta t kroZnice in polozaj ter dolZina tetive AB, ki gre skozi do-
tikali§¢e. Konstruiraj kroZnico.

B
5. Narisi trikotnik:
c=bcm A
Vb =3 cm
v.=4cm
7. razred
t
1. lzraéunaj vrednost izraza:
5 3 1 2
—_——) . R
( 12 8 } 3 . 3 3 5 3 i
5 ) 3 7]
57 ETRAT

2. Za koliko odstotkov se poveéa plo$&ina kvadrata, ée se mu stranica poveca
za 30%. Kaj se pri tem zgodi z njegovim obsegom?
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3. V krogu s polmerom 4 cm naértaj tetivo, ki je vzporedna premeru in ji pri-
pada sredid&ni kot 60°. Ce povezemo krajis¢i tetive s krajis&i premera, dobimo
stirikotnik.

a) Kolik kot oklepata diagonali tega Stirikotnika?

b) lzradunaj obseg Stirikotnika.

4. |zradunaj vrednost izraza —x> +x* +x — 1 za
a) x=-=3/2 b) x=-1/2 c) x=-1 d x=1

5. Zadnja cifra Sestmestnega Stevila je 4. Ce jo prestavimo na 1. mesto, to je
pred vse cifre, dobimo 4—krat veéje Stevilo. Poisé¢i prvotno Stevilo.

8. razred

1. Resi enaébo in naredi preizkus:

Bx+3 - x-1 _ 3x\=9_{ 2x _ x—3 )
6 4 274 3 8

2. Naértaj graf funkcije x + y¥ = 4 in izraGunaj ploséino trikotnika, ki ga tvori

premica s koordinatnima osema. lzradunaj oddaljenost premice od koordinat-

nega izhodi$¢a.

3. Ko je pesec prehodil 1 km in polovico ostanka poti, mu je ostalo za prehodi-
ti Se tretjino cele poti in 1 km. Kolik$no pot je prehodil?

4, Leseno kocko s prostornino 1 m? popleskamo z rde&o barvo. Nato jo razre-
2emo na manj$e kocke s prostornino 1 dm>. Koliko manjsih kock ima pople-
skane 3 ploskve (2 ploskvi, 1 ploskev, nobene ploskve)?

5. Iz lesene kocke z volumnom 1 dm?® izstruzimo najveéji mozni valj. Koliko
odstotkov lesa odpade?

Jana Novak

PRESEKOV SKRAT

Ko sem redevala krizanko Pitagorov izrek v Preseku 5t. 6 (1985/86) na strani
337, sem opazila, da je 15 navpiéno pravzaprav 16 navpiéno. Za manjkajo&i
opis za 15 navpiéno predlagam naslednjo nalogo: Druga diagonala romba z
obsegom 60, e je ena diagonala 18.

Lucija Oblak
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2. SOLSKO IN 12. IZBIRNO
TEKMOVANJE SREDNJESOLCEYV 1Z
MATEMATIKE

V Solskem letu 1985/86 smo drugié izvedli Solsko tekmovanje, na katerem niso
sodelovali uéenci naravoslovno-matemati¢ne usmeritve. Komaj so nekateri po
polletnih poéitnicah sedli v Solske klopi, Ze jih je ¢akala prva preizkuinja. V
soboto, 1. marca, je okrog 1500 srednjeSolcev po Sloveniji reSevalo naslednje
naloge:

1. letnik

1. Dolog&i a v to&ki T(2 — 2a, a + 2a%) tako, da bo T lezala na premici skozi
A(—4,-2) in B(1,28).

2. Na Soli so se odlogili, da bodo nagradili 100 najboljSih uéencev, in sicer z
nagradami, vrednimi 500, 5000 in 10000 din. V ta namen so porabili 100000
din. Koliko uéencev je dobilo posamezne nagrade?

3. Med naravnim $tevilom n in prastevilom p velja zveza n* = 16p + 1, Poisé&i
vse pare n, p.

4. Telo ima tloris enak narisu (skica a) in stranski ris kot na skici b. Veg&ji
kvadrat na tlorisu (oziroma narisu) ima stranico x, manjsi kvadrat pa je plo3&in-
sko enak devetini vecjega. Kolik3na je prostornina telesa?

X X
X x
skica a skica b
2. letnik
\ Kai ioves: 5555555553 . 6666666664 ,
- RajJe veC: ~5'555 555 557 6 666 666 669

2. Na 3oli so se odloéili, da bodo nagradili 100 najboljsih uéencev, in sicer z
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nagradami, vrednimi 500, 5000 in 10000 din. V ta namen so porabili 100000
din. Koliko u&encev je dobilo posamezne nagrade?

3. Dane so tri toéke v prostoru: A(—1, =3, 2), B(0, =5, 0) in C(6, —1, —1).
a) Pokaii, da so to ogli§¢a nekega pravokotnika, in poiséi éetrto ogliice.
b) Poi$€i mnoZico tock, ki so enako oddaljene od vseh $tirih oglis&.

4.V trapezu ABCD oznadimo srediS¢a daljic AB, BD, CD in AC po vrstiz M,
N, P in Q (AB in CD sta osnovnici trapeza).

a) Dokazi, daje MNPQ paralelogram.

b) CejeAB:CD=3:1,potem paralelogram pokrije &etrtino trapeza.

3. letnik

1. Hisa in drevo stojita na ravnem
zemlji$¢u. Iz prvega nadstropja hise
vidimo noziS¢e drevesa pod depresij-
skim kotom «, iz drugega nadstropja,
ki je za d metrov nad prvim, pa pod
kotom f. Nadalje vidimo iz drugega
nadstropja celo drevo pod zornim ko-
tom 7. lzrazi s temi podatki viino
drevesa in njegovo oddaljenost od
hise.

2. Pri katerih a imata enaébi x*> + x +a = 0 in x? + ax + 1 = 0 natanko eno
skupno resitev?

3. Za katere m ima enacba tgx + ctgx = m realne reditve?

4, Doloé¢i kote pravokotnega trikotnika, ¢e je med katetama zveza

- b 1
Iog —872— = 7 “093 53 |Ogb}
4. letnik

1. Ali ima polinom p(x) = (x'°%¢ — 1986)3 &isto imaginarne ni¢le? Ce jih ima,
napisi, katere so in kolik3na je njihova veckratnost.

2. Tangenta v poljubni to&ki T krivulje y = x8 seka abscisno os v toéki M, vzpo-
rednica z ordinatno osjo skozi toéko T pa jo seka v tocki N. PokaZi, da je
OM = 5MN, kjer je O koordinatno izhodisce.

3. Pokazi, daje (1 —2+2% — 23 + .. — 21985 1 21986)(1 4+ 2422 423 + |
» +21985 +219361 =1 +4+42 +43 + .. +4l986

82



4. V ravnini je 99 razliénih premic (v poljubni legi), ki razdelijo ravnino na n
delov. Pois¢i vsa Stevila n, ki so manj$a od 199.

Naloge gotovo niso bile prelahke, prej nasprotno, saj nimajo vse usmeritve
enakega Stevila ur matematike. Prav taka raznolikost 3ol je za Komisijo za po-
pularizacijo matematike v srednji Soli velik problem. Tezko je namreé¢ izbrati
naloge, ki bi bile za vse sprejemljive. Zastavlja se celo vprasanje, ali ne bi bilo
smotrno uvesti Solskega tekmovanja v dveh teZavnostnih stopnjah (ki bi sicer
potekali soasno). Zavedamo se, da doseZe popularizacija svoj namen le, &e
ucéenca pritegne z nalogami in prispevki, ki so primerni za njegovo znanje. Pred
Komisijo je torej e precej nalog, ki jim bo kos le, ée ji bodo pomagali srednje-
Solski ugitelji.

Oglejmo si Se naloge, ki so jih srednje3olci (priblizno 1200) resevali v sobo-
to, 15. marca, na izbirnem tekmovanju.

1. letnik

1. Pokazi, da enaéba 2x* — 215y = 1 nima celih resitev.
2. Pri katerih k imaenaéba [x + 1| — |x — 1 | =kx + 1 eno samo reSitev?

3. V trapezu z osnovnicama & in ¢ (8 > ¢) potegnemo tak3ni dve vzporedni
daljici s krajis¢i na osnovnicah, da se krajisée ene od vzporednih daljic ujema z
oglid¢em krajse osnovnice. S tem razpade trapez na tri ploi&insko enake dele.
a) Kaksno naj bo razmerje med osnovnicama trapeza, da bosta taki daljici
obstajali?

b) Imejmo trapez, ki zado3¢a pogojem iz totke a). Del trapeza med daljica-
ma izrezemo, ostala dva dela pa vzporedno premaknemo in zlepimo v novi
trapez (tako, da kraka ostaneta ista). Kakino naj bo razmerje med osnovnica-
ma prvotnega trapeza, da bosta tudi v manjSem trapezu obstajali taki dve
daljici?

4. Ravnina je pobarvana z belo in érno barvo. Dokazi, da obstaja v ravnini
enakokrak pravokoten trikotnik, ki ima vsa ogli$¢a iste barve.

2. letnik

1. V trikotniku ABC potegnemo iz nekega ogliS¢a daljici do nasprotne stranice
tako, da trikotnik razpade na tri ploS¢insko enake trikotnike, od katerih sta
dva podobna prvotnemu.

a) Koliksni so koti trikotnika ABC?

b) Ali so lahko stranice trikotnika ABC v celoStevilskem razmerju?



2. Poiséi vse trojice (x, y,rz} realnih 3tevil, za katere velja:
xX+tyz=2,y+txz=2,z+xy=2.

3. V prostoru sta dani daljici AB in CD, ki lezita na mimobeZnicah. PoiSci
geometrijsko mesto sredis¢ daljic, katerih eno ogli$¢e je na AB, drugo na CD.

4. Dana je druzina parabol y = —x* + mx +m + 1, m €R.
a) Pois¢i geometrijsko mesto temen parabol iz te druzine.
b) Doloéi toéko, skozi katero potekajo vse parabole iz druZine.

3. letnik

1. Enadbo x? — (a + d)x + ad — bc = 0 redita korena x; in x,. DokaZi, da sta
x12 in x,3 korena enagbe y? — (a® + d® + 3abc + 3bed) y + (ad —bc)® = 0.

2. Naj bo z kompleksno $tevilo, n pa poljubno naravno Stevilo. Dokazi: ¢e je
(1+2)" +27 =0, potem je Re(z) = —1/2.

3. Resi enacbo

V3,1

8 cosx = — e
sinx COSX

4. V enakokrak trikotnik vértujemo kvadrate tako, da imajo po eno oglii¢e v
vrhu in po eno na osnovnici trikotnika. PokaZi, da je najmanjsi kvadrat plos&in-
sko enak vsaj polovici najveéjega tako vértanega kvadrata.

4. letnik

1. Pokazi, da je 2°% + 1 deljivo z 11.

2. Pokazi, da lahko polinom p(x) =n x"1 — (1 +ng) x" + (g — 1) (X" +
+ x"2 + ..+ x) + q razcepimo tako, da je eden izmed faktorjev v razcepu
enak x> — (g + 1) x +q.

3. Redi enadbo x* = 10x—%", x>0

4. V polkrogu s premerom AB potegnemo tetivo AT pod kotom «. Razpolo-
visée loka BT naj bo toc¢ka V.

a) Koliksen naj bo «, da bo obseg stirikotnika ABVT najvecji?

b) Ali je pri tem a tudi plos&ina najvecja? Utemelji.

c) Pri katerem « se diagonali Stirikotnika ABVT sekata pravokotno?

Solske komisije so po pregledu izdelkov predlagale 175 dijakov, Komisija
za popularizacijo pa je za nastop na republiskem tekmovanju v Mariboru izbra-
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la 138 ucencev iz 27 srednjih 5ol (29 iz prvega, 39 iz drugega, 28 iz tretjega in
42 iz ¢etrtega letnika). Med izbranimi je bilo 23 tekmovalcev iz nenaravoslov-
nih usmeritev.

Na koncu se zahvaljuiemo VTO Matematika in mehanika Fakultete za
naravoslovje in tehnologijo ter Fakulteti za elektrotehniko za pomoé&, vsem
uditeljem za sodelovanje, uéencem pa Zelimo 3e veé sre¢e na prihodnjih tekmo-
vanjih.

Darjo Felda

Karikatura iz Biltena 6.
republiskega tekmo-
vanja iz fizike za osnov-
nosolce, ki je bilo 10.
maja 1986 v Mariboru.
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27. ZVEZNO TEKMOVANJE
SREDNJESOLCEYV 1Z MATEMATIKE

Zvezno tekmovanje je tokrat organiziralo Drustvo matematikov, fizikov in
astronomov SR Slovenije od 19. do 21. aprila, tekmovalce pa je gostila Postoj-
na. Pod vodstvom prizadevne prof. Martine KOMANOVE je aktiv Srednje
tehniske in naravoslovne 3ole odliéno opravil vlogo gostiteljev. Zveznega
tekmovanja se je udelezilo 115 tekmovalcev iz vseh republik in obeh pokrajin.
V slovensko ekipo za zvezno tekmovanje so bili na republiskem tekmovanju v
Mariboru izbrani: Tatjana OZBIC, Polona PETEK, Zoran SLANIC in Andrej
VILFAN za prvi razred, Peter FAJFAR, Borut JAMNIK, Matej KOLAR,
Tomaz SLIVNIK, Tomaz VOLK in Edi VOVK za drugi razred, Peter ANA-
STASOV, Jure BAJC in Mateja SAJNA za tretji razred in Joze FABCIC,
Damjana KOKOL, Matevi KRANJEC, Peter PEHANI, Pavle POPOVIC in
Matjaz ZELJKO za &etrti razred. Vodil jih je asistent Darjo FELDA, v zvezni
komisiji pa je Slovenijo zastopal Aleksandar JURISIC.

Pred tekmovanjem so imeli tekmovalci dvodnevne priprave, ki jih je organi-
ziral tudent fizike Uro$ SELJAK, vodil pa bivii tekmovalci, Studentje matema-
tike. V tem kratkem c¢asu so se tekmovalci podrobneje spoznali z nekaterimi
standardnimi prijemi reSevanja nalog tekmovalnega tipa in reSevali naloge s
prejsnjih tekmovanj.

V petek so republiske in pokrajinski ekipi prispele v Postojno in se name-
stile v dijaSkem domu, Zveder so se tekmovalci sprostili na prijetnem sprehodu
po starem mestu in se psihi¢no pripravili na tezak naslednji dan. Zvezno tekmo-
vanje je v imenu DMFA odprl prof. Janez STRNAD v soboto. U&enci so naloge
reSevali $tiri ure in pol. Poskusite jih rediti e vil

1. razred

1. Poka%i, da obstaja neskonéno trojic zaporednih Stevil, kjer je vsako izmed
njih vsota dveh kvadratov. (Primer: 72 = 6% +6?,73=3% +8?,74=7% +57)
2. V konveksnem cetverokotniku ABCD naj velja

AB+BD<AC+CD

Dokazi, da je tedaj AB < AC.

3. V trikotniku ABC sta notranja kota pri B in C enaka 40° . Stranico AB po-
daljSamo preko to&ke B do toéke D tako, da je AD = BC. Dolotite kote tri-
kotnika ADC.

4. Kvadrat velikosti 5 x 5 razdelimo na 25 polj (polje je kvadrat s stranico 1).
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V vsako polje postavimo zeton. |zberimo si neko polje. Ali lahko dosezemo, da
so po nekaj potezah vsi Zetoni v izbranem polju? (Poteza je premestitev polju-
bnih dveh Zetonov, vsakega od njih v sosednje polje. Polji sta sosednji, ¢e ima-
ta skupno stranico.)

2. razred

1. Naj bosta x in y naravni Stevili, ki zado3¢ata enacébi
2x* +x=3y* +y

Dokazi, da so §tevilax — y,2x + 2y + 1 in 3x + 3y + 1 popolni kvadrati.
2. Dokazi, da za naravna $tevila a, b in ¢ velja neenacba

& b c? atb+c

+ +
a* +ab+b? b® +bc+c? ¢? +ca+a’ 3

3. Na premeru AA; kroZnice je dana toéka C. Naj bo B tak3na to¢ka kroz-
nice, da je AB = CA;. Dokazi, da se v trikotniku ABC simetrala notranjega ko-
ta pri A, tezi3énica skozi B in vidina iz C sekajo v eni tocki.

4. Danih je pet razliénih pozitivnih Stevil. Dokazi, da med njimi obstajata
dve, za kateri velja, da niti njuna vsota niti absolutna vrednost njune razlike
nista enaki nobenemu izmed preostalih treh $tevil.

3.in 4. razred

1. Poiséi vse funkcije f- R — R, ki ustrezajo naslednjima pogojema:
a) fix+fly))=Ffx+y)+1 zavsexinyizR,

b) fje strogo naraitajoca (tj.x >y = f(x) > fly) zavse x in y iz R).
2. Naj bodo Xy, X3, ..., X, taka realna $tevila, da je

(n— N2 +3x% + 4 x,%) = (%1 +x3 +...+x,)?

Dokazi, da so $tevila xy, x,, ..., x,, vsa nenegativna ali pa vsa nepozitivna.

3. lz razpolovi§¢a vsake stranice tetivnega Cetverokotnika konstruiramo nor-
malo na nasprotno stranico. DokaZi, da se vse §tiri normale sekajo v isti tocki.
4. Poiséi najvecje celo §tevilo k z naslednjo lastnostjo: ¢e na poljuben naéin
vpisemo v polja tabele 8 x 8 Stevila 1, 2, ..., 64, lahko najdemo taksni dve
sosednji polji, da razlika njunih $tevil ni manjsa od k. (Dve polji sta sosedniji, ce
imata vsaj eno skupno oglii¢e.)

Resitve si lahko ogledate v Matematiéni knjiZnici na Jadranski 19 v Lju-
bljani.
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Po tekmovanju so tekmovalci odsli v Predjamski grad, zvezna tekmovalna
komisija pa je v tem ¢&asu pregledala naloge. Zvecer je objavila preliminarne
rezultate. Tako so imeli tekmovalci moZnost opozoriti komisijo na morebitne
spodrsljaje. Vendar pa je bila tokrat vecdina pritoZzb nautemeljena, nekateri
tekmovalci so v&asih preveé prepriani o pravilnosti svojih reditev.

V nedeljo dopoldne so si tekmovalci ogledali znamenito Postojnsko jamo.

Po kosilu je bila uradna razglasitev rezultatov in podelitev nagrad.

Dosezeni so bili naslednji rezultati:

1. razred

1.nagrada: Rade TODOROVIC (Srbija), Dalibor TUZINSKI (Hrvatska)

2. nagrada: Zoran PEJCINOV (Makedonija)

3.nagrada: Vladimir NIKOLAJEVIC (Srbija), Jasmina MILICEVIC (Srbija),
Zvonimir BANDIC (Srbija)

pohvala:  Dragan MILOSEVIC (Srbija), Igor SRB (Srbija), Tatjana OZBIC
(STNS, Postojna, Slovenija), Predrag GRKOVIC (Srbija), Andrej
VILFAN (SNS$, Ljubljana, Slovenija)

2. razred

1. nagrada: Zoran CRNJA (Hrvatska)

2. nagrada: Branko GLISIC (Srbija), Vliado KESELJ (BiH), Tomaz SLIVNIK
(SNS, Ljubljana, Slovenija)

pohvala: Aleksandra SMILJANIC (Srbija), Nenad STOJANOVIC (Srbija),
Dragan STOJKOVIC (Srbija), Riste SKREKOVSKI (Makedonija)

3. razred

2. nagrada: Nikola RUSKUC (Vojvodina)

3. nagrada: Olivera MILENKOVIC (Srbija)

pohvala: Edin OMERDIC (BiH), Josko POLJAK (Hrvatska), Uro§ DRESE-
VIC (Srbija), Nebojsa VASILJEVIC (Srbija)

4. razred

2. nagrada: Joze FABCIC (STNS, Postojna, Slovenija), Predrag ANTIC (Srbi-
ja), Domagoj KOVACEVIC (Hrvatska)

pohvala: Nenad DAPIC (Vojvodina), Zdravko DUROVIC (Hrvatska),
Sanda REIC (Hrvatska), Vladimir SKULIC (Srbija)

Na podlagi rezultatov zveznega tekmovanja je komisija izbrala Sest&lansko
ekipo, ki nas je zastopala na mednarodni matematiéni olimpiadi na Poljskem.
V olimpijsko ekipo so se uvrstili: Joze FABCIC, Domagoj KOVACEVIC,
Predrag ANTIC (4. razred), Olivera MILENKOVIC, Nikola RUSKUC
(3. razred) in Zoran CRNJO (2. razred).
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NALUGE

NALOGE S STEVILOM 1986

1. Ali je mogoée v 360-mestnem 3tevilu
86198619...8619
pre&rtati nekaj Stevilk tako, da bo vsota preostalih $tevilk toéno enaka 19867
2. Napisi po vrsti Stevilke od 9 do 1, t.j.
9876654321

ne da bi spremenil njihov vrstni red, postavi mednje znake osnovnih raéunskih
operacij, tako da bo rezultat 1986.

3. Kateri §tevilki sta na zadnjih dveh mestih produkta 1986 sedmic, t.j. te-
vila 719867

Trinajst premic
V ravnini je trinajst premic, od katerih pa noben par ni vzporeden. DokaZi, da
obstajata dve, ki oklepata kot, manjsi od 14°.

Dragoljub M. MiloSevi¢
(prev. Peter Petek)

Lev in antilopa

Lacen lev je iskal hrano. Zagledal je antilopo in v istem trenutku je tudi ona
opazila leva. Zaéela sta teéi. Ko je lev skoé&il 9 krat, je antilopa skoéila 4 krat,
vendar so bili njeni skoki daljsi: 2 skoka sta bila dolga kakor 5 levjih.
Zanima nas, ali je lev uspel uloviti antilopo, ¢e sta obe Zivali ves €as tekli z isto
hitrostjo.

Prevedla in izbrala DuSica Boben
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BISTROVIDEC

ANGLESKIH SESTNAJST

Igra “Angleskih Sestnajst’’ spada v klasiko zabavne matematike in jo najdemo v
vedini tovrstnih knjig.

Sam Loyd pravi, da si jo je izmislil nek angleski mornar na Staten Islandu.
Desko in ¢epke za igro je izdeloval kar z Zepnim nozi¢em in jih prodajal obi-
skovalcem. Tako je igra priSla v London in kmalu postala zelo priljubljena.

"Angledkih Sestnajst” je samotarska igra namenjena enemu igralcu, ki jo
igra na deski, kakr3na je prikazana na sliki.

()
O)
Ol-|@
@
®

Cilj igre je zamenjati mesta &rnih in belih ¢epkov v ¢im manj potezah. Ce-
pek lahko premaknemo na sosednji prazni prostor ali pa &ez soseda (katerekoli
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barve) na prazni prostor. Dovoljeni so samo premiki v smeri neba (Sever,
Vzhod, Jug, Zahod).

V starejih knjigah je bila obi¢ajno dana resitev v 52 potezah. Loyd je nasel
reditev v 47 potezah. Se bolj$o, 46 potezno resitev je naSel Dudeney. Kot zani-
mivost omenimo, da Dudeneyeva refitev zado$&a dodatnim zahtevam:

— bele éepke lahko premikamo le proti Jugu in Vzhodu;
— &rne éepke lahko premikamao le proti Severu in Zahodu;
— preskakujemo lahko le &epke druge barve.

Poskusite najti &imboljSo reSitev! Ali je Dudeneyeva resitev najboljsa

moZna?

Vladimir Batagelf

NA PRAGU TRAGEDLJE
(Segava zgodba)

laser zrcalo

plan-
vzporedna
plosta
debeline
5 mm

zrcalo

‘§§|nm

film
{negativ);
pred njim
upor

Slika 1 Slika 2 ==
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PREMISLI IN RESI

Tokrat vam zastavljamo geometrijsko nalogo naSega stalnega sodelavca
Dragoljuba Milo3evica.

KOLIKOKRAT KRAJSA

Na sliki vidimo daljico AB. Skozi
toéko A smo narisali premico in na
njej to¢ki C in D tako, da je daljica
AD trikrat veéja od daljice AC.
Toéki B in D zvezemo z daljico, ki
jo razpolovimo, da dobimo srediice
S; daljico DS $e enkrat razpolovimo
in njeno sredi§¢e £ zveZzemo s totko
C. Daljica EC seka daljico AB v tocki
F. Vpradanje: kolikokrat je daljica
AF krajsa od daljice AB?

Resitve nam podljite do 5.1.87
na znani naslov: PRESEK, (za PIR),
61111 Ljubljana, Jadranska 19,
p.p. 64.

Bilo je lepo sonéno jutro, ko je skozi vrata laboratorija WHI (World Holo-
graphy Institute) vstopil mlad raziskovalec v delovni halji. Meni nié,tebi nig, je
pricel sestavljati aparature.

Delal je zelo zagnano; unigil je Ze vsaj dvajset filmov, na katere je skusal
posneti holograme. Ura je bila dve in mladi Blake, tako mu je bilo namreé ime,
se je odlogil, da ne pojde na kosilo. Delal je 5e naprej, saj ga je stvar karseda
pritegnila.

Le zagrizeno in zagnano delo pelje razvoj znanosti naprej, le samoodpove-
dovanje in samoZrtvovanje mnoZice posameznikov lahko utre nove poti, je
premisljeval, medtem ko je sestavljal napravo, ki je bila videti pribliZno takale:

(Glej sliko 1 na str. 91)
Preden naredim posnetek, si je mislil, bom dal semle $e majhen objekt,

recimo tale upornik, ki ga imam pri roki, da preverim, ali je film sploh dober.
Upornik je dal tja, kamor kaZe puscica na zgornji sliki. Po osvetlitvi je holo-
gram razvil in si ga ogledal. Pri¢akoval je senco v obliki upornika, zagledal pa je
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KATERO PRASTEVILO — RESITEV I1Z P XIll/4

Tokrat smo dobili 14 pravilnih, a Zal tudi dve nepravilni resitvi. Prastevilo so
nalli Drago BOKAL iz Polhovega Gradca, Silvan BUCIK iz Tolmina, Jani
CEDE iz Petrové, Katja DAMLJ iz Ljubljane, Tomaz DIMNIK iz Ljubljane,
Roman DRNOVSEK, ki je pri vojakih v Smederevski Palanki, Jasna GREGO—
RIC iz Ljubljane, Matej KARAHODZIC iz Ljubljane, Mira KERMAVNER iz
Logatca, Silvana KRANJC iz Kobarida, Ale$ SEF iz Ljubljane, Milan SERNEK
iz Velike Polane, Mitja VIDRIH iz Ljubljane, Mojca VOLARIC iz Ljubljane.

|zzrebali smo Mojco, Janija in Milana in jim poslali knjigo Diofantske
enacbe J. Grassellija iz zbirke Sigma.

Najpopolnejso reSitev nam je poslal Roman Drnovsek. Zato jo objavljamo:

Poskusimo s p = 2 in p = 3. Dobimo eno reSitev in sicerp=3: 2p* + 1=
= 19. DokaZimo, da je to tudi edina reSitev.
~ Eno od treh zaporednih 3tevil (p — 1), p, (p + 1) je sigurno deljivo s 3. Ker
je p >3, to ne velja za p, torej lahko zakljugimo:

b—1Np+1) =3k (k EN)
p?=3k+1
2p% +1=6k+3=3(2k + 1)

je deljivo s 3 in ne more biti prastevilo. Peter Petek

nekaj, kar ga je mo&no osupnilo ...

Tedaj so se vrata spet odprla in vstopil je mladi asistent Koby,ukazeljni,
posevnooki Japonéek, sicer pa dober fant. Dobro je poznal Blakea in ko je
uzrl nenavadni ogenj v njegovih oéeh, ni premisljeval niti trenutek. Vklenil ga je
v svoj jekleni prijem ter ga kljub temu, da se je srdito upiral, nemudoma zviekel
ven ...

Ko so profesor Primus, profesor Vedez in asistent Koby pregledovali posta-
vitev poskusa in nastali hologram, so opazili nekoliko zanimivosti. Sicer pa je tu
slika holograma, ki bi kmalu postal usoden: (Glej sliko 2 na str, 91)

Bralec, na tebi je, da posku$a$ ugotoviti, odkod so se vzele svetlo—temne
proge v silhueti upornika. Primus in Koby tega vprasanja nista resila, Ceprav si
je asistent do krvi pregrizel nohte. Sele profesor Vedez jima je stvar pojasnil.
Posljite razlago poskusa na urednistvo Preseka, 61000 Ljubljana, Jadranska 19.
Najboljsi odgovor bomo nagradili.

Andrej Kobe, PrimoZ Ziherl, Blaz Zupan 93



STEVILSKA KRIZANKA

Vodoravno:
1. Povrdina kvadra, ki ima za robove tri zaporedna prastevila.
3. Obseg pravokotnika s stranicama 1234 in 567.
5. Plo3¢ina pravokotnika iz 3 vodoravno.
7. Povrsina kocke z robom (7 + 2%)(2° — 5)
9. Volumen kocke iz 7 vodoravno.
11. Volumen kvadra z robovi 222, 333, 444.
12. Povrsina kvadra iz 11 vodoravno.
13. Volumen kvadra, ki ima za osnovno ploskev kvadrat, razliéna robova pa
sta prvi dvomestni prastevili.
14. Volumen kvadra iz 1 vodoravno.

Navpiéno:
1.(7% —2)((6* +2).3*.62.7% (2% + 1)(6* — 23) — 1)

2.2.325.(32 +2).(1+2%.3.(6* — 2).(1+22.3%.7))
3.223%1+2%.(1+2%47.(3* -2°)) -3
4.22937(1+2%37.23) -1
5.2.3.(32.31.37 - 2)
6. (3 +22)(2+3%).(68* —2.3)(2° —3) — 1
7.(2+3%)(2% +3?%)
8.2.(5+2°)(3+2%)
9. Volumen kvadra, ki ima za osnovnico kvadrat s stranico 1, vidina pa je
dvakrat veéja.
10. Najmanjse liho prastevilo.

Franci Oblak

RELATIVNA RELATIVNOST

Mnogo slusateljev univerze v Heidelbergu je prilo poslusat Einsteinovo preda-
vanje. Einstein je takole zagel:

"'V éeraj, ko sem prispel, sem se slabo pocutil. Relativno, seveda. Zdravnik,
ki sem ga poklical v hotel, mi je predpisal absoluten pogitek, ‘sicer’, je pripom-
nil, ‘jutri absolutno ne boste mogli stopiti pred obé&instvo’. Tako vam zdaj
lahko navedem praktiéen primer refativnosti, za katero trdim, da je v vseh stva-
reh. Ubogal sem zdravnika samo relativno, privo3&il sem si relativni poéitek
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IZRAZI 1 - PRASTEVILA
- B B G .
KVADER - .
P = 2(ab+ac+bc) KOCKA
V =abec P=ﬁa”
5 6 V=a
[1a
8 —)
a
10 "
12 1.1=1
b 12=2
a 13 ase
109=90
o = 2(at+b) 10.10= 100
p=ab 14
PRAVOKOTNIK POSTEVANKA

in zdaj sem vseeno med vami ..."

Iz ozadja dvorane je neki glas koncal stavek: “... med vami relativno
zdrav."”

Einstein je nemoteno nadaljeval:

“Popolnoma pravilno, saj v vesolju, kot vam bom zdaj dokazal, ni nié
absolutnega ..."

Isti glas: "... niti Einsteinova relativnost.”

V dvorani je nastal smeh in $tudentje so zagnali tak hrup, da je bilo treba
predavanje preloZiti na naslednji dan.

Zbrala Dusica Boben
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UPORABA JENSENOVE NEENAKOSTI

V tem ¢&lanku bomo pokazali nekaj praktiénih primerov uporabe Jensenove
neenakosti. Vzemimo funkciji @ in x2. Pri eksponentni funkciji naj boa > 0,
saj drugace ne znamo izraCunati vrednosti funkcije @ za poljuben x € J—oe,o9[.

Najprej bomo pokazali konveksnost funkcije f(x) = x* na celi realni osi.
Zaénimo pri neenakosti

(x; —x2)2 =0

ki velja za poljubni realni 3tevili x; in x,. Enakost o¢itno velja, ko je x; = x,.
Kvadrirajmo levo stran in dobimo oceno:

x12 +x,2 =2 2x1X,

Sedaj pa raéunajmo lepo po vrsti in pri tem uporabimo zgornjo oceno:

2 2 2 2
X1+Xg }2 - X.l+ Xz+ 2"14\'2 X1 +X2

{ 2 & L) 4 2

S tem je konveksnost funkcije f(x) = x* dokazana. Zato velja Jensenova neena-
kost

x124x, 2 4.+ x,) S (KLt X ety

n n

oziroma lepse napisano

/ Xy 432 4.4 x,? 5 X1 +%3 Fut X,

n n

(1)

Tu so seveda xy, X3, ..., X, realna 3tevila. Enakost velja le v primeru, ko je x; =
=X =i =N

Z neenakostjo (1) se v matematiki zelo pogosto sre¢amo in ima tudi svoje
ime. Pravimo ji neenakost med kvadratno in aritmeti¢no sredino n $tevil. Leva
stran neenakosti (1) je namre& kvadratna sredina $tevil xy, ..., X,, desna pa je
njihova aritmeti¢na sredina.

Na$ rezultat bi lahko tudi malce posplosili. Za poljubna x;, x, €[0,29 in
vsak m = 1 velja namred
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Xy +xy ™ xyMHx™
2 2

(2)

Z besedami: vsaka potencna funkcija s potenco m = 1 je na intervalu [0,%9[
konveksna. Neenakosti (2) ni ve¢ tako lahko dokazati kot tisto za m = 2. Naj
za dokaz tu zadostuje pogled na grafe funkcij f(x) = x™ zam > 1. Ze naslednji
pogled na grafe teh funkcij pa nam pove, zakaj smo se omejili samo na pozitiv-
ne argumente. Nekatere izmed teh funkcij za negativne argumente niso veé
konveksne. Recimo funkcija f(x) = x3. Jensenova neenakost za funkcijo f(x) =
= x™ je takale:

e R ol i Y -

( "<
n n

ali lep3e
(xy* Xa+ .t X, )" KA1 (oM +x,™ + 4 x,™) (3)

Velja seveda za m = 1in x4, X3, ..., X,, € [0,29[. Tudi tu dobimo enakost, ko je
X1 = X2 T ... T X,.

Pokazimo sedaj $e konveksnost funkcije f(x) =&". V ta namen bomo zaceli
z neenakostjo

/2 /2
0<(@ -2 %)

ki je izpolnjena za vse realne x; in x,. Enakost velja le, ko je x; = x, (Ce jele
a # 1). Kvadrirajmo sedaj desno stran in vse skupaj preuredimo:

2 ax1/2ax,/2€ax, +aX,
oziroma
X, tx,
i ol ] Xy X
2 < a +a
a
2

Ta neenakost nam pove, da je funkcija f(x) = a¥ konveksna za vse realne x.
Zato lahko zapisemo Jensenovo neenakost

Xy+x,+...+x X X x
kT T LY 1 2 n
n a +a  +.ta
a < (4)
n

ki velja za poljubna realna tevila x;, X3, ..., x,,. Ce je a # 1, enakost velja le,
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ko je x; = x; =... = x, Cesar ni tezko pokazati. Poslednjo neenakost zapi§imo

Se malo drugace:
x X X
a'+a’+ ...+a'" Q5% K Xp
= AT el

n

1 X3

Vpeljimo naslednje substitucije: y; = a V2=8 %, Vp = a". Potem do-

bimo:

yityat ..ty -
—2> V1 V2V (5)

n

kier so yy, ¥2, ..., ¥, Poljubna pozitivna realna Stevila. (Za poljuben y; lahko
izraunamo x; = log, y;.)

1z (4) sledi, da velja enakost takrat, ko je y; =y, = ... = y,. |zraz na levi
strani neenakosti (5) smo Ze srecali — to je aritmetiéna sredina n $tevil. Tudi
izraz na desni strani ima svoje ime — pravimo mu geometrijska sredina n $tevil,
Od tod tudi ime neenakosti (5): neenakost med aritmeti¢no in geometrijsko
sredino n $tevil.

Pa pi§imo z; = 1/yy, 2z, = 1/y,, ..., 2, = 1/y,,. To lahko vedno naredimo,
saj so Stevila yy, ¥, ..., ¥, vsa pozitivna. To vstavimo v (5) in dobimo:

T ' 1

—_—t —t + — n
Z, z, we Zn } _1___1._1
z z z
n 1 2 n

oziroma Va2 20> 1 (6)

—t—t .t —
2y I3 Zp
Dobili smo neenakost med geometrijsko in harmoniéno sredino n $tevil, kajti
izraz na desni strani neenakosti (6) je njihova harmonicna sredina.
Na koncu élanka smo. Preden pa zares konéamo, se ozrimo po poti, ki
smo jo pravkar prehodili. S pomoéjo Jensenove neenakosti smo pokazali, da
za poljubna pozitivna $tevila x4, x3, ..., X, velja:

2 2 2 n
Xy “Hxy S tLtx Xy txq ttx
L = L = vV X1 X3 ... X, =

n n

> n

deds vl
X1 Xz Xn

Povsod velja enakost le, ko je x; =x; = ... = x,.
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5. REPUBLISKO TEKMOVANJE MLADIH FIZIKOV

V soboto, 7. junija, je bilo 5. REPUBLISKO TEKMOVANJE V ZNANJU
FIZIKE za uéence prvih letnikov srednjega usmerjenega izobraZevanja. Okrog
100 uéencev je ob 10. uri reSevalo izbirni test, ob 12.30 pa je 3est najboljsih
dvoélanskih ekip tekmovalo v javnem kvizu znanja za nagrade, naroénine na
revije ZIT, MLADINA, KIH, PRESEK, za knjiZne nagrade zalozbe DE, knjizice
SIGMA in iz Presekove knjiZnice, nagrade ISKRE idr.

Tekmovanje je organiziralo DruStvo matematikov, fizikov in astronomov
SR Slovenije ob sodelovanju IJS, VTO fizika in ZS SRS. Popestrili so ga s Ste-
vilnimi poskusi, s predavanjem dr. Janeza Strnada o radioaktivnosti in z vpra-
Sanji ter nagradami za gledalce med javnim delom kviza. Spomnili so se tudi
Edvarda Rusjana, naSega prvega letalca in znanih jugoslovanskih fizikov.

Prvo nagrado je dosegla ekipa, v kateri sta bila Igor ZRINSKI in Mihec
MESARIC iz SCTPU, Murska Sobota (mentor Edo Deéko).

Drugo nagrado je prejela ekipa dijakov Denis DONLAGIC in Janez
BREST iz SNS Milo% Zidan3ek, Maribor (mentor Miha Kacafuri).

V ekipi, ki je osvojila tretjo nagrado, pa sta bila Jaka CIMPRIC in Andraz
OBLAK iz SNS, Ljubljana (mentor Andrej Lobnik).

Od najboljsih mladih tekmovalcev upravic¢eno pri¢akujemo e ve¢ uspehov,
saj znanje o naravi Zze sedaj pridno nabirajo. Drustvo je za najboljSih 8 ekip pri-
redilo letno 3olo iz fizike na Bledu od 23. do 28. junija, kjer so mladi fiziki
svoje znanje poglabljali na bolj nesolski na&in, &eprav tudi ob predavanjih in
eksperimentih. Nekaj vprasanj in predlaganih odgovorov, ki so jih reSevali ude-
lezenci tekmovanja, objavljamo na str. 99, 102, 105 in 111.

KATERI ODGOVOR JE PRAVILEN?

1. Nihalo na vija&no vzmet in matemati¢no nihalo imata na Zemlji enako
lastno frekvenco. Astronavti ju prenesejo na Luno. Kako bosta nihala tam?
a) lastni frekvenci nihal bosta ostali nespremenjeni

b) matematiéno nihalo bo nihalo z veéjo lastno frekvenco

c) nihalo na vijaéno vzmet bo nihalo z manjso lastno frekvenco

d) nihalo na vijatno vzmet bo nihalo z nespremenjeno lastno frekvenco

e) lastna frekvenca matematiénega nihala se ne bo spremenila

f) nihajni &as matemati¢nega nihala se bo podaljsal

JoZe Kotnik
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PITAGOROVO DREVO

Ze veé tisoletij poznajo ljudje Eudovi-
ta matematiéna dragulja: prvi je Pitago-
rov izrek, drugi je zlati rez. Med obema
bomo naili presenetljivo zvezo.

1) Spomnimo se na vsebino Pitagorovega izreka:

Ce je trikotnik pravokoten, je kvadrat najdalje stranice enak vsoti kvadra-
tov drugih dveh stranic.

Za zacetek poglejmo ta naravna 3tevila: 3, 4, 5. Opazimo, da je razlika med
sosednjima Steviloma enaka 1 (aritmeti&¢no zaporedje). Drugo opazanje: 52 =
4 + 3% Edina tri zaporedna naravna $tevila z lastnostjo, da je kvadrat najved-
jega izmed teh Stevil enak vsoti kvadratov drugih dveh $tevil, so ravno Stevila
5,4,3.

Dogovor: Ce naravna $tevila a, b, c ustrezajo zvezi 8 + b? = ¢?, jih imenu-
jemo Pitagorova trojica.

Ce so si Stevila poleg tega 3e tuja, je (a, b, ) primitivna Pitagorova trojica.

Ze dolgo je znano, da dobimo vse primitivne Pitagorove trojice takole:
izberemo dve tuji si Stevili m, n; m > n, ki sta razli¢nih parnosti (eno je sodo,
drugo liho) in oblikujemo trojico (a, b, c):

a=m? —-n? b=2mn c=m?+n? (1)

Stevili m, n imenujemo generatorja primitivne Pitagorove trojice (a, b, c).

Da je (a, b, c) res Pitagorova trojica, pa se bralec lahko sam preprica.

2) Zdaj se vprasajmo, ali obstaja kak3na zveza med poljubnima primitivnima
trojicama.

Odgovor je pritrdilen. Da bomo sledili nadaljevanju, si oglejmo tri skupine
§tevil, ki jih na kratko zaznamujmo G, N, D in jih zapiSimo v obliki:

1 -2 2 1 2 2 —=1 2 2
G={2 =1 2 N=1{2 12 D=\-2 1 2 (2)
2 -2 3 223 -2 2 3

Imenujemo jih matrike velikosti 3 x 3 (matrike s tremi vrsticami in s tremi
stolpci).
Tudi Pitagorovo trojico lahko zapiSemo v obliki matrike, npr. (&, b, c), ali
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a
b
c

paT= (stolp&na matrika).

Zdaj pa poglejmo produkte matrik G.T, N.T, D.T. Najprej

1 -2 2 a a—2b+2c a,
GT=1{2 -1 2 b|=|2a-b+2c |=| b, (34)
2 -2 3 ¢ 2a — 2b+ 3¢ c;

Ce pozorno pogleda$, kar samostojno ugotovi§ pravilo za mnozZenje matri-
ke G in T: vsaka vrstica matrike G in stolpec T se zmnoZita po komponentah,
ki jih nazadnje seStejemo.

Prav lahko preveris tudi druga dva raduna:

12 2 a a+2b+2c as
NT=12 1 2 b |=|2a+b+2c |=| b, (3,)
22 3 c 2a+2b+3c c,

-1 2 2 a —a+2b+2c as
D.T=( -2 1 2 b |=| —2a+b+2c |=| bs (33)
-2 2 3 c —2a+2b+3c C3

Prav tako lahko samostojno preveris, da na podlagi (1), (3; — 33) velja:

a2 =(m?* —n?) —22mn+2(m?® +n*) =(2m —n)? —m?
by =2(m* —n®) —2mn +2(m*® +n*) = 22m —nlm

¢; =2(m? = n?) —22mn + 3(m? + n?) = (2m —n)? +n?
a, =(m?* —n?)+4mn+2(m* +n*)=(2m+n)* —m?

by =2(m* —n?)+2mn+2(m* +n*)=2(2m+nm

c; =2(m* —n?)+4mn +3(m* +n?) = (2m +n)? + m?

az =—(m? —n?) +4mn+ 2(m? +n?) = (m + 2n)* — n?

bs =—2(m?® —n?) +2mn + 2(m® + n*) = 2(m + 2n)n

c3 =—=2(m? —n? +4mn+ 3(m® +n?) = (m +2n)* +n®
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a

Povzemimo: Ce je T =( b) primitivna Pitagorova trojica z generatorjema
c

m,n,so GT, NT, DT spet primitivne Pitagorove trojice z generatorji

G.T N.T D.T
2m—n, m 2m+n, m m+2n,n (4)
3
3) lzberimo trojico To = | 4 |, njenageneratorjastam=2,n=1.
5

Pa oblikujmo drevo, ki ima zacetek (korenino) T, veje pa oblikujmo tako:

G ll’mr'f
N "naprej”
D "dol”

KATERI ODGOVOR JE PRAVILEN?

3. Sonce oddaja v prostor vsako sekundo 4.10%® J energije. Koliko m?
Sonceve povriine ima enako moé& kot jedrska elektrarna Kriko?

a) 900 m? b) 90 m? ¢ 9m?

d 09m? e) 0.09m?

JoZe Kotnik
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Ce oznadimo na primer trojice in pare generatorjev, dobimo:

-
(5,12,13) (8.3) =—
(32) :‘:
—._____.--'
/ (8.5) —
(3,4,5) (21,20,29) (12,5)=—
(2,1) (5.2) \ ™
(9.2 =——
-'--".....
(74 =——
(15,8,17) (9 4]

(4,1) \
(6.1)=—

To drevo ima nesteto mnogo razvejis¢ (vozli¢). Stopnja vsakega vozlis¢a
je 4, le korenina ima stopnjo enako 3.

Ali so v tem (neskonénem) drevesu na razvejis¢ih vse primitivne Pitagoro-
ve trojice?

Da to drzi, vidimo iz premisleka:

I1zberimo Stevili M, N, M > N, tuji in razliénih parnosti. Ta generatorja do-
loéata primitivno Pitagorovo trojico (A, B, C):

A=M* — N? B=2MN C=M?+N?

Treba je pokazati, da je ta trojica v nekem vozli§éu drevesa.
ZaM, N prouéimo tri moznosti:

(1) N<M<2N (2) 2N<M <3N (3) 3In<M
S pomodjo para (M, N) oblikujmo nov par (m, n) takole:

(1) m=N (2) m=N (3) m=M—-2N
n=2N-M n=M-2N n=N (5)
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Zato je

(1Y M=2m—n (2YM=2m+n (3)M=m+2n
N=m N=m N=n

V (1),(2), (3) je vedno
m+n<M+N

Nadalje: Nova generatorja m, n sta si tuja in veljam > n.

Zato par (m, n) dolo&a primitivno Pitagorovo trojico, npr. 7° = (a, b, c).
Zgoraj smo pa ugotovili, da so potem GT*, NT”, DT spet primitivna Pitagorova
trojica; z generatorjema m, n naredimo po (5) novo dvojico generatorjev, npr.
m’inn’. Potem je

m+n'<m+n<M+N

Ce ta postopek (igrico, algoritem) nadaljujemo, pridemo kon&no do para
(2,1). Temu ustreza primitivna trojica Ty, torej korenina drevesa. Od tod pa
pridemo do trojice (A, B, C) tako, da delujemo na Ty z G, N, D (veckrat). To-
rej T je v drevesu!

Sklep. V tem drevesu je vsaka primitivna Pitagorova trojica.

Zato imenujemo to drevo Pitagorovo drevo.

4) Qglejmo si nekaj lastnosti “verig"’ v drevesu.
Za prvi primer izraunajmo pare generatorjev vozliS¢ verige

ToGNGNGNGN ...

(2,1) —C+(3,2) —+ (8,3 —G+(13.8) —+(34,13) —C+ (55, 34)...
Inverige To, NGNGNG ...

2,1) —+ (5,2) —C— (8,5) —v (21,8) —E (34,21) —A+ (89,34)...

Stevila, ki nastopajo v teh parih, pa poznamo iz nekega drugega vira, nam-
red iz zlatega reza. Poglejmo na kratko v to podroéje.

Daljica 2 = AB je razdeljena s tocko Z v zlatem rezu, ¢e je razmerje med
vso daljico AB in daljSim odsekom AZ enako razmerju med daljSim odsekom
AZ in krajsim odsekom ZB. Ce ozna&imo odseka z M in m, velja potemtakem

a:M=M:m, a=M+m
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Ozna&imo na kratko M : m = 7, pa imamo 7 = 1 + % ali 72 =7+ 1. Stevilo 7

lahko zato razvijemo v verizni ulomek

1
e e —

14 —T
| T, .
Priblizki tevila 7 so od tod T+..

Stevila v stevcih in imenovalcih teh priblizkov so generatorji trojic v omenjenih
verigah.

Omenimo, da prva veriga stremi proti trikotniku, ki ima tangens notranje-
ga kota 1/2, druga veriga pa stremi proti trikotniku, ki ima sinus notranjega ko-
ta2/3.

Na kraju naj navedem 3e nekaj problemov:

Dan je par (m, n) generatorjev primitivne trojice. Treba je najti matriko M,
tako da je ta trojica tudi M Ty.

Dana sta para generatorjev. Treba je najti najbliZje skupno vozlid¢e njunih
verig.

Prouéiti je treba lastnosti trikotnikov raznih verig Pitagorovega drevesa;
npr. verig

ToGNDGNDGND...
ToGNDGDNNGDNDGDGNDNG...

Na koncu naj opozorim na to, da ima trojica (3,4,56) med vsemi Pitagoro-
vimi trojicami izjemno vlogo.

fvan Pucelf
KATERI ODGOVOR JE PRAVILEN?
4. Na nebu zasveti utrinek. Sveti zaradi:
a) lastne svetlobe b) fluorescence c) ionizacije
d) trenjaz molekulami e) vanj vpadle Son&eve f) veselega sreda-
zraka svetlobe nja z Zemljo
JoZe Kotnik
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ZANIMIVOSTI V ZVEZI1 S
PASCALOVIM TRIKOTNIKOM

V Preseku smo Ze veékrat sre¢ali Pascalov trikotnik. To je neskonéna trikotna
shema 3tevil. Prvo in zadnje 3tevilo v vsaki vrstici je 1, za vsako drugo 3tevilo
pa velja, da je dobljeno kot vsota dveh Stevil, ki sta zapisani neposredno nad
njim (tabela 1).

(0) 1 (0) 1

(1) 1 1 (1) 11

(2) 1 2 1 (2) 121

(3) 1 3 3 1 (3) 1331

(4) 1 4 6 4 1 (4) 14641
Tabela 1 Tabela 2

Napisimo cifre iz vsake vrstice trikotnika brez presledkov (tabela 2).
1.) Opazimo, da so 3tevila iz niéte, prve, druge, tretje in ¢etrte vrstice po
vrsti niéta, prva, druga, tretja in etrta potenca Stevila 11, tj.

1 = 11°

11 = 1
121 = 112
1331 = 11
14641 = 114

Ali velja pravilo tudi za nadaljnja Stevila iz tabele 2?

2.) 1z tabele 2 vidimo $tevilo 121. Zapis tega §tevila (121) predstavlja razen
Stevila v desetiSkem Stevilskem sistemu tudi Stevila v sistemih, ki imajo osnovo
ve&jo od 2. Stevilo 121 je zanimivo, ker je popolni kvadrat tako za osnovo 10

(121 = 11?) kot tudi za vsako drugo osnovo, ki je veéja kot 2. Ce je osnova
sistema x, (x > 2), velja:

1215 =1x* +2x+1=x +1)?
Pois&imo podobno lastnost 3e za Stevili iz naslednjih dveh vrstic v tabeli 2. Ker
je
1331, =15 +3x* +3x+1=(x+1)? in

14641!::} =1x*+4x* +6x+4x +1= x+1)*
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vidimo, da je $tevilo 1331 kub nekega 3tevila in 14641 getrta potenca nekega
Stevila, neodvisno od izbire osnove $tevilskega sistema. Pri $tevilu 1331 mora bi-
ti osnova vecja kot 3 in pri 14641 vecja kot 6, sicer 5tevili nimata pomena.

Vpra$ajmo se 3e, ali je poleg Stevila 14641 $e kako drugo petmestno $tevi-
lo ABCDE, ki je cetrta potenca nekega naravnega Stevila, neodvisno od izbire
osnove Stevilskega sistema. Ce je osnova $tevilskega sistema x, potem zapis
ABCDE pomeni:

ABCDE(,)=Ax* +B.x*> +Cx>* +D.x +E
0<A<x in 0<B,C, D E<x

Preizkusimo, ali je lahko Stevilo ABCDE ) &etrta potenca nekega dvo-

mestnega Stevila ab,) = a x + b (0<a <x, b <x), neodvisno od osnove x. Da
bi to veljalo, mora biti izpolnjen pogoj:

AX 4B X3HCXE+D.XAE = (ax + b)? =a*x* + 42°bx® + 62°b%x? + 4ab®x +b*

Ce izenatimo istolezne koeficiente, dobimo identitete: A = a*, B = 4a%b,
C = 6a%b%, D = 4ab % in E = b*. A in E morata biti &etrti potenci naravnih
Stevil, medtem ko med koeficienti veljajo naslednje zveze, ki jih lahko nepo-
sredno preverimo:

C=3B%/8A D=8%/16 & E=B%/256 A° (1)

Koeficient A je lahko samo 1, medtem ko je £ lahko O ali pa 1. Ce ie
A =1inE=0,potem iz (1) dobimoB=C=D=0,¢epajeA =E=1,dobimo
B=D=4inC = 6.V drugem primeru smo dobili $tevilo 14641 (11%), ki smo
ga srecali Ze prej, v prvem pa imamo Stevilo 10000 (10* ). Zapis 10000 ima
pomen v vsakem Stevilskem sistemu, medtem ko ima zapis 14641 pomen v
sistemih z osnovo, ve&jo kot 6.

Primer: 14641(g) = 1.8* +4.8° +6.8> +48+1=9*

Naloga. Razi$&i, kako je s podobno lastnostjo za Stirimestna Stevila in ka-
ko za trimestna Stevila.

Dragoljub M. MiloSevié¢
Prevod in priredba Sandi KlavZar
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RAZRED S-TRIKOTNIKOV

Poznamo veé razredov trikotnikov, ki imajo kakino dolo&eno lastnost, s pomo-
¢jo katere lahko zanje dokaZzemo mnoge druge lastnosti. Tako na primer za pra-
vokotne trikotnike velja, da je kvadrat hipotenuze enak vsoti kvadratov katet.
Mi bomo obravnavali razred S—trikotnikov, ki imajo nekaj zanimivih lastnosti.

DEFINICIJA. Trikotnik s stranicami a, b, ¢ (a <b < ¢) je S—trikotnik natanko
tedaj, ko so njegove stranice ¢leni aritmetiénega zaporedja. To pomeni obstoj
takega pozitivnega Stevilad,daveljab=a+dinc=a + 2d.

IZREK 1. Vsak S—trikotnik zado3¢a relaciji v, = 3r, kjer smo z v;, oznatili vi-
§ino na stranico b in s érko r polmer vértanega kroga.

Dokaz. Vsak S—trikotnik zado3¢a relaciji
at+tc=2b (1)
in zato velja
2s=a+b+c=(a+c)+b=3b (2)

Ker je plos¢ina trikotnika enaka P = (1/2)b.v,, = r.s, dobimo v, = (2rs)/b. Ta
relacija nam da skupaj z enacbo (2) Zeljeni rezultat.

IZREK 2. Naj bo S—trikotnik pravokoten. Potem je kvocient radija vértanega
kroga s stranico kvadrata, ki je vértan v trikotnik tako, da je eno njegovo
oglis¢ée na hipotenuzi, dve stranici pa na katetah (glej sliko), enak 7/12,

Dokaz. Oznaéimo stranico vértanega
kvadrata z x. Plod¢ina trikotnika
ABC je enaka vsoti povrSin trikot-
nikov ACD in BCD, tako da velja
(1/2) ab= (1/2) bx+ (1/2)ax. Od
tod sledi x = ab/(a + b). Ker je r =
=P/s=ab/la+b +c), dobimo

r/x=(a+b)/la+b+c) (3)

Pitagorov izrek, uporabljen skupaj z £ F A
relacijo (1), nam pove, da je b =
= (4/3)a in ¢ = (6/3)a. Torej iz (3) sledi: r/x=7/12. S tem je izrek dokazan.

108



S—trikotniki imajo Se nekaj zanimivih lastnosti. In ker vam bo prav gotovo
v veselje, ée jih boste dokazali sami, vam te lastnosti podajamo v obliki nalog.
1. Dokazite, da za vsak S—trikotnik veljajo sledece relacije:
a) ac=6.R.r
b) (s—a)ls—c)=3r"
c) (c—a)*=8r(R—2r)
kjer smo z A oznacili polmer o¢rtanega kroga.
2. Ce je S—trikotnik pravokoten, potem je razlika njegove najdalje in naj-
krajSe stranice enaka premeru vértanega kroga.
3. Doloéite medsebojno razmerje stranic S—trikotnika, katerega plos¢ina je
enaka 3/4 ploi¢ine enakostraniénega trikotnika z istim obsegom.
4, Koliksne so stranice pravokotnega S—trikotnika, Ce je
a) njegova povrsina 24,
b) njegov obseg 96,

c) viSina na hipotenuzo 21,67 ) ) )
Dragoljub M. Milosevié¢

Prevedel Peter Semrl
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DIRICHLETOV PRINCIP

Pri reSevanju raznih problemskih nalog, Se posebej pri tistih, ki zahtevajo dokaz
obstoja objektov z neko dolo¢eno lastnostjo, nam pogosto pomaga Dirichletov
princip, imenovan po nem$kem matematiku P.G.L. Dirichletu (1805 — 1859).
Ta preprosti princip ima ve¢ popularnih imen, na primer: “problem zajékov
in kletk”, “problem Skatel in kroglic'” in podobno. Lahko ga formuliramo ta-
kole:

Ce je v n Skatlah spravljeno ve¢ kot n kroglic, potem mora vsaj ena Skatla vse-
bovati veé kot eno kroglico.

Z nekaj primeri bomo sedaj ilustrirali uporabo tega principa.

ZGLED 1. Dokazimo, da sta med desetimi slué¢ajno izbranimi naravnimi $tevili
vsaj dve taki Stevili, da je njuna razlika deljivaz 9.

RESITEV. Pri deljenju naravnega tevila z 9 je lahko ostanek eno izmed $tevil:
0,1, 2, .. 7,8. Ker imamo 10 5tevil in s tem tudi 10 ostankov, ki pa lahko
zavzamejo najve¢ 9 razli¢nih vrednosti, nam Dirichletov princip pove, da imata
vsaj dve med desetimi izbranimi Stevili isti ostanek pri deljenju z 9. Oznaéimo
ti dve $tevili z ny in n, in s érko r njun skupni ostanek pri deljenju z 9. Tedaj
imamo

ny=9+r in ny,=9m+r

kjer sta m in k naravni Stevili. Zato je njuna razlika ny — n, = 9(k —m) deljiva
z 9. Dokaz je s tem koné&an.

ZGLED 2. V razredu je 20 u&encev. Pri $olski nalogi iz matematike nihée od
ucencev ni napravil ve¢ kot 5 napak. Dokazimo, da so vsaj tirje u¢enci napra-
vili isto $tevilo napak.

RESITEV. Razvrstimo uéence v “Skatle”, tako da v isto "Skatlo” spravimo
ucéence, ki so napravili enako 3tevilo napak. Ker so uéenci napravili 0,1, 2, 3,
4 ali b napak, je takih ""$katel” Sest. V za nas najbolj neugodnem primeru bi bi-
li v vsaki "Skatli” po trije uenci, torej dva ostaneta (20=6.3+2). Na osnovi
Dirichletovega principa obstaja "Skatla’’, v kateri so vsaj §tirje uéenci, kar je bi-
lo potrebno dokazati.

ZGLED 3. V pravilnem dvanajstkotniku pobarvamo nekatere izmed diagonal.
Dokazimo, da obstajata vsaj dve ogli§&i, v katerih se konéuje enako Stevilo po-
barvanih diagonoal.
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RESITEV. V vsakem oglis¢u se koncuje 9 diagonal. Zato imamo v vsakem
ogliséu 10 moznosti za Stevilo obarvanih diagonal. Oglis¢ ("’kroglic”) pa je 12.
Po Dirichletovem principu obstajata vsaj dve oglis¢i z istim Stevilom obarvanih
diagonal.

ZGLED 4. V kvadratu s stranico 1 je poljubno razvriéenih 51 toék. Ali je moz-
no med njimi poiskati tri tocke, ki jih pokriva krog s polmerom 1/7?
RESITEV. Dani kvadrat v obliki $ahovnice razdelimo na 25 kvadratov s strani-
co 1/5. Dirichletov princip nam pove, da obstaja kvadrat, ki skupaj s svojimi
stranicami vsebuje vsaj 3 tocke. Ker je 2/7 veéje od +/2/5, lahko ta kvadrat po-
krijemo s krogom polmera 1/7.

Ce vam je Dirichletov princip s svojo preprostostjo in u¢inkovitostjo vieg,
se lahko samostojno lotite reSevanja naslednjih problemov.

1. Jugoslavija ima manj kot 23 milijonov prebivalcev in veé¢ kot 7000 naselij.
Dokatzite, da imata vsaj dve naselji enako Stevilo prebivalcev.
2. Koliko najmanj naravnih 3tevil je potrebno vzeti, da bi med njimi gotovo
obstajali dve Stevili, katerih razlika je deljiva s 57
3. V kvadratu s stranico 1 je izbranih 101 toék, tako da nobena trojica izmed
teh toék ne leZi na isti premici. DokaZite obstoj trikotnika z ogli$éi v treh
izmed teh tock in s povriino, manjso od 0,01,
4. V omari imamo 4 pare rjavih in 4 pare érnih &evljev. Koliko najmanj
Cevljev je potrebno na slepo vzeti iz omare, da bi imeli vsaj en par &evljev iste
barve?

Dragoljub M. MiloSevié¢

Prevedel Peter Semr/

KATERI ODGOVOR JE PRAVILEN?

2. Nekatere dele svetlobnega spektra absorbirajo zelene rastline bolj kakor
druge.

a) zeleno svetlobo bolj, kakor druge, saj so zelene

b) rdeéo, rumeno in modro svetlobo bolj kakor druge

c) ves vidni spekter enako

d) infrardeéi in ultravijoliéni del spektra bolj kakor druge

JoZe Kotnik

m



NOVE ANIGE

NASE NEBO IN ZEMLJA 1987

Tak3en je naslov brosure za leto 1987, ki sta jo pripravila kot Ze vrsto let Astro-
nomsko-geofizikalni observatorij v sestavi oddelka za fiziko na Fakulteti za na-
ravoslovje in tehnologijo Univerze v Ljubljani in Seizmolo$ki zavod SR Slove-
nije. Spremembo naslova je narekovala vsebina bro3ure, ki poleg astronomskih
efemerid (NASE NEBO) prinasa tudi astronomske dosezke ter popis potresne
dejavnosti v Sloveniji, Jugoslaviji in po svetu (.. IN ZEMLJA).

Kakor vsako leto bo brusura tudi letos izSla ob koncu koledarskega leta.
Ucitelje na osnovnih in srednjih Solah prosimo, da jo priporogijo u¢encem in
dijakom. Zelimo pa tudi, da jo narogite za $olsko knjiznico. Cena je 1250.- din,
¢lani druStva in naroéniki Preseka pa jo lahko dobijo z 20% popustom za
1000.- din.

Ciril Velkovrh

NAROCILNICA
Podpisani (priimek in ime — s tiskanimi érkami) ali naziv Sole

.....................................................

keral; tlica, NS StV oo v s Y BT T b TS E B e e

ROSINRSOVIIRE, POBEE. < & 6 50595 mim wmin s prim meim i o ey msom minmam ot 8 gk

Prosimo, da nam posljete . . izvodov brosure NASE NEBO IN ZEMLJA 1987.



RESITVE NALOG

NALOGE S SOLSKEGA TEKMOVANJA v obéini Slovenske

Konjice — resSitve s str. 78

5. razred

6. razred

1. Produkt je enak O le, &e je vsaj ena
cifra enaka 0. TakSna ne more biti
leva cifra, ker tedaj Stevilo ne bi bilo
trimestno. To tudi ni srednja cifra,
saj je za 4 vecja od desne cifre, ki to-
rej mora biti enaka 0. Srednja cifra je
zato 4, pogoj deljivosti z devet pa
nam da za levo cifro vrednost 5.
Iskano $tevilo je torej 540.

1. Pomagamo si s skico, v katero vpi-
sujemo ustrezna Stevila. Vseh ucen-
cev je bilo 53.
2. |z podatkov ugotovimo, da bi za
§tiri dodatne zvezke uéenec potrebo-
val 120 din. Cena enega je zato 30
din. Uéenec je imel 11.30 + 70 = 400
dinarjev.
3. Najmanjsa razdalja je 4 cm, naj-
vecja pa 10 cm.
4, b=12cm,
a=24cm,
4s5=0
5. Raéun je pravilen, &e ga takole
dopolnimo:
982.19

a=12cm+b
o=72cm
s=18cm

2. (H+33+35-5.2=23

3. Ce dolzino tretje stranice oznadi-
mo z a, velja: a€ N, a < 14 + 1,
a > 14 — 1. Vsem pogojem ustreza
le @ = 14, trikotnik je enakokrak z
obsegom 29 cm.
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O] 4

7. razred
1.3/2 5. lIskano 3tevilo zapiSemo kot
2.a, =130a;/100, abcde4d. |z besedila naloge sledi:
P2 =a,% = 16900a, % /10000 = 4.abcded = 4abcde, kar pomeni,
= 169p, /100 da je 2 = 1 in e = 6. Postopoma do-
0, =4a, =4.130a, /100 = bimo nato d =5,pac=2inb=0.
= 1300,/100 Stevilo je 102564.
Plos¢ina se poveca za 69 odstotkov,
obseg pa za 30 odstotkov. 8. razred
ags - 0 .
:&::ZT?H!::;;?Q? » Ok pei 1. Ena&ba ima edino reditev x = 3.

2. x + y = 4, Preseéiée z abscisno
osjo M(m,0): m = 4; presediice z
ordinatno osjo N(07): n = 4.
p=n.m/2=8=c.v/2in
c=4+/2,zatojev=2+/2.

) 4

N
4. Oznacimo: n
pX)=—x’+x*+x—1 p(-1/2)=-9/8, £
Velja: p(—3/2) = 3-';' pl=1)=p(1)=0

X
1"
4 o m M




3.1+ —-1N/2+p/3+1=p, 5 Vi=a=1dm?,a=1dm=2r=
dobimo: p =9 km. =v,V,= v

4. Vseh manjsih kock je 1000. Tri ’c‘}; 130‘{2‘;*5_?” v:-|21,5
ploskve ima pobarvanih 8 kock, po o &1 ) DRSS .

dve ploskvi sta pobarvani na 96
kockah in po eno pobarvano ploskev
ima 384 kock. Nepobarvanih je 512
kock.

Jana Novak

TRINAJST PREMIC — resitev s str. 89

Izberemo v ravnini tocko P in skozi njo konstruiramo premice py, Ps, «., P13,
vzporedne danim premicam. Ker med danimi premicami ni bilo vzporednic,
imajo premice py, Py, ..., P13 skupno le to&ko P. Zato delijo poini kot 360° na
26 delov. Ker pa je 360:26 < 14, je vsaj eden teh kotov manijsi od 14°. Med pr-
votnimi premicami je torej tak par, ki oklepa kot, manjsi od 14°,

Dragoljub M. MiloSevié
(prev. Peter Petek)

SLIKOVNA KRIZANKA
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RALUNALNISTVD

RACUNANIJE VREDNOSTI NEKATERIH
MATEMATICNIH FUNKCLJ

Uvod

Verjetno ste se Ze veckrat vprasali, kako kalkulatorji ali pa tudi vasi domaéi ra-
&unalniki ra&unajo vrednosti razliénih matematiénih funkcij. Ce je funkcija
dovolj "lepa”, in take so prekti¢no vse funkcije, ki jih sre€amo v srednji Soli,
potem lahko vrednost funkcije zapisemo v obliki neskonéne vrste. U¢eno bi
lahko dejali, da funkcijo razvijemo v Taylorjevo vrsto. Tako na primer lahko
zapisemo identiteto za funkcijo sin(x):

X3 XS x'."

inlx) =x ———+ —— =+,
sinb) =x =31 * 51 ~ 7

Neskonénega ratuna seveda ne moremo opraviti, toda ¢e vzamemo za-
dostno Stevilo &lenov vrste, lahko dobimo poljubno natanénen priblizek. Na
prvi pogled smo tako problem radunanja funkcij resili, in to celo zelo splo3no.
Zal pa je v raéunalnistvu, za razliko od matematike, ponavadi hitrost algoritma
vaznejsi kriterij kot sploSnost resitve. Problem pri raéunanju vrednosti funkcij
je s pomoéjo Taylorjeve vrste je v tem, da moramo pri velikem argumentu x za
dosego Zeljene natan¢nosti upo3tevati precej ¢lenov. To pa nasprotuje Zelji po
uéinkovitosti (hitrosti).

Dobri algoritmi ponavadi zahtevajo globlje poznavanje problema, ki ga re-

(y] %
INED A

To(x. 5]

P,
@,
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sujemo. Se preden si ogledamo, kako vecina kalkulatorjev firme Hewlett—
Packard raduna kvadratni koren in trigonometriéne funkcije, izpeljimo formu-
li, ki ju bomo potrebovali kasneje.

Naj bo Ty poljubna to¢ka v ravnini s koordinatama (x;, ¥1).V polarnih
koordinatah se koordinati to¢ke T; glasita:

xy =r.cosly;) y1 =r.sinlgy) (1)

kjer je r razdalja totke T; od koordinatnega izhodid¢a in ¢, kot, ki ga poltrak
iz izhodi$¢a od Ty oklepa z osjo x. Zavrtimo tocko T; za kot g, v pozitivni
smeri okrog izhodi$€a v tocko T, (slika 1).

Vpra$ajmo po koordinatah to¢ke T,. Najprej je:
X4 =r.cos(p; + ;) Y2 =r.sinlg; +¢,)

Ce uporabimo za sin in cos adicijska teorema in upo$tevamo (1), dobimo
formuli:

Xq =Xx1.c08(py) — ¥y .5in(yp;)

. (2)
Va2 =¥1.coslyy) + xq.sin(g,)

Povejmo 3e, da kalkulatorji HP uporabljajo posebne mikroprocesorje, pri
katerih mnozenje z 10”7 ne pomeni ni¢ drugega kot premik decimalne pike.
Prednost desetiSke aritmetike je v tem, da ni potrebno pretvarjanje med dvo-
jiskim in desetiSkim sistemom. Ce bi bila aritmetika dvojiska, bi ratunali dvo-
jiske cifre, ki bi jih potem pomnozili z ustreznimi potencami 2”.

Kvadratni koren

Kako bi izradunali kvadratni koren, €e bi bili brez kalkulatorja, v usmerjeni
Soli pa vas tega niso naugili? Izberimo neki pribliZek, ki se nam zdi primeren,
in preverimo, koliko sreée smo imeli, tako da izraunamo kvadrat priblizka.
Ce smo dobili premalo, smo izbrali premajhen priblizek, &e smo dobili preve&,
je bil priblizek prevelik, sicer pa smo imeli sreco in zadeli resitev. Ker je verjet-
nost zadetka majhna, postopek nadaljujmo tako, da priblizek izboljsamo, To
delamo toliko ¢asa, da smo z rezultatom zadovoljni. Zapi§imo opisani postopek
Se v algoritmi&nem jeziku.
Vzemi zacetni priblizek za koren a
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ponavljaj
izralunaj a2
R<x—a*
&e je A dovolj majhen potem konéaj
sicer popravi a glede na predznak R
do tod

Seveda ta postopek e ni dober. Kalkulatorju je treba povedati, za koliko
naj popravi a, razen tega pa zahteva vsak korak kar precej &asa: izradun a2 in
ostanka R. Algoritem torej spremenimo tako, da radunanje a in R opravimo
kar najlazje, ko spremenimo priblizek a. To naredimo tako, da postopoma
raéunamo priblizek: najprej dolo¢imo pravilne tiso€ice, nato stotice, desetice,
enice, ... . Zdaj spoznamo v njem starega znanca (ali pa tudi ne). Tako vendar
ra¢unamo kvadratni koren "pe$’’ s papirjem in svinénikom,

Vpeljimo nekaj oznak, ki nam bodo olajale nadaljnje delo:

X . ... Stevilo, katerega koren raunamo

a .... priblizek za koren

b . ... naslednja cifrax'/2, ki jo i§&&emo

j .... eksponent potence Stevila 10

R, ... x —a® tekogi ostanek '

a; . ... novia, ko dodamo b na ustrezno mesto: g;=a +b . 10/

in Ry, naj bo enak a;” — a*

Stevilo x Y2 bomo poiskali tako, da se bomo pravi vrednosti blizali od

spodaj. Torej mora v vsakem trenutku veljati pogoj:
a<x'/?
in s tem
R,20

Ostanek moramo karseda zmanjati, kljub temu pa $e ostati pod x/2. Zato
mora biti b najvecje tako Stevilo, a bo veljalo:

R, — Ry >0
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Ce upostevamo definicijo A,
Rp=la+(b.10/)* —a> =2ab. 10/ + (b . 10/)?
je b tisto najvecije Stevilo, da velja:

2ab. 10/ + (b. 10/)2 <R,

Ko najdemo najveéje naravno Stevilo b, ki tej neenacbi zado3¢€a, izraduna-
mo nov priblizek

a <« a+b.10/

Ra « R,-R,

¥ & 51
Oglejmo si primer: x = 54756,/ =1,a =200, R, = 14756.
Zaporedoma raéunamo nove ostanke:

b R,  R,—R,
0 0 14756
1 4100 10656
2 8400 6356
3 12900 1856
4 17600 —2844

Torej moramo za b vzeti 3, ker je b = 4 Ze prevec. Novi priblizek je tedaj

a =200+ 3. 101 = 230, novi ostanek R, = 1856 inj = 0.

Postopek nato ponovimo tolikokrat, da doseZzemo Zeljeno natanénost.
Algoritem pa lahko tudi izboljSamo. Prva taka izboljSava je nacin, kako

izrazimo (b . 107)2 . Pri tem upostevamo, da je b vsota prvih b lihih tevil. Od

tod:

(b.109)2 =p2  10% =3 (2i—1).10%
pristejmo 2a b . 10/ in dobimo
2ab.107 +(b.10/)2 =2 (2a .10/ + (2i — 1) . 10%))

Leva stran je novi ostanek A,. Namesto da gledamo R, in R, opazujmo 5RA,
in5R,, saj ¢e velja R, < R,, velja tudi 5R;, <5R,,. Ostanek R, ima obliko

5R, =2 10a. 10/ + (10/ —5). 10%/
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postopek pa ostane nespremenjen, le da iS¢éemo tisto najvecje naravno Stevilo
b, za katerega velja 5R;, < R,, novi ostanek pa je 58, = 5R, — 5R,,. Trans-
formacija je na prvi pogled nesmiselna. Ce pa si ogledamo zaporedne Ay in
upostevamo, da zaradi BCD mikroprocesorja mnozenje z 10 pomeni le rotacijo
v desno, dobi transformacija smisel.

b=1 Ry, =10a .10/ +05.10%
b=2 R, =10a. 10/ + 15, 10%
b=3 Ry, =10a .10/ +25.10%

Vidimo, da imajo ostanki R, obliko 10a. 10/ + (b -1)|5. 10%/, kjer oznaka
|5 pomeni dopisovanje petice. Poglejmo tako popravljeni postopek na nasem
primeru (x = 54756,/ = 1,a = 200, 5R, = 73780).

Zaporedoma raéunamo nove ostanke:

b 10a. 10/ + (b—1)|5.10%/ R, — Ry

1 20500 53280

2 21500 31780

3 22500 9280 (novi 5R,)
4 23500 —14220 prekoraéitev

in naslednji korak (= 0,a =230, 5R, = 9280):

b 102.10/ + (6—1)|5.10%/ R,— Ry

1 2305 6975

2 2315 4660

3 2325 2335

4 2335 0

5 2345 —2345 prekoraditev

Ce pogledamo obe tabeli, opazimo, da vrednosti v srednjem stolpcu ni
treba ra¢unati, saj jih dobimo enostavno s spajanjem naracunanih cifer pribliz-
ka, petice in 3e 2/ ni¢el. Ni¢lo potem nadome$¢amo zaporedoma s ciframi 1,
2, ..., tako da je edino delo, ki ga 5e mora opraviti ra¢unalnik, racunanje razlike
5R, — 5Ry,. Pri ogledu algoritma smo vzeli kot primer veliko Stevilo. Dejansko
pa je v kalkulatorjih tipa HP Stevilo predstavljeno v eksponentnem zapisu z
mantiso M in eksponentom exp:

x=M.10%%P
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kier je 1 <M < 10. Poleg mantise je treba koreniti tudi potenco 10%*P. S so-
dim eksponentom ni tezav:

(1099)1/2 = 10=0/2

Ce je eksponent lih, pa ga zmanj$amo za 1. S tem smo seveda poveéali mantiso,
tako da je v mejah 1 <M < 100, a po korenjenju bo mantisa M v pravih mejah.
Ves postopek bi bil torej taksen:

1. izradunaj eksponent odgovora

2. pomnozi mantiso s 5, dobi$ bR,

3. z zaéetnim priblizkom a = 0 uporabi opisano metodo in poi3éi 12

cifer odgovora

4. zaokrozi mantiso, dodaj eksponent

5. izpisi rezultat

Ce ste postopek razumeli, ga sprogramirajte v nekem visjem programskem
jeziku, recimo v basicu na vaSem domaéem raéunalniku.

Trigonometriéne funkcije: sin(y), cos(y), tgly), ctgly)

Za izraun vseh Stirih trigonometriénih funkcij bomo uporabili isti algoritem,
kar vsekakor pomeni bistven prihranek ROM—a. V vsakem primeru najprej izra-
¢unamo tg(y) ali pa ctgly), nato pa po potrebi iz njiju sin(y) in cos(y) s formu-
lama:

) B +1g(yp)
= 1+1g%(yp) il
tctglyp)
i) = 4)
cos(y T+ o i) (

V primerih, ko dobimo kot ¢ v drugih kotnih enotah kot radianih, ga
najprej pretvorimo v radiane. Ker so trigonometri¢ne funkcije periodiéne s
periodo 2w, reduciramo poljuben kot na intervalu [0, 27). To lahko naredimo
tako, da od$tevamo 27 od kota, dokler ne pridemo v ustrezni interval. Vendar
bi bil tak postopek za velike kote sila neuéinkovit. Zato kot najprej zapiSimo
v eksponentnem zapisu in nato od njega od3tevajmo velike veékratnike kota
27, dokler ne dobimo negativnega kota. Nato ta veékratnik enkrat pristejemo
in postopek ponovimo pri manjsem veckratniku kota 2m. Zapisimo ta postopek
algoritmiéno:
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kot p zapisi v obliki ¢ =ay.a5a;3... . 107
zak=n,n—1,...,0 ponovi
y<2.m 10%
ponavljaj ¢ < ¢ — y dokler ni ¢ <0
pepty

Na ta nacin velike kote zelo hitro spravimo v ustrezni integral. Sam pre-
misli, kaj moramo opraviti v gornjem postopku, &e imamo za podatek negati-
ven kot. S tem algoritmom smo spravili kot na interval [0, 271) in od tu dalje
nas bodo zanimali le $e ustrezni koti. Glavna ideja, ki nas pripelje do koné&nega
algoritma, je naslednja. Ce poznamo poljubno toéko na poltraku iz izhodi¢a,
ki oklepa z osjo x kot ¢, znamo tgly) in ctgly) izradunati s srednjeSolskima
formulama:

2 x
tgly) = — in ctgly) = — (5)
x y

in odtod s formulama (1) in (2) tudi sin(y) in cos(y). Seveda pa $e ne vemo, ka-
ko naj pridelamo ustrezno toéko (x, y) na poltraku, ki oklepa z osjo x kot ¢.
Postopajmo takole: zacetno tocko, ki je dovolj blizu osi x, zavrtimo nekajkrat
v pozitivni smeri za ustrezne kote y, dokler ne dobimo zaZeljene tocke. Najprej
zapiSimo formuli (2), ki zavrtita toéko (x;, y1) v ravnini za kot ¢, :

Xz = X1 .coslygy) —yq.sinly;)

Y2 =1 . coslgy) +xq.sin(p,) (6)
Ce obe enatbi (6) delimo s cos(y,), dobimo identiteto:
X, /cos(p,) =x; — yy .taly;)

(7)

ya/coslgy) =y +xq1 .talp,)

Ozna&imo prvo desno stran v (7) z x,*, drugo desno stran paz y,'. Ce enatbi
(7) zapiSemo v teh novih oznakah, dobimo razmerje:

y2'/xy"=ya2/x, (8)

Ker je y3 /x5 = tglyy + @ ), lahko tangens kota ¢; + ¢, dobimo tako, da izra-
¢éunamo x,’ in y,". Torej lahko izraunamo tangens za g, vedjega kota, Ce le
poznamo tgly,), x; " in y,. To in pa seveda dejstvo, da postopek lahko veékrat
ponovimo, uporabimo v nasem algoritmu. Za izraéun tg(yp; + ¢;) v (8) mora-
mo izraéunati x, " in y,’, ki ju dobimo v formuli (7).
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Ker smo pri izbiri kota ¢, Se svobodni, ga izberimo tako, da bo izraéun v
(7) &im preprostej$i. Kot smo Ze omenili, uporabljajo HP kalkulatorji posebne
procesorje, pri katerih predstavija mnoZenje s potencami 10 le premik decimal-
ne pike. Zato zahtevajmo, da je tg(y, ) oblike 10X. MnoZenje v (7) namreé tedaj
ni nié drugega kot premik decimalne pike za k mest. Kot ¢ torej zapiS§imo v
obliki:

@=ao.tg (1) +a;.1tg7"(0.1) +a,.tg71 (0.01) + ... +r (9)

Pri tem smo s tg”! zapisali inverzno funkcijo k funkciji tangens. Vse kon-
stante ag, @;,... 50 naravna $tevila, manjsa ali enaka 10, tako da za vsako od
njih potrebujemo en sam Stiribitni zapis. Ustrezne priblizne kote zapiS§imo v
radianih in stopinjah.

tgl (1) = 0.785398163 tg!(1) = 45

tg’}(0.1) = 0.099668652 tg'(0.1) = 5.710593137
-1

tg (001) = 0.009999667 tg'(0.01) = 0572938698

tg'1(0.001) = 0.001000000 tg!(0.001) = 0.057295604

............................................

Koti v radianih vsebujejo v svojih cifrah veé pravilnosti. Vsi ti koti so seve-
da stalno zapisani v ROM—u, veéja pravilnost pa pomeni manj$o porabo prosto-
ra, kar daje radianom prednost pred stopinjami. Zato smo tudi takoj na za-
cetku pretvorili kot v radiane. Razcep opravimo s preprostim algorimnom. Od
kota odstevamo ustrezni kot, dokler kot ni negativen, potem pa mu $e enkrat
pristejemo isti kot. Ves postopek nato ponovimo na manj$em kotu. Zapisimo
ta postopek zopet v obliki algoritma:

zai=0,1, 2, ... ponovi

5; «~0
odstevaj: ponavljaj )
p<yp—1g(107)
aj<a+1

&e je ¢ <0 potem
p<p+ tg" (107)
a;«a;—1
zapusti odstevaj
do tod
do tod
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Kako majhen naj bo ostanek r pri razcepu (9), je odvisno od natanénosti
aritmetike. V vegini kalkulatorjev HP se napravi razcep do kota tg' (0.0001).
Tedaj je namre¢ ostanek Ze tako majhen, da ne vpliva niti na zadnjo decimalko
v konénem izradunu. Da pa lahko zaénemo celoten postopek, moramo doloéiti
Se zatetno tocko. Ker je ostanek r zelo majhen, je, ée vzamemo x = 1, tgir)
priblizno enak r in za za&etno toéko vzamemo toéko (1 ). Napidimo 3e algori-
tem, s katerim izraGunamo konéno tocko na poltraku, ki oklepa z osjo x kot ¢.

X1
ysr
zak=0,1, .., mponovi
zai=1,2,..,a8, ponovi
x' <x—y.10%
yrey K. 10%
& 2 o
yey’
do tod
do tod

Povzemimo celotni postopek:

1. pretvori kot v ekvivalentnega na [0, 2m)

2. razbij kot v linearno kombinacijo (9)

3. z rotacijami izracunaj tocko (x, y)

4. iz (x, y) izraunaj, kar potrebujes, in rezultat izpisi

Tudi za trigonometriéne funkcije je za razumevanje postopka priporoclji-
vo, e postopek sprogramiramo v kakem visjem programskem jeziku.
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CASOVNA ZAHTEVNOST ALGORITMOV

Gotovo so med vami lastniki raéunalnika SPECTRUM 16 K. Prepri¢an sem, da
so se ze veckrat jezili, ker niso mogli naloZiti programov, ki so sicer pisani za
povsem enak raéunalnik SPECTRUM 48 K, le da ima slednji na razpolago veé;ji
pomnilnik.

Zadnji¢ sem videl sprogramiran Sah za mikroracunainik, ki ima, kot se to
seveda spodobi, veé teZavnostnih stopenj. Na niZjih stopnjah ga je kaj lahko
premagati, ¢e niste prehud zaéetnik. Problem pa nastane, e bi hoteli ugotovi-
ti, kako igra na najzahtevnej$i stopnji. Priblizni €as, ki si ga rac¢unalnik vzame
za eno potezo, je namreé ni¢ veé in ni€¢ manj kot 24 ur. Rad bi ga poznal, ki
je z raunalnikom odigral ta 3ah na najzahtevnejsi stopnji!

V prvem primeru smo naleteli na teZzave s prostorom in v drugem primeru
na teZave s Casom. Zato si oglejmo, kako bi prostor in &as, ki ju potrebuje radu-
nalnik, natancneje definirali.

Ker nas bolj zanima &asovna zahtevnost algoritma, bomo pustili prostor-
sko zahtevnost ob strani. Algoritem lahko definiramo povsem strogo, vendar
naj nam zado3¢a Ze intuitivna slika. Recimo, da reSujemo neki problem. Algo-
ritem je spisek natanéno dolo¢enih navodil, ki nas v konénem &asu po strogo
zacrtani poti pripeljejo do reSitve problema. Problem lahko reS§imo na ve¢ na-
éinov (z razliénimi algoritmi). Algoritem bo tem boljsi, €im manj prostora in
¢im manj &asa bo porabil. Vsak problem ima tudi svojo velikost. Velikost pro-
blema je mera za obseZnost vhodnih podatkov. Ce na primer urejamo neko za-
poredije, je velikost problema 5tevilo elementov zaporedja, ki ga Zelimo urediti.
Definicija 1. Casovna zahtevnost algoritma je &as, ki ga potrebuje algoritem za
resitev problema pri dani velikosti problema.

Cas je funkcija velikosti problema. Ker razli¢ni radunalniki razli¢no hitro
radunajo, je smiselno, da za enoto ¢asa vzamemo osnovno ra¢unsko operacijo
(seStevanje, odstevanje, mnoZenje, deljenje). Ravno tako za enoto Stejemo
primerjanje vrednosti dveh spremenljivk. Ce je &asovna zahtevnost 3n* — 5n,
algoritem opravi 3n* — 5n osnovnih raéunskih operacij in primerjanj.

Podobno definiramo prostorsko zahtevnost algoritma.

Zanimala nas bo le hitrost rasti zahtevnosti algoritma in ne toéna vrednost,
zato definirajmo:

Definicija 2. Funkcija g(n) je O(f(n)), ¢e obstaja konstanta C > 0, tako da je:
g(n) < C.f(n), za vse dovolj velike n.

Definicija potrebuje nekaj pojasnil. Da g(n) < C.f(n) velja za vse dovolj

velike n, pomeni, da velja za vsa naravna §tevila, ki so ve¢ja od nekega naravne-
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ga Stevila ng. Izjavo g(n) = O(f(n)) preberemo takole: funkcija g(n) je "'veliki o
od” f(n).
Casovno zahtevnost algoritma (in tudi prostorsko) navadno opisemo s
pomocjo velikega o.
Primer 1. Velikokrat imamo opraviti z zahtevnostjo, ki se izraza s polinomom
v velikosti problema. Polinom g(n) stopnje k je funkcija oblike

gln) = ak.Xk +ak-1.Xk.1 +iis +81.X1 +ag

kjer so koeﬂcrentl a; poljubna realna Stevila in je a,, # 0. Recimo, da je g(n) =

=2n* +n® —n? - 23n + 10, Tedaj je zahtevnost algoritma O{n"’j Ce namreé
za konstanto C vzamemo C = 3, potem je pogoj 2n*+n®—n?—23n+10 < 3n*

izpolnjen kar za vsa naravna 3tevila in lahko izberemo ny = 0. Nasploh velja, da
zahtevnost polinoma dobimo tako, da vzamemo vodilno potenco polinoma.
Tako je 5n® + 1000 + 99n = 0(n?®). Kako velik n, moramo vzeti, &e izbere-
mo C = 6? (ny = 100). Seveda bi bil ny manjsi, &e bi izbrali veéjo konstanto C.

Vprasajmo se, kak3na je ¢asovna zahtevnost algoritma za igranje 3aha. V
nacelu je algoritem tak, da pregleda vse kombinacije in se nato odloéi za naj-
boljSo. No, vseh moznih kombinacij do konca partije prav gotovo ne bo pre-
gledal. Za koliko potez vnaprej naj torej gleda vse moZnosti? Ce gleda samo za
eno potezo, tedaj niti ni tako veliko moZnosti. Seveda bo igral temu primerno
slabo. Ce se odloé&i za dve, mora upostevati vse mozne nasprotnikove odgovore
na prvo potezo ... Gotovo slutite, da $tevilo kombinacij z vsako naslednjo po-
tezo strahovito hitro raste, Seveda bo igral tem bolje, ¢im ve¢ potez vnaprej
bo gledal. Odtod izvira velika poraba ¢asa za igranje na zahtevnejsih stopnjah.
Ustvarjalci programov za igranje $aha se zato trudijo, da bi z globljim pozna-
vanjem 3$aha pregledovali samo nekatere kombinacije in se med temi odlogili
za pravo potezo.

V ocenjevanju zahtevnosti imajo poseben pomen eksponentne funkcije.
Funcija f(n) je eksponentna, ¢e je oblike f(n) = a", kjer je a neko pozitivho
Stevilo. Primer eksponentnih funkcij sta f(n) =27 in f(n) =
Naloga. Pokazi, da funkcija f{n) = 2" ni O(nX) za noben k.

Glavna znacilnost eksponentnih funkcij je, da strahovito hitro nara$¢ajo. Po-
znamo tudi funkcije, ki narad¢ajo Se hitreje kot eksponentne, na primer

fln) =

pa tudi take, ki narad¢ajo pocasneje kot eksponentne, pa vendar hitreje kot
katerakoli potenca (na primer f(n) = n '097)  Kakrénokoli funkcijo izmed
omenjenih Ze sreamo, se nam ne pise dobro.
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Naloga. Recimo, da je velikost problema n. Imamo tri algoritme: prvi je zahte-
vnosti n, drugi n® in tretji 37, Predpostavimo, da ruéunalnik za eno operacijo
potrebuje mikrosekundo (10 s). Kako velika je lahko naloga v vsakem od
primerov, ¢e imamo na razpolago uro rac¢unalniSkega casa (3.6.10°, 1532, 20)?

Algoritem je eksponenten, ¢e je zahtevnosti O(f(n)), kjer je f(n) eksponentna
funkcija. Podobno je algoritem polinomski, ¢e je zahtevnosti O(f(n)), kjer je
fln) polinom. Problem igranja $aha je po svoji naravi ¢asovno zelo zahteven, saj
je njegova zahtevnost vsaj eksponentna, ée ne celo veé. Ce za dani problem ne
znamo poiskati boljSega kot eksponentni algoritem, potem lahko obupamo ali
pa malo pogoljufamo pri reSevanju problema na razliéne nacine. Pri Sahu po-
goljufamo tako, da ne gledamo preveé potez vnaprej in s tem naredimo pro-
blem majhen.

Naloga. Morda kdo misli, da bodo hitrejsi ratunalniki resili po&asne algoritme.
Vendar temu ni tako. Recimo, da imamo na razpolago tisoCkrat hitrejsi racu-
nalnik kot v prej$nji nalogi, torej osnovno operacijo opravi v nanosekundi
(10-° s). Za iste zahtevnosti se zopet vpra$ajmo po najvedji obseznosti, ki jo za
vsakega med njimi lahko opravimo v eni uri (3.6.10'2, 15327, 26). Opazimo,
da smo pri eksponentnem algoritmu zelo malo pridobili.

Za konec si oglejmo 3e nekaj primerov.

Primer 2. Iskanje najvecjega elementa zaporedja.

Recimo, da imamo neko poljubno zaporedje n $tevil, v katerem moramo
poiskati najvecji element. Prav gotovo moramo pogledati vsa 3tevila, saj bi
lahko bilo najveéje stevilo ravno tisto, ki ga nismo pogledali. Narediti moramo
torej vsaj n osnovnih operacij. Sestavi algoritem, ki bo poiskal najvedji element
zaporedja v ¢asu O(n).

Primer 3. Urejanje zaporedja.

V praksi se velikokrat sreéamo s problemom urejanja zaporedja. Zanj je
izdelana Ze zelo obseZna teorija. Morda najpreprostejsi algoritem bi bil nasle-
dnji: pois¢éemo najveéji element in ga damo na prvo mesto, nato med preostali-
mi poiSéemo najveéjega in ga damo na drugo mesto, ... Poizkusi dokazati, da je
¢asovna zahtevnost tega algoritma O(n?). Toliko &asa algoritem potrebuje tu-
di v primeru, ko so vhodni podatki Ze urejeni. Radovednejs$im naj povemo, da
je ¢asovna zahtevnost najboljsih algoritmov za urejanje O(n.logn).

Primer 4. Delitev mnoZice.

Imejmo kon&no mnozico A z elementi iz mnoZice naravnih 3tevil. Vpra3aj-
mo se, ali lahko to mnozico razdelimo na dve podmnoZici A; in A, tako, da je
vsota elementov v podmnozicah enaka. Ce je A ={13, 4,10, 11,8}, sta mno-
zici Ay = {13, 10 ¥ in Az ={4,11,8 } reSitev problema delitve mnozice A.
Problem je videti preprost, tako da ga verjetno ni tezko resiti. Vendar nas prvi
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vtis ne sme zavesti. Dosedaj namre¢ Se nihce ni naSel polinomskega algoritma
za problem delitve mnoZice (naj opozorimo, da je v tem primeru velikost nalo-
ge dolZina zapisa podatkov in ne recimo najveéje dano $tevilo). Celo veé: ée
bi komu to uspelo, bi s tem redil tudi veliko 5tevilo drugih pomembnih proble-
mov (nekaj tisoé!), za katere tudi $e ne poznamo polinomskega algoritma.

Sandi KlavZar

NOVILE

PRESEKOVI RACUNALNISKI PROGRAMI

Od objave naSega nateCaja nas locCijo poletne Solske pocitnice, zato naj vas po-
novno spomnimo na naSo akcijo zbiranja in izmenjave izvirnih programov za
delo v 3oli. V prvi letosnji stevilki Preseka ste lahko prebrali opis prvih progra-
mov, ki so prisli na nas razpis. Obilica dela ob zaklju¢ku Solskega leta in poéi-
tnice sta verjetno prispevala k temu, da smo do konca avgusta dobili le $e eno
kaseto s programi. Poslala sta jo Maja in Aleksander Manohin.

Na kaseti je kopica zanimivih programov, med katerimi sta za Solsko rabo
posebej primerna programa Utrjevanje fizike — gibanje in Utrjevanje fizike —
snov 7. razreda. Prvi program obravnava enakomerno in enakomerno pospeseno
gibanje. lzratunava povezave med koli¢inami, rie grafe in testira uéenéevo
znanje, drugi program pa, kot pove Ze naslov, izraCunava in utrjuje zveze med
fizikalnimi koli¢inami, s katerimi se u¢enci srec¢ajo v sedmem razredu. Oba pro-
grama sta zelo preprosta za uporabo, saj delo poteka s pomoc&jo menujev in tu-
di zmesti se ju ne da z nesmiselnimi podatki, zato ju toplo priporo¢amo za iz-
menjavo in uporabo. Naj omenimo le 3e to, da jih soavtorica uspesno uporablja
pri svojem vsakdanjem Solskem delu.

Naslov avtorjev: Maja Manohin, 08 Dr. Joze Potré, Potréeva 1, Ljubljana.

Upava, da bo z novim Solskim letom akcija bolj zaZivela. V urednistvu se
Ze pogovarjamo o nekaterih novih organizacijskih oblikah, ki bi omogogile
enostavnejso izmenjavo programov. Seveda pa za to potrebujemo vase progra-
me. Zato pogumno na delo in posljite nam &imveé prispevkov. Ko smo Ze veé-
krat omenili, bodo posebej dobrodosle vse misli, Zelje in sugestije, ne le o tej
akciji, marve¢ o Preseku nasploh.

Sandi KlavZar, Matija Lokar
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KRATKOCASNE VZIGALICE — RESITVE
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