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STRONGIIA

GIBANJE PLANETOV

los vrtenja nebesne krogle

i severni nebesni pol

Sonce

Zem!ja

nebesni
ekvator

. pomladisce

pi’anera

Slika 1. Grki so si predstavljali, da se kristalna krogla (nebesna krogla) z zvezdami vrti
okrog Zemlje v sredii¢u, Sonce in planeti pa se gibljejo po tej krogli, kot je narisano. "'Le-
go'’ nebesnega telesa so podali z dvema koordinatama: rektascenzijo (a) in deklinacijo (8).
Ceprav Zemlja gotovo ni srediide sveta, je tak opis leg nebesnih teles zelo prikladen in je %
vedno v rabi.
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Ze od nekdaj so ljudje Zeleli vedeti, na katerem delu neba naj i5&ejo plane-
te. Stari Grki so mislili, da so zvezde pripete na kristalni krogli, katere sredi¢e
je v sredif¢u Zemlje. Predstavljali so si, da se ta krogla v slabem dnevu (v 23
urah in 56 minutah) zavrti okrog Zemlje. Planeti in Sonce pa naj bi se gibali po
tej krogli v harmonié&nem plesu. V skladu s tako predstavo je videti, kot da po-
tuje Sonce enakomerno po velikem krogu nebesne krogle tako, da naredi en
obhod v letu dni. Planetna gibanja po krogli pa so ob tem videti veliko bolj za-
motana. Vé&asih se planet navidezno giblje priblizno v isti smeri kot Sonce (na-
predno), nato pa zastane in se zaéne za nekja €asa gibati v nasprotni smeri (re-
trogradno), po ponovnem zastoju se zopet giblje napredno itd. (Glej sliko 1)

Stari Grki niso poznali zakonov, ki uravnavajo gibanja nebesnih teles in jih
kot kaZe niti niso iskali (razen Aristarha, ki je prvi menil, da morda uravnava gi-
banje planetov Sonce, ker je paé najveéje med planeti. Glej Presek VII/2,).
Iskali pa so geometrijski opis planetnih tirov po nebesni krogli, kakor so jih
opazili z Zemlje. Pri tem opravilu so bili dokaj uspe3ni in so znali na sicer kom-
pliciran naéin dobro napovedati lege planetov na nebu. Njihov naéin opisovanja
leg nebesnih teles s kotoma rektascenzijo in deklinacijo je bil tako posre&eno
izbran, da ga uporabljamo $e danes (slika 1).

Griki na&in radunanja planetnih leg so uporabljali vse do 16. stoletja, ko je
Kopernik pokazal, da so komplicirane poti planetov po nebesni krogli v resnici
projekcija preprostega kroZnega gibanja planetov okrog Sonca. Ta navidez pre-
prosta ugotovitev je imela daljnoseZne posledice, ker je vodila do zakljuéka, da
ni Zemlja, ampak Sonce "sredi$¢e sveta”. Kopernikove ideje in borba zanje
predstavljajo tako zacetek enega najbogatejsih obdobij ¢loveske zgodovine, to
je obdobja renesanse. Razen znanstvenih doseZkov je to obdobje zapustilo iz-
redne dosezke $e na podro&ju zemljepisja, medicine, slikarstva, kiparstva in filo-
zofije.

Ze Kopernik se je zavedal, da njegova teorija ne daje povsem toénih napo-
vedi, zato jo je poskusal izboljsati po vzorcu starih Grkov. Predstavljal si je, da
se planeti ""vozijo'" okrog Sonca v kroglah, ki se kotalijo po krogih okrog Son-
ca. To nadaljevanje je sicer izboljSalo natané&nost rezultatov, vendar pa je pome-
nilo korak v napaéno smer.

Naslednji veliki korak pri razlagi gibanja planetov je naredil Johannes
Kepler v 17. stoletju. Po dotedaj najbolj natanénih opazovanjih Tycha Braheja
je odkril tri zakonitosti v zvezi z gibanjem planetov. Te zakonitosti — poimenu-
jemo jih po njem — povedo tole:

i) planeti se gibljejo okrog Sonca po elipsah, v katerih goriSéu je Sonce;

ii) zveznica med Soncem in planetom opisuje v enakih &asih enake plos¢i-
ne;

iii) razmerje med tretjo potenco velike osi elipse in kvadratom obhodnega
¢asa planeta okrog Sonca je za vse planete enako.

Najvedji doseZek, ki je bil tesno povezan z raziskovanjem planetnega gi-
banja, je bilo odkritje vzrokov za to gibanje. Nasel jih je Newton okrog sedem-
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deset let po objavi Keplerjevih zakonov, ¢eprav ob tem ne smemo spregledati
tudi vloge drugih znanstvenikov in filozofov tistega ¢asa, kot npr. Galilea Ga-
lileia, katerega velika zasluga je bila, da je meril gibanje teles na Zemlji in po-
vezal ustrezne koli¢ine z enacbami. Newton je uspel Galilejeve ugotovitve po-
splositi in jih jasno zapisati v obliki zaklju¢ene teorije gibanja. Krona Newto-
nove teorije pa je bilo dejstvo, da je mogel iz teorije gibanja, ki jo je izpeljal za
telesa na Zemlji, izpeljati tudi vse tri Keplerjeve zakone, to je zakone, ki urav-
navajo gibanje povsem nezemeljskih teles. Po tem odkritju, ki je Newtona
mocno razburilo, je v letu in pol napisal svoje znamenito delo "Philosophiae
Naturalis Principia Matematica’, v katerem je postavil zakone gibanja, ki z
majhnimi dopolnili veljajo Se danes.

Problem gibanja planetov pa z Newtonom $e ni bil reSen. Zaradi matema-
tiéne zahtevnosti Newton ni mogel obravnavati priviacnih sil med planeti v
Osoncju, ampak je lahko uposteval samo privlacno silo med Soncem in plane-
tom, kot da drugih planetov sploh ne bi bilo. Ta priblizek je precej dober, saj
ima celo najvedji planet Jupiter kar tiso¢krat manjSo maso od Sonca. Vendar
pa so natanéna astronomska opazovanja, ki so se zacela vse bolj razvijati, kma-
lu pokazala, da tudi majhne sile med planeti (rekli so jim motnje) polagoma
spreminjajo parametre Keplerjevih elips. Matematiki kot Lagrange, Laplace,
Gauss, Jacobi in drugi so se intenzivno ukvarjali z racunanjem planetnih tirov
in upostevanjem "‘motenj’’, ki jih vnasajo tezne sile med planeti. Pri tem so
odkrili celo vrsto matematicnih metod, ki so Se danes nepogresljivo orodje ma-
tematike in fizike. Najvecji uspeh teh prizadevanj je bilo odkritje do tedaj
neznanega planeta Neptuna. Astronomi so Zze petdeset let opazovali planet
Uran, ki ga je po naklju¢ju odkril Herschel (Presek |1/3). Ugotovili so, da se
njegova lega razlikuje od lege izratunane po Newtonovi teoriji gravitacije (z
upoitevanjem motenj vseh znanih planetov) za nekaj veé od loéne minute.
(Brez teleskopa tako najhnega odklona ne bi mogli zanesljivo izmeriti.) Leve-
rrier v Franciji in Adams v Angliji sta menila, da to razliko povzroéa privlacéna
sila §e neodkritega planeta, ki je Se dlje od Sonca kot Uran. Na osnovi te pod-
mene sta izrac¢unala, kje bi moral biti ta planet. Leverrier je tako izracunano
lego sporocil nemskemu astronomu Galleju, ki je Ze prvo no¢ za tem nasel
novi planet zelo blizu mesta, ki ga je napovedal Leverrier.

Leverrierov uspeh je vzpodbudil iskanje e nadaljnjih neodkritih plane-
tov, ker so opazili majhne nepojasnjene odklone od napovedanih leg tudi za
Neptun in za najblizji planet Merkur, Skrivnost Neptunovih odklonov je bila
pojasnjena leta 1930, ko je Tombaugh odkril zadnji planet Pluton. Odklone
Merkurja od izradunanega tira pa je pojasnila v dvajsetih letih tega stoletja
Einsteinova teorija gravitacije. (Os elipse, po kateri krozi Merkur, se zaradi
priviaénih sil drugih planetov zavrti za nekaj tiso¢ loénih sekund v stoletju,
pri éemer pa so se raéuni razlikovali od opazovanj za 43 loénih sekund.)
Vzrok teh izredno majhnih odklonov ni Se neodkriti planet, ampak dejstvo, da
Newtonova teorija gravitacije ne velja povsem natancno. Bolje od Newtonove
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obravnava sile v teznem polju Einsteinova teorija gravitacije, vendar je razlika
med napovedjo Newtonove in Einsteinove teorije tako majhna, da je ni bilo
mogoce izmeriti za noben drug planet kot za Merkur.

T
severnj 'p
nebesm

pol

Slika 2. Azimut in viSina se za nebesna telesa stalno spreminjata, ker se nebesna krogla na-
videzno vrti okrog nas. Trenutni koordinati, azimut in vidino, dolotimo takole: potegnemo
navpi¢ni krog od zenita skozi nebesno telo do horizonta. Od tocke, kjer ta krog seka hori-
zont, pa do juga merimo azimut - ta kot je pozitiven, e je nebesno telo Ze na zapadu, in
negativen, &e je na vzhodni polovici neba, Visino merimo vzdol2 navpiénega kroga od ho-
rizonta do toéke, kjer se nahaja nebesno telo,
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Gibanje planetov je torej problem, s katerim se je élove$tvo ukvarjalo ze
ve¢ kot dva tiso¢ let, posamezni prispevki k njegovemu reSevanju pa so pogosto
pomenili izjemen napredek v razvoju znanosti.

Ob vsem velikem napredku znanosti, o katerem je bilo govora, pa $e vedno
ne znamo brez zapletenega racunanja ugotoviti, na katerem delu neba naj isc¢e-
mo planete, ko ob veéerih gledamo v nebo. |z teh tezav nam lahko uspe$no po-
maga zadnji dosezek tehnike — mini racunalnik. Rac¢unanje planetnih tirov za-
hteva precejinje Stevilo radunskih operacij, zato smo nekdaj lahko prebrali po-
datke o planetih samo v tabelah, ki so jih skrbno preradunavali v nekaterih
astronomskih ustanovah, danes pa lahko z mini ra¢unalnikom v nekaj sekundah
izraunamo, na katerem delu nebesne krogle se planet trenutno nahaja (njego-
vo rektascenzijo in deklinacijo — slika 1), trenutek vzhoda in zahoda danega
dne ter viS§ino nad obzorjem in njegov azimut ob katerikoli izbrani uri (Za de-
finicijo visine in azimuta glej sliko 2.}. V ta namen smo pripravili raéunalniski
program, ki ga lahko uporabite na ra¢unalniku Spectrum, Apple ali podobnem.
Na$ program ne uposteva privlaénih sil med planeti, zato bodo izracunane lege
najbolj toéne za leto 1984, za datume trideset let pred tem letom in trideset let
kasneje pa lahko pri¢akujete, da bodo lege, ki jih dobite po tem programu, na-
pacne tudi za nekaj deset loénih minut. Ko boste raéunalnik pognali, vas bo
vpraSal za podatke, ki jih potrebuje, in prav ni¢ tezko ne bo uganiti, kaj mu
morate odgovoriti, da vam bo povedal planetne lege, pa tudi lego Sonca na ne-
bu. Toliko zaenkrat o legah planetov pa obilo veselja pri njihovem opazovanju.

Andrej CadeZ in Bojan Dintinijana

PROGRAM "PLANETI” NA RADIU STUDENT

NaSim bralcem bomo program za radunanje leg planetov poslali kar "po zraku".
Radio Student bo verzijo za radunalnik ZX Spectrum oéda:}al po radijskih
valovih. Lastnike mavric vabimo, da ga posnamejo, Ge ga Se niso uspeli
presneti septembra, ko je Ze bil na sporedu. Radio Student bo po izidu vsake
Stevilke Preseka predvajal Presekove programe. Prvo posil jko programov lahko
pricéakujete okrog 15. decembra.

Bralei izven Ljubljane, ki ne ujamejo oddaje Radia Student in uditelji,
ki jih morebiti zanimajo verzije za druge radunalnike z basicom, pa ngj pisejo
avtorju na naslov uredniStva.

Tomaz Pisanski
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TEANOVANJA

20. REPUBLISKO TEKMOVANIJE
OSNOVNOSOLCEYV 1Z MATEMATIKE

Letodnjega republidkega tekmovanja za zlato Vegovo priznanje se je udele-
zilo rekordno Stevilo tekmovalcev, saj je tekmovalo 367 uéencev, od tega 101
sedmosolec in 266 osmo3olcev. Tekmovanje je bilo v soboto, 19. maja 1984,
v petih regijah Slovenije.

Enajstélanska komisija pod predsedstvom prof. Terezijje Uran je izbrala in
korigirala naloge, dolocila kriterij za podelitev zlatih Vegovih priznanj in izbra-
la ekipo za zvezno tekmovanje, ki je bilo letos v Sutomoru v Crni gori. Vsi
tekmovalci so prejeli Presekove znacke.

Zlato Vegovo priznanje so si prisluzili u¢enci, ki so dosegli vsaj 15 tock
od 25 moznih v 7. razredu in vsaj 13 to¢k od 25 moznih v 8. razredu. To so:

7. RAZRED

11, nagrada: REBERNIK Katja, V. Vlahovi¢, Ljubljana

Ill. nagrada: BRUS Miso, M. Nemec, Radete, FLERIN Polona, V. Perko, Domzale,

SLANIC Zoran, Borci za severno mejo, Maribor,

0ZBIC Tatjana, Postojna, BIZJAK Andrej, IX, korpus NOVJ, Nova Gorica, MAGYAR
Hajnalka, D. Lugarié¢, Lendava, ZITNIK Boris, F. Rozman—Stane, Maribor, BLAZICA
Bojan, M. Strukelj, Nova Gorica, VENCELJ Janez, F. Preeren, Kranj, HABINC Rok,
V. Vlahovié, Ljubljana, VODOPIVEC Tadej, dr. J, Potré, Ljubljana, MILIC PrimoZ,
D. Bordon, Koper, POKORNY Bostjan, V. Vlahovié, Titovo Velenje, RENKO Brane,
M. Nemec, Radeée, MUNIH Petra, M, Strukelj, Nova Gorica, MIKOS Dado, Revirski borci,
Trbovije, GROBLER Andrej, M, Vrhovnik, Ljubljana, L UKAN Iris, Luis Adami¢, Grosu-
plie, KOSEM Rok, F. Ravbar, Dol pri Ljubljani, VILFAN Andrej, M, Peéar, Crnude,
CEHNER Irma, J. B. Tito, Predoslje, PIRS Gregor, M. Vrhovnik, Ljubljana, GLAVNIK
Ales, P. Voranc, Ljubljana, HRIBERNIK Bostjan, F. Pasterk—Lenart, Mezica, ROZMA-
NEC Maja, D, Kveder—Tomaz, Litija, JANSA Polona, M. Peéar, Crnuée, CIMPRIC Jakob,
F. Bevk, Ljubljana, SVAB Milada, J. Mihevc, Idrija, ROBBA Davorin, | X. korpus NOVJ,
Nova Gorica, NOVAK Matej, S. Kosovel, Sezana, MALESIC MatjaZ, F, Osojnik, Ptuj,
BREST Janez, 17. oktober, Beltinci, IVANUSA BilaZ, E. Kardelj, Logatec, HRIBAR Barba-
ra, P. Voranc, Ljubljana, MAROLT Matija, L. Adami&, Grosuplie, SMUKAVEC Tine,
dr. J. Mencinger, Boh, Bistrica, PAVLISIC Matja?, M. Jarc, Crnomelj, RAJTER Alojz,
Lenart v Slov. Goricah, HRZENJAK Vesna, B. Tuiek, Miklavz, PUKL Saso, V. Vlahovié,
Maribor, POTOCNIK Bostjan, F. Pasterk—Lenart, Mezica, JUSTIN Spela, M. Jare, Lju-
bljana, PANGERSIC Andrej, M. Novak—Jovo, Ljubljana, MOHORIC Marjana, S. Jenko,
Kranj, BRELIH Andrej, Karav, Kurirjev NOB, Kor. Bela, FRLEZ Danilo, Karav. kurirjev
NOB, Kor. Bela, GREGORIC Gabrijela, dr. F. Preseren, Ribnica, KAC Uros$, E. Kardelj,
Lucija, LAPANJA lztok, S. Gregoréié, Kobarid, ZABOVNIK Samo, M. Pintar—Toledo,
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Titovo Velenje, PIPUS Goran, COS B. Mravljak, Titovo Velenje, KNAPP Martina, N. Ci-
lendek, Grize, BILAC Mojca, F.Rozman—Stane, Maribor, LADINEK Robert, Had!je ob
Dravi, LESNIK Robi, F. Rozman—Stane, Maribor, GOLOE Urog, F. Vruné, Slovenj Gra-
dec

8. RAZRED
|. nagrada: VOVK Edi, F. S. Finzgar, Lesce, MAVER Jerica, Solkan, Nova Gorica,
I1. nagrada: KRAMAR Martina, | X, korpus NOVJ, Nova Gorica,
Ill. nagrada: ZVANUT Breda, D. Bordon, Koper, SLIVNIK TomaZ, P, Vorane, Ljublja-
na, GASPERLIN Marjan, F. Preseren, Kranj,
LAMOVEC Andrej, X. SNOUB "Ljubljanske”, Ljubljana, VINTAR Zarja, R. Jakopi&, Lju-
bljana, KOS Vojka, J. Vega, Moravée, ROBNIK Marko, R. Irii¢, Mislinja, VRANIC An-
drej, F. Vrung, Slovenj Gradec, PETROVIC Dusan, F. Vruné, Slovenj Gradec, POKORN
Miran, P. Kavéi&, Skofja Loka, TOMAZEVIC Ales, M. Vrhovnik, Ljubljana, KOLAR Ma-
tej, S. Slander, Celje, GRESOVNIK Igor, Neznanih talcev, Dravograd, MIKSIC Andrej,
Lackov odred, Kamnica, STRAH Matej, T. Tomsié, Ljubljana, KARAMUJA Sandra, J.
Moskri¢, Ljubljana, KREMSER Brigita, B, |lich, Maribor, JERAJ Robert, L. Seljak, Kranj,
FAJFAR Andrej, P. Voranc, Ljubljana, KRAMAR Helena, V. Vodnik, Ljubljana, ZRIMEC
Alexis, M. Vrhovnik, Ljubljana, PERKO Boris, M. Vrhovnik, Ljubljana, BOZIC Marjan,
J. Dalmatin, Kriko, PEHAN/ Spela, P. Voranc, Ljubljana, ORAZEM Tadej, J. B. Tito,
Domzale, SILVESTER Barbara, P, Voranc, Ljubljana, PETERC Sandi, M. Pe&ar, Crnuce,
STRAZBERGER Ales, M. Sobar—Natasa, Novo mesto, URH Gregor, A, T. Linhart, Ra-
dovljica, TEKAVEC TomaZ, COS B. Mravljak, Titovo Velenje, SKOK BoZo, D. Bordon,
Koper, JAMNIK Borut, V. Smuc, lzola, HORVAT Bogdan, Belokranjski odred, Semié,
MARUSIC Damjan, P. Voranc, Ljubljana, TROJER Marina, L. Bratkovié—Bratu$, Renée,
SKENDER Karmen, Zbora odposlancev, Koéevje, KOS Natasa, M. Strukelj, Nova Gorica,
LENOSEK Damjan, Pohorski odred, Slov. Bistrica, SIMEC Edi, Oto Vrhunec—Blaz, Med-
vode, KOGOVSEK Saso, M. Novak—Jovo, Ljubljana, BERGER BlaZ, X. SNOUB "Ljublja-
nske”, Ljubljana, FURMAN Vladi, E. Kardelj, Poljéane, POMPE MatevZ, |. Cankar, Vrhni-
ka, KUKAR Mojca, P. Voranc, Ljubljana, KOS Toncek, Karav. kurirjev NOB, Kor, Bela,
KRIZMAN Marina, E. Kardelj, Lucija, KOKALJ Ani, C. Golar, Skofja Loka, CINC An-
drej, K. Destovnik—Kajuh, Murska Sobota, KUZMAN Tadeja, S. Kosec, Smartno pod
Smarno goro, FIDLER Barbara, Bratje Dobrotinek, Vojnik, MACUR Mirna, A. Aékerc,
Titovo Velenje, MEHLE Alenka, E. Kardelj, Lucija.

V ekipo za zvezno tekmovanje so se uvrstili vsi uéenci sedmega in osmega
razreda, ki so prejeli nagrado na republiskem tekmovanju.

NALOGE

7. RAZRED
1.

Vrednost izraza 3142 : 0,1

(1:03 - —1—).03125

je 3,6% nekega Stevila,

lzraéunaj to $tevilo!
2

Poi$éi med ulomkoma —g— in —g— vse ulomke, ki imajo ali $tevec ali imenova-

lec enak 9! Stevce in imenovalce izbiraj v mnozici naravnih tevil.
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3

Pri napeljavi vodovoda sodelujeta dva bagerja. Prvi bi izkopal jarek v 20 urah,
drugi bi ga zasul v 30 urah. Oba bagerja sta zacela delati hkrati. Po 48 urah sta
delo prekinila. Koliko jarka je ostalo izkopanega?

4,

Naridi romb ABCD s podatkoma: AC = e = 6,5 cm, v = 3,5 cm! Nacértovanje
opisi po korakih. Pri kateri dolzini diagonale e naloga nima resitve?

b,

Enakokrakemu trapezu s ploséino 5 cm? je v&rtana kroZnica s polmerom 1 cm.
Kolik je obseg trapeza?

8. RAZRED

1.

Poisci vse pare naravnih Stevil a in b, katerih razlika kvadratov je 63! (Pot do
reSitve izpelji raéunsko.)

2.

Trgovski potnik se je z avtomobilom odpeljal na poslovni sestanek. V prvi uri je
prevozil 60 km. Tedaj je opazil, da bo za 30 minut zamudil sestanek, ¢e bo pot
nadaljeval z enako hitrostjo. Zato je hitrost pove¢al na 80 km/h in tako prispel
na cilj 40 minut pred zacetkom sestanka,

Kako dale¢ je potoval?

3.

V pravokotniku sta stranici v razmerju V2 : 1. Ce iz dveh nasprotnih oglisé
narises pravokotnici na diagonalo, bos diagonalo razdelil na tri enake dele.
Dokazi trditev!

4,

Enakokraki trapez (a = 45°, b = 3cm, ¢ = b) zavrtimo okoli kraka b za 360°.
lzraéunaj prostornino nastalega telesa!

5, ;
Motorna ¢olna sta zasidrana v razliénih krajih ob morju: prvi v kraju s koordi-
natama x = 1, ¥ = 2, drugi v kraju s koordinatama x = 14, y = 8. Colna izplujeta

isto¢asno in z enakima hitrostma. Prvi &oln se giblje po premici y = xX—
2 : Gaioan U8y &Y
e 22 drugi pa po premici y 2 X 5

Ali se bosta Golna zaletela, ¢e se oba gibljeta proti presecis¢u obeh premic?
(Narigi sliko in odgovor utemelji z racéunom!)

Aleksander PotocCnik
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3)
4)
5)
6)

7}

8)

9)
10)

1)

12)
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IZBRANE NALOGE
za uCence od V. do VIII. razreda

Doloéi vsoto vseh dvomestnih Stevil, ki imajo le cifre 2 ali 5!

V izrazu 2a3 + 3b2 zamenjaj ¢rki a in b s takima ciframa, da bo vsota
625. Poisci vse resitve!

Pokazi, da izmed 11 naravnih Stevil lahko izberemo dve Stevili tako, da
bo njuna razlika deljiva z 10!

Dve premici, ki se sekata, oblikujeta Stiri kote. Dolo¢i te kote, e je eden
izmed njih 11-krat manjsi od vsote drugih treh!

Pokazi, da je Stevilo 1680 produkt $tirih zaporednih naravnih 3tevil! (Po-
magaj si z razcepom $tevila 1680.)

V krog K(S, r) narisi tri enake kroge tako, da se paroma dotikajo med se-
boj in da se dotikajo danega kroga!

Narii pravokotnik, katerega dolZina je dvakrat dalj$a od 3irine.

a) Pravokotnik razreZi na dva dela tako, da lahko iz njih sestavis: a) pra-
vokotni trikotnik, b) enakokrak trikotnik!

b) Pravokotnik razrezi na tri dele tako, da iz njih lahko sestavi§ kvadrat!
Ob vseh $tirih stranicah pravokotnika (@ = 4, b = 3) nari§i kvadrate. Ce
zvezes prosta oglis¢a, dobis osemkotnik. lzra¢unaj njegovo ploscéino!
Kdaj je vsota a + b manjia od razlike a — b? ?

Imamo tri racionalna §tevila a, b in ¢, od katerih je eno pozitivno, eno ne-
gativno in eno enako ni¢. Ugotovi, katero od teh treh $tevil je pozitivno,
katero negativno in katero je enako ni¢, ce je

alc — b) >0
b

O trikotniku AABC vemo, da sta od naslednjih 3tirih izjav dve pravilni:
1) trikotnik AABC je pravokoten 3) AB=2.BC

2) %A = 30° 4) AC=2.8C

Doloéi ju in izraéunaj obseg trikotnika, ¢e je BC = 1!

Diagonala vecjega kvadrata je enaka obsegu manjsega kvadrata s stranico
a.

a) Kolikokrat je ploiéina P ve&jega kvadrata vecja od ploiéine p manjse-
ga kvadrata?

b) Za koliko procentov je P veéja od ploi¢ine p?



13) Pokazi, da je ploiéina enako-
krakega trikotnika s kotom ob
vrhu 30°, ki je vértan v kva-
drat s stranico a, enaka tretji-
ni ploi¢ine kvadrata,

Pavle Zajc

BISTROVIDEC

DELFIJSKI RACUNALNIKI

Danasnji oreh sem izbral iz zbirke “"Sunday Times Brain Teasers"’.

Tudi Delfijsko preroéiice je sledilo napredku in pri sestavljanju prerokb
uporablja tri radunalnike. Najnovejsi, letnik 1982, da na vsako vprasanje pravi
odgovor; najstarejsi, letnik 1975, se vedno zlaze, medtem, ko so odgovori sred-
njega, letnik 1980, nepredvidljivi, enkrat resniéni, drugié¢ lazni.

Profesor Bitek, ki je bil na obisku v sveti§¢u, je zastavil vsem trem racu-
nalnikom vprasanje: ""Katerega letnika je najveéji raéunalnik?’’ Prvi radunalnik
je odgovoril: “1982"; drugi pa: "ni 1975". Profesor Bitek, ki je videl veliko-
sti posameznega ra¢unalnika, ne pa njegove letnice, ni potreboval odgovora
tretjega racunalnika, ker je ze izvedel pravi odgovor na svoje vprasanje.

Katerega letnika je najvecji racunalnik?

Vladimir Batagelj
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Golli B., Zitnik J.,

RESENE NALOGE 1Z FIZIKE Z REPUBLISKIH TEKMOVANJ,
2. del, 1971-1983. - Ljubljana : Drustvo matematikov, fizikov in
astronomov SRS, 1984. - 112 str. (Knjiznica Sigma ; 37) 250.- din.

IZ PREDGOVORA

V knjiZici so zbrane naloge z republilkih tekmovanj in predtekmo-
vanj iz fizike v letih od 1971 do 1983. S tem nadaljujeva zbirko
Marjana Hribarja ReSene naloge iz fizike z republiskih tekmovanj z nalo-
gami do leta 1970.

Naloge so razdeljene na tri poglavja, ki ustrezajo snovi 2., 3. in
4. razreda nekdanjega gimnazijskega programa fizike in hkrati tudi trem
skupinam na republilkih tekmovanjih. Namenjene so dijakom, ki radi re-
$ujejo zahtevnejSe fizikalne probleme in tako poglabljajo 3olsko snov.
Zbirka bo posebej dobrodosla pri pripravi na republisko tekmovanje.
Prav tako jo priporotava 3tudentom prvega letnika tehni¢nih in naravo-
slovnih smeri. Zbirka vsebuje tudi nekaj nalog z zveznih tekmovanj. Te
naj bi bralcu dale obéutek o zahtevnosti tega tekmovanja.

Bralcu priporo¢ava, da poskusi vsako nalogo rediti samostojno in
$ele nato preveri njeno reditev. Redevanja fizikalnih problemov se paé ni
mogoce nauditi le s pasivnim prebiranjem. Bralcu v pomoé¢ sva dodala
tudi nekaj napotkov za redevanje nalog.

Izpustila sva naloge, ki so preve¢ podobne nekaterim v predhodni
zbirki in pa takine, ki jih ni mogoce rediti s srednjeSolskim znanjem
ali pa so preve¢ izumetniCene. Marsikatero nalogo je mogode reiti tudi
po drugi, elegantneji poti, a sva izbrala razumljivejso.

NEKAJ NAPOTKOV ZA RESEVANJE NALOG

1. Najprej temeljito razéleni nalogo in razmisli, kaj zahteva. Pomagaj si
z eno ali ved skicami, s katerimi ponazori§ zacetno, konéno in mo-
rebitne vmesne situacije pri nalogi. Zapisi podatke ir izberi kolig¢ine,
s katerimi bo$ delal. Ce se ti zdi, da nima$ dovolj podatkov, je si-
cer mogoCe, da podatek manjka, bolj verjetno pa naloge nisi dobro
razmislil. Pogosto se na koncu izkaZe, da podatek ni potreben. V
taknem primeru pa¢ ra¢unaj, kot da bi bil podatek znan. Nekateri
podatki, na primer teini pospedek na povriju zemlje ali gostota vo-
de, so splodno znani in jih ne navajamo.
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2. Odlodi se, katere zakone bo$ pri relevanju uporabil. Najbolj prepro-
sto je delati z ohranitvenimi zakoni: z ohranitvijo gibalne koli€ine,
kineticne in potencialne energije, z ohranitvijo masnega ali elektricne-
ga toka in podobnimi. Vendar ob tem dobro razmisli, e ohranitveni
zakon res velja ter na katera telesa ali koli¢ine se nanala.

3. Enacbe reduj po moZnosti splodno in 3ele na koncu vstavi podatke,
Preden se loti§ reSevanja enab, poglej, ¢e ima§ na voljo toliko e
natb, kolikor je neznanih koli€¢in. V nasprotnem primeru poi3¢i do-
datno zvezo med neznanimi koli¢inami. Posebno pri daljdih nalogah

je koristno izraCunati kak3en vmesen rezultat. Ta ti je lahko v opo-
ro pri nadaljnjem racdunanju.

4. Ko si dobil rezultat v splodni obliki, preveri, ¢e je iskana koli¢ina
smiselno odvisna od podanih koli¢in; ¢as potovanja kamna po zraku,
na primer, ne more biti obratno sorazmeren z dometom. Odvisnost
si predo€i tudi graficno. Véasih lahko Ze vnaprej napovemo linearno,
kvadratitno ali eksponentno odvisnost neke koli¢ine. Poglej, kako se
izraz obnasa v primerih, ko je katera od koli¢in enaka O ali pa gre

preko vsake meje. Pogosto v tak$nem primeru dobii Ze znan rezul-
tat.

5. Preveri, e ima rezultat pravilne enote. Ta preskus je eno najmocénej-
§ih orodij pri odkrivanju morebitne napake. Razmisli tudi, ali je veli-
kost rezultata smiselna. Vcasih se zgodi, da so podatki nesmiselni,
bolj verjetno pa je nesmiselno velik ali majhen rezultat posliedica na-
pake v ratunanju. Hitro poglej, €e se nisi zmotil pri pretvarjanju
enot ali pri raunu z desetiskimi faktorji.

6. Na koncu razmisli, ¢e nalogo lahko resi§ tudi po drugi poti. Taksen
preskus je uspe$nej§i kot pa ponovno racunanje po isti poti, saj se
je v tem primeru tezko izogniti morebitni napaéni predpostavki, ki
smo jo zagresili.

Za predstavitev nove knjige v Knjiznici Sigma smo pripravili kar predgovor o-
beh avtorjev, saj sta v njem povedala o knjigi prav vse, kar bi radi povedali
bralcem Preseka tudi mi. Res pa je tudi, da sta se avtorja v veliki meri ob na-
stajanju rokopisa pogovarjala s ¢lani uredniskega odbora in tudi upostevala
prav vse njihove predloge. Kot dodatek pa smo objavili S¢ njuno navodilo za
reSevanje nalog, ki bo prisel prav ne le mladim fizikom in matematikom pri
tekmovanjih, pa¢ pa tudi med rednim Solskim poukom. Na koncu knjige je
objavljen seznam dostopnejsih zbirk nalog, ki jih priporocata avtorja najbolj
zagretim dijakom za fiziko in za fizikalna tekmovanja.
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RAZVEDRILD

PREMISLI IN RESI

RESITEV NALOGE "BLIZNJI POTENCI” 1Z CETRTE STEVILKE P-11

Dobili smo 52 resitev, ve&ina resevalcev je nasla bliznji potenci 2* ? in 3'2,
le nekaj se jih je zaustavilo prej. Resitve so nam poslali:

Bostjan Antoné&i¢ iz Kopra, Stanka Anzel s Ptuja, Ales Bajt iz Novega mesta, Marko Baloh
iz Zirovnice, Vlado Blagus iz Titovega Velenja, Ivi Caks iz Celja, Jernej Cop iz Ljubljane,
Roman Drnoviek iz Skofje Loke, Irena Dolinar iz Kranja, Marina Dvor3ak iz Maribora,
Martina Ekart iz Maribora, Katja Gartner iz Maribora, Mateja Grigar iz Hrastnika, Marko
Gubensek iz Celja, Matjaz Hartman iz Orehove vasi, Brigita Hvala s Ptuja, Peter Hudover-
nik s Pol3ice, Ale3 Jané&igaj iz Ljubljane, Franc Jerala iz Kranja, Andreja Jurica iz Slov.
Konjic, Matej Klemenéié iz Ljubljane, Martina Knapp iz Griz, Pija Kunstek iz Ljubljane,
lgor Lavri¢ iz Grosupljega, Andrej Leban z Jesenic, Dejan Likovié iz Celja, Oriana Marse-
ti¢ iz Zazida, Jerica Maver iz Nove Gorice, Vida Mesec z Jesenic, Matjaz Miklavéié iz Hog,
Boitjan More iz Idrije, Andrej Macedoni iz Ljubljane, Suzana Orthaber iz Majiperka,
Boris Polajzer iz Smarja Sap, Pavle Popovi¢ iz Ljubljane, Alenka Potoénik iz Kranja,
Lojzka Rajter iz Lenarta, Martina Reénik iz Slovenskih Konjic, Joze Sadar iz Zuzemberka,
Jure Simsi¢ iz Ljubljane, Mare Strehar iz Domzal, Milan Sernek iz Velike Polane, Matjaz
Stefan iz Ankarana, Igor Sturm iz Skofje Loke, Primoz Svigelj iz Kranja, |gor Velepit iz
Domzal, David Verbié iz Sempetra, Mitja Vidrih iz Ljubljane, Matjaz Vogel s Prevalj, Rudi
Volf iz Trzi¢a, lvica Voné&ina iz Idrije, Andrej Zalar iz Sentjurja pri Celju.

lzzrebali smo Matjaza Vogla, Igorja Lavri¢a in Mitjo Vidriha. Poslali smo
jim knjigo A. Vadnal: Osnove diferencnega racuna, ki je izSla v Sigmi.

Nekaj resevalcev nas je opozorilo na neprecizno formulacijo naloge, ki do-
pusc¢a tudi trivialno resitev 2° = 3%, Nekateri so do reitve naloge prisli z rac¢u-
nalnikom. V rubriki RacunalniStvo objavljamo tri take reSitve R. Dernovska,
J. Copa in D. Likovi¢a z nasim komentarjem.

TELEVIZIJA NA OTOKU

Guliver se je odlogil, da bo na Otoku (glej J. Swift, Guliverjeva popoto-
vanjal) postavil mreZo televizijskih pretvornikov. Otok ima obliko kroga s
polmerom 1,5 km. Televizijski pretvornik pokrije s svojim signalom krog s pol-
merom 1 km. Pomagajte Guliverju razmestiti pretvornike, tako, da jih bo &im
manj in da bo s signalom pokrit vsak koti¢ek Otoka.

Peter Petek
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DVA ”"DOKAZA”, DAJE2 =1

Pri dokazih bomo privzeli naslednjo definicijo in izrek teorije mnozic:
D. Dve mnozici sta enaki, e imata iste elemente.
/. Ce sta dve mnozici enaki, imata enako mnogo elementov.

Zdaj "dokazimo',daje 2= 1.
"Dokaz 1": Mnozica, ki ima za svoja edina elementa dve mnozici, A in B,
je dvoelementna. Ceje A=B,je {A,B}={A}.Torejje2=1.
"Dokaz 2'": Koliko elementov ima
naslednja mnoZica?
Janez: Sest.
Peter: Tri.
Torej je 6 = 3. Ce obe strani delimo s
3,dobimo 2=1.

O TELESIH

Geometrijska telesa smo spoznali na njihovih realnih modelih. Tako sta
nam kroglica iz krogliénega lezaja ali frnikula predstavljali model geometrijske
krogle, Toda tu imamo dve moZnosti: "“zaprta” krogla, ki vsebuje tudi tocke
na povrsju in "odprta’ krogla, ki vsebuje le to¢ke, katerih razdalja od sredi§ca
je manjsa od radija krogle. Katera od teh dveh je bolje predstavljena z mode-
lom, (npr. frnikulo)?Morda bo kdo preseneéen, toda frnikula bolje predstavija
odprto kroglo, Zakaj?

Pa recimo, da verjamemo, da real-
ni modeli bolj ustrezajo zaprti krogli.
Isto velja potem za kocko. Polozimo
kroglo na kocko. Potem obstaja na i :
krogli tocka A, ki je najblizja kocki, I B I
in tocka B na kocki, ki je najblizja
krogli. Ker pa krogla in kocka nimata skupnih delov, je A # B. Potem pa je
razdalja med A in B razliéna od 0. Se ve&, krogla se ne bo nikoli dotaknila
kocke. )

lzidor Hafner
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SLIKOVNA KRIZANKA

»KARIKATURE«

SESTAVIL Tek:
PAvLE | MAMNA | izdel
GREGORC W nokrl
BOGINJA
SMATI
PRI SLO-
VANIH
LJUBIMEC
Afrodite
Sestavina
Traka
NAIVISIE
&AR GOROVJE
SVETA
GOROVJE
REDKA 1 Ameriki
SKAND. AFRISKA i
M. IME 2IVAL MUSLIM.
: M. IME
NATRIL
RAZJEDA SRD, =
V SLUZ- MRZNJA S1. novinar, —
NiCI himalajec Tek
(ZORAN) vi
JUNAK NABIREK
PERIE 1Z TROJE, VOSKA
USTANOV. PRI
REP1 LACHA SVECI
DRGAN NOETOVA
NAIV. pri kravi BARKA
GORA NA
KRETI ENOCLE- REZISER
NIK WELLES
VRSTA
KARLO- s
vac BARVA
igral. kart
| PEVSKI
| vuLkan | zsom TIRNICA 02INA
NA FILI- NA AC
| PINIH ZMAGA TOPEL MALAK]
| PRI SAHU VETER
Skandi-
Gl mesto nav. driava
JORDA-
NLJE BARL
OBROBJE BOAILNA
GOZDA PRIPRAVA
MESTO V
OSMANI ZAHODNI
FRANCLI
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Mini | ROMAN- | paimat, | aFRiskl | Ausko
seza | TICEN ' o e
‘ MOSK] s = -
SIBIRSKI
SOPROG | yELETOK
— SALD
ZADO- | blaznost s
g%é— ANATOLE
e FRANCE
Sestaving
sladic
ANATOLL
KARPOV
Staro mesto
IME -
atina
= MISTER
MILIME- T
TER —
PRITA- VLES“W‘
DILNICA z
PREPROST
MESTO CoLN
v JUZNI
FRANCIJI | MAKAR-
SKA
— ZOLAJEV
PRI o
SAHU
s P SOVJET, | HALOGE-
NEC VEK ZAIMEK R e
EUKA v KUSNIR | PRVINA
. GORI
NIZOZEM-
SKA
NAVADA
ZIVKD
TODOR
ZIVLIEN-
5KO
PRAVILO
s BANJA
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LUNALNS T/

M
INT)
RESITVE NALOGE »BLIZNJI POTENCI«

Naloga o bljiZnjih potencah, ki je bila objavljena v Preseku XI/4, se
je glasila: poiScéi med Stevili do milijon dve potenci Stevil 2 in 3, ki se

relativno ¢éim manj razlikujeta.

Roman Drnovsek je nalogo resil na dva nadina. Prva reSitev je matematicna
in uporablja veriZne ulomke (glej prispevek Petra LegiSe: VeriZni ulomki,
Presek 1982/83, st. 1).

Denimo, da sta a in b taki Stevili, da je 22 = 3b. Ce enakost
logaritmiramo in preoblikujemo, dobimo b/a = log 2 / log 3 = 0.6309. Seveda
je to stevilo iracionalno, zato ga ne moremo zapisati v obliki ulomka celih
Stevil. Ce pa nas zanima le pribliZek, lahko Stevilo log 2 / log 3 izrazimo
v obliki veriZnega ulomka in zanj poiScemo racionalne pribliZke z majhnimi
imenovalei. Reman je napisal program v pascalu, ki dano racionalno Stevilo

razvije v verizni ulomek.

PROGRAM verizniulomki(input,output);
VAR p,q,i,k : integer;
a : ARRAY [ 1 .. 100 ] OF integer;
PROCEDURE verizni(x,y,n : integer);
BEGIN (% verizni =)
IF x > 1 THEN
BEGIN
afn] t=x DIV y; k="K + 15
verizni(y, x MOD y, n + 1)

END
END (% verizni =) ;
BEGIN (% glavni program )
writeln(’ VpiSi Stevec in imenovalec ulomka ');
readln(p,q); k := 0;
verizni(p,q,1);
write('[ ');
FOR i := 1 TO k DO write(alil,’ 7);
writeln(’]")
END.

Program je lepo napisan. Moti nemara le Stevilo 100, ki se brez pojasnila
pojavlja v njem. Namesto 100 bi lahko zapisali tudi kako drugo veliko Stevilo.

Toliko mest je namreé Roman rezerviral za Stevee veriznih ulomkov. Zato je
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lepSe, Ge 100 nadomestimo s konstanto, ki jo seveda napovemo s stavkom CONST.
Roman se je odloéil za Stevilo 100, ker je vedel, da na obicajnih racunalnikih
z obicajno artimetiko ne moremo imeti prevelikih celih Stevil p in g in je
prostora za verizni ulomek dovolj. Ce bi vzel namesto 100 kak3no bistveno
manjSe Stevilo, pa bi pri kaksSnih cudnih podatkih na kakem racunalniku
utegnilo priti do prekoracditve. Morda obstajajo racunalniki, ki so namenjeni
za delo z velikimi Stevili in je na njih najvedje celo Stevilo maxint tako
veliko, da v Romanovem programu utegne postati n > 100. Skratka, proceduro
verizni se spodobi popraviti tako, da javi napako, ¢e postane n prevelik. *Ob
tem razmiSljanju pa se pojavlja naslednje vpraSanje. Kako velik bi moral
biti maxint, da bi v programu verizniulomki spremenljivka n (in z njo tudi
k) lahko zavzela vrednost 1017 Nalogo lahko Se malo drugace zasukamo. Med
pravimi ulomki z majhnimi imenovalei poiscéi tiste, ki imajo najdaljSi razvoj

v verizni ulomek.

Roman je vzel za log 2 / log 3 pribliZek 631/1000. Ce poZenemo program
verizniulomki s podatkoma 631 in 1000, dobimo [ 0 1 1 1 22 4 2 1 3 ]. Mi
smo za log 2 / log 3 vzeli 6309/10000. Romanov program nam je dal rezultat
[01112231111312]1. Poglejmo si nekaj skupnih priblizkov.

VeriZni ulomek = b/a AP napaka

Y O] 2 3 (3 -2)/2 = 50.00%.
[011] = |12 Y =i (4 - 3)/73 = 33.33%.
{00 51 = 2/3 8 19 (9 -8)/8 = 12.50%.
I = 5/8 256 243 (256 - 243)/243 = 5.35%.
[0 Fagntioaa) = 12/19 524288 531441 = 1.36%.
[01112247]= 53/84 prevelika = 0.21%
T R B T e g I e TS

Ker mora biti 22 < 1000000, je a < 20. Ker mora biti 3b < 1000000, mora
biti b < 13. Od tod lahko sklepamo, da sta potenci z a = 19 in b = 12
najblizji med vsemi potencami 22 in 3° do 1000000.

Roman je to trditev preizkusil z drugim programom, ki poi&ce najblizji

potenci s preizkusanjem vseh moZnosti.

Romanov program smo c¢isto malo popravili. Ker smo ga preizkusili na
racunalniku Partner, ki ima Zal maxint = 32767, smo se morali omejiti na
Stevila, ki so dosti manjSa od milijona. Vpeljali smo konstanto n. Pri
preizkusu smo vzeli n = 32000. Roman je relativno napako meril tako, da je
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razliko potenc delil z vedjo, mi jo delimo z manjSo od obeh potenc. To pa ne
vpliva bistveno na rezultat.

PROGRAM bliznjipotenci(output);
CONST n = 100000; (% najvedje Stevilo )
VAR a,b,aiskani,biskani,x,y,z : integer;
r,rmin : real;
BEGIN
riin = 1;
FOR a:=1 TO trunc(ln(n)/1n(2)) DO (% pregled vseh potenc sStevil =)
FOR b:=1 TO trunc(ln(n)/1n(3)) DO (% 2 in 3 do n =)

BEGIN
x := round(exp(axln(2)));
y := round(exp(bxln(3)));
z := abs(x - y);
IF x <y THEN r := z/x (x doloditev relativne napake x)

BISE. 1 := 2/y 3
IF r < rmin THEN (x dolodimo a in b z najmanjSo x)
BEGIN (® relativno napako %)
roin 2= r;
aiskani := a; biskani := b;
writeln(a:5,b:5,x:5,y:5,r:7:4);
END :
END;
writeln('Bliznji potenci sta 2 na ',aiskani,”’ in 3 na ',biskani);
writeln(’Relativna napaka je ',rmin;:7:4)

Jernej Cop nam je poslal program v basicu. Pri reSevanju je uporabljal
racunalnik Sinclair ZX-Spectrum. Program smo preizkusili na Partnerju in je
delal, ko smo zmanjSali dve konstanti. Jernejev program izpiSe vse pare

potene, ki se razlocujejo za manj kot 10%. Dobil je naslednje rezultate:

2na8 = 256

Inas = 243 razlika je 13, kar je 5.35%

2 na 11 = 2048

3na7 = 2187 razlika je 139, kar je 6.79 %
2 na 19 = 524288

3 na 13 = 531441 razlika je 7153, kar je 1.36 %

To je seveda najboljsi rezultat med Stevili do milijona. Pri vecjih
Stevilih opozarja Jernej Se na naslednje potence:

2 na 65 in 3 na 41, ki se razlikujeta za 1.15%,
2 na 8Y4 in 3 na 53, ki se razlikujeta za 0.21%,
2 na 103 in 3 na 65, ki se razlikujeta za 1.58%.
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Tudi Dejan Likovié iz Celja nam je poslal kratek program v basicu, ki

ga z malenkostnimi popravki objavl jamo.

5C1 =2

10 FOR X = 1 TO 12

15 A = INT(31X)

20 FOR Y = X TO 19

4o B = 2tY

50 C = A/B

60 IF B > A THEN C = B/A

80 IF C < C1 THEN C1 = C:A1=A:B1=B:X1=X:Y1=Y

100 NEXT Y:NEXT X

105 C1 = (C1-1)=100

110 PRINT "3 t "X1"="A1
1207 PRINT M2 1. #Y19. = ®H]
130 PRINT "ODSTOTEK ..."C1

De janova stavka

20 FOR ¥ = 1 TO 19

25 IF X > Y THEN NEXT Y.

smo nadomestili z novim enakovrednim stavkom 20. Nas radunalnik namreé ni
prenesel dveh stavkov NEXT Y za isti FOR. Ko smo ga popravili, pa je program
dal pravilen odgovor. Seveda bi se dalo program Se lepSe napisati. Tako se v
basicu spodobi vselej pisati besedico LET v prireditvenih stavkih.

Za konec si oglejmo Se nas basiSki program, ki za poljubni osnovi in za

pol jubno zgornjo mejo raduna bliZnji potenci. —_—

e SR S T T N K S e e DT T Sl T el B i e L
V televizijski reportazi smo slisali:

Lunin modul ima $tiri in ne tri noge zato, ker “'so tri tocke potreben, ne pa tu-
di zadosten pogoj za dologitev ravnine”.

V casopisnem €lanku smo lahko prebrali:

Astronavti se ne oddaljujejo preveé od modula zato, ker je Luna, ki je manjsa
od Zemlje, bolj ukrivljena in &e bi se astronavti preve¢ oddaljili, ne bi videli
modula in se ne bi znali vrniti.

Iz knjige: V. Devide, MATEMATIKA KROZ KULTURE | EPOHE
|zbral Ciril Velkovrh
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100 REM POTENCI

120 LET' D'= 0
130 LET Th='0
140 LET D2

= 1
150 LET T3 = 1 d
160 LET N = 100
170 INPUT "OSNOVI";E2,B3
175 INPUT "MEJA";M

180 REM

190 IF D2 < T3 THEN 230

200 LET T3 = B3xT3

210 LETT =T+ 1

220 GOTO 260

230 REM

240 LET D2 = B2xD2

250 LETD =D + 1

260 REM

270 LET 5 = D2

280 IF S > T3 THEN LET S = T3
290 LET E = ABS(D2-T3)/S%100
300 IF E > N THEN 330

310 LET N = E

320 PRINT D,T,D2,T3,E
330 REM

340 IF S < M THEN 180

360 END

S tem programom smo poiskali z B2 = 2 in B3 = 19 in M = 200000 potenci
217 in 19”, ki se razlocujeta le za 0.58 odstotka. Bilo bi zanimivo poznati
med Stevili do milijon tisti dve potenci, ki se najmanj locita. Seveda veljajo

le "prave" potence, ki imajo eksponente vsaj 2.

Tomaz Pisanski

OSEM

Tovari$ica vprasa Branka: “"No, Branko, koliko je polovica od osem?”
Branko: “"Kako pa, vodoravno ali navpiéno?"’

Tovarisica: ' Kako to mislis?"”

Branko: "Ja, vodoravno je 0, navpi¢no pa 3!"

Ali zna$ tudi ti razloZiti resitev?

Lilijana VreZanovi¢



RESITVE

10. IZBIRNO TEKMOVANIJE
SREDNJESOLCEV 1Z MATEMATIKE
— resitve nalog (str. 12 P-XI1/1)

1. RAZRED

1
Da bi lahko izradunali vrednost izraza x = a* + b* + ¢* z upostevanjem podat-
kovia+b +c=0ina%+b?+ c?=1, najprej kvadriramo poslednjo enakost:

4

1=(a2 +b% +c?)? =a* +p* +c* +2a%h% + 202 + 2¢%a*% =
=x +2(a’bh* + b%c? +c?a?) = x + 2y

Preostane nam izradun vrednosti izraza y = a’bh* + b%c? +c%a’. lza+b+c=0
dobimo s kvadriranjem:

=(a+tb+c)?=(a%+b%+c?) +2(ab+bc+ca)=1+2(ab+bc+ca)
ali 2(ab + bec + ca) = —1, l-ar 5e enkrat kvadriramo:

1=4(ab +bc +ca)® =
= 4((a%b? + b2 c? +c%a?) + 2(ab)(be) + 2(bc)(ca) + 2(ca)lab)) =
= 4y +8abcla+b +c) =

Torejje y = A inx=a4+b4+c4=1—2y=—%—

2.
Stevilo je deljivo s 198 natanko tedaj, ko je deljivo z 2,z 9 in z 11 hkrati, 1984
je sodo Stevilo in zato je sodo tudi na opisani naéin sestavijeno Stevilo:
198419.. ... ..841984. Oznaéimo z n iskano Stevilo zapisov $tevila 1984 in
uporabimo kriterija za deljivost z9inz 11:
a) vsota cifer mora biti deljiva z 9:
n(1+9+8+4)=22n=9%

b) alternirajoca vsota cifer mora biti deljivaz 11:

n(1—9+8—4)=—-4n=11h
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Prva enakost pove, da mora biti n deljiv z 9, druga, da mora biti deljiv tudi z
11. Torej je n najmanjsi mnogokratnik Stevila 99. Najmanjse $tevilo zapisov je
zato 99.

(Opomba: Nalogo je mogoce lepo resiti tudi brez poznavanja kriterijev delji-
vosti.)

3.

Denimo, da smo tako premico Ze nacrtali, Kot >ACB oznadimo z 7. Trikotnik
ANCM je enakokrak (MN in MC sta skladni), zato je tudi kot CNM enak 7.
Trikotnik AMNB je prav tako enakokrak, zato ima skladna kota PNBM in
FNMB. Njuna vsota je enaka kotu PMNC, ki je zunanji kot trikotnika AMNB.
Zato oba merita y/2. Odtod sledi konstrukcija:

Najprej razpolovimo kot 7 in ga nane-
semo pri oglis¢éu B tako, da en krak
sovpada s stranico BC. PreseciSce dru-
gega kraka s stranico AC je tocka M, -
toéko N pa dobimo kot preseciice
kroznice s sredis¢em v M in polmerom
MC s stranico BC.

4,

Osnovo Stevilskega sistema oznadimo z n. V tem sistemu se $tevili koncujeta na
isto cifro natanko tedaj, ko je njuna razlika deljiva z n. Denimo, da sta Stevili a
in b taki. Osnova n deli razliko b — a, zato deli tudi razliko kvadratov:
b% —a? = (b —a)(b +a). To pa pomeni, da se §tevili a% in b? tudi kon&ujeta na
isto cifro. Tore] zadostuje, da si ogledamo kvadrate 3tevil, ki imajo v tem siste-
mu v zapisu eno samo cifro, torej stevil 0, 1, ..., n—1. Razlika kvadratov Stevil 1
in n—1, ki sta v sistemu z osnovo n, ki je vecja od 2, razli¢ni, je:

(n=1%2=1=nln-2)
in je deljiva z n. To pomeni, da je cifer, s katerimi se kon¢ujejo kvadrati, manj

kot razliénih ostankov pri deljenju z n. Skratka, obstaja vsaj ena cifra, na kate-
ro se kvadrat naravnega Stevila v sistemu z osnovo n ne more koncati.

2. RAZRED

2

lzraz pod korenom je kvadrat binoma: y = \/ 1=+ x=1)% ali
y=11— /x—1]|. |z tega zapisa vidimo, da mora biti x — 1 = 0, kar pomeni,
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da je definicijsko obmoé&je poltrak x = 1. Pri risanju grafa upo$tevamo, da je za
x < 2izraz 1 — v/ x — 1 pozitiven inje zato y = 1 — v/ x — 1, za ostale vred-
nosti iz definicijskega obmoé&ja pa negativen, torej: y = —(1 — +/ x — 1). Se
graf:

b

2.

Nﬂj bo a= 3>T$132, ﬁ - }TSQSI, - }Dl TDz M= }Sl TDl in Y= :PD-;?-SQ
(glej skico!). Upostevajmo, da sta kota »S;D;D, in »D,D,S, prava in da je
zaradi S\ D, = 8,7 : x = »S,D. T, zaradi S, 7 =S,D, patudiy = »S,D,T. Iz
trikotnika AD; TD, izvemo: ( i ] (—— —y)+y=maliy=x+y.

Upostevamo $e, da (koti z vrhom v toéki 7) je:
x+ty+y+(n—(a+f)=2m ali x+y+y=a+p+mn. lzobojegadobimo:
y=la+p+m/2.

3.

Na drugl strani je



MN=MB+BC+CN=T8+b+—2-—C

in_zato velja: ZMN AD + BC Za to vsoto napiSemo trikotniSko neenakost:
2MN = IQMN | = ]AD+BC IQIAD 1+]BC | ali2MN<AD +BC. To pa
smo ravno morali dokazati.

4,

Na kroznico vrisemo oglis¢a pravilnega petkotnika. O¢&itno poljubna tri ogli§c¢a
doloé¢ajo enakokrak trikotnik. Imamo pet ogli$¢ in le dve barvi, torej so vsaj tri
oglid¢a iste barve. Katerakoli tri izmed teh pa doloc¢ajo iskani trikotnik.

3. RAZRED

1.

Funkcijske vrednosti funkcij sin in cos lezijo na intervalu [—1,1], zato je za
vsak x ER: 0<sinP x<1in0<cos® x<1, Zatojesin*x +cos®x =
= (sin? x)? + (cos® x)><sin? x + cos® x = 1. Ista vsota je zato nenegativna.
Obe funkciji nimata skupnih ni&el, zato je vsota pozitivna.

2.

Obe strani enacbe najprej prou¢imo. Vemo, da je Iog,_r x. log, y = 1 in tako

imamo na levi strani enacbe vsoto $tevila t = log, y in njegove obratne vred-

nosti, Za izraz t + 1/t pa velja, da je po absolutni vrednosti vecji ali enak 2.

Enatajjemozenlezat=1(x=y)inzat=— 1(xy=1),

Tudi absolutna vrednost desne strani je omejena: nikoli ne preseze vrednosti 2.

Ce je xy = (2k + 1/2).7, imamo na desni vrednost 2, ¢e pa je xy =
= (2k — 1/2).m, vrednost —2.

V drugem primeru dobimo 1 = (2k — 1/2).m, kar ni res za noben k € Z,

prvem primeru pa zvemo: x> = (2k + 1/2).m, kar nam za k = 0,1,2,..dare-
Sitev:

x=y=+ (2k+1/2)7

pri temer moramo seveda izbrati pozitivne vrednosti korena, saj logaritem sicer
ni definiran.

3.

V konveksnem é&etverokotniku ABCD oznadimo z S presecisce dlagonal Za
pol;ubno todko P v prostoru veljata trikotniski neenacbi: AC < AP + PC,
BD < BP + PD. Pri tem veljata enacaja le, ¢e je P na diagonali, AC v prvem, ozi-
roma le na diagonali 8D v drugem primeru. Oba enacaja hkrati veljata le, &e je
P = 8. Vse to nam pove, da je
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AS+BS+CS+DS<AP+BP+CP+DP
in S je iskana tocka.

4,

V mnozici z n toékami imamo skupno n{n — 1)/2 parov razliénih toék, Torej
je trditev zanimiva le za nln — 1)/2 = 3n ali n=7.Sleherna toéka mnozice
ima lahko kveéjemu 6 sosed na razdalji 1 (pravilni Sestkotnik in sredisce!), saj
so medsebojne razdalje sosed vsaj 1. Vseh tock je n, vseh tak$nih parov torej
kvedjemu 6.1/2 = 3n (vsak par §tejemo le enkrat). Robne tocéke mnoZice tega
pogoja (6 sosed) ne morejo izpolniti, zato velja stroga neenakost.

4. RAZRED

i 2

Zapisimo splodna ¢lena obeh zaporedij: a, =1+4(n —1),b, =4+ 11(n —1).
Skupni ¢leni obeh zaporedij so reSitve linearne diofantske enacbe
1+4lk—1)=4+11(h—1) ali 11h — 4k = 4. |z te enacbe sledi, da mora biti
h deljiv s 4, torej h = 4q in potem Se k = 11qg — 1. Zaporedje skupnih ¢lenov je
tedaj

sn=44n_7=51[n__1=b4n, nEN

2.

Zaradi osne simetrije zado§ca gledati osni presek obeh teles. Osni presek roba
&aSe je parabola y = x?, roba kroglice pa kroznica s sredis&em v toéki (0,d) in s
polmerom r: x2 + (y — d)? = r%. Odtod dobimo enacbo za ordinate prese&iié
obeh krivulj: y? + (1 — 2d)y + (d® — r?) = 0 in pogoj smiselnosti y = 0. Sedaj
odgovorimo:

a) Ce se kroglica ne zagozdi, pade na dno in je zato r = d. Epacba
y? + (1 — 2r)y = 0 ima tedaj poleg predpisane resitve y = 0 $e reditev y = 2r—1,
Slednja nam za r < 1/2 ne nagaja (smiselnost!). Ce pa je r > 1/2, se telesi seka-
ta, kar ni mogoce. Najvecji polmer, pri katerem se kroglica Se ne zagozdi, je to-
rej 1/2.

b) Ce se kroglica zagozdi (kar se po a) zgodi le za r > 1/2), sme imeti ena&ba
za presecis¢i le eno reditev, Diskriminanta enacbe je tedaj 0 ali
(1 —2d)* — 4(d* —r*) = &* + 1 — 4d = 0. Tako izvemo: d = r* + 1/4,
r>1/2.
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5 4

Ogliica pravilne tristrane piramide oznac¢imoz A, B,C in D, pri éemer je D vrh
piramide. Trikotnika AABD in AACD sta skladna, zato sta viSini na stranico AD
v obeh trikotnikih enako dolgi. Trikotnik ABTQ (glej skico) je zato enakokrak s
kotom ¢ ob vrhu T, ki ga doloéata obe visini. Ce oznacimo x = BT, je

z__—....a——-—-
2sin (@/ 2) ¢

Potem si ogledamo $e trikotnik AABD.
V njem zaznamujemo vidino na strani-
co a s ¢érko v in upoStevamo:

a) plodéina trikotnika je po eni strani
(b.x)/2, po drugi (a.v)/2. Zato je
bx =av.

b) Pitagorov izrek:

A

Po krajSem racunu dobimo zvezo:

N

sin 2 (¢/2)

4

Ce je mnozica S konéna, obstajajo v njej toéke z najve&jo ordinato. Med vsemi
temi obstaja iz istega razloga tocka z najvedjo absciso (“'vogalna” totka)® Ta
tocka je oddaljena za 1 od kve¢jemu dveh tock mnozice S. Pogoj torej v kon-
¢nih mnozicah ne more biti izpolnjen.

Primer, ki pokaZe, da je to mogoée za neskonéne mnoZice, pa je
S={lxy),y€{0,1}, x€2}
Miran Cerne, lgor Kukavica
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1)
2)

3)

4)

5)

IZBRANE NALOGE
za uCence od V. do VIII. razreda
— reSitve s strani 74

Vsota je 154,

a+b=12 (a b € {(39),
(4,8), (5,7), (6,6), (7,5), (84),
(9,3 }

V enajstih naravnih Stevilih sta
zagotovo dve taki Stevili, ki ima-
ta na koncu enako cifro (cifer je
10). Zato se razlika takih dveh
stevil konéuje z niélo; torej je
deljivo z 10.

Premici se sekata pod kotom
30° (150°).

Zaporedna 3tevila so0:4,5,6in7.

p=2(a* +b?) + 3ab

Vsota bo manj$a od razlike za
—-1<b<0.

Takoj se vidi, da morata biti
a#0,b+#0,zatojec=0.
Trikotnik je pravokoten, s ko-
tom 30°.

0=3(1+3)

Plo$¢ina veljega kvadrata je
8-krat ve¢ja od manjsega kvadra-
ta (ali vecja za 700%).

b

»
~
5\
bY

//‘: CJ /1\\
i

| <

|
| i
1
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3
1 x _ x*
p=_—XI___-—-
2 2 4
2
3
p=
3

SE NEKAJ MISLI

Zviti ljudje znanost prezirajo, preprosti se ji ¢udijo, modri pa jo koristijo (Bav-
con).

Misel je podobna vodnjaku — voda je najprej kalna, poéasi pa se zbistri (Kitaj-
ska modrost).

Nikdar v Zivljenju mi ni bila matematika nadleZzna, ne pri prenaSanju na druge,
ne meni samemu. Bila mi je potreba in umetnidki uZitek, ki ga more vsak ma-
tematik razbrati iz mojih del (J. Plemelj).

Kdor se zaveda, da zna malo, ve veliko (Hebrejska modrost).

Ce zaprete vrata vsem zmotam, bo tudi resnica ostala zunaj (Tagore).

Ni iroke ceste, niti bliznjice do znanja (Evklid).

Ce sem videl dlje kot drugi, je to zato, ker sem stal na ramenih velikanov

(Newton).
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RAZPIS TEKMOVANJA
SREDNJESOLCEV
V EKSPERIMENTALNEM ZNANJU
FIZIKE

Drustvo matematikov, fizikov in astronomov razpisuje dopisno tekmovanje
srednjeSolcev v reSevanju eksperimentalnih nalog iz fizike. S tekmovanjem Zze-
limo vzpodbuditi zanimanje za eksperimentalno fiziko in poglobiti ustrezno
znanje in spretnosti. Najuspesnejsi dijaki se bodo lahko udelezili mednarodne
fizikalne olimpiade v PortoroZu in Kopru konec junija 1985. Dva dni bodo
gosti Drustva in se bodo z izbranimi srednjesolci iz vse Jugoslavije pomerili na
istih eksperimentalnih nalogah kot tekmovalci na olimpiadi.

Tekmovalne naloge bodo objavljene v dveh delih v tej in v naslednji §tevilki
Preseka. Razpis bo objavljen tudi v drugih matematiéno-fizikalnih glasilih Jugo-
slavije,

Pogoji dopisnega tekmovanja:

1. Dijaki tekmujejo posamezno. Tekmovalec na koncu izdelka napise izjavo,
da je nalogo reSeval samostojno, brez pomoéi mentorjev in sodelovanja
sosolcev. Mentorje zato prosimo, da danih nalog ne obravnavajo pred izte-
kom razpisa.

2. Resitve podiljajte na uredniStvo Preseka, Jadranska 19, 61 111 Ljubljana,
p.p. 64, z oznako: "eksperimentalne naloge’. Zadnji rok za oddajo prvih
petih nalog je 15. februar 1985.

3. Priizbiri najboljsih reSevalcev bomo upo3tevali:

a) Stevilo reSenih nalog,

b) nadin re3evanja in predstavitev,

c) uspeh na Solskem in republiskem tekmovanju iz fizike v Solskem letu
1984/85.

4, Udelezenci tekmovanja v Portorozu in Kopru (20 do 30 iz Slovenije) bo-
do znani po zveznem tekmovanju iz fizike,
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Naloge:
(Naloge so izbrane z dosedanjih fizikalnih olimpiad.)

1.

N =

96

lzmeri specifiéno toploto petroleja ali kaksne druge netopljive tekod&ine!
Pri meritvi lahko uporabi$ tehtnico, kalorimeter, termometer, malonape-
tostni izvor, stikala, elektriéni grelec, kozarec, vodo in petrolej (VarSava
1967, Poljska).

V enega izmed dveh enakih valjev
je vzporedno z osjo zvrtana okro-
gla luknja (slika 1). Robni ploskvi
obeh valjev sta pokriti s tankima
plo$¢ama, tako da se valja na vi-
dez ne razlikujeta. Dolo¢i gostoto
snovi, iz katere sta valja, in razmik
med osjo luknje in osjo valja (Bu-
kare$ta 1972, Romunija)! Opisi
potek  namisljenega  poskusal
Z merilnim trakom izmeri goriS¢ne razdalje dveh zbiralnih in ene razpriilne
leée. Doloéi lomni koli&nik stekla, iz katerega sta zbiralni lec¢i! Lomni ko-
liénik vode je 1,33 (Moskva 1970, ZSSR). Lece izberi sam.

Z univerzalnim instrumentom in  uporniki izmeri odvisnost mo&i baterije
od toka, Dolo¢i notranji upor in gonilno napetost! Narisi koristno mo¢&,
celotno mo¢ in izkoristek v odvisnosti od zunanjega upora (Sofija 1971,
Bolgarija)! Uporabi 4,5 V baterijo. '

V zaprti $katli je upornik, v drugi kondenzator in v tretji tuljava. Kako bi
razpoznal, kaj je v $katli, ¢e sta na njej le prikljuéni pusi? Metodo preskusi
na izbranem uporniku, kondenzatorju in tuljavi (Budimpesta 1968,
Madzarska)!

Napotki za pisanje porocila:

Nastej vse potrebicine, ki si jih uporabil pri poskusu!

Skiciraj poskus in opisi potek merjenja! Pisi jasno in citljivo, saj bomo
lahko le na podlagi tvojega pismenega izdelka ugotovili, ¢e si nalogo pra-
vilno resevall

Ce si za izvedbo meritve naredil kako napravo sam, nari$i njeno skico s pri-
bliznimi dimenzijami!

Naredi veé meritev! lzradunaj povpreéne vrednosti in oceni napako pri
merjenju!

Kako si ocenil natanénost uporabljenih merilnih naprav?

Kjer se daprikazi rezultate meritev grafiéno!

Andrej Kuhar



Slika 1. Najprej je bilo na sporedu tekmovanje v redeva-
nju teoretiénih nalog.

Slika 2, Dan poéitka so dijaki izkoristili za potep po
Stockholmu. Nekateri so takoooooo uspeino redevali
naloge.

Slika 3. Pri eksperimentalnih nalogah so se tekmovalci
srecali z moderno opremo: osciloskopom in sinusnim
generatorjem ter laserjem, (Glej fotografijo na IV strani
ovitka.)

Slika 4. Med nasimi dijaki je bil najuspesnejsi Matjaz
Zitnik iz Maribora (na sliki stoji na desni), ki je osvojil
pohvalo.

Bojan Golli
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