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Naslov originala:

Zlatko Sporer

Uh, ta matematika, 3. izdaja
Skolska knjiga, Zagreb 1981
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Tako se boste najbrz vprasali, ko boste prebrali naslov. In potem:

"“OD KOD SPLOH TA NASLOV? IN POSVETILO?”

"Nastova te knjige si nisem izmislil jaz. Zagotavljam vam, da ne. Slisal sem ga
od vas. In ne enkrat, kje pa, ne vem kolikokrat {tako da mi Ze kar brni po usesih),
in to me je podZgalo, da sem napisal knjigo - pa ravno s tem naslovom (mogoce mi
e celo neha brneti po usesih).”

’Kaj se to pravi, od nas?’”’

"Pa $e lepo, in ravno od vas - ki nimate radi matematike. In koliko vas je ta-
kih, strelal Mladih in starih, otrok in starSev, u¢encev in dijakov in... Sicer pa, kaj
bi vam nasteval, ko pa sami bolje kakor jaz veste, kdo vse ne mara matematike, Ce-
prav se dé kaj lahko tudi ugotoviti, koliko vas je.”

“’Kako, lahko?”

"Cisto preprosto. PreStejes na prste tiste, ki jo imajo radi, to $tevilo odtejes
od $tevila prebivalcev in dobi3 one druge. Kaj ni tako? Cist ragun.”

"’Drzi, drzi, natanéno tako. Pa kaj potem? Nimamo radi matematike - in pi-
ka. Menda ne mislite, da bo kaj drugace, ée preberemo to knjigo? Se malo ne. (In
sploh - veste - bomo dvakrat dobro premislili, preden se lotimo branja.)”

"Ne, na to res nisem niti pomislil. Saj nisem tako naiven. [n e bi kdo vedel
za recept, kaj je treba napraviti, da vzljubi§ matematiko, bi mu matematiki gotovo
postavili spomenik in ga predlagali za Nobelovo nagrado.! Ta &lovek bi &ez noé
postal slaven in bogat. Oprostite, kaj sem rekel Nobelovo? Ne, ne Nobelovo, ne

L Od ieta 19017 jo podelijo vsako leto na dan Nobelove smrti (10. decembra) za izredne zasluge na pod-
ro&ju fizike, kemije, medicine in knjizevnosti. 1z istega skiada podeljujejo tudi Nobelovo nagrado za mir. De-
narna nagrada znasa nad 60 000 ameri3kih dolarjev.
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zamerite. Fieldsovo nagrado. Za zasluge v matematiki namre¢ sploh ne podeljuje-
jo Nobelove nagrade. (Najbrz tudi Nobel ni imel rad matematike, pa ni dovolil, da
bi iz njegove zapuscine podeljevali nagrado matematikom.)”’

Kaksna pa je Fieldsova nagrada? Se nikoli nismo slisali o nji.”

"Fields je bil ameriski milijonar - majckeno ¢udaski. Ko je zvedel, da mate-
matikom ne podeljujejo Nobelove nagrade, je sklenil (kdo bi vedel, zakaj, najbrz
zato, ker je bil cudak) ustanoviti sklad, iz katerega naj bi vsako ¢etrto leto nagraje-
vali matematike, posebno zasluine za razvoj matematike. Poleg denarne nagrade
dobijo tudi medaljo, ki ima njemu na ¢ast ime - Fieldsova. Matematiki jo imajo ze-
lo v ¢islih in dobiti to medaljo jim je v veliko ¢ast in znamenje priznanja. No, to
je pa tudi vse, kar vem o tem.”’

"Dobro, pa zakaj je knjiga posvecena ravno nam, ko Ze tako in tako nimamo
radi matematike? Mogoce kar tako, za $pas? Pa res ni lepo briti norce iz tuje ne-
srece.”

"’Ne, saj ne. To s posvetilom sem mislil ve& kot resno. Knjiga je v resnici napi-
sana zaradi vas in posvecena vam. Zelo dobro namreé vem, da matematike sicer ne
marate, uciti se je morate pa kljub temu.”

""No, to je zal res.”

"Segate mi v besedo. Ni namre¢ ne osnovne ne srednje, ne vecerne ne dopi-
sne Sole, Se manj pa fakultete, na kateri ne bi ucili matematike in kjer bi ne bila
potrebna. Matematiko imamo lahko, ¢e Ze hoCete, za nujno zlo, ki se mu danes v
Zivljenju, $e posebej pa v Soli sploh ne mores izmakniti. Vsako zlo, ki se mu Ze ne
moremo izogniti, pa je dobro vsaj spoznati. To je splosno nacelo, ki ga je povsod
pametno uporabljati. Se v vojni. Bojujemo se z nasprotnikom, sovrazimo ga, pa ga
vendar poskusamo kar najbolje spoznati. Ali v 3portu. Kaj napravi trener pred od-
lo¢ilno nogometno tekmo? Svoje igralce poskusa kajpak kar najbolje seznaniti s
taktiko in lastnostmi nasprotnika. In vemo, zakaj. Vidite, tudi jaz bi Zelel samo
malo poklepetati o matematiki, da jo malo spoznamo - to je vse. Ni¢ ve€.”

""Pa bomo imeli vsaj kaj koristi od branja te knjige? Ne bomo samo zabijali
cas? Uh, koliko nalog moramo napisati za $olo.”

“Ce sem iskren, ne vem. Ne morem vam biti porok. Ampak naj ze bo, kakor
hoce, berite knjigo - kadar nimate drugega dela. Prepri¢an sem, da se boste pri
tem vsaj malo zabavali, mogoce pa tudi ¢esa naudili. Kaj se ve?”’

*Zabavali? Kako pa se je mogoce z matematiko zabavati?”

L LN



"Pa ste mi res nezaupljivi. Saj sem vam vendar rekel. Matematike se ne bomo
uéili, le klepetali bomo o nji. In pri tem so tudi kratkocasne reci. In sploh vam ne
mislim pripovedovati 0 matematiki tako, kakor po navadi profesorji:

- znanstveno,

- strogo,

- z vsemi mogo¢&imi dokazi,

- v matemati¢nem jeziku.

Pogovarjali se bomo v navadnem vsakdanjem jeziku, brez matematicne stro-
gosti, brez dokazovanja. In ¢e se spotoma domislim kaksne prijetne zgodbe, vam
jo povem. Poskusali bomo pogledati matematiko tudi od njene zabavne strani. Ne
bomo je jemali preveé resno. Skoraj zmeraj je mogoce najti kaksen vzrok, da se
&lovek tudi nasmeje. In mi bomo iskali ravno to. Kdor pa jemlje vse prevec resno
in tragiéno, naj se kar razburja. V Zivljenju in v matematiki. Takoj vam povem
‘definicijo’, ki je bila meni zelo vieé, slisal pa sem jo Ze zdavnaj v Soli. Ucitelj vpra-
Sa ucenca:
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‘Povej mi, kaj je romb." Ucenec premisijuje, premisljuje, se poti in na vsem le-
pem se mu posveti, pa kakor izstreli:

‘Romb je nagnjen kvadrat.” Od takrat je minilo Ze precej let, veliko ‘pravih’
definicij in teoremov sem pozabil, to ‘definicijo’ sem si pa zapomnil. Priznam, da
imam $e danes ravno tako rad dobro §alo kakor pravilno definicijo. Samo nekaj
vas prosim:

Za noben denar ne kazite te knjige matematikom. Se tega jim ne povejte, da
ste jo brali. Bolje za vas in zame. In ne sprajujte me zdaj, zakaj. Ce boste knjigo
prebrali, vam bo jasno, zakaj vas to prosim.”

"Dobro, &e je tako, jim knjige ne bomo kazali, kijub temu pa nas zanima, o
&¢em govorite v nji."”

""Oh, o vsaki re¢i malo. O starih grikih matematikih in vprasanjih, ki so jih
reSevali, o naravnih Stevilih in njihovih lastnostih in zakonih, o &udnih reéeh v sve-
tu neskoncnosti, o tem, kako ra¢unajo racunalniki, o matematiénih aksiomih, o
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mnozicah in zvija¢ah ob njih, o nenavadnih izrazih, ki jih matematiki danes radi
uporabljajo, o raznih vejah matematike in o tem - kako se niti matematiki ne stri-
njajo o vsem. Povem vam, o vseh mogocih receh.”

""Pa so v tej knjigi tudi naloge?”’

"Seveda so, ampak brez skrbi. Ni vam jih treba reSevati. Povrh tega pa niso
navadne naloge kakor v Solskih knjigah, temve¢ najveckrat vprasanja v zvezi s sno-
vjo, o kateri se pogovarjamo. Vstavljene so pa bolj zaradi lepSega.’”

""Dobro, ampak ¢e bo kdo od nas le poskusil resiti katero od nalog, kako bo
vedel, ali jo je prav resil?”

"Ni¢ lazjega. Vsako vprasanje ima svojo $tevilko in na koncu knjige so odgo-
vori. Priporo¢am vam pa (kakor je priporoceno v vseh knjigah), da poskusate resi-
ti nalogo brez gledanja v reitev.”” {Saj jim ni treba vedeti, da imam tudi jaz sam
grdo navado, da najprej pogledam re§itev in se $ele potem odlo¢im, ali bom nalogo
reseval ali ne. Vazno je, da sem jim priporocil, naj ne gledajo resitev - in moja vest
je mirna.)

"Zanima nas, kaj naj s seznamom imen in izrazov na zadnjih straneh. Odkrili
smo ga, ko smo listali po knjigi.”

"To je zelo prakti¢no. Ljudje so si izmislili kazala, da se laZe znajdejo v knji-
gah. Po abecedi so razvr§Cena vsa pomembnej$a imena, pojmi, zakoni, pravila in
podobno, kar jih je v knjigi, zraven vsakega pa stran, na kateri v tej knjigi govori-
mo o njih. Ce vas torej kaj zanima na primer o Evklidu, poglejte zadaj in pod &r-
ko E poiséite ime Evklid. Stevilke zraven imena povedo stran, na kateri je v knjigi
omenjen Evklid. Tako vam ni treba prebrati vsega poglavja, da najdete tisto, kar
vas zanima. Poznam nekaj pametnih ljudi, ki skoraj nikoli ne preberejo cele knjige,
temvec samo tisto, kar jih zanima. Poglavitno je, da se znajdes.”

""Aha, dobro. To ni slaba misel, mogoce jo bomo takoj izkoristili. Pa vendar.
Zakaj je knjiga tako debela? Bilo bi bolje, e bi bila malo tanj3a. Bi se laze odloéi-
li za branje.”

"Uh, to ste mi pikolovci. Ne knjige ne ljudi nikar ne sodite po debelosti, tem-
ve¢ po ‘vsebini’. Kaj v Zivijenju Se niste srecali simpatiénih debelu$ékov in pustih,
te€nih suhcev? Tako je tudi s knjigami. Ze res, priznam, ni hujSega od debele in
dolgocasne knjige. Kvecjemu kaksen - pus€oben dedec. Ampak ¢e se vam knjiga
zdi predebela, pa bi jo radi brali, jo odprite na sredi ali pa $e bolj naprej in - jo be-
rite”” (Koliko knjig sem jaz tako prebral.)



"Pa bomo razumeli brez tistega spredaj?”’ (Ze vidim, da jim je ideja vieé.)

""Boste, zakaj pa ne. Saj to ni roman. Pa tudi vadnica ne. Samo ne zaénite
sredi stavka. Ce boste tako brali, boste e zmeraj lahko - ¢e vam bo druga polovica
knjige vie¢ - pozneje prebrali tudi prvo polovico. In zdaj na dan z besedo: [mate
e kaksno vprasanje v zvezi s knjigo? Vas mogoce e kaj zanima?”’

"Za zdaj ne. Pa vendar, preden se gremo igrat (res se ni tako lahko odlogiti
za branje take velikanke), samo §e kratko vprasanje:

f\

\,D

e

CePr /
KAJ JE PRAVZAPRAV MATEMATIKA? ’
A
"Priznam, s tem vprasanjem ste me malo zmedli. Nisem ga pricakoval, pa
vam bom kljub temu poskusil odgovoriti, eprav ne vem, ali boste z odgoverom
tudi zadovoljni. Ne poznam tako dobro matematike, da bi mogel na to vprasanje
sam odgovoriti. Zato bom uporabil izreke nekaj velikih matematikov - o0 matema-
tiki. Takih izrekov je vse polno, jaz pa sem odbral samo take, ki so mi posebno
vie€. Mogoce vas bo kaksen izrek tudi presenetil, vendar jih nikar ne jemljite pre-
ved dobesedno. Kljub temu bodite prepri¢ani, da so ljudje, ki so jih izrekali, do-
bro vedeli, kaj govorijo.”

MATEMATIKO LAHKO OPREDELIMO KOT PREDMET, PRI KATEREM
NIKOLI NE VEMO, KAJ JE TISTO, O CEMER GOVORIMO, IN ALI JE
TISTO, KAR POVEMO, RESNICNO.

B. Russell

MATEMATIKA JE SAMO IGRA, KI JO IGRAMO PO DOLOCENIH PRE-
PROSTIH PRAVILIH Z OZNAKAMI, KI SO BREZ POMENA.

D. Hilbert
MATEMATIKA JE VEDA O NESKONCNEM.
H. Weyl

MATEMATIKA JE PREDMET, V KATEREM JE NAJVEC CVEKOV.

e

Neznani ucenec




MNOZICE

Podajanje mnozic

Znak pripadnosti elementa mnozici
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Mnozica, vsebovana v drugi mnozici
Kako gradimo nove mnozice z Ze znanimi
Preslikava mnozic

Par

Premi produkt mnozic

Mnozice in Stevila

Povezava med operacijami z mnoZicami in operacijami s Stevili
Urejene in dobro urejene mnozice



Vsakdo ve, kaj mu pomeni mnozica.

E.Barel
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"Kaksna je sploh danasnja matematika?

Ugijo se samo o nekaksinih mnozicah. Kamor se obrnes, samo mnoZica in
mnozZica. Kdo si jih je vendar izmislil?

Samo mucdijo uboge otroke. Tudi mi smo svoj ¢as hodili v Solo in jo konéali,
pa se nismo ucili o nikakrsnih mnozicah, in nam mogodce kaj manjka? Otrok pa
me je danes vprasal, kako naj napravi mumijo (pa res mumijo? da ne nemara uni-
jo? kaj pa vem) iz mnozic? No, lepo vas prosim..."”

"No, veste kaj, ta je pa dobra. Kaj ste se sploh skopali name! Pri tem nisem
jaz ni¢ kriv. Dam vam ¢astno besedo, da si nisem jaz izmislil teorije mnozic in je
tudi ne vpeljal v Sole. Res pa je, matematikom verjamem, ko pravijo, da si dana-
$nje matematike sploh ni mogoc¢e misliti brez mnozic, Geprav tudi sami mislijo, da
gredo s tem danes Ze kar malo predalec in da silijo mnozice povsod, kamor je tre-
ba in kamor ni treba...”

"Tudi nam se tako zdi. V redu. Mogoce so res potrebne, ampak ne verjame-
mo, da niti dveh Stevil ne bi bilo ve¢ mogoce sesteti brez mnoZic. Tudi mi vemo,
da je 2 + 3 =5, ¢eprav nismo jemali mnozic...”

"Saj tudi niso vpeljane v matematiko zaradi seStevanja. Matematikom so
mnozice potrebne zaradi drugih stvari in vpeljali so jih v matematiko Ze...”

"Ja, vemo, Ze pred petimi, Sestimi leti..."”

"Ne pred petimi, Sestimi, temvec pred sto leti.”

""Kako pred sto leti? Ni mogoce, da bi bile mnozice tako stare!”

"Pa so, pa so. Matematiki pravijo, da se je teorija mnoZic rodila 7. decembra
1873, se pravi, da ima Ze ve¢ ko sto let.”

"In kdo si jo je izmislil?””

""Neki nemski matematik in filozof. Ce se ne motim, se je pisal Cantor.””?

"Se pravi, da je Zze zdavnaj mrtev?’’

’Seveda. Rojen je bil 1845 in umrl, ko je bilo konec prve svetovne vojne, se
pravi 1918."”

“Zakaj pa je vpeljal mnozice v matematiko? Za kaj so mu bile potrebne?”

"Veste kaj, menda zato, ker je rad veliko filozofiral, in sicer o neskonénem
{namesto da bi se ukvarjal z bolj pametnimi re¢mi), kakSen ¢uden patron. Samo
pomislite, kaj ga je zanimalo: Katerih Stevil je ve¢, naravnih ali realnih? (Pa je to
sploh vazno, slisite?) V nekem pismu prijatelju, ¢e se ne motim, je bil Dedekind,?
je zapisal, da je z mnoZicami dokazal, da je realnih Stevil ve& kakor naravnih {samo
pomislite, o ¢em si ti ¢udaki dopisujejo - namesto da bi vprasali: Kako kaj Zivite,

2 Georg Cantor {1845 - 1918), profasor matematike in filozofije v Halleju. Utemeljitelj moderne teo-
rije mnoZic.

3 Richard Dedekind (1831 - 1916), nem3ki matematik.
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kako se poéuti Zena, kaj delajo otroci?). Datum, zapisan v tem pismu, imajo mate-
matiki za rojstni dan teorije mnozic {nazadnje ga bodo zaceli 3e proslavijati). Ta-
ko se je zadelo z mnozicami.”

*Se pravi, ¢e Cantor ne bi bif napisal tega pisma...”

"“Ne, ne. Vem, kaj mislite, pa ni res. Potem bi ga bil napisal kdo drug, mogo-
&e nekaj let pozneje.”

"Dobro, pa zakaj se zdijo matematikom mnozice tako pomembne? Kaj res
danes ni mogodée brez njih?”’

“0Oh, navedli vam bodo sto razlogov, zakaj so jim mnozice potrebne. Tako
poleg drugega pravijo, da je zaradi mnozic matematicni jezik bolj preprost, ¢ist in
jasen, da se zdaj lahko natancneje izrazajo, da z mnozicami dobivajo celoten po-
gled na vse mogoce strukture, da so mnozZice med temelji sodobne matematike, da
so tako splosne in pripravne, da jih je mogoée povsod uporabiti, da omogocajo o-
pazovanje in preucevanje raznih neskonénosti, da...”

“Pa to v resnici drzi? Kaj je res mogoce mnozZice povsod uporabljati?”’

""Dejal bi, da menda res skoraj povsod. Temeljni matemati¢ni objekti so nam-
re¢ §tevila in toCke, matematiki pa jih danes preucujejo tako, da opazujejo razne
mnozice §tevil, mnozice tock (se pravi v glavnem neskonéne mnozice) in Se celo
mnozico vektorjev, funkcij... vse mogoce mnoZice; preucujejo njihove lastnosti,
strukture... vse mogoce, vam recem.”

""Kaj je pravzaprav mnozica? Jo je mogoce razloziti s kakSnim $e bolj prepro-
stim pojmom?”’

"Ne. MnoZica je tako preprost pojem, vzet iz vsakdanjega Zivljenja in prene-
sen v matematiko, da ga ni treba spravljati na kaj bolj preprostega. Sicer pa dosti-
krat tudi sami re¢emo:

- mnozica mest,

- mnozica driav,

- mnozica Stevil,

- mnoZica uéencev,

- mnoZica avtomobilov,

- mnozica...

Sam Cantor je rekel, da mu mnoZica pomeni zdruZitev nekih med seboj raz-
liénih predmetov gledanja ali misljenja v celoto, malo prej pa ste videli, kaj je ne-
ki drug matematik {Barel) rekel o mnozicah.”

''Se pravi, da je mnozica lahko sestavljena kakor si Ze bodi. Vzamemo nekaj
predmetov in samo re¢emo - to je mnozica.”

"Lahko, zakaj pa ne. Ampak matematiki se ukvarjajo samo z mnozicami, ki
imajo natancno dolocene lastnosti, z mnozicami, sestavljenimi iz elementov s kak-
$no skupno lastnostjo, skratka - z matematiénimi mnozicami.”
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"Ni nam ravno ¢isto jasno, kaj to pomeni.”

"Cakajte, razlozil vam bom z zgledom. Lahko na primer re¢emo, da koren-
&ek, avtomobil, zirafa in Mars ali pa jabolko, svin¢nik, Zoga in roza sestavljajo
mnozico stirih elementov, vendar ti nimajo veliko skupnega, zato se matematikom
take mnoZice ne zdijo zanimive in jih ne preucujejo, pa eprav véasih ravno take
mnoZice navajajo za zgled mnozice. Skupna ali znadilna lastnost mora biti zmeraj
taka, da lahko na njeni podlagi zanesljivo ugotovimo, ali ima kaksen predmet to
lastnost ali ne, to je, ali pripada mnozici ali ne. Pravimo tudi, da mora biti mnozi-
ca dobro - ali pravilno - podana.”

""Ze razumemo. Mnozica mest je na primer dobro podana mnozica.”

“"Hm, hm, zgled najbrz ne bo najboljsi.”

""Zakaj ne, saj je vendar vsaj jasno, ¢e reGemo: mnozica mest.”

"Ne, ni, in sicer iz ve¢ vzrokov. Najprej bi se morali dogovoriti, kaj nam po-
meni ‘mesto’. So to naseljeni kraji z ve¢ ko dolocenim Stevilom prebivalcev ali kaj
drugega (kaksna je razlika med mestom in mestecem?}. Najprej, ali mislimo na
mesta ene drzave, celine ali vsega sveta, potem...”

""Kako pa naj postavim mnozico, da bo dobro podana?”’

""Malo natanéneje. Na primer takole:

- mnozica glavnih mest republik in pokrajin SFRJ,

- mnoZica mest SR Slovenije z nad 100 000 prebivalci,

- mnozica mest po svetu z nad 3 000 000 prebivaici ali pa:

- mnozica drzav, ki mejijo na S‘FRJ,

- mnozica drzav v Zdruzenih drzavah Amerike,

- mnozica naravnih Stevil,

- mnozica vseh §tevil, deljivih s pet,

- mnozica ucencev osnovne Sole dr. Vita Kraigherja v Ljubljani,

- mnozica ucencev tretjih razredov (kaksne Sole),

- mnoZzica dni v tednu,

- mnozica odli¢njakov v (tvojem) razredu.’

""Ha, ha, ha, pri nas ni nobenega odli¢njaka.”

"Ni¢ ne de. Potem bomo o taki mnoZici rekli, da sicer je, a je - prazna.”

"Kako vendar, prazna?’’

"Pa $e lepo; samo vidim, da vam bom moral to podrobneje razloZiti. Ce vas

_-to zanima, boste malo potrpeli, ker se moramo najprej seznaniti Se z nekaj  te-
meljnimi pojmi o mnozicah.”



Podajanje mnozic

Mnozice lahko podajamo na ve¢ nacinov. Po wvrsti jih bomo vse spoznali.
Vsak ima svoje prednosti, pa tudi pomanjkljivosti. Mogoce je 3e najbolj preprosto,
da vse elemente popisemo in jih (kakor ovce v ogradi) zapremo v zaviti oklepaj, za
vsakim elementom - razen za zadnjim - pa zapiSemo vejico. Takole:

{ Peter, Janez, Marko, Milan }
{2, 4,6}, {9, {@a, b, c,d, e} {mn r} {1, 2}

Prednost takega pisanja je v tem, da ni dvoma, ali kateri od elementov pripa-
da mnozici ali ne, ker je vse, kar pripada, tudi zapisano. Upam pa, da ste opazili
tudi Ze veliko pomanijkljivost takega nacina pisanja, ker je zelo nepraktiéen pri
mnozicah z velikim Stevilom elementov, npr. pri mnozicah vseh uc¢encev vase Sole
ali pri mnozicah vseh igralcev prve nogometne lige. Mislite si, da bi morali izpisati
vse te mnozice. Presneto bi se ‘nakratkodgasili’. Povrh tega imamo mnozice z mili-
joni elementov in Se z neskoncno veliko elementi (npr. vsa naravna §tevila}, tako
da takih mnoZic pri najboljsi volji sploh ne bi mogli tako napisati.

Ko govorimo o mnozicah, je tudi koristno imeti pred oémi, da je teorija
mnozic nastala ravno ob preucevanju lastnosti ‘velikih mnozic’, se pravi mnozic z
velikim $tevilom elementov (seveda tudi z neskonéno veliko elementi). Zato bi {a-
hko z vso pravico rekli: Ce bi ne bilo velikih mnozic (in teZav v zvezi z njimi), bi
sploh ne bilo teorije mnozic. Zato so si matematiki izmislili {0, to so pametni lju-
dje, vam recem) krajsi nadin zapisovanja mnozic. Z njim lahko kakor bi mignil za-
piSejo mnozice ne glede na Stevilo elementov. Razglabljali so nekako takole:

‘Kaj bi se mucili z zapisovanjem vsakega elementa posebej. ZapiSimo rajsi sa-
mo znadilno lastnost, ki jo mora imeti vsak element mnozice, pa - konec. Vsi pred-
meti, ki imajo to znacilno lastnost, morajo biti tudi elementi mnozice, ¢e je pa
nimajo, se pravi, da tudi niso elementi mnoZice.’

Ne vem, kateri matematik si je to prvi izmislil, ampak prav gotovo ni rad ve-
liko pisal, pa tudi drugi matematiki so to brz sprejeli. Kar priznajmo, misel ni sla-
ba. Poglejmo zdaj, kako je to v praksi. Zapi§imo npr. mnozico, ki jo sestavljajo ko-
sarkarski kiubi prve zvezne lige v sezoni 1983/84.

2:3:4-3




{ Cibona, Sibenka, Crvena zvezda, Zadar, Bosna, Borac, IMT, Partizan, Budu¢-
nost, Jugoplastika, Rabotnicki, Olimpija }
Matematik, ta lenuséek, to zapise takole:

{ x, z lastnostjo, da je x kosarkarski kiub prve lige}

in pri tem re¢e: mnozico sestavljajo vsi x z navedeno lastnostjo. In mu je pravza-
prav Cisto vseeno, kaj je ta x. VazZno je, da ustreza zahtevani lastnosti in - na vse
drugo se pozvizga. Ta x mu enkrat pomeni koSarkarski klub, drugi¢ levi Gevelj
ucéencev v razredu. Ne, ni¢ se ne $alim! MnoZico vseh levih cevljev ucencev vasega
razreda zapise takole:

{ x, z lastnostjo, da je x levi Cevelj ucenca V.arazreda}

Spet drugi¢ mu bo x pomenil planet son¢nega sistema, tretji¢ celo Stevilo,
Cetrtic glavno mesto drZave... no, vidite, kar si Ze bodi. Pa tudi to $e ni vse.

Tudi ta nacin zapisovanja mnozic se jim je zazdel predolg. Hitro so sprevide-
li, da se jim vselej ponavlja izraz "z lastnostjo, da je’, in tako so se spomnili, da na-
mesto tega lahko zapiSejo samo kakino znamenje in ga berejo 'z lastnostjo, da je'.
Drugi matematiki so to takoj navduseno sprejeli in vpeljali znak |. Nekaterim se je
zdelo, da je Se bolj preprosto pisati kar dve piki (:). Zato sta danes v matematiénih
knjigah dva znaka z istim pomenom:

| (beri) zlastnostjo, daje

’ .

Zato matematiki naso mnozico kosarkarskih klubov danes pisejo takole:

{x 1x je kosarkarski klub prve lige} ali
{x : x je kosarkarski klub prve lige}

ali recimo: mnozico vseh sodih $tevil, manjsih od sto, bi napisali takole:

{ x | x je sodo $tevilo in manjSe od 100 }

Ampak ¢e se ista mnozica ponovi nekajkrat, nikar ne mislite, da jo bo mate-
matik vselej izpisal. Ne, tega ne boste dogakali. Ko jo prvi¢ zapise, zapise pred njo

7’,& Jeon }f- Se veliko ¢rko iz abecede, na primer:

oot

"m&sruoSTJO DAJE S={x | x jesodo §tevilo in manjie od 100}
z e%e
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Ze drugi¢ pa bo napisal samo: ... mnozica S - in ni¢ ve¢ (in ¢e te zanima, pojdi le-
po gledat prej, kaj pomeni S). Ja, ja, tako gre to pri matematikih. Neradi veliko pi-
Sejo (pa tudi neradi veliko govorijo, kar je res, je res); in zato moramo mi - hoces,
noces - ugibati njihovo stenografijo. Zmeraj si prizadevajo z malo simboli dati veli-
ko informacij.

Ce $e tako preprosto stvar prevedejo v jezik svojih simbolov, oznak in kratic,
se nam zdi strasno zamotana in redno se jim posreci, da nas s tem zastrasijo. Ko se
preseneceni sprasujemo: ‘Kaj neki pomeni to?’, se samo smehljajo. Pa ni¢ ne de.
Ce jih veseli, naj se kar gredo svoje okrajave in simbole, kolikor se jim ljubi. Mi
bomo, njim na kljub, o vsakem teh simbolov spregovorili na dolgo in Siroko, pa
¢eprav bodo pri tem - oni jezni. Ko smo Ze pri zapisovanju mnozic, dobro premi-
slite, kaj boste odgovorili, e vas kdo (misle¢, da ne veste) vprasa: ‘Kak3na je razli-
ka med zapisoma na primer:

m in{m}?’

Naj vas tako vprasanje ne zbega. Odgovorite, da je m obic¢ajna oznaka za ele-
ment kaksne mnozice,{m} pa mnozica z enim elementom (m). Mimogrede mu po-
vejte, da se mnozica brez vsakrinega elementa zapi$e kot precrtana ni¢la: @.In na
vprasanje:

‘Kaj pomeni {{a}} 7"

Odgovorite zviska: ‘To je vendar simbol za mnoZico, katere edini element je eno-

elementna mnoZica {a} . Pri tem se naredite, kakor da je ve& ko normalno, da so '

tudi mnoZice lahko elementi mnoZic. Popolnoma jasno je, da je na primer

{{a, b}, {¢, @}, {m, n}}

mnozZica, katere elementi so tri dvoelementne mnozice. Potem pa vi zvitorepcu, ki
vas je hotel zmesti, postavite takole vprasanje:

'Ali obstaja mnozZica vseh mnozic?’

Ce vam bo na to odgovoril pozitivno ali negativno, izrazite svoje najgloblje
‘spoitovanje’ spri¢o njegovega (ne)poznavanja teorije mnozic. Odkrito namreé
dvomim, da bo sploh dojel bistvo vprasanja, pa tudi njegovo daljnoseznost, saj si
tudi matematiki $e niso na jasnem glede odgovora nanj. Pozneje bomo videli, da
je postavljanje takih vprasanj zamajalo tudi celo klasiéno teorijo mnozic.
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Znak pripadnosti elementa mnoZici

Imamo mnozico S s tremi elementi: a, b, ¢, torej

S={a, b, ¢}
Se pravi:
a je element mnoZice S
b je element mnozice S
¢ je element mnozice §

Prepri¢an sem, da Ze slutite, da noben matematik tega ne bo pisal z besedami
kakor mi. Se enkrat vam reem, da strasno neradi pisejo. Kakor hitro vidijo, da je
treba kaksne stvari ponavljati v istem redu, Ze vpeljejo zanje kak$no znamenje (ne
vem, kje vse jih najdejo?) in namesto besed postavijo svoj simbol. Tako so za bese-
de:

‘je element mnozZice’ ali ‘je element tega in tega’ ali 'pripada mnozici’ vpeljali
simbol €,se pravi, da po svoje to zapisejo:

aeS
beS
ceS
Ce pa kaksna stvar ni element mnozice, uporabijo isti simbol, samo da ga

preértajo: €. Ce npr. §tevilo 1 ni element mnozZice S, zapisejo

1¢S



Ponazarjanje mnozic z risbo

""Je mogod&e mnozice ponazoriti tudi z risbo?”’

""Ker sem slutil, da mi boste postavili tako vprasanje, sem isto vprasanje po-
stavil nekemu matematiku, misle¢, da ga bom z njim navdusil in mu obenem po-
kazal, kako sem se Ze temeljito seznanil z mnozZicami.

Pa veste, kaj mi je odgovoril?

Morali bi bili videti, ne samo slisati. Najprej se je kislo namrdnil, kakor da je
zagriznil v lesniko. Potem me je so¢utno pogledal, se popraskal za uesom in re-
kel:

‘Ja, ja, slisal sem, da to na debelo uporabljajo v otroskih vrtcih in podobnih
zavodih. Mogoce je za tam to celo dobro, ker ni slabo, da otroci tudi malo risejo.
Vem samo, da v resnej§ih matemati¢nih knjigah ne uporabljajo risanja mnozic, ra-
zen tu pa tam v tako imenovani naivni teoriji mnozic, drugace pa res ne.

Naivna ali klasi¢na teorija mnozic je

izraz za teerijo mnozic, ki jo poudujejo v
$olah. To je pravzaprav teorija, ki ne slo-
ni na aksiomih. V praksi pa se ponekod
srec¢ujemo tudi z neko smesno (to res ni
strokovni izraz) teorijo mnozic, ki nima
nobene zveze ne z ‘naivno’ ne z aksioma-
tizirano teorijo mnozic, pa tudi z - mate-
matiko ne, vam recem.’
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‘Zanimivo. In kaks$na je ta aljiva te-
orija mnozic?’

‘Na primer takale: Narisejo tri kra-
ve, dva pujska in enega psa in vse to ob-
kroZijo z nekaksno €rto - in to naj bi bi-
la mnozica domacih Zivali. In ¢e ne ob-
krozimo, sploh ni mnoZica. Potem $e s
tanjSo ¢rto obkrozZijo posebej krave, po-
sebej pujska in posebej psa in recejo, da
so to podmnozice. Po takem pouku vsak
osel takoj misli, kako izvrstno pozna
mnozice.

Vidite, to je mogoce najvecja po-
manjkljivost pri risanju mnoZic, obenem
pa tudi poglavitna znacilnost neresne
teorije mnozZic.’

Po taki razlagi me je minila Zelja, da
bi temu matematiku povedal, kako sem
si tudi jaz mnozice natan¢no tako za-
misljal in sem bil prepri¢an, da sem se jih
hitro naucil samo zaradi svoje naravne
nadarjenosti za matematiko (ki je zaradi
skromnosti ne poudarjam rad).




Tudi sami ste se prepricali, da bi bil nadaljnji pogovor s tem matematikom
brez smisla. Nazadnje bi me utegnil §e spraSevati, kaj mislim o nekaks$nih aksiomih
v mnozicah. Kaj pa naj z njimi, e pa se da s slikami vse tako lepo pojasniti. In e
posebej, ¢e jih nariS§em v raznih barvah, elemente pa lepo obkrozim s ¢rtami, pici-
cami, trikotniki... ¢udovito! Njemu se to dozdeva smesno. In mi namesto tega br-
blja o nekaksnih aksiomih. BeZi, bezi!

Ampak vi ne veste, kako me je pogledal, ko je rekel:

’... vsak osel takoj misli, kako izvrstno pozna mnoZice...’

Tak nesramneZ, da mu ni para. Po pogovoru s tem domisljavcem sem Zelel
zvedeti tudi sodbo kaksnega izkusSenega in dobrega pedagoga, ki pozna matemati-
ko. Zato sem od3el k svojemu staremu, Ze zdavnaj upokojenemu profesorju mate-
matike in ga vprasal:

‘Slisite, profesor, zakaj pa matematiki mnozic ni¢ kaj radi ne ponazarjajo z
risbami?’

Med mehkim pokasijevanjem mi je zelo ljubeznivo raziozil:

‘Zato, ker pri risanju nastane polno vprasanj, tako da moramo biti zelo previ-
dni, ko riemo mnozice. Ce na primer Zelimo ponazoriti mnozico s sklenjeno &rto,
ni popolnoma jasno, ali spada ¢rta k mnozici ali ne. Elemente pogosto oznacuje-
mo z enakimi pikami ali enakimi kroZci, pa vemo, da v mnozici ni enakih elemen-
tov. Nekaterih mnozic, na primer mnozice vseh to¢k na ravnini, ni primerno naka-
zovati z omejeno ¢rto. Sicer pa vemo, da Ze pri risanju premice nariSemo samo
majhen del in pravimo, da smo narisali premico; to je treba imeti zmeraj pred
oémi. Posebej moramo biti previdni, ¢e Zelimo v kak$ni mnozZici narisati drugo
mnozico - ki ji pravimo podmnozZica - ker jo moremo vzeti tudi kot e/ernent in ne
kot mnozZico; ce imamo na primer dve taki podmnozici, bodo eni rekli, da sta to
elementa, drugi, da sta mnozici. Nerodno je torej, ker imajo oboji prav, vsak s svo-
Jjega vidika, se pravi, e imajo v mislih tisto, na kar so mislili, ko so risali ali gledali.
Nekateri Zelijo narisati tudi prazno mnozico v kak$ni mnozici tako, da obkrozijo
del ¢istega papirja in pravijo..."

{Navedel mi je Se nekaj vzrokov, pa sem jih pozabil, priznam, in mi je bilo Ze
tega, kar sem si zapomnil, zadosti.)

'Vidi§, zato se matematiki izmikajo risanju mnozic, kolikor se le morejo.’

‘Se pravi, da mnozic ne smemo risati?’

‘Oh, ne, nisem tako rekel. V¢asih jih je prav prijetno risati. 1z izku$nje vem,
da otroci to radi delajo, samo moramo jim vselej poudariti, da so to slidice, ki nam




samo pomagajo laze razumeti mnozice in - ni¢ ve&. Prav gotovo pa jih je treba
uporabljati zelo previdno in zmerno, ker nam utegnejo dati tudi napaéne pojme o
mnozicah. Sicer pa, ¢e Zelite, kar podajajte mnozice tudi z risbami, samo risb ne
jemljite prevec resno.’

‘Na kaksne nacine pa je Se mogode slikovito predoéiti mnozice, profesor?’

‘Na razli¢ne. Za to ni posebnih pravil, saj to tako in tako ni matematika. Na
primer tako, kakor je podano na sliki na strani 26.

Sicer poznamo tudi matemati¢no pravilen nacin skiciranja mnozic, vendar je
pripraven samo za neskonéne mnozice ali za mnozice z neskonéno veliko elementi
s pogojem, da so ti elementi tocke.’

‘In kaksen je ta nadin podajanja mnozic?’

"Takle, vidis. Skicirajmo npr. mnoZico S kot del ravnine in jo omejimo s skle-
njeno &rto. Ce imamo vse toéke v notranjosti skienjene krivulje za elemente mno-
Zice (in jih je neskonc¢no veliko), potem je mnozica S pravilno skicirana. Takim
shematskim risbam pravimo Vennovi diagrami.* Take risbe v resnici dostikrat la-
hko olajsajo premisljevanje in sklepanje in tako 'abstraktne’ mnozice spravijamo v
zvezo s konkretnimi mnozicami. Poleg tega se nam ob takem podajanju mnozic z
risbami ne oglasajo dvomi in dileme, ki v€asih nastajajo pri risanju mnoZzic z nekaj
elementi. Ce hodemo z risbo podati mnoZici S, in S2 , ki imata tudi skupne ele-
mente, lahko to naredimo. Imejmo pri tem pred oémi, da je tudi skupni del teh”

4 John Venn (1834 - 1923), angletki logik..
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mnozic na splosno ravno tako mnozica z neskonéno veliko elementi; na risbi je
podan kot kriZasto ¢rtkan.

Vidis, mogode je malo nenavadno, vendar drzi, da je z risbo mogodce pravilno
predogiti mnozice z neskoncno veliko elementi samo takrat, kadar so ti tocke rav-
nine. Takemu nag&inu predoéevanja mnozic matematiki ne bodo ni¢ ugovarjali. Ce
torej Zeli§ mnozice predociti z risbo, naredi tako, ¢e pa imas mnoZico samo z ne-
kaj elementi, je boljse, da vse popises, kakor da jih riSes.’

‘Kaksna $koda. Jaz sem pa mislil, da imam ravno zaradi slik in majhnih mno-
Zic mnozice - v malem prstu.’

'Rad verjamem, da si tako mislil. Marsikdo tako misli. Ampak ves kaj, te stva-
ri je treba imeti v glavi, ljubéek, ne v prstu.’

Se zmeraj mi ni in ni hotelo v glavo, da se mi predstave 0 mnozicah pocasi
podirajo kakor hisa iz kart, v podzavesti pa mi je Se zmeraj zvenelo tudi tisto...
vsak osel takoj misli, kako pozna mnoZice... (pa ne, da je s tem mislil mene?). Na-
pravil sem $e zadnji poskus. Da vsaj nekaj resim.

'V redu, profesor, ampak zakaj ne bi vendarle narisal mnozice, ki ima tri ali
stiri elemente, ¢e jo je mogode narisati tako, da je vse zelo nazorno, jasno in razu-
mljivo..."

'Res je, kar pravis, ampak ¢e misli§ uporabljati predvsem mnozZice z nekaj ele-
menti, potem je bolje, da jih sploh ne uporabljas. Zaman zapravljas as, ki ga la-
hko koristneje uporabis za druge re¢i.’

‘Zakaj bi s tem - zapravljal ¢as? Te mnozice so vendar res pripravne. Malo ele-
mentov, ni treba veliko risati in vse je jasno.’

‘Eh, Ze vidim, 'da se nisi kaj prida naucil o mnozicah. MnozZice z nekaj ele-
menti namre¢ pomenijo za matematika toliko kot ni¢. Z njimi ne more$ narediti
ni& resnega. Ce uporablja3 teorijo mnozZic za preudevanje mnoZic z nekaj &leni, je
isto, kakor &e bi s topovi streljal na vrabce. Se enkrat ti klicem v spomin, da je tre-
ba teorijo mnozic uporabljati tam, kjer nam najve¢ koristi, kjer je nujno potrebna,
se pravi pri preucevanju velikih mnozic z veliko elementi.

0Od modrovanja o mnoZicah z nekaj elementi pa je po mojem ve¢ skode ka-
kor koristi, ker nam uporaba prinasa tu ve¢ (nepotrebnih) tezav, kakor so vredni
rezultati, ki nam jih d4. Prva za matematika zanimivej§a mnozica, ki se jo ué¢imo
Ze v osnovni 30li, je mnoZica naravnih $tevil. In vemo, da jih je neskonéno veliko.
Kar poskusi jo narisati, ¢e mores.’

Precej dolgo sem se Se pogovarjal s profesorjem o mnozicah. On je bil zado-
voljen, ker je nekaj ur govoril o priljubljeni snovi, jaz pa malo razo&aran, ker sem

2:3-445



dojel, kako pravzaprav malo vem o mnozZicah. Pred tem pogovorom sem si namreé
zamisljal, da so pri mnoZicah najpomembnejse risbe, in se veselil, kako hitro sem
jih doumel zaradi slik. Ampak v resnici so le nekaj postranskega, samo nekaksen
okras teorije. In jaz sem mislil, da so one ‘poglavitno’. In ko bi vi vedeli, koliko le-
pih sli¢ic (in za povrh 3e v barvah) sem pripravil za vas, da bi vam ob njih razlagal
mnoZice. Zdaj pa jih bom moral vsaj pol zavreci. Skoda. Pa so tako lepe!”

Enakost mnoZic - vir nesporazumov

*'Zakaj 'vir nesporazumov’?”’ me boste takoj vprasali.

""Zato, ker po navadi pozabimo na pomembno lastnost mnozic, da namreé v
mnozici n/ enakih elementov, se pravi, da se vsi elementi mnozice locijo med se-
boj.”

""Torej je prepovedano pisati enake elemente v isti mnozici?”

”Oh, ne, ni prepovedano. Lahko jih vzamete enakih, kolikor hodete, samo
vsi so - kakor en sam. To bi bilo nekako tako, kakor e bi kdo samo zase kupil na
primer pet vstopnic za nogometno tekmo. Reditelj ga bo pri vhodu spustil noter
in mu pretrgal - ¢e Zeli - vseh pet vstopnic, vendar je to prakti¢no isto, kakor ¢e bi
bil imel eno samo vstopnico, ker mu ta zadostuje za vstop, preostale $tiri pa so po-
polnoma nepotrebne. V prazno jih je kupil, kakor bi tudi vi brez potrebe pisali po
vec enakih elementov. Vidite, za to gre. Predpostavljamo namrec¢, da so vsi ele-
menti dane mnozice med seboj razli¢ni, z drugimi besedami, mnoZzica {po definici-
ji} ne more obsegati istega elementa v ve¢ primerkih.”

“Dobro, ampak $e zmeraj nam ni jasno, zakaj bi mogel biti v tem vzrok za
nesporazume.”

”Cakajte, boste takoj videli. Samo najprej vam moram povedati, kdaj sta dve
mnozici enaki. Torej: dve mnozZici sta enaki, ¢e imata iste elemente.”

""No, to je vsaj preprosta definici-
ja.”

"’Se strinjam. V resnici preprosta in
razumljiva, pa jo kljub temu poglejmo v
uporabi.
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Vzemimo mnozici {a,b,c}in {a,b,c}. Tu jejasno, da sta enaki, zato more-
‘mo zapisati i B, B=1a B o

Ampak ali sta enaki tudi mnozici{a, b, c}in{b, a, ¢c}?

!

ciEbac

"Tudi enaki. Imata iste elemente.”
"Tako je. V definiciji ni niti besede o vrstnem redu elementov; bistveno je le,
da imata mnoZici iste elemente. Zato je

{a, b, c}={b, a, ¢}
{ Peter, Marko, Janez, Joze} = { JoZe, Marko, Peter, Janez ¥
3,5 7,9, 11, 15} =9, 5, 7, 3, 15, 11}

Tu torej ni problemov. Navedeni mnozici sta enaki. Ampak zdaj pazite: Sta
enaki mnozici {3, 4, 3,5}in {3,4,5}7"

"Nista enaki, saj ima prva mnozica §tiri elemente, druga pa samo tri. Ne mo-
re vendar biti 4 = 3."”

"Tega tudi nihce ne trdi, ampak ali ste Ze pozabili, kar sem malo prej rekel?
V mnozici namre¢ ni enakih elementov, se pravi, tudi ¢e so zapisani, jih vzamemo
kot en element. V nai prvi mnozici pa se (brez potrebe) ponavlja Stevilo tri dva-
krat, to pa je en element. Zato je

8, 4 X, 5 =1 4 5."
“Uh, pa je res tako. Ceprav je malo &udno. Se pravi, da je tudi
{2, 2, 2, 2, 2} ={2}7?"
"Ja, ravno tako. Uganili ste. Ravno tako bo veljalo tudi

{2,3,2,4,2,5 26,2 7}={2 3, 4,5, 6 7), ravno tako pa tudi
(U TPO PR P PR 5 1P P P 0 s P 1 P R 1 TS A G e
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{Zamislite si, da se vse enojke v vasem razredu spremenijo v mnozico enojk in
se potem ta mnozica spremeni v eno samo enojko. Ce bi bile za oceno mnozice, bi
bilo to mogoce!}

{F,U,U,J,M,N,0,2,1,C,E,E} = (F,U,J,M,N,0,2,1,C,E}

Vidite, kako lahko nastane zmesnjava, ¢e pozabimo na definicijo o enakosti
mnozic. Ampak ¢e smo koli¢kaj pozorni, sploh ne more biti tezav,

In e poskusamo risati mnozice, ki so enake, moramo biti §e posebej previ-
dni, ker ves ¢as nastajajo nekak$ne teZave (in "tezave’), Se posebej pri tistih, ki ze-
lo slabo poznajo teorijo mnozic, mislijo pa, da so v tem veliki strokovnjaki.

Takrat nastane pravo zvitorepljenje. Verjemite mi, da sem pogosto prebiral
‘znanstvene’ razprave o tem:

- ali je trikotnicek v eni mnozici enak trikotni¢ku v drugi?

- ali je krogec v eni mnozici enak krogcu v drugi?

-alije ...

=
O =)
N
(S
Tudi to je eden od vzrokov, zakaj matematiki neradi riejo mnozice. in ima-
jo res prav. Vam bi pa priporocil, ¢e jih Ze skicirate, si vselej prizadevajte vsak ele-
ment v mnozZici oznaciti razli¢no, da se ne boste sami zmotili, saj vemo: v mnozici
ni enakih elementov.

Sele ¢ée smo to doumeli in si zapomnili, smemo, ¢e moramo, risati elemente
kot pidice, ker zdaj vemo, da so vsi elementi razli¢ni, ravno tako pa tudi vemo, da
je to pomozna risbica-in ni& ve&. O ‘zgledih’ mnozic in o njihovi realizaciji v pred-
metih, s katerimi se sre¢ujemo v Zivljenju, rajsi niti ne govorimo. Pri tem mislim
na jabolka, hruske, kroZnike, stole in tako naprej in na modrovanje o tem, ali so
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enaki ali ne in ali sestavljajo mnoZico ali ne. Meni je neki tak strokovnjak, ki se ni
mogel sprijazniti z zahtevo, da je treba vse enake elemente mnozice pojmovati kot
en element, ‘razlagal’ takole:

‘V kinu so vsi sedezi enaki. Se pravi, da je tam po teoriji mnoZic en sam se-
dez.

(Jasno, ni razumel, da z matematiénega vidika, pa tudi stvarno na vsem svetu
ni dveh enakih sedezev.) Pa zdaj tudi sami povejte: ali ni enakost mnozic pogosto -
vir nesporazumov?’’

Mnozica, vsebovana v drugi mnozZici

"Kaks§na mnozica je pa Ze spet to?

Kaj se sploh pravi - vsebovana v drugi mnozici?”’

"To je nekaj podobnega kakor recimo - podnajemnica mnozZice.

Psst, samo da kaksen matematik ne zaslisi te ‘definicije’.”

"Ha, ha, ha. Se pravi, da imajo tudi mnozice stanovanjske tezave. No, to ham
je res ljubo. No, naj se seznanimo s to podnajemnico. (Pa plauje najemnino?}”

""Dobro, dobro, takoj. Imenujte mi samo katero si Ze bodi mnoZico, ki bi ji
radi spoznali podmnozico.”

’Kaj ima vsaka mnoZzica svojo podmnozico?”’

"Ima, zakaj pa ne. Kolikor ved¢ja je mnoZzica (to je, kolikor ve¢ elementov
ima), toliko ve¢ ima tudi podmnozic.”

""Pa je sploh kak§na mnoZica, ki zanesljivo nima podmnozice?"’

“Ne, take mnozice ni. Na katero mnozico ste pa mislili?”’

"Malo prej ste sami rekli, da je mnoZica odli¢njakov v naSem razredu prazna
mnozica.®* Menda ni mogoée, da bi imela tudi taka mnoZica svojo podmno3ico.”

"Pag, tudi ta jo ima.”

“"Kako je neki mogoce, &e revica sama nima ni¢, e je prazna?”

"Priznam, da je to malo nenavadno, vendar matematiki pravijo:

‘Prazna mnozica je podmnozZica vsake mnozice.” Ker je prazna mnozica kot
mnozica enakopravna vsem drugim mnozicam, ima tudi ta svojo podmnoZico - sa-
mo sebe. BoljSe nekaj kakor ni¢! Tako je to. No, ste torej izbrali kaksno mnozico,
da vidimo, katere so njene podmnozice?’

5

O prazni mnozici glej obdirneje na strani 40.
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“No, recimo, naj bo mnozica dni v tednu.”
"V redu. Preglejmo torej to mnoZico.
T ={nedelja, ponedeljek, torek, sreda, etrtek, petek, sobota}
Vzemimo zdaj samo delavnike. Ti sestavljajo mnoZico
D ={ ponedeljek, torek, sreda, ¢etrtek, petek}’’
""Eh, saj ni res. Mi imamo $olo tudi ob sobotah. Tudi to je delavnik.”
"No, dobro, naj bo. To je v naSem primeru tako ali tako vseeno. Pa vzemimo,
Ce Ze hodete, tudi to vaso mnoZico.
={ponedeljek, torek, sreda, Cetrtek, petek, sobota}
Zdaj pa dobro poglejte, v kak§nem razmerju sta mnozici D in D’ glede na
svoje elemente nasproti mnozici 7."
"To je lahko. Na prvi pogled vidi$, da so vsi elementi mnoZic D in D' tudi v
mnozici T.”
"Res je. Vse mnozice s tako lastnostjo se imenujejo podmnozice mnozice 7.
Ce je torej vsak element kak$ne mnozice D obenem tudi element mnozice T, pra-
vimo, da je D podmnozica mnoZice 7.
Matematiki imajo za podmnozico (seveda) tudi posebno znamenje

=
V naSem primeru je torej

D

T kakor tudi
D’ T

1=
1=

1z definicije podmnozice izhaja, da je tudi
D < D."

*’Kaj more biti mnozZica tudi sama sebi podmnozica?”
"More. Definicija podmnozice tega ne prepoveduje, kar pa ni prepovedano,
je - vsaj v matematiki - dovoljeno. Se pravi, da je tudi
TeT
DcD

D' < D’, po definiciji podmnozic
pabotudi @ C @

Pa vendar: da bi se take podmnozice (ki morejo vsebovati tudi same
razlikovale od pravih podmnozic...”

""Katere pa so prave podmnozice?”

“Ce je v mnozici vsaj en element, ki ne pripada tudi podmnozici, pravimo, da
je taka podmnoZica - prava podmnozica. V nasem primeru sta O in D pravi pod-
mnozici T, ker je v mnoZici 7 en element veé (nedelja) kakor v mnozici D' in 3e

sebe)



celo dva elementa (sobota, nedelja) ve¢ kakor v mnozici D. Po navadi oznadujemo
pravo podmnoZico z

&
zato lahko pisemo tudi takole:
D c T
D c T
D & b’

Ce Zelimo zapisati vse podmnozice katere si Ze bodi mnoZice, moramo dobro
paziti, da pri tem ne pozabimo na prazno mnozico."”

"Dobro, si bomo zapomnili. Ampak samo 3e eno vprasanje:

Kako podmnozico nakazemo z risbo?”

”Cudim se, da niste tega ze prej vprasali. Saj tako vem, da vas pri mnozicah
Se najbolj zanima - risanje. In Ce Ze vprasate, podmnozico bi lahko takole narisali:

Ll
Ki

/

|
)
]
R
?

e

Dobro poglejte e risbo na naslednji strani. |z same siike ni popolnoma razvi-
dno (in na to me je opozoril profesor, ko je govoril o risanju mnozic}, ali gre za
dve podmnodZici ali pa slika kaze mnozico z dvema elementoma - ki sta seveda la-
hko tudi mnoZici. Nekateri poskusajo tako narisati $e celo dve - prazni mnozici.
Vsak pri tem trdi, da risba kaZe tisto, kar on mis/; ali kar je mislil, ko je risal. Vi pa
ne morete dokazati, da to ne drzi, ker si v/ s to risbo mislite kaj drugega.”

"”In koliko podmnoZic more najveé imeti mnozica?”’
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“QOdvisno je od Stevila elementov mnozice. Vec ko je elementov, veé je tudi
podmnoszic. Ce pa Zelite zapisati vse podmnoZice kakne mnozice, je najboljse, da
jih zapisujete po vrsti. Najprej - prazno mnoZico, ker je ta podmnozica vsake mno-
Zice, potem vse enoelementne podmnozice in potem vse dvoelementne, troele-
mentne ... in tako naprej, na koncu pa vso mnozico, o kateri ravno tako vemo, da
je podmnozica sama sebi. Ce ima na primer mnozica tri elemente, S = {a, b, ¢},
potem so njene podmnozice:

@,{a}, {b}, {c}, {a, b}, {a, ¢}, {b, c}in{a, b, c}

Skupno jih je torej osem.”
"Res kar precej. Ve&, kakor smo mislili.”

"In zdaj poglejmo,

kako gradimo nove mnozZice z Ze znanimi .”’

"Kako, kaj je tudi to mogoce?”

*Zakaj pa ne. Pri tem ravnamo podobno kakor pri Stevilih. In kaj delamo pri
Stevilih?"’

“Stevila paé lahko se§tevamo, mnoZimo, oditevamo... in vselej, kadar pri
dveh $tevilih uporabimo katero od teh operacij, dobimo - novo §tevilo.”

""Bi se to reklo, da moremo sesteti dve mnozici in dobiti novo mnozico?”

"Ja, nekaj takega. Samo izrazi in postopki so malo drugaéni, éeprav podobni
kakor pri Stevilih. Postopkom pravimo operacije z mnozicami.’”

“In katere so?”

"Pri mnozicah jim pravimo: presek, unija, razlika, produkt, ...”

"Imamo zanje tudi posebna znamenja?”’ )

"Seveda. Zapovrstjo se bomo seznanili z njimi.”

PRESEK MNOZIC
"Ste ze slisali o besedi presek?”

""Seveda smo, vendar v geometriji. Tam govorimo o preseku ali se¢i§¢u dveh
premic, pri mnoZzicah bo pa to gotovo kaj drugega.”
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’Ne, ni. Pomen preseka je isti tudi pri mnozicah.”

“In kaj je sploh presek dveh premic?”

“To je toc¢ka, v kateri se premici sekata.”

“Tako je. Pa mi povejte, kateri premici pripada ta toc¢ka?””

""Kako kateri? Obema vendar, saj to je njuna skupna tocka.”

"Tako je. Isto je pri mnozicah. Sicer pa tudi premici pojmujemo kot mnozici
tock, njun presek je mnozica, ki jo sestavljajo skupne tocke. V nasem primeru je
to ena sama tocka, zato je tu presek - mnozica z enim elementom. Poglejmo zdaj
mno#ici:

A={1,2 3, 4,5 6 B=1{5 678 9

Kaj mislite, kaj bo njun presek? Kaj jima je skupnega?”’

"’Skupna sta jima elementa 5 in 6.

""Presek teh mnozic je torej mnozica ...”"

... mnozica{s, 6}.”

“No, vidite. Spet sem vas naucil nedesa, kar Ze veste. Se pravi, da je presek
mnoZic A in B mnoZica, sestojeda iz vseh tistih in samo tistih {to sem moral napi-
sati, da se matematiki ne razjezijo, ker pravijo, da je natanko tako treba re&i) ele-
mentov, ki pripadajo mnozici A in mnozici 8.




’

Ce namreé redemo: ’... vseh tistih in samo tistih...", to ne pomeni ni¢ druge-
ga, kakor da vzamemo samo te elemente in nobenih drugih.”

"In kak$no je znamenje za presek mnozic?”’

"Dobro, da ste me spomnili. Nanj sem skoraj pozabil. Znamenje je podobno
obrnjeni veliki ¢rki U {vidite, zmanjkuje jim znamenj, pa morajo Se ¢rke preobra-
&ati - kako so le pri§li na to misel), vidite, takole:

Zdaj vam bom $e pokazal, kako se vse to tudi zapiSe z matemati¢no stenogra-
fijo:
AnB={x|xeAin xeB}
Morate priznati, da je to precej dekorativno. Pa vendar, prevedimo to dekora-
cijo, oprostite, definicijo, v jezik navadnih smrtnikov.
AnB={x|xeAinxeB}

@:mnoiic AinB

Gﬁstavljena iz elementov x

z lastnostjo, da je

x je element
mnozice A

X je element mnozice 8
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AmwB... T 63455.4
; 72 ELEME
wroy

Porsovirs,.,

70 POMEN] PRE-
SEK MMVOZ¢C...

TOFPAZ
LASTIMOS TV O
DA JE ...

Ce vas kaksen matematik po naklju-
&ju vprasa: Kaj je presek mnozic? - mu ni
treba ni¢ odgovoriti, samo ta izraz mu ; f
napisite. Zagotavljam vam, da bo zadovo- v B - HRR...HR...
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lo nenavadno, mogode niti ni popoinoma "
nelogiéno. Matematiki namrec trdijo, da
je njihov ‘jezik’ natancnejSi od naSega
pogovornega, in &e veliko govorimo, po-
gosto samo zameglimo stvar (&e se domi-
slim nekega svojega znanca, sem pri prici
za to, da se strinjam - z njimi). Pa vendar
bomo mi napravili oboje (tako smo vsaj
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brez skrbi, da se bomo vsem zamerili). Se to si zapomnite, da je pri preseku mno-
Zic vseeno, po kaks$nem vrstnem redu jemljemo mnoZice, se pravi
AN B8 =8nA."
""Se more zgoditi, da presek dveh mnoZzic nima nobenega elementa?’’
""More, zakaj pa ne. Naj je recimo

M={2 4, 6} N={1,3, 5}
Ker ti mnoZici nimata nobenega skupnega elementa, je njun presek prazen in
pisemo
MAN=D."

NIC NI, PA VENDAR OBSTAJA PRAZNA MNOZICA

"Pravite, da je vendar nenavadno, da obstaja taka mnozica?"’

""Ne samo da obstaja, temvecC da ima skoraj Casten prostor med mnozicami.
Invéasih dela tudizmedo, vam rec¢em. Se posebej pri novopeéenih matemati-
kih.”

"Zakaj pa zmedo?”’

""Ker je to mnozZica brez elementov ali z drugimi besedami mnozica, ki nima
nobenega elementa.”

"Kaks$na mnoZica je potem to?”’




""Kakor vsaka druga, samo da je brez elementov in - pika.”

’Pa imamo kaksno korist od nje?”’

"Imamo, imamo, kaj da ne! Matematiki jo precej uporabljajo in ker se bomo
tudi mi z njimi pogosto srecevali, vam bom najprej povedal, zakaj jo uvajamo, po-
tem pa z nekaj zgledi pokazal tudi uporabo prazne mnozice. Eden od razlogov za
uvedbo pojma prazna mnozica je zahteva, da mora biti presek dveh mnoZic (zme-
raj) mnozica. Ce bi ne bilo prazne mnozice, bi presek dveh mnozic brez skupnih e-
lementov ne bil mnoZica. Opazujmo na primer dve premici v ravnini kot mnozici
tock. Vzajemno si moreta biti samo v dveh bistveno razli¢nih odnosih:

- lahko se sekata,

- lahko se ne sekata.

Matematik pravi o prvem primeru, da ima mnozica skupnih tock teh dveh
premic en element, se pravi, da je njun presek enoelementna mnozica.

P S R IR

O drugem primeru pa bo rekel, da je mnoZica skupnih to¢k teh premic - pra-
zna mnoZica. Ravno tako je tudi mnoZica Stevil, ki ustrezajo zahtevi: Doloci vsa
cela Stevila, ki pomnoZena z dve dajo eno (to zapi§emo z enadbo 2x = 1),prazna

%7 e s . 1 .. .. 1 : iy - -
mnozica (ker je reSitev enadbe —2— Stevilo ? pa ni celo Stevilo). Ali: mnozZica

skupnih tock premice in kroznice - na sliki - je prazna mnozica.

Takih zgledov bi v matematiki lahko navedl|i zelo veliko, e pa jih ho¢emo
izraziti v jeziku mnozZic, moramo vpeljati pojem - prazna mnozica. Imamo
sicer Se druge vzroke, vendar o njih - pozneje. Za zdaj si zapomnite samo, da mno-
Zicama brez vsakrSnega skupnega elementa pravimo disjunktni mnozici. Lahko je
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najti tudi zglede iz vsakdanjega zZivljenja, kjer si pomagamo s pojmom prazna mno- 0
Zica, vendar z matemati¢nega vidika niso zanimivi. Na primer: Y

- mnozica ucencev drugega razreda, mlajsih od pet let,

- mnozica ljudi na Zemlji, starejsih od dvesto let,

- mnoZica mest v Jugoslaviji z nad dvema milijonoma prebivalcev itd.”

"Zakaj imamo posebno znamenje za prazno mnozico?”

“Ravno zato, da je ne bi pomesali s kaksno drugo, jo tudi oznacujejo druga-
¢e kakor druge mnoZice, in sicer

@ali ¢

kakor smo Ze prej videli.”

“In to je vse, kar je treba vedeti o prazni mnozici?”’
"Vse, za zdaj seveda. Ampak Se nekaj si moramo dobro zapomniti. Prazno
mnozico lahko opiSemo na razne nacine, vendar moramo vedeti, da je kot mnoZi-
ca zmeraj ista, ena sama prazna mnozica. To bi lahko pojmovali tudi takole: ker
so vse prazne mnozice med seboj enake, obstaja ena sama prazna mnozica.”
“To nam vendarle $e ni popolnoma jasno.”
""Rad verjamem, ampak spomnite se, kaj smo rekli o enakosti mnozZic, pa
vam bo jasno. Prazna mnozica ima e nekaj zanimivih lastnosti. Ce izhajamo iz
nje, namre¢ lahko sestavimo po mili volji veliko razli¢nih novih mnozic.”
""Kako je to mogoce, Ce je le ena sama prazna mnozica, pa tudi, kako je iz “
‘praznine’ mogodce kaj sestaviti?’’
""Pa je, pa je, vam bom takoj pokazal, kako gre to {nekateri iz praznih besed ‘"‘-60”%
spletejo cele teorije in ‘znanstvene’ razprave, zakaj potlej ne bi tudi matematiki iz sﬁ"‘;‘,&w’

z 'ﬂr“' S
prazne mnozice sestavili matemati¢nega objekta). P O;}/;“J‘ :
Zaénimo s prazno mnozico: @. mn 7

Napravimo zdaj mnozico, katere edini element je prazna mnozica: {0 ). Mﬁ‘

Nadaljnjo mnozico napravimo iz tehle dveh mnozic: {0, {@}}.

Tako smo dobili dvoelementno mnozico, sestojeco iz prazne mnoZice in
mnoZzice, katere edini element je prazna mnozica. Imamo torej Ze tri mnoZice, Ge-
trto pa napravimo iz teh treh:

0

. /ﬂz //(’
WA

©, {0}, {9, (O} : \CU 4
Ce tako nadaljujemo postopek, pri katerem ima vsaka nadaljnja mnozica ;l' 92
(v zaporedju) vse prejSnje mnozZice, moremo priti do neskoncnega zaporedja med L A5
seboj razl/i¢nih mnozic. Tako nastane eno od najpomembnejiih zaporedij v teoriji

mnozic. In vse to je nastalo - iz prazne mnozice. Zdaj vidite, kako pomembna je ta
mnozZica.”
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"Priznamo, da tega nismo pricakovali iz neCesa, kar - nima nicesar. Ampak
zdaj vemo vse o preseku mnoZic in o prazni mnozici.”
“Dobro, ¢e veste vse, pa mi povejte, kaj je presek neprazne mnozice s pra-

"

Zno.

"Presek neprazne mnozice s prazno je, too je ... ampak kako je sploh mogoce
- presek s prazno mnozico?”

"Pa 3e lepo, prazna mnoZica je mnozica kakor vsaka druga, presek dveh
mnoZic pa je, kakor smo videli, mnozica, sestavljena iz elementov, ki pripadajo
prvi in drugi mnoZici, se pravi, da je presek mnozice s prazno mnozico...”

"Prazna mnozica.”

“"Uganili ste. In kako to napidemo?”

""Takole:

And=10.

“Glejte, glejte, ni slabo. Kako ste hitro dojeli.” {Rajs$i ne povem, kako dolgo je
trajalo, preden se je to meni posvetilo.)

In kaj je A N A, se pravi presek mnozice s samo seboj?”’ (Tega gotovo ne
bodo vedeli.}

""To je mnozica A.”

""2akaj?"”

""Ker mora presek obsegati elemente ene in druge mnoZice in ¢e sta obe ena-
ki, mora tudi presek biti ena od njiju.”
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Bi mogli to dokazati s kaksnim zgledom?”’
“To je pa res lahko. Naj je recimo mnozica A = {1, 2, 3}. Se pravi, da je
{1,2,3} n {1,2,3}= {1,2,3}ali

AnA=A "

{Samo poglej si jih! Se malo, pa bodo tile uéili mene. Jaz sem pa mislil, da
sploh ne bodo uganili.}

"Dobro. To ste lepo napisali, ni kaj. Ce boste tako nadaljevali, boste kmalu
rajsi pisali formule kakor - govorili. Upam, da ste si torej zapomnili: presek mno-
zic je mnoZica.”

"Jasno, kaj pa bi mogel biti drugega?”’

"Ni¢, ni¢, samo tako sem rekel, da ne bi pozabili, pa sem vesel, da vam je
stvar ze tako presla 'v meso in kri’. Preglejmo samo $e en zgled. Poglejte sliko. Na
nji imamo premico p in ravnino =. Kaj je presek teh mnozic? Mimogrede naj ome-
nim, da vzamemo, da‘sta p in 7 mnoZici tock ali simbola za ti mnozici, zato ju ne
piSemo v zavitih oklepajih.”

"Uh, kak$no tezko vprasanje! Ko je
vendar jasno, da je njun presek tocka S.”

"In kako naj to napisemo?’’

"Preprosto. Recimo, takole:

/ARPOA/ 7TAKOLE ;..
20 T={5)
P Am=IS. «

“Ja, ja. Sem si kar mislil. Narobe
povedano, narobe napisano.”

"Kako narobe? Kaj je narobe?’’
'Saj sem vam povedal, oboje. Pre-
sek dveh mnozic je mnoZica. Kaj pa je

tocka S?”’
“Element teh mnozic.”
“Se pravi, da je po vasem presek
dveh mnozic elfement, ne pa mnozica.”
"Zee, zee, ampaak...”

""Tu ni nobenega ‘ampak’. Napa&no receno in napacno napisano.”

"Moral bi bil torej reci: presek premice p in ravnine 7 je enoelementna mno-
Zica{S}.”
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"Natanéno tako. In to, kakor vemo, napisemo:

pnr={S} "

”No, to si bomo dobro zapomnili.”

""Se mi zdi, se mi zdi."” (Kakor da bi si bil tudi jaz to zapomnil, ¢e me ne bi
bil profesor po treh takih odgovorih poslal v klop in rekel samo: “Hvala, dosti’’ -
tak pikolovec! Ampak kaj naj to pomeni? Zadnje vprasanje jim je najbrz tako vze-
lo pogum, da so me $e pozabili vprasati:

""Kako presek mnozic nakaZzemo z risbo?”

Pa ni¢ ne de. Ko pokramljamo o uniji in razliki mnoZic, jim na koncu poka-
Zem vse te risbe.)

“Ampak preden se poslovimo, vam postavim Se eno vprasanje, vi pa dobro
premislite in mi odgovorite, ko se prihodnji¢ sre¢amo.”

"“Z veseljem, prav. In kako se glasi vprasanje?”’

“Ali je presek premice in ravnine vselej enoelementna mnozica ne glede na
polozaj premice nasproti ravnini?”

"*Jasno kot beli dan. Odgovor Ze vemno, vendar se nam mudi..."”

UNIJA MNOZiC

"Poglejmo zdaj operacijo z mnozicami, ki ji pravimo, kakor smo Ze rekli,
unija. Znak zanjo je podoben &rki U {se pravi obrnjeni znak za presek) in je takie:

o,

”In kaj je unija mnozic?”
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"Pokazem vam na zgledih, potem pa jo bomo definirali in videli, kako se za-
pise v matematiénem jeziku. Vzemimo dve poljubni mnozici, na primer

A={1, 2 3, 4 B={5 67}
Njuna unija je
AuB={1,2 3,456, 7. "

""Kako preprosto! Kakor bi mnoZici sestevali.”

"Imate prav. Namesto izraza ‘unija’ res v€asih uporabljamo tudi besedo ‘se-
Stevek’, ampak mi bomo rajsi rekli unija, ker se boste prepricali, da to ni ¢isto na-
vadno seitevanje elementov. Poglejmo 3e nekaj primerov. Ce sta dani mnozici

C={m, n, p. q} D={r s p qt}
kaj bo njuna unija?”
“’Unija teh mnoZic je mnozica {m,n,p,q,r,s,p,q,t}ali
cuD={m n p,q r s p gt} "

""Zakaj ste dvakrat pisali elementa p in g? Ko smo govorili o enakosti mno-
Zic, smo videli, da to ni potrebno.”

""Ja, res je. Ampak kaj, pozabili smo. Unijo mnozic C in D bomo torej napisa-
li takole:

CubD={m, n p, q r s t

3 Cet.
Je zdaj dobro napisano?” m"“fuda e .

""Dobro. in zdaj tudi lahko definiramo unijo. Kaj je torej unija mnozic?’’

"Unija mnozic je mnoZica, sestavljena iz elementov obeh mnozic.”

"Drzi. Samo da matematiki to vendarle povedo malo natancneje: unija mno-
Zic A in B je mnozica, v kateri so vsi elementi, ki pripadajo vsaj eni od mnoZic A
inB."”

"Tako smo tudi mi mislili.”

*2e verjamem, samo rekli niste tako. In zdaj vam definicijo tudi zapisem ta-
ko, kakor jo matematiki:

AuB={x|xeAalixeB}

Znate prebrati?’’
*Znamo. To se prebere takole:

Unija mnozic A in 8 je mnozica, sestavljena iz elementov x z lastnostjo, da je
x element mnozice A ali element mnozice B.”
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“|zvrstno, cestitam. Ce Zelite na-
praviti unijo mnoZic, se ravnajte samo
po tej definiciji, pa ne bo narobe.”

“In v éem je razlika med seSteva-
njem in unijo?”

""Sestevanje je operacija med Ste-
vili, unija pa med mnozicami, in to ni
isto. Poglejmo na primer samo Stevi-
lo, ki ga dobimo, e seStejemo dve po-
zitivni celi $tevili, in §tevilo elemen-
tov unije dveh mnozic, pa boste vide-
li, kaj vse more nastati pri uniji dveh
mnozic glede na S§tevilo elementov.
Vemo, da je pri seStevanju Stevil nji-
hov seStevek zmeraj vecCji od vsakega
sedtevanca in enak njihovi vsoti.

Na primer: 3+4=7;7 jevec od 3inod 4.”

"To je menda tudi pri uniji mnozic?"

"Mogoce je Ze, samo ne nujno. V prejdnjem prvem primeru smo imeli mno-
Zico A s Stirimi elementi in mnoZico B s tremi elementi...”

"In smo dobili njuno unijo s sedmimi elementi.”

"Dobro, dobro, ampak poglejte mnoZici C in D iz drugega zgleda. MnoZica
C ima $§tiri elemente, mnozica D pet elementov. Koliko elementov ima njuna uni-

ja?"



e

Lol
N

)
N

—

**Cudno, ima samo sedem elementov.’’

"No, vidite. Samo kadar mnozici nimata skupnih elementov, se pravi, kadar
sta disjunktni, je Stevilo elementov unije enako seStevku elementov posameznih
mnozic. Drugace ni enako, temve¢ manjse.”

"Drzi."”

“In poglejte, koliksna je unija mnozice s samo seboj. Na primer: e je
A={1,2,3,4},

AUuA={1, 23 4u{1,2 3 4={12 3 4. "

"Potemtakem je

ADA=A: @
"Tako je. Napravimo Se unijo katere si Ze bodi mnozZice z njeno podmnozico.
Naj je na primer
M={a, b, c d, e f} N={b, ¢, d}
Kaj je unija teh mnoZic?”
"Unija teh mnozic je

MUN={a, b, c, d, e f}
Saj to je mnozica M."”
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"Res je. Vselej, kadarje N = M, ie
MUN=M."

“Ta unija ima v resnici zanimive lastnosti. Je za unijo mnozic vseeno, po kak-
$ni vrsti jemljemo mnozice?”’

“Seveda. Za vsaki dve mnozici A in 8 je G
AuUB=BUA

in pravimo, da za unijo mnoZzic velja zakon zamenjave (komutativnosti).” X

“In unijo mnozic uporabljamo tudi v geometriji?” bl

“Tudi. Z njo moremo - poleg drugega - definirati tudi razne like, na primer ] -
trikotnik, krog in tako naprej.” g v 2k

“Z unijo? Kako?” S iq

"Kaj je recimo trikotnik, e ga pojmujemo kot mnozico vseh njegovih togk? " ° S F :
Vzemimo v ravnini tri tocke A, B, C, ki niso na isti premici. ZveZimo toc¢ki BC z 3 7
daljico. Zdaj lahko re¢emo, da je trikotnik unija vseh daljic, katerih eno kraji§ée' = o
je v to&ki A, drugo pa na daljici BC. ;

Iz slike lahko tudi vidimo, da je krog unija vseh daljic, katerih eno krajis¢eje 7 - Sl -
v to¢ki S, drugo pa na kroznici k.” " a K

(5 + 45) + 1



S
T e
&zmmwm
R RN
ﬁﬁwm VI
RS
leon/ S
LY XS
UB_E/;«ZMVW
ZNS_IOP
ARE
A_mﬂﬂp

a

|

i
i \

K

/ 7 \.\mﬁ. e\
)

r

1

!

I[I[1](

bl
s b
i




RAZLIKA MNOZIC

"Ker ze poznamo presek in unijo mnozic, bomo igraje lahko dologili njuno
razliko ali diferenco.”

""Nas veseli, ¢e bo res tako."”

“Boste takoj videli. Napisal bom samo razliko dveh mnoZic, pa boste na prvi
pogled, o tem sem prepri¢an, uganili, kako sem jo dobil. Najprej poglejmo zname-
nje za razliko. Podobno je znaku ‘manj’ (minus), ki ga uporabljamo pri Stevilih
{—), samo ¢rta je malo daljsa in postavljena poSevno. Takole:

R — > B
Pazite, da je ne boste po nakljugju napisali takole /.”

"Dobro, si bomo zapomnili.”

"In zdaj vzemimo dve poljubni mnozici. Naj bosta to

A={1 2 3 4,5 in B={4,5 86 T}
Njuna razlika je
{1, 2,3, 4, 5}\{4,5, 6, 7}={1, 2, 3} ali
A\B'={1, 2,3}

Vam je jasno, kako je nastala nova mnozica?"”

""Kajpada. Dobili smo jo tako, da smo odvzeli elemente, ki pripadajo prvi
mnozici, pa jih ni v drugi.”

"Tako je. Vedel sem, da boste takoj uganili.”

""Mogoce tudi matematiki tako postavljajo definicijo razlike mnozic?”’

"Poglej jih no, poglej, kako so postali previdni. Pravi mali matematiki, ni kaj.
In takole bi najbrz rekel matematik: Razlika mnozic A in B je mnoZica, sestavlje-
na iz elementov, ki pripadajo mnozici A in ne pripadajo mnozici B.”

“Ne verjamem, da bi matematik postavil tako definicijo.”

""Kaj? Ne verjamete? Kako pa potem?” (Menda nisem narobe povedal defini-
cije? Ne, to¢na je. Ne vem, na kaj mislijo.)

""Sploh ne. Matematik bi jo samo zapisal.”

(Hu, kako so me! Pa je res tako. Zato jih bom pa jaz zdaj nekaj vprasal; bo-
mo videli, ¢e se mi bodo Se naprej muzali.)

"In kako bi matematik zapisal to definicijo?”

"Dobro. Razliko mnozic bi zapisal takole:

A\B = {x|xcA in x éByL"

(15 4 35) + 2’



gt




“In kako veste? Da niste od kod prepisali?”’ -

“Ne. Samo $e enkrat smo pogledali, kako zapiemo unijo, prebrali definicijo
razlike in zapisali.”

{Ni slaba kombinacija. lzkoristi§, kar Ze zna§, poveze$ z novim, pa si se zlah-
koma naugil.)

"In zdaj mi preberite, kar ste napisali.”

"To preberemo takole:

Razlika mnozic A in B je mnoZica, sestavljena iz elementov x z lastnostjo, da
je x element mnoZice A in ni element mnozice 8."”

”Imenitno. Priznam, ugodno ste me presenetili s svojim znanjem.”” (Kako hi-
tro so doumeli. Kakor da se jim moZgani bolje razvijajo kakor moji generaciji. Go-
tovo je to posledica kaksnih vitaminov. Moram vprasati zdravnika, ko pojdem k
njemu, da mi spet predpise mast za revmo.)

“In zdaj, ko veste, kaj je razlika mnozic, mi povejte, bolje reéeno, izradunaj-
te - za nasi dve mnotzici - razliko B\ A.”

""Dobro. Ampak najprej bom napisal mnozici:

B={4,5 67} A={1,2 3, 4 5 in zato je
4.5 6 T)\{1,2 3, 4 5= 7 al
B\A=1{6 7). "

“Drzi. In kaj lahko sklepamo iz tega?"’
"Lahko sklepamo, da je

A\B £ B\A. "

“Se pravi, da pri razliki ne smemo zamenjavati vrstnega reda mnozic."”

’Res je. Za razliko mnozic torej ne velja zakon komutativnosti. Samo $e eno
vprasanje. Ampak dobro premislite, preden odgovorite.
Kdaj je Stevilo elementov razlike mnozic A \ B enako razliki Stevil elementov
mnozice A in B?"'

"U, kaze, da je to precej tezko vprasanje. Resili ga bomo - ampak za domaco
nalogo. Zdaj smo ze malo utrujeni.”

""Dobro. Rad verjamem. Pa kljub temu ne pozabite na nalogo.”

"’Ne bomo, ¢astna beseda.”

"Huraaa, zdaj bomo sestavili mnozZici igralcev, bomo videli, katera je boljsa.
Ampak kje je Zoga? Se menda ni spremenila v prazno mnoZico? Ahaaa, je Ze tukaj.
Gremo..."”

In zdaj Se nekaj nacinov, kako podajamo z risbo presek, unijo in razliko
oo G Alrar

(25 + 25) + 4

mnozic.
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Preslikava mnozic

""Ha, ha, ha, kaj se tudi mnozice rade slikajo?

Pa so vsaj fotogeniéne?”’

"No, Ze spet zaenjate z neresnostmi, jaz pa sem vam ravnokar hotel razlozi-
ti enega od najpomembnejih pojmov vse matematike, pojem, ki je temeljni ka-
men sodobne matematike, pojem, na katerem...”’

{Pa kaj mi je moralo ravno zdaj priti na misel, kako sem bil pred nekaj leti na
slovesnosti, ko so polagali temeljni kamen za stavbo, ki je niso nikoli sezidali; zme-
raj me veli¢astne primerjave speijejo &isto kam drugam, nazadnje bom Se izgubii
rdeco nit in se mi bo zgodilo kakor tistemu profesorju... ampak kje sem Ze ostal?

Aha, Ze vem, sem se vendarle spomnil.}

... sloni sodobna matematika. Priredba je torej matematicni pojem, kakor
Stevilni drugi prenesen v matematiko iz vsakdanjega Zivljenja...”

’Od kod pa na lepem ‘priredba’, e ste zadeli govoriti o preslikavi?”

(Kaj sem res rekel preslikava in ne priredba? Na, zdaj $e sam ne vem ve¢ za-
nesljivo, s ¢im sem zacel. Pa tudi tile matematiki! Prav treba jim je bilo vpeljati
toliko izrazov. Pa se $e bahajo s svojo natanénostjo. In kaj naj zdaj? Cakajte... saj
ta izraza,pomenita pravzaprav isto. Se sre¢a, nekako se bom vendarle izmazal.)

... in matematiki za ta pojem uporabljajo oba izraza-'preslikava’ in ‘prired-
ba’, zato bomo tudi mi uporabljali oba, ¢eprav bomo pogosteje govorili o ‘presli-
kavi’.” '

{Se dobro sem jo izvozil, kakor bi bil lahko joj prejoj.)

'Kaj je torej preslikava mnozic?”

"Pojem vam razloZim na nekaj zgledih, ker tu niti ni tako pomembno, da se
nauéimo definicijo, temve¢ da dojamemo bistvo procesa. Zamislimo si mnozico
deckov. Poglejte, Se nari§em vam jo, in sicer tako, kakor po navadi riSejo otroci
{nazadnje bom zaslovel $e kot pedagog, nikjer pa hi reéeno, naj bi kdo zvedel, da
sploh ne znam bolje risati}. in zdaj zapi§imo $e njihova imena. Imamo torej dve
mnoZici: mnozico deckov in mnozZico njihovih imen. Naravno je, da vsakemu de-
&ku priredimo njegovo ime. Temu ravnanju pravimo prirejanje mnozic, ker ele-
mentom ene mnozice priredimo elemente druge mnozice. Poglejmo zdaj na primer
tole knjigo. Strani knjige pojmujmo kot elemente ene mnozice, Stevila 1, 2, 3, 4,
... 226 pa kot elemente druge mnozice. Vsaki strani je prirejeno eno $tevilo. Tudi
tu smo elemente ene mnoZice priredili elementom druge. Ali: mnoZica ucencev
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vade Sole in mnozica razredov. Vsak uéenec pripada kakinemu razredu, pa imamo
spet priredbo mnozic. Preprican sem, da bi zdaj tudi sami znali navesti $e veliko
zgledov priredbe ali preslikave mnozic v mnozico,

- na primer mnozica drzav - mnoZica njihovih glavnih mest,

- mnozica ol - mnoZzica direktorjev $ol,

- mnozica stavb - mnozica njihovih stanovalcev in tako naprej.

Povejte mi zdaj, kaj je v vseh teh zgledih skupnega?”’

"Povsod imamo po dve mnozici.”

""Res je. Imamo dve mnozici, imenujmo ju za zdaj vhodna ali zaetna mno-
Zica in izhodna ali kon¢na mnozica, poleg njiju pa mora biti znan tudi postopek,
po katerem iz ene mnozice prehajamo v drugo, se pravi nadin, kako elementom
ene mnozice priredimo elemente druge mnozice. Vam je to jasno?”’

"Jasno.” {Saj vendar nismo beb¢ki, da tega ne bi razumeli.)

“No, dobro, ¢e vam je jasno, ponovite, kaj je treba vedeti o preslikavi mno-
Zic...”

(Poglej ga no, lepo te prosim, nazadnje res misli, da tako tezko dojemamo -
gotovo sodi po sebi.)

“Pri preslikavi mnoZic moramo zmeraj imeti dve mnoZici, vhodno ali zacetno
in izhodno ali konéno, in postopek, po katerem elementom ene mnoZice priredi-
mo elemente druge mnozice.”

"lzvrstno. Lahko torej nadaljujemo.”

’Kaj nadaljujemo? Kaj to Se ni vse o preslikavi mnozic?"

“Res je to najpomembnejse, pa vendar ne vse. Pri preslikavi namreé lahko na-
stanejo razli¢ni primeri, zato vam jih bom nekaj pojasnil (mogogée bi bil moral raj-
§i redi: poskusal pojasniti - ampak zdaj je, kar je) z zgledi o delitvi bonbonov.”

QO delitvi bonbonov? In kje so bonboni?”’

(Poglej jih no, kako se delajo neumne. Saj nisem dedek Mraz. Moral bi bil
vzeti 2a zgled delitev slabih ocen, potem se gotovo ne bi gnali zanje.)
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Saj nisem rekel, da bom bonbone delil, temve¢ samo Zelim pojasniti nekaj
preslikav mnozic, in zglede si izmisljamo, zato vas prosim, da mi nikar ves ¢as ne
segajte v besedo s svojimi domisleki. No, vzemimo prvi zgled:

Imamo Sest bonbonov in osem otrok. To sta nasi mnozici - vhodna, re¢emo ji
tudi domena, in izhodna ali kodomena. Bonbone delimo tako, da noben otrok ne
dobi ve¢ kakor en bonbon, se pravi vsak otrok najveé¢ en bonbon. Kaj se bo zgodi-
lo, ko razdelimo bonbone?”

Dva otroka bosta ostala brez bonbonov.”

“Tako je. In kako bi to narisali?”’

"Takole, poglejte.”

""Zelo dobro. Zaznamujmo $e mnozico bonbonov z A in mnozico otrok z 8.
Ce dobro pogledamo risbo, bomo videli, da iz nje lahko sklepamo:

1. Vsaka puscica prihaja iz ene tocke mnoZice A in se koncuje v eni tocki
mnozice B. V nasem primeru se to pravi, da bonbone delimo po pravilu: en bon-
bon - en otrok, dokler niso vsi bonboni razdeljeni.

2. 1z vsake tocke mnozice A prihaja samo po ena (ali natan¢neje: ena in sa-
mo ena) puscica. Ce bi prihajali na primer po dve, bi se reklo, da en bonbon deli-
mo na dva otroka, to pa se v nasem primeru ne more zgoditi.

3. V vsaki to¢ki mnozice B se kon&uje najveé ena puscica, torej noben otrok
ne dobi ve¢ kakor en bonbon, lahko pa se primeri, da ne dobi nobenega, da je to-
rej ‘kaznovan’.

Ste razumeli?”’

’Smo. Nic lazjega.”

"Zdaj sami narisite §e en primer take preslikave, pri kateri so nekateri ele-
menti ‘kaznovani’.”

"To je lahko. NariS$emo mnozici tako, da ima izhodna veé elementov kakor
vhodna, in samo potegnemo pusdice. Takole:
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"Dobro. Pa bi mi znali povedati kaksen zgled take priredbe... na primer iz
svoje Sole?”’

’Kaj bi ne! Poglejte, v nasem razredu so med poukom trije stoli prazni. Naj
je vhodna mnoZica mnozica uéencev, izhodna pa mnozica stolov. Ce vsak ugenec
sede na svoj stol, ostanejo trije stoli brez ucencev in to je taka priredba.”

""Res je. Vidim, da vam je jasno. In zdaj si zapomnite samo $e to, da taki pri-
redbi pravimo injekcifa.”

"Kaj? Kako ji pravimo?”’

"Sem Ze povedal. Malo nenavadno, pa si vsaj laze zapomnimo. To je injekci-
ja ali injektivna preslikava. Ampak povejmo to $e malo natanéneje: injekcija je tak
predpis za priredbo, pri katerem razli¢nim elementom vhodne mnozice priredimo
razli¢ne elemente izhodne mnozZice.”

“Mi smo pa mislili, da samo v ambulanti dajejo injekcije.”

“No, vidite, dajejo jih tudi matematiki - samo brez igle.”

"In zdaj poglejmo drug zgled prirejanja mnoZzic. Zamislimo si, da imamo Sest
bonbonov in §tiri otroke, bonbone pa delimo tako, da vsak otrok dobi vsaj po en
bonbon. Kak$no bo v tem primeru deljenje bonbonov?”

’Dva otroka bosta dobila po dva bonbona, druga dva pa po enega.”

"V redu. Ampak moremo porazdeliti tudi tako, da en otrok dobi tri bonbo-
ne, drugi trije pa po enega. NariSimo tudi tak zgled deljenja.”

"Imamo tudi tu 'kaznovane’ otroke ali "kaznovane’ tocke?"”

"Ne, nimamo jih, ampak nekateri so dobili po dva bonbona.”

*Tako je. Poglejmo, kaj se da sklepati o te] priredbi:

1. Vsaka puicica izhaja iz ene tocke mnozice A in se koncuje v eni tocki

mnozice 8.

2. 1z vsake tocke mnozice A prihaja ena in samo ena puscica.

3. V vsaki toéki mnozice 8 se konduje vsaj ena puscica {lahko pa se jih kaj-
pak tudi vec).







No, vidite, taki preslikavi mnozice v mnozico matematiki pravijo surjektivna
preslikava ali surjekcija. Zanjo je znaéilno, da pri nji ni ‘kaznovanih’ elementov,
se pravi elementov, v katere ne prileti vsaj ena puscica. Pri tej priredbi so torej vsi
elementi izhodne mnozice ‘pokriti’, se pravi, vsakemu elementu izhodne mnozice
je prirejen vsaj en element vhodne mnozZice.

Zdaj dobro premislite in mi navedite vsaj en zgled take preslikave... na primer
iz svoje Sole.”

"Eeee, to bi bilo, to je mnozica vseh ucencev in mnozica razredov."”

“Tako je. Ce vsi udenci Sole sestavijajo eno mnozico, razredi Sole pa drugo,
se v vsakem elementu druge mnoZice, se pravi v vsakem razredu, znajdejo vse pus-
¢ice, ki priletijo od ucencev tega razreda. Kaksna je preslikava, ¢e je domena mno-
Zica vseh 3olskih knjig ucencev enega razreda, kodomena pa na primer mnozica
njihovih torb?”

“Tudi to je surjektivna preslikava, ker mora priti v vsako torbo vsaj po ena
knjiga.”

"Res je. Vidim, da ste doumeli bistvo take preslikave. Zanima me pa e en
primer, in sicer ravno iz vasega razreda. Naj je vhodna mnozica sestavljena iz vseh
ocen ‘odliéno’, in sicer iz katerega si Zze bodi predmeta v vasem razredu, izhodna
mnozica pa iz ucencev v razredu. Je preslikava mnoZice ocen na mnozico ucencev
pri vas surjektivna?”’

"Ni. V razredu je 32 ucencev, pa samo sedem odliénih ocen in noben uéenec
nima po dveh odliénih.”

(Zanimivo. Podobno je bilo davno nekoé tudi v mojem razredu.)

'"Kaksna preslikava je torej to?"’

’Oh, po mojem je to... temu pravimo injekcija.”

"Dri, pa bo vsaj ob koncu $olskega leta - surjekcija?’’

"Ne vemo. Mogoge."”



“Vidite, tako smo prisli tudi do tretje vrste preslikave...” (Se sreca, da smo
nazadnje le pri§li do konca...)

""Kaj pravite?”’

“Oh, ni¢. Pravim, da je vse zelo zanimivo.”

... in zamislimo si, da imamo $est bonbonov in $est otrok in bonbone deli-
mo tako, da...”

”... vsak otrok dobi po en bonbon.”

“"Tako je. Narisimo tak primer preslikave mnozic.

Pri tem bomo lahko ugotovili, da:

1. Vsaka puscica prihaja iz ene tocke mnozice A in se izte¢e v eni toéki mno-
Zice B.

2. |z vsake to¢ke mnozice A pride po ena in samo ena pusdica.

3. V vsaki to¢ki mnoZice 8 se konéa ena in samo ena puscica.

Pri tej preslikavi so torej ohranjene vse lastnosti injektivne (vendar brez ‘ka-
znovanih’ elementov) in surjektivne preslikave (vendar brez ‘nagrajenih’ elemen-
tov, namreé noben otrok ne dobi ve¢ kakor en bonbon). Taki preslikavi, pri ka-
teri se razliénim elementom vhodne mnoZice priredijo razlicni elementi izhodne
mnoZice, tako da ni neprirejenih elementov, pravimo bijektivna preslikava ali bi-
jekeija. Natanéneje jo definiramo takole: Bijekcija je tak predpis priredbe med ele-
menti vhodne in izhodne mnoZice, ki je hkrati surjekcija in injekcija. Povejte mi,
kaj ste opazili pri teh mnozicah glede na njihove elemente.”

"Imajo enako §tevilo elementov.”
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"Tako je, bijektivno preslikavo lahko vzpostavimo samo med mnozZicama z
enakim Stevilom elementov. Pa mora biti preslikava bijektivna, ¢e imata mnozici
enako §tevilo elementov?”’

""Mislim, da ne. Lahko bi $lo tudi... takole:

"Dobro. Lahko bi bili kajpak tudi vse $tiri elemente prve mnozice priredili
enemu samemu elementu druge mnozice. Ce je mogoce med dvema mnoZicama
vzpostaviti bijektivno preslikavo, potem sta to mnozici z enakim Stevilom elemen-
tov. {Ta stvar, ki je za koncne mnozZice ocitna, je pomagala Cantorju, da jo je za
neskonéne mnozice sprejel kot definicijo.) Ne smete pozabiti na to, saj matemati-
ki trdijo, da je zelo pomembno. S tistimi, katerim to ni jasno, se kratko in malo
sploh - ne marajo pogovarjati.”

"Hvala, da ste nas opozorili na to. Ce je tako, si bomo zapomnili Ze zato, da
jih ne ujezimo; ce se namre¢ spremo z njimi, bomo gotovo mi - na slabsem."”

“Navedite sami Se nekaj zgledov mnozic, med katerimi je mogode napraviti
bijektivno preslikavo.”

"To je pa res lahko. Nastejemo jih lahko, kolikor hocete. Na primer:

- mnozica drzav v Evropi - mnozica glavnih mest evropskih drzav,

- mnozica avtomobilov - mnozica {njihovih) registrskih stevilk,

- mnozica predmetov v izloZbenem oknu - mnozica njihovih cen,

- mnozica ob¢in v republiki - mnozica predsednikov obéinskih izvrnih sve-
tov,

- mnozica strani v kak3ni knjigi - mnozica Stevilk teh strani,

- mnoZica sedezev v kinu - mnoZica njihovih $tevilk...”

"Dosti, dosti. Se kaksen primer s stevili?”

*'S §tevili? Dobro, na primer

- mnozica sodih Stevil - mnozica lihih Stevil. Tudi teh je enako veliko. Se vam
ne zdi?”’

"Seveda, seveda. Ni¢ ne pomaga, moram vam priznati, da imate bijektivno
preslikavo - v malem prstu, oprostite, v glavi, ne v prstu. Ce vam je ta preslikava



tako jasna, bomo izkoristili priloZnost in se seznanili Se z enim zelo pomembnim
pojmom, ki je v zvezi z bijektivno preslikavo.”

“In kaj je to?"’

""Pojem ekvivalentnih mnozic. Pravimo, da sta mnozici ekvivalentni, ¢e more-
mo med njima vzpostaviti bijektivno preslikavo.”

"'Se pravi, da so vse mnozice, ki smo jih nasteli - ekvivalentne.”

"Tako je... vse so med seboj ekvivalentne. Ce matematiki Zelijo poudariti, da
imata mnozici enako Stevilo elementov ali da imata isto polenco, takima mnozi-
cama pogosto pravijo tudi ekvipolentni mnoZici. Nastejmo Se nekaj zgledov ekvi-
polentnih mnozic:

SR Hrvatska Zagreb ‘
SR Srbija nggrad =
SR Slovenija Ljubl jana
SR Crna Gora Titograd
Sg galﬁ " 5 Sarajevo
edoni ja Skop je
AP Vojvodina —Nov?.aSad “
AP Kosovo Pristina ‘

"Vse je tako preprosto. Lahko si bomo zapomnili.”

“Preprosto je res. Vendar pazite, da vas takole vprasanje ne zmede:

Sta enaki mnozZici tudi ekvivalentni?”’

"’Sta. Enaki mnoZici imata iste elemente, se pravi, imata tudi enako veliko e-
lementoy, to je, sta ekvivalentni.”

""Dobro. Ljubo mi je, da ste na vprasanje tako zanesljivo odgovorili.

In zdaj mi povejte:

Ali so ekvivalentne mnozice tudi enake, z drugimi besedami: &e sta mnoZici
ekvivalentni, ali morata biti tudi enaki?"’

“Ekvivalentni mnozici sta lahko tudi enaki, ni pa nujno; enaki mnozici pa
morata biti tudi ekvivalentni. V tem je razlika med enakimi in ekvivalentnimi
mnozicami.”
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""Navedite kak$en primer za-to, kar ste ravnokar rekli.”

"Ni¢ laZjega. Zadnji dve mnozici na strani 66 sta na primer enaki in seveda
tudi ekvivalentni, tile dve pa sta ekvivalentni, vendar nista enaki.”

“Ze vidim, da vas kmalu ne bom imel ve¢ kaj vprasati.
Mogoce pa imate vi kak$no vprasanje?”’

"Imamo za ekvivalentnost mnoZic posebno znamenje?”
"Seveda ga imamo. Takole:

M\/ |l

‘)

6577:4'—
=

Potemtakem A = B beremo: mnozici A in B sta ekvivalentni. In zdaj ponovi-
mo vse tri primere preslikav mnozic, in sicer na zgledu postarja, ki raznasa pisma
po hisah.”

"Postarja, ki raznasa pisma? Ha, ha, ha, smo pa res radovedni, kako je to.”

""Zamislite si torej pismonosa, ki s polno torbo pisem raznasa pisma po ulici
od stanovanja do stanovanja, dokler se mu torba ne izprazni. Imamo torej dve
mnozici: mnozici pisem v torbi in mnozico stanovaicev, ki jih pismonosa obisce.
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Premislite in povejte: v katerem primeru bo raznasanje pisem injektivno, v
katerem surjektivno in kdaj bijektivno?”

*Zanimiva naloga, ampak resili jo bomo kot domaco nalogo.”

"Dobro, samo nikar ne pozabite, kar ste obljubili. Ce ste v resnici razumeli
pojem preslikave, vam bo to zelo pomagalo pri ucenju matematike, ker je presli-
kava gotovo eden od klju¢nih pojmov...”

""Skoraj ne moremo verjeti, ker je - tako preprosto. Ni mogodce, da tudi pravi
matematiki tako pojasnjujejo ta pojem. Gotovo govorijo veliko bolj zapleteno...”

"No, sicer ne govorijo ¢isto tako kakor mi, zlasti ne risejo toliko in ne nava-
jajo takih zgledov, vendar v bistvu govorijo isto. Poglejmo, kaj bi na primer mate-
matik rekel o preslikavi:

‘Naj sta A in B mnozici. Preslikava mnozice A v mnozico 8 je urejena trojka
(A B 1), sestojeca iz mnoZice A, ki ji pravimo vhodna mno#zica, definicijsko pod-
ro¢je ali domena, iz mnoZice B, ki ji pravimo vrednostno podroéje, izhodna
mnozica ali kodomena, in iz pravila 7, po katerem vsakemu elementu x € A prire-
dimo element y € B (odvisen od x). Prirejeni element y se imenuje vrednost pre-
slikave pri elementu x in ga oznacujemo s f(x). O elementih x € A pogosto govori-
mo kot o neodvisni spremenljivki ali argumentu preslikave, o elementih y € B pa
govorimo kot o odvisni spremenljivki preslikave.’ Tako bi vam matematik razlozil
preslikavo. In zdaj mi odkrito povejte: Ste razumeli?”’

"Smo. V resnici smo vse razumeli. Ce bi ne bilo prejinjih zgledov, bi nam
mogoce ne bilo vse jasno, tako pa je.”

"Dobro. Ce je tako, ponovite, kar ste si zapomnili.”

"Bomo. Pa se bomo kljub temu zatekli k risanju, ker je tako laze...”

""Dobro, dobro. Kar lepo nariite in raziozZite, kar ste si zapomnili.”’

"Poglejte, takole. Imamo mnozici A in 8.

At
Ad N 2N B Aetmina,




Preslikava sestoji iz vhodne mnoZice A, ki ji pravimo tudi domena, izhodne
mnozice B, to je ko... kodomena, in postopka ali predpisa, s katerim vsakemu ele-
mentu mnozice A priredimo element mnozice 8. Elementom mnozice A pravimo
neodvisne spremenljivke, elementom mnozice 8 pa odvisne.

Smo dobro povedali?”

"’Ste. Mislim, da niti pravi matematik ne bi nasel vecjih pripomb, ¢e ni ravno
poseben pikolovec.

Najbolj bistveno ste dobro opazili, in sicer:

- vhodna mnozZica - domena,

- izhodna mnozica - kodomena,

- postopek, predpis f, po katerem se elementom vhodne mnoZice priredijo
elementi izhodne mnozice.”

"Nismo kar tako, takoj smo zavohali, v &em je stvar.”

"Vidim, vidim, to mi je ljubo. Ampak da ne pozabim. Za preslikavo zelo po-
gosto uporabljajo Se en izraz, mogoce e bolj znan kot ‘preslikava’, in sicer funkci-
ja. Nekateri matematiki sicer s funkcijo mislijo samo posebno vrsto preslikave,

vendar se v to zdaj ne bomo spuicali. Vazno je, da smo doumeli bistvo tega poj-
ma.”

“lzraz “funkcija’ nam je nekam znan. Kakor da smo ga Ze slisali.”

“Brzkone. V matematiki in v drugih znanostih ga zelo pogosto uporabljajo,
Se posebej v fiziki. Pravimo na primer:

- pot (s} je funkcija ¢asa (t) ali s = f(¢t),

- obseg kroga (o) je funkcija polmera (r): 0 = f{r),

- ploséina kvadrata (P) je funkcija njegove stranice (a): P = f(a)
in tako naprej.

Mogode pa ste kje srecali tudi izraze:

- linearna funkcija, kvadratna funkcija, funkcija ene spremenljivke in podo-
bno.

V vseh teh primerih imamo seveda: vhodno mnozico (domeno), izhodno
mnozico (kodomeno) in postopek £, po katerem je vsakemu elementu domene pri-
rejen element kodomene. Simboli¢no se taka preslikava mnoZice v mnozico po
navadi zapise:

A—>B

ali f:A=>B




Ker poljubni, kateri si Ze bodi ele-
ment vhodne mnozice A po navadi
oznacujemo z x (in mu pravimo neod-
visna spremenljivka), element izhodne
mnozice B pa z y ali f(x), oznadujemo
funkcijo tudi

Vor={ P

"Dobro, to vse razumemo, kljub temu pa nas zanima, kaksen je v praksi po-
stopek prirejanja elementov ene in druge mnozice. Kaj je pravzaprav ta 12 *
""Dobro, pokazem vam na nekaj zgledih. Vzemimo, da je vhodna mnozica na
primer:
A={1, 2 3, 4}, izhodna pa:

B =1{3,6,9 12} innajje f(1)=3, f(2)=6, f(3)=8inf(4) =12,

to zapidemo tudi takole: 1-3,2~6 3-8ind—12."
“In kaj pomenijo te pusdéice z repom?*
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S takimi pus€icami nakazemo prirejanje med efernenti mnozic, s puscicami
brez repov pa prirejanje mnozic, na primer A - 8. Poglejte zdaj ti mnoZici in po-
vejte, kako smo, bolje reéeno, s katerim postopkom moremo iz elementov mnoZi-
ce A dobiti elemente mnozice 8.

“Na primer z mnoZenjem s tri.”

"Tako je. V tem primeru ima postopek prirejanja pomen zahteve: ‘pomnoZi
s tri’ ali ‘potroji‘. Ce izpustimo to zahtevo, se pravi, &e jo uporabimo pri elemen-
tih mnozice A, dobimo elemente mnozZice 8. Matematik ta ukaz zapise takole:

y = 3x
Za x jemlje elemente mnozice A (domene}, vsak element pomnozi s tri in do-
bi elemente mnozice 8. To lahko napisemo tudi v obliki tabele:

A f B
Xy =1 x3 f(l)=3=y,
X, =2 %3 f@2y=6=y,
X, =3 x3 f@B)=9=y,
Xs = 4 xs f4)=12=y,

Vasih je postopek prirejanja izraZen z zahtevo:

‘pristej pet’; to napisemo v oblikiy = x + 5, ali:

‘pomnozi s $tiri, potem pa odstej dve’, torej: y = 4x — 2, ali: z ukazom:

‘kvadriraj’, torej y = x?, ali s kak$no podobno zahtevo.

Kaj bomo torej dobili z zahtevo ’pristej pet’, ¢e vzamemo za vhodno mnozi-
co A ={1,2, 3,4} in je izhodna mnozica kak$na podmnozica naravnih stevil?"’

1—6
i 2—7
xe A F -

y=x+5

{xeN:7 x <72}
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"Poglej no, poglej, kako preprosto in zanimivo. Postopek prirejanja je torej
nekaksen ‘ukaz’, ki ga je treba izpolniti, da iz elementov vhodne mnozice dobimo
elemente izhodne mnoZice.”

"Res, natanéno tako ga lahko pojmujemo.”

""Se to pravi, da so tudi racunske operacije - seStevanje, mnoZenje, kvadrira-
nje...-pravzaprav funkcije?”’

"Res je, vse to so funkcije.”

”Cudno, na kaj takega bi ne bili nikoli pomislili. Pa so vhodne in izhodne
mnozice pri teh operacijah iste?””

""Zelo zanimivo vpraSanje, odgovor pa ni tako preprost. V vsakem primeru
moramo namreé pregledati, kaj je vhodna in kaj izhodna mnozZica. Pri seStevanju
ali pri mnoZenju imamo zmeraj po dve Stevili, rezultat je pa eno §tevilo. Tu bo to-
rej morala imeti vhodna mnozica za elemente pare $tevil, izhodna mnoZica pa bo
sestavljena iz Stevil, vendar ne iz njihovih parov. Pri kvadriranju {ukaz: ‘pomnozi
stevilo s samim seboj’) pa ni tako. Vzemimo, da vhodno mnoZico sestavljajo vsa
cela Stevila. Poglejmo na stran 72, kaj smo dobili kot slikc mnoZice, Ce je

xXeA f(x)eB £ () =%
f:A—>B

Mogoce bo $e bolj pregledno, ée vam to podamo s tabelo:

X Lo —4]—=3|—2}—1

0\1‘2\3 4\5‘..A

f(X)=x2..|16|9|4‘1 |o‘ 1| 4‘9.16'25’.. B

" Je ta funkcija tudi injekcija?”

”Ni, ker so nekateri elementi iz mnozice B slike po dveh elementoviz A.”

“Tako je, imate prav.

Zdaj vidite: ta funkcija prevaja mnozico celih Stevil..."”

... v mnozico pozitivnih Stevil, ki je podmnoZica mnozZice celih Stevil.”

"Sijajno. Ali Se natancneje: v podmnoZico nenegativnih Stevil, to je, v mnozi-
co pozitivnih $tevil obenem z ni¢lo. Ce namreé reéemo samo ‘pozitivna Stevila’, ni
vklju¢ena ni¢la, ker ni ne pozitivna ne negativna. V ‘nenegativna Stevila’ pa je ni-
¢&la vkljucena. Vam je torej zdaj jasno, da moramo pri vsaki funkciji zmeraj natan-
&no vedeti, kaj je vhodna, kaj izhodna mnoZica in kaksen postopek uporabljamo?
Ce ti trije pojmi niso jasni, rajsi...”

... pred matematiki niti omenjati funkcije.”

"Tako je. Ravno to sem vam zelel reci.”

{xeN:72 < x <74}



Par

"Poglej, poglej, kaj tudi to spada v matematiko?

Menda ni tudi par c¢evljev matemati¢ni pojem? Kaj Sele zakonski par, ha, ha,
ha.”

“Vi se kar smejte, ampak par je §e prav posebej pomemben pojem v matema-
tiki, pomeni pa dvojico, mnozico dveh elementov, se pravi isto kakor v vsakda-
njem Zivljenju. Seveda so v matematiki obravnavani objekti, ki sestavljajo par,
predvsem $tevila, ne pa na primer nogavice ali rokavice.”

“In kaj naj s pari v matematiki?’’

“Ne bodite nestrpni! Najprej se moramo malo podrobneje seznaniti s tem
pojmom, pa bomo videli, kje in kako ga uporabljamo. Ce torej vzamemo kateri si
Ze bodi §tevili, sestavljata par Stevil. Pravzaprav niti ni treba, da bi bili_ravno Stevi-
li, lahko sta na primer besedi. Sicer pa poglejmo nekaj parov:

4.8 7,5 m, n R, Q X, y

Za par je torej bistveno, da imamo dva predmeta; njun vrstni red ni pomem-
ben. Iste pare lahko napiSemo tudi takole:

8,4 5,7 n, m Q, R Yy, X

{xeN:73 < x <75}



Vendar je v matematiki pogosto zelo pomemben tudi vrstni red elementov
dvojice, se pravi, kateri element pride prvi, kateri drugi. V tem primeru pravimo,
da je par urejen. Stevila najpogosteje urejamo po naéelu: manjsi - veéji, lahko pa
jih tudi drugace. Crke najpogosteje urejamo po abecedi. Urejene pare po navadi
piSemo v oklepaju:

(25 (68 (xy) (ab)

Omenimo $e, da je neurejen par mnozica dveh elementov, urejen par pa na
splosno ni mnoZica dveh elementov.

Kateri od parov je urejen:

a) dva robca b) dva cevlja?

Razumljivo je, da je pri urejenih parih a, b drugaée od b, a, se pravi

(@, b) # (b, a), ceje a#b

Zgled, na katerem je lepo videti uporabo urejenih parov, je koordinatni sis-
tem, v katerem...”

{xeN 74 < x <76}



"In kaj je 'koordinatni’ sistem?"’

"Koordinatni sistem sestoji iz dveh §tevilskih premic, ki...”

“In kaj je 'Stevilska premica’?”’

’Kaj res ne veste ali pa se igrate na moj rac¢un, samo da vam s takimi vprasa-
nji hitreje mine ¢as?”

(Samo poglej si jih: uporabljajo isto metodo, kakor smo jo véasih mi. Udite-
lja kar naprej kaj sprasuje$, kakor da te zanima tisto, o ¢emer govori, vse to pa
pocénes samo zato, da mine ura in ne vprasa on tebe. In ¢e ucitelj ne odgovori, si
takoj mislis: “Vidi§ ga, dela se vaznega, pa tudi sam ne ve.”” Zato jim bom na to
vprasanje odgovoril, ampak na kratko.}

"Dobro, raziozil vam bom, kaj je Stevilska premica in kaj koordinatni sistem,
vendar upam, da me ne boste vprasali: ‘In kaj je premica?’ "’

(Vem, da so to razumeli kot 3alo, pa niti ne slutijo, da na to vprasanje tudi
jaz ne znam odgovoriti.)’

Stevilska premica je premica, na kateri sta oznadeni dve togki:

- zacetna, ki jo po navadi oznadujemo z O, in

- enotska to¢ka (£).

S tema toc¢kama je doloc¢ena tudi enotska daljica OF. S §tevilsko premico
vzpostavljamo zvezo med tockami in Stevili po nacelu: vsaki toc¢ki ustreza (samo)
eno 3tevilo in vsakemu Stevilu je prirejena ena tocka. Smer OF imamo za pozitiv-
no, nji nasprotno pa za negativno. Ce Zelimo na primer dologiti tocko, prirejeno
Stevilu 4 na Stevilski premici, vzamemo enotsko daljico OF in jo prenesemo $tiri-
krat v isti smeri. Tocko, prirejeno §tevilu —3, dobimo tako, da enotsko daljico
prenesemo trikrat od izhodiséne tocke, vendar v nasprotni smeri.

Koordinatni sistem pa sestoji iz dveh §tevilskih premic, ki imata skupno zace-
tno tocko. Ce sta taki premici med seboj pravokotni, govorimo o pravokotnem
koordinatnem sistemu. Pozorno poglejte sliko in povejte, kaj se tu prireja.”

Pari tevil in tocke."”

{xeN:75 < x < 77}
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"Tako je. S koordinatnim sistemom vzpostavljamo povezavo med urejenimi
pari Stevil in tockami ravnine po nagelu: vsakemu urejenemu paru Stevil ustreza
ena (in samo ena) tocka ravnine in obratno...”

"... vsaki to€ki ravnine ustreza en in samo en urejen par $tevil.”

”Vidite, to je izredno pomembna uporaba urejenih parov. Stevilska premica
in koordinatni sistem sta torej nekakSen most, ki spaja Stevila in tocke, se pravi
aritmetiko in geometrijo.”

"Kaj, da ima koordinatni sistem tako pomembno vlogo v matematiki?”

"“Ne samo pomembno vlogo, njegovo odkritje pomeni tudi zadetek novega
obdobja v matematiki.”

""Se pravi, da je vaznejsi, kakor smo prvi trenutek pomislili. In katera so na
sploino najpomembnejsa obdobja v zgodovini matematike?’’

Po mnenju ruskega matematika Kolmogorova,® enega od najveéjih sodo-
bnih matematikov, je matematika od prvih zadetkov do danes prehodila tele do-
be:

1. Prva doba od najstarejsih ¢asov, se pravi od zadetka matematike kot zna-
nosti, do priblizno srede 17. stoletja, to je ravno do odkritja Descartesove’ ko-

S Andrej Nikolajevié¢ Kolmogorov (1903), ugleden ruski matematik.

7 René Descartes (1586 - 1650), francoski filozof, matematik in fizik, po polatinjenem imenu
(Cartesius) imenovan tudi Kartezij.

{xeN:76 < x < 78}




ordinatne geometrije. V tem {asu so se izoblikovali osnovni pojmi aritmetike in
geometrije in dosegli Ze precej visoko stopnjo abstrakcije, posebno v delih Arhime-
da, Apolonija in Evklida. Za to dobo je znadilna ‘statiéna’ matematika, ker so ma-
temnatiki takrat vecinoma delali s stalnimi koli¢inami in trdnimi geometrijskimi li-
ki.

2. Druga doba sega od Descartesovih odkritij koordinat in spremenljivih ko-
licin pa do priblizno srede 19. stoletja. V tem ¢asu je prisla v celoti do veljave
spremenljiva matemati¢na koli¢ina in sta se razvila pojma funkcije in geometrijske
transformacije.

3. Za tretjo dobo, ki se zadenja v Sestdesetih letih 19. stoletja in traja do tri-
desetih let 20. stoletja, je bistvena vloga Cantorjeve teorije mnozic in matematiéne
logike. Cutiti je tudi pomen struktur in matematiénih prostorov, ki povezujejo
razna podrocja matematike.

4. Zadnja, danasnja doba traja kaksnih Stirideset let in se je zacCela, po
Kolmogorovu, z izdelavo hitrih raéunalnikov, ki ji dajejo tudi peéat. V tej dobi je
posebno pomemben razvoj abstraktne algebre, topologije, matematicne logike in
sploh ‘abstraktnih’ podrocij matematike. Vendar je prav za ta ¢as znacilno, da se
Eedalje bolj zmanjSuje raziika med teoreti¢no in uporabno matematiko, saj je mo-
goce tudi najbolj abstraktne matematicne teorije, predvsem zaradi elekronskih ra-
¢unalnikov, konkretno uporabiti v prakti¢nem reevanju raznih tehniénih in pra-
kticnih problemov. Eno takih vpra$anj je na primer izracunavanje poti umetnih
vesoljskih teles. V tej dobi se posebno plodno uveljavlja prepletanje Stevilnih mate-
mati¢nih panog. Ravno zdaj se je popoinoma osamosvojila tudi zgodovina mate-
matike kot posebna panoga. Vendar pustimo zgodovinska razmisljanja in se vrni-
mo k mnoZzicam. Seznanimo se $e s konkretno uporabo urejenih parov pri mnoze-
nju mnozic.”

Premi produkt mnozic

"Ze spet nekak3en &uden naslov. Kaj ni zadosti ‘produkt mnoZzic’? lzraz ‘pre-
mi’ namre¢ ne obeta ni¢ dobrega. Skoraj gotovo se za njim skriva kak$na zvijaca.
Joj, kako matematiki radi komplicirajo.

Vem, da priblizno tako premisljujete, odkar ste prebrali ta naslov.

{xeN:77 < x < 79}
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Ce vam ni vie€ izraz ‘premi’, ga lahko zamenjamo z izrazom ‘neposredni’ ali
‘direktni’ ali ‘karteziéni’ produkt. To je vse, kar moremo zamenjati v naslovu, ne .
da bi se pomen kaj spremenil.” O

“Ce je tako, hvala lepa za tako zamenjavo. Eno in drugo nam je enako neja-
sno. Kaj je torej ta neposredni, direktni, premi, karteziéni produkt?” (Ha, ha, ha,
ta izraz nam je pa res viec.})

"To vam bom razloZil na nekaj zgledih, potem pa ga bomo natanéno defini-
rali.”” (Nisem sicer prepri¢an, da je to najboljsi nagin. Ali ne bi kazalo zadeti pri de- b
finiciji pojma in Sele potem navajati zglede? Eni trdijo eno, drugi drugo, meni ose-
bno pa se zdi, da tisti, ki razume, razume tako ali tako, kdor pa ne razume - za

; A i &
tistega je tako vse stran vrzeno.) /
"Vzemimo torej poljubni mnozici A in B. Zaradi preprostosti - samo- zato, da A
nam ni treba ne vem koliko pisati - vzemimo mnozici z manjsim stevilom elementov. o)
Naj ima na primer mnozica A kroZec in zvezdico, mnozica B trikotnik, éetveroko- /
tnik in &rtico. Torej E’O
A
A={O, %} B={A O —} e
Napravimo zdaj iz elementov teh mnoZic urejene pare, tako da je prvi ele- *,/
ment para iz prve mnoZice, drugi pa iz drugega. Takole: s kroZcem na prvem me-
stu lahko napravimo tri pare, in sicer: >
P
(O, &) (O. O (O ) ’*Oy -
A
ravno tako z zvezdico na prvem mestu: GD);b *
s = A
(%, A (%, O) (%, —) 7 *J
Napravimo zdaj novo mnoZico, katere elementi so urejeni pari: Q]))Z *;
o
(O, £) (O, O) (O, =), (%, A), (%, 0), (%, =) =AxB 2 ADAL,, i
? ’
Tako dobljeno mnozico imenujemo direktni produkt mnozic A in B in ga ~ * 0
oznadimo (A} : 9
AxB " *\ 2”78 *
) o b/..
”In to je vse?” Axs ¥
"Vse.” /('*’
a o . SUNS
Potem niti ni tako grozno, kakor smo mislili. Glede na tak naslov.” P /
"Seveda ni. Napravite zdaj sami kartezicni produkt mnozic M in N, Ce je: :*’ /
M ={svinénik, pero} N = {kreda, goba}.” grze ~
“Saj to je igra&kanje. Prosim: %

M x N = {(svinénik, kreda), (svinénik, goba), (pero, kreda), (pero, goba) } ."”

U\\
g\j,ﬁ ¥
In kako se bo glasil produkt & x M?" 4(/2
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"Takole:

N x M = {(kreda, svinénik), (kreda, pero), (goba, svinénik), {goba, pero) §."”
"Res je. ZapiSite si zdaj nekaj vprasanj in prihodnji¢ mi odgovorite nanje:
Sta omenjeni mnozici M x N in N x M enaki? Pojasnite.

Sta mnozici M x N in N x M ekvipolentni? Pojasnite.
Dolocite mnozici M x M in N x N.

@w oo~

Kaksna je zveza med Steviloma elementov mnozic, ki
sestavljata kartezi¢ni produkt, in Stevilom elementov kar-
teziénega produkta, se pravi Stevilom urejenih parov karte-
zi¢nega produkta?”’

"Dobro, &e hocete, lahko
odgovorite Sele po poletnih podi- p ,??\)2(
tnicah, samo ne prihajajte na te- h
kmovanje iz matematike, dokler
ne odgovorite nanje.”

"Je tudi karteziéni produkt
mogode narisati?”’ é

@p,) (@)

"Mogoée, &e ravno hodete. a'; ------------ '.-.‘__-, 4

N !
Presenecen sem samo, da niste te- (o [ . "(4_2,_51)_ "@ét)
ga Ze prej vprasali.” “f _________ asb,) | 23 51)

(Seveda, $e na misel jim ne 'I?"""
pride vprasanje, kako strogo mate- i
matiéno definiramo ta produkt, A g
risanje jih pa zanima.) J
““No, Ce na primer vzamemo H

1
1
!
|
1
1

mnoZici:

A= {a,, a, a,} in
B ={b,, b}

je njun produkt
A x B = {{(a,, b,), (a,, b))

(a, b,), (az’ b)), (a,, b,)
(a5 b,)}

ki ga lahko pokazemo takole:
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Karteziéni produkt mnozic, katerega elementi so Stevila, po navadi podamo
z mrezo v koordinatnem sistemu. Za mnozici

X={12 3}

bo na primer

Xd W =1 M (. 2);

ali

(52 @Y (32)
H _f

._-_@Z)L.ff:z_*@z)%
!

I

N e
N

3 X

in Y={0,2

(2.1), 2,2, 3 1), 3, 2)}

Posebno pomemben in zanimiv je
produkt N x N, pri katerem je N zname-
nje za mnoZzico naravnih §tevil, torej

N=(1,2234567 ..}

Seveda ima neskonéno veliko ure-
jenih parov in jo (deloma) lahko pokaze-
mo tudi s pravokotno mrezo. Zamislimo
si kateri si Ze bodi par naravnih Stevil, pa
ga bomo nasli v taki mrezi, ¢e gremo le
zadosti dalec.

Ce imamo pred oémi ravno mrezo,
v kateri so vsi mogodi pari naravnih Ste-
vil, nam je jasno, da lahko mnoZenje na
primer pojmujemo kot funkcijo, pri ka-
teri je vhodna mnoZica ta mreza, to je

L1 7%
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mnozica N x N, izhodna mnozica pa mnozica naravnih Stevil N, se pravi, da je
mnozenje funkcija z N_x N v N. Lahko reéemo, da je vsakemu urejenemu paru
{a, b) € N x N prirejeno popolnoma dolo¢eno naravno stevilo a - b, ki mu pravimo
zmnozek ali produkt Stevii g in b.

Torej je z {a, b) = a - b dana funkcija z N x N v N. Se pravi, da na primer
zmnozek 8 - 7 pojmujemo kot sliko, prirejeno elementu (8, 7) mnozZice N x N, to
je pa 56 iz mnozice N.

Mislim, da je Ze ¢as, da spoznamo tudi definicijo premega produkta mnozic.
Ta se torej glasi: Premi produkt mnozic A in B je mnozZica vseh urejenih parov
{a, b), pri éemer je a element mnozice A in b element mnozice 8. Ampak &e bi vas
kdaj kaksen matematik vprasal:

"Kaj je premi produkt mnozic?’, vzemite svinénik in papir in mu zapiite to-
le:

AxB=1{labach beb)

)
§ : in pri tem spregovorite (pa sami pri sebi}: premi produkt mnozic A in B je mnozi-
1 B ca vseh urejenih parov {a, b) z lastnostjo, da je 2 element mnozZice A in b element
3 3 5 "
mnozice 8.
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Mnozice in Stevila

**Je kak$na zveza med mnozicami in Stevili?”’

“Je, kaj bi ne bila. Se spominjate ekvipolentnih mnozic?"’

’Kaj bi se jih ne. To so mnozice, pri katerih je mogoce prirejanje po eden ali,
kako se Ze rece, bi... bi... aha, ze vem, bijektivna preslikava.”

“Navedite mi za zgled nekaj ekvipolentnih mnozic.”

"Prosim, to so na primer takele mnozice

""Drzi. Pa jih res niste pozabili. Torej, ekvipolentne mnozice imajo nekaj sku-
pnega. Pravimo, da imajo isto polenco ali isto glavno ali kardinalno §tevilo.”

""Kaj imamo $e kaksna druga Stevila poleg glavnih?”

“Imamo. Loc¢imo namreé glavna ali kardinalna in vrstilna ali ordinalna §tevi-
la. Glavno Stevilo nam odgovarja na vprasanje: Koliko je Gesa? Vrstilna $tevila od-
govarjajo na vprasanje: Kateri po vrsti? Ena, pet, deset, sto pet... so glavna $tevila,
prvi, peti, deseti, stopeti so vrstilna §tevila. Katera so potemtakem glavna ali kardi-
nalna $tevila nasih mnozic?”

"To sta tri in pet, jasno.”

"Res je. Poglejmo samo Se, kako jih oznadujemo. Ce imamo mnoZico S,
oznacujemo njeno glavno Stevilo card S ali Kard S ali samo (S} ali £ S. V nasem
primeru bo torej

k(A) =k (B) =k (C) =3

k(Ry=k(S)=5

Grle se lathes
paracuna taleole
725 0257 2%

*02% .52
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1010011
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Kardinalno §tevilo vsake enoelementne mnozice je 1.
Kardinaino §tevilo vsake dvoelementne mnozice je 2.
Kardinalno $tevilo vsake trielementne mnozice je 3.

Povejte mi, kolik§no je kardinalno $tevilo - prazne mnozice.”
"To je nic."”

’In kako naj to zapiSemo?’’

"Takole:

"Drzi. Vidite, kako nam je tudi tukaj prazna mnozica koristna, ker smo z
njo dobili niélo. Vam je zdaj jasen pomen izreka: Naravna stevila so kardinalna
Stevila konénih mnozic.”

“Je. To pomeni, da vsaki konéni mnoZici pripada doloceno naravno $tevilo.”

""Tako je , uganili ste.”

"Nismo ‘uganili’, temveé vemo, za kaj gre.”

"QOprostite. Ne smete mi zameriti.”

POVEZAVE MED OPERACIJAMI Z MNOZICAM}
IN OPERACIJAMI S STEVILI

”Ce smo doumeli zvezo med mnozicami in naravnimi Stevili, nam tudi ne bo
tezko doumeti povezave med operacijami z mnozicami in operacijami s Stevili, to
je, povezave med unijo in seStevanjem, razliko mnozZic in odStevanjem Stevil, pre-
mim produktom mnoZic in mnozZenjem Stevil.”

"Tudi nam se je zdelo, da mora biti kak$na povezava med temi operacijami,
samo nam $e ni popoinoma jasno, kaksna...”

""To je zelo preprosto. Sicer pa boste takoj tudi sami videli. Zaénimo z unijo
mnoZic in s sedtevanjem Stevil. Ce imamo dve kateri si Ze bodi konéni mnoZici A
in B, se lahko pokaze, da je v sploSnem primeru

K(AUB) + k(A B) =k (A) + k (B) 1)

ali z besedami: Vsota kardinalnega Stevila unije mnozic A in B in kardinalnega §te-
vila preseka mnoZic A in B je enaka vsoti kardinalnih Stevil mnozic A in B.”"
"To pa le ni tako preprosto. In kako je v konkretnem primeru?”’
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"Poglejte: vzemimo, da imamo
mnozici

A={1,23 45 in
B=1{4,5 6 7

Zdaj dologite sami unijo in presek
teh mnozic, pa tudi kardinalna Stevila
mnozic A in B ter unije in preseka. Bo
§lo?”

""Kaj bi ne §lo! Kar po vrsti:

AUB={1,23 4,56 7)
ANB=1{4, 5

kardinalna §tevila so pa

k(A)=5 k(B)=4
k(AUB)=7 in k(AnB)=2
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Ce je treba, lahko ti mnoZici tudi nariSemo.”

A B

Z.
AnB

""Zdaj pa se samo Se prepricajte, ali velja za dani mnozici povezava (1).”
"In kako naj to naredimo?”

"Tako da v enakost (1) vpiSete dobljena kardinalna $tevila.”

""Dobro, poskusimo:

k(AuB)+ k(AnB) =k (A) + k(B)
ali

7+2=544
To bo gotovo drzalo, saj smo dobili,daje 8=9."

”Ce bi namesto danih mnozic vzeli kateri si Ze bodi drugi konéni mnozici A
in B, jima dologili unijo in presek in njihova kardinalna §tevila, bi videli, da je na-
vedena enakost zmeraj resni€éna. To je torej povezava med unijo in seStevanjem.

Posebno pomembno in zanimivo pa je, kadar mnozici A in B nimata skupnih
elementov, &e je njun presek prazen. Ce je namre¢ A N 8 =0, potem je, kakor ve-
mo, kardinalno Stevilo preseka mnoZic ni¢, to je iz

AnB=20 sledi k(AnB)y=k0=0
tako da enakost (1) dobi obliko
k(AuUB) =k(A) + k(B) (2)

Po tem lahko skiepamo: Ce sta A in B mnozici brez skupnih_elementov, je
kardinalno §tevilo unije mnozic A in 5 enako vsoti kardinalnih stevil mnoZic A in
B. Se pravi, da je enakost (2) poseben primer enakosti (1). Poskusajte sami navesti
kaksen zgled za primer, kadar sta mnozici brez skupnih elementov.”

“Dobra. Vzemimo, da sta mnozici: A ={2,4,6,8}in8={1,3,5,7,9}.
Njuna unijaje Au B={1,2,3,4,5,6,7,8,9}, kardinaina 3tevila pa k(A) = 4,
k(B) =5 in k{4 U B) = 9. Zdaj moramo samo $e ugotoviti, ali je k{4 U B) =
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= k(A) + k(B). Ce vstavimo k{A U B) =9, k(4) = 4 in k(B) =5,dobimo 9 =4 +
+ 5, to pa drzi. Se pravi, da je enakost
k(AuB) =k(A) + k(B)
prava.”
Prav gotovo, ¢eprav bi ne smeli skiepati po tem primeru. Preglejmo zdaj po-
vezavo med razliko mnozic in odstevanjem Stevil. Ce imamo kateri si ze bodi kon-
&ni mnozici A in B, moremo pokazati, da na splosno velja enakost

k(A\B) =k(A) —k(ANnB) (3)
ali: kardinalno Stevilo razlike mnoZic A in B je enako razliki kardinalnega Stevila
mnoZice A in kardinalnega Stevila preseka mnozic A in B. Navedemo takoj tudi
zgled: Naj sta dani mnozici

A=1{2345 6,7 in B={57 8 9}

PokaZimo mnozici tudi z risbo Stevilske premice, takole:

Dolo¢imo razliko in presek teh mnozic:
A\B=1{2, 8, 4, 5}
AnB={6 7}

Kolik$na so kardinalna $tevila teh mnozic?”’
"To takoj lahko vidimo:

k(A)=6, k(B)=4, k(A\B)=4 in k(AnB)=2

“In kaj bomo zdaj napravili?”’

"Preverili, ali velja za ti mnoZici enakost (3).” /2260?/?

""Tako je. Preverite torej!”’

"Napisali bomo najpre]j enakost, potem pa ustrezna §tevila. TakoIeAf@\B/::

KA) kg,

K(A\B) =k(A) —k(AnB) ali PGP

4=6-2

Res je, drzi.” QM WZ&:

““Menda niste mislili, da sem vas osleparil. Vendar tudi tukaj poglejmo pose-
ben primer, zelo pomemben za razumevanje odnosov med razliko mnozic in od-
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Stevanjem $tevil. Vzemimo, da je mnoZica B podmnoZica mnozice A, da je torej
B8 ¢ A. Koliksen je v tem primeru presek mnozic A in B, se pravi A N B?"

"Takoj (samo da se spomnimo, kaj je pravzaprav presek mnozic; presek je...
presek je mnozica, sestavljena iz elementov ene in druge mnozice, in ce je mnozi-
ca B zajeta v mnozici A, se pravi, da so vsi elementi 8 obenem tudi elementi A,
torej...),Ceje B C A, jeANnB=8"

""Tako je. Trajalo je pravzaprav precej Casa, preden ste se spomnili, vendar vi-
dim, da veste, kaj je presek mnozic. Ce je torej A N B = B, je tudi k(4 N B) =
= k(B). Kako se bo v tem primeru glasila enakost

k(A\By=k(A) —k(AnB)? "
"Ta enakost se bo glasila
k(A\B) =k(A) —k(B). "
"To si dobro zapomnite. Ce sta A in B taki konéni mnozici, daje B C A,

potem je kardinalno Stevilo razlike mnozic A in 8 enako razliki kardinalnih Stevil

mnozic A in B. llustrirajmo tudi ta primer z zgledom. Recimo, da sta dani mnozi-
ciA={2,3,4,56,7} inB=1{4,5,6}.Jasno,daje B S A.

A

. a',‘ .. |" l

= 3U

Kolik3na je razlika mnozic A in 82"

"RazlikajeA\B={2,3,7}.”

” In zdaj se lahko prepri¢amo, ali velja za ti mnoZici enakost k(A \ B) =
= k{A) — k(B). Dolodite najprej kardinalna Stevila.”

"Dobro: k{A \ B) = 3, k(A) =6, k(B) =3. CevklA\ B) = k(A) — k(B)
vstavimo ta §tevila, dobimo 3 =6 — 3, to pa je res.

iz teh 2gledov lahko sklepamo, da so operacije unije in razlike med mnoZi-
cami splosnejse, Sirfe od radunskih operacij seStevanja in odStevanja §tevil. Lahko
bi rekli, da se samo v posebnih primerih, ko so izpolnjeni kaksni posebni pogoji
{A N B = (), unija skréi na seitevanje, razlika pa na odstevanje (8 & A). Ravno
ta splosnost in §irina mnozZic jim dajeta tudi toliksno pomembnost v sodobni ma-
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tematiki. Sicer so tudi elementi mnozic lahko Stevila, pa tudi Stevilni drugi pred-
meti (tocke, premice, vektorji, funkcije, ...). To je zelo lepo povedal velik mate-
matik N. N. Luzin® z besedami:

‘Elementi mnozic so lahko vsi mogod&i predmeti: besede, atomi, Stevila, funk-
cije, to¢ke, koti in tako naprej. Zato je od samega zacetka jasna izredna Sirina te-
orije mnozic in njena uporaba na Stevilnih podrogjih znanja (v matematiki, meha-
niki, fiziki, ...)." "’

""Dobro, doumeli smo, v kaksni zvezi sta unija in seStevanje kakor tudi razli-
ka in odstevanje. Kaj pa je s premim produktom mnoZic in mnoZenjem §tevil? V
kak$nem razmerju sta ta dva?”’

""Ravno sem vam hotel to pokazati. Poglejmo najprej nekaj zgledov. Vzemi-
mo mnofZici:

X={1,23 in Y={12
Napravimo njun premi produkt
XxY={@1, 1), 0,2, (2 1.2 2), (3 1), 3 2)}
In zdaj poglejmo, kaj je s kardinalnimi Stevili. Oé&itno je
Kk(X)=3, k({(¥Y)=2 in k{XxY)=6
Tu bo

k(X)-k(Y) =k{X xY)
ker je
3P2=6

Ali za mno3ici:

A={a b, ¢} in B={1 2 3}
A x B ={a, 1), (a, 2), (a, 3), (b, 1), (b, 2), (b, 3), (c, 1). (c, 2), (c, 3)}
Kardinalna $tevila so: k{A) = 3, k(B) = 3, k{4 x B) = 9. Torej je tudi tukaj
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Takoj vidimo, da je $tevilo puséic enako kardinalnemu §tevilu premega pro-
dukta, zato Ze s prestevanjem puicic lahko ugotovimo $tevilo, ki pripada temu
produktu mnoZic. Kar smo ugotovili za nasa dva zgleda, velja za kateri si ze bodi
mnoZici, tako da na splosno lahko vzamemo kot pravilo: Ce sta k(4) in k(B) kar-
dinalni Stevili mnozic A in B, zmnozek teh Stevil definiramo kot kardinalno &te-
vilo premega produkta A x 8, to je

k(A x B)=k(A) - k(B). "

“Uh, to mnozenje je pa zelo zapleteno.”

"Priznam, da ni tako preprosto, vendar je v nadelu popolnoma pravilno.”

"“Se pravi, da bi morali, &e bi zeleli tako pomnoZiti na primer 39 s 67, na-
praviti premi produkt mnozic, od katerih ima ena 39 elementov, druga pa 67, po-
tem pa najti Stevilo urejenih dvojic tega produkta, se pravi njegovo kardinalno
Stevilo?”’

"Kajpada, natanko tako. Lahko pa bi seveda tudi narisali mnozici z 39 in
67 elementi, potegnili puscice, ki pridruZujejo vse elemente ene mnozice elemen-
tom druge, in - jih presteli.”

"Hvala lepa za tako dologanje zmnozka, rajsi ostanemo pri navadnem mno-
Zenju §tevil,”

""Saj vam sploh nisem rekel, da tako mnozite §tevila. Samo pokazal sem vam,
kako bi pravzaprav lahko mnozili s premim produktom mnozic. Vazno je, da to
poznate kot nacelo, premi produkt mnozic pa nam sploh ne squn za to, da bi z
njim mnoZili §tevila. Ima pomembnejse naloge v teoriji mnoZic.’

"“Ce je tako, potem je v redu. Smo se e ustrasili, da bomo odslej morali
Stevila mnoziti s prestevanjem urejenih dvojic premega produkta mnozic.’

""Ce nimate drugega dela, tudi to ni slabo - za vajo. Ce se elite zdaj tudi sa-
mi prepricati, kaj ste pozabili o operacijah mnozic, lahko naredite takole:
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Primerjajte zveze 10.1 do 10,13. (ki veljajo med mnozZicami) z ustreznimi
enakostmi 11.1. do 11.12. med §tevili in pojasnite, kako iz prvih dobimo druge.”

UREJENE IN DOBRO UREJENE MNOZICE

"Se dobro, da smo vsaj nekaj zvedeli o povezavi med mnozicami in $tevili,
pa tudi o operacijah z mnozicami in Stevili. Zdaj nam je vendarle malo jasnejsa
vloga mnozic. Ni pa nam jasno, kaj pomeni naslov. Kaj se tudi mnozice urejajo?
In imamo tudi urejene in neurejene. Ha, ha, ha..."”

“Ni ¢&isto tako, vendar o nekaterih mnozicah recemo, da so urejene, o dru-
gih, da so dobro urejene. Pravimo, da je mnoZica urejena, ¢e ima doloceno in zna-
no razvrstitev elementov, se pravi, da o katerih koli dveh elementih mnozice ve-
mo, kateri pride pred katerega. Taka je na primer mnoZica ¢rk iz abecede

Ce vzamemo Kkateri koli &rki abecede, na primer e in k, vemo, da &rka e pri-
de pred k. To je torej lastnost urejene mnozice. Tudi mnozica mesecev v letu je
urejena, ravno tako pa tudi mnoZica naravnih Stevil {1, 2,3,4,5,6, ...}. Vendar
matematiki lo¢ijo urejeno mnozico od dobro urejene.”

“In kaksna je dobro urejena mnozica?”’

“Pravzaprav sta ze mnozici, ki sem vam ju navedel, zgleda dobro urejenih
mnozic, ampak da boste videli razliko med urejeno in dobro urejeno mnozico,
pregiejte na primer tole mnozico, to je, mnozico celih stevil

§ = — B — Ty .00 & W 6

ki jo lahko pokazemo tudi na Stevilski premici.
Je ta mnozica urejena?”’
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"Je, urejena.”

""2akaj?"’

""Zato, ker za vsaki §tevili lahko dologimo, katero od njiju je manjse, katero
vecje.”

“Tako je. Zmeraj je od dveh Stevil na tej premici vecje na desni. MnoZica je
torej urejena. Vendar se v neCem bistveno lo¢i na primer od mnoZice naravnih
§tevil. Ste opazili, v ¢em je razlika?"”

’Razlika? Paa, ne vemo, kateri je njen prvi element.”

“To ste dobro opazili. Ravno v tem je vazna razlika teh mnozic. Zato pravi-
mo, da je taka mnoZica urejena, ni pa tudi dobro urejena. Mnozica je namre¢ do-
bro urejena, ¢e ima vsaka njena podmnoZica, ki ni prazna, svoj prvi ali zacetni
element. Vam je zdaj jasna razlika med urejeno in dobro urejeno mnozico?”

" Je, jasna je, samo ni nam jasno, ¢emu sluzijo te mnoZice. Za kaj so potrebne
dobro urejene mnoZice?”’

"V matematiki so potrebne iz veé vzrokov, eden od njih je, da z njimi razla-
gamo vrstilna Stevila (prvi, drugi, tretji, ...}, poleg tega pa...”

malo £
odpolien, !

\
e

Pa je Se veliko snovi o mnozicah? Kaj nismo ze pri koncu?”’

"Kaj? Kako mislite, ‘pri koncu’? Pa saj smo se seznanili Sele z nekaj najosnov-
nejSimi pojmi in simboli, ki jih uporabljamo pri mnozicah.”

""Uh, mi smo pa mislili, da je to vse. In kaj bi morali $e vedeti o mnoZicah?”’

""Kaze, da se nismo razumeli. Z mnozicami $e nismo resneje nié¢ delali, pa
tudi seznanili se §e nismo dobro z njimi.”

"In kaj je potem vse to, kar smo do zdaj delali? Kaj to ni zadosti za sezna-
njanje z mnozicami?"’

33:3-2-3+1
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Saj sem vam Ze rekel. Seznanili smo se samo z nekaj temeljnimi pojmi in
simboli, potrebnimi za branje katere si Ze bodi matemati¢ne vadnice in ...”
{... sicer pa, mogoce imajo prav. Vidim, da jim je Ze malo dolgdas, zakaj bi jih to-
rej Se naprej moril s kompozicijo funkcij, z inverznimi funkcijami, z Boolovimi
operacijami z mnoZicami, z relacijo ekvivalence, s pojmom polgrupe, grupe, ... ¢e
pa se bodo tako ali tako vse to - tisti, ki se morajo - ucili tudi v 3oli, ¢e pa se jim
ni treba, bodo lepo Ziveli tudi brez tega. Zato bom raj$i spremenil snov. Na sreco
je v matematiki polno zanimivih stvari tudi poleg mnozic.)
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NARAVNA STEVILA

Prastevila in sestavljena Stevila

Koliko je naravnih Stevil

V svetu neskonénega

Mnotzica naravnih stevil

Aksiomi - pravila igre

Kako se matematiki “igrajo’’
Racunske operacije z naravnimi $tevili
Pogovor o niéli

Nekaj malega o drugih Stevilih

Je mogoce 10 + 10 = 100
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""Oh, vsaj ta dobro poznamo, Tu ni ni¢ novega in zanimivega,” vas sli§im, ka-
ko govorite, majékeno razo&arani zaradi naslova. Priznam, da jih pozna vsakdo, se
tisti, ki se nikoli ni uéil matematike, kljub temu pa nikar prezgodaj ne izrekajmo
sodbe o njih. Boste videli, da mogo&e niti niso tako nezanimiva, kakor ste mislili,
ceprav so zelo zelo stara. Naravna 3tevila so pravi metuzalemi med Stevili. Poznali
in preucevali so jih tudi Ze stari §r§ki filozofi pred vec ko dva tisoc leti in teorija
mnozic je na primer s svojimi stg leti pravi dojencek v primerjavi z njimi. Vendar
nikar ne podcenjujmo naravnih 3tevil samo zato, ker so tako stara in na videz zelo
preprosta. Verjemite mi, da jih niti matematiki niso do kraja spoznali, pa ¢eprav
jih preucujejo Ze dvajset stoletij. Naravna 3tevila nas po svoji preprostosti in staro-
sti spominjajo na egiptovske pirémide, o katerih tudi e zmeraj ne vemo, kaj vse
skrivajo v svojem osréju, pa &eprav so v njih Ze marsikaj odkrili in spoznali. Sezna-
nimo se najprej s tistimi lastnostmi naravnih Stevil, ki so jih poznali Ze stari Grki.
Najbrz je najstarejSa razdelitev naravnih Stevil na sode in /ihe. Soda Stevila so

2%4, 6,8,10,12, ...

zapisujemo pa jih simboli¢no {2n :ne€ N}, pri Gemer nam n pomeni katero si Ze
bodi naravno Stevilo, N pa je simbol za mnozZico vseh naravnih Stevil. Liha $tevila
so !
T Sh 55 7% nas

|
se pravi stevila oblike {2n = 1 in € N Y (se pravi: e kateremu si %e bodi sodemu
Stevilu dodamo ali odvzamemo eno, dobimo liho $tevilo). Kolik$en pomen so Grki
prisojali tej razdelitvi naravnih Stevil, nam najbolje kaze to, da je veliki gr3ki filo-
zof in matematik PLATON (427 do 347 pred na3im tetiem) matematiko 3e celo
definiral kot... vedo o lastnostih sodih in lihih Stevil. Pri sodih in pri lihih §tevilih
so Ze zdavnaj opazili razne zanimive lastnosti: Vsota prvih zapovrstnih lihih stevil
je zmeraj kvadrat naravnega §tevila (ali kvadratno $tevilo), to je

42131 =14 =122
14+345=9=32
1+3+5+7=16= 42
14+3+5+74+9=25=52

.......................... ali pa splosno

1+3+5+...+2n—1)=n?
|

33:-3-0-3-1
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Nadaljnja lastnost je vezana na poStevanko. Zapi§imo jo. Kvadratna Stevila
bodo seveda na diagonali. Ce okoli dveh kvadratnih §tevil, ki na diagonali sledita
drugo za drugim, nariSemo kvadrat, ki zajema §tiri Stevila, in seStejemo Stevila v
njem, dobimo znova kvadratno $tevilo.

14+2+2+4=9=232 ali 1242-2422=9
44+6+6+9=25=52 ali 2242-2-3+3=25

Vas to ne spominja na izraz (a + b)? =a? + 2ab + b*? Vsota zapovrstnih pr-
vih sodih §tevil je zmnoZek dveh zapovrstnih naravnih §tevil, lahko pa ga predod&i-
mo s tockami, ki dolo¢ajo pravokotnik. Zato temu zmnozku pravimo ‘pravoko-
tno Stevilo’.

24+4=6=2-3
2+44+46=12=3-4
24+44+6+8=20=4"5
............................ ali na splosno

24+446+...+2n=n-{(n+1)

Vsoti vseh naravnih $tevil od 1do n so Grki rekii trikotno §tevilo, ker je mo-
goce njihove pristevance predogiti s pikami, ki dolodajo enakostraniéni triko-
tnik.

3
4
1+2=3=7 2@2+1) §
i e O
132 Ld=de 8@
2 o o @
1
14243 +4=10=—"4(4+1) ¢ o o o
............................ ali na splosno e o o o o
3

Ugotovljeno je tudi, da je med kvadratnimi in trikotnimi §tevili preprosta po-
vezava. Ce namreé sestejemo kaksno trikotno in nadaljnje vegje trikotno Stevilo,
dobimo vselej kvadratno $tevilo.

Poskusite si to sami razloZiti z ustrezno sliko. Ce pa ne znate ali ne verjame-
te ali ste preleni, da bi poskusili, poglejte reitev na koncu knjige.

33:3+0-3
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Kako se oblikujejo ‘kubna Stevila’, je mogoce skiepati po sliki. Popolna ste-
vila so Grki rekli tevilom, ki so enaka vsoti svojih deliteljev. Taki sta na primer
Stevili 6 in 28, kerje6=1+2+ 3,6 jedeljivoz 1,2, 3inssamim seboj, 28 =1 +
+2+4+7+ 14, 28 jedeljivoz1,2,4,7 in 14. Ravno v zvezi s popolnimi stevili
so nam Grki zapustili ‘majhna’ problemcka, ki ju matematiki e zdaj ne znajo re-

§iti, pa sta tako preprosta, da ju lahko vsak razume:

1. Najti pravilo (formulo) za odkrivanje popolnih §tevil.

2. Dokazati ali spodbiti domnevo, da nobeno /iho tevilo ni popoino.

Poglejte, ceprav je preteklo Ze nad 2 300 let, odkar so odkrili popolna stevi-
la, Se zmeraj ne poznamo pravila, kako jih najti, koliko jih je, pa tudi ne vemo, ali
obstaja ali ne kak$no liho popolno $tevilo. Nikar ne mislite, da morda vprasanje

popolnih Stevil samo zato ni redeno, ker se s tako
‘drobnim’ problemom niso ukvarjali resni matematiki,
temve¢ samo kaksni amaterji, in sicer zaradi svojega
konji¢ka. O, ne. To vprasanje so resevali §teviini, tudi
najvecji matematiki, pa kljub temu ni re§eno, deprav

e

\

so pridli do nekaterih delnih rezultatov. Tako se je na —
primer znani Svicarski matematik EULER (1707 do //
1783) ukvarjal s tem vprasanjem in pokazal, da je g g

sodo 3tevilo popolno, ¢e se more in samo ¢e se mo- = =
re napisati v obliki % 2
b’

2m (2m+1 — 1), m=1,23, ... ol 7%

=, A%
pri cemer je 27+ — 1 pratevilo. , f
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Vidite, kak3na lepa priloznost, da pridete v zgodovino matematike in da se
eno od pravil poimenuje po vas. Ne ozirajte se kaj prida na to, da bi vas zaradi tega
preklinjali prihodnji rodovi tistih, ki nimajo radi matematike, temve¢ junasko za-
&nite reSevati vprasanje.

14 Ce se ne odlocite za to, pa najdite na podlagi navedenega obrazca vsaj eno
popolno naravno Stevilo (seveda poleg 6 in 28).

Prastevila in sestavljena Stevila

Posebno pomembna je razdelitev naravnih Stevil na prastevila ali primitivna
stevila (pa seveda ne v pomenu prostaska, zarobljena) in sestavijena Stevila. Pra-
Stevila so naravna Stevila, deljiva samo z ena in s samim seboj. To so na primer
stevila 2, 3, 5, 7, ... . More biti pravokotno ali kvadratno $tevilo prastevilo? Zakaj
ne? Sestavijena Stevila so naravna Stevila, razli¢na od 1, ki ne spadajo med praste-
vila.®

15 So pravokotna in kvadratna Stevila sestavljena? Zakaj?

Poigrajmo se najprej s prastevili. Tudi tukaj se, kakor pri popolnih Stevilih,
vsiljujejo vprasanja:

1. Kako je mogoce doloéiti {(ugotoviti) zapovrstjo prastevila?

2. Koliko je prastevil?

3. Kako se glasi obrazec (formula), s katerim je mogo&e dologiti prastevila?

Ze grski zemljepisec in matematik ERATOSTEN (drugo stoletje pred nasim
Stetjem) - znan je tudi po tem, da je prvi izradunal obseg Zemlje - je odgovoril na
prvo vprasanje. Nasel je postopek, po katerem je mogoce najti prastevila. Ker je
treba naravna Stevila ‘presejati’ tako, da na 'situ’ (reSetu) ostanejo samo prastevila,
s0 ta postopek njemu na Cast imenovali Eratostenovo reseto (sito).

Poglejmo, kako je to naredil. Zapisal je najprej naravna Stevila od 2 naprej.

2,3, 4,5 8,7, 8,9 %, 11, 82, 13, 34, 15, 6, 17, 8, ...

potem je v tem nizu predrtal vsa Stevila, deljiva z 2, to je, vedkratnike 3tevila 2.
Preostala so Stevila

3,5 7,8, 11,13, ¥, 17, 19, 24, 23, 25, 27, 29, ...
Potem je precrtal tudi vse veckratnike Stevila 3 in ostalo je zaporedje
§, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 25, ...
Preértai je veCkratnike Stevila 5 in ostala so Stevila

T, 1, 18y Ty 19 285 ,29) . - -

2 Stevila 1 nimamo ne za prastevilo, ne za sestavijeno Stevilo.
alb o 2 2 5/ e B #
& %um,mﬁaﬂa W%%
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e Nadaljnji postopek je razviden iz dosedanjega. Vs_akbkrat preértamo veckrat-
nike prvega Stevila v zaporedju, vsa prva $tevila v taka dobljenih zaporedjih pa da-

jo zaporedje prastevil
STROTA My,
2,885, 7, 11, ne

Na vprasanje ‘Koliko je prastevil?’ je ogg'c;voril eden od najvedjih matemati-
kov antike, EVKLID '° (od okoli 330 do okoli 275 pred nagim Stetjem), z izredno
duhovitim in predirnim skiepanjem. Razmisljal je takole: ‘pomnozimo vsa znana
3 prastevila med seboj in temu zmnozku dodajmo 1. Ce je tako dobljeno stevilo pra- ﬂIL

i /[T stevilo, je ve¢je od vseh dotlej najdenih. Ce pa ni prastevilo, ima za faktorje pra-

Stevila in ta so razli¢na od do zdaj najdenih prastevil, ker zmeraj ostane ostanek 1
4 (ki smo ga pristeli), ¢e se novo tevilo deli s katerim si Ze bodi od Ze znanitlprfa‘-/

—— §té'vil‘2_ato morajo biti prafaktorji tega §tevila dﬁ]gaéni kakor do zdaj‘pa]‘ﬂ’eni. Se

pravi, da je-prastevil veé, kakor smo jih do zdaj nasli.” Tako je g,ol(aAz‘aI, da imamo

“\\; \".J,ih\kb-wne.-uem'\lsoliko prastevil, vendar jih mofé\rng? §gfzgneﬁ'j kaj najti. Ker je to ® 4

ravhanje.mogode.neprenehoma ponavljati, sklepamos<da-je prastevil nefteton.
ATE'NE Ob Eratostenovih in Evklidovih sklepanjih se kazejo tudi najpomembnejse

L , -lastnosti stafil\: grskih matematikov. Niso radi veliko racunali (vem, da vam je ta v,
"///Hlastnost viec), niso prisojali veliko pomena praktiéri“rm merjenje_g}fﬁékor je merje-
/ nje-_z-‘e'?ﬁ,ljﬁé in podobno (ravno to so pa stari Egipéé;i_'ii'reﬂ’na cenili}, temveé so
SPARI‘A O radi pos?évili___proﬁlem in ga reSevali - s premisljevanjem. Po tej metodi so dosegli
@ izredno veliko, tako v matematiki kakor tudi v filozofiji. Vendar vas opozarjam,
da je ta metoda zelo zelo uspesna samo, Ce je tisti, ki jo uporablja - genij. Drugace
“je v veéini primerov to navadno zapravljanje ¢asa, zato se nikar preve¢ ne navdu-
Sujte za to metodo in je nikar prepogosto ne uporabljajte pri vsakdanjih nalogah.
%, Da boste Se bolje doumeli nadin, kako so stari grski matematiki radi resevali
“probleme, vam bom povedal, kako je Tales iz Mileta, *' eden od njih, spravil v
| déuplost uéene egiptovske duhovnike med svojim bivanjem v Egiptu. Egip¢ani so
\'_'“ -~ svojega gosta pripeljali pred veliko piramido v-puscavi, ker so hoteli preveriti nje-
govo znanje in iznajdljivost, in ga vp"faéali, kako pi izmeril njeno vi§ino. To je bilo
~7_ zanje veliko matg‘rpggihé_qp,.vpra%ﬁj'e. Resitev so pravzaprav vedeli, vendar so jo
- '_.‘-f_sx_krivali kot r;a]'v-e_éjo skrivnost. Bili so prepri¢ani, da tujec ne bo mogel reiti tega
= "pgoblema. Gric-pa-se.ni.nié-zmedel, tesved je po krajgem premisljevanju rekel:

ZTA

-’

¢ Srent>ormcko morle

-
-
10 Ustanovitelj in osrednja osebnost matemati€ne $ole v Aleksandriji.

11 Tales iz Mileta {druga polovica sedmega stoletja pred nadim 3tetjem), griki filozof, astronom, fizik
in matematik. Eden od ‘'sedmih modrijanov ” starega veka. Imajo ga za najstarejiega evropskega filozofa.




'Dajte mi palico.’ Preseneceni duhovniki so mu dali palico, ker so bili prepricani,
da se bo povzpel na piramido in s palico izmeril njeno visino. Talesu pa kajpak Se
v e na misel ni pri§lo ni¢ takega. Zasadil je palico v pesek in rekel:
2, ‘Ko bo dolZina sence te palice enaka njeni vi$ini, izmerite dolZino sence pira-
7 mide, pa boste dobili njeno visino.

Egiptovski modrijani so ostrmeli spri¢o tako preproste in duhovite reSitve
zanje tako tezke naloge. Morali so priznati, da jih je Grk prekosil v znanju mate-
matike. Kaj niso bili ti stari matematiki v resnici iznajdljivi?

Ampak vrnimo se k sestavijenim §tevilom in poglejmo, katera njihova lastnost
je najpomembnejsa Lahko dokaZzemo, da je mogoce vsako sestavljeno Stevilo po-
dati kot zmpozek prastevil, vendar vem, da nimate radi dokazovanj (temve¢ rajsi

“;/e'rjamete na besede), zato vam bom samo pokazal, kako to gre. In kazem vam sa-
_mo zato, da se boste prepricali, kako to Ze znate. Samo tega mogoce niste vedeli,
"\ da postopek velja za vsako sestavljeno Stevilo. Vzemimo zato katero si Ze bodi se-
? stavljeno Stevilo. Da pri odbiranju Stevila po nakljucju ne ‘tréite’ ravno ob praste-
Q} wlo vzemimo katero si Ze bodi sodo Stevilo (seveda razen §tevila 2}, pa smo lahko
brez skrbi, da je Stevilo sestavljeno. Vzemimo torej za zgled Stevilo 2 100. Preglej-
- mo, katera prastevr__la so vse zajeta v tem Stevilu. Zaceli bomo seveda z najmanjsim
praitevilom, s $tevilom 2. Stevilo delimo s Stevilom 2 tako dolgo, dokler gre, potem

pa z nadaljnjim prastevilom,in tako naprej. Za¢nimo torej:

2100:2=1050 . Tudi to stevilo je mogoce deliti z 2.

1050:2=525 Najmanjse prastevilo, vsebovano v §tevilu 525, je 3.
V. stevilu 175 je najmanjse prastevilo 5.

525:3=175 Tudi v 35 je zajeto praitevilo 5, delimo spet z njim.

175:5=35 Prisli smo do konca. 7 je prastevilo in naprej ne more-

35:5=7 mo ve¢ deliti.

Potemtakem so v Stevilu 2 100 zajeta tale prastevila: 2 (dvakrat), 3, 5 {dva-
krat) in 7, zato ga lahko zapi§emo kot zmnozek teh Stevil:

S 5 3)
\zc’X \m
p 4733
- Q/\/
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Ves ta postopek pisemo po navadi krajse takole:

2100 2
1050 2 Tako lahko vsako sestavljeno Stevilo razstavimo na
525 3 njegova prastevila in ga napisemo kot njihov zmno-
175 5 zek. Ce ne verjamete, lahko sami izberete nekaj sesta-
35 5 vljenih stevil in poskusate.
{7/ 0
1

Kaj ni vse to zelo preprosto in lahko? In da je zadeva $e lepsa, ste se prepri-
Cali, da postopek Ze poznate. Ampak cCeprav ste vse do zdaj razumeli in dane na-
loge - ne da bi hodili gledat v resitve - resili, si nikar takoj ne domisljajte, da ste po-
stali Ze veliki matematiki, ki imajo vedo o §tevilih "v malem prstu’. Rajsi pomislite,
da so vse to, pa tudi veliko veliko ve¢ vedeli ljudje Ze pred dva tiso¢ leti.

Ampak pustimo za zdaj to. Tudi jaz sem se razgovoril kakor kaksen prfoks in
skoraj pozabil na tretje vpraSanje o prastevilih, se pravi: ‘Kako se glasi obrazec, s
katerim je mogoce dolociti prastevila?’ Odgovor je zelo preprost. Obrazca mate-
matiki 3e do danes niso nasli. (Kaj sploh delajo ti matematiki? se spradujete.) Pa ce
bi vi vedeli, koliko so se Ze ubadali s tem! Kratko in malo mi ne bi verjeli, ¢e bi
vam povedal, kaj vse so skozi dolga stoletja poskusali, da bi ga nasli. In da je smola
vecja: Ze nekajkrat so mislili, da so ga nasli, pa se je vselej pokazalo, da so se kje
‘zaklali’. To se je primerilo celo velikemu francoskemu matematiku Fermatu
{1601 - 1665), ki je utemeljil tudi novo matematiéno vejo - teorijo §tevil. Mislil je,
da je nasel iskani obrazec v obliki

Fo=2% 41, n=1,23, ...
Po tej formuli pride po vrsti
zan=1 F,=2""4+1=44+1=5
zan=2 Fob=241=241=16+1=17
zan=3 F,=2% 4 1=2041=256+1=257 itd
Stevila F1 ¢ F2 . F3 s vy Fppu oo 5@ njemu na Gast imenujejo Fermatova Stevila,

Seprav je Zze sam Fermat priznal, da se mu ni posrecilo tudi dokazati, da je F, pra-
Stevilo za vsak n. Pozneje so ugotovili, da ta formula ne da prastevil zan=6,7, 8,
9,11, 12, 18, 23, 36, 38 in 73. Poleg tega nastane tezava, ko je ze n trostevilcno
stevilo, saj obrazca praktiéno ni mogoce preveriti, ker nastanejo Stevila, ki imajo
na milijone $tevilk, tako da jih ni mogoce izpisati.

(100 + 3y




Ceprav Fermat ni nasel obrazca, ki bi dal vsa prastevila, je vendar s svojim
raziskovanjem odkri! nekaj zanimivih lastnosti posameznih skupin prastevil. Ta-
ko je dokazai, da je na primer vsako prastevilo, ki ga je mogoce zapisati kot

4n+1

enako vsoti dveh kvadratnih $tevil. Prastevila po formuli 4n + 1 dobimozan=1,
3,4,7, ..., 0 Cemer se lahko prepri¢amo.

Ceje n=1, dobimo 4 -1+ 1=5=1%4 22

ceje n =3, dobimo 4 -3+ 1=13=44+9=2%4 32
ceje n =4, dobimo 4-44+1=17= 1+ 16 =12+ 4*
ceje n=7, dobimo 4 -7 4+ 1=29=4425=2%4 5 itd.

Na videz preprosto, pa Se zmeraj nereSeno vprasanje v zvezi s prastevili je tudi
tole: Ali je neskoncno veliko prastevil, ki jih je mogode zapisati kot

n? 4+ 1.

Tuza za n =1 dobimostevilo 124+ 1 =2,

za n = 2 dobimo jtevile 22+ 1 =25,

za n = 4 dobimo §tevilo 4* + 1 =17

Vemo torej, da je prastevil neskonCno veliko, vendar ne vemo, ali jih je

neskonéno veliko z zapisom n* + 1. In tu je §e en znan Fermatov problem, ki se

pravzaprav ne nanasa na prastevila, vendar je v zvezi s Stevili, s katerimi smo se do
zdaj seznanili, zato je prav, da ga omenimo.

To je znameniti tako imenovani veliki Fermatov problem. \zvira iz srede 17.
stoletja in Se zdaj ni reSen, Ceprav se je dvesto let veliko matematikov ubijalo z
njim. Preden se seznanimo z vprasanjem, naj vas samo spomnim na nekaj pojmov,
ki so vam gotovo znani. Vsi na primer dobro poznate Pitagorov izrek,!? ki pravi,
da je vsota kvadratov nad katetama pravokotnega trikotnika enaka kvadratu nad
hipotenuzo. Ali pa se mogoce spominjate Nusic¢eve oblike tega izreka:

'Kvadrat hipotenuze, tako se pili vsak za boljsi red,

enak je vsoti kvadratov obeh katet.’

Ce torej kateti zaznamujemo z x in y, hipotenuzo pa z z, lahko izrek zapise-
mo v obliki enacbe:

X2 4 y? = z?

12 T e E,
lzrek (teorem) v matematiki pravimo vsaki pomembnejsi izjavi (sodbi), ki jo dokazujemo v okviru
kak3ne teorije.
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Ni tezko najti celih ali naravnih $tevil, ki ustrezajo tej enacbi. Takim Stevilom
pravimo Pitagorove trojke. Poznamo celo preprosto formulo, s katero moremo do-
logiti Pitagorove trojke x, y, z. Ce namred vzamemo Kkateri si 3e bodi naravni $te-
vili m in n tako, da je m > n, lahko takole izradunamo Stevili x, y in z:

x=m*—n?
=2mn
m? 4+ n?

N <
o

Iskane trojke $tevil lahko vpisemo v tabelo:

mi n| x |y| z X2+ y2= 2%

3 |41 5 324+ 4= 5
8 {6 |10 824+ 62 =10°
5 (121 13 52 122 =132
15 | 8 | 17 | 152 4+ 8 =172
16 | 20 | 122 + 16% = 20°
7 |24 25 72 4+ 242 = 252
24 110 26 | 24* 4+ 10? = 26°

OO s paRWwWWwN
N = W R = N — —
-

n

Da je takih Stevilskih trojk veliko, je bilo znano Ze starim grikim matemati-
kom, zato prav gotovo tudi Fermatu. Njega pa je zanimalo nekaj drugega, in si-
cer: ali velja ta enacba tudi za viSje potence kot dve, se pravi, ali velja enaéba

X4yt =20
&e so x, y in z cela §tevila, n pa Stevilo, vecje od 2. Tako se na primer zan =3
vprasanje glasi:

‘Ali moremo najti tri taka, od ni¢ razli¢na cela Stevila, da je vsota kubov
dveh Stevil enaka kubu tretjega Stevila?’ ali krajse:

‘Ali obstajajo tri cela §tevila x, y, 2z, razlicna od ni¢, ki ustrezajo enacbi

xf! +y3 =ZJ?'

Za n = 4 bi morali najti tri od ni& razli¢na $tevila x, y, z tako, da je

4 4 4

xt+yt =2 in tako naprej.

To je torej veliki Fermatov problem (obstaja tudi tako imenovani mali Fer-
matov problem, vendar se mi kot veliki matematiki ne mislimo ubadati z majhni-
mi problemi}. Treba je samo najti tri ustrezna Stevila. in ni¢ ve¢. S tem proble-

mom in s Fermatovim imenom je povezana tudi anekdota, zaradi katere se mate-

(100 + 6)°



matiki $e danes jezijo. Vemo, da je ime! Fermat (na nesreco) navado, da je med
branjem knjig delal zapiske na robove. Tako je na rob neke knjige napisal:

‘Preprican sem, da sem nasel izreden dokaz, da ni mogoce resiti tega vpra-
3anja, vendar ga ni mogoge izpisati na rob te knjige.’

Samo pomislite, kaj vse bi dali matematiki, da bi bil rob knjige $irsi. Koliko
bi bilo s tem v minulih dveh stoletjih prihranjenih brezuspe$nih naporov, saj si Se
danes niso na jasnem, ali je problem sploh resljiv in ali se sploh splada poskusati.
Kljub temu ne morejo kar tako iti mimo vprasanja in se narediti, kakor da ga ni,
ker bi to ne bilo v skladu z njihovim pojmovanjem in bi ne bilo posteno. Ampak
kadar gre za matematiko, so matematiki - to je treba priznati - posteni, pa naj jih
to stane ne vem koliko ¢asa in dela. Kako tezak je ta Fermatov problem, lahko
sklepamo tudi po odgovoru enega od najvecjih matematikov 20. stoletja - Davida
Hilberta'® - ki je na vprasanje ‘Zakaj ga ni poskusal resiti?’ odgovoril: ‘Preden bi
zacel, bi moral vloZiti v to tri leta intenzivnega preucevanja, jaz pa nimam toliko
Casa, da bi ga porabljal za verjetno zgre$eno podetje.’

Ne glede na to, da vprasanje tudi danes $e ni reseno kljub nestetim poskusom
znanih in neznanih matematikov, je bilo zelo koristno za razvoj matematike. Ko
so ga namre¢ matematiki poskusali reiti, jim je to dalo spodbudo za ustvaritev
teorije Stevil, s katero so resili Stevilne druge probleme in s katero je narejen velik
korak naprej v spoznavanju Stevil. Tako se je tudi v matematiki, pa ne enkrat, ure-
snicil ljudski izrek: “Lovili lisico, pa ujeli volka.

Kratki pregled nekaterih lastnosti naravnih Stevil naj kon¢amo z navedkom
iz predgovora knjige Uvod v teorijo Stevil angleSkega matematika Dicksona, v ka-
terem je receno:

‘Skozi dvajset stoletij so bila Stevila priljubljen predmet raziskovanja ne samo
vodilnih matematikov, temve¢ tudi tisoCev ljubiteljev. Nova raziskovanja v nice-
mer ne zaostajajo za starejsimi. Odkritja v prihodnosti bodo zelo prekosila odkri-
tja v preteklosti.’

Ni nam torej treba biti v skrbeh, da je v Stevilih (in celo v naravnih) Ze vse
odkrito in da ni ve¢ dela za tiste, ki imajo radi matematiko. Mi pa, ki je niti ni-
mamo posebno radi, se bomo zadovoljili s tem, da se bomo seznanili e z nekaj
lastnostmi naravnih §tevil, in sicer s takimi, ki so jih"- ve¢inoma - odkrili v zadnjih
sto letih in ki jih {no, vendar!) stari Grki $e niso poznali. |z tega bo razvidno, da
najzanimivejse stvari Sele pridejo.”

13 David Hilbert (1862 - 1943), nemski matematik.

(100 + 7y’
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Koliko je naravnih Stevil

“Tudi s tem vpradanjem so se ukvarjali matematiki Ze v starem veku. Jasno
jim je bilo, da je naravnih Stevil zelo zelo veliko, vendar jih je zanimalo, koliko.
Tako je veliki griki (Ze spet ti Grki!) matematik, fizik in izumitelj Arhimed 14 ze
v tretjem stoletju pred naSim Stetjem napisal razpravo z naslovom Peséena ura, v
kateri je dokazal, da je tudi $tevilo zrnc peska na morskem bregu mogoce izrazi-
ti z naravnim §tevilom, samo Ce vpeljemo sistemati¢no oznacevanje ¢edalje vec-
jih naravnih $tevil. Filozof Platon je izrekel (seveda filozofsko) trditev, da narav-
nim Stevilom ni konca, vendar smo videli, da je veliki geometer starega veka, Ev-
klid, dokazal, da je Se celo prastevi/ neskencno veliko.

Tako pridemo po naravnih §tevilih

1,2,8, 4, 5 6, 7,89, 10, 41; A2, 2 5
tudi do ze/lo pomembnega pojma vse matematike, do pojma neskondénega, natan-
¢neje neskoncno velikega.

To je pojem, ki ga gotovo kaZe podrobneje pregledati Ze zaradi njegovega po-
mena v matematiki, pa tudi zato, ker nas uvaja v nov, nenavaden svet, ki si ga ne
moremo nazorno, slikovito predoditi, s pravilnim logiénim sklepanjem pa se lahko
vsaj deloma seznanimo z njim. Ravno ob tem pojmu bomo spoznali, da se ne sme-
mo ves ¢as naslanjati samo na ‘zdravo pamet’ (na katero smo sicer tako ponosni
in se nihce ne pritoZuje, da je nima zadosti} in na nazorne predogitve (verjamem
samo tisto, kar vidim), ker nas eno in drugo lahko v&asih spelje na napaéno pot
in nas bolj ovira kakor nam koristi."”

V svetu neskoncnega

"Kaj se pravzaprav pravi, Ce re¢emo, da je naravnih 3tevil neskonéno veliko?
Preden dobimo odgovor na to vprasanje, poglejmo najprej, kako sploh nastajajo
naravna §tevila po naravnem vrstnem redu - se pravi drugo za drugim, v zaporedju.
V zacetku imamo seveda Stevilo

1 (ena), ¢e dodamo eno, dobimo
1+1=2 (dve), &e znova dodamo eno, dobimo
24+41=3 (tri}, &e znova dodamo@dobimo
3+1=4 (5tiri), ée znova dodamo eno, dobimo
44+1=5 (pet), e znova dodamo _eno, dobimo
54+1=6 (Sest), Ce znova dodamo eno, dobimo

................................................ in tako naprej

1% Arhimed {od okoli 287 do okoli 212 pred nasim 3tetjem), najveéji matematik in fizik starega veka.

(100 + 8y’

@
Scerea _/
—/-\))

=

c
e /\\_;)
==
\

)
./



S tako preprostim dodajanjem ene nastajajo Cedalje vecja naravna Stevila.
Presko¢imo zdaj na primer prvih tiso¢ Stevil in poglejmo, kakino je nadaljnje na-
ravno $tevilo. Ravnali bomo ravno tako kakor prej, se pravi dodali bomo eno, to-

rej je nadaljnje Stevilo

1000+ 1=1001

Zato pravimo, da ima vsako naravno Stevilo svojega naslednika, to je Stevilo,
ki sledi neposredno za njim. Ce je torej dano katero si Ze bodi naravno $tevilo

n, je njegov naslednik
n + 1, njegov naslednik pa
{n+ 1) + 1 in tako naprej

Ce smo le zadosti vztrajni, lahko po tem postopku - z dodajanjem ene - dobi-
mo vsako naravno $tevilo, naj bo $e tako veliko. Ker se tu ponavlja ves cas isti po-
stopek dodajanja ene, in sicer v istih okoli§¢inah, ni razloga, da bi se kdaj ustavil.

™ Nadaljuje se ves ¢as v istem smislu, tako da poteka od enega do drugega naravnega

/ Stevila, zato postopek sam nima konca. Tako neizérpnemu zaporedju pravimo ne-
skonéno in pravimo, da je naravnih Stevil neskonéno veliko. To ne pomeni ni¢

drugega, kakor da za vsakim naravnim 3tevilom pride nadaljnje naravno §tevilo ali

SN O NS

da jih je ve¢ kakor n, pa naj je naravno $tevilo n ne vem kako veliko.
Ce smo vse to razumeli, bomo zlahkoma odgovorili na tile vprasaniji:

1. Ali obstaja najvecyje naravno §tevilo?
B e T Al Ve S

2. Ali ima vsako naravno §tevilo svojega predhodnika?

Preprican sem, da boste priznali, da je vse to dostopno in lahko razumljivo.
Pa vendar je eno od najvecjih odkritij cloveskega razuma. Niti v matematiki torej

ni vse tako zapleteno in zamotano, kakor se nam v¢asih zdi. Kajne?

Pojem neskonénega je zato pomemben, ker je izhodisée, odskociste za po-
polnoma nova matematic¢na razglabljanja. S Cedalje bolj jasno izoblikovanostjo
tega pojma se je zacCela nekako s 17. stoletjem izdelava podlage za moderno ma-

tematicno analizo.
‘Dobro, medtem smo se seznanili z naravnimi $tevili, ampak kaj je z mnozi-

cami? Imajo te kaj zveze s temi tevili?’ me sprasujete.
Seveda jo imajo, kaj bi je ne imele. Saj bomo Sele zdaj spoznali tudi njihovo

pravo vrednost. Poglejmo."”

(100 + 9y
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Mnozica naravnih §tevil

""Ce vsa naravna $tevila uvrstimo pod en pojem, ki pove, da pripadajo eni ce-
loti, govorimo o mnozici naravnih Stevil in jo po navadi zaznamujemo z N.

V nasprotju z mnozicami, s katerimi smo se prej seznanili {mnoZica ucencev
v razredu, mnozica glavnih mest, mnozica Stevil od 1 do 10 in tako naprej) in ki so
bile vse koncne, je mnoZica naravnih Stevil neskonéna. Med koné&nimi in neskon-
¢nimi mnozicami pa je taka razlika kakor med ‘zrncem peska in Triglavom’, zato
moramo biti previdni, da vsega tistega, kar iz vsakdanjega Zivljenja vemo o kong¢-
nih mnozicah, mehani¢no ne uporabljamo tudi glede neskonénih. Med temi mno-
Zicami je namrec velik prepad in ¢e nismo zadosti pazljivi, lahko pademo v brezno

1-1024+1-10" + 1-10°



in ker je to brez dna, ni ve¢ vrvi, s katero bi se mogli zvleéi iz njega. Pa se nikar
spet preve¢ ne ustraSite prepada, ki lo¢i konéne in neskonéne mnoZzice, ker ni -
nepremostljiv.

Naj vas takoj Se malo potolazim. Ne bo se nam treba ravno vsega ugiti od
kraja, saj se temeljne operacije, na primer unija, presek, razlika in druge, upora-
bljajo enako pri konénih in pri neskonénih mnozicah. Med naravnimi $tevili smo
Ze opazili nekatera od njih, ki imajo dolocene skupne lastnosti: soda, liha, kva-
dratna, pravokotna in druga. V jeziku mnoZzic so to same podmnoZice mnozice
naravnih Stevil. In sicer ne katere si Ze bodi podmnozice, temveé prave podmno-
Zice (in kaj je prava podmnoZzica?).

To samo toliko, da smo se malo spomnili mnoZic in se znova privadili nanje.

In zdaj poglejmo, kaksna ¢uda se skrivajo v neskon¢nih mnozZicah in po ¢em
se tako loc¢ijo od konénih. To vam pokazemo na mnozici naravnih $tevil

{1, 2, 3,-4,5, 6, 7,8,9, 10, 11, 12, 138, 14, 15, ...}

Ce iz te mnozice izberemo vsa soda Stevila, bo nastala nova mnotzica, ki je,
kakor vemo, prava podmnozZica naravnih tevil

{2, 4, 6, 8 10, 12, 14, 16, 18, ...}

Zdaj dobro poglejte mnoZici in odgovorite na vprasanje: Ali je mnozica so-
dih Stevil de/ mnozice naravnih Stevil?

‘Seveda je, vsaj to je takoj videti,” odgovarjate.

Strinjam se 2 vami. MnoZica sodih §tevil je del mnoZice naravnih Stevil, saj so
v mnozici naravnih $tevil tudi vsa soda §tevila, pa e druga (namreg¢ liha}. Dobro, o
tem se strinjam z vami. Ampak zdaj preidimo na novo vprasanje: Katerih Stevil je
veé, naravnih ali sodih?

‘Naravnih Stevil je ve¢, jasno, saj obsegajo soda in liha Stevila,” odgovorite
brez dolgega premisljevanja.

Hm, hm, odgovor je prav gotovo razumen in sloni na vsakdanji izkusnji. Soda
Stevila so de/ naravnih Stevil in del je manjsi od celote, se pravi, da mora biti sodih
tevil manj od naravnih. Ceprav je tako sklepanje videti zelo naravno in razsodno,
poleg tega pa je v skladu tudi s tistim, kar nam je sicer znanega iz vsakdanjega Zi-
vljenja, ga vendar za vsak primer {vrag nikoli ne spi) preverimo.

‘In kako ga bomo preverili?’ vas zanima.

Zelo preprosto, ravno tako, kakor je nepismen pastir ugotovil, ali ima vse
ovce v ogradu, in sicer s prirejanjem, ne da bi jih kaj $tel: ena zareza na rovasu -
ena ovca in ker je ena zareza na palici ostala, ko so se Ze vse ovce vrnile v tamar,
se pravi, da je ovc manj kakor zarez.




Jemljemo, da je tak postopek veljaven za vse mnozice, naj so ze koncne ali
neskoné&ne. Obstoj bijektivne preslikave vzamemo kot definicijo enakosti kardi-
nalnih Stevil za neskonéne mnozice. Ker zelimo ugotoviti razmerje med naravni-
mi in sodimi §tevili, vsakemu naravnemu $tevilu priredimo po eno sodo 3tevilo. Ce
kaj stevil ostane neprirejenih, pomeni, da jih je ve¢. Zaénimo torej:

4,5 6 7, 8 9 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, ...
0 38 2 3 L &L LT F e
8,10, 12, 14,16, 18, 20, 22, 24, 26, 28, 30, 32, ... e

"In kaj je zdaj prislo iz tega?’ me malo preseneceni ogledujete. 4»&"(7'/

Res je, res. Vsakemu naravnemu §tevilu lahko priredimo po eno sodo $tevilo. et M

) ’ )

1,2 3
LT
2, 4, 8,

%

Se pravi WW.

Tako je, natan@no to ste mislili. Malo ¢udno, pa vendar resnino. Sodih Ste- T
vil je ravno toliko kakor naravnih.

‘To %e, ampak soda $tevila so del naravnih Stevil.”

Drzi, soda $tevila so de/ naravnih.

‘Potemtakem...

Kar mirne duse nadaljujte. Potemtakem upraviéeno sklepate, da je (v tem
primeru) de/ enak celoti. Ampak to je Sele prvo presenecenje v svetu neskonéne-
ga.

‘Pa se to ne upira nasi zdravi pameti?’ spraSujete.

‘Kaj ni¢ ve¢ ne velja?’

Hja... kakor se vzame. V svetu koncnega je $e kar za silo, ampak ko preide-
mo v svet neskonénega - jo rajsi pustimo na meji.

‘Pa zakaj?’

Oh, vi bi pa res radi vse vedeli. Zato, vidite, da nam - ni treba plaevati cari-
ne in da se otresemo nepotrebne prtijage. Ampak ko se vrnete v svet kon¢nega, ne
pozabite na meji pobrati svojih kov¢kov z “zdravo pametjo’, drugace boste zasli v
Se vecje Skripce.

'Kaksne skripce pa Ze spet?’

No, na primer takele: Vzemimo, da ste prijatelju dolZni tiso¢ dinarjev. Ker
ste se v svetu neskonénega naucili, da je del lahko enak celoti, vzamete iz denarni-
ce deset dinarjev, vrnete dolg in recete: ‘Deset dinarjev je del od tiso¢ dinarjev.
Ker pa je del enak celoti, sem povrnil ves dolg, ko sem vrnil deset dinarjev.’ Skie-
panje je v bistvu pravilno, samo spregledali ste prepad, ki deli kon&no od neskon-
&nega, in uporabili razmerje, ki velja na eni strani meje, pa (Zal) ne velja tudi na
drugi. Da to v resnici ne velja v svetu koncnega, vas bo hitro prepriéal tudi tisti,
pri katerem ste si sposodili denar. Vidite, zato znova poberite svoje kovéke in
bodite previdni, ko stopite ez mejo.

«-H-).(
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‘Ampak mogoce zveza de/ = celota velja samo za naravna in soda Stevila, mo-
goce so soda Stevila izjema in vemo, da izjema potrjuje pravilo,” boste nekateri
poskusali braniti svojo zdravo pamet.

Ne, Se misliti ni. To sploh ni izjema, temvec pravilo. Sicer pa poglejmo Se
kaksen drug zgled. Vzemimo, recimo, vse mnogokratnike §tevila pet, torej 5, 10,
15, 20, 25, ... in primerjajmo to mnoZzico z mnozico naravnih $tevil

1, 2, 8 4 & 6 7 8, 9 10, T; 13 18, 20t
T N N O I - -
5, 10, 15, 20, 25, 30, 35, 40, 45, 50, 55, 60, 65, ...

Spet isto. Ti dve mnozici imata isto §tevilo elementov, pa &eprav je v drugi
mnoZici samo vsak peti element prve mnozZice. Da si pomirimo vest, poskusimo e
enkrat. Zdaj vzemimo mnozico, ki jo sestavljajo vsi mnogokratniki §tevila sto, se
pravi mnozZica, ki jo dobimo, ¢e od mnozZice naravnih §tevil vzamemo samo vsak
stoti element, in jo primerjajmo z mnoZico naravnih §tevil. Mogoce bo vsaj ta
mnozica imela manj elementov kakor mnozZica naravnih Stevil. Poglejmo:

1, 25 3y 4, B, 86, 7, 8 9, 10, 11, 12,
P & 0 3 U 4w oW oal o ! i i
100, 200, 300, 400, 500, 600, 700, 800, 900, 1000, 1100, 1200,

Vse zastonj. Ne splaca se ni¢ ve€ niti poskusati. Isto bi dobiii tudi, &e bi pri-
merjali mnoZico naravnih Stevif z mnozico vseh mnogokratnikov milijona. Tudi
teh bi bilo ravno toliko kakor vseh naravnih $tevil.

Za zdaj bi lahko rekli: Vse neskon&ne mnozice imajo enako veliko elementov
in pri njih je del lahko enak celoti in - naj jih koklja brene! Kaj pa mores pri tem.
Nihce nam ne sme ogitati, da nismo poskusili vsega, samo da bi resili svojo ‘zdravo
pamet’. Dobro, Ge je torej Ze tako, dajmo, rajii se malo pokratkoéasimo na raéun
te nenavadne lastnosti neskonénega. Zamislimo si zato

HOTEL Z NESKONCNO VELIKO SOBAMI

Tega hotela sicer ne moremo narisati, pa ni¢ ne de. Zamislimo si ga. Se laze

si je zamisliti, da so vse sobe enoposteljne in - zasedene. Zaznamovane so, kakor
v vsakem hotelu, s Stevilkami, in sicer po vrsti

1,2,3,4,5,6,7,8,9,10, 11, ...

V vezi je receptor, ki gostom doloca sobe, jim daje kljuce in pobira denar
(oskrba ne bo prevelika - zaradi tega, kar vam Zelimo pokazati). Rekli smo, da so
vse sobe oddane, se pravi, da je v hotelu neskonéno veliko gostov, ampak kakor
nalas¢ - pride Se en ugleden gost in receptor mu ne more kar tako reci:

1-102+1-10"+5-10°
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‘Oprostite, mi je prav zal, vendar je vse zasedeno, poi§dite si drug hotel.’

Po vsej sili ga Zeli sprejeti in spraviti pod streho, pa tako, da zaradi njega ne
bo treba nobenemu gost[: oditi iz hotela. Receptor se spri¢o te zadrege ne zmede,
temvec mirno rece prislemu gostu:

‘Prosim vas, majckeno pocakajte, takoj vam najdemo sobo.’

Potem pa s primernim opravic¢ilom poprosi gosta iz sobe Stevilka 1, naj se

preseli v sobo $tevilka 2. Gosta iz sobe 2 premesti v sobo 3, gosta iz sobe 3 v sobo H

4, gosta iz sobe 4 v sobo 5 in tako naprej. ﬁ:“

Kaj je receptor dosegel s tem preseljevanjem gostov? Natanéno tisto, kar je Y

1K

& + ¢ + + . + + fuit

7 2 3 4 5 é 7 & L

zelel. lzpraznil je sobo $tevilka 1 in vanjo nastanil novega gosta. ( "| |(“
Upam, da me ne boste vpraali: ‘In kaj je bilo z gostom iz zadnje sobe?” H T

Vidite, tako je receptor, ki je dobro poznal lastnosti svojega hotela, brez te- [11}i{})
)

Zav in neprijetnih razlag resil to vprasanje. IRy

‘In kaj bi se zgodilo, ¢e bi na primer pridli trije novi gosti?’ T
Ni¢ posebnega. Tudi to bi Cisto preprosto uredil. Poprosil bi goste iz sobe 1, [1{)i{1,
HAa
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Ty

2 in 3, naj se preselijo v sobe 4, 5 in 6. Gostje iz teh sob bi presli vsobe 7, 8 in @ {{{{\ 1|
in tako naprej in - prve tri sobe bi bile proste. TSN
Prihodnji dan se je receptor vendar malo zacéudil. Vse sobe so bile polne, pallll 1y

je prislo Se neSteto novih gostov. Kaj zdaj? Kam naj jih dene? Po prvem pretresu je e
popil hladen sok, malo premislil in - se spomnil reSitve. Gosta iz sobe 1 je preme- :'ll‘(((“:
stil v sobo 2. Gosta iz sobe 2 v sobo 4. Gosta iz sobe 3 v sobo 6, potem gosta iz 50- ey y i
be 4 v sobo 8 in... zdaj Ze tako vidite, kaj je naredil. Goste z zapovrstnim §tevilom (1 ¢t !

n je preselil v sobe s $tevilom 2. (e
> [TEEAARL
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Vam $e ni do kraja jasno, kaj je dosegel s takim preseljevanjem? Veliko. Resnl”““ i

je problem. Tako je izpraznil vse sobe z /ihimi $tevili in vemo, da jih je neskoncno (el {
veliko, tako da je lahko vanje nastanil vse dosle goste, ne da bi moral kateri od sta~;::: '(\(‘
rih gostov oditi iz hotela. m “(‘
Lo
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Kaj ni to prakticen hotel? Kaksna Skoda, da ga ne moremo postaviti. V tre-
nutku bi bili reSeni vsi stanovanjski problemi.

In zdaj poglejmo $e, kaj se bo zgodilo, ko bodo zaceli gostje iz naSega hotela
odhajati. Se bo hotel izpraznil? Dobro vemo, da v gosti$éih nimajo radi, da so jim
hise na pol prazne. Ampak v tem nenavadnem hotelu teh tezav nimajo.

Hotel je ne glede na odhajanje gostov zmeraj - poln.

‘Gosti odhajajo, hotel pa zmeraj zaseden. Ni to vendarle malo preve¢?’ pravi-
te.

Priznam, precej nenavadno, ampak poglejte, kaj bo v tem primeru naredil re-
ceptor. Vzemimo, da je odSel gost iz sobe 9, tako da je ta soba ostala prazna. Da
bodo spet vse sobe polne, bo gosta iz sobe 10 preselil v sobo 9, gosta iz sobe 11 v
sobo 10, gosta iz sobe 12 v sobo 11, iz sobe 13 v sobo 12 in tako naprej in - vse je
spet polno. Vidim, da ste doumeli postopek, zato me niti ne vprasate:

'Kaj ne ostane tako zadnja soba prazna?’

T/«m,{\m/f\mm,«-\x\/«\
C ?—d’ 7fo 1112731415’(5/}70"

‘No, dobro, pa vzemimo, da iz hotela odide neskoné&no veliko gostov. Potem
mora hotel ostati - vsaj na pol prazen,’ pravite.

Se malo ne! Receptor bo v tem primeru naredil ravno nasprotno od tistega,
kar je naredil, ko je v hotel prislo neskonéno veliko gostov, in hotel bo spet poin.
Kaj bo torej naredil?

Zdaj vidite, kaksne stvari se vse dogajajo v hotelu z neskonéno veliko soba-
mi, v hotelu, ki je na oni strani meje, ki deli kon¢no od neskonénega. Za tiste, ki
bi Ziveli okraj te meje, bi bilo vse normalno, vsakdanje, v skiadu z njihovo ‘zdravo
pametjo” in vsakdanjo izku$njo, nenavaden, tuj, nelogi¢en in mogoce Se celo -
smesen pa bi se jim dozdeval nas svet konénega. Pomislite, koliko bi se namugili,
preden bi razumeli kak3nega svojega matematika, ki bi jim rekel, naj si  poskusajo
zamisliti hotel, v katerega pride na primer petdeset gostov, pa je - zaseden. Ali: ho-
tel zapusti petdeset gostov in hotel je - prazen. Prav gotovo bi rekli:

‘Kaksne neumnosti pa so to. Ti matematiki si res izmisljajo vse mogoée, po-
tem se pa Se ¢udijo, ¢e nasi otroci - nimajo radi matematike.’ Vsekakor se mi zdi,
da je to mogode tudi edina stvar, glede katere bi se z 'njimi’ takoj strinjali.

1102 4+1-10"+7 - 10°
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Ker smo ze toliko govorili o neskonénih koliginah, si oglejmo $e, kako jih's
simboli nakaZzemo in kako si zapisujemo ‘Stevilo’, ki pripada neskonéni koligini.
Obicdajno znamenje za neskonéno brzkone Ze poznate. Tako je kakor osmica, ki
se je zleknila, da bi malo zadremala.

o0

Kajne da ste Ze videli ta simbol? Ampak matematiki imajo tudi znamenje za

stevilo, ki pripada mnozici z neskonéno veliko elementi. Kardinalno $tevilo mno-

Zice, ki je ekvipolentna mnozici naravnih §tevil, zaznamujemo s pismenko, ki so si
jo {proti potrdilu) sposodili iz hebrejskega alfabeta, in sicer

N

b (beri: alef ni¢)

‘Pa zakaj ravno iz hebrejskega alfabeta?’ me sprasujete.

Samo zato, ker so jim Ze stari geometri porabili vse ¢rke grikega alfabeta, ta-
ko da so se morali zatec¢i k hebrejskemu. Zastran tega jim ne mislimo nié oéitati.
Se zmeraj je bolje tako, kakor &e bi jo bili vzeli iz kitajske abecede. Ce torej z N
zaznamujemo mnozico naravnih Stevil {in teh je, kakor vemo, neskonéno veliko),
bo

k(N) =N,
(beri: kardinalno $tevilo mnozice naravnih Stevil je alef nic).

‘Dobro, vse to je lepo, ampak ali je tudi kaksna prakti¢na korist od uvedbe
Stevila R, ?’ vas zanima.

Seveda je, zakaj pa ne. Matematiki ga pogosto uporabljajo in z njim se lahko -
poleg drugega - krajse in natanéneje izrazajo. Poglejte, vse, kar smo na primer go-
vorili o dogajanju v hotelu z neskonéno veliko sobami, lahko matematik napise v
obliki enakosti, ravno ¢e uporabi Stevilo alef. Vzemimo prvi primer: ko je v zase-
deni hotel prisel $e en gost in ga je receptor nastanil, ne da bi moral kateri od prej-
$njih gostov oditi iz hotela, ne pomeni ni¢ drugega, kakor da je

neskoncno in eden fe enako neskoncno,

KJIE P4 VE KOVEC,
7E Pott 2

to pa matematik napise takole

N+ 1=N,

(beri: alef ni¢ in ena je enako alef nic).




22.

)
Baht /,‘ 3

Enakost, ki opisuje primer s tremi gosti, se glasi
N, + 3 =N,
Ce pride neskonéno veliko gostov v zasedeni hotel, opi§emo to z
N, + N, =N,
Odhod prvega gosta pomeni, da je
N, —1=¥N,
odhod neskonéno veliko gostov pa zaznamujemo takole:
No = No é No

Vidite, Ze teh nekaj zgledov kaze, da je uvedba stevila alef smiselna Ze zato,
ker nam skrajSuje pisanje. Matematiki so dobro vedeli, zakaj so ga vpeljali. O, to
so pametni ljudje, samo...

'No, zdaj smo se nazadnje menda vendarle naucili vsega, kar je treba vedeti o
naravnih $tevilih in o njihovih lastnostih,” mi pravite (upam) vsaj malo zadovoljni
in Ze posteno utrujeni zaradi vseh teh zgledov, simbolov, izrazov...

Cakajte, zal ni gisto tako, ampak za zadetek naj bi bilo dovolj.

Moral bi vam pokazati vsaj Se to, da je mnoZica naravnih Stevil

- diskretna,

- urejena oziroma dobro urejena.

Sicer pa pustimo nekaj tudi za matematike. Ti vam bodo takoj ne samo po-
kazali, temve¢ tudi - dokazali (ker so globoko prepriéani, da bi jim brez dokaza
sploh ne verjeli). Samo to bi vam rad Se pojasnil, zakaj sem vas takoj v zadetku
da ste jo brali.

‘Zakaj? Je mogodée v nji kaj narobe napisano, kaj takega, s ¢imer se ne stri-
njajo? Ali ne drzi to, kar tu pise?’ me malo preseneceni sprasujete.

Oh, ne, ne. Sploh ne gre za to. Njim to ne bo ljubo iz drugega vzroka. Rekli
bodo nekako takole:

1-102°+1-10"+ 9 10°
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‘Tu je veliko govorjenja, pa malo matematike. Vse to je mogoce povedati ve-
liko bolj preprosto, kraj$e in natanéneje. Na primer namesto vseh teh zgodbic (za
otroke) o neskonénih mnozicah, hotelih in tako naprej, je treba rec¢i samo:

MnoZica je neskoncna tedaj in samo tedaj, Ce jo je mogoce bijektivno presli-
kati na njen pravi del.

In to je vse. Ni treba govoriti ne ve¢ ne manj. V tej definiciji je zajeto prakti-
&no vse, o &emer smo pripovedovali na celih desetih straneh. Skoda papirja. In &a-
sa.

Vidite, to vam bo rekel vsak pravi matematik.

Vem, da vas zanima, ali to drzi. Ali je res vse zajeto v enem samem stavku.

Je, res je. Iz te definicije so (zanje) jasne vse lastnosti neskonénih mnozic.
Zgledov vam pa - ¢e ravno hocete - navedejo Se petdeset drugih, ker je lahko vse
navesti - na podlagi definicije. Seveda, ¢e jo razumemo. Oni jo gotovo razumejo in
doumejo, pa Se kako! Vidite, ravno zato sem vas prosil, da te knjige nikar ne ka-
Zite matematikom. Ker ni pisana zanje, temve¢ za vas - ki ne znate in nimate radi
matematike. Mogoce je komu od vas knjiga celo vie¢. In ¢e mi recete:

‘Uh, kaksen dolgéas je vse to’, vam ne bom zameril, ker vem, da to ni re¢eno
toliko zaradi mene kolikor zaradi matematike. Bolj bi me motilo, e bi kateri od
matematikov to pogledal in zagodrnjal:

‘Vse to je plehko.

Ali 3e hujse:

To je sund.’

Pa vendar, nikdar zaradi tega ne bodimo hudi na matematike. Poznam jih ve-
liko in verjemite mi, da so prav posreceni in simpati¢ni ljudje. Radi se posalijo in
pripovedujejo vice, strogi so pa samo, ko gre za matematiko. Radi bi vas z malo
besedami (pa z veliko formulami) veliko naugili. In ravno zato jih je véasih tezko
razumeti. In v tem je po navadi vzrok nesporazumov. Po§teno se bodo zadudili, &e
jim boste povedali, da vam definicija: MnoZica je neskonéna takrat in samo takrat,
Ce jo je mogoce bijektivno preslikati na njen pravi del - prej ni¢ ni povedala
(dokler niste njenega pomena izkustveno doZiveli pri hotelu z nestetimi sobami).

Pa je tako

- jasna,

- jedrnata,

- natancna,

- popolna.

In vi je prej res ne bi razumeli?

Nezaslisano!”

omnlise .,

‘Z
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Aksiomi - pravila igre

"Ze v zadetku smo navedli izrek velikega matematika iz prve polovice 20.
stoletja, Davida Hilberta,** ki ga imajo na splo$no za zadnjega vsestranskega ma-
tematika, to je matematika, ki se je skoraj z isto lahkotnostjo sprehajal po vseh
podrocjih matematike in rekel: 'Matematika je samo igra, ki jo igramo po doloce-
nih preprostih pravilih z oznakami, ki so brez pomena.’

Ta ‘definicija’ se vam je najbrz zazdela, ko ste jo prebrali, samo duhovita, ma-
lo 3aljiva izjava o matematiki pa - ni¢ ve¢. Vendar ni samo besedna igra, temvec
skriva v sebi tudi globoko resnico o matematiki, ¢e jo jemljemo aksiomatsko, se
pravi kot znanost, ki sloni na sistemu aksiomov. Aksiomi pa so, to je znano, ocit-
ne resnice, ki jih ne dokazujemo. Ni jih treba dokazovati, ker so sami po sebi tako
jasni, razvidni, logi¢ni, da jih ni mogocCe dokazati s Se bolj preprostimi izreki. Ta-
ko je bilo vsaj véasih. V davnem casu, ko je Zivel kralj, ki je imel tri sinove...

Danes ni vec tako {seveda, saj tudi kraljev ni...}. Aksiomi v sodobni matema-
tiki niso ravno ocitni, eni pravijo, da ni nikjer re¢eno, da bi morali biti resni¢ni, o
dokazovanju pa raj§i kdaj pozneje. Zato jemljimo aksiome samo kot nekaksne
podmene, iz katerih izhajamo. Tisti, ki jih daje, ni doiZzan nikomur polagati racu-
nov o tem, zakaj je razglasil za aksiome ravno take in ne kaksne drugaéne trditve.
To je njegova stvar. Zato pa bodo matematiki, ¢e s sistemom aksiomov ni kaj ‘v
redu’, sklicali svoje sodi$ce in sistem bo obsojen na smrt. Aksiomi kak$ne matema-
ti¢ne teorije oziroma strukture namred izrekajo temeljne lastnosti te strukture.
Ampak &e z aksiomi ni kaj v redu, ‘pade v vodo’ tudi vsa struktura, na katero se
nanasajo aksiomi. Tu ni 3ale. Vsak sistem aksiomov mora ustrezati dvema temelj-
nima pogojema.

Biti mora:

- popoln,

- neprotisloven.

Sistem je popoln, ¢e je v njem vse potrebno za izoblikovanje teorije ali stru-
kture, na katero se nanasa. Ne sme ni¢ manjkati. Da je sistem aksiomov neproti-
sloven, ne pomeni ni¢ drugega, kakor da z istim/ aksiomi ni mogoce priti do skle-
pa, da kaj (ista stvar) je in ni, se pravi, da na podlagi istih aksiomov ne moremo
priti do sklepa, da je kaksna trditev resni¢na in hkrati - neresni¢na.

14 pavid Hilbert (1862 - 1943}, neméki matematik iz 19. in 20. stoletja, ki je raznim podro&jem ma-
tematike dal pomembne prispevke. Imajo ga za zadnjega vsestranskega matematika. Ukvarjal se je poleg dru-
gega tudi s teorijo 3tevil, z matemati&no logiko, z osnovami maternatike, z diferencialnimi in integralnimi
enatbami, poleg tega pa je tudi elementarno geometrijo postavil na strogo aksiomatske temelje. Njegova dela
so znatno vplivala na matematiko 20, stoletja.

1€2#3 7488 +.2
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Ce pa se to kljub vsemu zgodi, kazensko odgovarja avtor {pa ne te knjige,
temvec) aksiomov. Naravo aksiomov v znanosti je prvi opazil brzkone najvedji um
antiénih &asov, ARISTOTEL, '* ki je sodil, da morajo biti na vseh znanstvenih po-
drogéjih izjave ali izreki, ki so sami po sebi oditni in jih ni treba dokazovati, tem-
ve¢ so podlaga in dajejo najbistvenejSe na podroc¢ju posamezne znanosti.

V geometriji je Evklid prvi postavil tak sistem aksiomov in definicij, s kate-
rim je lahko izpeljal vse dotlej znane geometrijske ugotovitve. Zato upraviéeno
trdimo, da je Sele od tedaj matematika - natan¢neje, geometrija - deduktivna zna-
nost, to je znanost, ki na podlagi doloCenega Stevila izhodnih trditev izpeljuje vse
nadaljnje. Da boste videli, kaksni so bili Evklidovi aksiomi, bomo navedli prvih pet
aksiomov geometrije v ravnini.

Zahtevano je:
1. da je mogoce od vsake tocke do katere si Ze bodi druge tocke potegniti
premico;

A B

2. in da je mogoce vsako premico neomejeno nadaljevati;

3. in da je mogoée iz poljubnega sredi§¢a s poljubnim polmerom narisati
kroznico;

4.in da so vsi pravi koti enaki;

5. in da se dve premici - presekani s tretjo premico - sekata na tisti strani te
premice, kjer je vsota kotov, ki ju oblikujeta premici s tretjo premico, manjsa od
dveh pravih kotov.

Ceprav so imeli Evklidovi aksiomi tudi pomanjkljivosti, so se ohranili prakti-
éno nespremenjeni vse do 19. stoletja. Moramo priznati, da je bil Evklid bistra
glava. Ampak oglejmo si Se malo teh pet aksiomov. Ce jih dobro pretehtamo, vi-
dimo - pa Geprav nismo matematiki - precejSnjo razliko med prvimi $tirimi in
petim. Prvi §tirje so kratki, jasni in o¢itni, da jih lahko sprejmemo brez dvomov.
Zato pa je peti nekam ‘sumljiv’. Predvsem - je dolg. TeZko si ga je takoj zapomni-
ti in ponoviti. Poleg tega tudi ni tako razumljiv kakor prvi stirje. Ce ga hoemo
razumeti, moramo vzeti svin€nik, papir, ravnilo in - risati. Napravimo tako.

15 Aristotel (384 - 322 pred naSim Stetjem),
na]veén starogriki fllozof in udenjak. PoloZil je temelje

1:2:3-4-5+4
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Ce dobro pretehtamo sliko, postane poloZaj majékeno jasnejsi, vendar 3e
naprej ostane nekaj dvomov. In ne samo pri nas nestrokovnjakih. Tudi matemati-
kom se je od prvega dne zdel nekam problematicen. Sumili so, da jim je Evkiid kaj
‘podtaknil’, vendar mu niso mogli ni¢ dokazati. Ampak sum je kljub temu ostal.
Aksiom so zato izrodili v postopek svojim najbolj§im raziskovalcem. Ko bi vi vedeli,
kaj vse so poéeli z njim {pa tudi on z njimi, si lahko mislite), Poskusali so ga poeno-
staviti, skraj3ati, izpeljati iz drugih aksiomov, drugace formulirati...

Vse do kraja, vam redem. Matematiki so se s petim aksiomom ubijali celih
devetnajst stoletij (pa recite, ée niso trdovratni!). tn navsezadnje ga niso ne spodbi-
li ne dokazali. Aksiom je ostal Se danes isti, kakor je bil pred dva tiso¢ leti. Vsa Cast
mu! Ampak najbolj zanimivo je, da vsi ti napori kljub vsemu niso bili v prazno.
(Domnevam, da ste se ze privoséljivo veselili, da so jo tudi matematiki vsaj enkrat
'nadrsali’.) Poglejte, kaj se je kljub vsemu zgodilo.

Matematiki so bili pri kraju z Zivci zaradi vedstoletnega ubijanja s tem aksio-
mom, zato so se odlodili za skrajno metodo, ki jo le neradi uporabljajo. Ampak kaj,
tudi z njo niso imeli ne kaj dobiti ne izgubiti. In &e poéi, naj pac¢ poéi. Aksiom so
kratko in malo - izpustili. Gladko so se napravili ‘'neumne’. Kakor da ga sploh ni. In
takrat so Sele debelo pogledali. Sami sebi niso mogli verjeti. Z nekak$nimi predru-
gacitvami so dobili - novo geometrijo, v kateri je bilo vse usklajeno. Pa ne samo to.
Ugotovili so, da je takih geometrij ve¢, da ni samo ena. In kakine ¢udne geometri-
je so to!

V njih:

- skozi dano tocko lahko potegnemo dve premici, vzporedni z dano premico
{kaksne smesne premice},

- skozi dano tocko ne moremo potegniti nobene premice, vzporedne z dano
premico,

A

A

- vsota kotov v trikotniku je lahko vecja ali manj$a od 180° (jaz se pa dobro
spominjam, da je moj najboljsi prijatelj Peter dobil cvek iz matematike, ko je ugi-
telju rekel, da je vsota kotov v trikotniku 150°).

1:2-3-4 545
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Tem geometrijam, v katerih peti aksiom ne velja, so matematiki na kijub
Evklidu rekli neevklidske geometrije. Tako so se masc¢evali Evklidu zaradi aksioma,
ki jih je mucil stoletja. Naj se ve, da tudi Evklid ni alfa in omega v geometriji. Ali
kakor pravimo:

‘Vsak mojster najde svojega mojstra.’

Ob tem 2zgledu vidimo, kako so matematiki v resnici nenavadni ljudje:

- vztrajni,

- potrpeljivi,

- iznajdljivi.

Ce se polotijo kak3nega problema, ga reiujejo, e je treba, tudi tiso¢ let, do-
kler ga ne

- resijo,

- dokazejo, da je neresljiv, ali

- si izmislijo kaj tretjega.

Namesto da bi ga pustili pri miru ali - ga poslali k vragu. Ampak potem mate-
matiki ne bi bili - matematiki. Bili bi isto kakor mi - navadni ljudje. Ce kak3nega
problema ne reSimo v eni uri, dveh, ga pustimo in se polotimo drugega dela. Ali
odidemo na tekmo. Je mogoce v tem kaj slabega?”’

Kako se matematiki "‘igrajo”

"Videli smo, da je imel e celo veliki Hilbert tudi matematiko za - igro.

In kako se matematiki "igrajo’?

Ena njihovih priljubljenih iger je priblizno takale:

Postavijo sistem aksiomov. V skladu z njimi izpeljejo tudi razne teoreme, le-
me, korolarje, definicije...'® Potem gledajo, kaj vse je mogoée izpeljati iz tega.
Najboljsi igralec je tisti, ki more izpeljati obseznejso, popolnejso teorijo, ki ‘'pokri-
va’ ve€je podrocje. Kolikor veé skiepov ob kar najmanj aksiomih - tem bolje. To

16 3 e . n
Lema je pomozni izrek, po navadi stopnja v dokazovanju kak3nega zapletenega izreka (teorema).

Kcrolar'je izrgk_: ki ga brez posebnih teZav lahko izpeljemo iz kakinega drugega izreka. Z definicijami uvajamo
nove pojme, ki jih opisujemo z 3e znanimi.
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je nekaj podobnega kakor pri Sahu. Tudi tu so pravila igre. Vsako figuro je mogoce
premikati samo po dofocenih pravilih in ta je treba spostovati, drugace igra nima
smisla. Pravila so kakor - aksiomi.

Ceprav vsi $ahisti poznajo igralna pravila (aksiome), vemo, da niso vsi enako
dobri igraici. Kakor so med $ahisti veliki mojstri {spomnite se samo Aljehina, Bot-
vinika, Talja,Spasskega, Fischerja, Karpova, Gligori¢a in drugih), potem velemojstri,
mojstri, povpreéni igralci in ‘pocarji’, ki izgubijo partijo v peti potezi s ‘SuStarma-
tom’, tako je tudi med matematiki. Nekateri so zelo veliki, nekateri pa taki (in teh
je najved), kakor smo tudi mi (nekje med ‘pocarji’ in povpre¢nimi igralci). Ne v $a-
hu, 3e posebej pa ne v matematiki ni zadosti samo nadarjenost. Treba je dobro po-
znati tudi teorijo. In preuevati igre velikih mojstrov. No, zdaj vam je mogoce malo
jasnej$i smisel Hilbertove definicije matematike. Velemojster ne bo postal vsak, am-
pak z nekaj prizadevnosti in poznanja teorije, je mogode vsaj - uzivati v igri.

‘Prav gotovo je vse to zelo zanimivo
in pou¢no,’ boste rekli spri¢o pripovedi
o aksiomatiki, ‘pa se nam vendarle zdi,
da vsaj za naravna $tevila ni treba nobe-
nih aksiomov. Naj je vsaj nekaj v mate-
matiki tudi pristopno in razumljivo.”

Mi je prav zal, vendar je bilo to, kar
ste rekli, resnica - pred devetdesetimi le-
ti.

‘v

‘Pa menda ne boste rekli, da obsta- 3
jajo tudi za naravna Stevila kaksni aksi-
omi?’

Obstajajo, seveda obstajajo, kaj bi
ne. Postavil jih je italijanski matematik
PEANO ' ze leta 1891, zato jih njemu
na ¢ast imenujemo Peanovi aksiomi. Am-
pak nikar se ni¢ ne plasite. Tudi ti aksi- /—Q
omi so precej preprosti in razumlijivi. Si- DEFINICIJA
cer pa, tukaj so:

1. 1 je naravno Stevilo.

2. Vsako naravno §tevilo 7 ima na-
tanéno enega naslednika n” (n" = n + 1).

3. 1 ni naslednik nobenega $tevila.

1 Giuseppe Peano (1858 - 1932), italijanski
matematik in logik.

1+2:3:4-5+7



4.Cejem’' =n’, potem je tudim = n.

5. Vsaka mnozica, v kateri je 1 in ki ima z vsakim Stevilom n tudi n' (0’ =
=n+ 1), obsega vsa naravna Stevila.

No, to so znameniti Peanovi aksiomi. Ni¢ groznega. Skoraj vse ze od kraja
razumemo. Kijub temu jih bomo na kratko pojasnili. Pri prvem aksiomu tako re-
ko¢& nimamo kaj reci. Samo ugotavlja, da je 1 naravno §tevilo (vem, da boste takoj
pripomnili: ‘oh, to vemo vendar tudi brez aksioma’). Tudi drugi aksiom samo ugo-
tavlja, da za vsakim naravnim Stevilom neposredno sledi samo eno naravno Stevilo,
ki mu pravimo naslednik tega $tevila. Po navadi ga zaznamujemo s ¢rtico. Tako je:

= 2 {beri: naslednik ene je dve)
2 =8 ali
7 =8 ali na splosno

n'=n+1 (naslednik njen+ 1}

Tretji aksiom nam pravzaprav pove, da je 1 najmanjSe naravno Stevilo ali da
1 nima svojega predhodnika med naravnimi $tevili. Cetrti aksiom spet izreka trdi-
tev:

Ce sta naslednika dveh $tevil enaka, potem sta tudi ti $tevili enaki.

Razumljivo je, da nobeno naravno $tevilo ne more imeti razliénih predhodni-
kov. Posebno pomemben je peti (Ze spet peti) aksiom, ki mu pravimo tudi nacelo
popolne ali totalne indukcije. Pove nam tole:

Ce je v mnozici 1 in &e je v nji s katerim si Ze bodi $tevilom n obenem njegov
naslednik (to je n + 1), mora mnozZica obsegati tudi vsa naravna Stevila. Vsaka
mnozica torej, ki ima 1 in “avtomatsko’ obsega ob Stevilu n Se n + 1, je mnozica
vseh naravnih Stevil. Tako smo se seznanili tudi z eno od sodobnih matemati¢nih
aksiomatik in - ostali Zivi.

SliSim vas, kako pravite: ‘Sijajno.’

No, hvala bogu, da vam je bilo nazadnje vendarle nekaj iz matematike viec -
in sem tudi jaz koga naucil kaj matematike {matematiki mi bodo morali za to dati
Se posebno priznanje).

'Pa vendar nam nekaj Se ni popoinoma jasno.

Kar mirno vpra3ajte, zato sem tu, da vam razlozim (€utim, kako sem se Ze
popolnoma vzivel v viogo ni¢ manj in nié veé kot - profesorja matematike).

‘Se zmeraj nam ni &isto jasno, za kaj imamo te aksiome, ko vendar naravna
Stevila poznamo tudi - brez njih.’

(Uh, lepa re¢, tega mi pa res ni bilo treba. Ravno uzivam, kako sem vse lepo
pojasnil, in zdaj tako vpraSanje. Pa mi je Cisto prav, Ce sem Zelel igrati profesorja.
No, nekako se moram izvledi.)

1-2:3-4-5+8



Hjaa, one, hmm, kako naj vam reeéem {moram uporabljati takole meckanje,
da pridobim nekaj ¢asa in si medtem kaj izmislim), opravic¢ilo za aksiome prav
gotovo obstaja, ne glede na to, da poznamo naravna $tevila in njihove lastnosti. Sa-
mi veste, da obstajajo vse mogo&e mnoZice - konéne in neskonéne. Ce torej o kak-
$ni mnoZici ugotovimo (na sreco sem se vendar domislil nekak3nega opravidila, za
naprej bom moral pa dobro paziti, kaj govorim, da mi ne bodo znova postavili ta-
kole neprijetnih vprasanj}, da ustreza Peanovim aksiomom, se lahko pokaze (vem,
da mi bodo verjeli na besedo in ne bodo zahtevali, naj to jaz razkaZem in doka-
Zem), da ima /astnost/ mnoZice naravnih §tevil. In to bi bilo Ze zadostno opravi&i-
lo za obstoj aksiomatike naravnih Stevil {no, domislil sem se $e enega vzroka, ta-
ko da se ze lahko delam tudi malo vaznega). Poleg tega lahko vso teorijo naravnih
Stevil izpeljemo natanéno - kakor imajo paé radi matematiki - iz teh aksiomov in,
kar priznajte, da je tudi to dokaz, da so aksiomi - koristni in potrebni. Torej, pra-
vila igre so tu, kaj pa bomo napravili z njimi, je odvisno od tega - kaksni mojstri
smo.

Radunske operacije z naravnimi Stevili

Vem, dobro vem, da ne racunate radi (jaz ravno tako ne), brez skrbi zastran
tega. Tu ne bomo radunali, temve¢ samo malo pokramljali o racunanju. Sicer pa
tudi matematiki éedalje manj radunajo. Ti kvedjemu izdelujejo programe, dajejo
navodila, dolo&ajo, kaj je treba izracunati, raéun sam pa opravi - stroj. Zagotav-
ljam vam, da je skoraj vsak natakar spretnej$i v prakti¢nem rac¢unanju kakor ma-
tematik. S tem niti malo ne mislim zmanj3evati pomena raéunanja. Se malo ne. To
nam je prav gotovo potrebno v vsakdanjem Zivljenju. In moramo znati racunati.
Zelim pa vas kljub temu opozoriti na popolnoma napaéno, ceprav {posebno med
star$i) zelo razirjeno mnenje, da je otrok, ki na primer hitro seSteva, Ze zaradi te-
ga tudi dober matematik. To sta dve razli¢ni stvari, med katerima skoraj ni nobe-
ne zveze. No, toliko o tem. Samo da se ve.

No, in zdaj poglejmo, katere rac¢unske operacije z naravnimi Stevili imamo.
Saj jih Ze poznate. Jasno, to so:

{— seStevanje,
— mnoZzenje,
— odstevanje,
{— deljenje.
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'Zakaj pa po tem vrstnem redu? Je to po nakljucju?’ sprasujete.

Ne, ni po nakljuéju. Med njimi je bistvena razlika. Prvi dve operaciji sta pre-
mi ali direktni, drugi dve obratni ali inverzni.

‘Dobro, in v ¢em je razlika?’

Poglejte, v temle. Ce kateri si Ze bodi naravni Stevili seStejemo ali pomnozi-
mo, bo rezultat vselej naravno Stevilo. Torej nas ti (se pravi premi) radunski opera-
ciji ne spravljata iz mnoZice naravnih $tevil. Sicer pa tudi sami poskusite seSteti in
pomnoziti kateri si Ze bodi naravni Stevili, pa boste vselej dobili naravno Stevilo.

Na primer:
9+ 15=24 3+24=27
9 15 =185 5 16:=-30 itd.

Pri drugih dveh racunskih operacijah se to ne 2zgodi vselej. Rezultat odsteva-
nja in deljenja je lahko naravno tevilo, vendar ni nujno. Vzemimo:

9-6=3 (3 je naravno §tevilo), vendar Ze

6—-9=-3 {—3 ni naravno $tevilo) ali

20:4=5 (5 je naravno §tevilo), vendar
5=4 4 . Stevi

445 E ( £~ Ni naravno Stevilo)

Zato pravimo, da je mnoZica naravnih Stevil zaprta za seStevanje in mnozZenje,
ni pa zaprta za odstevanje in deljenje. Ce samo malo pomislimo, bomo lahko hi-
tro odgovorili na tale vprasanja:

1. V katerih primerih je rezultat od$tevanja naravnih Stevil naravno §tevilo?

2. Kdaj bo rezultat deljenja naravno Stevilo?

In zdaj poglejmo, kaj je pravzaprav vsota dveh Stevil.

Na to vprasanje lahko odgovorimo takole: Ce sta a in b naravni 3tevili, obsta-
ja zmeraj eno in samo eno (tako radi pravijo matematiki) naravno §tevilo, ki mu
pravimo njuna vsota, oznacujemogapaza+b.

‘Ni¢ posebnega,’ pravite.

Dobro, dobro, samo rajsi nikar - ne viecite vraga za rep (boste Ze $e videli, kaj
je vsota). Na podiagi definicije vsote poskusajte sami definirati zmnozek dveh §te-
vil. Skozi dolga stoletja so matematiki ugotovili, da za seStevanje in mnozenje ve-
‘\7 ljajo posebna pravila. In sicer brez izjeme. In so jih razglasili za - zakone. In gorje
‘ “ se tistemu, ki jih prefomi (ta izrek sem vzel iz svetega pisma).
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Ne verjamete?

Poskusite!

Tole so ti zakoni:

1. Zakon zamenjave ali komutativnosti (za setevanje)

za vsak a, b eN a+b=>b+a

Ta zakon nam torej pove, da vsota ni odvisna od vrstnega reda seStevancev
{ni¢ drugega, kakor da je na primer 4 + 6 = 6 + 4 - lahko zamenjas$ vrstni red seste-
vancev, pa dobis isto vsoto). Isti zakon velja tudi za mnozenje. Se pravi:

za vsak a, b eN a-b=>b-a

torej: 4-7=7 -4
Velja ta zakon tudi za odstevanje?

2. Zakon asociativnosti {za setevanje)

2a vsak a, b, c eN (a+b)+c=a+(b+c)

Za mnozenje se ta zakon glasi:
za vsak a, b, ¢ eN (a-b)jc=a-(b-c)

Ta zakon torej trdi, da vsota ali pa zmnozek treh naravnih stevil nista odvi-
sna od nacina zdruZevanja seStevancev ali pa faktorjev v skupine.
Potemtakem je:

(5+8 +3=5+(8+3), t
1B3+3=5+11
16 = 16

1BE+1)+1



ali za mnozenje
(3 85) w6 =23 (6~ 8)
15~ 61=8~ 30
90 = 90

Ce bi nasli tri naravna $tevila, za katera to ne velja, bi matematike pograbil
obup. lzgubili bi vero v matematiko, marsikateri med njimi bi jo pustil in se zacel
ukvarjati - s filatelijo. Kakor vidimo, je tem zakonom skupno, da veljajo tako za
seStevanje in za mnoZenje (to lahko izkoristimo, da se nam ju ni treba dvakrat u-
&iti, da imamo vsaj nekaj od tega).

Zdaj preglejmo nadaljnja dva zakona za sestevanje.

3. Naj sta a in b naravni Stevili. Tedaj jea + b # a. S tem zakonom je pravza-
prav mogoce potrditi, da nicla ni naravno $tevilo. Saj bi samo za niélo veljalo

a+0=a

ker pa nicla ne pripada mnoZici naravnih Stevil, mora biti zmeraj
a+b+a

Za dve naravni Stevili bo na primer

2+342
54+ 1%5  intako naprej.

4. Cesoa, b, c naravna stevila (3, b, c € N), velja:
Cejea+c=b+c, potemjea=b.

Tej lastnosti seStevanja naravnih Stevil pravimo tudi zakon krajsanja ali kan-
celacife, 1z njega razberemo: '

Ce sta vsoti dveh se$tevancev enaki in Ce je v obeh sedtevkih po en seStevanec
isti, morata biti tudi druga dva se$tevanca enaka.

Iz

xX+6=y+6 izhaja, da je X=y
In zdaj Se dva zakona za mnoZenje.
00 3. Za vsako naravno Stevilo a velja

a-1=a
Ta zakon pove, kakor vidimo, kako mnozimo z 1. Ce pomnozimo katero si

Ze bodi naravno Stevilo z eno, se Stevilo ne spremeni, torej

3-1=3, 7-1=7, 1-1=1, it

O bl

In navsezadnje $e zakon distributivnosti (porazdelitve}, ki mu pravimo tudi
‘zakon pravi¢nosti’.

. A
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4’. Mnozenje naravnih §tevil je distributivno nasproti se§tevanju naravnih
tevil, to je

zavsak a, b, ceN a(b+c)=ab+ ac

Poglejmo to na nekaj zgledih

3(68+7)=83-64+3:7 in naprej
3-12=15+ 21
36 = 36

e 4(3+8) =4-3+4-8
4-11 =12+ 32
44 = 44

Tu torej vidimo, kako se je treba otresti oklepajev. |z tega zakona izvira tudi
znamenito pravilo: ‘Ce pred oklepajem plus stoji, oklepaja treba ni, &e pa minus
tam strasi, nasprotno vrednost naredi.” To je pravzaprav zakon v ljudski priredbi.
Matemati¢no sicer ni popoinoma pravilen, vendar je prakticen in si ga lahko zapo-
mnis. Kaj pa moremo, véasih se moramo tudi sami zavarovati pred matematiéno
suhostjo.

Poglejmo, kako iz zakona distributivnosti izvira navedeno ‘pravilo’:

(+1)(@a+b)=1-a+1-b=a+b in
(=NNa+b)y=(—-1)-a+ (=1 b=—a—->b

ali npr. (+1) (7 +2)=1-74+1-2=7+2=29, ali
(=7 +2)=(—-1)"7+(-1)"2=-7-2= -9

Priznam, da sem v drugem primeru pretihotapil dve stvari, zaradi katerih bi
se matematikom najeZili lasje. Ampak prava rec¢. In zakaj bi si sploh gnal k srcu,
saj te knjige tako ali tako ne bodo brali matematiki. Vazno je, da ste vi doumeli,
kaj sem Zelel povedati.

To so torej najpomembnejsi zakoni za rac¢unanje z naravnimi §tevili. V njih
je ocitno samo uzakonjeno tisto, kar sicer Ze od nekdaj po¢nemo pri radunanju.
In tudi vsak dan jih uporabljamo, ne da bi se tega sploh zavedali (potemtakem bi
&lovek celo rekel, da smo bolj pametni, kakor mislimo). Ce ne verjamete, kar po-
glejte, kje jih uporabljamo.

Na primer zakona komutativnosti in asociativnosti za setevanje. Ce sesteje-
mo nekaj Stevil, potem ko jih zapiSemo drugo pod drugo, seStevamo po navadi od
zgoraf navzdol

14 Ce preverimo radun tako, da se§tevamo od spodaj navzgor,
6 uporabimo pri tem zakona komutativnosti in asociativno-
13 sti, saj vemo, da mora biti rezultat v obeh primerih isti.
33
13(7+3)+3



Vedje Stevilo sedtevancev pogosto setevamo tako, da jih uredimo v manjse
skupine in jih potem seitejemo. Pri tem uporabimo zakon

13 } 20 asociativnosti (véasih pa tudi komutativnosti).
7
29 } 40
11 ai 1342947 +11=(13+47) + (20 4+ 11) =

60 = 20 + 40 = 60

Ce raGunamo na primer zmnozek 7 - 26, uporabimo po navadi najprej zakon
distributivnosti, potem pa zakon asociativnosti za seStevanje, to je ra¢unali bomo
{ne da bi pri tem kaj prida premisljevali) takole:

7:-26=7-(20+6) =140 + 42 =140 + (40 + 2) = (140 + 40) + 2 =
=180 + 2 = 182

Vse te zakone torej ne samo poznamo, temvec jih celo uporabljamo. Samo
nec¢esa mogoce nismo vedeli - da so to zakoni. Sicer je pa mogogée $e celo bolje,
¢e tega ne vemo. Smo Ze taki po naravi, da bi jih mogoce e - namenoma krsili.
Kdo bi vedel! Vse, kar je prepovedano, nas privlaci. Tako smo se torej seznanili z
racunskimi operacijami in njihovimi zakoni. Vse je tako jasno in razumijivo, kakor
da ni matematika. Tudi ¢e to drzi, se vendar nikar prezgodaj ne veselimo, da smo
vse zlahkoma doumeli. Se posebej se nikar ne bahajmo pred kak$nim matemati-
kom, da nam je - ¢e ni¢ drugega - ¢isto jasno, kaj je na primer seStevanje ali mno-
2enje. Ce mu boste rekli, da vse veste o seStevanju, vas bo pozorno poslusal, poki-
mal in rekel:

'Zares zanimivo. Skoraj sem ¢isto pozabil na to. Drzi, drzi, natanko tako so
razlagali pojem seStevanja tudi v Avstro-Ogrski ob ¢asu Marije Terezije in Franca
JozZefa. Noter do malo pred prvo svetovno vojno, ¢e me spomin ne vara.’

Osupnete. Ni vam disto jasno, o ¢em govori (saj vam tudi zgodovina z vsemi
temi cesarji in kralji ni ¢isto jasno pred oémi; v tem se je tezko znajti).

‘Prav vam je. Vam je bilo to potrebno?’ vas vprasam.

‘Da se z matematiki pogovarjamo o matematiki? Kaj ste padli z Lune? To je
isto, kakor bi Arabcem razlagal, kaj je pesek, Eskimom pa pripovedoval o ledu.’

‘Dobro, kako bi pa danes definirali se§tevanje?’ nadaljujete svoj pogovor z
matematikom (in $e ni¢ ne slutite, kako boste ‘nadrsali’ tudi brez ledu), ker ste
prepri¢ani, da vsaj to veste, kaj je seStevanje in mnoZenje, ¢eprav ni¢ drugega ne
veste iz matematike.

13(6 +4) + 4



‘To je vsaj preprosto:

Sestevanje je funkcija N x N £ N, ki je dana z (a, b) = a+b (a,bEN),
vam rede matematik in vas gleda ¢ez naocnike.

'Kaj, kaj, sestevanje je...?’

‘FunkcijaN x N = N,’ ponovi on, ker misli, da niste dobro slisali.

‘in kako bi to pojasnili?’ se poskusite izvleci s $e enim vprasanjem, medtem
ko si ne morete opomoci od osuplosti.

‘Ne vem, kaj naj bi tu razlagali, ko je vse zajeto v definiciji’ - in vaSega pogo-
vora z matematikom je konec.

'O zmnozku ste 3e celo pozabili vpradati, v strahu, da boste dobili odgovor:
Produkt je funkcijaN x N ~— N,danaz (a,b)—a - b (a,bEN).

Tako je in zdaj ste me prisli vprasat:

‘In kaj je pravzaprav rekel matematik?’

Pri vsej nepremislienosti imate Se sreco, da po nakljuéju jaz vem. Meni je to
definicijo - v znamenje hvaleZnosti, ker sem mu podaril vstopnico za  nogomet-
no tekmo - razlozil neki Student matematike. Po triletnem $tudiju prvega letnika
matematike je pravzaprav presedlal med zobarje, vendar to ni¢ ne spremeni. Mo-
goce mi je ravno zato utegnil razloZiti definicijo.

Poslusajte, kako mi je ta matematik - zobar - razlozil:

'AxB - ali MxN, XxY in podobno - je v navadi kot oznacitev za karteziéni
produkt mnoizic, *® ta produkt pa sestoji iz vseh urejenih dvojic teh mnozic. Ce
je naprimer A={a, b,cYyinB8={12}, bo AxB = { {a,1), {b,1), {c, M), (3,2),
(b,2), (c,2)}, torej mnozica Sestih elementov, elementi pa so urejene dvojice. Rav-
no tako je na primer Bx8 ={(1,1), (2,1}, (1,2), {2,2) } in tako naprej.

N je oznacitev za mnoZico naravnih tevil, torej je

N={1,2 345867 8 9, 10, 11,12, ..}

N x N je mnoZica vseh mogodih urejenih dvojic, katerih elementi so naravna Ste-
vila. Teh je seveda neskon¢no veliko, zato nam N x N predstavlja (krajsano napi-
sano) vse urejene dvojice oblike

{(1,1),(1,2), (1,3}, (1,4), (1,5), ...
(2,1),(2,2),(2,3),(2,4),(2,5), . .
(3.1).(3,2),(3,3),(3,4), 3,5), .
(4.1),(4,2), (4,3), (4,4), (4,5),
(5.1),(5.2),(5,3), (5, 4), (5, 5),

18 PP e &
S karteziénim produktom smo se seznanili Ze prej, ko smo preu&evali mnoZice {na strani 80).
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Ce si zdaj zamislimo kateri si e bodi naravni Stevili, ki ju Zelimo sesteti, bo-
sta v eni od teh dvojic. Zelimo na primer sesteti stevili 4 in 2. Dvojica (4, 2) je v
nasi shemi v Cetrti vrsti v drugem stolpcu. {(Dvojica (42, 156} bo potemtakem v
dvainstirideseti vrsti in stoSestinpetdesetem stolpcu.)

Znamenje + nad puidico { -t») pomeni, da je treba Stevili 2 in b seSteti. Ce
torej recemo, da je seStevanje funkcija

Nx N3N, danaz (a, b)—a+ b (a, beN)

s tem samo izre€emo resnico, da je poljubni dvojici stevil iz mnozice N x N prire-
jeno natanko eno §tevilo iz mnoZice N.
Slikovito bi to podali lahko takole:

V nasem primeru je dvojici (4, 2) prve mnozice pridruZeno 3tevilo 6 iz druge
mnozice. To nam kaze definicija seStevanja. Pri mnoZenju je podobno. Vsaki dvo-
jici Stevil prve mnotzice je prirejeno po eno $tevilo (element) druge mnozice. 1z sli-
ke je jasno, da pomeni na primer (2, 4) — 8. Tako je meni razloZil tisti nesojeni
matematik. Ce je kajpak on narobe razlozil meni - sem tudi jaz vam.

Drugade vam moram priznati, da sem bil zelo ponosen, ko sem Ze po dveh
urah pojasnjevanja doumel, kaj je seStevanje. Skoraj me je ze navdala Zelja, da bi
el tudi jaz Studirat matematiko (skiepal sem: temeljne raunske operacije so pod-
laga’ matematike in ée sem to mogel razumeti, bo §lo vse drugo igraje), pa sem
se kljub temu Se o pravem ¢asu premislil. Vendar sem svoje znanje matematike do-
bro izkoristil. Do zdaj sem Ze dvakrat $el stavit (za gosposko vecerjo v najdraZji
restavraciji}, in sicer z nekim zdravnikom specialistom in z znanim inZenirjem ar-
hitekture, da ne vesta - kaj je seStevanje. Oba sta z nasmeskom sprejela stavo, ker
sta bila prepricana, da se bosta brezplaéno gostila. SeStevanje sta poskusala razlo-
Ziti kratko in malo z "zdravo pametjo’. InZenir je poskusal tudi nekaj risati po §te-
vilski premici. Brez uspeha. Ko sem jima povedal, kar sem zvedel od svojega $tu-
denta - sta brez besed pla&ala radun in me gledala, kakor da sem priletel z Lune.
Preprican sem, da jima $e danes ni jasno, ali sta stavo v resnici izgubila ali pa sem
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ju samo naSestnajstil. Pozneje sem zvedel samo to, da sta znancem pripovedovala,
kako da se pajdasim z matematiki in da sem tudi jaz Ze malo ‘pricvrknjen’. Nava-
dna &loveska hudobija. Sem mogoce jaz kriv, Ce sta mislila, da vesta - kaj je sesSte-
-vanje.

‘Pa seitevanja naravnih 3tevil res ni mogdée drugace definirati in pojasniti?”
me sprasujete.

Zakaj ne, lahko. Tudi takole lahko recemo:

Funkcija f : N x N — N, za katero velja f(m, 1) = s(m) ** in flm, s(m)) =
= s{f{m,n)] za vsak n, m € N, se imenuje seStevanje na mnozici N in namesto
f(m,n) piSemo m + n, se pravi, po definiciji postavljamo

m+n=flm,n) zavsak m,neN

: ‘Hvala, hvala, to nam &isto zadostuje. Zdaj nam je v resnici jasno, kaj je seite-
) vanje.’ (Ta je v resnici premaknjen, pa ne tako malo - si mislite pri tem.)

Ker ste se seznanili s se§tevanjem, mi preostane samo $e, da vas opozorim na
odstevanje kot racunsko operacijo...

‘Kaj je treba tudi odstevanje tako zapleteno razloZiti?’

Nee, ne, pa vendar... vam priporocam, da odstevanja niti ne omenite pred
matematiki kot posebno radunsko operacijo. Napravite se kratko in malo, kakor
da Se nikoli niste slisali 0 njem in - v njihovih oc¢eh vam bo zrasel ugled.

‘Zakaj pa to? Smesno. Pa zakaj naj zatajimo odstevanje?”

Ne Zelim se z vami pregovarjati o tem, samo opozarjam vas, vi pa napravite,
kakor vam drago. Matematiki namreg, vsaj nekateri od njih, odstevanja sploh ni-
majo za posebno radunsko operacijo, zato ga rajsi - zamolcite.

“Pa kako je mogode, da ne priznajo - odstevanja. Neumnost. Kaj pa je potem
na primer 5 — 3, ée ni odstevanje? Da ni nemara sestevanje? Ha, ha, ha...”

Je, pa ravno to. Rekli vam bodo, da je 5 — 3 seStevanje v mnozici celih Stevil,
in vam ga razlozili nekako takole:

5 in —3 sta elementa mnozice celih tevil (Z). V tej mnoZici je seStevanje de-
finirano kot funkcija Z x Z X Z,danoz(a, b)——a+b zaa€ Z,b € Z. Potem-
takem s 5 + (—3) oznaéujemo sestevanje dveh celih §tevil (nikakor pa ne odsteva-
nja) in s to vsoto je doloéeno eno samo celo $tevilo, in sicer je (v naSem primeru)
to 2.

‘Poglej, poglej, kdo bi si mislil. Se pravi, da potemtakem odStevanja ni. Do-
bro, in kaj je z od§tevanjem ulomkov?’

I/,mq Sestevanje lahko tudi definiramo....

s s ——

lgTuies(m)=m'+1zavsakmen.
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Ni€. To je spet sestevanje v mnozici racionalnih $tevil, na primer:

l = l = l + (__1), l in — —  pa sta elementa mnozice racionalnih
2 8 2 3 2 3
stevil {Q) in v tej mnozici je seStevanje definirano kot @ x Q X, Q,danoz

A L 2AFE o b WEE: 5G]

B pg o aEre )
Se pravi, da je v mnozici celih, racionalnih in realnih §tevil samo sedtevanje. To je
videti malo nenavadno, vendar moram priznati, da je precej logi¢no in - racional-
no. Odstevanje namrec lahko, kakor smo videli, spremenimo v seStevanje.

‘Kaj pa potem pomeni znamenje —, ¢e ni znamenje za odStevanje Stevil?’

To znamenje ima Se celo dvojen pomen. Uporabljamo ga za oznacevanje ne-
gativnih $tevil (=2, — 7/8, — 25, ...), pa tudi za oznad&evanje nasprotnih §tevil. Ce
je na primer a katero si-Ze bodi Stevilo, je —a nasprotno Stevilo. To lahko vzame-
mo 3e bolj splosno. Ce je a neka koli¢ina (na primer vektor), je —a oznaditev za
nasprotno koli¢ino (nasprotni vektor). Vam je zdaj jasno, zakaj pred matematiki
raj$i nikar ne govorite o odstevanju kot racunski operaciji?

'No ja, jeee, pa vendar...’

Ze razumem, ampak..."”’

-
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Pogovor o niéli

"0 nigli, kaj pa se moremo pogovarjati o ni¢li?’ vem, da me bo kdo od vas
vprasal, ko vas bo presenetil naslov, saj: ‘Nicla, to je vendar isto kakor ni¢, ni¢la
sploh ni pravo Stevilo, temve¢ navadna - nic¢la in kaj je mogoce pri tem Se poveda-
ti,” pravite.

S tem se ne bi ravno strinjal, zato vas prosim, bodite potrpezljivi in svojo so-
dbo o nicli izrecite $ele na koncu nasega pogovora. Nicla le ni tako brez pomena,
kakor se nam zdi na prvi pogled. Stevilo ni¢ ima veé zanimivih lastnosti in Zele! bi

183(1+9)+9




se pogovoriti z vami ravno o tem. Poglejmo najprej, kako je ni¢la nastala. Posku-
$ajmo odsteti, oprostite, seSteti dve nasprotni §tevili, na primer

34+ (=3)=0
ali na splosno

, 17+(—17)=0) 105+ (—105) =0

a+(—-a)=0
pa bomo kot rezultat zmeraj dobili - nié.

Vidite, z odstevanjem smo prisli do Stevila ni¢. Vendar v¢asih to ni §lo tako
hitro in preprosto kakor danes nam. O ne, potrebnih je bilo veliko naporov in ¢a-
sa, preden so vsaj vsi matematiki doumeli in priznali, da je ni¢ enakopravno §tevilo
z drugimi Stevili. KazZe, da so ni¢lo najprej poznali in z njo radunali matematiki v
Indiji Ze pred tiso¢ leti, evropski matematiki pa so bili doigo v dvomih, ali naj jo
priznajo kot ‘pravo’ Stevilo ali ne. Vemo, da je na primer eden od drugace zelo
znanih in spostovanih angleskih matematikov ?° $e v 17. stoletju zatrjeval, da niéla
- ni §tevilo. Vprasanje nic¢le (pa tudi vprasanje negativnih §tevil) je bilo do kraja
razjasnjeno Sele v 18. in 19. stoletju. Vidite, tudi iz tega lahko spoznate, koliko je
ni¢la 'mlaj$a’ od naravnih §tevil.

‘In h katerim Stevilom pri§tevamo ni¢, k pozitivnim ali negativnim?’

Ne k tem ne k onim. Je ravno na meji med njimi. Na ¢astnem prostoru, saj
ni¢ ni kar tako. Ni¢ je - nic.

‘Je ni¢ mogode spraviti v zvezo tudi z mnoZicami?’ vprasate.

Kaj bi ne mogli! Z njimi je v neposredni povezavi, saj izvira iz - prazne mno-
Zice. Ni¢ smo, Ce se $e spomnite, (na strani 84) definirali kot kardinaino §tevilo
prazne mnozice in zapisali

k®=0
To je torej Stevilo, ki pove, koliko je v prazni mnozici elementov. Vendar
moramo dobro paziti, da tega zapisa ne zamenjamo z zapisom
k {0}
saj ta predstavlja kardinalno §tevilo mnozice z enim elementom, zato je
k{0} =1
Znano je namre¢, da sta znamenji za prazno mnozico @ ali ¢.
In zdaj poglejmo, katere so lastnosti nigle: Ce pristejemo ni¢ kateremu si Ze
bodi stevilu, se to ne spremeni. Na primer:
24+0=2, 16+0=16, 128 + 0 = 129, itd.
ali na splosno za katero si Ze bodi $tevilo a
at+t0=a

X 20! John Wallis (1616 - 1703), profesor geometrije v Oxfordu, eden vodilnih matemati&nih veljakov
tistega &asa.
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Zato matematiki pravijo, da je ni¢ nevtra/ni element za se§tevanje. Spomnite
se, da ima isto lastnost tudi §tevilo 1, vendar za mnozZenje. Vem, da se vam ta
lastnost niti ne zdi ne vem kaj posebnega. PriStejemo ga in - mirna Bosna. Ampak
kaj je nic, se vidi Sele pri mnoZenju. Pomnozite katero si Ze bodi §tevilo, naj bo e
tako veliko (in se zato Sopiri}, z ni¢, pa boste videli, kaj ostane od njega.

Poglejte:

9:0=0 76~0=08 1478 20I=0 84782:0=0
ali
234534678987652346789237465892345678923475269 - 0 = 0

Kaj pravite zdaj o ni¢u? Kaj ni pravi Krpan med $tevili? Ce torej katero si ze
bodi stevilo pomnozimo z ni¢, dobimo vselej a-0=0.

Kar poskusite, ¢e morete, najti Se kak3no drugo Stevilo s to lastnostjo.

Pa to 3e ni vse.

O deljenju z ni¢ rajSi  sploh ne govorimo.

‘Zakaj ne?’

Ker zaradi deljenja kak$nega Stevila z ni¢ profesorje matematike grabi jeza.
To imajo za hujsi prestopek, kakor Ce odidete ¢ez cesto, ko gori rdea luc na se-
maforju, ali ¢e se na primer peljete s kolesom po fevi strani cestis¢a. Matematiki
pravijo, da je po njihovih zakonih prepovedano deliti z nig,.in se o tem sploh ne
marajo pogovarjati. Neizprosni so, ko gre za njihove zakone. Verjemite mi, ti za-
koni niso taki, kakor jih postavljajo pravniki in v katerih je zmeraj mogoce najti -
luknjo. O, ne, nel To so neprimerno stroZji zakoni. Resnici na ljubo, v nasprotju z
drugimi zakoni se tudi ne menjajo tako pogosto, tako da so ve¢inoma v veljavi na
sto in sto in tudi na tisoCe in tisoCe let in so veljavni v vseh drzavah na svetu - kjer
koli so matematiki. Tako je z matemati¢nimi zakoni. Ce se torej Zelimo ukvarja-
ti z matematiko, jih moramo spostovati. In sicer ne glede na to, ali zivimo v Jugo-
slaviji, na Japonskem, v Kanadi, v Nepalu ali v Avstraliji.

Torej si zapomnimo:

Prepovedano je katero si Ze bodi Stevilo deliti z ni¢,

npr. %Q) % %) 2395671 : 0

ali katero si Ze bodi stevilo a:

11-12+83:-3+1



‘Pa smemo vsaj ni¢ deliti s kak$nim Stevilom?’ sprasujete.
Smete, zakaj ne. To je dovoljeno. Samo ni¢ deliti z nié& je prepovegano. Ce
delimo ni¢ s kak$nim $tevilom, dobimo vselej - ni¢. Na primer

0:4=0 0:16=0 0:3578=0 in tako naprej,
ali, sploh za katero si e bodi $tevilo 2 #@, bo
0:2=0

Zd4j tudi sami vidite, da nié ni - kar tako. Zelo zanjmivo Stevilo, zato ima
tudi posedgn prostor med Stevili. Ni¢ je poleg tega eding/stevilo, zaradi katerega
so morali mgtematiki sprejeti posebno pravilo (za deljenje). In to ni majhna stvar,
ker matematikj nimajo radi izjem, zaradi ni¢ pa so jo rflorali napraviti. Zato odslej
nikar ve¢ ne go¥orite o nicli zviska, saj je ni¢ pravo £udo med Stevili. Vidite, rav-
no zato sem se posebej Zelel pogovoriti o - nicli.

In zdaj Se
Nekaj malega o drugih Stevilik

Ker smo se v glavnih obrisk sezfanili z naravnimi Stevili in z nekaterimi nji-
hovimi lastnostmi, je Cas, da to i Ano spregovorimo e o drugih &lanih druzine
$tevil (samo toliko, da ne bodo y#aljeni in ne bodo misiili, da jih podcenjujemo).
Naj so namre¢ naravna Stevila Ae tako pomembna - in stara so pravzaprav ravno
toliko kakor sama matematikd - Se maly niso dovolj niti za reSevanje najpreproste;j-
§ih racdunov iz vsakdanjega/Zivljenja. Na‘grimer: ‘nekdo ima 2 800 dinarjev, dol-
Zan je pa 3 400 dinarjev/Koliko denarja je ostalo, potem ko je ves denar, kar
ga ima, dal za poravndvo dolga?’ Vsi vemo, Xa se odgovor na to vprasanje glasi:
Doizan je $e 600 digarjev (ker je 2 800 — 3 408 = —600), lahko pa bi rekii tudi
takole: ‘Ostalo md je —600 dinarjev.’ Ze za reSevagje takihle nalog nam ne zado-
stuje mnozica garavnih Stevil. Stevilsko obmodéje miyramo razsiriti. S prvo razsi-
ritvijo Stevilsjgega podrogja smo se Ze seznanili. To je bily uvedba ni&le. Nigla obe-
nem z nargfnimi Stevili ustvarja novo mnozico, ki jo po havadi zapisujemo z N, )
(beri: en Ai¢) v nasprotju z mnozico N naravnih Stevil. Torej\o je mno3Zica SUX’QJ

4
N,=1{0 1,23, 45,6, ..} @WW’
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Lahko jo zapiSemo tudi kot urijo mnozice naravnih Stevil in mnoZice, ki jo
sestavlja ni¢, to je

N, =NuU {0}
Ce veéja naravna §tevila odstevamo od manjsih, dobivamo negativna Stevila.
Na primer:
Npr. 3—-7= -4 12-25=—-13 itd.

Naravna Stevila, ni¢ in negativna cela Stevila sestavljajo mnozico celih stevil,
ki jo po navadi zaznamujeme z Z. Lahko jo pokaZemo na $tevilski premici

_;_4,3_2—70 7 Z 18 | O

+

Z={.. -3 -2, —-1,0,1,2 3,45, ..}
ali
Z={0,1 —-1,2 —-2,3, —3,4 —4,5, ..}
to je
Z=Nu{0ju{—nineN}

{beri: mnozica celih $tevil Z je enaka uniji mnozZice naravnih S$tevil, mnozice ka-
tere edini element je ni¢, in mnoZice negativnih celih Stevil).

Nadaljnja razsiritev Stevilskega podro¢ja so ulomki oziroma racionalna Stevi-
la. Moramo jih vpelijati, e ho¢emo deliti katero si Ze bodi celo Stevilo a s celim
stevilom b (b # 0). Racionalna so $tevila, ki jih moremo napisati v obliki g—,, pri

rROZICa Rq-
CIONALA tty STEV /¢
JE EMAKA FNOZICr Sroe
Vit & Z LASTAMVOS 7w 0, pa
VE B RAZLICEN 0D wrp -
a w b STA ErsrrenT
rMNOZICE c&etrry
SrEvie ... .




demer sta a in b (b #0) celi tevili. Taka

1
so na primer §tevila —, — —, —, —

in tako naprej. Tudi cela Stevila so torej 2ica.

Aeein ol A
racionalna (ravno tako kakor naravna o
stevila pripadajo mnozici celih stevil), saj ” /OM e T
vsako celo §tevilo lahko zapisemo kot 1o H
ulomek, katerega imenovalec je 1, na Gt
primer & ! ))
4 8 56 237 / i
ST A e /|
N

Mnozico racionalnih Stevil redno
zapisujemo s ¢rko Q. Po definiciji torej

a
Q= {F|b;‘:0, a, beZ}

/r /\ AA__\ r ﬁ /‘ 7 BV YA I\
7 / NN _—l w

Za racionalna Stevila je znacilno, da jih lahko, e Zelimo, vse uvrstimo v eno
zaporedije, tako da ni izpus¢eno prav nobeno. Treba je samo po vrsti napisati vse

ulomke, katerih vsota §tevca in imenovalca ima isto vrednost. To zaporedje se bo
glasilo:

1012 12 3 t 2 3 4 5 4 3

2
=1 in tako naprej), ¢e potem dodamo temu zaporedju niélo in poleg vsakega po-

zitivnega Stevila zapiSemo tudi negativno, dobimo zaporedje vseh racionalnih $te-
vil:

Ce zdaj izpustimo $tevila, ki se ponavljajo (na primer 2 1, g— =1, 3— =

11-12+4+3-4+1



Zato matematiki pravijo, da je mnozica racionalnih Stevil ‘Stevno neskonéna’,
kakor je na primer tudi mnoZica naravnih $tevil. Ta mnoZica je povrh tega tudi
gosta. Se pravi, da med vsakima dvema racionalnima §teviloma - pa naj sta si e ta-
ko blizu - obstaja racionalno $tevilo.

‘Je mnozZica naravnih $tevil gosta?’

Seveda se tudi racionalna $tevila kazejo na tevilski premici.

Vendar niti v mnozici racionalnih $tevil ni mogoce resiti nekaterih prepro-
stih nalog, ki so se pokazale v praksi. Poglejmo nekatere:

1. Pois¢i dolzino diagonale v kvadratu z znano stranico (Resitev je: d = av/2,
stevila /2 pa ni mogode napisati v obliki ulomka =— {a, b € Z, b # 0}, se pravi,

da ni racionalno §tevilo.)

a

<

2. 1zraéunaj obseg kroZnice, &e je dan polmer. (Resitev: O = 2rr, Stevila 7 pa
ravno tako ni mogode napisati v obliki ulomka. Kakor vemo, je = = 3,14159...),

3. Poisci Stevilo, ki pomnoZeno samo s seboj dé Stevilo 5. (Ce to nalogo zapi- 4
semo v obliki enacbe, dobimo: Resi enacdbo x> = 5. Reitvi se glasita +1/5 in/ A A
—/b, §tevila v/5 pa ravno tako ni mogode napisati v obliki ulomka, se pravi v‘ ’ / 5

/7
/ ’ - o
A o (Bl .
Takih nalog bi lahko nasteli $e zelo veliko. Nekatere od njih so poznah tudl 2 //

obliki 73’ (a,b€Z,b#0))

S

stari Grki. Vedeli so na primer za /2, vendar so ga pojmovali samo kot ra;me;j 4 //,/
med diagonalo in stranico kvadrata, ne pa kot Stevilo, enakopravno drugim éevn- //// /
// 7,7 // g

/ 7/
s /// ’”

1-124+3-442
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lom. Sele od 18. stoletja naprej Stevila, ki jih ni mogode napisati v obliki ulomka

—Z——, veljajo kot Stevila, enakopravna drugim. Tem neracionalnim $tevilom pravimo

danes jracionalna (mnozico iracionalnih §tevil zapisemo z I}. Racionalna in iracio-
nalna §tevila sestavljajo mnozico realnih Stevil R. Torej

R=Qu i

MU OZCA REALIy STEVIL
VE ENAKA tarra; Fir0Zec
RACIOMNALAIIH (4 /RACIOMALAI o

Srevee.,,.

3

]
)
>
B

RALAAEN

2
>
S

~
.
O

AT S

(beri: mnozica realnih §tevil je enaka uniji mnoZic racionalnih in iracionalnih ste-
vil}.

‘Pa veste, koliko je realnih §tevil?’

Sprejeto je kot aksiom, da jih je ravno toliko kakor tock na premici.?! Vsaki
tocki na premici ustreza eno realno Stevilo in narobe, vsakemu realnemu §tevilu
ustreza ena toc¢ka na Stevilski premici.

‘Se pravi, da jih je neskonéno veliko, kakor tudi naravnih $tevil,” boste rekli
in nadaljevali:

‘Potemtakem je njihovo kardinaino §tevilo R ,, ‘ konéujete ponosni, ker se
lahko izraZate v jeziku matematikov in ker vam je pojem neskonénega - jasen.

Hja, one, drzi, tako je, imate prav. V resnici jih je neskonéno veliko, pa jih
je vendar ve¢ kakor naravnih §tevil.

21 Glej besedilo na strani 198.

11-12+3-4+3




'Kako jih more biti ve&, e je Ze naravnih §tevil neskonéno.’

To ze, ampak kljub temu vam bo vsak matematik prisegel, da je realnih Ste-
vil ve& kakor naravnih, vam reéem.

‘Dobro, kaj pa je potem z nasim pojmom neskoncnega? Nazadnje se bo 3Se
pokazalo, da obstajajo razli¢ne neskonénosti. Ena manjsa, ena veéja, ha, ha, ha.’

Pa ravno to, uganili ste. ‘Stevilo’ manj$e je X,, ‘Stevilo’ druge,'vedje’ nes-
koné&nosti (ki nam pove, ‘koliko’ je realnih §tevil), pa 2°° ali c. Pri tem je seveda
¢ > R, .Matematiki ze dolgo premisljujejo o tem, alije med X, inc Se kak-
$no drugo neskonéno ‘Stevilo’ (¥, 1.

‘Kaj, kaj pa govorite? Nas zafrkavate ali nas imate za bedake? Zdaj nam je Se
celo vse nejasno. Kako sta mogod&i dve neskoncnosti?’ se zanete resno razburjati.

Stojte, lepo vas prosim. Zakaj vam takoj vzkipi kri? Saj tega sploh ne trdim
jaz, temveé tako pravijo - matematiki. Spominjam se samo, da sem nekje prebral
{ne spominjam se natanéno, ali v Anteni ali v kaksni matemati¢ni brosuri), da je
to mogode celo dokazati. In obljubim vam, da vam bom prihodnji¢ lepo, natan-
&no razloZil. Verjemite mi. Ampak zdaj moram na sejo. Oprostite. Mudi se mi. Zal
mi je, da ste me poslusali, hvala, res moram iti - oh, ne - hvala vam, ker ste me po-
slusali, zal mi je, ker moram res oditi. Na svidenje. {Mi je bilo to sploh potrebno?
Kaksen vrag me je speljal v zgodbo o Stevilih. Cisto malo je manjkalo, da nisem o-
menil 3e to, da obstaja tudi §tevilo R, . Kaj bi bilo Sele potem? Na to ne smem ni-
ti pomisliti. Nazadnje bi bil 5e tepen. Jaz pa sem Zelel propagirati - matematiko.
Prav se mi godi.)"”

.

( -
i 10 + 10 = 100 . /@Ey\/‘

T

" 'Kak3no vpraSanje pa Ze spet? Sicer res nismo ne vem kolik$ni leEiTelji
matematike in racunanja, ampak taki nevednezi spet nismo. Vsak otrok ve, koli-
ko je 10 + 10,’ boste rekli, ko boste prebrali naslov.,Ce boste vpradali odeta, kaj
on misli o tem, bo brzkone odgovoril: 'Vse je mogoée. Sam o sebi lahko povem,
da sem nekaj takega Ze dozivel, ko sem placal racun v neki restavraciji. Ampak &e
te bo to vprasala uditeljica, vendarle reci, da je 10 + 10 = 20.’

Vem, da se vam zdi to nenavadno, vendar tako raéunajo - sodobni raéunalni-

&

!

ki.

'Kaj, tudi ti ga radi malo cuknejo?’

Se misliti ni. Ne gre za to, le raéunajo v drugem §tevilskem sistemu, tako ime-
novanem dvojiskem ali binarnem, in tole, kar je napisano v naslovu, je samo
2 +2 =4, vendar iz desetiskega prevedeno v dvojiski sistem.

1M-12+4-4
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‘Kaksen sistem je vendar, ¢e je v njem mogoce 10 + 10 = 100?’ vas zanima.

V bistvu zelo preprost. Ima $e celo prednosti pred na$im navadnim deseti-
$kim (dekadnim) sistemom, nenavaden pa je samo zato, ker ga nismo vajeni. Po-
skusil vam ga bom razloZiti. Mi ratunamo in piS§emo vsa $tevila v sistemu z osnovo
10, zato mu tudi pravimo desetiski. V njem vsako naravno §tevilo lahko napisemo
z desetimi $tevkami:

0,1,2,3,4,5,6,7,8,9

Vsaka $tevka v sistemu ima svojo Stevilsko in mestno vrednost. in kaj to pomeni?
sprasujete.

Pokazal vam bom na zgledu. Vzemimo Stevilo 6666. To stevilo sestoji iz §ti-
rih enakih Stevk - se pravi, da imajo vse isto Stevilsko vrednost - vendar ima vsaka
od njih drugo mestno vrednost. Prva od desne proti levi pomeni enice, druga dese-
tice, tretja stotice, Eetrta pa tisocice. V desetikem sistemu lahko vsako Stevilo za-
pisemo tudi z desetiskimi enotami

10°, 107, 102, 103, 104, 10%, 108, 107, ...
{(vemo, da je za vsako 3tevilo a,3° = 1, zato je tudi 10° = 1).
Stevilo 6666 torej lahko zapisemo tudi takole:
6666 =6 - 10°+6 - 102+ 6 - 10" + 6 - 10°
(=6-1000+6 100 +6-10+ 6 - 1)
ali na primer
756 =7 -10*4+ 5 10"+ 6 - 10°
103 =1-1024+0-10"+ 3 - 10°
1000=1-10*+0-1024+0-10"4+ 0 10° itd.
Poskusajte zdaj sami napisati s Stevkami 0, 1,2, 3, 4,5, 6, 7, 8, 9 in deseti-
§kimi enotami Stevila:

19, 234, 879, 903, 1024, 1469, 23456, 32470 in 3400802

Ce bi za osnovo Stevilskega sistema vzeli $tevilo, vecje od 10, bi morali vpe-
ljati tudi nove §tevke, zapis Stevil pa bi bil krajsi. Sistem z osnovo 12 bi imel tudi
dvanajst $tevk . Ce pa vzamemo za osnovo sistema Stevilo, manjSe od 10, potrebu-
jemo manj 3tevk , zato pa je zapis daljsi. Tako sta pri dvojiskem sistemu, se pravi
pri sestavu z osnovo 2, zadosti samo dve $tevki za zapis katerega si Ze bodi Stevi-
la. To sta tu Stevki Oin 1, Stevilo 2 pa ima vlogo desetice v dvojiskem sistemu.

111244441
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Poglejmo, kako ista §tevila zapisujemo v obeh sistemih:

Desetiski (dekadni)

1 (=20=1"29
2(=2'=1-2"+0 29

3(=2+1— c2 4129

4 (=22=1-2240-2"+0-29
5(=4+1—1 2240-2"+1-29
6(=4+2=1-224+1-24+0-29
7(=4+24+1=1-2241-2"+1-29
8(=22=1-224+0-2240-2"40-2%
9(=8+1=1-2240-2240-2"+1-2°
10(=8+2=1-2240-2241-2"+0-29
M (=84+2+41=1-2+0-224+1-2"+1-29)
12 (=84+4=1-2241-2240-2"+0-2)
13 (=8+4+1=1-241-2240-2"+1-2
........... +}72

100 (= 64\L 4)
256 (= 28). +72E

429 (=25W+8+4+1)

il
St

Dvojiski (binarni)

=t
=10
=1
=100
=101
=110

g 98
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in fako naprej (ker se meni ne da vec ragunati), vam bi pa priporo¢il, da napisete

Se tale Stevila v dvojiskem sistemu:

17,23,45,78, 115,187, 324 in 640.

Prepri¢an sem, da ste Ze opazili, da je treba pri prevajanju iz desetiSkega si-
stema v dvojiski Stevilo razstaviti na potence §tevila 2. Lahko si je zapomniti, da

20=1, 2"=2, 22=4, =8, 2°=16, 2°=32, 2° =064, 2" =128,

28 = 256,

Zdaj ste se tudi sami prepricali, da je 2 + 2 = 4 v desetiskem sistemu, v dvoji-
Skem je pa 10 + 10 = 100. Sestevanka se v dvojiskem sistemu glasi:

0+0=0, 1+0=1,
Potemtakem se§tevamo takole:
10
+ 10
100

1-12+4-4+4+2

1+1=10
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in pri tem govorimo: ni¢ in ni¢ je ni¢ (zapiSemo ni¢), ena in ena je deset (pisemo
dve, vendar v dvojiskem sistemu). Ali ¢e na primer Zelimo sesteti 12 + 13, bomo
to v dvojiskem sistemu zapisali takole:

1100
+ 1101

o0t

Seveda v tem sistemu (nadinu zapisovanja) lahko opravljamo tudi druge ra-
Cunske operacije: oditevanje, mnozenje, deljenje, potenciranje... Postevanka se na
primer glasi:

0x0=0 O0x1=0 1x1=1

‘Dobro, vse to je lepo, kljub temu nam pa $e zmeraj ni jasno, v ¢em je pre-
dnost takega sistema in kaksna je korist od njega, ker je treba v njem Ze majhna
Stevila pisati z veliko ve¢ znamenji kakor v desetiskem sistemu?’ vprasuje te.

Res je. Imate prav. Ni posebno preprosto zapisati Stevila v dvojiskem sistemu.
Zato ga tudi ne uporabljamo v vsakdanjem Zivljenju. Uh, kako velika bi bila vasa
Zepnina, napisana v tem sistemu. In kaj Sele ockova placa? Dvojiski sistem pa ima
vendar velikansko prednost pred drugimi sistemi ravno zato, ker sta za zapis vseh
tevil zadosti le dve Stevki. In niti ni treba, da bi bili to ravno §tevki Oin 1. La-
hko sta na primer dve &rtici, ena vodoravna in ena navpi¢na {— |} ali pika in értica
{. —) ali zarnica. Ce Zarnica gori, pomeni 1, Ge ne sveti, pomeni 0. Tako bi z Zarni-
co lahko rac¢unali. Recimo takole:

Prepri¢an sem, da ste uganili, da je na sliki z Zarnicami nakazana racunska
operacija 5 + 6 = 11. In ravno to lastnost dvojiskega sistema uporabljajo pri hitrih
radunalnikih. Z elektri¢nimi vezji je namre¢ ravno tako mogoce dobiti dve zname-
nji:

tok vkljuéen 1

tok izkljucen 0

Ker se v teh napravah ti znamenji uresnicujeta ve¢ stotisoékrat v sekundi, je
jasno, da je dolzina zapisa Stevil tu skoraj brez pomena. Zato ti stroji tako hitro ra-
&unajo. Vidite torej, da je mogoce 10 + 10 = 100, samo Ce ne zapisujemo v dese-
tiskem sistemu. Ce torej zagledamo kak3no tako ‘sumljivo’ enakost, se moramo
vprasati: 'V katerem Stevilskem sistemu je zapisana?’, preden re¢emo, da ni resni-
éna.”
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"Kaj pravite o tem naslovu? Kaj ni simptomati¢en - kakor bi rekla Marica
Hrdalo.”

Kaj bi ne bil! [zreden je. ‘Navduseni’ smo, kadar zagledamo kaj takegale, pa
¢eprav se nam zdi, da v naslovu nekaj manjka.”

"Manjka? Ze mogoée, samo ne vem, kam merite.”’

"Pa $e lepo, manjka vprasaj.”

"Imate prav. Odkrito mi povejte, kaj po vaem pise v naslovu.”

"To so prav gotovo egiptovski hieroglifi.”

“"Niso.”

""Hm, hm, mogoce so pa pismenke kitajske pisave?”

"Ne, niso.”

“Ali pa je kaj iz moderne umetnosti? Mogoce pa tudi kaj ‘brez zveze' ali pa

mogoce ceio kaksen matematiéni izraz, kdo bi to vedel!”

"Pa ravno nekaj takega. Zapisani so posamezni simboli, ki jih uporabljajo v
sodobni matematiki, $e najbolj pa v matematic¢ni logiki.”

“Takoj se nam je zdelo nekaj sumijivega, pa Ceprav se nam znamenja ne zdijo
preve¢ podobna matematiki. Kaj sploh pomenijo?”

"Zapovrstjo se bomo seznanili z njimi. Seveda se ne bomo spuséali v mate-
mati¢no logiko, temve¢ samo v njihov pomen, se pravi, prevedli jih bomo v vsak-
danji jezik. To so simboli, pravzaprav kratice za posamezne besede ali pa nadome-
§¢ajo po nekaj besed.”

“In s &im se ukvarja matematiéna logika?’’

""To je precej tezko razloZiti z nekaj besedami. Kljub temu pa bi lahko rekli,
da se matematiéna logika kot znanost ukvarja z ‘misijenjem’, vendar preucuije ta-
ko imenovane oblike misljenja in njihove medsebojne povezave in operacije, ki jih
lahko te uresnicijo. Logi¢ni obliki misljenja sta pojem in izjava ali sodba.”

|zjava ali sodba

"Cému v matematiki pravijo sodba? Ima ta kakino zvezo z okroznim ali ce-

lo vrhovnim sodi§éem? Ha, ha, ha...”

"Neposredne zveze sicer nima, vendar vasa primerjava ni Cisto ‘brez zveze’,
kakor mislite, saj je ena od bistvenih nalog sodi$¢, katera ste omenili, ugotoviti,
ali je kaj pravilno ali nepravilno, in potem izre¢i sodbo. V matematiki je s sodbo
misljena izjava, na primer '"Ucenci imajo radi matematiko’ je izjava...”

" Ampak to ni res, mi je nimamo radi.” %
/(4,,1%

2-2:2:-2:2-24+83-83:3-34+3-3 %
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“Ni¢ ne de. Potem bo sodi$ce reklo: ‘lzjava (price) je lazna.’ Izjava (ali sod-
ba) namred ni kakrsen si Ze bodi stavek, temveé mora biti smisein, povrh tega pa
mora imeti natanéno eno od lastnosti pravilnosti ali nepraviinosti.”

""Kaj se pravi, da mora biti stavek smiseln?”’

“Boste takoj na zgledu videli, zakaj je postavljena ta zahteva. Stavek: 'Dizlo-
va lokomotiva plese valéek z milnim mehurékom’ ni izjava, ker je stavek brez smi-
sla, zato se niti ne vpraamo, ali je pravilen ali ni. Vendar moramo biti tudi v takih
primerih previdni, ker so nekateri stavki za koga nesmiselni, za drugega pa popol-
noma razumljivi in smiseini.” i

"Kako je to mogoce? Na kaksne stavke mislite?”’

"No, vzemimo na primer tale stavek: ‘BIJELO DUGME poje.’ Za tiste, ki ne
poznajo sodobnih popularnih ansamblov {samo pomislite, da so tudi taki ljudje
na svetu!), je ta stavek nesmiseln. (Kako bi mogel gumb peti?} Za vas, ki zelo do-
bro veste, da je BIJELO DUGME ime popularnega ansambla, pa je ta stavek po-
polnoma smiseln in jasen. Ravno tako ne bomo imeli za izjavo stavka, ki ga je neki a/"&/ p2
Segav gostilnidar napisal in obesil v svojem lokalu: ‘Danes se placa, jutri na kredo.” 7 W
Mirne duse bi bil lahko tudi napisal: ‘Jutri bo pijaca zastonj’, ne da bi se moral ba- J,M ;%a,
ti, da bo (zaradi tega) Sel na boben. Vsaka izjava je namre¢ ali pravilna ali nepravil-
na, stavek, ki ni ne pravilen ne nepravilen ali pa je pravilen in obenem nepravilen,
ni izjava.” w .

""Kaj so tudi taki stavki, ki niso ne pravilni ne nepravilni?"’ /D/l“_"f‘—, A

"Tudi. Tak je na primer stavek: ‘Pojdi v Solo.” Je sicer smiseln, vendar ni ne ‘f/lgké,
pravilen ne nepravilen.”

""To nam je dobro znano, ker pogosto sli§imo take
stavke. Ampak kaksen je stavek, ki je hkrati pravilen in
nepravilen?’’

"To je, too jeee, na primer {uh, pa ravno zdaj se ne
morem spomniti nobenega primernega zgleda, vendar
jim moram kaj reci; aha, necesa sem se le domislil} -
vremenska napoved {z matematiénega vidika zgled ni
ravno najbolj pravilen, vendar je za umevanje pojma
dober). Vam je zdaj jasno, kaj je izjava?"’

""Je, jasno. Samo zanima nas, ali je tudi to izjava,
¢e reCemo na primer: 3+4=7."




"Seveda, to je izjava, in sicer pravilna. Matematiki po navadi izjave oznacuje-
jo z velikimi érkami abecede (A, B, C, ...}, da jim ni treba vselej pisati celega stav-
ka, ki predstavija izjavo, in pozneje namesto izjave napisejo samo ¢rko. Tako na
primer zapisejo A = 3 + 4 =7 in pozneje namesto izjave 3 + 4 = 7 pisejo samo ¢r-
ko A. Alir B = 'u¢enci imajo radi matematiko’ in tako naprej. Da $e posebej pove-
do, da velika ¢rka pomeni izjavo, ki ima doloceno vrednost pravilnosti, prednjo
2apisejo tudi znamenje 7. Tako na primer namesto:

izjava A pisejo 7A (¢rka A pomeni: 3+4=7)

izjava B pisejo 78

izjava C pisejo 7C in tako naprej.”’

"Razumemo. Matematiki torej napisejo namesto:
|zjava 3 + 4 =7 je pravilna.. ...TA = pravilna ali
lzjava 2 — 1 = 2 je nepravilna.................. 7D = nepravilna (D=2—-1=1)."

""Ne, to piSejo Se krajSe. Tudi za besedi pravilen in nepravilen so vpeljali po-
sebni znamenji, ker se jim ti besedi kar naprej ponavljata.Pri tem uporabljajo tile

Znamenyji:
namesto: pravilna - .. .... T (beri: ‘te’)
namesto: nepravilna . .. ... L (beri: ‘'ne te')
Potemtakem piSejo omenjeni izjavi takole:
<A =T (beri: izjava A je pravilna) /.zfef"- Je s ne ?&é,' el
D = PO ; ; MU Le bouy n Bari
=D = L (beri: izjava D je nepravilna) 18 e ke g r

g 2ey,
poleps [ TS

v L

Ce je na primer C zapis za izjavo: ‘Pariz je glavno mesto Albanije’, napiejo
samo
~-C = 1 (to pomeni: izjava C je lazna).”

“To je pravzaprav precej prakti¢no. Ni treba veliko pisati.”

""Saj sem Ze rekel, da matematiki nimajo radi dolgega pisanja. Njihovo geslo
je: Kolikor krajse, toliko jasnejde. Poleg tega jih ne zanima kaj prida niti vsebina
izjave, temve& samo njena vrednost pravilnosti, torej lastnosti T in L, ki juima iz-
java, pa ni¢ drugega.”

22 c020 2 = 72 B8] 2 8 pm8) #F: 2m i 2§ Breatiel



Operacije algebre izjav ali kako iz izjav dobivamo nove izjave

"“Se to pravi, da je tudi z izjavami mogoce opravljati operacije seStevanja, od-
§tevanja, mnozZenja... kakor s Stevili?”

“’Sicer ne gisto iste operacije kakor s stevili, vendar nekaj podobnega. Sicer se
pa spomnite, da smo tudi pri mnozicah imeli unijo, presek, razliko... in dasmo s
temi operacijami dobili nove mnozice. Temeljne operacije med izjavami ali natan-
¢neje, med elementoma T in L, imajo res precej nenavadna imena in simbole,
vendar naj vas to ni¢ ne moti. Hitro se jim boste privadili.”

"In kako se imenujejo te operacije?”

"Te operacije so:

— konjunkcija &

— disjunkcija v

— implikacija =

— ekvivalenca P,

— negacija i |

"0, kako ¢udna imena. Tega si ne bomo nikoli zapomnili.”

KONJUNKCIJA

"Saj ni treba, da bi jih takoj vse znali. Pregledali bomo drugo za drugo. Za-
¢nimo s konjunkcijo. Lahko si jo zapomnite tudi kot operacijo ‘in’.”

""Zakaj pa 'in’?"”"

""Zato, ker ta operacija povezuje izjavi A in B z veznikom ‘in’. Zapis & na-
mreé beremo ‘et’, to je po latinsko ‘in’. Ce sta torej A in 8 izjavi, bo

oznacitev za novo izjavo ‘A in B’ ali ‘A et B'. Vzemimo, da je na primer A = Da-
nes je lep dan, B = Marija je odsla na sprehod. lzjava A & B bo torej: (Danes je
lep dan) in {Marija je odsla na sprehod).”

"Ampak ali je nova izjava resni¢na ali ztagana?”’

"No, to je odvisno od izjav A in B. Izjava A & B je kot celota pravilna takrat
in samo takrat, kadar sta obe izjavi A in 8 pravilni.”

"In ¢e je ena od njiju nepravilna?’’

“V tem primeru je izjava A & B kajpada nepravilna in nima vrednost
nepravilnosti 1.

2012 M2 9124 2021 B 13] - Ben313 2 B 3
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Sicér pa poglejmo, kako je to, na nekaj zgledih. Vz

vaA=5—-4=6,t0jerA =1, izviraiz tega tudi,dajer(A & C) =1, ker sta obe " .
izjavi lazni. Pri povezavi dveh izjav s kak$no operacijo v novo izjavo, morejo na .-

N’? splosno glede pravilnosti izjav nastati tele §tiri moznosti:
Izjava A je pravilna izjava B je pravilna
Wi an izjava A je pravilna izjava B je nepraviina
z ' izjava A je nepravilna izjava B je pravilna
1 izjava A je nepravilna izjava B je nepravilna
F
"l/m’ / Vse te moZnosti je mogoce kratko in pregledno podati v tako imenovani ta-
an s / beli vrednosti praviinosti. Za operacijo konjunkcije je ustrezna tabela pravilnosti
- takale: )
= s ' A | B || A&B
Mo XK 5o T T T T
A . Zay B oA 1
LTS ¥ S NG n T 1
:/ o .
ry* 43N S 247 SN R
= ke
w e Zgledi: .
A=2+4+3=5B=4+5=9 <(A&B)=T
& r A=2+3=5B=4+5=7 -<(A&B)=1
:M_NEZ A=2+3=4B8=4+5=9 =-{(A&Bj=1 ’

L W
Il

Ii ! A=24+3=3
\53 !Ff\l kljf "Pa zakaj ravno tako?”
""Kako zakaj? To vendar izhaja iz definicije konjunkcije. Spomnite se, da je
konjunkcija, se pravi izjava A & B po definiciji kot celota pravilna tedaj in samo
tedaj, ¢e imata obe izjavi A in B vrednost pravilnosti T.V vseh drugih primerih je
torej izjava A & B zlagana, to pa se tudi jasno vidi iz tabele pravilnosti. Vam je
zdaj razumljiv smisel te tabete?”’

=4+5=8 -(A&B)=1

"Je, tabela nam je jasna, vendar nas zanima, ali znamenje konjunkcije { &) v
matematiki razen pri logiki uporabijajo Se kje drugje.”

“Seveda. S konjunkcijo namre¢ opisujemo sestavijene stavke, povezane z
veznikom ‘in’. Kjer se nam torej v kak§nem matematiénem izrazu pokaZe ta ve-
znik, ga lahko zamenjamo z znamenjem & ."”

"Kje na primer?”’

R+2 2 2-2-2 B~ @«3-B 2 2@+7
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"Veznik ‘in’ uporabljamo na primer v definiciji preseka in razlike mnozic,

“potem pri karteziénem produktu... Poglejmo, kako matematik uporablja znamenje
konjunkcije & .Vemo, da je presek mnozic A in B mnozica, ki ima elemente, pri-

[ padajoce mnozici A in mnoZici 8, torej:

s AnB={x|xcAin xeB
y’)\(' Ce uporabimo znamenje &, zapiéer:o ‘lcakole: :
AnB ={x|xeA&xeB}
Pri razliki mnoZic imamo tudi to znamenje:
A\B = x|xcA&x¢B,
Ly Potem pri kartezi¢nem produktu
e d AxB={x y)|xcA&yeB} itd.

Zgledov za to je veliko.”

"Bi lahko tudi za druge operacije napisali take tabele... - ali kako se jim Ze re-
ce, tabele pravilnosti?”’

""Seveda bi jih lahko. Vendar se moramo najprej seznaniti s samo operacijo.”

DISJUNKCHA

"Poglejmo zdaj, kaj je disjunkcija, kateri pravimo tudi operacija ‘ali’.”

"Zakaj pa ‘ali"?”’

“Zato, ker je nova izjava, nastala iz izjav A in B, pravilna v primeru, Ce je pra-
vilna izjava A ali pa izjava B. To je na primer takale izjava: 'V visji razred se lahko
vpisejo bodisi ucenci, ki so z uspehom konc¢ali prej$nji razred, ali tisti, ki so opra-
vili popravni izpit.” Zadostuje torej, da je izpolnjen samo eden od teh pogojev, pa
je izjava kot celota praviina. Videli smo, da disjunkcijo ozna¢ujemo s simbolom

v

{beri: ‘vel’, latinsko ‘ali’}, disjunkcija pa je pravilna tedaj in samo tedaj, kadar je
vsaj ena od njenih komponent pravilna. Ce sta torej A in B izjavi,bo A V B kot
celota nepraviina samo, ¢e sta obe izjavi A in B lazni. Bi na tej podlagi znali na-
praviti tabelo pravilnosti za disjunkcijo?”

""Kaj bi je ne! Takale je:

o B,
e tiiiz
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Zgledi:

A=2+4=6
A=14+5=6
A=7—-8=5
A=3-3=5

B=4-3=1
B=5+4=28
B=5+3=38
B=2+4=9

Uporabljamo znamenje V Se kje drugje?”
"Kajpada. Na primer pri definiciji unije mnoZic

{x|xeAV xeB}.*

AuB=

IMPLIKACIJA

“In zdaj poglejmo nadaljnjo operacijo, implikacijo, ki...”
"Kako? Operacijo komplikacijo...?”
(Samo poglej, kako se delajo neumne, pa sem preprican, da so razumeli, za

katero operacijo gre.) "’Oh, ne, temve¢ implikacijo. Zaznamujemo jo z

in preberemo:

potem ..

ima za posledico,

=

implicira, vkljucuje, iz

. sledi ...

7

(2
/.&'a'/w

ali ¢ée ...

S to operacijo opisujemo pravzaprav pogojne stavke, na primer: ‘Ce gre dez,,[KﬁU('Uy

potem so ceste mokre.” Ce z A in B oznaéimo kaksni izjavi, potem je A = B zapis

za izjavo: 'A ima za posledico B8’ ali ‘A vkljucuje B ali ‘A implicira B ali *

1z A

sledi B’ ati ‘Ce A, potem B’. Ta izjava kot celota izraza povezavo med A4 in 8, ki
jo lahko izrazimo tudi z besedami: ne more biti A, ne da bi bil B, s &Gimer pravza-
prav reCemo, da je implikacija izjava, tako sestavljena iz dveh izjav, da je nepravil-
na samo tedaj, kadar je prva izjava pravilna, druga pa zlagana. V vseh drugih pri-
merih je implikacija pravilna. Tabela pravilnosti je potemtakem takale:

Zgledi:

A| B || A=8B
gl T T
T 1 I
1 T T
all hilk 8
A=2x2=4 B=3x8=
A=2x2=4 B=3x3=38
A=2x 2=5, B=3x3=9
A=2x2=7  B=3x3=6

(A= B)
(A= B)
-(A=1B)

t(A=B) =

2-2-2-2-2-24+3-3:3:342-2-2+2-3+1
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Zadnji zgled preberemo: lzjava ‘Ce je dvakrat dve sedem, potem je trikrat
tri Sest’ je pravilna.”

“Hu, kaj ni to ¢udno? Po tem bi ¢lovek sklepal, da nas nepravilne domneve
lahko pripeljejo do pravilnega sklepa.”

”Ja, tako nekako. Lahko pa bi navedli tudi takele zglede za implikacijo: ‘Ce
je polz hitreji od avtomobila, potem je 2 + 3 = 8’ ali: "Ce ima dan dvajset ur, po-
tem je most narejen iz ¢okolade.’ Po definiciji vrednosti pravilnosti implikacije
(ki je nepravilna samo tedaj, kadar je prva izjava pravilna, druga pa zlagana), sta
to pravilni izjavi. Ceprav je to malo nenavadno, ne bodite ni¢ v skrbeh, ker ni tu
nobenih nevarnosti. |z take definicije vrednosti namre¢ ne moremo {in ne smemo)
sklepati, & manj pa dokazati, da je na primer 2 + 3 = 8 ali da ima dan dvajset ur.
Ce bi to mogli, bi bilo Ze nevarno...”

“Kdo bi si mislil, da je tudi v matematiki lahko kaj takega. |z dveh laZi dobi§
resnico.”

“Je ze tako. Ampak zapomnite si, da je tudi po tej (nenavadni) definiciji
pravilnosti izjava: ‘Ce ima$ cvek iz matematike, potem si odli¢njak’ lazna (seve-
da ¢e je prvi del izjave pravilen).”

EKVIVALENCA

"Preglejmo zdaj Se poseben primer implikacije, pri katerem izjavama A in 8
lahko zamenjamo mesti, to je, da za izjavi A in B veljata obe implikaciji A = B in
B = A. O tem se bomo prepricali na nekaj zgledih. Premislite in odgovorite: Ali
moremo iz izjav: ‘Ce gre deZ, so ceste mokre’ skiepati tudi obrnjeno: ‘Ce so ceste
mokre, gre dez’?"’

"Seveda lahko. Kako bi bile ceste mokre, e ne bi 3el dez?”

"Nisem ravno vaSega mnenja. Kaj pa, ¢e na primer komunalno podjetje pere
ceste?”

’Na to nismo pomislili.”

’Se ni¢ ne ¢udim {to se namre¢ tako redko zgodi, da bi bil presenecen, e bi
se spomnili tudi te moZnosti), pa vendar bodite bolj previdni pri sklepanju. Treba
se je ozirati na vse, kar se teoretiéno lahko zgodi.

440 - (=5 +4)




Tu torej obrnjeno ne velja. Ampak vzemimo za zgled vzporedni premici a in

A Napravimo sestavljeno izjavo: ‘Ce je a

b vzporedna z b, je tudi b vzporedna z a.

Ali krajse: ‘Ce je a || b, potem je tudi
b |l a.” Ali pri tej implikaciji velja obrnje-
no: ‘Ce je b vzporedna z a, potem je tudi @ vzporedna z b?"

“Tu to prav gotovo velja.”

"Tako je. Ce zapisemo:

A=allb, B=bja
lahko zapisemo tudi
A=B in B=A

V tem primeru pravimo, da sta izjavi A in 8 povezani z operacijo ekvivalence,
njen simbol je pa

se pravi, da bomo namesto A = BinB = A pisaliA < B.

Vzemimo 3e en zgled: ‘Ce pri trikotniku lahko uporabimo Pitagorov izrek, je
trikotnik pravokoten.” Tudi ti izjavi lahko povezemo z odnosom ekvivalence. Mate-
matiki take primere opisujejo z besedami:

‘A = B, velja pa tudi obrnjeno.’

‘B je potreben in zadosten pogoj za A.”

'Pogoj A je ekvivalenten pogoju B’ in tako naprej.

Vam je jasno, kaj pomeni, Ce napisemo

-[(A=B)&(B=A)."

"Je. To pomeni vrednost pravilnosti izjave, pri kateri iz A siedi 8 in iz B sledi

"Tako je. Namesto tega lahko napisemo

- (A<= B)

torej:
(A<=B)==-[(A=B)& (B = A)]

To lahko pojmujemo tudi kot definicijo ekvivalence, Pri tem: izjava A « B
je kot celota pravilna, to je, ima vrednost pravilnosti T samo tedaj, ce imata izjavi
A in B med seboj enako vrednost pravilnosti. Torej bo praviina samo tedaj, Ce sta
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obe izjavi ali pravilni ali lazni. NapiS§imo tabelo pravilnosti za operacijo ekvivalen-
ce, pa tako, da bo razvidna tudi njena zveza z implikacijo.

A

e b
e -

Zgledi:
A=2+2=4 B=3+4+4=7 =
A=2+4+2=4 B=3+4=5 <-(A<=B)=
A=2+4+2=3, =3+4=7 -(Ae=B)=1
A=2+2=5 B=3+4=8 -

Vse operacije, s katerimi smo se seznanili, se pravi, operacije konjunkcije
{ & ), disjunkcije { v}, implikacije ( = } in ekvivalence ( « ), so dvomestne (binar-
ne).”

"In kaj pomeni dvomestna operacija?”’

""To je operacija, ki veZe dve izjavi in tako dobimo novo izjavo.”

. % .
NEGACIJA @4 ( WZ A \ - R
T —— 5 '_ . /' .
=

"Obstaja mogoce tudi operacija, pri kateri iz ene same izjave dobimo novo “QK .
izjavo?” & “'?:76

"Obstaja. Taka operacija je na primer negacija. Zato ji pravimo enomestna C#o‘
{unarna). Njen simbol je

S
in ga beremo: non, to se po latinsko rece ne.”

""Se to pravi: Ce je A neka izjava, je izjava TA: ni A."”

"’Drzi, tako je. lzjava 1 A je pravilna samo tedaj, ¢e je A lazen. Zato je tabela
pravilnosti tu zelo preprosta:

A A
s L
Al T

Ce je torej A zapis za izjavo: ‘Radi imamo matematiko’..."
... bomo na kratko napisali TA.”
"Vidite, kako preprosta je ta operacija.”
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Algebra izjav

"Videli smo, da je v naslovu na zagetku pisalo: “Operacije algebre izjav.’ Kaj
se to pravi? Kaj imamo tudi algebro izjav?”

”Imamo jo. Tudi operacije izjavne logike imajo namre¢ posebne algebrajske
lastnosti in ..."”"

”In kak3ne so te lastnosti?”’

Lastnosti pag, ki jih Ze poznate, ker jih imamo tudi pri Stevilih. Nekaj vam
jih nastejem:

— lastnost zamenjave ali komutativnosti (a +b =0 +a),

— lastnost asociativnosti (a + b) +c=a+ (b +c),

— lastnost distributivnosti {(a + b) ¢ =ac + bc,

— lastnost, da obstaja nevtralni element (a + 0 = a) in tako naprej.

Poglejmo na primer lastnost zamenjave. To imajo operacije konjunkcije, dis-
junkcije in ekvivalence, se pravi, daje

A&B =B&A
AVvB=BVA
A=B=B<=A

Ce pa vpradate matematika: ‘Kaj je algebra izjav?’, vam bo na kratko odgo-
voril:

‘Algebra izjav je struktura T, 1} & Vv, =, <, 71}, pri Ce-
mer so operacije &, V, =, «, 7 definirane z ustreznimi tabelami.’

“No, Ce je tako, ga rajsi ne bomo o tem ni¢ sprasevali. Pa vendar, kaksna sre-
Ca, da tu vsaj ni nobenih formul.”

"Da ni formul? No, to ste se pa zmotili. Kak$na pa bi bila matematika brez
formul in - aksiomov?”’

”In kaksne so formule v algebri izjav?”

"Formule v algebri izjav so, to sooo, hm, hm (koklja jih breni, te formule, pa
sem se kljub temu domislil), to so izrazi, ki jih sestavljamo iz konstant in spremen-
liivk z operacijami & , V,=, e, 71z uporabo oklepajev - na dovoljen nadin - se
pravi tako, da &, V, =, <, delujejo kot dvomestne, 1 pa kot enomestna operacija.
Formule v algebri izjav redno oznadujemo z velikimi latiniénimi érkami A, B,
€ Dles™

"Omenjate nekaksne konstante. Kaksne koli¢ine so to?"”

"Konstanti algebre izjav sta elementa T in L. MnoZica predmetov algebrajske

strukture, ki ji pravimo algebra izjav, ima namre¢ samo dva elementa, to je mnozi-
caS={7,1}."
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"In kaj so spremenljivke?”’
“To so znamenja ali érke x, y, 2, ...A,8,C, ..."
""Kaksne so potemtakem formule v algebri izjav?”

“No, dobro. Tu jih imate nekaj:
oA =(A&B) Vv C

B=x=T
C=xVv(y=T
T(AVB)=(TTA)&(1B)
T(A&B)=(T1A) Vv (1B). *
"Dobro, ampak kako ali po ¢em je mogoce vedeti, da je tu ena stran enaka
drugi in da je mogoce postaviti vmes znamenje =?""
"Cisto preprosto. NapiSemo tabelo pravilnosti za obe formuli in &e imata
enako vrednost pravilnosti za vsako mogoco kombinacijo, pomeni, da lahko zapi-
Semo znamenje za enakost. Na primer takole:

1l

A|B|AVS | 1{AvVB) |"|A|1B|(7A)&(—|B)
05T T 1L s 1 qL
L - A1 AL T AL
alk, 1T ) 1 T i 1
el [l Al il i T aiiy

"Saj to je kakor nekaksna kriZzanka. Posreceno.”

"Po svoje tudi je, recimo - logi¢na kriZanka. Vendar smo s tem dokazali, da
velja formula

T(AVB)=(T1A)&(71B)

ali da je formula na levi strani enaka formuli na desni strani. Posku3ajte zdaj sami
dokazati, da je:
JoJs!
ZARUDIL Bory ,/

32 A&B=B&A s
33 AVB=BVA =_E =
o A=l = S (/4:\\\ 3
v°O®®<§)\°\\

"In kako bomo to dokazali?”

""Ravno tako, kakor smo izpeljali tudi ta dokaz. Treba je napisati tabelo pra-
vilnosti posebej za levo stran in posebej za desno stran in ¢e so vrednosti pravilno-
sti za vsako kombinacijo enake, pomeni, da je leva stran enaka desni. Ampak Ze
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35
37

vidim, da moram sam napisati tabelo in pokazati, kako se izpolni, vi pa jo boste
kveéjemu dokongali. Dokazimo torej, da je

A&B &A
| A&B i | | B&A
ki

b |2 o

A
T
T
1
L

e
- |
oo ®

*'Zdaj nam je jasno. Se pravi, da izpolnimo po definiciji konjunkcije.”

'S tem sicer niste odkrili Amerike, pa vendar - tako je. Boste zdaj znali doka-
zati tudi drugi formuli?”

"Oh, to je igracka. Nobenih tezav.”

“Verjamem (samo poglejte, kako se takoj petelinijo) in Ce je tako, potem
igraje napisite tabele pravilnosti Se za tele formule:

A= (B &(7B)) 36 A= (B&A)
A&B=A 38 B=>AVB. "

"Dosti, dosti, nimamo ravno toliko ¢asa za igranje. Pa Se nekaj drugega nas
zanima.”

"Kaj?"

""Zanima nas, kaksni so na primer aksiomi te izjavne algebre .”

"Kaksne izjavne algebre neki. Mogoc¢e mislite na algebro izjav?”

“’Res je, nanjo smo mislili.”

“To je zanimalo tudi mene, pa sem vprasal nekega matematika o teh aksiomih
v pri¢akovanju, da mi jih bo pojasnil in kaj spregovoril o njih. Pri tem sem mislil,
da gre gotovo za kaksne temeljne logi¢ne sklepe, ki jih bom lahko razumel. Pa ves-
te, kaj je napravil? Brez besed je vzel list papirja (ki ga e zdaj hranim - e sam ne
vem, zakaj) in napisal:

A= (B=A)

A=B)=(A=(B=C)=(A=())

A A=B . :
B

A= (B=A&B)

<
e )

A&B=A J 2
A&B=B C;(:

. o °~o '<:> cﬁ)éi%zgz

Cos0 =<




B=AVB A=AVB
(A=C)= ((B=C)= ((A Vv B)=C))
(A=8B)=((A= 1B)= 1 A)
A=A

Ko je vse napisal, je rekel samo: ‘To so aksiomi algebre izjav in z njimi je mo-
gode izpeljati vsak njen izrek. Obstajajo pa 3e dodatni aksiomi logike predikatov
in teorije Stevil...’

Kaj sem mogel napraviti drugega kakor reci: ‘Hvala, hvala vam; veste, jaz po-
trebujem (vraga jih potrebujem) samo aksiome algebre izjav.” Zdaj vidite, kako so
aksiomi preprosti in logiéni in ‘lahki‘ za uéenje na pamet. Ce mi torej kdo danes
rece: ‘Aksiomi so temeljne resnice, ki jih ne dokazujemo, ker so same po sebi o€i-
tne’, me obide Zelja, da bi...”

Predikati

“Tu ste omenjali tudi nekaksne predikate. Kaj pa je Ze spet to? Vemo, da
imamo v stavku osebek in povedek (predikat), ampak od kod povedek v matema-
tiki?"”

""Zanima vas torej, kaj je predikat. Dobro, boste takoj videli. Prej mi $e povej-
te, ali so tole izjave:

x je odli¢njak
y je drzava v Evropi
24> e

“Niso, ker ne vemo, kdo je ta ucenec 'x’, katera je drzava 'y’ in katero je Ste-
vilo "z’. Potemtakem tudi ne moremo vedeti, ali so izjave praviine ali lazne, ¢e pa
tega ne vemo, se pravi, da niso izjave.”

""Tako je. Vidim, da ste doumneli pojem izjave v matematiki. Takim trditvam
pravimo predikati. Morete iz njih napraviti izjave?”’

"Moremo, ¢e namesto x, y in z postavimo dolo&ene vrednosti. Na primer ta-
kole:

Mrak je odliénjak
Belgija je drzava v Evropi .
9>7
To so zdaj izjave, in sicer praviine.”
"Vam je iz teh zgledov jasna razlika med izjavami in predikati?”’
"Je. Predikat se spremeni v izjavo, Ce neznanka dobi dolo¢eno vrednost.”
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"Ali e natancneje: Predikat je stavek, v katerem je ena ali ve¢ spremenljivk,
in postane izjava, ¢e spremenijivke dobijo dolo¢ene vrednosti. Predikate po navadi

zapisujemo z velikimi ¢rkami P, Q, R, S, ..., poleg njih pa je v oklepaju ena ali vec
spremenljivih koli¢in x, y, z, ..., to je spremenljivk. Na primer
Pix)=x>6
Qlx,y)=x+y=9
Riz)=z< 14

Ko spremenljivke dobijo dologeno vrednost, postanejo predikati izjave in jih
lahko piSemo na primer takole:

PO=T ker je 9>6
=@ @,58) =T ker je 44+5=9
=Rl (16) = L ker je 16 < 14 lazna izjava.”

""Se pravi, da P(x) = x > 6 postane izjava za vsak x, ki je naravno $tevilo, sa-
mo da bo ta izjava za nekatere x praviina, za druge pa nepravilna.’

"Natan¢no tako. Ampak e dobro, da ste me spomnili. Rekli ste ‘za vsak’. Ti
besedi v matematiki pogosto uporabljajo in pomenita zelo pomemben pojem, za-
to so matematiki zanju vpeljali tudi posebno znamenje ali simbol

N4
ki ga preberemo: ‘za vsak’. Temu simbolu pravijo matematiki tudi kvantor ali
kvantifikator generalizacije.”

""Kaj je tudi tega vpeljal Cantor?”’

"’Saj ne kantor, temve¢ kvantor, postavljamo pa ga po navadi ob predikat. Ce
je torej P predikat, je

(Yx)P
oznaditev za nov predikat: ‘za vsak x je P'. Ce je na primer predikat
P=x>y
bo (V x)P pomenilo: ' zavsak x jex > y.”*

""Uporabljajo ta simbol se kje?”’

“Seveda. Zelo pogosto. Poglejmo na primer, kako opisemo pojem podmno-
Zice z uporabo simbolov, s katerimi smo se seznanili

AS B (Vx)(xecA=xeB)
Vam je jasno, kaj to pomeni?”

"Seveda nam je. Tu pise: ‘A je podmnozica B je ekvivalentno z izjavo, da za
vsak x, x element A, sledi, da je x tudi element B.”

"Dobro. Zdaj pa poglejte, kako v teoriji mnoZzic definirajo relacijo ‘enako’.
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A =B< (A S B)&(B < A), lahko pa tudi takole:
A=B < (Vx)((xeA)=(xeB)).”

""Zanimivo. Ampak prava srecCa, da si teh definicij ni treba zapomniti. Menda
vendar ne obstaja ve¢ noben tak simbol, saj bi spri¢o tako mogoénih simbolov la-
hko $e pozabili - govoriti.”

""QObstaja, kaj bi ne. Imamo e tako imenovani kvantor obstoja ali eksistence

3 u
""Kaksno ¢udo je pa Ze spet to?’’
"Nikakrsno ¢udo, samo simbol s pomenom: ‘obstaja vsaj en’, dobite ga pa,
ce ¢rko £ postavite pred ogledalo, vidite, takole:

3. ) Vidite, kaj vse pride matematikom na misel, samo da dobijo nova zname-
nja/Ce je P predikat, je

3x)P
zapis za novi predikat s pomenom: ‘obstaja (vsaj en) tak x, da je P'.”"

""Nikoli ne bi mislili, da uporabljajo tudi simbol s takim pomenom.”

"Kaj bi ga ne! Poglejmo Se nekaj zgledov za njegovo uporabo: Naj sta x iny
elementa mnozZice naravnih Stevil, torej x, y € N, in naj je predikat Pl(x, y) =
= x > y. Tedaj nam { 3 x)P(x, y) pomeni: ‘obstaja vsaj en tak x, da je x > y’ ali
(V x) (3 y)P(x, y) = 'za vsak x obstaja vsaj en tak y, da je x > y'. Da je ta trditev
pravilna, moremo redi takole:

(VX)) EY Py =T
Poglejte, kako lahko definiramo tudi pravo podmnozico:

AcB<(Va)((acA)=acB) &(3b) (beB&b¢A)




Zdaj pa recite, da ni prava slast uporabljati tako simboliko! Zapi§imo Se trdi-
tev: Za vsaki dve naravni §tevili @ in b obstaja vsaj eno naravno stevilo ¢ z lastno-
stjo, da je a + b = ¢. Ce uporabimo simbole matemati&ne Iogike, se bo to glasilo:

Lahko bi navedii Se veliko zgledov, v katerih...”
""Hvala, hvala, v resnici imamo zadosti, se nam Ze v glavi vrti od teh kva...

’”

kva.. kva...

“Mislite - kvantorjev?”’

’Oh, sploh ni¢ ve¢ ne mislimo.”

""Vem, da ste Ze utrujeni od vseh teh simbolov, definicij, pravil, tabel... am-
pak nikar se zaradi tega strasiti in izgubljati pogum. Ko bo treba, se boste posto-
poma vsega naucili in lepega dne vam bo Se kratek Cas pisati tabele pravilnosti za
razne formule ali prevajati razne izjave v jezik matematike, ée pa vam ne bo treba
- $e toliko bolje.”

“In kaj je tisto najnujneje, kar bi morali v vsakem primeru vedeti?”’

"Hm, hm, zdi se mi, da bi bilo dobro, ¢e si zapomnite vsaj simbole, njihovo
uporabo in pomen. Tako boste brez skrbi, da si niste zapomnili stvari, ki vam ne
bi bila prej ali siej potrebna.”
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A

L < 1

""Katere simbole pa?”’
“Vse vendar. Menda niste mislili samo vsakega drugega? Na primer takole:

-A
A =T
=Bir=_l
A&B
AvB
A=B
A<B

A
v x)P
(3x) P

funkcija, ki izjavi A priredi pravilnost ali laz; izjava A
pravilno; izjava A je pravilna

nepravilno; izjava B je nepravilna

simbol konjunkcije; A in B (operacija ‘in’}

simbol disjunkcije; A ali B ali oba {operacija ‘ali’)

znamenje implikacije; e je A, potem je tudi B; iz A sledi B
znamenje ekvivalence; A in 8 sta ekvivalentna; Ce je A, po-
tem je tudi B in narobe, ¢e je B, je tudi A

znamenje negacije; ni A

kvantor generalizacije; za vsak x je P

kvantor obstoja; obstaja (vsaj en) tak x, da je P

Ce boste vsaj to vedeli, bo za zadetek dovolj.”
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MALO ZGODB O
MATEMATIKI IN OB NJEJ

Lahko je dajati naloge

SOS! SOS! SOS! Mnozice v “zosu” ali
kako so matematiki resili mnozice

S &im se ukvarjajo matematiki danes
Matematik, ki se ne stara

Kaj ima veé tock: daljica ali premica
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""To bi znali tudi mi, tezko pa jih je reSevati, to je tisto..

“Prepri¢an sem, da takole premisljujete skoraj vselej, kadar vam uditelj po-
stavi vprasanje, na katero {seveda) ne znate odgovoriti. Vendar nimate &isto prav,
Ce tako skiepate.”

"Kako da ne? Oh, prava re¢ dati nalogo. To zna vsak.”

""Dobro, dobro, ne bomo se prerekali o tem, vendar vam bom pokazal nekaj
zgledov, iz katerih boste sprevideli, da dostikrat tudi dajanje nalog ni tako prepro-
sto, kakor mislite. Boste videli, da se lahko znajdemo v Skripcih, &e jih dajemo kar
na pamet, kakor se ravno spomnimo, ne da bi o njih dodobra premislili in jih naj-
prej preverili. Za dokaz vam bom dal kaks$en ducat preprostih nalog. Odgovorite
mi nanje in potem si bomo vsako nalogo in odgovor podrobneje ogledali. Zaénimo
spet Z mnozZicami:

Imamo dve mnozici A in 8.

A=1{1,2 3, 4, 5 B={; 8 5

Odgovorite: Katera mnoZica je vecja?”’
"“Oh, to je vendar lahko. Prav gotovo je mnozica A vecja od mnozice 8."
“Preidimo na drugo vprasanje:
Mnozice A, B, C, D in £ so dane takole:
A = mnozica velikih mest.
B = mnozica lepih knjig.
C = mnozica pametnih de¢kov.
D = mnoZica debeluhov.
E = mnotZica elegantnih Zensk.
So vse mnozice dobro podane?”’
"Mislimo, da so. Zakaj pa bi ne bile?”’
""Odgovorite zdaj na vprasanje:
En zvezek stane 15 dinarjev. Koliko boste placali za tri zvezke?”’
"Ha, ha, ha, vsak otrok ve, da bodo trije zvezki stali 45 dinarjev.”
“In &e se skupina 16 uéencev razdeli na §tiri skupine, koliko uéencev bo v
vsaki od njih?"’
"\ vsaki skupini bodo kajpak po $tirje ucenci.”
~Zamislite si takle poloZaj: Imamo §tiri knjige in dve torbi. Na koliko naci-
nov lahko damo te knjige v torbi?”’
’Na osem nacinov.”
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Zdaj pa kaj iz geometrije.
Na poltraku VZ je tocka A.

v A z

Kateri poltrak je veéji - VZ ali AZ?"
"Smesno vprasanje. Seveda je VZ vedji poltrak, in sicer za daljico VA.”
""Koliksna je plos¢ina, omejena z dvema vzporednima premicama?’’

I,

"Plosé¢ino dobimo, ¢e dolzino premice pomnozimo z razdaljo med premica-
ma, vendar bi morala biti razdalja dana, da bi mogli zrac¢unati.”
"Dobro, pa bi znali povedati, katera plo$¢ina je ve¢ja - P, ali P, kg

Pa
Rl Bl el Y
Pa

R

""Razume se, da je plo$gina P, vecja.”

“Se naloga s koti. Vzemimo, da kot nastane z vrtenjem poltraka okoli njego-
vega krajis¢a in da s kotom mislimo plos¢ino, omejeno s poltrakoma, to je s kra-
koma kota, da torej kot A VB narisemo na primer takole

B \\\\\\

."'A 7

v

Odgovorite: Kateri kot je veéji - AVB ali A v.8



"Q¢itno je kot AVB vedji, in sicer za plo$¢ino med krakoma VBin V B ."

Bff

v V4‘ A  vB|v,sB,

Ko padalec skodéi iz letala, ali pada po zamisljeni navpiénici, spuiceni iz le-
tala proti zemeljski povrsini?”

"’Kako pa naj bi drugace padal kakor po navpiénici?”’

“Je kvadriranje injektivna funkcija, to je funkcija, ki razli¢nim elementom
vhodne mnoZice prireja razlicne vrednosti elementov izhodne mnozice?”’

"Seveda je, saj vemo, da je na primer 22 =4,3? =9, 6% = 36, ..., da so torej
razli¢nim elementom vhodne mnozice { 2, 3, 6, ... } prirejene razli¢ne vrednosti
{4,9, 36, ... } elementov izhodne mnozice.”

Ko smo tako lepo ‘resili’ vse naloge, vam lahko povem, da noben vas$ odgo-
vor ni pravilen in da je poleg tega vecina nalog tudi napak postavljena.”

"Ni mogoce. Saj so bile vendar vse naloge jasne in preproste.”

""So, za tistega, ki ne zna matematike ali jo slabo zna.

Sicer pa, poglejmo lepo po vrsti:

Pri prvi nalogi se glasi vprasanje: Katera mnozZica je veCja, A ali 87 Smola je,
da med mnoZicami sploh nista definirani relaciji ‘biti ve¢ja’ in ‘biti manjsa’, to je
>, <, zato ne moremo niti govoriti o ve&jih ali manj3ih mnozicah. Ti relaciji upo-
rabljamo na primer med Stevili, pri mnoZicah pa imamo odnos: podmnozica ()
ali nadmnozica (2. V naSem primeru seveda velja, da je B ¢ A. Kakor hitro vas to-
rej kdo vprasa: katera od mnozic je vecja, vedite, da nima pojma o mnozicah. Pri
drugi nalogi nobena od mnoZic A, B, C, D in £ ni dobro podana, saj velik, lep, pa-
meten, debel in eleganten niso lastnosti, po katerih bi mogli zanesljivo ugotoviti,
ali kdo pripada posamezni mnozici ali ne.”

""Dobro, Ce je Ze tako, ali smo vsaj nalogo z zvezki pravilno resili?”’

""Ta naloga, pa tudi nadaljnja - z razdelitvijo 16 u¢encev na §tiri skupine - ni
dobro postavljena, ni natan¢no podana. Dovolj je, da pogledate samo v svojo tor-
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bo, pa boste videli, da so zvezki razli¢ne velikosti in cene. Ce torej eden od njih
stane petnajst dinarjev, lahko drug stane dvajset, tretji deset dinarjev.”

"Res je, v nalogi ni bilo ni¢ povedanega o tem, da gre za enake zvezke. Zdaj
nam je jasno, da je tudi skupino 16 ucencev mogoce razdeliti v §tiri skupine na
razne na¢ine. Vazno je, da je vsota ucencev v vseh §tirih skupinah 16.”

"Tako je. Vidite torej, kako moras biti pri dajanju nalog natancen in pazljiv.
Ce vam kdo odgovori, da na primer trije zvezki stanejo 50 dinarjev ali da je v eni
skupini Sest ucencev, v drugi Stirje, v tretji in cetrti po trije ucenci, mu ne morete
dokazati, da odgovor ni pravilen.”

Kaj je pa narobe z nadaljnjo nalogo?”

“Ta naloga je dobro postavijena, vendar je veliko bolj zapletena, kakor se
nam prvi trenutek zazdi. Vsak matematik vam bo na tako formulirano nalogo od-
govoril, da stiri knjige lahko spravimo v dve torbi na 16 nacinov, ker je toliko vseh
preslikav Stirielementne mnozice v dvoelementno. Sicer pa napi$§imo vse moznosti,
kako lahko spravimo knjige v torbi. V ta namen zaznamujmo knjige s ¢rkami A,
8,C,CintorbisT in T,.Vtorbo T, moremo dati:

a) Po eno knjigo, in sicer ali A ali 8 ali C ali C {torej na 3tiri nagine), v torbo
T, pa preostale.

b) Po dve knjigi: A, B; A, C; A, C; B, C; B, C; C, C (6 naginov), v torbo %
pa preostali.

c) Po tri knjige: A,B,C; A,B,C;A,C,C;B,C,C (stirje nacini}, v torbo i,
pa preostalo.

To je skupaj (4 + 6 + 4) = 14 nadinov, lahko pa seveda tudi vse 5tiri knjige
damo v torbo Tl ali v torbo T2 (2 nacina) in tako smo dobili 16 nadinov, kako
lahko 4 knjige spravimo v dve torbi.”

""Kaj tudi nas odgovor glede poltrakov V.Z in AZ ni pravilen?’’

Vprasanje ni dobro. Tudi tu je podobno kakor pri prvi nalogi o mnozicah.
Relacija ‘biti vecji’ tudi tu ni dolocena, se pravi, da je vprasanje brez smisla. Poleg
tega je pa vse tisto, kar lahko z vzporednim premikom ali translacijo pripravimo
do tega, da se pokriva, enako in poltrak V.Zje mogoce prenesti tako, da tocka V
preide v tocko A in bosta poltraka zmeraj enaka. Tudi naloge o plo3¢inah so ne-
smiselne...” .

""Zakaj?"’

""Zato, ker je plos¢ina Stevilo; o nji je mogoce smiselno govoriti {v obmoéju
elementarne matematike) samo pri konénih geometrijskih likih, neskoné&nih pa ni
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mogode izraziti s Stevilom, zato je vprasanje nesmiselno. Ravno tako nesmiselno bi
bilo tudi vprasanje: Koliksna je povriina nebesnega oboka?”

"’Kaj ni vendarie plo$¢ina on2 Bt

"Ze spet Jenete svoje. DokaZite mi najprej, da je $tevil 1,2, 3,4,5,6,7,8, ..
vec kakor Stevil 101, 102, 103, 104, 105, 106, 107, 108, ..., pa bom tudi jaz spre-
jel, da je P2 > P1 Al

"Oh, tega vendar ni mogoée dokazati.”

"No, potem pa pojdimo naprej.”

""Zdaj ze sami vidimo, da vprasanje s koti nima smisla: e je kot ploéina, ne
vemo, kolikéna je.”

"Tako je. Kote je sicer mogoge primerjati, vendar ele potem, ko je vpeljano
merjenje kotov. Lahko na primer reGemo, da je kot 50° veéji od kota 40°, zato
ker smo vpeljali kotno mersko Stevilo, in vemo, da je 50 > 40, saj se med 3tevili
smeta uporabljati relaciji > in <."”

"In kaj je s padalcem? Kaj res ne pada navpi¢no?’’

“Ne, nikakor. V fiziki se boste podrobneje seznanili s tem vpraganjem in zve-
deli, da padalec pada po precej zamotani krivulji, ki v idealnem primeru ustreza
loku parabole.”

“Ampak zakaj bi kvadriranje ne bilo injektivna funkcija?”

"Saj nisem rekel, da ni. Mogoce je, mogoce pa ne. Gre za to, da tudi to vpra-
Sanje ni natanéno zastavljeno, ker ni receno, v kateri mnozici gledamo kvadrira-
nje. Ce namreé gledamo kvadriranje v mnoZici naravnih §tevil, se pravi kot funk-
cijo iz mnozZice naravnih Stevil v mnozico naravnih $tevil (to je kot £ : N - N), ka-
kor ste vzeli vi, tedaj kvadriranje je injektivna funkcija. Vendar kvadriranje v mno-
Zici celih (ali racionalnih) Stevil ni injektivna funkcija, ker nam preslika mnozico
celih Stevil Z v mnozico nenegativnih celih Stevil, N, , in to je potemtakem funkci-
jaizZv N, (tojef:2Z - N,).Zdaj lahko razliénim elementom mnozZice Z (na
primer 2 in —2) pripada ista vrednost (Stevilo 4) mnozice N, . Vidite torej, da je
vprasSanje neprecizno, ker je odgovor odvisen od tega, v kateri mnozici gledamo
kvadriranje.”

"Res, drzi, da tudi nalog ni tako lahko postavljati, kakor smo mislili.”

"Tako je, ker je tudi po nacinu dajanja mogoce odkriti, ali tisti, ki jih posta-
vlja - pozna matematiko.”
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SOS! SOS! SOS! MNOZICE V “Z0SU”
ali
KAKO SO MATEMATIKI RESILI MNOZICE

"Ha, ha, ha! Ni mogoce, da so bile tudi mnozZice v nevarnosti. Pa nas res zani-
ma, za kaj gre, v &em je vic. Zmeraj smo mislili, da smo mi v nevarnosti pred mno-
Ficami, zdaj so pa na vsem lepem v nevarnosti mnozice. Kaj to drzi?”

"Drzi, verjemite mi, res je bilo tako, matematiki pa Se danes neradi govorijo
o tem; ne marajo niti pomisliti, kaj bi se bilo lahko zgodilo mnoZicam. Pa niti ne,
kaj bi se bilo lahko zgodilo, temve¢ kaj se jim je Ze zgodilo. Sicer pa poslusajte:
Bilo je Ze v zadetku tega stoletja, kaksnih trideset let po utemeljitvi teorije mno-
Zic. Ravno v casu, ko so jo zacCeli matematiki na debelo obdelovati in uporabljati
in uzivati osvezitev, ki jo je prinesla matematiki. Bila je pravzaprav Se miada, ven-
dar je imela pred seboj sijajne moznosti in napovedovali so ji veliko prihodnost.
Tako je $lo vse v najlepSem redu, dokler se ni znani filozof, ki se je ukvarjal tudi z
matematiko, ali ¢e hoCete matematik, ki se je ukvarjal tudi s filozofijo {to je zme-
raj najbolj nesre¢na kombinacija), in to je bil s kostmi in koZo sam Bertrand Rus-
sell, 22 spomnil in postavil zelo nenavadno vprasanje:

‘Ali obstaja mnozica vseh mnozic?’

Kako preprosto zveni to vpraanje! Skoraj kakor kak3na besedna igra. Am-
pak delovalo je kakor bomba!

‘Kaj je to tako pomembno? Kar naj obstaja, prava reé! Ena mnozZica ve¢ ne
more ni¢ $kodovati mnozZicam. Ne gre nam v glavo, zakaj se je zaradi tega gospod
Russell, na§ spostovani kolega, tako vznemiril. V tem ni ni¢ senzacionalnega.’” so
rekli matematiki.

‘Ampak e taka mnoZica obstaja,’ je izjavil Russell, ‘in v nagelu ni mogoce
zanikati njenega obstoja, vam lahko dokaZem, da njen obstoj pripelje v teoriji
mnozic do paradoksa in s tem vrednost vse teorije po svoje spravi na rob varnosti,
ker so omajani njeni temelji. Povejte mi no, lepo vas prosim, kak§na stroga mate-
matiCna teorija pa je to, da je v nji mogo¢ paradoks!”

‘NezasliSano! To je vendar sramota. Od kod pa paradoks med mnozicami?
Tega ne smemo dovoliti,’ so se razburili matematiki. ‘Kaj ni zadosti Ze to, da se
razni paradoksi kaZejo v vsakdanjem Zivljenju. Zdaj bi pa radi $e v matematiko.
Ne, kar je preveé, je preveé. Pri Pitagorovem izreku, tega ne bomo dovolilil Boje-

22 gertrand Russelt {1872 - 1970), angletki filozof in matematik.



vali se bomo do zadnjega in ¢e bo treba, bomo pognali v boj tudi same aksiome,
ampak paradoksi ne bodo zasli v matematiko.’

Vem, da ste radovedni in bi radi zvedeli, zakaj je nastal tak preplah med ma-
tematiki, ali kaksen paradoks je ugotovil Russell, vendar vam bom najprej, preden
se seznanimo z Russellovim paradoksom, poskusil pokazati na zgledu, kaj je prav-
zaprav paradoks in zakaj je njegov obstoj tako reko¢ katastrofalen za vsako teori-
jo. S paradoksom si namre¢ mislimo sklep, nasproten pri¢akovanemu, sklep, ki
{pa ¢eprav samo na videz) nasprotuje pravilni presoji. V matematiki je zelo znan
paradoks, na videz soroden Russeflovemu, vendar je veliko preprostejsi in ima ze-
lo simpati¢no ime: 'brivéev paradoks’. Seznanimo se najprej s tem paradoksom,
ker je izredno primeren za razumevanje vprasanja. No, ‘brivéev paradoks’ je torej
takle: Zamislite si, da v neki vasi Zivi brivec.”

""Dobro, zamislili smo si.”

"Vzemimo, da nas brivec brije vse tiste in samo tiste vai¢ane, ki se ne brijejo
sami.”

“To je vsaj jasno.”
"V redu, v redu. Zdaj pa dobro premislite in odgovorite na vprasanje: Ali se
brivec sam brije?”’

""Seveda se sam brije. Menda se ne bo hodil brit k brivcu v sosednjo vas.”’

Cakajte, pazite. Rekli smo, da brivec brije samo tiste vascane, ki se ne bri-
jejo sami. Potemtakem...”

"Uh, pa res. Ne sme se sam briti - kakSen ¢uden brivec. Priznamo, da je to
malo nenavadno, ampak menda ni v tem paradoks, da se tudi brivec hodi brit.”

"Pa ravno v tem je problem. Ce se brivec namreé ne brije sam, je eden od
vascanov, ki se ne brijejo sami, in bi moral potemtakem (po predpostavki) briti tu-
di sebe.”

""Se pravi, da se le brije sam...”

"”Ampak kaj, ko smo Ze ugotovili, da se ne sme sam briti..."”

""Zakaj ne? Ta je pa dobra! Navsezadnje kaze, da se ne sme ne briti ne ne bri-
ti...”

"Natancno tako. Saj ravno v tem je ‘brivéev paradoks’, iz katerega se brivec
nikakor ne more izvle¢i. Ogitno pri tem nekaj ni v redu, Geprav je nase sklepanje
pravilno, pa Se sami ne vemo, kaj ni v redu. Bi mogli vi prisko¢iti na pomo¢ briv-
cu? Ko sem prvikrat zvedel o tem paradoksu, sem ga poskusal resiti ‘eksperimen-
talno’. In sicer zelo preprosto. Odsel sem v najblizjo brivnico - brit se. In medtem
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ko me je zgovorni brivec bril, sem mu povedal ‘brivéev paradoks’ in ga vprasal, kaj
misli o tem vprasanju. Brivec se je samo malo zamislil, se zresnil, pomenljivo poki-
mal in rekel:

‘Slisiste, dragi muoj gespud. Jaz se ne zastuopim kaj preve¢ ne na filozofijo
ne na matematko, ampak iz svoje izkusnje vam puvem, da je ni vasi, v kteri se ne
bi brivec sam bril.’

Tako je brivec preprosto resil ‘brivéev paradoks’ in - verjemite ali ne - imel
je prav.

Ampak vrnimo se zdaj k Russellovemu paradoksu, ¢eprav ga ne bomo mogli
podobno ‘resiti’. PoskuSal vam ga bom razioziti v malo poenostavljeni obliki. lz-
hodis¢e Russellovega razglabljanja je takole: Vse mnozice je mogoce spraviti v
dve vrsti, v:

1. mnozice, ki vsebujejo samo sebe kot element - imenujemo jih mnozice d;

2. mnozice, ki ne vsebujejo same sebe kot element - pravimo jim mnozZice n.

Ce torej opazujemo katero si Ze bodi mnozico S, je bodisi mnoZica d ali pa n.
Ce obstaja ‘'mnozZica vseh mnozic’, to je mnozica, ki kot element obsega vse mno-
Zice, bo oditno mnozica d, saj ima kot element vse mnoZice in tako samo sebe. In
zdaj smo pri kljucni tocki Russellovega paradoksa. MnoZica P je namreé defini-
rana kot mnoZica, ki obsega kot elemente vse mnoZice n7, pa nobene mnozice d.
Mnozico P tore] sestavljajo vse mnoZice, ki ne vsebujejo kot element same sebe.
Postavlja se vprasanje: Je mnoZica P sama vrste d ali n? {Ali se brivec brije?} Ce je
mnozica P mnozZica vrste d, ¢e ima torej samo sebe kot element, bi bila (zaradi de-
finicije mnozice P) ena od mnozic vrste n, to je, kot element ne bi bila v sami sebi.
Vendar nikar prehitro ne sklepajmo, da je mnozZica P ena od mnozic vrste n; ¢e bi
bila namre¢ P mnoZica vrste n, to je, da ne bi obsegala sama sebe kot element, bi
bila mnozica P (ze spet po definiciji mnozice P) eden od elementov mnoZice P, se
pravi, da bi vsebovala samo sebe kot element in bi bila potemtakem mnozica vrste
d. Sklepamo torej, da mnozica P ne more biti ne mnoZica vrste d ne mnoZzica vrste
n, in v tem je paradoks tega protislovja. Zagotavijam vam, da tega paradoksa ne
more resiti noben brivec. Pa tudi matematike je paradoks grdo prestrasil in poste-
no namucil. V zacetku so nekam naivno mislili, da ga bodo resili $e kar mirolju-
bno, z navadnim preverjanjem dokumentov mnoZice P, se pravi njene dovolilnice
za bivanje med mnozicami. Mislili so namreé, da je mnozZica P (definirana kot
mnozica vseh mnozic, ki ne obsegajo sebe kot element), ilegalno zasla v klasiéno
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‘naivno’ teorijo mnozic in da njeni dokumenti niso v redu. In ko se to ugotovi, bo
naprej lahko. Straza jo bo vrgla iz mnoiic, kakor na primer na nogometni tekmi
redarji vrzejo ven ¢loveka, ki nima vstopnice. Vendar so se zastran tega zmotili.
Mnozica P jim je lepo pokazala izkaznico, vstopnico in jih Se porogljivo vprasala,
¢e jih nemara zanima $tevilka Ziro racuna. Potem so ji morali priznati, pa ceprav
neradi, da je enakopravna vsem drugim ¢lanom drustva NAIVCEV (pa ne lvana
Kusana, ?* temve¢) TEORIE MNOZIC. ‘Ej, tu ni veé $ale,’ so ugotovili matema-
tiki. Te neugodne gostje se je treba prej ko prej in kakor si Ze bodi iznebiti, brez
veliko pregovarjanja. In kako se $e dela vazno in se nam $e v brk posmehuje. Ven
z njo! Pri tej pric¢il In povrh tega se je treba zavarovati, da se tudi v prihodnje ne
2godi kaj podobnega Danes je prisla mnozica vseh mnozic, jutri pa prileze mogocée
§e kdo drug s svojim paradoksom, pa bo - konec z mnoZicami. Ne, tako ne gre.
Koliko naporov je bilo vioZenih v to teorijo, zdaj pa naj se kdo meni ni¢ tebi nid
pritepe in nam vse skupaj pokvari. Tu je treba napraviti red. MnoZice se morajo za-
varovati in za naprej je treba natanéno vedeti, kaj sme biti in kaj ne. Matematiki
so zeleli zavarovati mnozice pred takimi neprijetnimi presenecenji, zato so jih na
hitro spravili v stavbo iz debelega armiranega betona, postavili okoli stavbe celo
ceto strazarjev, oborozenih z aksiomi, in zdaj so brez skrbi, da nobena nezaZelena
mnozica ne more v stavbo s svojim paradoksom.”

""Kaj ni tak nacin obrambe teorije malo nenavaden v matematiki?’’

“Ni. Nasprotno. V novejSem ¢asu ga ¢edalje bolj uporabljajo, in sicer skoraj
na vseh podroé&jih matematike. Matematiki so temu postopku preselitve mnozic
na en prostor rekli aksiomatiziranje teorije mnozic. Imeli so Ze ez glavo ‘naivne’
teorije mnozic, kamor lahko stopi vsak, kdor se spomni. Zdaj ima prost vstop med
mnozice samo tisti, ki ga spustijo skozi aksiomi. Ce nima dovoljenja aksiomov,
naj niti ne pomisli na vstop med mnozice. In eden prvih aksiomov, ki so jih mate-
matiki sprejeli in razglasili na slovesni seji, se je glasil:

Ni mnoZice vseh mnoZic!”

“Kaj ni to protizakonito?"’

“Ne, ni. Ta odlok namre¢ velja samo v obmogju stavbe, v kateri so matema-
tiki nastanili svojo aksiomatizirano teorijo mnozic, zunaj te stavbe pa nikogar ne

23 . f Ao 5
iy Ivan Kulan _(1933;) sodobni hrvaski knjizevnik. Leta 1975 je objavil roman NAIVCI; v njem se nor-
&uje iz raznih sodobnih “naivnosti’, $e prav posebej iz mnoZi¢ne mode naivnih slikarjev v podravskih vaseh.
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obvezuje. Ko torej na sprehodu zagledate mogo&no stavbo z debelimi Zeleznimi
vrati, na katerih pise:

5 7 MnoZici vseh mnoZic vstop najstroZe prepovedan!

S/—- pvedite da je to sedeZ aksiomatizirane teorije mnoZic. Sicer je malo verjetno, da
boste na sprehodu prisli do te stavbe, ker je postavljena na zelo nedostopnem sve-
mlptu in zahajajo vanjo predvsem matematiki alpinisti. Vidite, tako se je matemati-

kom vrnilo mirno spanje. Resili so mnozice paradoksa.”
; p "Nazadnje se je torej vendarle vse dobro konéalo. Matematiki so bili gotovo

5 zelo veseli takega uspeha
; C P “No ja. Ne ravno preveg, saj je bila tudi cena zmage precej velika.”

j {o P ""Kako to mislite? Kaj je vendarle $e kaj narobe?"
STer “Seveda je, pa tudi ni. Kakor se vzame. Poglejte, za kaj gre:
Srer Komaj so matematiki spravili mnoZice na varno in mislili, da je s tem vpra-

Sanjem paradoksa reseno, so se Ze zaceli neki mladi ambiciozni matematiki upirati
in ugovarjati:

‘Zakaj bi mi, ki so nam mnoZice potrebne, morali hoditi ponje v 'njihov’
bunker, ki je tako dale¢ in se v njem tudi ne po¢utimo posebno udobno. O kom-
fortu v njem rajsi niti ne govorimo. V¢asih zmanjka toka, v€asih spet ni vode.
Kaksno udobje pa je to? In pri tem vse drago plaujemo, kakor da smo v hotelu
kategorije A. In povrh tega se morajo, in to je najhujse, vse naSe mnoZice podreja-
ti ‘njihovim’ aksiomom in se ravnati po hiSnem redu, ki so ga ‘oni’ predpisali. Za
nas bi bilo preprostejse, in Se celo cenejse, Ce bi si postavili svoje poslopje, lepse
in modernejie, in v njem bodo mnoZice Zivele po pravilih, ki jih mi sami napise-
mo."”

"In kaj se je zgodilo? So to v resnici naredili?"’

“Seveda. Nahitroma so postavili svoje poslopje na svetu, ki so ga sami izbrali,
postavili straze s svojimi aksiomi in tako imajo zdaj vse pri roki in vse je po njiho-
vem okusu.”

”’Se pravi, da imamo dva sistema aksiomov teorije mnozic...”

""Ko bi bila samo dva. To bi $e ne bilo tako grozno. Ampak brzkone Ze stu-
tite...”

"... da se je kaj kmalu oglasila Se tretja skupina matematikov s svojimi aksi-
omi...

... take, tako in potem $e Cetrta...

In tako imamo danes nekaj aksiomatik teorije mnozic. In privrZenci vsake
aksiomatike se bahajo, kako je ravno njihova stavba najboljSa za nastanitev mnozic



in postavljena na svetu, od koder je najlepsi razgled na razne matematic¢ne struktu-
re.”

""Hu, to je malo neprijetno. Kadar so matematikom potrebne mnozice, se
morajo torej odlogiti...”

... bodisi za eno od aksiomatik teorije mnozic, in tedaj so brez skrbi, da se
ne bodo oglasili paradoksi (vendar so zato vse postavljene na tezko dostopnih te-
renih - in ne morejo do njih z avtomobilom), ali pa za klasi¢no ‘naivno’ teorijo
mnozic. Pot do te je sicer zelo dostopna, zato pa je nobena zavarovalnica ne mara,
za noben denar, zavarovati pred morebitnim vdorom paradoksov, zato morajo bi-
ti tisti, ki jo uporabljajo, zelo zelo pozorni in previdni. Vidite, to je cena, ki so jo

.y

morali matematiki placati, da so resili mnozice in jih izvlekli iz ‘zosa’.

S CIM SE UKVARJAJO MATEMATIK] DANES

S &im se ukvarjajo? Namesto da odgovorim na to, bi vam rajsi postavil vpra-
Sanje:

'S ¢im se pa ne ukvarjajo?’ Saj namreé skoraj ni podrocéja ¢loveske dejavno-
sti, da se ne bi vanj ‘'mesali’ matematiki. Ne morem vam seveda natanéno odgovo-
riti na vase vprasanje, zato bom nastel nekaj pomembnejsih podroéij sodobne ma-
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tematike, iz njih pa boste sami spoznali, s ¢im vse se 'kratkocasijo’ danasnji mate-
matiki. Tu je torej nekaj matematicnih vej:

— logika in osnove,
— teorija mnozic,
— teorija Stevil,
— algebrajska teorija $tevil, teorija obsegov in polinomi,
— komutativni kolobarji in algebre,
— algebrajska geometrija,
— linearna in multilinearna algebra, teorija matrik,
— asociativni kolobarji in algebre,
— teorija kategorij, homoloska algebra,
— teorija grup,
— topoloske grupe, Liejeve grupe,
. — realne funkcije,

km — mera in integracija,
kpvy’

— funkcije kompleksne spremenljivke,
— teorija potenciala,
— posebne funkcije,
— diferencialne enacbe,
— parcialne diferencialne enacébe,
— Fourierjeva analiza,
— integralske transformacije, operacijski racun,
— funkcionalna analiza,
— teorija operatorjev,
— variacijski rac¢un,
— konveksne mnozZice in geometrijske neenakosti,
— diferencialna geometrija,
— splosna topologija,
— algebrajska topologija,
— analiza na mnogoterostih,

— teorija verjetnosti in stohasti¢ni procesi,
— informacija in komunikacija,
— numeri¢na...

""Dosti, dosti, zdaj nam je vse jasno, pravzaprav nam ni ni¢ jasno. Ampak kaj
se to pravi? Od kod vsi ti izrazi? Kaj vse to sodi v matematiko? Saj si tega ¢lovek
ne more niti zapomniti. Mi smo pa mislili, da matematika sestoji iz aritmetike in
geometrije in pa tehle mnozic, ki so jih vpeljali pred nekaj leti.”
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"Tako je, to je sodba, kakor je previadovala pred petsto do 3eststo leti in je
tudi ustrezala tedanjemu stanju.”

""Kdaj pa so potem nastale vse te mogocne panoge matematike? Koliko so
stare?”’

"Hja, ene vec, druge manj. Nekatere, na primer teorija oblike, so le nekoli-
ko starejSe od vas, saj jim je Sele komaj dobrih dvajset let. Nekaterim od njih je
trideset, nekaterim petdeset, nekaterim sto let, nekaterim pa veliko veé.”

"Pa se mora vsak, kdor bi Zelel postati matematik, najprej nauciti vseh teh
vej matematike?”’

Se misliti ni. Ce bi bilo tako, bi bila najbrz tudi mnoZica matematikov -
prazna. Vsak matematik se ukvarja s svojim podrocjem in mogoce $e z nekaj so-
sednjimi podrodji, o drugih pa ve pravzaprav zelo malo. Tako se Ze danes dogaja,
da se srecata dva matematika, strokovnjaka z razli¢nih podrodéij, pa vsak od njiju
govori in piSe v 'svojem’ jeziku, tako da ga sosed (vecidel} ni¢ ne razume, in tako
se po nekaj minutah nimata ve¢ o ¢em pogovarjati. To se kajpak ne zgodi, e go-
vorita o osnovnih, temeljnih pojmih matematike, pa éeprav imata tudi tukaj lah-
ko razliéna gledanja, tako da...”

"Pa obstaja vendarle kaj skupnega, kar je znacilno za vso sodobno matema-
tiko, za vsa njena podroc¢ja?”’

“Matematiki pravijo, da tako reko¢ v vseh panogah dana$nje matematike
srecujemo logiko, mnozice in strukture. Nekateri celo mislijo (e se niso premi-
slili), da je mogoce, logi¢no receno, vso sodobno matematiko izpeljati iz enega
vira - iz teorije mnoZic. Za preudevanje mnozic pa so potrebne, celo krvavo po-
trebne, zelo tenkoéutne logi¢ne presoje.”

"1n kaj je struktura? To besedo sli§imo prvi¢.”

"Ne verjamem, da je v resnici niste Se nikoli sliSali, saj jo zelo pogosto upo-
rabljajo v vsakdanjem govorjenju, v ¢asopisju, pa tudi na raznih drugih znanstve-
nih in Zivljenjskih podro¢jih. Govorimo na primer o strukturi druzbene ureditve,
o strukturi druzbe, o strukturi atoma, molekule, o politi¢nih strukturah, o “J’E
t_gi nasega Solskega sistema, o strukturi... poleg tega pa vidim, da ste pozabili,
kako smo tudi algebri izjav rekli struktura.”

"Res je, slisali smo o strukturah, pa nismo niti pomislili, da so tako zelo po-
membne. Algebro izjav pa smo pri branju knjige presko¢ili, priznamo.”

""Vse zglede, ki sem vam jih navedel, lahko vzamemo tudi kot dolocene
mnoZice, in sicer mnozice, ki - imajo strukturo.”

"Se pravi, da obstajajo tudi mnozZice brez strukture?”

"Poglejte, za kaj gre: nobena mnozica sama po sebi nima strukture. Za ma-
tematika mnoZica preide v strukturo tisti trenutek, ko v nji definira kak$no ope-
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racijo ali relacijo, ki ne odvaja iz mnoZice, torej operacijo, zaprto glede na mnozi-
co. Ali: algebrajska struktura je taka (neprazna) mnotzica, v kateri je definirana
vsaj ena operacija.”

“Ni nam jasno, kaj to pomeni.”

"Kako ni jasno? Struktura je vendar... (Odkrito re¢eno, tudi jaz sem to do
kraja razumel Sele po nekaj konkretnih zgledih. Vsa ¢ast definicijam, ampak veli-
ko povedo samo - ¢e jih razumemo. Tudi njim bom poskusil to razloziti z zgle-
dom.) Dobro, pojem algebrajske strukture vam bom razlozil na zgledu. Vzemimo
zelo preprosto mnozico s samo tremi elementi

St= (il 2, 3}

Napisite zdaj vse podmnozice te mnozice.”

"To so mnozice:
B, {1}, {2}, {3}, {1, 2}, {1, 3}, {2, 3}, {1, 2, 3}. Skupajjih je osem."”

""Zapomnite si $e, da vse podmnozice kaksne mnozice S sestavljajo tako
imenovano partitivno mnozico, ki jo zapisujemo s P(S). To je torej mnozica, ka-
tere elementi so mnoZice, se pravi vse podmnoZice dane mnoZice. Seveda bo v
tem primeru

Z(S) ={0,{1}, {2}, {3}, {1, 2}, {1, 3}, {2, 3 {1, 2, 3}

Ce zdaj definiramo na primer unijo v tej mnozici #(S), postane struktura glede
na to, da nas unija katerih si Ze bodi dveh podmnozic mnozice S ne odpelje iz
mnozice P (S). Vzemimo na primer unijo podmnozic { 1,2} in {1, 3}. Vemo,
da je po definiciji unije
{1, 23u{1, 3} ={1, 2, 3}

mnozica { 1,2, 3} pa pripada P (S), se pravi, da z operacijo unije nismo §li iz
mnozice P (S). Bi znali navesti $e kaks$no operacijo, ki nas ne pripelje iz mnozice
P (S)?”

"Zdi se nam, da bi to utegnila biti na primer operacija preseka mnozic.”

“Tako je. Ce napravimo presek katerih si Ze bodi dveh elementov, ki pripa-
data P (S), bomo za rezultat spet dobili kak$en element mnozice P (S). Na pri-

mer

{1, 2sn{1, 2, 3y={1, 2

"In zdaj navedite zgled operacije, ki - uporabljena na dveh podmnozicah
mnozice S - da kot rezultat mnozico, ki ni zajetav P (S).”
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“To je, to je karteziéni produkt mnozic. Ce namreé napravimo ta produkt
na primer za mnozici {1,2}in {1,3}, dobimo
{12 x {1,3 ={(1,1),(1,3), (2, 1), (2, 3)}
ampak te mnozice niv P(S).”
"Vidite, kako ste hitro razumeli. Pa kljub temu poglejmo $e en zgled, in si-
cer z mnozico naravnih Stevil

Ni= {12, 354515, 65 %, snae - }

Premislite in povejte, katera raunska operacija, definirana v tej mnozici, Q\/
nas ne odpelje iz nje?"”

"Sestevanje.”

"Drzi. Pa poznate $e kak$no operacijo s to lastnostjo?"’

"Odstevanje.”

"Odgovorili ste malo zaletavo, brez premisleka. Kaj nastane, ce veéje Stevilo
odstejemo od manjSega? Je tedaj rezultat naravno Stevilo?”

’Ni, saj je 5 — 8 = —3, —3 pa ni naravno §tevilo.”

“Torej z operacijo oditevanja v mnozici naravnih $tevil ne bomo dobili stru-
kture. Dobili bi jo pa...”

""Z mnoZenjem.”’

"Tako je. Ti dve operaciji, to je seStevanje in mnoZenje, nas ne odpeljeta iz
mnozice naravnih $tevil, zato pravimo, da mnoZica naravnih $tevil obenem z ope-
racijo seStevanja ustvarja strukturo. To se krajse napise:

(N, +) je struktura, seveda pa je
(N, *) ravno tako struktura.
Ravno tako je struktura tudi
{ P(S), u) kakor tudi { P(S), N)

To so kajpak zgledi nekaterih najpreprostejih struktur. Vsaka struktura
ima $e posebno ime. Tako vsem navedenim strukturam pravimo grupoidi. Mate-
matiki takole definirajo grupoid:

Ce je S (neprazna) mnozica, o pa binarna operacija v S, potem urejeni dvoji-
¢i (S, o) pravimo grupoid.

Ste razumeli definicijo?”

"Smo, samo ne vemo, kaj pomeni ta kroZec.”

CXClI



N & O,
el

Nl A
r@ﬁ%

i

g

TV Tir s 7,

NA TEJ
STRUKTURI




S krozcem (o) ali z zvezdico ( +} po navadi nakaZemo, da uporabljamo
kak$no binarno operacijo. To je v prvem primeru seStevanje, v drugem mnoze-
nje, v tretjem kroZec zamenja znamenje unije ali preseka in tako naprej; potem-
takem je to spiosno znamenije za binarno operacijo.

Ampak 2daj si oglejmo Se nekaj struktur. Operacija o more imeti tudi po-
sebne lastnosti. Znano je na primer, da imajo tudi seStevanje in mnozZenje in
unija in presek - poleg drugih lastnosti - tudi lastnosti komutativnosti in asoci-
ativnosti, se pravi, vse te operacije so komutativne in asociativne. Pa se sploh Se
spomnite, za kaksne lastnosti gre pri tem?”

""Kaj bi se ne! Za naravna Stevila a, b, ¢ na primer velja

atb=b+a lastnost komutativnosti za seStevanje,
a'b=b-a lastnost komutativnosti za mnozenje in
(a+b)+tc=a+(b+c) lastnost asociativnosti za se$tevanje,

medtem ko je..."”

"Dobro, dobro, vidim, da niste pozabili in boste razumeli, kaj pomeni, ¢e
reCemo: ¢e je definirana operacija asociativna, pravimo strukturi polgrupa. Ali:
asociativnemu grupoidu pravimo tudi polgrupa.

Potem so polgrupe tudi tile grupoidi:

NA+) N (2Shu) () n)

Vam je jasno, zakaj je za vsako dano mnozico S grupoid ( P (S}, u ) polgru-
pa?”’

""Zato vendar, ker je operacija U asociativna.”

"Drzi. In ¢e v polgrupi velja e zakon komutativnosti, pravimo, da je komu-
tativna. Ce zaznamujemo z a, b elemente partitivne mnozice P (S), je polgrupa
komutativna, ce je

a¥xb=>bxa (Va,b)eZ(S)
{beri: za vsaka a, b, ki sta elementa partitivne mnozice P (S)).

Ce polgrupa ustreza e doloéenim pogojem, postane grupa, vendar se v to
ne mislimo spuScati, saj sem vam Ze tako ali tako Zelel samo pojasniti pojem
strukture v matematiki.”

"'Pa so e kak$ne strukture poleg teh?”’

""Seveda so. Navedem vam imena samo nekaj pomembnejiih struktur:

— grupoid — kolobar
— polgrupa — obseg
— grupa — komutativen obseg...

Uh, kaksna nenavadna imena. Kolobar, obseg... kdo bi neki rekel, da so to
tudi matematicni izrazi. Dobro, videli smo torej, kaj v matematiki pomeni struk-
tura, zanima nas pa vendarle, zakaj je preu¢evanje raznih struktur tako pomem-
bno v danasnji matematiki.”
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“Poskusil vam bom odgovoriti na to vpraSanje, ¢eprav nisem preprican, da
vam bom mogel z nekaj besedami tudi razloZiti. Moderna algebra izhaja iz splos-
nega pojma mnoZice in preucuje samo mnozice, v katerih je definirana vsaj ena
operacija ali relacija, se pravi mnozice, ki imajo strukturo, in sicer ne glede na to,
kaj predstavljajo elementi mnozice. Osrednja naloga pri tem je raziskovanje
struktur in lastnosti operacij v mnozicah. Ker imata lahko dve razliéni mnozici
s popolnoma razliénimi elementi isto strukturo - ¢e v njiju velja ista operacija -
je naloga moderne algebre, da odkriva isto strukturo v razlicnih objektih. Se pra-
vi, da opozarja na skupno, kar se skriva pod razli¢nostjo. Odkrivanje skupnega
pri na videz razliénem je ena od bistvenih nalog danasnje algebre. Ce pa tako ra-
ziskovanje vzamemo kot igro, potem so:

igralni pripomocki...temeljni pojmi formaline logike in teorije mnozic,

pravila igre...algebrajske operacije in zakoni strukture,

igrisée...dolocena algebrajska struktura.

Vidite, zato je danes preucevanje raznih struktur za matematike tako po-
membno.”

"Pogovarjali smo se Ze o vsem mogocem, ampak kako da nismo skoraj ni¢
govorili o geometriji? Kaj ni tudi geometrija veliko in tehtno podrocje matemati-
ke?”"

"Imate prav. Zelo je pomembna, poleg tega pa tudi zelo stara veja matema-
tike. Njeni zagetki so bili Ze pri starih Egip€anih, kjer je bila precej razvita zaradi
potreb pri merjenju zemljis¢. O nji pa kratko in malo zato nismo govorili, ker Se
nismo utegnili. Mogoc&e ob kaksni drugi priloZnosti. Ampak vendar, da ne bo kdo
rekel, da je nismo niti omenili, povejte mi, ali vam je znano:

Kaj je geometrija?”’

"Kaj bi ne bilo. Geometrija jeee... geometrija je veda...”

”No, dobro. Nikar si ne prizadevajte. Vem, da vam je znano, s Cim se geo-
metrija ukvarja, jaz pa vam bom povedal eno od definicij geometrije, ki izvira
izpod peresa O. Veblena in o kateri je veliki matematik geometer Felix Klein 2*
rekel, da mu je e najbolj viec od vseh definicij, kar jih  pozna . Takole se glasi:

GEOMETRIJO IMENUJEMO VEJO MATEMATIKE, GLEDE KATERE SE
PRECEJ KOMPETENTNIH LJUDI STRINJA, DA JI PRAVI TAKO IZ SENTI-
MENTALNIH IN ‘'TRADICIONALNIH VZROKOV.”

24 a A
Felix Kiein (1849 - 1925), nemiki matematik.

CXCIv




"0, tudi nam je ta definicija vie¢. Zelo je posrecena.”

“Vedel sem, da vam bo vie¢, Ceravno pravzaprav ni niti malo 3aljiva, saj
obsega globoko resnico o geometriji, popoinoma pa jo boste razumeli Sele po-
tem, ko se boste malo bolje seznanili tudi z vso matematiko.”
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MATEMATIK, KI SE NE STARA

“Kaj pa to? Pa menda niso matematiki iznasli kaksnega Garovnega napoja?
Veé ko smesno. Kako je mogoce ne se starati?’’

“’Ne, niso iznasli nobenega eliksirja veCne mladosti, pa vendar obstaja mate-
matik, ki je ve&no milad - po letih in po idejah.”

Pa nas res zanima, v ¢em je Stos. Kdo je ta matematik? Kje Zivi? In kako se
doseze ve¢na mladost?”’

""Zelo preprosto. Najprej vam bom povedal, kako so sploh prisli na
bi ‘napravili’ matematika, ki se ne bo nikoli postaral. Na splo§no j
no, da ljudje z leti dobijo ve¢ znanja in izkusenj, to je gotoy zitivno, Se naj-
ve¢krat pa postanejo tudi preve¢ obremenjeni s starim, Jdr jih pogosto veze, da
njSuje ustvarjaina zmo-

teze sprejemajo novo, se teze prilagajajo in se jim
Znost..."”

“Vemo, vemo, mi mladi dobro vemd, v &em se logimo od starej§ih..."”"
“Nisem mislil ravno na vas, ak naj vam bo. Ko so matematiki premislje-
vali o tem vprasanju, so ugotavili, da bi bilo za razvoj vse matematike dobro, ¢e
bi bil kaksen matemati i bi imel hkrati veliko znanja z vseh podrocij matema-
tike, se pravi, da bibil vsestranski, izkuSen, pri tem pa ves ¢as mlad, da bi zlahka
sprejemal vo in neprenehoma ustvarjal. Ker takega ¢loveka ni in ga ne mo-
re biti, a matematiki naredili.”
Kako pa je mogoce koga narediti?”
"Lahko, zakaj pa ne? Poglejte, kako. Skupina miadih francoskih matemati-
kov se je dogovorila, da bodo skupaj pisali in izdajali matemati¢na dela pod iz-
misljenim imenom Nicolas Bourbaki.”
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"To je torej tisti vsestranski matematik. Pa nam vendarle ni jasno, kako da
se ne postara. Saj s¢asoma tudi ti mladi matematiki postanejo cedalje starejsi, se
pravi, da bo tudi ta skupina lepega dne postala skupina - starih matematikov.”

""Ze 3e, ampak ti so se temu izmaknili na zelo izviren nadin. Kakor hitro

-

¢lan skupine dopolni doloceno leto, neha biti njen ¢lan, na njegovo mesto pa iz-
berejo mlajsega matematika. Tako je povprecna starost élanov skupine praktiéno
Ml zmeraj ista, se pravi, da se Nicolas Bourbaki ne stara.”

""Zelo posre¢ena odloditev. Pa bi nas vendar zanimalo, kako more cela sku-
' pina matematikov kaj skupaj pisati. Ali vsak od njih napiSe po eno poglavje knji-

"Ne ve se Cisto natanéno, kako nastajajo njihova dela, vendar najbrz delajo
takole: kateri od ¢lanov skupine mora kaj napisati, potem pa razposljejo vsem
clanom . Ko vsi preberejo, se snidejo, povedo svoje misli, poi§éejo napake, kriti-
zirajo...”

"... kakor ucitelji delajo z nami pri izpitih..."”

""Mogoce res nekako tako, samo da je ta ‘izpit’ veliko veliko stroZji. Ko ta-
ko napisano besedilo temeljito pretresejo in predelajo, ga dajo v tisk pod imenom
Nicolas Bourbaki. V resnici je, kakor vidite, le malo moznosti, da se v knjigo, ki
jo napiSe Nicolas Bourbaki, prikrade kaks$na napaka.’”

”Ce je tako, zakaj pa podobno ne pisejo tudi nasih vadnic?”

"Uh, vi pa tudi sprasujete vse mogoce!”’

KAJ IMA VEC TOCK: DALJICA ALI PREMICA

""Priznajte, da je to vprasanje malo nenavadno.”

“Ni nenavadno, temve¢ - smesno.”

"Zakaj smesno?”’

*Zato, ker nam je treba samo pogledati skico ali si zamisliti daljico in pre-
mico, pa je - brez vsakrinega znanja matematike odgovor jasen. Premica ima ve-
liko ve¢ tock kakor daljica.”

= Ll I3 + ﬁ/
et P s + 1

""Pa ste res ¢isto prepri¢ani o tem? In kako utemeljujete svojo trditev?”
“ Kaj pa je treba tu utemeljevati, e je Ze vse jasno s slike. Daljica je de/ pre-
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mice, omejena z dvema tockama. Potemtakem so vse tocke daljice obenem tudi
tocke premice, na premici pa je Se veliko tock, ki niso obenem tudi toc¢ke dalji-
ce. Vse tocke na precrtkanem delu premice ne pripadajo daljici, zato je jasno,
da ima premica ve¢ tock kakor daljica. Vsaj o tem smo prepricani, ¢eprav mate-
matika ni nasa moc¢nejsa stran, ampak oci nas ne slepijo.”

“’Dobro, dobro. Verjamem, da imate dobre oci, pa vendar se spomnimo, ka-
ko moremo za mnozici (premica in daljica sta namre¢ mnozici tock) ugotoviti,
ali imata isto Stevilo elementov.”

S prirejanjem elementov. Ce je mogo&e med mno3Zicama vzpostaviti bijek-
tivho preslikavo, pomeni, da imata isto $tevilo elementov. Ce pa v eni mnozici
ostanejo neprirejeni elementi, se pravi, da ima ta mnozica ve¢ elementov. Vsaj te-
ga nismo pozabili.”

“Ljubo mi je, da ste si zapomnili. Preden odgovorimo na postavljeno vpra-
Sanje, ravnajmo torej tako tudi pri teh dveh mnozicah. Samo toliko, da bomo
imeli mirno vest. Prirejajmo toéke daljice toc¢kam premice.”

""Dobro, ¢e Ze ravno Zelite {(Ceprav bomo samo v prazno izgubljali ¢as). Am-
pak kako poteka tako prirejanje?”’

""Zelo preprosto. Po ‘geometrijski’ poti. Zamislimo si, da je nasa daljica AB
zvita v polkroznico ACB (kakor da je iz sukanca), premica p pa naj se je dotika v
tocki C. Vidite, takole:

c (1) ol ud

Vzpostavimo zdaj zvezo f med todkami polkroznice k(ABC) in to&kami
premice p takole: recimo, da je T katera si Ze bodi to¢ka polkroZnice; e je S sre-
dis¢e polkroznice, poltrak ST seka premico p v eni toéki. Oznadimo 10 tocko z
f(T), ker je odvisna od tocke 7. Tako je torej (kateri si ze bodi) toéki T na pol-
kroZnici prirejena tocka f(T) premice p. Pustimo zdaj, naj toéka T drsi po loku
C8 od tocke C do tocke B. Ko tocka T potuje po tem loku, bo 7(T) pretekel cel
poitrak desno od tocke C, ko pa toéka T potuje po levem loku CA, pretece f(T)
poltrak levo od toéke C. Tako smo vsaki togki polkroznice ACB (ki je nastala z
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2zvijanjem daljice AB) priredili eno tocko premice. S tem postopkom smo torej
vzpostavili bijektivno preslikavo med tockami daljice in to¢kami premice in na
tej podlagi ugotavljamo, da...”

"V resnici ¢udno. Potemtakem kaze, kakor da ima daljica ravno toliko tock
kakor premica. Prav neverjetno. Pa menda ni to kaksen trik?”’

”Ne, ni. To nam samo kaze, da se ne smemo prevec zanesti na tisto, kar
‘vidimo’. Zato matematiki ‘nazornih’ slik sploh ne sprejemajo kot dokaz kak3ine
trditve. In moramo priznati, da imajo prav. Slike so nam sicer pogosto zelo kori-
stne, vendar nas vcasih speljejo tudi na napaéno pot.”

"To si bomo zapomnili, da se tudi mi ne zmotimo. Pa vendar nas zanima e
nekaj v zvezi s premico.”

"In kaj vas zanima?”’

"Koliko toc¢k je pravzaprav na premici?”

"“Hm, hm, verjemite, da to vprasanje ni niti malo preprosto (moram, presne-
ta re¢, prej ko mogoce konéati ta pogovor, drugace se bom znael v Se hujSem
‘zosu’ kakor mnozice, ée bodo naprej tako sprasevali). Priznam, da osebno nisem
Stel vseh toc¢k na premici, zato vam ne morem zanesljivo reci, vendar verjemimo
rajsi matematikom, ko pravijo (mogode jih je kateri od njih v resnici prestel, kaj
se ve): Na premici je natanko toliko to¢k, kolikor je realnih §tevil. To ‘Stevilo’
to¢k na premici ali realnih Stevil oznacujemo s ¢rko ¢ {zacetna crka besede con-
tinuum ali in continuo {latinsko), kar pomeni nepretrgano, ves &as}. Ce mnoZico
reainih §tevil oznacimo z R, bo njeno kardinalno $tevilo

KR =6

/%ZéZ/}e

W?% /

Samemu Cantorju se je Ze leta 1873
posredilo dokazati (o tem je pisal Dede-
kindu v pismu, ki smo ga navedli v zade-
tku), da je kardinalno 3tevilo mnozice
realnih Stevil vecje od kardinalnega Stevi-
la mnoZice naravnih §tevil, da je torej

kR > kN
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Do tega sklepa je prisel Cantor in ugotovil, da ni mogog&e iz¢rpati vseh tock
na premici, se pravi vseh realnih $tevil, s prirejanjem naravnim Stevilom. Ker tu
ne obstaja bijektivna preslikava, saj so na premici tudi neprirejene tocke, to po-
meni, da je ¢ > kN. In to je hkrati tudi zacetek teorije mnozic in bi s tem lahko
kongali.

Vsaj to natanéno vemo, kje smo. |z tega zgieda tudi vidimo, da je teorija
mnozic potrebna in nenadomestljiva, ko uporabljamo neskonéne kolidine. Ta
nam tudi omogoca razlikovati razne vrste neskoncnosti. Ta teorija je pravza-
prav nujno morala nastati, ko so se matematiki zaceli ukvarjati s takimi vpra-
sanji in ¢e bi (po nakljucju) ne bilo teorije mnozic - bi si jo bilo treba izmisliti.

Se strinjate?’’

CXCIX



KVIZ IZ MATEMATIKE

1zloéilno besedilo
Veliki matematiki
O matemati¢nih simbolih

Matemati¢ni pojmi in definicije






/ KVIZ 1Z MATEMATIKE

ns mapuiel

KV|Z

Predlagam, da ga obvezno organizirate, ko preberete to knjigo, drugace - ste
jo brali v prazno. Seveda je treba tudi za ta kakor za vsak drug kviz opraviti po-
trebne priprave. NareZite najprej 62 enakih kosov Cistega papirja v velikosti kart,
s kakrsnimi ocka igra preferans (ampak za vse ni¢ ne smete uporabiti njegovih
kart). Na kartice napiSite v kotu s svinénikom - da boste pozneje lahko zbrisali -
Stevilke vpraSanj. To je potrebno zato, ker boste kdaj drugi¢ vrstni red vprasanj
spremenili, da vas ne bo mogel nihée prepetnajstiti tako, da bi se na pamet na-
ucil odgovore na vprasanja pod stalnimi Stevilkami. Potem na papirje prepisite,
vendar berljivo in ¢edno, vsa vprasanja, napisana na straneh 211 do 214, Vprasa-
nja so, kakor vidite, razvricena v tri skupine, in sicer:

a) 1do 12 VELIKI MATEMATIKI
b} 1do 30 O MATEMATICNIH SIMBOLIH
c) 1do 20 MATEMATICNI POJM! IN DEFINICIJE

Za vsako skupino vprasanj so predvidene tocke. Ko opravite vse, kar je tre-
ba, imenujte sodnike. To so lahko na primer mama, oc¢ka in kateri od njunih
gostov (tako mu vsaj ne bo prislo na misel, da bi vas dolgogasil). Ce ti ne utegne-
jo ali jih je strah prevelike odgovornosti, izberite za sodnike tri starejse in telesno
mocnejse (to je zelo vazno) prijatelje. Vasi sodniki ne bodo samo brez dela sede-
li, dajte jim nalogo, naj zapisujejo Stevilo tock, ki jih dobi vsak kandidat, in
tocke seStevajo (vi pa tu pa tam preverjajte). In zdaj vam preostane samo 3e, da
odberete kandidate. Zavedajte se, da je med Sestimi, sedmimi, ki se prijavijo 2a
kviz, zmeraj nekaj brezzveznikov, ki nimajo pojma o nobeni stvari, vendar jim
gre samo za to, da se pokaZejo na zaslonu ali nastopijo v kvizu. Take je treba ta-
koj izlociti; to boste napravili na podlagi posebnega izlo¢ilnega besedila (IB}). Po
vrsti poklic¢ite kandidate in vsakemu preberite (vsaj) dve vprasanji, na kateri mo-
ra odgovoriti v desetih sekundah. Kandidata, ki ne odgovori pravilno na nobeno
vprasanje, ali pa odgovori, da je naravno $tevilo tisto, ki ni umetno, ali o Descar-

. tesu reCe, da je vratar francoske nogometne reprezentance, je treba brez pomi-

Sljanja izlogiti. Ce pa kijub temu Zeli na kviz, mu recite, naj se priglasi kje drugje,
ne pri vas. Pazite tudi, da se vam na kviz ne pretihotapi kdo, ki ve& ko dobro zna
matematiko. Napotite ga v Solo in naj se priglasa ucitelju matematike, ne pa vam,
saj vi organizirate kviz za tiste, ki nimajo radi matematike, pa se je morajo - ho-
¢ed noces - uditi. Pravico do sodelovanja na kvizu imajo vsi, ki nimajo radi mate-

2(100 + 1)



matike, in sicer od osmih do osemdesetih let. Mlajsi od osmih let namre¢ niso
primerni, ker veliko vreséijo in bi nazadnje utegnili planiti $e v jok, ¢e ne bi od-
govorili na kak$no vprasanje, starej$i od osemdesetih let pa ze slabse siisijo, tako
da bi jim morali vsako vprasanje ponavljati, to pa bi utegnilo drugim kandidatom
zmanijsati zbranost. Ko je vse pripravlieno, se kviz lahko zaéne. Kot voditel;j si
zamislite, da ste ni¢ ve¢ in ni¢ manj kakor - Tomaz Tréek in se tako tudi
obnasajte (priporo¢am kravato, vendar ni obvezna), saj je navsezadnje od vas
odvisen tudi uspeh kviza {samo naivéki mislijo, da je pri kvizu najpomembnejse
znanje kandidatov). V zagetku pozdravite vse navzode, predstavite sodnike (ma-
mo poprej opozorite, naj ne teka kar naprej v kuhinjo, oka pa, naj med kvizom
ne igra kart in ne bere ¢asopisov}, seznanite kandidate s pravili igre (med kvizom
ni dovoljeno priSepetavanije, pogledovanje v zapiske - grda razvada iz $ole - in pre-
rivanje).

Gledalcem predstavite kandidate z besedami:

""Spostovani gledalci in spostovani poslusalci, dovolite, da vam predstavim
danainje kandidate velikega matemati¢nega kviza OH, TA MATEMATIKA. To
so tovarisi in tovariSice (izgovarjajte jasno in razio&no njihova imena, na primer):
Peter Cik, Mari¢ka Bunka in Janez Cvek. Potem se z vsakim kandidatom malo
pogovorite, da jih opogumite in jim odpravite tremo. Ne pozabite, da je pri vsa-
kem kvizu najpomembnejsa stvar ustvariti pravo ozradje, to pa je tudi najpo-
membnej$a naloga voditelja. Kandidatom postavite nekaj uvodnih vprasanj, ki
jim bodo ulila zaupanje v lastno znanje. VpraSajte jih na primer takole:

""Kolikokrat ste Ze imeli enko iz matematike?

Kako ste se pocutili zadnji¢ pri popravi?

Ste imeli kaj treme?

Ste Ze ponavljali kak$en razred?’”

(Ce vam kandidat na to vprasanje odgovori, da ne, se nikar po nakljucju ne
zmotite in ne recite: “Skoda, $koda. Pa ni¢ ne de, saj je Se ¢as.”’) Ko ste s takimi
(in podobnimi) vprasanji ustvarili primerno ozraéje, zaénite kviz, to je, postavite
prvo skupino vprasanj. Kandidati naj odgovorjajo po abecednem redu, ce se niste
drugace dogovorili. Kandidat sam izbere $tevitko od 1 do 12, vi pa vzamete listek
s tem vprasanjem, opozorite kandidata, da mora v desetih sekundah odgovoriti
na vprasanje:

a) v katerem stoletju je zivel tisti matematik;

b} po ¢em je znan (dovolj je, da navede vsaj nekaj, po emer je znan v mate-
matiki).

Potem napravite kratek premolk, se imenitno postavite in z dramatiénim
glasom (najprej se tudi Se odkasljajte) spregovorite ime, zapisano na listku. Po-




tem ko vsak kandidat odgovori {ali premol¢i) svoja tri vprasanja, sledi kratek od-
mor. Medtem sodniki sestevajo tocke, kandidati pa se krepéajo s sokom. Potem
razglasite rezultate prvega kroga tekmovanja in naznanite zaCetek drugega kroga.

O MATEMATICNIH SIMBOLIH

Prvi kandidat spet po svoji volji izbere Stevilko, vendar zdaj med 1 in 30.
Qpozorite ga, da mora v tridesetih sekundah odgovoriti na vprasanje:

""Kako pravimo simbolu in kaj pomeni?”

Obenem poveste, koliko tock prinese pravilen odgovor. V temekrogu vsak
kandidat odgovori najmanj na Sest vprasanj {lahko pa tudi na ve¢). Vmes sproti
sporocgate kandidatom, koliko toék so Ze zbrali. Ce se po nakljuéju zgodi, da ka-
teri od kandidatov pravilno odgovori na vprasanje, nikar ne zamudite prilozZnosti:
takoj ga pohvalite, ker ga s tem opogumite, pa tudi ustvarite pravo ozracje kviza.
Se pravi, pravilne odgovore spremljajte s komentarjem:

"Sijajno, sijajno! Qdli¢no!

Fenomenalno!

Kaksno znanje! Neverjetno!

Cestitam, gestitam, izredno!’’

Pohvala zelo ugodno vpliva na kandidata, vi pa potem nadaljujte:

“In zdaj poglejmo, ali se je tudi drugi kandidat tako dobro pripravil.”

2(100 + 2)
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Ce ugane tudi ta, ohranjajte Se naprej tekmovalnega duha z besedami:

“Tekmovanje postaja ¢edalje bolj napeto.

Kak3no izenageno znanje. Takega Se nismo videli!

Vsi trije kandidati imajo Ze po Stiri tocke!

Razburljivo, v resnici razburljivo! Neverjetno!”’

Gledalcem pa:

""Prosim samo, brez ploskanja. Naj se kandidat zbere.”

Po drugem krogu spet odmor (to pot malo daljsi, da ocka lahko v miru po-
pije svoj deci, kandidati pa sok, da si opomorejo od vznemirjenosti). Potem raz-
glasite Stevilo tock vsakega kandidata in naznanite zaCetek tretjega, odlocilnega
kroga tekmovanja.

MATEMATICNI POJM! IN DEFINICIJE

Najprej spodbujajte kandidata z najmanj$im Stevilom tock, da $e ni vsega
konec. Tocke §e zmeraj lahko zbere in dohiti vodece, saj je za pravilne odgovore
v tem krogu mogoée dobiti najveéje Stevilo to¢k. Cas, v katerem mora kandidat
odgovoriti na vprasanje, je zdaj ena minuta (da bo sliSati veé, lahko recete
... celih 60 sekund’’). Postopek je sicer isti kakor prej, samo da kandidati izbira-
jo Stevilke od 1 do 20. Potem ko izvieCete listek s Stevilko, ki vam jo je rekel
kandidat, mu povejte, koliko tock prinese pravilen odgovor, in ga opozorite na
to, da mora prebrati simbol, povedati, kak§no je njegovo ime, in razloziti, kaj
pomeni. Ce potegne kaks$no definicijo, jo mora v celoti povedati. Potem kandi-
datu pokazete listek z vprasanjem (in medtem ko premisljuje, sami zase prebere-
te odgovor). V tem krogu vsak kandidat odgovori na tri vprasanja (lahko tudi na
manj, ¢e je nevarno, da kateri od njih zaradi razburjenosti in treme omedli). Po-
tem sodniki setejejo tocke, sami vse preverite in nazadnje slovesno razglasite
zmagovalca velikega superkviza

OH, TA MATEMATIKA

Zmagovalcu prisréno Cestitajte:
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“Cestitam, &estitam. Bravo! Pokazali ste v resnici izredno znanje! Oo, am-
pak bilo je tudi nekaj srece. No, dobro ste se pripravili.”

Drugemu recete:

“Ni slabo, ni slabo. Ko bi bilo le malo ve¢ srece. Pa nié ne de. Se ni vseh
dni konec.”

Zadnjemu pa:

“Mi je prav zal, iz srca mi je hudo. Zato bo pa drugi¢ (v istem razredu)
bolje. Upanje ostane. Nikoli ni prepozno. Vi ste e mladi (to izpustite, ce je kan-
didatu Ze nad Sestdeset let). Kar korajzno.”

In zdaj Se vsem navzodim:

""Hvala, hvala vsem.

Na svidenje.”

Dragi gledalci, v prihodnjih nekaj minutah si oglejte naSo EPF,potem pa sledi
serijska kriminalka...




IZLOCILNO BESEDILO (1B}

Kandidatom preberemo vse tri odgovore in sami morajo povedati, kateri od
njih je pravi: a}, b) ali c).

1. Naravna §tevila so:
a)0,1,-1,2,-2,3,-3, ...
bY1,2,3,4.,5,6; ..

1 S T | 1
S L) S ety v

2. Georg Cantor je zasnoval:
a) teorijo mnozic
b) teorijo Stevil
c¢) verjetnostni racun

w

. Konjunkcija je:
a) vrsta preslikave
b) operacija v algebri izjav
c) veja moderne matematike
4. Dve mnozici sta enaki:
a) &e imata isto §tevilo elementov
b) ¢e imata iste elemente
c) ¢e ju je mogode surjektivno preslikati
5. René Descartes je:
a) matematik in filozof iz 17, stoletja
b) starogrSki matematik
¢) sodobni francoski matematik
6. Bijekcija je:
a) geometrijski lik
b) operacija v algebri izjav
c) vrsta preslikave
7. 2Z ni¢ smemo deliti:
a) vsako Stevilo
b) samo pozitivna $tevila
¢) z nié ne smemo deliti nobenega Stevila

8. Prastevila so:
a) poznali Ze stari griki matematiki
b} odkrili matematiki konec 16. stoletja

¢} odkrili matematiki v zacetku 20. stoletja 5 ; f'l
209
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

. Dve mnozici sta disjunktni, ce:

a) imata en element skupen
b) nimata nobenega elementa skupnega
c¢) imata vse elemente skupne
Niéla pripada mnoZici:
a) celih Stevil
b) naravnih Stevil
c) prastevil

Pitagorov izrek velja za:
a) enakostranicni trikotnik
b) poijuben trikotnik
¢} pravokotni trikotnik

Racionalna Stevila so:
a) podmnozZica mnozice realnih Stevil
b) podmnozZica mnoZice naravnih Stevil
¢) podmnozica mnozice celih Stevil

Stevilo ena je: W -
a) prastevilo ”’/-—: FEag
b} sestavijeno Stevilo
c) ni ne prastevilo ne sestavljeno Stevilo

Zakon asociativnosti ne velja pri:
a) deljenju stevil
b} sestevanju Stevil
c) mnozenju Stevil

Katera od mnozic je dobro podana:
a) mnozica rumenih svinénikov
b) mnozica stevil, deljivih s tri
¢) mnozica deckov s sinjimi oémi
V veljavi je oznagitev za mnozZico celih §tevil:
a) N
b)C
c)z

2(100 + 5)



VELIKI MATEMATIKI

1. FERMAT 7.PITAGORA

2. EVKLID 8. PEANO

3. DESCARTES 9. ARHIMED

4. HILBERT 10. KOLMOGOROV
5. ERATOSTEN 11. EULER

6. CANTOR 12. BOURBAKI

Vsak pravilen odgovor prinese po tri tocke.

MATEMATICNI SIMBOLI IN OZNACITVE
— uporaba in pomen

1 = -A 16. X A X B
2. ¢ AcS 7. < a<b
3 W AV B 18. ¥ (Yx)P
4. U AuB 19. < AcS
Bk = ax>b 20. 0, v

6. () (a, b) 21. 7 1A
7.3 3x) P 22. <« AeB
8. € aeS 28y 1 ANnB
9. 2(8) 24. T =TT
10. & A&B 28% | clqasd
1.\ A\B 26. ¥, ooe

12. N, kKN =X, 27. - f:A=>B
13. ¢ a¢s 28. < a<b
14, = A=18 29. N aeN
15. L tA=1 30. — x — f (x)

Vsak pravilen odgovor prinese po pet tock.




MATEMATICNI POJMI IN DEFINICIJE

1. Kaj je konjunkcija? Napisi tabelo pravilnosti konjunkcije.

2A U B={ .. Napisi in povej z besedami.

3. Kaj je polgrupa? Navedi zgled.

4. Katere so, po Kolmogorovu, najpomembnejse etape v razvoju matemati-
ke?

5. Pojasni pomen: F: N x N Za N f(a,b) — a+b (a,b€N).

6. Kaj je partitivna mnozica P (S) mnozice S? Napisi P(S) za poljubno tri-
elementno mnozico S.

T ANBIE S = Napisi in povej z besedami.
8. Nastej Peanove aksiome in jih razlozi.
9.AN B={.. Napisi in povej z besedami.
10. Kaj je implikacija? Napisi tabelo pravilnosti implikacije.
11.AxB={.. Napisi in povej z besedami.

12. Kako definiramo relacijo "’="'? Napisi in razlozi.

13. Kako se glasi tako imenovani veliki Fermatov izrek?

14. RazloZi pojem funkcije. llustriraj s kaksnim zgledom.

15. Navedi vsaj tri zakone, ki veljajo v mnozici naravnih Stevil, in jih razlozi z
zgledi.

16. Kdaj je kak$na mnozica urejena? Kaksna je razlika med urejeno in dobro
urejeno mnozico? Navedi zgled.

17. Razlozi, kaj je bijektivna preslikava. Navedi zgled.

18. Napisi v desetiskem sistemu Stevilo, ki ga v dvojisSkem sistemu zapisemo z
110101.

19. Razlozi pomen simbola R, in navedi vsaj dve njegovi lastnosti.

20. Navedi vsaj $e dve mnozici §tevil, ki jima je mnozZica naravnih $tevil pod-
mnozica. Definiraj te mnozice in napisi, v kaksni medsebojni zvezi so.

Vsak pravilen odgovor prinese po deset tock.

x—212=0
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10.

, Hotutea, Jernle...

Presek premice p in ravnine IT je enoelementna mnozica, ki jo zapisujemo s p N IT ={ S}, samo
v primeru, &e premica prebada ravnino v toéki S. Ce je premica p vzporedna z ravnino, je njun
presek prazna mnozica, torej p N [1 = @, &e pa sta premica in ravnina v takem polozaju, da rav-
nina IT vsebuje premico p, je presek premice in ravnine sama premica, to jep NIl = p.

Stevilo elementov razlike mnozic A \ B je enako razliki itevil elementov mnozic A in 8 samo
tedaj, kadar je mnozica 8 podmnozica mnozice A, torej samoza B C A.

Razdeljevanje pisem bo:

a) injektivno, ¢e jih pismonosa deli tako, da v vsakem stanovanju izro&i najve eno pismo,

b) surjetkivno, &e v vsakem stanovaniju izro¢i vsaj eno pismo (seveda jih lahko v enem sta-
novanju izro&i tudi po ved; bistveno je, da je mnoZica stanovanj ““pokrita’ s pismi),

c) bijektivno, ¢e pismonosa v vsakem stanovanju izro¢i po eno pismo (natanéno eno),(se
pravi, da mora biti pisem ravno toliko kakor stanovanj).

Urejena dvojica {a, ) ni mnoZica dveh elementov, ¢e je @ = b, ker imamo mnozico (a,a} za
enoelementno mnozico.

Dva robca predstavljata dvojico, dvoje evijev pa urejeno dvojico.

Mnozici M x N in N x M nista enaki, ker ne obsegata istih elementov. Urejena dvojica {na pri-
mer svinénik, kreda) kot element mnozice M x N je razliéna od dvojice {na primer kreda, svin-
¢nik), ki je element mnozice N x M.

Mnozici M x N in N x M sta ekvipolentni, ker je med njima mogod&e vzpostaviti bijektivno pre-
slikavo, se pravi,'da imata isto Stevilo elementov.

M x M = {{svinénik, svin&nik), {svin&nik, pero), {pero, svinénik), (pero, pero)}.
N x N = {{kreda, kreda), (kreda, goba), {(goba, kreda), (goba, goba)}.

Stevilo elementov v karteziénem produktu mnozic A in B (A x B) je enako zmnozku Stevila
elementov v mnoZicah A in B.

101. AnB =112 3 4}n{1, 3 5 ={1, 3}

BRA={1,3 5/n{1, 2 3 4 =(1,3), togf AnB=BnA.

10.2. velia

103. An(BAC)={1,2 3 4nd=0

(AnB)AC={1,3}n{2 4 6/ =0, toef AN(BNC)=(AnB)NC.
10.4. velja

105. AnA={1,2 3 4n{1,2 3 4=1{,2 3, 4=A
106. AUA={1, 2, 3 4)U{l, 2, 3, 4 =11, 2, 3, 4} =A.

107. An(BuUC) ={1, 2, 3, 44 n{1, 2, 3, 4, 5 6} ={1, 2 3, 4
(ARB)U(ANC)={1, 3}u{2 4} ={1, 2, 3, 4}, torg

AnR(BUC)=(AnB)U(ANC).

10.8. velja

109. A\(BUC)={1, 2, 3, 4)\{1,2 3 4,56 =20

(A\B)\C = {2 4)\{2, 4 6} =0, torei A\(BUC)=(A\B)\C.

10.10. (AUB)\C={1, 2, 3, 4, 5}\{2, 4, 6} ={1, 3, 5}

AUB\C)={1, 2 3 4u{l, 3 5 ={1, 2 3, 4 5,

torej relacija cija A u {B\C) = (AU B)\C ne velja, kerje (AuB)\Cc Au(B\C).
10.11. A\B ={1, 2, 3, 4}\{1, 3, 5} = {2, 4}

B\A =11, 3, 5}\{1, 2. 3, 4} = {5}, zto A\B + B\A.

10.12. velja

1013, A x B={1, 2 3, 4 x {1, 3 5 ={11), (1, 3), (1, 5), (2 1), 2 3), (2 5),
(3, 1), (3, 3), (3, 5), (4, 1), (4, 3), (4, 5}

Bx A=(, 3 8 x {1, 2 3 4=4{1,1), (1 2, (13, 4, @ 1), 3 2, 6 3,
(3, 4), (5 1), (5 2), (5 3). (5 4}

torej je A X B#BxA.

1014, k(A x B) =12 k(B x A) =12 inzatoje K(A x B) = k(8 x A).
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13.

14.
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16.

17.

18.

19.

10.15. k(A) =4, k(B)=3, k(AuB)=5 k{(AnB)=2 paimamo:
44+ 3=5+ 2 Vela

10.16. kK (A\B) =2, k(A) =4, k(AnB)=2, karda :2=4—2 velja
Enakosti 11.1,11.2, 11.3 in 11.4 veljajo za katero si Ze bodi naravna Stevilaa, b, c.
11.5 velja samo zaa = 1.

11.6 ne velja za nobeno naravno $tevilo (0 nimamo za naravno 3tevilo).

11.7 velja za vsako naravno Stevilo.

11.8 ne velja za naravna §tevila.

11.9in 11.10 velja 2a vsako naravno $tevilo.

11.11 velja samo, e jea=b.

11.12 velja za vsako naravno Stevilo.

S primerjanjem relacij 10.1 do 10.12 z enakostmi 11.1 do 11.12 sklepamo, da enakost 11 do-
bivamo iz 10 z zamenjavo simbolov: A
6"
U A%
\zi=

in seveda z zamenjavo mnozic A, B, C s Stevilia, b, c.

Podajmo z risbo dve sosednji trikotni 3tevili, na primer 3 in 6. Njuna vsota 3 + 6 = 9 pa je kva-
dratno $tevilo {3%). Podobno lahko predo¢imo vsako vsoto sosednjih trikotnih $tevil.

za m=4: 2" -1 =24+ 1 =25 —-1=231, 31 pa je praftevilo, zato je
27 (2"*' — 1) =2 - 31 =16 - 31 = 496 popolno 3tevilo. Njegovi delitelji so 1, 2, 4, 8,
16,31,62,124in248,1+2+4+8+ 16+ 31 + 62 + 124 + 248 = 496.

Pravokotna in kvadratna tevila so sestavijena, ker jih lahko napisemo kot zmnozek prastevil.

Ni najve&jega naravnega $tevila. Ce si namre& mislimo, da je kaksno 3tevilo M najveéje naravno
Stevilo, lahko zmeraj z dodano eno dobimo e vedje naravno $tevilo M + 1.

Stevilo 1 nima svojega predhodnika v mnozici naravnih $tevil, vsa druga naravna 3tevila pa ima-
jo vsako svojega predhodnika, to je, za vsako naravno $tevilo n je predhodnik n — 1.

To drzi, vendar samo za tako imenovane $tevno neskonéne mnozice. Neskon&ne mnozice so
namreé lahko $tevne in nestevne. Stevne so mnozice, ki imajo ravno toliko elementov kakor
mnozica naravnih Stevil. Ali: neskon&na mnozica je $tevna, &e njene elemente lahko oitevil&imo
z naravnimi $tevili, to pa pomeni, da so $tevne vse mnozice, ki so ekvipolentne mnoZici narav-
nih Stevil.

Nesdtevne so mnozice, katerih {vseh) elementov ni mogod&e oitevilditi z naravnimi $tevili. To sta
na primer:

" - mnotica vseh to&k na premici,
- mnozica vseh realnih $tevil.
Lahko dokazemo (in to je storil Zze Cantor leta 1873), da reainih 3tevil ni mogod&e uvrstiti v za-
poredje (kakor smo napravili na primer s sodimi in lihimi $tevili) in tedaj to zaporedje ostevil&iti
z naravnimi Stevili. Ni torej mogo&e vzpostaviti bijektivne preslikave med mnoZico naravnih
in mnozico realnih $tevil. Na tej podlagi sklepamo, da je realnih §tevil ve¢ kakor naravnih, &e-
prav je teh in onih neskonéno veliko. Na splono: ne$tevne mnoZice imajo ved elementov ka-

N

kor Stevne.
.. TovIc vt

To sicer ni &isto natanéno, ker moreta nastati tudi primera, pri katerih v hotelu ne ostane
neskonéno veliko gostov, se pravi, hotel ostane prazen ali pa s kon&nim Stevilom gostov. Hotel
ostane prazen, &e odide iz njega ves N gostov, pri demer nam N pomeni mnozico naravnih éte-
vil. Tedaj bo namreé:

N\N= 0.

=37

/((/o

=

g
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21.

22.

23.

26.

Ce pa hotel zapustijo vsi gostje, ki so v sobah s $tevilko, ve&jo od n (n € N), bo v hotelu ostalo
kon&no veliko, se pravi n gostov. Ta primer zapiSemo takole:

NA(NVIT,2,3,....0) =11,2,3,...,n

V vseh drugih primerih v-hotelu ostane neskonéno veliko gostov, ne glede na to, koliko jih je
odslo iz hotela. Ce odidejo iz hotela na primer vsi gostje iz sob z lihimi Stevilkami, zapisemo
to takole:

N 2n+ 1|neN: =12n|neN;

Vprasanje bi ne imelo smisla, saj po nakazanem ositevilé¢enju v hotelu z neskonéno veliko soba-
mi ni zadnje sobe (saj tudi v mnozici naravnih Stevil ni ““zadnjega’” 3tevila).

Vzemimo, da so iz hotela odsli vsi gostje iz sob z lihimi $tevilkami 1, 3, 5, 7, 9, ..., torej
neskonéno veliko gostov. Prazne sobe receptor zasede tako, da gosta iz sobe Stevilka 2 preseli
v sobo $tevilka 1, gosta iz sobe 3tevilka 4 v sobo 2, potem pa iz sobe 6 v sobo 3, izsobe 8 v
sobo 4 in tako naprej. Na sploSno: iz sobe s Stevilko 2n bo preselil gosta v sobo s Stevilko n
(n=1,2,3,4,5,..), torej 2n > n.

AT

7 2 3 4 5 6 7 & F 7017 72 18 7% 75 76

Razlika Ry — Ng je lahko vsako konéno Stevilo, lahko je 0, lahko pa je tudi ¥g, zato pisemo
Ro — Ry < ¥y. Se enkrat preglej razglabljanje resitve pod §tevilko 19.

Pri tem mislimo na geometriji Lobagevskega 2% in Riemanna.?® Evklidski geometriji pravimo
tudi paraboii¢na, Riemannovi elipticna, geometriji Lobagevskega pa hiperboliéna. Te tri
geometrije se bistveno razlikujejo po aksiomu o vzporednicah, ki jih lahko potegnemo skozi
tocko zunaj premice ali geodetske &rie tiste ploskve. V eliptiéni geometriji ne gre skozi tocko
zunaj geodetske ¢rte nobena vzporednica, v paraboli¢ni geometriji te¢e ena vzporednica, v hi-
perboliéni pa je mogocCe skozi tocko zunaj geodetske ¢rte potegniti dve vzporednici s to ¢rto.
Tu namreé velja izrek: Skozi vsako tocko zunaj premice tedeta dve razliéni premici z dano
premico vzporedni, in neskon&no veliko premic, ki ne sekajo dane premice, pa tudi niso z njo
vzporedne. Seveda je pri tem tudi vzporednost malo druga¢e definirana kakor v Evkiidovi geo-
metriji. Te tri geometrije se poleg drugega razlikujejo tudi po vsoti kotov v trikotniku. V hiper-
boli&ni geometriji je vsota kotov v trikotniku manjsa od dveh pravih kotov, v eliptiéni vedja,
v paraboliéni geometriji pa enaka dvema pravima kotoma.

Z odstevanjem manjSega naravnega Stevila od vecéjega dobimo vselej naravno Stevilo; torej za
a,b €N bo a — b naravno Stevilo, Cejea > b,

Ce je naravno 3tevilo, ki ga delimo, mnogokratnik $tevila, s katerim delimo, je rezultat deljenja
vselej naravno Stevilo, torej: Cejezaa, b €N

a=nb in n €N, bo olitno =n€N

2
b

Tukaj so vpeljana tudi negativna Stevila, vendar ta ne pripadajo mnozici naravnih Stevil {in za-
konov, ki veljajo za naravna Stevila, ne bi smeli “avtomatsko’’ uporabljati tudi za cela ali za ne-
gativna $tevila). Predpostavljamo tudi, da je znano, kako mnozimo negativno Stevilo s pozitiv-
nim, vendar je to treba Sele definirati.

W sy i 5 g .
Nikolaj Ivanovit LobaCevski (1794 - 1856}, ruski matematik, profesor na vseu&ili¥dy v Kazanu,

26 Bernhard Riemann (1826 - 1866}, nemski matematik, profesor na vseu&ilid&u v Gottingenu.
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MnozZica naravnih Stevil ni gosta, ker med sosednjima Steviloma ni nadaljnjega Stevila.

Mogoce je namre¢ dokazati, da velja izrek: Vseh realnih Stevil je ravno toliko, kolikor je ne-
skonénih dvojiskih zaporedij ali

kR = 2™

Ce kardinalno $tevilo mnozice realnib $tevil R ozna&imo s ¢ {c imenujemo tudi polenca
kontinuuma), kardinalno $tevilo mnozice naravnih Stevil N pa s ¥, , lahko zapiSemo: ¢ = 280,
Pripomnimo 3e, da je bistvena razlika med mnozico naravnih Stevil N in mnotico realnih Stevil
R v tem, ker je mnoZica N neskonéna in $tevna, mnozica R pa neskonéna in neitevna.

19=1-10"+9-10°

234 =2-10*+ 3 10" + 4 - 10°

879 =8-10+7-10"+9-10°

903 =9 -10*+0-10" +3-10°

1024 =1-10°+0-10*+ 2 - 10" + 4 - 10°

1469 =1 - 10°+ 4 - 102+ 6 - 10" + 9 - 10°

23456 =2 - 10* +3 - 10° + 4 - 10° +5- 10" + 6 - 10°

32470 =3 -10*+2-10°+4-10* 4+ 7 - 10' + 0 - 10°

3400897 =3 - 10° +4-10°+0-10*+0-10°+8-10*+9- 10" + 7 - 10°

17=1864+1=1-2*4+0-2240-2240-2"+1-2°= 10001

WB=16+4+2+1=1-240-22+41-2241-2"41-2°=10111

45 =32 +8+4+1=1-2°4+0-24+1-224+1-2240-2"+1-2°=101101

78=64+8+44+2=1-2240-2°40-24+1-2241-2241-2240-2°=
= 1001110

M5=64+32+4+16+2+1=1-2241-2541-240"224+0-22+1-2"+
+1-2°= 1110011

187 =128+32+16+8+24+1=1-2"4+0-2°4+1-2541-24+1-2°+
+0-2241-2"+1-2°= 10111011

324 =256 +64 +4=1-224+0-27+1-240-2°4+0-24+0-22+1-22 4
+0-2'+ 0-2°= 101000100

640 =512+ 128=1-22+0-2°+1-2274+0-2°4+0-2°4+0-2‘+0-2° +
+0-224+0-2'+ 0 2°= 1010000000.

Lahko ugotovimo po zamenjavi znamenj: Zarnica gori = 1, Zarnica ne gori = 0. Ce pregledamo

zapisa v dvojiskem in desetiSkem sistemu, ugotovimo, da je v dvojiskem sistemu

101 5
110 isto kakor v desetikem _6
1011 1"
A&B =B&A
A B8 | A&B B | A B&A
T T | i N EE T
T L il T i3 A
all i 1 L a8 L
A L L A 1 1]
AVB=BVA
B A BvA
il [ T
T Py I
L 4 I
1 el 1
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35.
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39.

A=B =B<=A

A|B|A©B!B|A|B©A
T VTl T Iwlwl T
Tt 1 s trd L
clE T Lo (F0 0%
a5 Ll &
A= (B&(T18B))
A |B | 1B | B&(1B) | A=B&(18)
T]T 1 1 ! L
TiLloT L 1 I
LT oL L | it
I A R g | L
A= (B&A)
A | B | B&A A= (B&A)
ET T T
Tl L L
fe [ ik T
T I T
(A&B)= A
A | B | A&B (A&B)= A
T T T T
Tl 1 T
LT L T
T E il T
B=AVB
A | B | AvB | B=AVS
R i
Tlop T T
Ll T T
e oL T

Z analizo tega problema je namre¢ mogocle ugotoviti, da vprasanje {("Ce brivec brije vse tiste
in samo tiste vaitane, ki se ne brijejo sami, ali brije tudi sebe?’’) pravzaprav ni pravilno formu-
lirano. Pravilna formulacija vprasanja bi se glasila: “Ali more obstajati vas z brivcem, ki tako
dela?’’ Odgovor je: “"Taka vas ni mogoc&a.” V tem smislu je brivéev odgovor pravilen.

Izlo&ilno besedilo

1b) 2a) 3b) 4b) 5a 6c) 7. 8a)
9b) 10.8) 11.¢) 12.a) 13.c) 14a) 16b) 16.)

Veliki matematiki

Pierre FERMAT (1601-1665), francoski matematik iz 17. stoletja. Ukvarjal se je s teori-
jo Stevil in polozil tudi temelje verjetnostnega racuna. Nasel je veliko pomembnih izrekov, po-
sebej pa je znan po tako imenovanem velikem Fermatovem problemu, o katerem $e danes ne
vemo, ali je sploh resljiv.

o\,



EVKLID {okoli 330 do okoli 275}, v &etrtem in tretjem stoletju pred nadim Stetjem,
eden od najvedjih grikih matematikov starega veka. Ustanovil matemati¢no $olo v Aleksandri-
ji. Napisal veé del iz geometrije, optike in astronomije. V svojem znanem delu E/ementi je prvi
sistematiéno in aksiomatsko obdelal vso dotlej znano geometrijo.

Rene DESCARTES (1596-1650), francoski filozof, matematik in fizik iz 17. stoletja.
Postavil je vrsto pomembnih izrekov na raznih podrogjih matematike, s svojim delom Geome-
trija pa odprl novo dobo v razvoju matematike z uporabo koordinatnega sistema in z vpeljavo
med seboj odvisnih spremenljivk. $ tem je vzpostavil zvezo med algebro in geometrijo in ute-
meljil analiti¢no geometrijo.

David HILBERT (1862-1943}, nemski matematik iz 19. in 20, stoletja, ki je na raznih
podro&jih matematike veliko prispeval. Imajo ga za zadnjega vsestranskega matematika.
Ukvarjal se je poleg drugega s teorijo Stevil, z matematiéno logiko, z osnovami matematike,
2z diferenciainimi in integralnimi enaébami, poleg tega pa je tudi elementarno geometrijo po-
stavil na strogo aksiomatsko podlago. Njegova dela so znatno vplivala na matematiko 20. sto-
letja.

ERATOSTEN iz Kirene (276-194), velik uéenjak helenske dobe iz 3. stoletja pred na-
§im Stetjem. Pisal je astronomska, matemati¢na, zemljepisna in filozofska dela. Ustanovi-
telj znanstvenega zemljepisja. Ukvarjal se je 2 merjenjem obsega zemeljske oble in dokazoval,
da je mogoda plovba okoli sveta. |znasel je postopek, s katerim je mogoce odkrivati prastevi-
la po njihovem naravnem vrstnem redu (tako imenovano Eratostenovo reseto).

Georg CANTOR (1845-1918), nemski matematik iz 19. in 20. stoletja. Eden od pogla-
vitnih predstavnikov matematiéne misli na prehodu iz 19. v 20. stoletje. Utemeljitelj moder-
ne teorije mnozic, ki je odpria pot k popolnoma novim spoznanjem in rezultatom v matema-
tiki.

PITAGORA {580-500}, griki filozof in matematik iz 6. stoletja pred nasim $tetjem. Ute-
meljil je matematiko kot znanost in ustanovil svojo 3olo (Pitagorova $ola). Pripisujejo mu tudi
najdbo tako imenovanega Pitagorovega izreka, Seprav je bila geometrijska interpretacija tega
vpradanja znana tudi ze prej.

Giuseppe PEANO (1858-1932), italijanski matematik in logik iz 19. in 20. stoletja. Po-
membna so njegova raziskovanja v zvezi z logiéno-formalnimi kritikami osnov matematike.
Avtor prve aksiomatike naravnih §tevil, tako imenovanih Peanovih aksiomov.

ARHIMED (okoli 287 do okoli 212}, najvedji matematik in fizik starega veka. Zivel v
3. stoletju pred nalim 3tetjem, napisal vrsto del iz geometrije in fizike. Doloéil je priblizno
vrednost Stevila 7 (3,14), po svojih metodah izradunal ploi&ine Stevilnih ravninskih likov in
prostornine teles. Utemeljitelj hidrostatike. Se danes so znani pojmi: Arhimedov vijak, Arhi-
medova spirala, Arhimedov zakon, Arhimedov aksiom.

Andrej Nikolajevi¢ KOLMOGOROV (1903), znan sodobni ruski matematik; ukvarja se
2 raznimi podro¢ji matematike. Veliko je prispeval k teoriji funkcij, k topologiji, k matema-
ti¢ni logiki in funkcionaini analizi, teorijo verjetnosti pa je postavil na aksiomatske temelje.
Poleg tega se ukvarja tudi s problematiko pouka matematike.

Leonhard EULER (1707-1783), 3vicarski matematik, fizik in astronom iz 18. stoletja;
eden najvedjih matematikov svojega &asa. Razvil je teorijo vrst, vpeljal tako imenovane
Eulerjeve integrale, v geometriji pa je postavil znani izrek, ki je tudi ime dobil po njem. Do-
kazal je ve¢ izrekov iz teorije $tevil in naSel delno reSitev velikega Fermatovega problema.

Nicolas BOURBAKI, izmisljeno ime, pod katerim skupina uglednih francoskih matema-
tikov {ki si je postavila nalogo, da bo sistematizirala celotno matematiko po sodobnem po-
gledu), objavlja svoja dela pod naslovom Osnove matematike; do zdaj je izélo Ze nad tride-
set zvezkov. S temi deli burbakijevci mo&no vplivajo na sodobno matematiko.
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O MATEMATICNIH SIMBOLIH

1. Znak za funkcijo, ki izjavi daje vrednost pravilnosti ali nepravilnosti;
izjava A.

2. Znak za podmnozico; A je podmnoZica S.

3. Simbol disjunkcije; A ali 8 ali oba (operacija "ati”}.

4. Znak za unijo; unija mnoZic A in 8

5. Ve¢ ali enako; a veé ali enako b.

6. Simbol za urejeno dvojico; urejena dvojica elementov a in b.
7. Kvantor eksistence; obstaja (vsaj en) tak x, da je P.

8. Znak pripadnosti mnoZici; @ je element S.

9. Partitivna mnozica mnotzice S.

10. Simbol konjunkcije; A in 8 (operacija “in”).

11. Znak za razliko mnozic; razlika mnozic A in 8.

12. Simbol za “§tevilo”, ki pripada $tevno neskon&nemu, atef nig.

Kardinalno $tevilo mnozice naravnih Stevil je alef nic.

13. Znak nepripadanja mnozici: @ ni element mnozice S.

14. Simbol implikacije; iz A sledi 8, A ima za posledico 8.
15. Simbol za nepravilno; izjava A je nepravilna.

16. Znak za produkt; kartezi¢ni produkt mnoZic A in B.

17. Manj ali enako; @ manj ali enako b.

18. Kvantor generalizacije; za vsak x je P.

19. Znak za pravo podmnozico; A je prava podmnoZica S.
20. Simbol prazne mnozice.
21. Simbol za negacijo: ni A.
22. Simbol za ekvivalenco: A in B sta ekvivalentna.
23. Znak za presek; presek mnozic A in 8.
24. Simbol za pravilno; izjava A je pravilna.
25. Simbol, ki pomeni: “z lastnostjo, da je”.
26. Znaki za binarne operacije.
27. Funkcija f iz A v B.
28. Simbol za "manj”, a je strogo manj od b.
29. Oznacitev mnoZice naravnih Stevil; a je element mnozice N.
. Priredba elementa x elementu f {x).

MATEMATICNI POJML IN DEFINICIJE

“*" 1. Konjunkcija je operacija algebre izjav, s katero iz dveh izjav A in B8 dobimo novo izjavo
A& B
Izjava A & B je kot celota pravilna samo tedaj, kadar imata obe izjavi A in B vrednost
pravilnosti T . Tabela pravilnosti se glasi:
A

A&B

|

-~

|
|
|
|

I

2. AuB={x|xeA V xeB}. . . . )
Unija mnozic A in B je mnozica, sestavljena iz elementov x z lastnostjo, da je x element
mnozice A ali pa element mnozice 8.

3. Ge je S neprazna mnozica, * pa binarna operacija v S, urejeni dvojici (S, *) pravimo pol-
arupa, e v tej strukturi velja tudi zakon asociativnosti.
Zgledi: (N, +). (N, -), (Z(S), v).
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4. Po Kotmogorovu so najpomembnejse etape v razvoju matematike:

a) Od prvih zadetkov v antiki do nastanka Descartesove koordinatne geometrije v 17.

stoletju. Matematiki so v tej dobi preucevali stalne koligine in geometrijske like.

b) Od Descartesa do srede 19, stoletja prevladuje oblikovanje pojma funkcije (v mate-

matiko so torej prile tudi spremenljive koli¢ine) in geometrijskih struktur.

c) Od srede 19. stoletja do tridesetih let 20. stoletja. TeziCe zanimanja je v izoblikova-
nju in preuevanju mnoZic in matemati¢ne logike. Razne panoge matematike (geo-
metrija, aritmetika...) se postavljajo na aksiomatske temelje. Cutiti je viogo in pomen
preucevanja raznih struktur, po katerih nastaja sinteza razli¢nih podrocij matematike.

&) Moderna doba je pri§la z nastankom hitrih radunalnikov. Naglo so se razvijala abs-
traktna algebra, topologija, logika, numeri¢na analiza in drugo. Raziskovanja na
abstraktnih podrogjih matematike so edalje bolj uporabljana v praksi. Zmanjiuje se
razlika med teoreti¢no in praktiéno matematiko.

5. Z f:NxN3N (a,b)—(a+blaecN beN jesimbolicno nakazano, da je seite-
vanje funkcije N x N — N, pri Cemer je torej N x N vhodna mnoZica (domena), mnozica
naravnih $tevil N pa izhodna mnozica (kodomena)}. Pri tem je vsaki urejeni dvojici (a, b}
(a, b €N) iz domene prirejen en sam element ($tevilo ¢} kodomene. To pomeni, da za dve
Stevili &, b obstaja eno samo §tevilo ¢ € N, ki se imenuje njuna vsota: a + b = c.

6. Partitivna mnoZica 2 {S) neke mnozice S je mnozica, ki jo sestavljajo vse podmnozice
mnoZice S. Za trielementno mnozico S ={a,b,c } bo:
P(S) = {0, {a}, {b}. {c}, {a, b}, {a. ¢}, {b, ¢}, {a, b.c}}
7. A\B={x|xecA&x¢B)}.
Razlika med mnoZicama A in 8 je mnozica, sestavljena iz elementov x z lastnostjo, da je x
element mnozice A in x ni element mnozice 8.

8 Peanovi aksiomi:
1. 1je naravno Stevilo.
2. Vsako naravno 3tevilo n ima ravno enega naslednika n’ (n’ =n + 1).
3. 1 ninaslednik nobenega Stevila.
4. Ceje m'=n’, potem je tudim = n.
5. Vsaka mnozica, ki vsebuje 1 in ki z vsakim $tevilom n vsebuje tudi n’ (n" =n+ 1),
cbsega vsa naravna $tevila.

9. AnB={x|xecA&xeB}
Presek mnozic A in B je mnozica, sestavijena iz elementov x z lastnostjo, da je x element
mnozice A in je x element mnozice B.

10. Implikacija je operacija algebre izjav, s katero iz dveh izjav A in 8 dobimo novo izjavo

A = B.lzjava A = B kot celota je nepravilna samo, &e je izjava A pravilna, izjava B pa
zlagana. Tabela pravilnosti se glasi:
A

A=8B

|
i
l
|
|

-l ®
==Y

=

1. AxB={x,y)[xecA&yeB)
Karteziéni produkt mnozic A in 8 je mnozica vseh urejenih dvojic x in y z lastnostjo, da
je x element mnozice A in y element mnozice 8.

12 A=B<= (A< B)&(B c A).
Izrek: A = B je ekvivalentno s trditvijo: A je podmnozica 8 in B je podmnozica A.

1010 + 11 - 11
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13.

14.

15.

17.

18.

20.

Veliki Fermatov problem se glasi: Ce so x, y in z cela 3tevila, ali ima enalba
X'+ ¥y = 2" resitev v mnotzici od nié razliénih $tevil tudi zan > 2 (n €N)?

Ce sta A in 8 dve neprazni mnozici, funkcija reSemo priredbi, s katero na kakrsen si ze
bodi nadin vsakemu elementu mnozice A priredimo samo en element mnoZice 8. S simbo-
li to zapiSemo: A <5 Balif: A ~> B, pri emer je A vhodna mnotZica ali domena, 8 iz-
hodna mnozica ali kodomena, f pa postopek prirejanja.

Zakon komutativnosti:

a+b=b+a a,beN

a-b=b-a

Zakon asociativnosti:

(a+by+c=a+((b+c) abceN

(@a-b)y-c=a-(b-c)

2akon distributivnosti mnozenja proti seStevanju:

a(b+c)=ab+ac abceN

Zakon kancelacije:

¢ejea+tc=b+c,jea=bzaa, b,cEN.

. Mnozica je urejena, &e o katerih si Ze bodi dveh njenih elementih vemo, kateri pride pred

katerim, ali natan&neje: re¢emo, da je mnozica S linearno urejena z relacijo <, &e za vsak
a,b,c €S velja:

1. &ejea#b, potem je bodisi a <b bodisi b <a,

2. gejea<binb <c, potemje tudia<c,

3. a< a nipravilno za noben element a.

Za urejeno mnozico ni nujno, da bi imela zadetni element, &e pa ima urejena mnozica in
vsak njen del, ki ni prazen, zatetni element, re¢emo, da je mnozica dobro urejena.
Bijektivna preslikava je preslikava, pri kateri se razli¢nim elementom vhodne mnoZice pri-
redijo razli¢ni elementi izhodne, ni pa neprirejenih elementov.

Torej: funkcija f : A —> B je bijekcija, &e je f injekcija in surjekcija. Ce med mnogicama
lahko vzpostavimo bijektivno preslikavo, se to pravi, da sta mnozici ekvivalentni.

110101 =1-2°4+1-240-2°4+1-2240-2"4+1-20=
=32+16+4+0+4+4+0+1=253
Alef ni& {Ng) je kardinalno $tevilo mnotice naravnih 3tevil, to je K N = R;. Njegove
lastnosti so na primer:
N+ N, =R,
Ny — N, £ N,
Ny - 8y = 8,
Mnozica celih Stevil Z
Z=Nu{lu{—n|neN)
Mnozica 2 je enaka uniji mnozZice naravnih 3tevil, mnozice, katere edini element je ni&la,
in mnozice negativnih celih $tevil. MnozZica racionalnih 3tevil Q

Q={%|b%0. a, bez}

Mnozica Q je enaka mnozici 3tevil oblike l;— z lastnostjo, da je b razli¢en od ni&, a in b

sta elementa mnozice celih tevil.
Mnozica realnih $tevil R
R=Qul
Mnozica R je enaka uniji mnoZic racionalnih in iracionalnih Stevil.
Mnoszice N, Z, Q in R so v zvezi:
NcZcQcR

10104+ 1111 +1
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