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PRETAKANJE VODE IN BINOMSKI SIMBOLI

Pretakanje vode iz posode v posodo je lahko zelo zanimivo. Spomnimo se
samo na vodne ure, na terase, po katerih se pretaka voda, in na razlicne
znamenite vodnjake. Tokrat si oglejmo, kaksno zvezo s pretakanjem vode
imajo Pascalov trikotnik in binomski simboli.

Izberimo posebne posode, ki imajo ravno dno, na katerem sta tik ob
steni na nasprotnih straneh dve odprtini. Presek take posode kaze slika.

Pretakanje skozi odprtine nadzorujemo s posebnimi magnetnimi ven-
tili. Ti nam omogocajo, da odprtini hkrati odpremo in zapremo ter tako
uravnavamo koli¢ino vode, ki izteka skozi posamezno oprtino. Posode
postavimo v obliki piramide, kot kaze slika (odprtin nismo risali).

Najprej odpremo ventila v posodi. ki lezi najvisje (n = 0). Ko voda
iz posode iztece, se hkrati odprejo vsi ventili v posodah na nivoju n = 1,
ko so te prazne, se odprejo ventili na nivoju n = 2 in tako naprej.

Obravnavajmo primer, ko je pretok vode skozi obe odprtini posame-
zne posode enak, torej ko skozi vsako odprtino stece polovica vode, ki je
v posodi.
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Posoda na nivoju n = 0 naj bo polna vode (1 enota). Ko odpremo
odprtini, se skozi vsako iztoci 1/2 kolicine vode. Ko odpremo odprtine
na nivoju n = 1, tete voda v posode na nivoju n = 2. V prvo posodo
tece voda le iz ene odprtine posode nad njo, torej 1/4, v drugo tece voda
iz dveh odprtin, torej pritece (1/4) + (1/4), in v zadnjo posodo na tem
nivoju spet priteka voda samo iz ene odprtine, torej pritece 1/4 vode. Na
nivoju n = 3 te¢e v prvo posodo voda le iz ene odprtine posode, ki je nad
njo. v sosednji dve posodi teée voda iz dveh odprtin in v zadnjo spet iz
ene odprtine.

Opazimo naslednje:
e Vsota Stevil v vsaki vrstici je 1 (to je ravno kolicina vode, ki jo
pretakamo).

e Stevila v naslednji vrsti dobimo tako, da vsoto stevil, ki sta levo in
desno nad iskanim Stevilom, delimo z dve.

e V vsaki vrstici damo ulomke na najmanjsi skupni imenovalec. Ce bi
zapisovali samo Stevee ulomkov, bi nastal Pascalov trikotnik.

Zapisimo ¢lene na n-tem nivoju
n mn
(2) n)

G () td
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Vsota teh Stevil predstavlja skupno kolicino vode v posodah na n-tem
nivoju, zato je
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Izrac¢unali smo vsoto binomskih simbolov (:), b= Toveimi
Zdaj poglejmo primer, ko na vsakem nivoju skozi levo odprtino iztece
delez p, skozi desno pa delez g vode. Pri tem seveda velja, da je p+q = 1.
Poglejmo, kako se voda pretaka po nivojih.

=4 \—‘l

B=1] ‘ 4 ‘ ! q ‘

Upostevali smo, da je () = () = 1. Enacbo pomnozimo z 2" in dobimo

- | # | [wtea]| [ o |
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Zapisimo rezultate se v tabelo:

n=>0 1

n=1 p q

n=2 p? 2pg q°

n=3 P’ 3p%q 3pg® 7
n=4 p 4pq 6p*q° dpg*  p*

Opazimo, da koeficienti ¢lenov v posameznih vrsticah spet tvorijo Pasca-
lov trikotnik, zato lahko skupno koli¢ino vode na n-tem nivoju zapisemo
kot vsoto naslednjih prispevkov:

n mn n n—1_1 n n—2 2 n n
om0t =1. M1
(O)P 3= (l)p q + (2)}3 e (n)q (M1)

Izberimo za p in g posebni vrednosti

_a : b
p_a—l—b = q_a+b’

kjer sta a in b pozitivni Stevili in seveda p+ ¢ = 1.
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Splogni ¢len v enachi (M1) je potem

B @) -0

Enacbo (M1) pomnozimo na obeh straneh z (a + b)™ in dobimo

(e Qo+ (o 20+ (Y eror. om

Vidimo, da smo na fizikalni naéin izpeljali binomsko formulo, ki pa v
resnici velja za poljubni realni stevili @ in b.

Pojasnimo Se zapis koli¢ine vode z binomskimi koeficienti. Kolicino
vode v k-ti posodi na n-tem nivoju zapisemo kot

Cn‘kpn—qu :

Mislimo si, da na n-tem nivoju gledamo dve posodi (k-to in (k + 1)-vo),
iz katerih tece voda v posodo na (n + 1)-vem nivoju ((k 4+ 1)-va posoda).
V posodo iztece p-ti delez vode iz leve zgornje posode in g-ti delez vode
iz desne posode nad njo, torej

Cn,kpn_qu+l 4 Cﬂ,k-i-lpn_qu_'—l )

Sledi

1—k-1_k+1 —k_k+1 —k k41
Cn.+1,k+1pn+ q o C’n.,kpn q o e C‘n.k+1pn q »

Ko zvezo poenostavimo, dobimo rekurzivno enacbo za koeficiente

C?H—]Jr.—l—l — Cn,k. + c"n,.‘c+l .

Vemo, da je Cy, 0 = Cn = 1. Zdaj lahko bralci sami izracunajo koefici-
ente.

Za konec si $e narisimo, koliko vode bi se nateklo v posode na nivoju
n = 20 v primeru, ko velja p = ¢ = 1/2. Na tem nivoju je k posod, pri
¢emer tejemo k od 0 do n, kar pomeni, da je na n-tem nivoju (n + 1)
posod, v naSem primeru 21.
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Visina stolpca pomeni koli¢ino vode v posodi. V vseh posodah skupaj
je toliko vode, kot jo je bilo na zacetku v prvi posodi (V' = 1). Pri tem
opazimo, da v prvih nekaj in zadnjih nekaj posodah ni nobenega stolpca.
Koli¢ina vode, ki se nateée v teh posodah, je praktiéno ni¢. Ce bi zalivali
roze na tak nacin, potem bi se roze, ki bi bile na obeh konceh, posusile.
Slika je simetri¢na glede na osrednji stolpec pri k& = 10.

Poglejmo ge, kaksna je slika, ¢e je p=1/4 in ¢ = 3/4.

"

0.2024 —

Zdaj je najvec vode v petnajsti posodi. Graf ni ve¢ simetricen.

Nada Razpet
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