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Ključne besede: matematika, nihanje, zvok, ton, glasba, tonska le-
stvica.

Elektronska verzija: http://www.presek.si/30/1524-Vencelj.pdf

c© 2003 Društvo matematikov, fizikov in astronomov Slovenije
c© 2010 DMFA – založništvo

Vse pravice pridržane. Razmnoževanje ali reproduciranje celote ali
posameznih delov brez poprejšnjega dovoljenja založnika ni dovo-
ljeno.



I Mat ematika

GLASBA IN MATEMATIKA - 1. del
Tonski sistemi

Pred dobrimi št irinajstimi leti sta v
Preseku že izšla dva prispevka o izgra
dnji glasbenih lestvic (Presek XVI, št.
1, str . 12 in št. 2, st r. 66). Na številne
pobude, naj članka pon ati snemo, sta

. nastala dva nova zapisa: pr isp evek o
tonskih sist emih in članek o kitari, ki
bo izšel v naslednji številki Preseka.
Vseeno pa t iste mlade bralce, ki jih
tema zanima, vabim, da si ogledajo
tudi ob a stara članka. Tam boste našli
razložen marsikateri osnov ni poj em ,
ki ga bomo tu kar uporabili . Ustre
zna Preseka gotovo hrani vaša šolska
knj ižnica.

Glas ba sega v večino področij človekovega udejstvovanj a , je del zna
nost i, um etnosti , kult ur e, zgodov ine, .. . Dejan sko je to ena naj st arejših
ved . Tako je np r. , bolj kot karkoli drugega, potrjevala Pi tagorejce v
prepričanj u, da je kozmos harmonični prostor , ki mu vladajo števila . Tudi
mi bom o nanjo pogledali predvsem z matematičnega vidika.

Vsako nihajoče t elo je izvor prostorskega valovanja, ki se širi na vse
strani in v vseh snove h . Človeško uho je sposobno zaznati valovanje zraka
v širokem slušnem območju in ga pr etvori ti v slušni dražljaj . Prostorsko
valovanje v tem frekvenčnem območju imenujemo zvok. Zvočne poj ave
lahko ra zdelim o na to ne, zvene in šume. Vsi zvoki lahko postanejo glas
beno gradivo, vendar so njeni najosnovn ejši zidaki glasbeni toni. Ton
(čisti ali sinusni ton) je s fizikalnega stališča zvok z natančno določeno

frekvenco. Ustvarimo ga lahko le um etno s tonskimi generatorji. Glasbila
oddajajo glasbene tone , ki so posebna kombinacija čistih to nov. Poleg
osnovnega to na s frekvenco 1 nastopaj o v njih še alikvotni toni, to so toni ,
katerih frekvence so večkratniki frekv ence osnovnega tona 21, 31, 41 itd.
Ton z dvojno frekvenco, pa t udi interval med osnovnim to nom in tonom z
dvojno frekvenco, imenuj em o oktava, interval med to noma s frekvenco 1
in 31 je k vin ta v oktavi više, 41 je dvojna oktava itd. Višina glasbenega
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tona je določena s frekvenco osnovnega tona . Pojav alikvotnih tonov je
pomemben faktor , ki odloča o zvočni barvi, t o je razliki v zvoku enako
visokega tona , ki ga izvaj aj o različni instrumenti ali glasovi . Teoretično
bi sicer lahko zveneli vsi alikvot ni toni dan e osnov ne frekvence. Toda to
bi zagotovo povzročilo neznosno disonan co. Dejan sko pa intenzitet a višj ih
alikvotav naglo in pri različnih instrumentih raz lično hit ro pad a . Res. Na
nekaterih instrumentih je težko zaz nati več kot t re tj i alikvot (npr . pri
kit ari) , violine in obo e pa imaj o nasprotno močne visoke alikvot ne tone,
ki jim dajejo svetel ton . Flavte in frul e imajo šibke višje alikvote. Nadalje
im a klarinet močne lihe alikvo te , zar adi česar ima vot el zvok.

Kako neizmerno je zvočno gradivo, ki ga ponujajo glasbe ni to ni, pove
pod atek, da sega naše slušno območj e od 16 Hz (a li s-l , to je nihaj ev v
sekundi) do 20000 Hz. Pri t em smo v občutlj ivej šem delu tega območja

sposobni med sebo j ločiti to na , ki se razlikujeta za vsega 1 Hz. Zato
se je že davno pokazala po treba uvesti v glasbo določeno enot nos t in
red , med drugim izbrati omejeno množico tonov, s katerimi bi gradili
melodije . Nas tali so razni tonski sistemi s svojimi glasb enimi lestvi cami ,
ki predstavljaj o izbor možnih to nov v okv iru ene oktave.

Poznamo različne tonske' sestave, ki so bili v različnih zgodovinskih
obdobjih in različnih ku lturah različno pomembni. Tako v religiozni kot
za bavni indijski glasbi je okt ava neenakorazmerno razdeljena na 22
intervalov - šrutov, lestvice pa so pet ali sede mtonske z dod atno četrtansko

delit vijo.
V kitajski glasbi je izrazit a pentatonika brez poltonov (glasba na

peti h tonih) obvladovala melodij e t ako nekoč kot dan es. Sam poj av
pentatonike in vzt rajanje pri nj ej sta odraz kit ajskega odnosa do sveta.
Kitajska glasba je zadržana, zgoščena in hladna, kar v zna t ni meri izhaj a
iz pentat onike; izr ažati hoče splošna čustva, ne individualnih. Njeno
sist emat iko je utemeljil že filozof Fohi pr ed 5000 leti . Tako kot Pitagorejci
je bil tudi on prepričan , da je glasba odmev harmonij e vesolja in zato , tako
kot vesolje, t emelj i na sist emu števil. Zanj je bi lo naj popolnejše število
pet , ki se ujem a s šte vilom t .i. starih plan etov (Merkur, Venera, Mars ,
Jupit er , Saturn ) kakor t udi s št evilom glavnih elementov, iz kater ih je
ses t avljen svet.

Zahodna glasba zadnjih t reh stolet ij up or ablj a tone kromat ične

t onske lestvice, ki ima oktavo razdeljeno na 12 polton skih intervalov. Če

začnemo s C, so njeni toni poim enovani takole:

C, Cis( Des), D , Dis(Es) , E , F , F is(Ges), G , Gis (As) , A, Ais (Hes), H
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Nato se ponovi C, to da oktavo Vise, in z njim vsa lestvica. To se
nadalj uje navzgor in navzdol vse do mej slušnega območja . Srednji C, to je
Cl, osnovni to n prve oktave , ima frekvenco 262 Hz. Frekvence zapo rednih
tonov tvorijo geomet rijsko zaporedje, kar pomeni , da je razm erje njiho
vih frekvenc konstan tno. To je zelo pomembna lastnost , ki je dejansko
nujna zaradi nelinearnega odziva človeškega bobniča na viš ino zvoka. Če

zanemarimo ritem , sliši naše uho isto melodijo ne glede na višino, če je
razmerj e frekvenc to nov, ki jo sestavlj aj o, vsakokrat isto. To pa pom eni ,
da lahko melodij e pr enašam o više ali niže le, če to nski sest av sestoji iz
zapo rednih to nov, katerih frekvence tvorijo geomet rijs ko zaporedj e.

Na klavirj u pripad aj o be le t ipke to nom

C, D, E , F , G, A, H.

Zap ored zaigrane dajo melodijo C-dur ove lest vice (poznamo 12 duro
vih in 12 molovih lestvic) . Oktavnemu intervalu ustreza torej vrzel osmih
belih t ipk . Črne ti pke da jejo zvišane (ali zni žan e) to ne (slika 1) .

I !J 3 2 !J :3 !J
8 :.2 "1 :2

C O G
~

k vint.a

oktava

C O G

Slika l .

o

Dan ašnji sistem se je razvil v dolgi časovni periodi in je kompromis
med protislovnimi zahte vami, ki jim lahko sledimo vse do Pitagorejcev v
antični Grčij i . Zaradi enost avnost i bomo pri ra zlagi ra zvoja uporablj ali
moderne oznake, čeprav s tem tvegamo očitek , da smo pomešali rahlo
različne poj me.

Legenda pripoveduje, da je Pit agora poslušal klad iva št irih kovačev ,

katerih melod ija se mu je zdela zelo pr ijetna. Ko je kladiva stehtal, so
te htala 12, 9, 8 in 6 utežnih enot . Iz teh tež je Pit agor a dobil razmerj a

12 : 6 = 2 : 1, 12 : 8 = 3 : 2, 12 : 9 = 4 : 3 in 9: 8.

Od to d je pri šel na idejo , da posebej sozvočno zvene toni , katerih
frekvence so v navedenih raz merjih .

Težko je reči , kaj se je za res zgodilo pr ed 2600 leti. Vsekakor je
imel starodavni učenj ak z idej o pr ecej sreče . Vidimo namreč , da gre v
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prvem primeru za oktavni interval med tonoma, naslednja razmerja pa
pomenijo današnjo čisto kvinto, čisto kvarto in cel ton , to je interval iz
dveh poltonov. Mogoče pa je Pitagora tedaj sedel v isti banji kot Arhimed
400 let kasneje.

Klavdij P tolemej , ki je živel okrog let a 150 našega štetja, je predvsem
znan po svojih astronomskih in geografskih delih, napisal pa je tudi knjigo
o teoriji glasbe Harmanies. V njej poroča o zgornj i Pitagorovi t rditvi, da
lahko sozvočne intervale med glasbenimi toni predstavimo s kvocienti celih
števil. To je prikazal eksperimentalno, pri čemer je uporabil precej nero
dno pripravo, poznano kot kanon, neke vrste enostrunsko kit aro (slika 2).

a) b) _ 1 _____

• • 2
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d) ~ __

3

Slika 2.

Če premikamo premični most , prečko, vzdolž kanona, je videti, da
dobimo pri določenih legah to ne, ki skupaj s tonom, s katerim zveni vsa
struna, zvene bo lj harmonično od drugih . Najosnovnejši tak int erval je
oktava. Na kanonu je to int erval med tonom, ki ga dobimo pri igranju na
celi struni (slika 2a), in tonom, zaigranim na (natančno) polovični struni
(slika 2b) . Torej je razmerje med dolžino strune, ki odda dani ton, in
do lžino strune, ki odda njegovo oktavo, enako f. To velja neodvisno od
višine originalnega tona. Druga celoštevilska razmerja dolž in strun dajejo
prav tako lepo zveneče (harmonične) intervale. Najpomembnejša intervala
sta kvarta z razmerjem 1 (slika 2c) in kvinta z razmerjem ~ (slika 2d).
Če začnemo z osnovnim tonom C, je drugi ton pri kvarti F, pri kv inti G
in pri oktavi naslednji višji C . V C-durovi lestvici C, D, E, F, G, A, R, C
so to četrti, peti in osmi ton. Od tod slede njihova lat inska imena.

Druge intervale dobimo iz teh zidakov .
Domnevajo, da so P itagorejci, da bi ob likova li harmonično tonsko

lestvico, začeli z osnovnim tonom in napredovali navzgor s kvintami. Na
ta način dobimo tone , ki jih zaigramo na strunah, katerih do lžine so z
osnovno do lžino v razmerjih

1 ,~, (~)2 (~) 3 (~)4 (~)5
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3 9 27 81 243
1, 2' 4' 8' 16' 32

Večina teh tonov leži zunaj ene oktave, sa j je večina ra zmerij večja kot
t. Toda s t eh tonov se lahko spuščamo po oktavnih intervalih (t ako ,
da razmerj a delimo z 2) , dok ler ne dob imo rezu ltatov med t in t. Če

dobljena razmerja uredimo po velikosti, dobimo

9 81 3 27 243
1 - - -- 
, 8 ' 64 ' 2 ' 16 ' 128

Če za osnovni ton izberemo C, zaporedje približno ust reza tonom C, D,
E , G,A,H.

Oznake nami gujejo, da nekaj manjka . Tudi slišati je, da je vrz el med
~~ in ~ širš a kot ost ale. Vrzel lah ko spodobno zamašimo t ako, da dodamo
kvarto, razmerje ~, oziroma ton F . Pravzaprav bi kvarto lahko vgradili
že na samem začetku, če bi se od osnovnega tona spustili za kvinto in se
nato dvignili za oktavo , saj je

2 x (~) -1=2 X~ =~.

Zaporedje

9 81 4 3 27 243
. (1)1, 8' 64' 3 ' 2 '

- - 2
16' 128 '

ki ga dobimo na t a način (dodali smo še okt avo) , ustreza približno tonom,
ki jih dobimo z be limi tipkami na klav irju. Kaj pa črne t ipke? Kar se same
barve tipk tiče, bi najbrž glasba lahko shajala brez njih . Zakaj dob ljeno
zaporedje tonov ne zadošča? Če iz zaporedja (1) izračunamo razmerja
frekvenc zaporednih tonov, dobimo

9 9 256 9 9 9 256
8' 8' 243 ' 8' 8' 8 ' 243

Vidimo, da imamo natanko dve razmerji, večje , ~ , nastopa petkrat , manj-
- 25 6 d k tK'se, 243' pa va ra . er Je

9 256)28 = 1.125 ln (243 ~ 1.11,
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