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MATEMATIKA

KAKO DOBIMO NEKATERE CELOSTEVILSKE TRIKOTNIKE

Vprasajmo se, kako bi poiskali vse celodtevilske trojice
(a,b,e), ki so dolZine stranic nekega trikotnika z enim vnaprej
predpisanim kotom y. Poiskali bomo vse refitve za trikotnike z
enim kotom 90°, 120° in 60°.

Dogovorimo se, da naj bo ¢ dol%ina stranice, ki leZi nasp-
roti predpisanemu kotu y. Trojico za ta kot bomo v&asih pisali

z (a,b,c),r-

Pravi kot

Za y = 90° dobimo ravno celotevilske pravokotne trikotnike

in trojico (a,b,ec), za katero velja Pitagorov izrek

imenujemo tudi pitagorejsko trojico.
e namesto 3tevil a,b in ¢ uvedemo 3tevila u,v in z, ki so s

prejsnjimi v zvezi
a=u+zaz,b=v+2a,e=u+v+az

dobi zgornji Pitagorov izrek preprostej%o obliko

2uv = 32
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Ker moramo re$iti enaébo

uy = 32/2
v celih 3tevilih, je o&itno, kako tvorimo pitagorejske trojice.
Izbiramo soda naravna Stevila za z, za u in v vzamemo cele deli-
telje Stevila 32/2 v poljubnem vrstnem redu in nato iz zgornjih
zvez izradunamo 5tevila a,b in e. Da dobimo s tem res vse pita-
gorejske trojice, je o&itno, saj lahko k wvsaki trojici f(a,b,e)

poisZemo nazaj u, v in z iz zvez
u=e-b,v=e-a,z=at+hb-c¢

Bolj znan na&in, toda ne tako ugoden, je naslednji: namesto,
da trojice (a,b,e) predstavimo s 3tevili u,v in z preko linear-
nih zvez, jih izrazimo s Steviloma u in v v obliki

a = u2 = uﬁ - = 2uy , e = uz + v2

Ce za u in v izbiramo celi, tuji si Ztevili, od katerih je eno
sodo in eno liho, dobimo za (a,b,c) ravno pitagorejske trojice,
vendar le tako imenovane primitivne trojice, to je trojice, v ka-
terih so a,b in e paroma si tuja Stevila. Vse ostale trojice do-
bimo tako, da primitivne trojice pomnoZimo s poljubnim naravnim

Stevilom. To trditev poskusi dokazati sam !
Kot 120°

Poi&&imo vse celoZtevilske trikotnike z enim kotom y = 120°.
Namesto Pitagorovega izreka bomo dobili druga&no zvezo med dolZi-

nami stranic. Iz slike je oZitno

2 _ .a 2 8 aayd
f2 + b)) = a (2)
odkoder dobimo zvezo
!2 + b3 + ab = cz
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Linearne zveze med a,b,e¢ in u,v,z, ki to ena¥bo poenostavijo, so
a=u+28 , b=pv+2 ,;, ea=zu+v + 3z

Pri tem dobi zgornja enafba preprosto obliko

uy = 332

iz katere sledi postopek za tvorbo celodtevilskih trikotnikov:

za z izbiramo zaporedna naravna Ztevila, za u in v delitel-
je 3tevila 332 v poljubnem vrstnem redu in nato iz zgornjih line-
arnih zvez med stranicami in parametri izrafunamo trojico (a,b,e).
Da dobimo s tem res vse trojice {a’b'c]120°,je razvidno iz obrat-

nih povezav

u=2-a-2b , v=8e—-82-b , s=ag+d-~e

Kot 60°

Nazadnje bi si zadali 3%e nalogo poiskati vse celoStevilske

o
trikotnike z enim kotom ¥ = 60 . Zvezo med stranicami razberemo

iz slike
2 b,8 . F . - b2
b = (EJ =e (a 2)
oziroma
az + ba - ab = cz

Ce bi tudi hoteli najti ustrezne linearne transformacije podobne
prejsénjim, bi naleteli na teZave. Lahko pa se naslonimo na zad-
nji primer.

Najprej tvorimo vse enakostrani&ne trikotnike z izbiro a = b =
= e = n, kjer je n naravno 8tevilo, trojice z med seboj razlid&-

nimi elementi pa dobimo iz trojic za Y = 120°. Velja namreé :
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fe je fa,b,e) trojica 8 kotom Y = 120°, sta (a+b,b,c) in (a+th,a,e)

trojiei s kotom y = 60°.
Namre&, ker je

2

je
(a+b)24b%-(asb)b =

a” + bz +ab = e

a2+b2+2ab+b2-ab-b2 = a2+b2+ab = e

2

2

in analogno tudi za drugi primer. Zgornjo trditev lahko preveris

tudi iz geometrijske slike.

Ostane 1le Ze vprasanje, e
y = 60° na ta na&in. Pa naj bo
Ce jea =b, je tudi a = b = ¢
sebej. €e je a > b, je trojica

saj je

ta-b)2+b%+ (a-b)b =

az—zab+b2+b2+ab—b2 = a2+b2—ab = e

res dobimo vsako trojico s kotom
(a,b,c]sug poljubna taka trojica.
; take trojice pa smo tvorili po-

(a,b,c)GDg nastala iz (a—b,b,c]lzun,

2

Ce pa je a < b, je ta trojica nastala iz tb—a,a,a)lzon. kar pre-

verimo na enak nadin kot zgoraj.

Ali bi znal S5e na kak drug na¢in tvoriti vse omenjene celo3te-

vilske trikotnike? Obstajajo celo3tevilski trikotniki tudi z enim

kotom 30° ali 45°7

ZapiSimo ob koncu Se nekaj primerov zgornjih trikotnikov

-

y = 90° y = 120° vy = 60°
u v 2 a b e u v 2z a b e b e a b e
1 2 2 3 4 5 1 3 1 3 5 7 5 7 1 1 1
2 1 A 4 3 5 x 1 i s 3 7 8 3 7 2 .2 2
1 8 4 § 12 13 112 2 5§ 16 18 | 21 & 18 3 3 3
2 4 4 6 8 10 3 4 2 7 8 13| 21 16 18
g 1 ¢ |12 § 13 2 6 2 6 10 14 | 15 7 13 e
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