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144 Astronomija

KAKO DO ENACBE SENCE?

Zadajmo si nalogo, da zelimo ugotoviti, po kaksni krivulji se premika
konec sence, ki jo vrh navpiéne in od Sonca osvetljene palice med dnevom
meée na vodoravno ravnino. To je precej zahtevna naloga. Da bi jo
resili, je treba nekaj vedeti o vektorjih in o sekanju ravnine in pokonénega
dvojnega kroznega stozca.

S sekanjem ravnine in plascéa pokonénega dvojnega kroznega stozca
namre¢ dobimo kot presek krivulje drugega reda, imenovane stoznice
(kroznica, elipsa, parabola, hiperbola), to pa so prav tiste krivulje, ki
jih ob sonénem vremenu opisujejo konci senc navpiéno postavljenih pred-
metov v razliénih krajih na Zemlji (slika 1).

Slika 1. Sekanje ravnine in plaiéa pokonénega
dvojnega kroznega stozca. Za presek dobimo:
a — kroznico (ravnina seka dvojni stoZec
pravokotno na os),
b — elipso (ravnina seka dvojni stozec po-
Sevno na os),
¢ — parabolo (ravnina seka dvojni stoZec
vzporedno s stranico),
¢ — hiperbolo (ravnina seka dvojni stozec
vzporedno z osjo).
Opomba. Ce ravnina seka dvojni stozec skozi
vrh V', dobimo za presek sekajoéi se premici. &

Vpeljimo prostorski pravokotni koordinatni sistem z izhodiséem v
vrhu V' dvojnega pokonénega kroznega stozca z odprtino 2¢, kar je kot
ob vrhu osnega preseka stozca (slika 2).

Najprej nas zanima enacba plaséa pokonénega dvojnega stozca. Izpe-
ljemo jo takole: Naj v poljubno tocko 7'(x, y, z) plaséa stozea kaze krajevni
vektor r = (x,y, z) = xt + yj + zk, krajevni vektor rg = (0,0, z5) pa naj
lezi v osi stozca in naj kaze v pozitivno smer osi z (navpiéno navzgor). Ko
zavzamejo komponente z,y,z vektorja r vse vrednosti od —oo do +oc,
konica vektorja r opiSe ves plasé pokonénega dvojnega stoZca. Njegovo
enacbo dobimo s skalarnim produktom vektorjev r in rq, torej v - rg =
= (z.9,2) - (0,0,20) = r-rgcosa. Velja zzy = rrgcosa. Ker je rg = 2o,
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sledi z = rcosa 0z. 22 = r? cos? a ali 22 = (z%24+y? +22) cos? a. To enaébo

preoblikujemo najprej v z2(1 — cos® @) = (22 + y?) cos® a in konéno v
9 1

= i s
B t,a.n:ac:c(I +v)-

Tako smo zapisali ena¢bo ploskve, to je enac¢ho plaséa pokoncénega dvoj-
nega kroznega stozca z odprtino 2a.

T0(0,0,z0)

Fl=r=\22+12+2°
[Tol =m0 =20

T-To=7- 7y Ccosq

Slika 2. K izpeljavi enacbe plaséa dvojnega pokonénega kroznega stozca.

Naj ima ravnina, ki je vzporedna z ravnino zy, enacbo z = v (v naj
pomeni visino, ki je konstantna). Presek te ravnine in plasca dvojnega
stozca dobimo z resitvijo sistema enacb 2% = —L—(2* +y?) in z = v.
V enacbo ploskve preprosto vstavimo v namesto z in dobimo v? tan? o =
= z2+4y? ali 224y? = p?, ée je p = vtan . Presek je kroznica s polmerom
p. Podobno bi lahko dokazali, da so preseki dvojnega stozca z drugace
potekajocimi ravninami druge stoznice (elipsa, parabola in hiperbola), kar
pa ni nas namen.

V nagih krajih vzide vsak dan Sonce zjutraj na vzhodnem delu ob-
zorja, je najvisje opoldne na jugu in zaide zveter za zahodni del obzorja.
Navidezno dnevno gibanje Sonca poteka (okrog nebesne osi) po nebesnem
vzporedniku z deklinacijo 4, kakor imenujemo kotni odmik nebesne tocke
od nebesnega ekvatorja. Deklinacija Sonca se med letom spreminja. Ko je
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njegova deklinacija § = 0 (enakonocje), lezi Sonce na nebesnem ekvatorju,
za 6 > 0 je Sonce nad nebesnim ekvatorjem na severni nebesni poluti (od
spomladanskega do jesenskega enakonocja), za § < 0 pa pod ekvatorjem
na juzni nebesni polkrogli (od jesenskega do spomladanskega enakonoéja).
Sonce se torej vsak dan navidezno giblje po plaséu dvojnega kroznega
stozca, katerega os je usmerjena v severni nebesni pol P (tik ob njem lezi
zvezda Severnica), odprtina stozca 2a pa je 2(90° — §), kar nazorno kaze
slika 3.

V vrh navpicne palice (stozca) z visino v postavimo izhodisée prostor-
skega koordinatnega sistema. Os x usmerimo proti severu N, os y proti
zahodu W, os z pa navpicno navzgor proti zenitu Z. Severni nebesni pol
P lezi v ravnini NSZ, visinski kot severnega nebesnega pola, to je kot
med vodoravno ravnino in smerjo proti severnemu nebesnemu polu, pa
je po definiciji enak zemljepisni Sirini ¢ opazovaliséa na severni zemeljski
poluti, torej <NOP = .

Naj dolocenega dne krajevni vektor r = (x,y,2) kaze v Sonce, ki
je v dologeni tocki R na plaséu dvojnega stozca, vektor vy = (z0,0, zp)
pa tako in tako kaze v pol P. Skalarni produkt teh dveh vektorjev je
rerg = r-rgeos(90° — §). Sledi (z,y,2) - (20,0,29) = 7 - rgsind oz.
xzo + 220 = rrosind. Nadalje je 7% + 272 =rsind ali zcosp+ zsingp =
= rsind. Zadnjo enacbo kvadriramo, upostevamo r? = 22 + y? + 22 in
dobimo

(xcosp + zsin p)? = (2 + 3 + 2%) sin? 6 . (1)

Pravkar smo zapisali enacbo plaséa dvojnega stozca, po katerem se Sonce
navidezno giblje med letom. Na splosno za vse kraje na Zemlji velja
—90° < ¢ < 4+90°, za vse datume med letom pa —23,5° < § < +23,5°
(glej prispevek Deklinacija Sonca, Presek 27 (1999/2000), 22).
Vodoravna ravnina, na kateri opazujemo senco, ima enacbho z = —v.
Presek te ravnine in plaséa dvojnega stozca z enacbo (1) je stoznica,
ki prikazuje, kako se konec sence od Sonca osvetljene navpicéne palice
(pokonénega stozca) dolocenega dne premika po vodoravni ravnini. Da
dobimo enac¢bo stoznice, v enac¢ho (1) vstavimo z = —v. Dobimo

(zcosp — vsing)? = (22 + y® +v?)sin? 6.

To pa je splosna oblika enacbe iskane stoznice, ki jo v doloéenem casu
(6 = 46(t)) in kraju z zemljepisno Sirino ¢ na vodoravni ravnini popise
konec sence. Za vsak par vrednosti ¢ in § (glej omejitve spredaj) dobimo
drugacno stoznico.
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Slika 3. K izpeljavi enacbe plasca dvojnega kroznega stozca, katerega os je usmerjena
proti severnemu nebesnemu polu. Presek tega plaséa in vodoravne ravnine, ki gre skozi
nozisée navpiéne palice (osnovno ploskev stozca), je v splosnem stoznica.

=

S
5
S
$
S,

O gnomon

Slika 4. Senca navpiéne palice (gno-
mona) ob treh znacilnih datumih za
nase kraje — teorija.

enakonotje

Praksa: Naslovnica prikazuje moja
opazovanja sence, ki sem jih opravil
na ravninici pred domaéo ¢esnjo na
Gorenjskem in so trajala veé kot
poldrugo leto. Prikazano je premi-
kanje koneca sence navpiéne palice (z
leve) ob boziéu, sredi oktobra, ob
enakonocju, ob kresu.

Na prvi pogled se zdi ena¢ba sence precej zapletena, v resnici pa
ni, posebno ¢e imamo racunalnik in primerno programsko orodje, npr.
Derive ali Origin. Enacbo sence (eksplicitno obliko funkcije) vnesemo v
racunalnik, odtipkamo doloceno vrednost za ¢ (zemljepisna Sirina kraja)
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in doloceno vrednost za § (deklinacija Sonca za dolocen dan v letu) ter
senco lahko opazujemo na zaslonu racunalnika.

Za kraje v Sloveniji lahko za zemljepisno Sirino vnesemo kar 45°
ali 46°, za druge kraje pa podatek za zemljepisno Sirino poiscemo na
zemljevidu. Podatek za deklinacijo Sonca dobimo v vsakoletnih astro-
nomskih efemeridah (koledarjih), pri nas v publikaciji Nase nebo (DMFA
Slovenije).

Za zakljucek si oglejmo (brez racunalnika) tri tipi¢ne primere premi-
kanja sence.

i) Senca na severnem zemeljskem polu
Tu velja ¢ = 90° (cosg = 0, singp = 1). Enacba sence dobi obliko
v? = (22 +y? +0?)sin®§ ali 22 + 32 = p?, kjer je p = v cot § polmer
kroznice. Ob kresu (6 = 23,5°) se na severnem zemeljskem polu
konec sence premika po kroznici s polmerom p = wvcot 23,5°. Ob
enakonoéju (6 = 0) pa sence ni (zakaj ze?).

ii) Senca na ekvatorju
Tu je 220 (cosp = 1, sing = 0). Enacbo preoblikujemo v

. .

I

75 — oz = 1, kar je enacba hiperbole. Konec sence se premika
po hiperboli vse dni v letu, razen ob enakonocju, ko je © = 0, torej os
y oz. premica, ki gre skozi podnozisée palice v smeri od zahoda proti

vzhodu.

iii) Senca pri nas
Je v splognem hiperbola (izpelji enacbo), razen ob enakonocju, ko je
premica z enacho x = vtan ¢ (slika 4 in fotografija na naslovnici).

Vaje
Po kaksni krivulji se premika konec sence, ki jo od Sonca obsijana navpiéna
palica z visino v mece na vodoravna tla v krajih na:
1. severnem zemeljskem polarniku (¢ = 66,5°)
— ob kresu
— ob enakonocju

2. severnem zemeljskem povratniku (@ = 23,5%)
- ob kresu

- ob enakonocju
3. geografskem vzporedniku s ¢ = 80°
— ob kresu
~ ob bozicu
Poskusaj senco vsaki¢ racunalnisko natisniti.
Marijan Prosen
Resitve vaj so na str. 173.
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KAKO DO ENACBE SENCE — Resitve vaj s str. 148

1. Upostevas ¢ = (90° — §), ker je §
premika po paraboli z enac¢bo y?
enakonocju pa po premici x = v tan g.

23,5°. Ob kresu se konec sence
v2(cot?§ — 1) — 2vcotd - z, ob

2. Ob kresu po hiperboli, ob enakonoéju po premici.

3. Ob kresu po elipsi (skica), ob bozZiéu sence ni, saj je tam tema

(polarna noc).

Natisnjeno s programskim orodjem Ori-
gin. Ce npr. zelimo ugotoviti, kje zno-
traj elipse lezi navpicéna palica, moramo
upoStevati, da je Sonce ves ¢as (dan)
nad obzorjem in da je opoldne najvise
na jugu, opolnoéi pa najnize na severu.
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Marijan Prosen





