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Mat ematika I

MALE SKRIVNOSTI ENAKOSTRANIČNEGA
TRIKOTNIKA

Da ima enakostranični t rikotnik sam e ena ke stranice, pove že njegovo ime.
Posledično ima t udi skladne not ranj e kote, vsak od njih meri 60° .

Kako iz dolžine stranice izračunamo njegovo višino ali ploščino , sodi
med obvezna znanj a učenca, ki zaklj učuje osnovno šolo. Tam se nauči

še včrtati enakostranični trikot nik v dan o krožnico in izve, da je po lmer
očrtane krožnice dvakrat tolikšen kot po lmer včrtane krožnice ter da je
obeh skupaj nat anko za trikotnikovo višino.

Ima pa enakostranični t rikotnik še vrst o preprost ih lastnosti , t udi
takih , ki so značilne samo zanj in po katerih ga lah ko prepoznamo, ne da
bi posebej izračunali in primerjali njegove stranice ali kote .

Najbo lj znana je gotovo lastnost , da le že središče t rikotniku očr

t ane krožnice , središče včrtane krožnice , v iš in ska točka in težišče

(pa npr. tudi središče Eulerjeve krožnice) v isti točki. To točko

običajno označimo z O in jo imenuj emo kar središče enakostraničnega

t rikot nika.
Enakostranični t rikot nik je t udi edini t rikotnik, v katerem naštete

točke sovpadajo . Še več. J e edini t rikot nik, v katerem sovpadata poljubni
dve od naveden ih točk . Če se namreč ujemata dve od zgornjih točk, se
ujem aj o vse. Povedano za vajo dokažite sa mi!

Drugo preprosto, pa zelo uporabno lastnost ! opisuje naslednj a trdi
tev:

V sota razdalj poljubne notranje točke enakostraničnega

t r ikot n ika od njegovih stranic j e neodvisna od izbrane točke.

Enaka je višini trikotnika.

Izrek lahko preprosto dokažemo. Kot na sliki 1 označimo z a in
v stra nico in višino enakostraničnega t rikotnika 6.ABC, z x , y in z pa
oddalje nosti poljubne not ranj e točke T od t rikot nikovih stra nic. Ker je
ploščina trikot nika 6.ABC enaka vsoti ploščin t rikot nikov 6.AB T , 6.BCT
in 6.CAT , velja

1 1
"2 av = "2(ax + ay + az) in od tod x + y+z =v.

1 Nekaj let naza j je b ila t a las t nost sk rita v nalogi na ene m od tekm ovan j za Vegova
priznanja.
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Trdit ev velja t udi, če leži točka T na robu t rikotnika. Če je Toglišče

t rikotnika, sta dve razdalji enaki nič in t retja v. Če pa leži T na st ranici,
je ena od razdalj enaka nič ; da je vsota preost alih dveh v, dokažemo
kot zgoraj , le da razpad e v te m primeru trikotnik 6.ABC samo na dva
t rikot nika.

Tudi v primeru, ko je T zunanja točka t rikotnika, lahko izrek smiselno
posplošimo. Če leži točka T na istem br egu nosilke posamezne stranice,
kot tej stranici nasprotno oglišče , vzamemo razdaljo točke T od te nosilke
v naši formuli s pozitivnim predznakom, sicer jo pomnožimo z -1. Za
primer s slike 2 to rej velja x - y + z = v . Dokaz (podobe n je zgornjemu)
izp eljite sami.

Tudi ta las tnost je znači lna lastnost enakostraničnih t rikot nikov. To
so edini trikotniki z lastnost jo, da je vsota razdalj poljubne not ranj e točke

t rikot nika od nos ilk t rikot nikovih stranic neod visna od izbran e točke . Za
ostale trikot nike velja, da je vsota navedenih razdalj po velikost i vedno
med najkrajšo in najdaljšo višino t rikotnika'' .

Vrnimo se k enakostraničnemu trikotniku. Še vedno naj bo T po
ljubna točka in x, Y, z njene oddaljenost i od t rikot nikovih strani c. Njihova
vsota x + y + z je konstantna, produkt x yz pa očitno ne. Če se točka T
bliža robu t rikot nika, se pr odukt bliža vrednosti nič , in je na robu enak
nič. Za točke v notranj osti t rikotnika je poziti ven in po zelo grobi oceni
ne pr eseže v3 , sa j je vsaka od razdalj x , y , z manj ša od v . Zanima nas ,
kje produkt doseže največj o možno vrednost in kolikšna je. Videli bomo,
da velja:

Produkt razdalj x yz doseže najveejo vrednost v središču

enakostraničnega trikotnika in je enak 2
17v3 •

2 To je dokazal že it alij an ski matematik in fizik Viv ian i (1622 - 1703), ki je sa m
sebe štel za za dnjega Galileovega učenca .
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Trditev lahko po nekoliko dalj ši poti direktno dokažemo , mi pa se
bomo ovinku izognili z uporabo naslednj ega izreka za pozitivna števila:

Geom etrij ska sredina pozitivnih šte vil j e m anjša ali kvečjemu enaka
njih ovi aritmetični sredini. Obe sredini sta m ed seboj enaki natanko v
primeru , ko so števila m ed seboj enaka.

Izrek bomo uporabili za oddaljenosti x , Y, z poljubne notranje točke

enakostraničnega trikotnika od njegovih st ranic, saj so te razd alje pozi
t ivne. Torej:

1
<!xyz ~ "3 (x + y + z )

in enačaj velja natanko v primeru, ko je x = y = z.
Ker vemo, da je za notranj e točke enakostraničnega t r ikot nika x +

+ Y + z = v, oceno lahko po enostavimo:

od kod er sledi

1
xzy < _ v 3

- 27

Produkt torej ni večj i od vrednost i 217v3 . Pa t o vrednost sploh doseže?
Če jo , se to lahko zgodi le v točki, za katero velja x = y = z = i v. Taka
točka v enakostraničnem t rikotniku res obstaja in je ena sama. To je prav
središče O enakostraničnega trikotnika. Trditev je torej dokazan a.

Za razumevanje zadnje lastno
sti si oglejmo sliko 3. Enakostranič

nemu trikotniku l::,AB C smo očrtali

krožnico in na njej izbrali poljubno
točko Q, različno od oglišč, Na
sliki je izbran a na t istem loku s
krajiščema B in C, na kat erem ne
leži oglišče A . To ne predstavlj a
nobene izgube splošnosti , saj lahko
sicer t rikot nik preoznačimo. Dalji
ca, ki veže Q z ogliščem A, naj seka
stranico B C v točki P .

c

Slika 3.
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Velja t rd it ev :

Če premica, ki poteka skozi oglišče A enakostraničnega
trikotnika, seka nasprotno stranico B C v točki P in trikotniku
očrtano krožnico v točki Q, potem je

Za doka z pot rebujemo nekaj znanja iz ravninske geometrije . Najprej
ugotovimo, da sta trikotnika 6BQP in 6AQC po dobna, saj imata enake
kote. Vidimo namreč , da je <r.QBP = <r.QAC, saj sta to obodna kota nad
isti m lokom QC, in da je <r. B QA = <r.AQC = 60°. Zato imat a trikotnika
soraz merne stranice in velja

V nadaljevanju upor abimo za tetivni št irikot nik'' ABQC P tolomejev iz
rek, ki pravi :

V tet ivnem št irikotnik u j e pro dukt diagonal enak vsoti produktov
nasprotnih st ranic.

Ker je BC = CA = AB = a, sledi

a . AQ = a . CQ + a . B Q

in zato

AQ = C Q + BQ .

Če vstavimo vrednost za AQ v enačbo , ki smo jo dobili s podobnostjo
trikotnikov, sledi

Enakost še de limo s pro duktom B Q . CQ . P Q in dobimo napoved ani
rezul t at.

Primer: Naj bo enakostranični t r ikotnik včrtan v krožnico s polme
rom r in Q razpolovišče loka BC. Potem je B Q = CQ = r in sled i

1 = ! + ! = ~, od koder sled i PQ = -2r. Od to d takoj dobimo znani
PQ r r r

rezul t at , da je po lmer enakostraničnemu trikotniku včrtane krožnice en ak
polovici polmera očrtane krožnice.

Marija Vencelj

3 Tetivni št irikotnik je tak štirikotnik , ki mu lahko očrtamo kro žnico.




