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Matematika I

NALOGE O ELIPSAH IZ JAPONSKIH TEMPLJEV

Sangaku je izjemn o zanimiv poj av v zgodovi ni matematike. Pomeni
ploščice , ki prikazujejo matematične probleme in so jih na Japonskem
v obdobju Ed o (1603-1867) izobešali v šintoističnih t empljih . V tem
ob dobju je bila J ap onska praktično popolnoma izoliran a od zahodnih
vp livov , tako da se je tam razvijala povsem sa mosvoja matematika . Tako
so japonski matem atiki na različnih področjih dobili mn ogo originalnih re­
zul tatov oziroma originalnih dokazov rezul tatov, ki so jih med te m odkrili
t ud i na zahodu. Na sangaku ploščicah najdemo predvsem geometrijske
rezultate pogosto brez dokazov, saj so bile ploščice posvečene bogovom.
Ker so se avtorji pri te m t rudili naprav it i t udi estetski izdelek, je bil
rezul tat zanimiva zmes mate matike, umetnosti in religije.

San gaku pr oblemi so na zahodu znani že dalj časa. Tako R. Hons­
berger v knjigi Mathematical Gems III (1985) pod robno prikazuje eno
od san gaku nalog in njeno rešitev ter navaja, da jo povzem a po knjigi
R. J ohnsona Advanced Euc1idean Geometry , ki je prvič izšla let a 1929.
Vendar so šele po izidu knjige Fukagawe in Pedo a Japanese Temple Ge­
ometry Problems sa ngaku problemi postali zares znani. V revijah, kot
so Crux Ma thematicor um ali Quantum/Kvant , so jih začeli objavljati
praktično v vsaki številki.

Ohranj enih je približno 900 sa ngaku ploščic , mn oge druge, ki so bile
uničene , pa najdemo v starih japonskih knjigah . Fukagawa je v svoji
knjigi predst avil 250 nalog, ki jih je našel na originalnih ploščicah in v
knjigah. Podrobne rešitve so podan e samo za manj še število nalog, vendar
so večinoma sodobne. Originalne rešit ve so znane samo za manjše število
nalog (in še te so iz starih knjig in ne s ploščic).

Večina nalog v Fukagawovi knjigi se nan aša na "dotikajoče se figure" .
To so naloge o dotikajočih se krožnicah, včrtanih v druge krožnice, t rikot ­
nike, kvad rate, pr avokotnike, naloge o elipsah , ki se dotikaj o med sabo ali
s krožnicami , t er naloge o dotikajočih se sferah (in t udi elipsoidih) .

Kaže, da so celo naloge o elipsah originaln o reševali s sredstvi pro stor­
ske geometrije (elipsa je pr esek valja z ravnino , krožnice pa pr eseki sfer z
ravn ino ). Na t a način so japonski matematiki lahko naloge o elipsah in
krožnicah obravnavali kot naloge o valjih in sferah .

Na tem mestu se bomo omejili le na nekaj nalog o elipsah. Pri t em
bomo izbrali take, ki jih lahko rešimo z uporabo tran sformacije ravnine, ki
elipso pr eslika v krožnico (preslikave, ki bi jo v ustreznem koordinatnem
sist emu zapisali kot (x, Y) H (x , )..y) za neki fiksni ).. ).
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To preslikavo Fukagawa in Pedoe imenuj et a preprosto "afina t rans­
formacija" .

Za nas bo pomembn o, da preslika elipso v kro žnico (če sta ustrezno
izbr ana premica negibnih točk in koeficient ).), da preslika premice v
premice in da pri tem ohranja incidentnost , t angente in vzporednost.
V eni nal ogi bo potrebno uporabiti t udi informacijo o tem, da ploščino

t ransformiranega lika iz ploščine originala izračunamo z mn oženjem z 1).1.

1. naloga. Na elipsi O(a,b) so iz­
br ane t ri točke A, B in C tako, da
so ploščine Pl , P2 , P3 označenih

odse kov elipse enake.
Pokaži, da je ploščina t rikot­

nika ABC ena ka

3
4V3ab .

C

Cl

pI
2

A I __-_Rešitev. Za premico negibih točk

afine transformacije izberemo no­
silko velike osi elipse , za koeficient
raztega v smeri , pravokotni na
to premico, pa alb. Transforma­
cija preslika elipso in t rikot nik v
krožnico in njej včrtani t rikotnik.

Ploščine t ako doblj enih krož­
nih odsekov P{ , P~ , P~ so med
sebo j enake, sa j so dobljene z
mn oženj em z alb iz enakih ploščin

odsekov elipse PI , P2 , P3 . Od tod
sledi , da je t rikot nik A'B 'C ' ena-
kostraničen , saj različnim t etivam
očitno ustrezajo različne ploščine krožnih odsekov.

Ker je polmer krožnice ena k a, meri stranica tega t rikotnika aV3.
Zato je njegova ploščina enaka 3a:v'3, izračunamo pa jo iz ploščine t riko­
tnika ABC z množenj em s koeficientom alb . Zato je ploščina trikotnika
ABC enaka

3abV3
4
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2. n aloga. Tr ikotnik ABC ima pr avi
kot v oglišču C . Elipsa O(a, b) je
včrtana v ta trikotnik tako , da je
njena velika os vzporedna z B C . Iz­
razit e veliko polos a z AC , BC in b.

A

B

°0

C

R ešitev . Elipso na ena k način kot
v rešitvi prejšnje naloge transformi­
ramo v krož nico spoimerom a. Slika
trikotnika ABC je pravokotni triko­
tnik A'B'C', s pravim kotom pri
C' , očrtan te j krožnici . Dvakratno
ploščino tega trikotnika izrazimo na
dva načina:

A'

C'B'

B' C' · A'C' = a(B'C' +A'C' + A' B' ).

Upošte vamo, da je B'C' = BC in
A' C' = %AC t er up orabimo Pitago­
rov izrek:

A' B' = j B C2 + ~: AC2 .

Tako dobimo

B C . ~AC = a ( B C + ~AC + j B C2 + ~: AC2) .

Od tod sledi

BC · AC - b . BC - a . AC = Ja2 . AC2 + b2 . B C2.

Po kvadriranju in pr eureditvi t ega izraza dobimo

B C(AC - 2b)
a= 2(AC -b) .
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3. naloga. Skladni elipsi ,O(a, b)
in O'(a ,b), se dotikata druga dr u­
ge tako, da potekata mali osi obeh
skozi dotikališče. Z eje označena

ena od skupnih zunanjih tangent
(vzporedna malima osem a) . Tr ije
sklad ni kvadrati TI , T2 , T3 , s
stranico t , so postavljeni tako, da
imat a dva skupno stranico, po eno
stranico na e in po eno oglišče

na elipsah. Tretj i ima po eno
oglišče na vsaki elipsi in st ranico,
ki leži na dveh stranicah prvih
dveh kvadratov (glej sliko) .

Pokaži, da je

a = 2b ,
a

t -­- 5 '

Rešitev. Za premico negibnih točk afine t ransformacije izberemo e, za
koeficient raztega v smeri, pravo kotni na to premico, pa bl a. Tako dobi mo
krožnici, t ri pravokot nike in premic°v naslednjem medsebo jnem položaju:

____---====-_~=_----l._~--L.__'=___.l.__ _=__~~__ e' = e

Označimo kr ajšo stranico pravo kotnika z s (daljša je že označena s ti

pr i te m je seveda s = ~t) in upoštevamo, da je polmer krožnic enak b.
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____--==-__=-_---'-_"-----L-_ _ -'--_-=_-'---='--__ e = e

Dvakrat uporabimo Pitagorov izrek (za trikotnika DAB in DeD) in
dobimo

Enačba

nam da 8 = ~ ali 8 = 4b 63t .

Če v enačbo (b- t )2+ (b- 8)2 = b2 vstavimo 8 = ~ , dobimo kvadr atna

enačbo 5t2 - 12bt + 4b2 = 0, ki ima dve rešit vi, t = ~ (ta da povezavo

med a, b in t: iz ~ = %in 8 = ~ sledi a = 2b in potem iz t = ~ dobimo še
t = ~) in t = 2b, ki od pade zaradi pogoja t < b, ki mora veljati, če želimo ,
da so kvadrati včrtani v lik, omeje n z elipsama in prem ico na opisani
način (sicer t udi ta rešit ev da geometrijsko smiselni odgovo r , vendar se
tako dobljeni kvadr ati prekriva jo z elipsama) .

Če v enačbo (b - t)2 + (b - 8)2 = b2 vstavimo 8 = 4b 63t, dobimo

kvadratna enačbo 45t2 - 60bt + 4b2 =° Rešitev t = 2(5+2v'5) 8 = 5-2v'5. 15 ' 15

odpade iz enakega razloga kot prej , rešitev t = 2(5 ~;v'5), 8 = 5+
125v'5

pa odpade, ker je v te m primeru b > a. Ta rešitev nam sicer da kva­
dra te , včrtane na pr avi način , vendar se elipsi dotikat a v krajiščih velikih
polosi.
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Sami se spoprimite še z naslednjimi nalogami. Njihove rešitve bomo

objavili v naslednji številki Preseka.

1. Elipsa O(a, b) je včrtana v kva­
dr at s st ranico t. Določi t , če veš, da
so vsa števila a, b, t eela .

00

2. V kvadrat ABCD sta včrtana

kvadrat a L (s stranico l ) in M (s
stranico m) tako, da se nahaj ata v
nasprotnih vogalih kvadrat a ABCD
in da po dve njuni st ranici ležit a na
st ranicah kvadrat a ABCD.

Dve skladni elipsi, O( b,a) Jn

O' (a,b), se dotikat a druga druge in
kvadratov L in M . Poleg tega se
elipsi dot ikata vsaka dveh stranic
kvadrata ABCD (glej sliko).

Pokaži, da je ploščina posamez­
ne elipse enaka

1
-nlm .
2

3. Elipsa O (a, b) je včrtana v pra­
vokot nik ABCD in se dotika st ranice
CDv točki E te r stranice AD v točki

F .
Pokaži, da je

AF · E D = F D . CE.

c

B

A

L

' O'

D

' O

D
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