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NALOGE O ELIPSAH IZ JAPONSKIH TEMPLJEV

Sangaku je izjemno zanimiv pojav v zgodovini matematike. Pomeni
ploscice, ki prikazujejo matematicne probleme in so jih na Japonskem
v obdobju Edo (1603-1867) izobesali v Sintoisticnih templjih. V tem
obdobju je bila Japonska prakticno popolnoma izolirana od zahodnih
vplivov, tako da se je tam razvijala povsem samosvoja matematika. Tako
so japonski matematiki na razliénih podroéjih dobili mnogo originalnih re-
zultatov oziroma originalnih dokazov rezultatov, ki so jih med tem odkrili
tudi na zahodu. Na sangaku plos¢icah najdemo predvsem geometrijske
rezultate pogosto brez dokazov, saj so bile ploséice posveéene bogovom.
Ker so se avtorji pri tem trudili napraviti tudi estetski izdelek, je bil
rezultat zanimiva zmes matematike, umetnosti in religije.

Sangaku problemi so na zahodu znani ze dalj ¢asa. Tako R. Hons-
berger v knjigi Mathematical Gems III (1985) podrobno prikazuje eno
od sangaku nalog in njeno resitev ter navaja, da jo povzema po knjigi
R. Johnsona Advanced Euclidean Geometry, ki je prvié izsla leta 1929.
Vendar so ele po izidu knjige Fukagawe in Pedoa Japanese Temple Ge-
ometry Problems sangaku problemi postali zares znani. V revijah, kot
so Crux Mathematicorum ali Quantum/Kvant, so jih zaceli objavljati
praktiéno v vsaki stevilki.

Ohranjenih je priblizno 900 sangaku plo&cic, mnoge druge, ki so bile
unicene, pa najdemo v starih japonskih knjigah. Fukagawa je v svoji
knjigi predstavil 250 nalog, ki jih je naSel na originalnih ploséicah in v
knjigah. Podrobne resitve so podane samo za manjse Stevilo nalog, vendar
so vecinoma sodobne. Originalne reSitve so znane samo za manjse Stevilo
nalog (in Se te so iz starih knjig in ne s ploséic).

Vecina nalog v Fukagawovi knjigi se nanaSa na “dotikajoce se figure”.
To so naloge o dotikajoéih se kroznicah, vértanih v druge kroznice, trikot-
nike, kvadrate, pravokotnike, naloge o elipsah, ki se dotikajo med sabo ali
s kroznicami, ter naloge o dotikajo¢ih se sferah (in tudi elipsoidih).

Kaze, da so celo naloge o elipsah originalno resevali s sredstvi prostor-
ske geometrije (elipsa je presek valja z ravnino, kroZnice pa preseki sfer z
ravnino). Na ta naéin so japonski matematiki lahko naloge o elipsah in
kroznicah obravnavali kot naloge o valjih in sferah.

Na tem mestu se bomo omejili le na nekaj nalog o elipsah. Pri tem
bomo izbrali take, ki jih lahko resimo z uporabo transformacije ravnine, ki
elipso preslika v kroznico (preslikave, ki bi jo v ustreznem koordinatnem
sistemu zapisali kot (z,y) — (z, \y) za neki fiksni A).
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To preslikavo Fukagawa in Pedoe imenujeta preprosto “afina trans-
formacija”.

Za nas bo pomembno, da preslika elipso v kroznico (¢e sta ustrezno
izbrana premica negibnih tock in koeficient A), da preslika premice v
premice in da pri tem ohranja incidentnost, tangente in vzporednost.
V eni nalogi bo potrebno uporabiti tudi informacijo o tem, da plos¢ino
transformiranega lika iz plos¢ine originala izratunamo z mnozenjem z |A|.

1. naloga. Na elipsi O(a, b) so iz- A
brane tri tocke A, B in C tako, da
so plodéine Py, P,, P3; oznacenih
odsekov elipse enake.

Pokazi, da je ploicina trikot-
nika ABC enaka

% 3ab .

Resitev. Za premico negibih tock
afine transformacije izberemo no-
silko velike osi elipse, za koeficient
raztega v smeri, pravokotni na
to premico, pa a/b. Transforma-
cija preslika elipso in trikotnik v
kroznico in njej vértani trikotnik.

Ploséine tako dobljenih kroz-
nih odsekov P, Pj, Pj so med
seboj enake, saj so dobljene z
mnozenjem z a/b iz enakih plos¢in
odsekov elipsa Pl, Pg, P3. Od tod
sledi, da je trikotnik A'B’C’ ena-
kostranicen, saj razlicnim tetivam
otitno ustrezajo razliéne ploséine kroznih odsekov.

Ker je polmer kroznice enak a, meri stranica tega trikotnika avy/3.
Zato je njegova plostina enaka i“%, izracunamo pa jo iz ploséine triko-
tnika ABC' z mnozenjem s koeficientom a/b. Zato je plodcina trikotnika
ABC enaka

3aby/3
7
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2. naloga. Trikotnik ABC' ima pravi

kot v ogliséu C. Elipsa O(a,b) je
vértana v ta trikotnik tako, da je
njena velika os vzporedna z BC. Iz-
razite veliko polos a z AC, BC in b.
O/
Resitev. Elipso na enak nacin kot A
)!
s

B G

v reSitvi prejsnje naloge transformi-
ramo v kroznico s polmerom a. Slika
trikotnika ABC' je pravokotni triko-
tnik A’B'C’, s pravim kotom pri
C’, oértan tej kroznmici. Dvakratno
ploscino tega trikotnika izrazimo na
dva nacina:
B'C'-A'C' =a(B'C'+A'C'+A'B").

Upostevamo, da je B'C’' = BC'in ¢
A'C" = $AC ter uporabimo Pitago-
rov izrek:

a2
A'B' = y/BC? + b_‘ZA02 . J

B

Tako dobimo

a a a?
BC - 3AC =y (BC+ EAC+ \/302 - b—2AC2 |

Od tod sledi

BC-AC —b-BC —a-AC = \/a? - AC? + b2 - BC?.
Po kvadriranju in preureditvi tega izraza dobimo

_ BC(AC — 2b)
T 2(AC-b)
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3. naloga. Skladni elipsi,O(a, b)
in O'(a,b), se dotikata druga dru-
ge tako, da potekata mali osi obeh
skozi dotikalisce. Z ¢ je oznacena
ena od skupnih zunanjih tangent
(vzporedna malima osema). Trije
skladni kvadrati Ty, Ty, T3, s
stranico t, so postavljeni tako, da
imata dva skupno stranico, po eno
stranico na ¢ in po eno oglisce
na elipsah. Tretji ima po eno
oglisce na vsaki elipsi in stranico,
ki lezi na dveh stranicah prvih
dveh kvadratov (glej sliko).

Pokazi, da je

a

a=2h. t=5

Resitev. Za premico negibnih to¢k afine transformacije izberemo £, za
koeficient raztega v smeri, pravokotni na to premico, pa b/a. Tako dobimo
kroznici, tri pravokotnike in premico v naslednjem medsebojnem polozaju:

Oznaéimo krajso stranico pravokotnika z s (daljSa je Ze oznacena s t;
pri tem je seveda s = %t) in upostevamo, da je polmer kroznic enak b.
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U=

Dvakrat uporabimo Pitagorov izrek (za trikotnika OAB in OCD) in
dobimo

(b— )% + (b—s)? = b2, (b~%)2+(b—2s)2=b?
Enaécba

(b—t)2+(b—s)2:(b—%)2+(b—2s)2

4b—3t
5 -

Ce v enacbo (b—t)%+(b—s)? = b? vstavimo s = £, dobimo kvadratno
enacbo 5t2 — 12bt + 4b® = 0, ki ima dve resitvi, ¢ = %b (ta da povezavo
med a, bin t: iz £ = ¢ in s = £ sledi @ = 2b in potem iz t = Z dobimo e
t = £)in t = 2b, ki odpade zaradi pogoja t < b, ki mora veljati, ¢e zelimo,
da so kvadrati vértani v lik, omejen z elipsama in premico na opisani
nacin (sicer tudi ta resitev da geometrijsko smiselni odgovor, vendar se
tako dobljeni kvadrati prekrivajo z elipsama).

Ce v enacho (b —t)? + (b— s)? = b* vstavimo s = 122, dobimo
kvadratno enaébo 45t2 — 60bt + 4b% = 0. Resitev t = &.%\/51‘ s= %@
odpade iz enakega razloga kot prej, resitev t = 2{%’@, 8 = §il%3§
pa odpade, ker je v tem primeru b > a. Ta reSitev nam sicer da kva-

nam da s = £ ali s =

polosi.
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Sami se spoprimite Se z naslednjimi nalogami. Njihove reditve bomo
objavili v naslednji stevilki Preseka.
1. Elipsa O(a,b) je veértana v kva- N
drat s stranico ¢. Doloéi £, ¢e ves, da
so vsa Stevila a, b, t cela.

-

2. V kvadrat ABCD sta vcrtana
kvadrata L (s stranico l) in M (s B A
stranico m) tako, da se nahajata v
nasprotnih vogalih kvadrata ABC D
in da po dve njuni stranici lezita na
stranicah kvadrata ABCD. 5

Dve skladni elipsi, O(b,a) in e
O'(a,b), se dotikata druga druge in
kvadratov L in M. Poleg tega se

elipsi dotikata vsaka dveh stranic
kvadrata ABCD (glej sliko). B \
Pokazi, da je plos¢ina posamez- [ 0
ne elipse enaka M \ /
2 Im D
Sl 7
2 C
3. Elipsa O(a,b) je vértana v pra- B 4
vokotnik ABCD in se dotika stranice \
CD v tocki FE ter stranice AD v tocki F
F.
Pokazi, da je
aD

AF-ED=FD.CE.

N

C E D
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