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Matematika I

ZLATI PRAVOKOTNIK

V vsakdanj em življe nju imamo pogosto opravka s takim in drugačnim

pisarniškim materialom . Nedvomno ste že slišali za papir formata A4,
najbrž pa t udi za form ate A3, A5 in druge.

Pisarniški papir formata A4 je pr avokotne oblike in ima približne
dimenzije 210 x 297 mm. Razmerje med dalj šo in kr aj šo stranico je
297/210 = 1,4142857 . . ., kar se dobro ujema s številom V2. Osnova for
matov A je, da z delit vijo ali pr epogibanjem pravokot nika vzdolž kr ajše
srednjice dobimo dva pravokotnika, ki sta prejšnjemu podobna. Preprost
račun to potrdi.
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Recimo, da ima pravokotnik daljšo stranico a in krajšo b. Po delitvi
vzdolž krajše srednjice dobimo nova pravokot nika z daljšo stranico al = b
in krajšo stran ico bl = a /2 . Zahteva po podobnost i pravokotnikov da
enačbo

a al b 2b

b h a/2 a

iz katere dobimo

(~) 2 =2 oziroma ~ =J2b .

Vzemimo sedaj drugačen pravokotnik z daljšo stranico a in kr ajšo
st ranico b. Če mu odr ežemo kvadrat s st ranico b, kot prikazuje slika, naj
bo preostali pravokotnik podoben prvotnemu. Kakš no mora biti v t akem
pr imeru razmerje strani c?
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a al

Naj bost a al in bl daljša in krajša st ra nica dobljenega manj šega pr a
vokot nika. Očitno je a l = b in bl = a - b. Zah teva po po dobnosti
pravokotnikov da to krat enačbo

a

b

1
al b - 1 .

Iz nje sledi kvadratna enačba, ki ji mora zadoščat i razmerj e rjJ = alb :

Enačbo preoblikujemo:

4rjJ2 - 4rjJ + 1 = 5 ,

tako da dobimo na levi strani popolni kvad rat

(2rjJ- 1)2=5.

Sledi

2rjJ - 1 = v5 ID 2rjJ - 1 = - v5.
Druga možnos t odpade , ker nudi negati vno razmerj e al b, zato nam pr eo
stane edinole

Odslej bom o število rjJ imenovali število zla tega reza, iskani pr avokotnik
pa zlati pravokotnik. Zap išimo število rjJ še enkrat in navedimo nekaj
njegovih pr vih decimalk:

1
rjJ = "2 (1 + v5) = 1,618033 . ..

Očitno je rjJ iracionalno število, kar pomeni , da ga ne moremo izraziti v
obliki ulomka s celim števcem in imenovalcem . Zlati pr avokotnik ima
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tore j eno stranico b, dru go pa 4> b. Že od antičnih časov velja v umet nosti
pravilo, da je zlat i pr avokotnik v nekem smislu izmed vseh pravokotnikov
naj lepši.

Kako konstruiramo zlati pr avokotnik, če poznamo njegovo kr aj šo
stranico b? Nar išemo kvadra t ABCD s stranico b in njegovo srednjico
EF. Po P ita orove m izreku je diagonala EC pravokot nika E BCF enaka
IECI= b2+ (b/2)2 = (b/2) J5. To razdaljo nan esemo iz točke E vzdolž
t istega v E začetega poltraka , ki vsebuje točko B. Dobimo točko M , za
katero velja lAMI= b/ 2+ (b/2) J5= 4> b. S tem smo našli drugo stranico
zlatega pravokotnika AMN D.

D F eN

b

A E B M

Št evilo eP se poj avlja v zvezi s pr avilnim petkotnikom in deset kotni
kom . S tem se tokrat ne bomo ukvarjali, pač pa se bomo razgledali po
nekater ih algebrskih last nost ih tega števila .

Osnov na lastnost števila eP je, da ustreza enačbi 4>2 = 1+ 4>, iz katere
sledijo še 4>3 = 4> + 4>2,4>4 = 4>2+ 4>3 in tako naprej . Očitno pa velja tudi
4> = 4>- 1+ 1, 1 = 4>- 2+ 4>-1 in tako dalj e. Čisto splošno velja:

4>n = 4>n - 2 + 4>n - 1 za n = 0, ± 1, ±2, . . .

Zap oredj e potenc X n = 4>n je torej neke vrste dvostransko Fibo naccijevo
zaporedje za X o = 1 in X l = eP z rekurz ivno formul o X n = X n - 2 + X n - 1 ·

Člene X n tega zaporedja pa lahko izrazimo na en sam način s številom
4> v obliki

(1)

kjer so koeficient i an in f3n cela števila za vsak celoštevilski ind eks n.
Kako vemo, da je zapis (1) s celimi koeficient i en sa m? Vzem imo, da je
vsemu navkljub možno zapisati še
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t ud i s celimi koeficienti. Potem bi imeli

iz česar bi takoj do bili

Če bi bil on različen od (3n, bi dobili

Na desni strani v gornji enačbi bi imeli racionalno število, kar pa ni
mogoče, ker je C/J iracionalno število .

Ker je X l = C/J, je 0:1 = Oin (31 = 1. Ker je X 2 = c/J2 = 1 + C/J , je seveda
0:2 = 1 in (32 = 1. Naprej izrazimo: X3 = c/J3 = C/J + c/J2 = C/J + 1 + C/J =
= 1 + 2c/J. Torej je 0:3 = 1 in (33 = 2. Izberimo še 0:0 = 1 in (30 = O. Iz
X-I = c/J- 1= C/J - 1 preb eremo: 0:-1 = - 1 in (3- 1 = 1.

Sedaj t rdimo, da sta zaporedji (O:n) in ((3n) F ibonaccijevi za 0:0 =

= 1, 0:1 = O in (30 = O, (31 = 1. Če predpost avimo, da za vsak celoštevilsk i
indeks ti velja (1), dobimo iz rekurzivne formule X n = X n-2 + X n -1:

O:n + (3n C/J = O:n-2 + (3n - 2 C/J + O:n - 1 + (3n - 1 C/J =
= ( O:n - 2 + O:n - 1) + ((3n -2 + (3n - 1) c/J .

Zar adi enoličnosti zapisa (1) velja:

O:n = O:n-2 + O:n-1 in (3n = (3n-2 + (3n- 1 .

P ri t em je, kot smo že prej ugotovili , 0:0 = 1, (30 = O in 0:1 = O, (31 = 1.
Torej lahko obe zaporedji nadaljujemo v ned ogled na obe st rani: za cele
indekse, večj e od 1, up orabimo rekurzivno formulo ~n = ~n-2 + ~n-1 , za
preost ale cele indekse pa rekurzivno formulo ~n-2 = ~n - ~n- 1 . P ri tem
za ~ izb eremo bodisi o: ali (3. Tako dobi mo:

0:2 = 1, (32 = 1 ; 0:3 = 1, (33 = 2 ; 0:4 = 2, (34 = 3 ; . . .

Še nekaj členov z negativnimi indeksi:

0:- 1 = - 1, (3- 1 = 1 ; 0:-2 = 2, (3- 2 = - 1 ; 0:-3 = - 3, (3- 3 = 2; ...

Z drugimi oznakami im amo na primer c/J4 = 2 + 3c/J, c/J-2 = 2 - C/J , c/J-3 =
= - 3 + 2c/J.
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Vzemimo zlat i pravokotnik AB CD s kr aj šo st ranico b in daljšo st ra
nico eP b in ga ra zdelimo na kvadrat AEFD in pr avokotnik F E B C.

D

A

F

E

c

B

Označimo Al = F, Bl = E, Cl = B, Dl = C . Pravokotnik A1B1C1D 1

je podoben prvemu in je t udi zlati pravokotnik, ki ima kr aj šo st ranico bl =

= eP b - b = (eP - l )b = eP- lb in daljšo al = b. Razmerje je res ad b1 = eP .
Mimogrede preverimo še, da točka E deli stra nico AB v razmerju zla
tega reza . To pomeni : kraj ši odsek IE B I proti dalj šemu odseku IAE I je v
enakem razmerju kot daljši odsek IAE I pro t i celotni stra nici [AB I. Res:

IE BI = (eP - l )b = eP _ 1 = ~ hl5 - 1)
IAE I b 2

in

IAE I blI- = - = - = eP - 1 = - (V5 - 1) .
lAB I eP b eP 2
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Nadaljujmo: pravokotnik AlBlClDl razdelimo na kvadrat AlElFlDl
in pravokotnik FlElBlCl ter označimo A 2 = FI , B 2 = El, C2 = Bl,
D2 = Cl. Pravokotnik A 2B2C2D2 je seveda tudi zlati, njegova krajša
stranica je b2 = cjJbl = (CjJ - 1)2b = cjJ-2b, daljša pa a2 = bl = (CjJ - l )b =
= cjJ-lb.

Ponovno ga na isti naein razdelimo na kvadrat in zlati pravokotnik s
krajšo stranico b3 = cjJ - 3b in daljšo stranico a4 = cjJ - 2b, t ega pa zopet
razdelimo na kvadrat in pravokotnik, tako kot doslej . Prispemo do zlatega
pravokotnika A 4B4C4D4, ki je podoben onemu, s katerim smo začeli , pa
tudi zasukan je prav tako. Njegova krajša stranica je b4 = cjJ - 4b, daljša
pa a4 = cjJ - 3 b.

D4
04

A4 B 4

Opisani postopek lahko nadaljujemo na pravokotniku A4B4C4D4, po
št irih korakih dospemo do še manjšega pravokotnika AsBsCsDs, in tako
naprej. Zgodba se nikdar ne konča .
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Zaradi enotnejšega indeksiranja točk označimo Ao = A , Bo = B ,
Co = C , Do = D , Eo = E in Fo = F . Obst aj a posebna točka, recimo
ji zlata točka pravokotnika AoEoCoDo in označimo jo z B, ki je skup na
vsem zlat im pr avokot nikom v zaporedju

Točka B je seveda zlat a za vse zlate pravokotnike AkEkCkDk. Točka

B je v presečišču diagonal DoEo in D IEI v pravokot nik ih številka O in
1, prav t ako je B v presečišču diagon al DIBI in D2B2 v pr avokotnikih
št evilka 1 in 2 in t ako naprej . Vselej pa se diagonali sekat a pravokotno.
Znamo pa tudi izračunati , kje točka B je. Mor da se je naj enostavneje
prepričati o obo je m , če vpe ljemo pravokotni kartezični koordinatni sistem
z izhodiščem v točki A , os x usmerimo vzdolž strani ce AB, os y pa vzdo lž
stranice AD~ Koordinate točk so pot emt akem :

A(O, O) , B( 4> b,O) ,C = DI(4)b,b),D(O ,b), E = B I(b,O).

Enačbi pr emic skozi točki D in E ter Dl in El se glasita

1
y = -- x+ b in

4>

1
Y = 4> _ 1 (x - b) = 4>(x - b) ,

kar prever imo s kratkim računom . Produkt smern ih koeficientov teh dveh
premi c je -1 , kar pomeni , da se diagonali res sekata pr avokotno.

Presečišče pr emic pa pove, kje je zlata točka B. Njena abscisa x je
rešit ev enačbe

1
- "1> x+b = 4> (x -b) .
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Kratek račun nam izd a koordinati zla te točke

x = 1 + 3c/J b in y = 3 - C/J b .
5 5

Konstruirajmo še za poredje krožnih lokov , katerih vsak naj ima središče

v točki Ek, poteka pa naj od točke Ak do Fk, za k pa vzemimo 0, 1,2 , .. . .
Dobimo spi ralo , kakršna je na sliki , kjer sta prikazana dva njena zavoja.

Al

Aa A3

Zapišimo še koordinate točk B, Ao, Al , A 2 in A3:

B(1 + 3c/J b3 - C/J b)
5 ' 5 '

Ao(O,O) , AI (b,b) , A2 (c/Jb , c/J - 2b) , A3((I + c/J-3)b,0) .

Ni se t ežko prepričati , da se daljici AoA2 in A IA 3 sekata ravno v točki B,
in to pravokotno. Enačbi pr em ic nosi lk t eh daljic st a:

Označimo z dk razd alj o od točke B do točke Ak. Če izračunamo razdaljo
do točke B od točke Ao in razdaljo dl točke B od točke A l = C, dobimo:

Iz t ega sledi: di c/J2 = d6. Torej st a do in dl v razmerju C/J . Zaradi pod ob
nosti zlatih pravokotnikov , konstruiranih na opisani način iz začetnega

zlate ga pravokotnika AoBoCoDo, velja:

do dl d2
dl = d

2
= d

3
= . . . = C/J .
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Zaporedj e razdalj dn je geometrijsko . P reprost sklep nam da eno
stavno formulo: dn = do q;- n. Uvedimo polarni koordinatni siste m s
polom v točki B in po larno osjo skozi točko Do. Polarni kot , računan vse
lej v radianih, označimo z '{J. Spirala , ki obide točke Ak, ima v polarnih
koordinatah enačbo

(} = do q;2<p / rr .

To je zlata spirala. Njen približek smo malo pr ej nar isal i s četrtinskimi

kro žnimi loki .
Zlate pr avokotnike smo iz osnovnega pri dobivali z delitvami in s tem

prehajali na vedno manjše in manjše. Lahko pa jih tudi povečujemo , tako
da osnovnemu pr irišemo kvadrat s st ranico q; b in postopek nadaljujemo
z vedno večjimi zlatimi pravo kotniki . Vsi se lepo pri legajo zlati spirali.
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