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KRIŽCI IN KROŽCI OŽIVLJENI
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Slika l . Kri žci in krožci .

Gotovo se je vsak od nas vsa j enkrat že poskusil
v igri , ki jo poznamo pod imenom kri žci in kro žci.
Vseeno na hitro ponovimo pr avila. V 3 x 3 tabelo
dva igralca - nasprotnika - izmenično vrisujeta
eden kri žce, drugi krož ce. Če komu od igralcev
uspe zasest i eno od t reh vrsti c, t reh stolpcev ali
dveh diagonal, je zmagovalec.

Igro lahko predstavimo tudi drugače . Devet
polj 3 x 3 tabele zamenjamo z devetimi točkami v
ravn ini . Če smo točke razporedili, kot kaže slika 2,
lahko skoznje potegnemo osem ravnih črt, kat erih
vsaka povezuje t iste točke, ki so pr ej ležale bodisi v
skupnem stolpcu bodisi v skupni vrstici bodisi na
skupni diagonali. Igralca sedaj izmenično barvat a 3

točke , vsak s svojo barvo, zmaga pa tisti, ki s svojo Slika 2. Kri žci in kro žci

barvo prvi pobarva vse točke neke črte . - malo drugače .

Zdrava pamet nam pove, da je igralec, ki začne, v prednosti in da je
najpametneje pobarvati tisto točko, ki leži na največ črtah . S slike 2 je
raz vidno, da točka 5 leži na št irih črtah, točke 1,3,7 in 9 na treh črtah,

točke 2,4, 6 in 8 pa le na dveh črtah . Zato je za prvega igralca - recimo
mu napadalec - najbolje, da pobarva točko 5. Drugi igralec - branilec 
mor a igrati pazljivo. Če zase de katero od točk , ki ležijo le na dveh črtah,

bo lahko napadalec s pr aviln o igro zmagal. Če pa branil ec v svoji prvi
potezi zasede eno od točk 1, 3,7 ali 9, bo uspel obdržat i ravnotežje in
pripeljati igro do neodločenega izida. S tem smo vse možnosti izčrpali .

Ostane nam dvoj e: igro lahko opustimo ali 7 9

pa jo izboljšamo. Poskusimo s slednjim. Spreme
nimo igralno desko s slike 2. Pomaknimo točki 4
in 6 na pol poti proti točki 5. Točke lahko se
daj povežemo , kot kaže slika 3. Dobi li smo novo
igralno desko , ki pa jo od prve loči pomembna raz
lika. Napadalec sedaj nima očitne na jboljše prve
poteze, sa j vsaka točka leži na natanko t reh črtah. Slika 3. P ap usova razpo-

S l k k d reditev .t ega sta išča so vse toč e ena ovre ne .
Denimo, da napadalec spet prične s točko 5. Kako naj odgovori

brani lec? Napadalec je s svojo potezo ogroz il tri črte , ki gredo skozi točko

5. Branilec sklepa, da je najpamet neje zavarovati vsaj eno od te h črt,
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recimo ti sto, ki gre skozi točke 1,5,9, in odg ovori s točko 1. Hitro vidimo,
da se igra zanj ne bo dobro končala . Napadalec bo namreč zasedel točko 3
in po izsilj eni potezi branilca še točko 4. Branilca je postavil pr ed nerešljiv
problem, zaščit iti se pred dvem a grožnjama hkrati. Kako naj torej igra
branilec po začetni potezi napad alca? J e igra zanj izgubljena? Prepričan

sem , da boste odgovor našli sami.

Medtem pa poskusimo poiskati še kak šno zanimivo igralno desko, ki
jo odlikujejo podobne last nost i kot desko s slike 3. Postavljeni smo pred
naslednjo nalogo:

V ravnini razpostavi n točk in skoznje potegni ti ravnih črt tako, da
bo vsaka črta vsebovala tri točke in bo vsaka točka ležala na tr eh črtah.

Naloga je vse prej kot lahka. Tiste , ki bi ~
radi na takšen način razpostavili manj kot devet
točk , naj od brezupnih poskusov že na začetku

odvrnem in vam zaupam , da naloga pri ti < 9
ni rešljiva . Morda najbližje rešitvi pridemo, če

narišemo sliko 4. Tu smo sedem točk povezali s Slika 4. Fanova razp or e

šest imi ravnimi črtami in eno krivo. Podobno se ditev .

nam godi tudi pri osmih točkah. Za ti = 9 eno
rešitev že poznamo, na sliki 5 pa je še ena. Triko
tnik s slike 5 nam da idejo še za nove razporeditve
na sliki 6. Bralec je gotovo opazil vzorec , po ka
t erem lahko sam poišče razporeditve za poljubno
mnogo točk. Več kot je točk , zanimivejša je igra in
t ežje je vprašanje , ali lahko napadalec ob pravilni
igri vedno zm aga. Slika 5. Trije trikotniki.

Posvetimo se še vprašanju, ali so na igralni deski, kjer vsaka točka leži
na treh črtah, res vse začetne poteze enakovredne. Ali se vseeno ne more
zgoditi , da ena začetna poteza branilcu dopušča zadovoljivo obrambo,
druga pa ne ? Ali mu jo vsaj nekoliko oteži? Odgovoriti na ta vprašanj a
ni lahko. V posebnem primeru pa lahko vseeno zatrdimo, da so res vse
začetne poteze enakovredne. Oglejmo si t a primer podrobneje.

Imejmo razporeditev n točk in te točke poimenujmo kar z narav
nimi števili 1,2, . . . , n. Permutaciji 7l' t eh točk , ki ima last nost , da točke

7l'(i) ,7l'(j) in 7l'(k) ležijo na skupni črti natanko tedaj, ko na skupni črti

ležijo točke i, j in k , rečemo evtomoiiizem razporedit ve . Permutacija neke
množice je bij ektivna pr eslikava t e množice same nase. To pomeni, da
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lahko permutacijo 11" pr edstavimo kot niz prvih n naravnih števil, kjer
vsako šte vilo med 1 in n nast opi natanko enkrat . Točka 11"(i) bo v tem
nizu nast opala na i-te m mestu.

Slika 6. Še neka j razporedit ev .

Za zgled avtomorfizma si oglejmo še enkrat sliko 3. Permutacijo, ki
zamenja t ri točke zgornje vrst ice s t remi točkami spodnje vrstice, točke

na sredini pa pusti , kjer so, bi označil i z nizom (7, 8, 9, 4, 5, 6, 1, 2, 3) . Prav
hitro se prepričamo, da t a permut acija zadošča zahtevi avt omorfizma 
črte res preslika v črte. Denimo točke 1, 5,9 so se preslikale v točke 7, 5,3.
Podobno se je črta, ki povezuje točke 1,2,3, preslikala v črto , ki povezuje
točke 7,8,9 .

Vrnimo se k našemu vprašanju , ali so vse začetne poteze enakovredne .
Denimo, da za dve točki i in jobstaja avtomorfizem razporeditve, ki
točko i preslika v točko j. Označimo ta avtomor fizem s 11" . Trdimo, da
sta tedaj začetni potezi i in j enakovredni v smislu , da napadalec lahko s
pravilno igro zmaga po potezi i natanko tedaj , ko lahko zmaga po potezi
j . V to se z lah koto prepričamo , če opazimo , da vsakemu zaporedju potez
i, i 2 , i3, . . . v primeru začetne poteze i ustreza v primeru začetne poteze j
zaporedje pot ez i ,11" (i2 ) , 11" (i3), . . .. Pri tem bo zaradi zaht evane las tnost i
avtomorfizma (da točke na skupni črt i pres lika na točke , ki spet ležijo na



skupni Mi) p m  zaporsdje mugodno za napaddca mtadm tedaj, ko 
bo magovalno tudi drugo zaporedje. Denha, da n k  razporeditev 
to lastno&, da za 7waki dve toElti i in j obtaja neki a v t o m o ~ m ,  Id 
eno p m U  v drugo. Tedaj res WIw trdimo, da so we z a t n e  pot- 
e n h e d n e .  Bralec aaj s a m  premisli, ali imajo vse. razmestitve, ki smo 
jih navedli do Bedaj, to lastnost. 

Za tiste, ki jih ig'anje kriicev in kr- da2goEwi, r d l j a n j e  o 
a v t o m o ~  pa jim ne gre od rok, d e d n j e  vpraSanjtx AE lahko vsa 
rapneattve s alik 5 in 6 komtmkamo z ranilorn in WtiZom? Zts d e t &  se 
hldm spopdete s prim- s slike 5. Opoeorim naj, da sa trije trik0tn.M 
na sliki enahwtraniEni, o@ih po vehlwti aredn,jega od qjih pa lezijo 
natanko na r~polov&ih gtranic veEjega. Kako v tern primem s Bestilom 
in raMilom konstruirati ogWa notranjega trhbika, da bod0 nosillre 
njegovih &anic res vsebovale ogWa zunanjega trikohnh? 

%mu% Potohik 




