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Matematika I

VSOTA GEOMETRIJSKE VRSTE 
PO GEOMETRIJSKO

Vzemimo pozit ivno število q, manjše od 1, kar lahko zapišemo s simboli
takole: O < q < 1. Njegov kvadrat , to rej q2, je t udi t ako št evilo, tod a ta
hip je pomembneje, da je q2 < q. P o množenju ob eh st rani neenakost i
q < 1 s pozit ivnim q do bimo namreč neenakost q2 < q < 1. P ostope k
nadaljujemo in naj demo zaporedje po tenc:

0 < . . . < qn+l < qn < . . . < q3 < q2 < q < 1 .

Zaporedje 1, q, q2, q3, . . . je geometrijsko , saj je v za po redju količnik po
ljubnega člena z nj egovim predhodnikom enak q, to rej stalen . Prvi člen

tega za poredja je 1. Člene za poredj a upodobimo na številski premici, kot
prikazujeta sliki. Čim manjši je q, te m hit reje se po te nce qn približujejo
ničli :
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Očitno členi zaporedja de lijo int erval [0, 1] na vedno krajše podint er
vale, če gledamo z desne pro ti levi st rani t ega int ervala . Prvi pod interval
ima dolžino 1 - q, drugi q - q2 = q( l - q) , tret j i q2 - q3 = q2(1 - q) in
tako naprej . Njihove dolžine sestavljajo zaporedje

1 - q,q(l - q) ,q2(1 - q), . ..

ki je t udi geometrijsko zaporedje s količnikom q. P rvi člen je 1 - q. Velja :

0 < . .. < qn(1- q) < . . . < q2(1 - q) < q(l - q) < 1 - q .

Prvi pod interval z desne ima dolžino 1 - q, kar je manj od dolžin e inter
vala [0, 1]' ki je dolg 1. Prva dva podintervala skupaj mer it a (1 - q) +
+ q(l - q) = 1 - q2. Prvi trij e imajo skupno do lžino (1 - q) + q(l - q) +
+ q2(1 _ q) = 1 -q + q - q2 + q2 - q3 = 1_ q3, po n koraki h ugotovimo, da
meri skup na do lžina prvih n podintervalov 1 - q" , Če seštejem o po vrst i
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dolžine dovolj velikega števila zaporednih podint er valov , se številu 1 pri
bližamo , kot le želimo , saj poten ca qn za dovolj velik n po st ane poljubno
majhna. To zapišemo v ob liki vsote, ki ima neskončno mnogo členov :

(1- q) + q(l - q) + q2(1 - q) + ... = l.

Tri pike (... ) pomenij o, da se sešt evanje členov nadaljuje v nedogled.
Vsota vse h do lžin delnih int ervalov, na katere členi zapore dja q, q2, . . .
delijo inter val [0,1 ]' je seveda 1. Če v zgornj i vsoti izpostavimo vsem
členom skupni fak tor 1 - q, dobimo

(1- q)(1+ q + q2 + q3 + ...) = 1,

od koder dobimo vsoto geomet rijs ke vrste:

2 3 1
l+q +q + q + ...=--.

1 -q
(A)

Geometrijska vrsta ji pravimo zat o, ker sest avlja jo nj eni členi geometrijsko
zaporedje . Formula (A) je očitno pravilna tudi za q = o.

P rimer:

1 1 1 1
1+ -+2"+ 3"+ .. . = --1 =2 .

2 2 2 1 - 2

Kaj pa, če je q negati ven , toda po absolutni vrednosti manj ši od 1?
Ted aj pišem o q = -r, kjer je O< r < 1. Geometrijs ko vrsto preoblikujemo
takole:

1+ q + q2 + q3 + q4 + . . . = 1 _ r + r 2
_ r 3 + r 4 + . . . =

= (1 - r) + r 2 (1 - r ) + r 4 (1 - r) + . ..

Izpo stavimo faktor 1 - r in dobimo:

1+ q + q2 + l + q4 + . . . = (1 - r )(l + r 2 + r 4 + . ..) .

Vrst a 1 + r 2 + r 4 + . . . je geometrijska s količnikom r 2 < 1, njeno vso to
lahko izračunamo s formulo (A) :

2 4 1 1
1+ r + r + . . . = 1 _ r 2 = (1 _ r)( l + r ) .

Tako smo našli vsoto vrste:

2 3 4 ( 1
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m t o  2, vmta pmih tmh Ekmv je 3 in t& mpraj. i%t mddjujema, 
dobljw mots %%wm prem53-a L tsrlus wEko pmiWm Bievilo. 
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