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SE ENKRAT O FIBONACCIJEVIH ZAPOREDJIH

Presek je o Fibonaccijevih zaporedjih v tem letniku ze pisal (glej Po-
splosena Fibonaccijeva zaporedja, Presek 24 (96/97), §t. 3, str. 1560-152).
V prispevku smo obravnavali posploena Fibonaccijeva zaporedja, to je
zaporedja, doloéena z zacetnima ¢élenoma a; = a in az = b ter rekurzivno
ZVEZO Qpy1 = @i + ag—1, k > 2. Pri tem smo se omejili na zaporedja s po-
zitivnima celostevilskima zacetnima ¢lenoma a in b. Med takimi zaporedji
smo iskali tisto, ki vsebuje Stevilo 1000000, hkrati pa je zanj vsota a + b
najmanjsa. Nalogo smo resili z “metodo grobe sile”. Z rekurzivno zvezo
lahko iz dveh zaporednih élenov zaporedja izraéunamo naslednje, pa tudi
prejsnje clene. Ker je bilo stevilo 1000000 v zaporedju, smo kar preizku-
sili vse kandidate za prejsnji ¢len, to so bila Stevila od 1 do 999999, in z
ra¢unanjem nazaj izracunali zacetna ¢lena. Tako smo v nekaj sekundah
dobili odgovor a = 154 in b = 144.

Opisana resitev je bila primerna za zastavljeno nalogo, saj jo je
mogoce hitro domisliti in sprogramirati, pa tudi moznosti, da bi se zmotili,
ni prav veliko. V nadaljevanju prispevka pa bomo pokazali, kako z nekaj
razmi§ljanja pois¢emo Se bistveno boljso reditev, tako, ki jo bo mogoce
uporabiti tudi za ratunanje s svinénikom in papirjem (no, tudi zepnega
racunala se ne bomo branili).

Oznagimo z fi = fo = 1,f3 = 2, f4 = 3,... obi¢ajna Fibonacci-
jeva stevila. V Ze omenjenem prispevku smo ugotovili, da za élene po-
sploSenega Fibonaccijevega zaporedja velja

ar = fy—2-a+ fr_1-b,

pri ¢emer vzamemo f_; = 1 in fy = 0. Podobno lahko zapisemo tudi for-
mulo za predhodne élene. Recimo, da poznamo élena a,, in a,_;. Potem
za i > 0 velja

p—§ = (_l)if:'—l L (_l)ifi 0p—1 . (1]

Da gornja formula res velja, se prepricamo z matematic¢no indukcijo, se-
veda pa nama lahko verjamete tudi na besedo. Poglejmo primer ra¢unanja
predhodnih ¢lenov. Recimo, da je v zaporedju stevilo 100, élen pred njim
paje enak 62. Potem z racunanjem nazaj, pri tem uporabljamo rekurzivno
ZVeZO (p—j = Gp_it+2 — Un—i41, dobimo

100, 62, 38, 24, 14, 10, 4, 6, —2, 8, —10, ... (2)
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Seveda nas zaporedje predhodnih élenov zanima le toliko éasa, dokler so
vsi njegovi ¢leni pozitivni. In koliko zacetnih ¢lenov je pozitivnih? V zgor-
njem primeru jih je 8. V splosnem pa razmisljajmo takole. Pri ra¢unanju
predhodnih élenov so ti pozitivni toliko ¢asa, dokler je novi predhodni
¢len strogo manjéi od predhodnega ¢lena, izracunanega na prejénjem ko-
raku. Ce je novi predhodni élen veéji ali enak prejsnjemu, bo naslednji
izracunani predhodni élen enak 0 ali manjsi od 0. To pomeni, da se usta-
vimo pri prvem indeksu 7, za katerega velja

n—i 2 Gn—it1 - (3)

Tedaj ima zaporedje predhodnih ¢lenov na zagetku natanko i+1 pozitivnih
¢lenov. Ce v (3) upostevamo zvezo (1), dobimo

(=1) fict - an = (=1)' fi - @an—1 > (=1)"" ficz - an — (=1)"" ' fic1 - @n1

kar nam po preoblikovanju da

(=1)'fi - an > (=1) fi41 - @n1 -

Pogoj, ki nas pri racunanju predhodnih ¢élenov zaustavi, je tako

(1L > (et (@)

fiqn ay
Pomembni so torej koliéniki zaporednih Fibonaccijevih stevil. Zapisimo
Jjih prvih nekaj:
0112358 1325

17374y 8’ 13’ 21’ 34’ 55’ 89" '
Pokazemo lahko, da se koliéniki blizajo razmerju zlatega reza, to je vre-
dnosti

.4
5 ]

o= ‘/52_ L - 0.6180339. ..

Natanéneje, koliéniki ?f-:—l, i=0,1,..., so strogo manji od ¢ in rastejo

proti ¢, koli¢niki }f—:‘—_‘:—;, i=0,1,..., paso vedji od ¢ in padajo proti ¢. O

tem se lahko prepricamo, na primer s pomocjo Cassinijeve identitete
fixrfioa — 2 = (-1, i>0.

Prikazimo prvih nekaj koliénikov in pripadajoée intervale Se na stevilski
premici:
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Stevilke nad intervali povedo, s koliko pozitivnimi éleni se zaéne za-
poredje predhodnih ¢lenov, ¢e je koliénik med a,_; in a, na izbranem
intervalu. Na primer, ¢e “:" € [2, %), potem dobimo z ra¢unanjem na-
za] poleg a, in a,—; 8e &tiri pozitivne ¢lene, preden naletimo na prvi
nepozitivni len. Poglejmo Se primer (2). Tu je “2=* = £%. Kolicnik
tako lezi med % = %?— = 0.619 in -}E = g = 0.625. Pogoj (4) ni izpolnjen
za noben sod indeks i, pri lihih pa ne velja za i = 1,3 in 5. Najmanjsi 7,
za katerega je izpolnjen, je tako 7, zaporedje pa ima na zacetku 8 pozitiv-
nih élenov. Napoved iz pogoja (4) se torej ujema s §tevilom izracunanih
pozitivnih ¢lenov v (2).

Pricakujemo lahko, da bo vsota zadnjih dveh pozitivnih élenov (to-
rej vsota zacetnih ¢lenov posplosenega Fibonaccijevega zaporedja iz nase
naloge) tem manjia, ¢im veé pozitivnih élenov bomo naraéunali iz a, in

O~y 1O predvidevanje potrdi tudi racun. Ce je ==X na intervalu med
f-'-a - i|— | |
s W5 —-—-f pa zaprt, z

rac":unanjem naza._] doblmo (vkljuéno z an in ap—1) ¢ pozitivnih ¢lenov. Ce
L enak f' , sta zadnja pozitivna ¢lena enaka, njuna vsota

je kolicnik 2

n—1

pa je 2—“‘-. Ko pases Lohcmkom blizamo drugi meji intervala, stevilu

;‘ 2 se predzadnji pozitivni ¢len bllza 0, zadnji pa gre proti J.—L Vsota

obeh se tako od spodaj priblizuje rf! Za majhne vrednosti indeksa 7 so

gornje ugotovitve prikazane tudi v spodnji tabeli (pri tem se vrednostim v
zadnjem stolpcu lahko le poljubno priblizamo, ne moremo pa jih doseéi):

stevilo pozitivnih | f; [ interval za vrednost a + b
¢lenov i koliénik *2=! |najmanjsa 27“'1 najvecja f_?lL:
2 1 [1,00) 2a, oo
3 2 (0, %] an i
N 2 o
5 51 (53] 5 £l
o 3| By | = i
7 13 (5 ! ﬁ 2Tﬂ:s“' G_sn
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Se posebej zanimiva je izbira = . Tedaj je zaporedje predhodnih
clenov sestavljeno iz samih pozitivnih stevil, ki padajo proti 0, a te vre-
dnosti nikoli ne dosezejo. Seveda v tem primeru vsaj eden od a, ali a,_;
ni celo Stevilo, saj ¢ ni racionalno stevilo.

Tako, teoretiéno smo razjasnili vse podrobnosti. Poglejmo se, kako te-
orijo koristno uporabimo pri resevanju naloge, ki smo jo opisali na zacetku
prispevka. Ce naloga ne bi zahtevala, da sta a in b celi stevili, bi bila prava
izbira seveda a,_1 = wa,. Ker pa gpa, ni celo stevilo, sta kandidata za
an—1 dva. To sta zaporedni celi stevili, med katerima lezi pa,: |@pa, | in
[¢an]. Da bo resitev popolna, dopisimo Se program:

program posploseni_Fibonacci;

{ Uéinkovito pois¢e zacetna élena posplosenega Fibonaccijevega }
{ zaporedja. }

var

fi: extended; { razmerje zlatega reza }

an,al,a2: longint; { najveéji in tekoca élena zaporedja }

i: integer; { stevec pozitivnih élenov }
begin

fi := (sqrt(5)—1)/2;

repeat

write(’Vpisi pozitivni clen, ki ga poznas: ’); readln(an);

until an>0;

a2 := an; al := trunc(fi*an); i = 2; { prvi kandidat }

write(’an = ’,a2’ an—1 = ’,al);

while al<a2 do
begin al := a2-—al; a2 := a2—al; i := i+1; end;

writeln(’ a = ’,al,” b = a2, (i, clenov)’);
a2 := an; al := trunc(fi*an)+1; i := 2; { drugi kandidat }
write(’an = ’,a2,’ an—1 = ’al);

while al<a2 do
begin al := a2—al; a2 := a2-al; i := i+1; end;
writeln(’ a = ’,al,” b = a2’ (i, clenov)’);
readln;
end.

Pri a, = 1996 je pa, = 1233.5958..., torej sta kandidata za ap—;
stevili 1233 in 1234. Daljse zaporedje doloca stevilo 1233, kjer dobimo
a =49 in b = 6, medtem ko pri a,_; = 1234 dobimo a = 40 in b = 34.
Pri a, = 19961996 sta kandidata za a,_, Stevili 12337192 in 12337193.
Tudi tokrat je boljsi prvi kandidat, za katerega dobimoa = 704 in b = 692.
Omenimo e, da ima zaporedje, ki ga dolo¢a prvi kandidat, 23 pozitivnih
¢lenov, zaporedje, ki ga dolo¢a drugi, pa le 20, torej kar 3 manj.

Martin Juvan, Katarina Kokalovié





