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A1atematika I
RAČUNANJE PRIBLIŽKOV KVADRATNEGA
KORENA IZ N ARAVN EGA ŠTEVILA

Znanih je več metod za računanje racionaln ih pribli žkov iracionaln ega
števila V2. Eno izm ed njih lahko opišemo zrekurzivni m zaporedjem

X l = 1 ,
X n + 2

Xn +l =--
X n + 1

za n = 1,2 ,3 , . .. (1)

Izračunajmo prvih nekaj členov zap oredj a:

1 + 2 3
X 2 = 1 + 1 = "2 = 1.5 ,

3/2 + 2 7
X3 = 3/2 + 1 = "5 = 1.4 ,

7/5 + 2 17
X 4 = 7/5 + 1 = 12 ~ 1.41667 ,

17/12 + 2 41
X 5 = 17/12 + 1 = 29 ~ 1.41379 .

Ker je v2~ 1.41421 , postavimo domnevo, da zaporedj e {x n } konvergira
proti X = V2. To pome ni, da poljuben odprti interval (a,b), ki vsebuj e
št evilo x, vsebuje vse člene zap oredj a , razen (mo rda) končno mn ogo. Po
vedano drugače : Za vsak par realnih št evil a in b z lastn ostjo a < x < b
obstaja tak ind eks N E lN, da velja a < x n < b za vsako nar avno št evilo
n 2: N, tj. člen i XN , XN+l , X N + 2 , XN+3, . . . ležijo na intervalu (a,b).

V tem članku bomo to metodo posplošili na računanje ra cionalnih
pr ibližkov kvadratn ega korena iz poljubnega naravnega števila , jo ut eme
lj ili in s te m potrdili zgoraj omenje no domnevo.

Naj bo k poljubno naravno število. Očitno j e zan imi v le primer ,
ko k ni kvad rat naravnega št evila . Ponovimo najprej , kaj je celi del [x]
rea lnega šte vila x. To je največj e celo štev ilo, ki ne presega števila x .

Tako je npr . [5] = 5, [V2] = 1 in [-V2] = - 2. Ker celemu števi lu [x] sledi
celo št evilo [x] + 1, velja neenačba

[x] ::; x < [x]+ 1 . (2)
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Sedaj definirajmo zaporedj e

X n + k
Xn + l = X

n
+ 1 za n=1 ,2 ,3 , . . . (3)

Očitno v primeru k = 2 dobimo zaporedj e (1). Ogl ejmo si še en primer .
Vzemimo k = 5 in računajmo :

X l = [V5] = 2 ,

2 + 5 7
X2 = -- = - R:J 2.33333

2 + 1 3

X 3 = 7/3 + 5 = 22 = .!..!:. = 2.2
7/3+1 10 5 '

= 11/ 5 + 5 = 36 = ~ = 2 25
X 4 11/5 + 1 16 4 . ,

9/4 + 5 29
X5 = 9/4 + 1 = 13 R:J 2.23077,

X = 29/13 + 5 = 94 = 47 ~ 2.23810 . d
6 29/13+ 1 42 21 '- It .

Če dobljene približke primerjamo z vrednostj o koren a V5, ki j e na 5 de
cimalk natančno enaka 2.23607, vidimo, da j e

Zato upravičeno domnevamo, da člen i zapo redja (3) z lihimi indeksi strogo
naraščajo in so manjši od Vk, člen i s sod imi ind eksi pa st rogo padaj o in
so večj i od Vk. Br alec bo potrdil to domnevo, ko bo rešil prve tri naloge
ob kon cu tega čl anka.

Tukaj bom o dokazali , da zap oredj e (3) konvergir a proti Vk. Dokaz
tega dejs tva bomo oprl i na naslednjo oceno:

Za vsako realno število X 2: [Vk] - 1 velj a neenakost

I
X+ k I-- - ..Jk ~ cIx - ..Jkl ,
x + 1 ,

kjer j e c = (Vk - l) /[Vk] < 1.

(4)
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Dokažimo jo. Najprej j e zarad i ocene (2) število c m anjše od 1.

Očitno je neenakost (4) ekvivalent na z neenakostjo

[Vk]l x + k - xVk - Vkl :'s (Vk - l)(x + l) lx- Vkl ,

oziroma

[Vk]I(l - Vk)( x - Vk)1 :'s (Vk - l)(x + l)lx- Vkl·

Če je x = "ff, potem neen akost oči tno velja, sicer jo pokraj šamo s pozi
tivnim številom (Vk - 1) lx- v'kl. Ker doblj ena neen akost

velja po pr edpostavk i, je ocena (4) tako dokaz ana.
Z namenom, da oceno (4) up orabimo za x = X n (n E lN), se pre

pričajmo , da za zaporedje {x n } velja neenakost

k - x l
x l < X n < - - = y. (5)

- - X l - 1

Očitno (5) velja za n = 1, z neposrednim računom pa ugotovimo , da velja
tudi za n = 2. Princip matematične indukcije zagotavlja, da je dovolj
dokazati , da iz x l :'s X n :'s y sledi Xl :'s Xn +l :'s y . Ker je

k - l
X n + l = 1+-

X n + 1

in ker po indukcij ski pr edp ostavki velja X l :'s X n :'s y , imamo

k - 1 X l + k
Xn +l < 1 + - - = - - = X 2 < Y

- X l + 1 X l + 1 -

111

k - 1
xn+l > 1 + -- = X l ,

- y+l

torej je Xl :'s Xn+l :'s y . S tem je neenakost (5) potrjena.
Če torej v oceno (4) vstavimo X = X n (n E lN), dobimo neenakost
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Z večkratno uporabo zadnje neenakosti izpelj emo verigo neen akosti

IXn-vkl :::; e IXn- l -vkl :::; e2 Ixn _2- vkl:::; ... :::; en- l IXl - vkl < en- l .

Zadnj a neenačba j e posledica ocene lXI - .Jk[ = .Jk - [.Jk] < 1. Tako
smo pokazali, da za vsak n E IN velja

(6)

Od tod sledi , da zaporedj e {xn } konv ergi ra pr ot i številu .Jk. Res! Vzem i
m o polj uben odprti interval (a,b) , ki vsebuje števil o .Jk, Po t em je zaradi
neenakosti (6) pogoj a < X n < b zan esljivo izpolnj en , če j e

a < vk - en- 1 in .Jk + en- 1 < b ,

ozirom a

en - 1 < vik - a 111 en - 1 < b - .Jk ,
kar lahko zapišemo na kr a tko en

- l < d, kjer j e d = min{.Jk - a, b - .Jk}.
Ker j e a < .Jk < b, je d > O. Izber im o tak~ naravno število N, da j e
eN -1 < d. To j e mogoče , ker je O < e < 1. (Za N lahko vzame m o
polj ubno naravn o štev ilo , ki je večje od števila 1 + lnd/lne.) Potem za
vsako naravno šte vilo n ~ N velj a en - l :::; eN - 1 < d, in za to X n E (a , b)
za vsak n ~ N . Dokazali sm o torej , da zaporedje {Xn}nE kon vergira pro t i
številu .Jk.

Članek končajmo z nalogami . Reši tv e prvih t reh nalog so eleme n
tarne, zad nja pa zah t eva poznavanj e pojma logaritma.

1. Dokaži , da za za poredje (3) velja enakost

(k + l)xn +2k
X

n
+2 = 2x n + (k + 1)

za vsako naravno števil o n.

2. S pomočjo n al oge 1 p okaži , d a so člen i zaporedja (3 ) z lihimi in deksi

manjši od .Jk, členi s sodim i indeksi pa večji .

3. S pomočjo naloge 2 do kaž i, da členi zap oredja (3) z lihimi inde
ksi strogo naraščajo, člen i s sodimi indeksi pa strogo padajo, to rej
X l < X 3 < X 5 < .. . in X2 > X4 > X 6 > ....

4. K ateri členi zaporedj a (1) ležijo na in tervalu (1.414, 1.415)?
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